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Abstrakt
Tato práce popisuje matematickou metodu odhadu povrchu lidské ruky. Užit́ım teorie
zpracováńı obrazové informace, analytické geometrie a numerických metod byl vytvořen
model pro zpracováńı fotografie ruky, pomoćı které se vypoč́ıtá povrch ruky v softwaru
Matlab. Model využ́ıvá nástroje jako je např́ıklad mediánový filtr, adaptivńı prahováńı
nebo podmı́něná eroze. Zaj́ımavé využit́ı tu má křivost křivky, pomoćı které nalezneme
vrcholy a úpat́ı prst̊u na hranici ruky. Mezi źıskanými výsledky modelu a změřenými
reálnými povrchy rukou byla zjǐstěna závislost a byla nalezena regresńı funkce, která
udává bodový odhad povrchu lidské ruky.

Summary
This thesis deals with a matematic model used for estimation of the surface of a human
hand. By using the theory for digital image processing, analytic geometry and numerical
methods a model for proccesing a photografy of a hand was created. This model further
calculates the surface in the software Matlab. The model uses tools such as median filter,
adaptive tresholding or conditional erosion. Interesting is the usage of the curvature of
a curve, which can be used to find the peaks and bases on the border of the hand.
Dependencies between the calculated results and the measured real surfaces can be found.
Therefore a regression function could be found, which gives us a point estimation of the
human hand surface.

Kĺıčová slova
povrch ruky, zpracováńı obrazové informace, adaptivńı prahováńı, regresńı analýza, ko-
relačńı analýza, křivost křivky
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4.1 Určeńı jednopixelové hranice ruky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Úvod
Při zkoumáńı čistoty ve výrobńıch procesech potravinářského pr̊umyslu se pořizuj́ı stěry
bakteríı z ploch výrobńıch zař́ızeńı, které se uváděj́ı v počtu bakteríı na jednotku plochy.
Kromě toho se pořizuj́ı i stěry z rukou zaměstnanc̊u. U těchto stěr̊u neńı známa plocha, a
tak maj́ı odlǐsnou jednotku - počet bakteríı na ruku. Proto se zde nab́ıźı myšlenka, nalézt
vhodnou metodu k źıskáńı odhadu povrchu lidské ruky. A právě t́ım se zabývá tato
práce. Jedná se o práci navazuj́ıćı na bakalářskou práci s názvem Měřeńı geometrických
parametr̊u lidské ruky z které vycháźı i princip navrženého matematického modelu.

Navržená metoda odhadu povrchu lidské ruky, jej́ıž vstupem je fotografie ruky a
výstupem je jej́ı povrch, využ́ıvá předevš́ım numerických metod zpracováńı obrazové in-
formace, které jsou podrobně popsány v kapitole 3. Např́ıklad pomoćı mediánového filtru
a adaptivńıho prahováńı jsme schopni fotografii rozdělit na objekt a jeho pozad́ı. Morfo-
logické operace pak využijeme např́ıklad k definováńı uceleného objektu ruky v kapitole
4.1.2 d́ıky čemuž dokážeme určit jednopixelovou hranici objektu.

Kromě nalezeńı objektu ruky se v práci dále zabýváme jej́ı geometríı. Abychom odhadli
povrch ruky, je třeba jej́ı jednotlivé části aproximovat geometrickými útvary a tělesy.
K tomu je např́ıklad nutné nalézt tzv. body zlomu popsané v kapitole 4.2.1, d́ıky nimž
objekt rozděĺıme na potřebné části a źıskáme o něm v́ıce informaćı. Tyto body nalezneme
v mı́stech největš́ı lokálńı křivosti hranice objektu ruky. Proto se práce v úvodu věnuje
témat̊um křivek a aproximaci funkćı (viz kapitoly 1.2, 1.3).

Důležitou součást́ı práce je statistické ověřeńı metody a nalezeńı vhodného regresńıho
modelu. Proto kapitola 2 obsahuje vybrané informace ze statistiky. Na konci praktické
části práce se nacháźı statistické výsledky, porovnávaj́ıćı přesné povrchy deseti testo-
vaćıch rukou s povrchy vypočtenými touto metodou. Přesným povrchem se zde mysĺı po-
vrch źıskaný 3D skenem, který naskenuje sádrový odlitek ruky. T́ımto zp̊usobem źıskáme
povrch, který se přibližně bĺıž́ı k reálnému povrchu, avšak pro naše účely stač́ı a budeme
ho považovat za reálný povrch.
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1. Matematický aparát
Pro praktickou část práce je potřeba zavést několik d̊uležitých definic z r̊uzných oblast́ı
matematiky.

1.1. Gradient a Laplace̊uv operátor

Tato kapitola připomene dva d̊uležité pojmy z oblasti diferenciálńıho počtu funkćı v́ıce
proměnných, které jsou podrobněji popsány v [5] a [11].

Definice 1.1.1. Funkci u ≡ u(x1, x2, · · · , xn), definovanou v určité oblasti Ω ⊂ Rn,
nazýváme skalárńım polem.

Poznámka 1.1.1. Plochy u = konst jsou tzv. hladiny skalárńıho pole.

Gradient a Laplace̊uv operátor jsou diferenciálńımi operátory, které se využ́ıvaj́ı ve
fyzikálńıch a geometrických úvahách. Veškeré následuj́ıćı definice lze zobecnit na n-di-
menzionálńı př́ıpad, ale vzhledem k praktickému využit́ı, jsou v tomto textu definovány
pouze ve tř́ırozměrném prostoru. Tedy nezávislé proměnné x1, x2, x3 představuj́ı kartézské
proměnné x, y, z.

Definice 1.1.2. Necht’ u ≡ u(x, y, z) je skalárńı pole a x, y, z jeho kartézské souřadnice.
Pak vektor

gradu =
∂u

∂x
i +

∂u

∂y
j +

∂u

∂z
k,

kde i, j,k jsou vektory ortonormálńı báze, se nazývá gradient skalárńıho pole u.

Gradient skalárńıho pole v bodě [x0, y0, z0] je tedy vektor, který je vždy kolmý k hladině
procházej́ıćı bodem [x0, y0, z0]. Jedná se o jakousi nadstavbu parciálńı derivace, pomoćı
které lze sledovat trend pouze v omezeném počtu směr̊u. Zat́ımco gradient je vektor, který
v každém bodě skalárńıho pole popisuje směr největš́ıho r̊ustu tohoto pole.

Poznámka 1.1.2. Pro zápis gradientu gradu definovaného v kartézských souřadnićıch
x, y, z se často využ́ıvá Hamilton̊uv operátor nabla, který je definovaný jako
∇ = i ∂

∂x
+ j ∂

∂y
+ k ∂

∂z
. Pak lze psát

gradu = ∇u =

(
i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
u.

Definice 1.1.3. Skalárńım násobeńım operátoru ∇ se sebou samým źıskáme tzv. La-
place̊uv operátor ∆ (delta):

∆ = ∇ · ∇ = ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

Poznámka 1.1.3. Aplikuje-li se Laplace̊uv operátor na skalárńı pole u, tj.
∆u = ∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
+ ∂2u

∂z2
, výsledkem je znovu skalárńı pole.
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1. MATEMATICKÝ APARÁT

1.2. Křivky

Následuj́ıćı informace jsou čerpány z [4].
Označ́ıme En jako Euklidovský n-rozměrný prostor. Tento prostor je isomorfńı s pro-

storem Rn. Pokud se budeme pohybovat v E2, pak x, y budou kartézské souřadnice tohoto
prostoru.

V následuj́ıćım textu budeme definovat pojem křivky. Zavedeme zobrazeńı f : I → En,
které se skládá z n složek reálných funkćı v kartézské soustavě souřadnic prostoru En, tj.
f(t) = (f 1(t), . . . , fn(t)), kde f i : I → R. t ∈ I můžeme chápat jako čas a zobrazeńı f
pak jako pohyb po trajektrii křivky.

Definice 1.2.1. Zobrazeńı f : I → En se nazývá pohyb v prostoru En a vektor
f ′ = df

dt
: I → En se nazývá vektor rychlosti pohybu f .

Definice 1.2.2. Řekneme, že pohyb f : I → En je regulárńı, jestliže df(t)
dt
6= ~0 = (0, . . . , 0)

pro každé t ∈ I, tj. má v každém bodě nenulovou rychlost. Pokud df(t0)
dt

= ~0, pak se bod
t0 nazývá singulárńım bodem pohybu f .

Regulárńı pohyb znamená, že v každém bodě muśı být rychlost nenulová, tedy že v
každém bodě dokážeme sestavit tečný vektor. Př́ıkladem neregulárńıho pohybu je semiku-
bická parabola, pro kterou plat́ı f(t) = (t2, t3) (viz obrázek 1.1). V bodě t0 = 0 je rychlost
f ′(t0) nulová, tedy bod t0 je singulárńım bodem.

Obrázek 1.1: Př́ıklad pohybu, který neńı regulárńı, zdroj [4]

Definice 1.2.3. Řekneme, že pohyb f : I → En je jednoduchý pohyb, jestliže plat́ı:

t1 6= t2 ⇒ f(t1) 6= f(t2).

Jedná se tedy o pohyb bez samoprotnut́ı.

Př́ıkladem pohybu, který neńı jednoduchý, je pohyb znázorněný na obrázku 1.2.
Jak později definujeme, vlastnost jednoduchého pohybu muśı splňovat každá jednoduchá
křivka. Pokud bychom připustili samoprotnut́ı pohybu, pak by v bodě protnut́ı vznikla
nejednoznačnost v tečném vektoru (v tomto mı́stě se nacházej́ı dva tečné vektory).
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1.2. KŘIVKY

Obrázek 1.2: Př́ıklad pohybu, který neńı jednoduchý, zdroj [4]

Poznámka 1.2.1. Pohyb je tř́ıdy Cr, jestliže všechny jeho souřadnice maj́ı spojitou derivaci
až do řádu r.

Definice 1.2.4. Množina C ⊂ En se nazývá jednoduchá křivka tř́ıdy Cr, jestliže existuje
takový jednoduchý regulárńı pohyb f : I → En tř́ıdy Cr, že plat́ı C = f(I). Zobrazeńı
f : I → En se nazývá parametrizace křivky C.

Poznámka 1.2.2. Pokud je graf funkce y = f(x), x ∈ (a, b) tř́ıdy Cr jednoduchou křivkou
C tř́ıdy Cr, pak pro tuto křivku vždy existuje parametrizace, která je rovna g(t) =
(t, f(t)), protože plat́ı, že g′(t) = (1, f ′(t)) 6= (0, 0).

Definice 1.2.5. Podmnožina C ⊂ En se nazývá křivka tř́ıdy Cr, jestliže pro každý bod
X ∈ C existuje takové jeho okoĺı U v En, že C ∩ U je jednoduchá křivky tř́ıdy Cr.
Parametrizace pr̊uniku C ∩ U nazýváme lokálńı parametrizace křivky C.

Definice 1.2.6. Necht’ f : I → En je parametrizace jednoduché křivky C = f(I). Tato
parametrizace se nazývá přirozená parametrizace, jestliže plat́ı∥∥∥∥dfds

∥∥∥∥ = 1 pro ∀s ∈ I,

kde s je přirozený parametr (oblouk).

Z fyzikálńıho hlediska se jedná o rovnoměrný pohyb po křivce, nebot’ při parametrizaci
obloukem má pohyb po křivce v každém bodě jednotkovou rychlost.

Chceme-li naj́ıt přirozenou parametrizaci g(s) k libovolné parametrizaci f(t),
přepoč́ıtáme parametr s t́ımto zp̊usobem:

s =

∫ t

t0

√(
df 1(τ)

dτ

)2

+ · · ·+
(
dfn(τ)

dτ

)2

dτ,

kde τ je p̊uvodńı parametr t, který přeṕı̌seme pouze kv̊uli možnosti použ́ıt t v meźıch
integrálu. Jedná se o vzorec pro výpočet délky křivky. Tedy oblouk je parametr, který
měř́ı délku křivky.

Definice 1.2.7. Řekneme, že křivky C a C̄ maj́ı v bodě X styk k-tého řádu, jestliže

dif(s0)

dsi
=
dif̄(s0)

dsi
∀i = 1, . . . , k.
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1. MATEMATICKÝ APARÁT

Př́ıkladem dvou křivek maj́ıćıch styk 1. řádu v bodě X je křivka C a jej́ı tečna v bodě
X. Kromě tečny neexistuje jiná př́ımka, která by měla s křivkou styk 1. řádu. Maj́ı-li
proto dvě křivky C a C̄ společnou tečnu v bodě X, pak v tomto bodě maj́ı styk 1. řádu.

Definice 1.2.8. Bod f(s0) ∈ C nazýváme inflexńım bodem křivky C, jestliže tečna v
bodě f(s0) má s křivkou C styk 2. řádu.

Věta 1.2.1. Bod f(s0) je inflexńı právě tehdy, když d2f(s0)
ds2

= ~0.

V daľśım textu budeme uvažovat křivku C s přirozenou parametrizaćı f : I → E2.
Nejprve zavedeme označeńı e1 = e1(s) = df

ds
, kde e1 je jednotkový tečný vektor. Vektor de1

ds
bude kolmý k vektoru e1, což dokazuje následuj́ıćı. Jelikož je e1 jednotkový vektor, pak
plat́ı e1 · e1 = 1. Rovnici můžeme zderivovat podle s. Źıskáme tak de1

ds
· e1 + e1 · de1ds = 0,

pak 2e1 · de1ds = 0, pak e1 · de1ds = 0 a to znamená, že vektory jsou na sebe opravdu kolmé.
Dále označ́ıme e2(s0) jako jednotkový vektor, který je kolmý na vektor e1(s0) a stejně

orientovaný jako vektor de1(s0)
ds

. Jde tedy o jednotkový vektor normály a pro κ(s0) > 0
plat́ı

de1(s0)

ds
= κ(s0) · e2(s0). (1.1)

Věta 1.2.2. V každém neinflexńım bodě f(s0) křivky C existuje jediná kružnice, která
má s křivkou C styk 2. řádu. Tato kružnice se nazývá oskulačńı kružnićı křivky C v bodě
f(s0). Jej́ım středem je bod f(s0) + 1

κ(s0)
· e2(s0) a jej́ı poloměr je roven 1

κ(s0)
.

Obrázek 1.3: Oskulačńı kružnice křivky C

Definice 1.2.9. Č́ıslo κ(s0) nazýváme křivost́ı křivky v neinflexńım bodě f(s0) a plat́ı

κ(s0) =

∥∥∥∥de1(s0)ds

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥d2fds2
∥∥∥∥ .

V inflexńım bodě f(s0) definujeme křivost κ(s0) = 0.

Křivost κ tedy vyjadřuje odchylku křivky od př́ımky.
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1.3. APROXIMACE FUNKCÍ

Věta 1.2.3. Při libovolné parametrizaci f(t) = (x(t), y(t)) křivky C je jej́ı křivost κ dána

κ =
x′y′′ − y′x′′

((x′)2 + (y′)2)
3
2

. (1.2)

1.3. Aproximace funkćı

Aproximaci funkce f(x) budeme značit ϕ(x) a ṕı̌seme, že ϕ(x) ≈ f(x). Budeme se zabývat
dvěma základńımi typy, interpolaćı a aproximaćı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, přičemž
se omeźıme pouze na př́ıpad, kdy ϕ(x) je polynom. Následuj́ıćı informace jsou čerpány z
[3],[9] a [12].

Interpolace polynomem

Interpolace je speciálńı př́ıpad aproximace, kde se funkce f a interpolace ϕ v jistých
bodech shoduj́ı ve funkčńıch hodnotách a př́ıpadně i v jejich derivaćıch.

Necht’ jsou dány navzájem r̊uzné body

x0, x1, . . . , xn, xi 6= xj pro i 6= j, (1.3)

které nazveme uzly. Necht’ v každém z těchto uzl̊u je definována funkčńı hodnota yi. Bu-
deme hledat interpolačńı polynom Pn(x) stupně nejvýše n takový, že splňuje interpolačńı
podmı́nky

Pn(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n. (1.4)

Máme tedy n+ 1 uzlových bod̊u, které dosad́ıme do rovnice polynomu ve tvaru

Pn(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n (1.5)

a źıskáme soustavu n + 1 lineárńıch rovnic o n + 1 neznámých koeficient̊u ak ∈ R, kde
k = 0, 1, . . . , n. Jej́ım vyřešeńım źıskáme hledanou interpolaci ϕ(x) funkce f(x).

Obrázek 1.4: Interpolace polynomem 4. stupně

Poznámka 1.3.1. V předchoźım textu jsme se zabývali interpolačńım polynomem, který
má procházet zadanými hodnotami Pn(xi) = yi v uzlech xi. Pokud nav́ıc požadujeme, aby
hledaný polynom měl v uzlech předepsané derivace, hovoř́ıme o Hermitově interpolaci.
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1. MATEMATICKÝ APARÁT

Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

V př́ıpadě, že v uzlových bodech xi neznáme přesné funkčńı hodnoty (např́ıklad protože
jsou zjǐstěny měřeńım, které nemuśı být přesné), je nežádoućı, aby prokládaná křivka
procházela př́ımo těmito body. Proto se použije aproximace, která nutně nemuśı body
funkce f(x) procházet.

Mějme navzájem r̊uzné uzlové body x1, x2, . . . , xn a př́ıslušné funkčńı hodnoty
y1, y2, . . . , yn funkce f(x), kterou však neznáme a pro kterou plat́ı

yi ≈ f(xi), i = 0, 1, . . . , n. (1.6)

Necht’ aproximačńı funkce ϕ má tvar

ϕ(β, x) = β1g1(x) + β2g2(x) + · · ·+ βkgk(x), (1.7)

kde k je počet jednotlivých bázových funkćı gi(x), které jsou lineárně nezávislé a muśı
platit k ≤ n. β = (β1, . . . , βk) jsou neznámé koeficienty, které je třeba určit tak, aby
kvadrát odchylek Φ(β) jednotlivých uzl̊u od aproximačńı funkce ϕ(β, x) byl minimálńı.
Hledáme tedy

min
β

Φ(β) = min
β

n∑
i=1

(ϕ(β, xi)− yi)2. (1.8)

Pro extrém funkce v bodě muśı platit

grad Φ(β) = 0, (1.9)

tedy

∂Φ(β)

∂(β1)
=

n∑
i=1

2(ϕ(β, xi)− yi)β1 = 0

∂Φ(β)

∂(β2)
=

n∑
i=1

2(ϕ(β, xi)− yi)β2 = 0

...

∂Φ(β)

∂(βk)
=

n∑
i=1

2(ϕ(β, xi)− yi)βk = 0.

(1.10)

Úpravou źıskáme systém k lineárńıch rovnic o k neznámých

n∑
i=1

ϕ(β1, β2, . . . , βk, xi)g1(xi) =
n∑
i=1

yig1(xi)

n∑
i=1

ϕ(β1, β2, . . . , βk, xi)g2(xi) =
n∑
i=1

yig2(xi)

...
n∑
i=1

ϕ(β1, β2, . . . , βk, xi)gk(xi) =
n∑
i=1

yigk(xi).

(1.11)
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Rovnice lze přepsat do maticového zápisu, kde gj(xi) = gi,j pro j = 1, . . . , k,

n∑
i=1

g2i,1

n∑
i=1

gi,2gi,1 . . .
n∑
i=1

gi,kgi,1

n∑
i=1

gi,1gi,2

n∑
i=1

g2i,2 . . .
n∑
i=1

gi,kgi,2

...
...

. . .
...

n∑
i=1

gi,1gi,k

n∑
i=1

gi,2gi,k . . .

n∑
i=1

g2i,k




β1

β2
...

βk

 =



n∑
i=1

yigi,1

n∑
i=1

yigi,2

...
n∑
i=1

yigi,k


, (1.12)

neboli
GGTβ = Gy, (1.13)

kde G =

g1(x1) . . . g1(xn)
...

. . .
...

gk(x1) . . . gk(xn)

 je Gramova matice, β =

β1...
βk

, y =

y1...
yk

.

Označme H = GGT . Matice H je symetrická a pozitivně semidefinitńı, což je postačuj́ıćı
podmı́nkou 2. řádu k tomu, že nalezený stacionárńı bod xi je bod lokálńıho minima.

Obrázek 1.5: Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

1.4. Fourierova transformace a konvoluce

Informace obsažené v této kapitole jsou čerpány z [7] a [8].
Libovolnou neperiodickou funkci, která má konečnou plochu pod křivkou, lze vyjádřit

jako součet sin̊u a kosin̊u vynásobených váhovou funkćı. Tento součet se nazývá Fourie-
rova tranformace. Jelikož se lze inverzńım procesem vrátit k p̊uvodńı funkci bez jakékoliv
ztráty informace, je Fourierova transformace vhodným nástrojem pro práci s obrazovou
informaćı.

Definice 1.4.1. Označme L(R2) prostor všech funkćı R2 → C takových, že integrál∫∫
R2

|f(x, y)| dx dy (1.14)

existuje a je konečný.
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1. MATEMATICKÝ APARÁT

Pro daľśı text budeme využ́ıvat rovnosti dle Eulerova vzorce eiϕ = cos(ϕ) + i sin(ϕ),
kde i2 = −1.

Definice 1.4.2. Necht’ f(x, y) ∈ L(R2). Fourierova transformace funkce f je funkce
F{f}(ξ, η) = F (ξ, η) : R2 → C definována jako

F (ξ, η) =

∫∫
R2

f(x, y)e−i(xξ+yη) dx dy. (1.15)

Funkce F se také nazývá Fourierovým spektrem funkce f .

Definice 1.4.3. Necht’ G(ξ, η) ∈ L(R2). Inverzńı Fourierova transformace funkce G je
funkce F−1{G}(x, y) = g(x, y) : R2 → C definována jako

g(x, y) =
1

4π2

∫∫
R2

G(ξ, η)ei(xξ+yη) dξ dη. (1.16)

Věta 1.4.1. (Fourierova inverzńı věta pro funkci z L(R2)) Jestlǐze funkce
f(ξ, η), F (ξ, η) ∈ L(R2) a f je spojitá funkce na R2, potom pro každé (ξ, η) ∈ R2 plat́ı

F−1{F{f(x, y)}} =
1

4π2

∫∫
R2

F (ξ, η)ei(xξ+yη) dξ dη. (1.17)

Definice 1.4.4. Necht’ f(x, y) ∈ L(R2) má Fourierovo spektrum F (ξ, η). Amplitudové
spektrum funkce f je funkce A(ξ, η) : R2 → R+

0 definovaná jako

A(ξ, η) = |F{f(x, y)}| = |F (ξ, η)|. (1.18)

Fázové spektrum funkce f je funkce φ(ξ, η) : R2 → 〈0, 2π) definovaná jako

ReF (ξ, η) = A(ξ, η) cosφ(ξ, η),

ImF (ξ, η) = A(ξ, η) sinφ(ξ, η).
(1.19)

Definice 1.4.5. Necht’ funkce f1(x, y), f2(x, y) ∈ L(R2). Konvoluce f1 ∗ f2 funkćı f1, f2 je
dána vztahem

f1(x, y) ∗ f2(x, y) =

∫∫
R2

f1(s, t)f2(x− s, y − t) ds dt. (1.20)

Operace konvoluce má následuj́ıćı užitečné vlastnosti:

1. komutativnost:
f1 ∗ f2 = f2 ∗ f1 (1.21)

2. násobeńı konstantou:
c1f1 ∗ c2f2 = c1c2(f1 ∗ f2) (1.22)

3. distributivnost v̊uči sč́ıtáńı:

f1 ∗ (f2 + f3) = f1 ∗ f2 + f1 ∗ f3 (1.23)

4. asociativnost:
f1 ∗ (f2 ∗ f3) = (f1 ∗ f2) ∗ f3 (1.24)
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1.4. FOURIEROVA TRANSFORMACE A KONVOLUCE

Věta 1.4.2. (Konvolučńı teorém) Necht’ funkce f1(x, y), f2(x, y) ∈ L(R2) maj́ı Fou-
rierova spektra F1(ξ, η), F2(ξ, η). Potom plat́ı

F{f1(x, y) ∗ f2(x, y)} = F1(ξ, η) · F2(ξ, η). (1.25)

Konvolučńı teorém má velké využit́ı při zpracováńı obrazové informace. Dı́ky němu lze
snadno přecházet mezi spektrálńı a prostorovou oblast́ı, což se využ́ıvá např́ıklad u filtrace
obrazu. Běžná filtrace ve spektrálńı oblasti totiž znamená vynásobeńı spektra filtrovaného
obrazu frekvenčńı charakteristikou filtru (Fourierovým spektrem masky filtru).

Dosud jsme zvažovali funkci f(x, y) definovanou jako f : R2 → C. Pokud ale hovoř́ıme
o obraze, můžeme předpokládat, že je konečný a definičńı obor funkce f definovat jako
ohraničenou oblast {0, 1, . . . ,M − 1} × {0, 1, . . . , N − 1}, kde M,N ∈ N. Pak můžeme
zavést diskrétńı Fourierovu transformaci a diskrétńı inverzńı Fourierovu transformaci jako

D{f}(ξ, η) = FD(ξ, η) =
M−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f(x, y)e−2πi(
xξ
M

+ yη
N

),

D−1{f}(x, y) =
1

MN

M−1∑
ξ=0

N−1∑
η=0

FD(ξ, η)e2πi(
xξ
M

+ yη
N

).

(1.26)

Ve skutečnosti je ale obrazová funkce nekonečná a periodická a my jsme diskrétńı
Fourierovu transformaci a jej́ı inverzi definovali vztahy 1.26 pouze pro jednu periodu.
Jelikož rovnice 1.26 plat́ı pro každé (ξ, η), (x, y) ∈ Z2, můžeme pro obrazovou funkci
definovat následuj́ıćı.

Definice 1.4.6. Necht’ f(x, y) je funkce {0, 1, . . . ,M − 1} × {0, 1, . . . , N − 1} → C, kde
M,N ∈ N a necht’ FD(ξ, η) je jej́ı Fourierovo spektrum. Periodizaćı Fourierova spektra
FD je funkce F̃D(ξ, η) : Z2 → C definovaná jako

F̃D(ξ, η) =
M−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f(x, y)e−2πi(
xξ
M

+ yη
N

). (1.27)

Periodizaćı funkce f je funkce f̃(x, y) : Z2 → C definovaná jako

f̃(x, y) =
1

MN

M−1∑
ξ=0

N−1∑
η=0

FD(ξ, η)e2πi(
xξ
M

+ yη
N

). (1.28)

Podobně jako ve spojitém př́ıpadě, zavedeme konvoluci a konvolučńı teorém pro
diskrétńı př́ıpad. Všechny vlastnosti konvoluce plat́ı i zde.

Definice 1.4.7. Necht’ f1(x, y), f2(x, y) jsou funkce {0, 1, . . . ,M−1}×{0, 1, . . . , N−1} →
C, M,N ∈ N. Diskrétńı periodická konvoluce f1 ∗ f2 funkćı f1, f2 je dána vztahem

f1(x, y) ∗ f2(x, y) =
M−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f1(s, t)f̃2(x− s, y − t). (1.29)

Věta 1.4.3. Necht’ funkce f1(x, y), f2(x, y) : {0, 1, . . . ,M − 1} × {0, 1, . . . , N − 1} → C,
M,N ∈ N maj́ı Fourierova spektra FD1(ξ, η), FD2(ξ, η). Potom plat́ı

D{f1(x, y) ∗ f2(x, y)} = FD1(ξ, η) · FD2(ξ, η). (1.30)
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1. MATEMATICKÝ APARÁT

Jelikož každý člen F (ξ, η) obsahuje všechny hodnoty funkce f(x, y) násobené expo-
nenciálńım členem, vztah mezi prostorovými charakteristikami obrazu a frekvenčńımi
složkami Fourierovy transformace neńı možné viditelně pozorovat (viz obrázek 1.6). Několik
zákonitost́ı zde ale obecně plat́ı. Předpokládejme obraz v odst́ınech šedi. Protože frekvence
je závislá na rychlosti změny intenzity pixel̊u v obraze, nulové frekvence (ξ = η = 0) od-
pov́ıdaj́ı šedým plochám. Nı́zké frekvence odpov́ıdaj́ı pomalu měńıćım složkám obrazu a
vysoké frekvence pak rychleǰśım změnám. Jedná se o hranice objekt̊u a složky obrazu,
které se vyznačuj́ı náhlými změnami úrovně jasu, jako je např́ıklad šum.

Obrázek 1.6: Fourierova transformace obrazu A

Poznámka 1.4.1. Gaussova funkce se středńı hodnotou µ = 0 a směrodatnou odchylkou
σ = 1 je funkce, která je sama sobě Fourierovou transformaćı. Necht’Gσ je Gaussova funkce
se středńı hodnotou µ a směrodatnou odchylkou σ, pak pro Fourierovu transformaci Gσ

plat́ı F(Gσ) = G 1
σ
.
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2. Statistika
Pro posouzeńı kvality výsledk̊u experimentu, kde porovnáváme vypočtené hodnoty s
reálnými hodnotami, slouž́ı dvě d̊uležité kapitoly statistiky, korelačńı a regresńı analýza.
Korelačńı analýzou ověřujeme závislost náhodných proměnných a pokud existuje, pak za
pomoci regresńı analýzy vytvář́ıme vhodný matematický model závislosti.

Informace k této kapitole jsou čerpány z [1], [2], [6].

2.1. Korelačńı analýza

Základńı aplikace korelačńı analýzy je výběrový korelačńı koeficient, který vyjadřuje mı́ru
lineárńı stochastické závislosti mezi náhodnými proměnnými X a Y . Jedná se o výběr z
nějakého dvojrozměrného rozděleńı. Toto se dá zobecnit na (k+1)-rozměrné rozděleńı, kde
X = (X1, . . . , Xk)

T je náhodný vektor a Y je náhodná proměnná. Pak výběrový koeficient
mnohonásobné korelace vyjadřuje mı́ru závislosti mezi náhodnou proměnnou Y a nejlepš́ı
lineárńı kombinaćı složek náhodného vektoru X. Speciálńı př́ıpad mnohonásobné korelace
je výběrový koeficient parciálńı korelace. Tento koeficient se použ́ıvá pro (k+1)-rozměrného
rozděleńı v př́ıpadech, kdy je potřeba zjistit závislost mezi náhodnou proměnnou Y a
konkrétńı složkou náhodného vektoru Xi. Omezeńı vlivu ostatńıch složek vektoru X se
provede jejich zkonstatněńım.

Pro účely této práce se budeme dále věnovat pouze korelačńı analýze v dvourozměrném
rozděleńı, tedy výběrovému korelačńımu koeficientu.

Výše zmı́něnou lineárńı závislost mezi náhodnými proměnnými X a Y vyjadřuje ko-
variance

C(X, Y ) = E((X − EX)(Y − EY )),

kde EX, EY jsou středńı hodnoty proměnných a korelace

ρ(X, Y ) =
C(X, Y )

S(X)S(Y )

se směrodatnými odchylkami S(X) > 0, S(Y ) > 0 pro kterou plat́ı −1 ≤ ρ(X, Y ) ≤ 1.
Pokud ρ(X, Y ) = 0, pak proměnné X a Y jsou nezávislé. Pokud ρ(X, Y ) = 1 (resp. −1),
pak závislost Y = a+ bX, b > 0 (resp. b < 0) plat́ı s pravděpodobnost́ı rovné jedna.

Necht’

(
X1

Y1

)
, . . . ,

(
Xn

Yn

)
je náhodný výběr z vektoru

(
X
Y

)
. Náhodné vektory

(
Xi

Yi

)
,

i ∈ {1, . . . , n} jsou náhodným výběrem, jestliže jsou jednotlivé složky nezávislé a jestliže
maj́ı stejnou distribučńı funkci. Pak definujeme výběrové statistiky:

1. výběrový pr̊uměr:

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Yi (2.1)

2. výběrový rozptyl:

S2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2, S2
Y =

1

n− 1

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2 (2.2)
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3. výběrová směrodatný odchylka:

SX =
√
S2
X , SY =

√
S2
Y (2.3)

4. výběrový koeficient kovariance:

SXY =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ) (2.4)

5. výběrový koeficient korelace (Parson̊uv korelačńı koeficient):

r =
SXY√
S2
XS

2
Y

=

∑n
i=1XiYi − nX̄Ȳ√(∑n

i=1X
2
i − nX̄2

) (∑n
i=1 Y

2
i − nȲ 2

) (2.5)

Jestliže je náhodný výběr z rozděleńı, který má středńı hodnoty µX , µY , konečné
rozptyly σ2

X , σ2
Y , kovarianci σXY a korelaci ρ, pak nejlepš́ımi nestrannými odhady těchto

parametr̊u jsou:

E(X̄) = µX , E(Ȳ ) = µY , E(S2
X) = σ2

X E(S2
Y ) = σ2

Y , E(SXY ) = σXY .

Výběrový koeficient korelace r však neńı nestranným odhadem parametru ρ.
Předpokládejme dvojrozměrné normálńı rozděleńı N2(µX , µY , σ

2
X , σ

2
Y , ρ) s kladnými roz-

ptyly a korelačńım koeficientem ρ ∈ (−1, 1), pak pro ρ plat́ı

E(r) = ρ− 1− ρ2

n
+ o(n−1), D(r) =

(1− ρ2)2

n
+ o(n−1).

Pro normálńı rozděleńı s nulovým korelačńım koeficientem, tj. N2(µX , µY , σ
2
X , σ

2
Y , 0) a za

předpokladu n ≥ 3 dostaneme

E(r) = 0, D(r) =
1

n− 1
.

Věta 2.1.1. Necht’

(
X1

Y1

)
, . . . ,

(
Xn

Yn

)
je náhodný výběr z dvojrozměrného normálńıho

rozděleńı, který má kladné rozptyly a korelačńı koeficient ρ = 0. Necht’ n ≥ 3. Pak

t =
r√

1− r2
√
n− 2 (2.6)

má rozděleńı tn−2, tj. Studentovo rozděleńı s (n− 2) stupni volnosti.

Poznámka 2.1.1. Chceme-li testovat nezávislost proměnných X a Y , tedy testovat, zda
jejich koeficient korelace je roven 0 (tj. ρ(X, Y ) = 0), pak využijeme předchoźı věty 2.1.1.
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2.1. KORELAČNÍ ANALÝZA

Výběrový korealčńı koeficient (Pearson̊uv korelačńı koeficient)

Necht’

(
X1

Y1

)
, . . . ,

(
Xn

Yn

)
je náhodný výběr z dvojrozměrného normálńıho rozděleńı, počet

pokus̊u n ≥ 3 a koeficient korelace ρ = 0. Testujeme hypotézu H0 : ρ = 0 proti alternativńı
hypotéze HA : ρ 6= 0. Jestliže testovaćı kritérium

t =
r√

1− r2
√
n− 2,

kde r je výběrový korelačńı koeficient z 2.5, nálež́ı doplňku kritického oboru

W̄α =
〈
−tn−2(1− α/2), tn−2(1− α/2)

〉
,

pak hypotézu H0 nezamı́táme na hladině významnosti α. Tzn. nezamı́táme hypotézu, že
jsou proměnné X a Y nezávislé.

V obecném př́ıpadě, kdy korelačńı koeficient neńı nulový, neńı vhodné použ́ıt předchoźı
statistiku. V takových př́ıpadech se výběrový korelačńı koeficient transformuje Fisherovou
z-transformaćı (v́ıce informaćı např. v [2]).

V praxi však často neznáme rozděleńı pravděpodobnosti a tedy nemůžeme splnit
předpoklad normálńıho rozděleńı dat. Proto je vhodné testovat nezávislost Spearmanovým
korelačńım koeficientem, který porovnává pořad́ı náhodných proměnných X a Y .

Spearman̊uv korelačńı koeficient

Necht’

(
X1

Y1

)
, . . . ,

(
Xn

Yn

)
je náhodný výběr ze spojitého dvojrozměrného rozděleńı. Necht’

hodnoty R1, . . . , Rn jsou odpov́ıdaj́ıćı pořad́ı náhodné proměnné X1, . . . , Xn a hodnoty
Q1, . . . , Qn jsou pořad́ı proměnné Y1, . . . , Yn.
Testujeme hypotézu H0 : ρ = 0 proti alternativńı hypotéze HA : ρ 6= 0 a testovaćım
kritériem je

rS = 1− 6

n(n2 − 1)

n∑
i=1

(Ri −Qi)
2.

V př́ıpadě, že n ≤ 30, jsou kritické hodnoty rS(α) uvedeny v tabulce na obrázku 2.1.

Obrázek 2.1: Kritické hodnoty rS(α) pro Spearman̊uv korelačńı koeficient, zdroj [2]
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2. STATISTIKA

Pro n > 30 se pro kritickou hodnotu využije asymptotická normalita koeficientu rS, která
se vypočte jako

r∗S(α) =
u(α/2)√
n− 1

,

kde u(α/2) je je kvantil normovaného normálńıho rozděleńı.
Hypotézu H0, tj. hypotézu o nezávislosti náhodných proměnných X a Y zamı́táme na

hladině významnosti α, jestliže plat́ı |rS| ≥ rS(α) (př́ıpadně |rS| ≥ r∗S(α)).

2.2. Regresńı analýza

Mějme náhodný vektor X = (X1, . . . , Xk) nezávisle proměnných a závisle proměnnou Y .
Závislost mezi nimi vyjadřuje regresńı funkce

y = ϕ(x,β) + e, (2.7)

kde vektor x = (x1, . . . , xk) jsou hodnoty náhodného vektoru X, y je hodnota závislé
proměnné Y , β = (β1, . . . , βk) je vektor hledaných regresńıch koeficient̊u a e je nezávislá
náhodná proměnná s rozděleńım pravděpodobnosti N(0, σ2), která vyjadřuje chybu.

V prvńı řadě muśıme stanovit tvar regresńı funkce, což provedeme na základě gra-
fického znázorněńı provedených pokus̊u n. Tato funkce se bude skládat z tzv. bázových
funkćı gj, které muśı být lineárně nezávislé a regresńıch koeficient̊u βj. Úkolem regresńı
analýzy je odhadnout hodnoty koeficient̊u βj. Navržené regresńı funkce (modely) se děĺı
na lineárńı a nelineárńı, kde linearita znamená, že βj neńı argumentem bázových funkćı,
tedy model je lineárńı vzhledem ke koeficient̊um βj. Např́ıklad i regresńı model yi =
β1xi +β2sin(xi) je lineárńı, naopak model yi = β1xi +β2sin(β3xi) lineárńı neńı. V daľśım
textu se budeme zabývat pouze lineárńım regresńım modelem, jehož funkce má tvar

yi =
k∑
j=1

βjgj(xi) + ei, i = 1, . . . , n. (2.8)

Nejčastěji použ́ıvanými lineárńımi regresńımi funkcemi jsou:

• regresńı př́ımka: yi = β0 + β1xi

• regresńı parabola: yi = β0 + β1xi + β2x
2
i

Odhady neznámých regresńıch koeficient̊u βj, j = 1, . . . , k źıskáme minimalizováńım
tzv. reziduálńıho součtu čtverc̊u

S∗ =
n∑
i=1

(
yi −

k∑
j=1

βjgji

)2

, (2.9)

který odpov́ıdá metodě nejmenš́ıch čtverc̊u.
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2.2. REGRESNÍ ANALÝZA

Regresńı model

Mějme n pokus̊u, pak źıskáme (k+ 1)-rozměrný statistický soubor ((x1, y1), . . . , (xn, yn))
s rozsahem n. Symbolem X nyńı označ́ıme náhodný výběr z náhodného vektoru, tedy
X = (xij) je matice typu n x k, kde k < n. Náhodný výběr z proměnné Y označ́ıme jako
Y = (Y1, . . . , Yn)T a e = (e1, . . . , en)T bude vektor nezávislých náhodných proměnných s
normálńım rozděleńım pravděpodobnosti pro které pro ∀i, j = 1, . . . , n, i 6= j plat́ı

E(ei) = 0, D(ei) = σ2 > 0, C(ei, ej) = 0.

Lineárńı regresńı model tedy můžeme zapsat jako

Y = Xβ + e (2.10)

a předpokládáme, že matice X má lineárně nezávislé sloupce a plat́ı pro ni, že k < n,
tzn. XTX je pozitivně definitńı matice. Vektor Xβ je nenáhodný a proto plat́ı

E(Y ) = E(Xβ + e) = E(Xβ) + E(e) = Xβ + 0 = Xβ,

var(Y ) = var(Xβ + e) = var(e) = σ2I.

Reziduálńı součet čtverc̊u viz 2.9, který chceme minimalizovat, můžeme zapsat jako
výraz

(Y −Xβ)T (Y −Xβ) (2.11)

a odhady koeficient̊u β označ́ıme jako b = (b1, . . . , bk). Pak bodový odhad b metodou
nejmenš́ıch čtverc̊u je roven

b = (XTX)−1XTY . (2.12)

Poznámka 2.2.1. Soustava lineárńıch rovnic XTXb = XTY z které vyplývá odhad koe-
ficient̊u β, se nazývá soustava normálńıch rovnic.

Poznámka 2.2.2. MaticeH = X(XTX)−1XT se nazývá projekčńı matice. Je symetrická,
idempotentńı a jej́ı stopa se rovná h(H) = k. Použijeme-li toto označeńı, pak vektor
Ŷ = Xb = HY je nejlepš́ı aproximaćı vektoru Y , která se dá vytvořit lineárńı kombinaćı
sloupc̊u matice X.

Poznámka 2.2.3. Náhodná proměnná

s2 =
Se

n− k
, (2.13)

kde Se = S∗min = (Y − Ŷ )T (Y − Ŷ ), je bodový odhad rozptylu σ2.

Regresńı př́ımka

Pro praktickou část práce zde vyjádř́ıme konkrétńı vztahy pro regresńı model obecné
př́ımky, tj.

yi = β0 + β1xi + ei, i = 1, . . . , n.

Bodový odhad regresńıch koeficient̊u β = (β0, β1) źıskáme metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.
Plat́ı

X =


1 x1
1 x2
....
1 xn

 , XTX =

(
n

∑
xi∑

xi
∑
x2i

)
, XTY =

( ∑
yi∑
xiyi

)
.
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2. STATISTIKA

Označme

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi,

pak odhady koeficient̊u β jsou

b1 =

∑n
i=1 xiyi − nx̄ȳ∑n
i=1 x

2
i − nx̄2

, b0 = ȳ − b1x̄ (2.14)

a odhad rozptylu σ2 je

s2 =

∑n
i=1 y

2
i − b0

∑n
i=1 yi − b1

∑n
i=1 xiyi

n− 2
. (2.15)

Vhodnost regresńıho modelu

Výsledný reziduálńı součet Se = (Y − Ŷ )T (Y − Ŷ ) vyjadřuje reziduálńı variabilitu re-
gresńıho modelu, tj. odchylku měřených hodnot od vypočtených hodnot. Celková varia-
bilita vysvětluje odchylku měřených hodnot od pr̊uměru a je rovna ST =

∑n
i=1(yi− ȳ)2 =∑n

i=1 y
2
i −nȳ2. Přesnost navrženého modelu popisuje koeficient determinace, který vycháźı

z těchto variabilit. Nabývá hodnot z intervalu 〈0, 1〉 a je roven

R2 = 1− Se
ST
. (2.16)

Koeficient po převodu na procenta udává, kolik procent bod̊u je vysvětleno navrženým
modelem. Tedy č́ım větš́ı je hodnota R2, t́ım těsněǰśı je regresńı závislost.

Test hypotézy

Necht’ V = (XTX)−1, kde vjj, j = 1, . . . , k je diagonálńı prvek matice V .
Testujeme hypotézu H0 : βj = β0

j proti alternativńı hypotéze HA : βj 6= β0
j . Jestliže

testovaćı kritérium

t =
bj − β0

j√
s2vjj

,

kde s2 je bodový odhad rozptylu z 2.13, nálež́ı doplňku kritického oboru

W̄α = 〈−tn−k(1− α/2), tn−k(1− α/2)〉,

pak hypotézu H0 nezamı́táme na hladině významnosti α. tn−k je kvantil Studentova
rozděleńı s (n− k) stupni volnosti.

Poznámka 2.2.4. Nejčastěǰśı aplikaćı tohoto testu je testovańı koeficientu βj na hodnotu
β0
j = 0, který ověř́ı významnost koeficientu v modelu.
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3. Zpracováńı obrazové informace
Zpracováńı obrazové informace se děĺı na několik část́ı, které se lǐśı oblast́ı, v ńıž se
aplikuje. V tomto textu se budeme zabývat dvěma z těchto část́ı. Prvně se jedná o image
restoration, neboli rekonstrukci obrazu, kde je hlavńım ćılem potlačeńı šumu v obraze a
obnoveńı ztracených informaćı při jeho sńımáńı. Druhou část́ı je image analysis, neboli
analýza obrazu. Ta se zabývá předevš́ım źıskáváńım určitých vlastnost́ı obsažených v
obrazové informaci. Následuj́ıćı informace jsou čerpány z [7], [8], [10] a [12].

3.1. Vlastnosti obrazu

Obrazem rozumı́me obrazovou matici o rozměrech m × n, kterou budeme značit I, resp.
Im×n. Prvek obrazové matice se na nazývá obrazový element nebo pixel. Poloha pixelu
je určena řádkovým indexem j a sloupcovým indexem i (viz obrázek 3.1a). Pixel P o
souřadnićıch [i, j] obrazové matice Im×n, kde 0 ≤ i ≤ m− 1, 0 ≤ j ≤ n− 1 budeme značit
P [i, j]. Obrazová matice může mı́t obecně libovolnou geometrii (obrázek 3.1). Nejčastěji
použ́ıvána je však pravoúhlá matice, kde pixely maj́ı tvar čtverce nebo obdélńıku. Dále v
textu budeme uvažovat vždy pravoúhlou obrazovou matici.

(a) pravoúhlá (b) hexagonálńı

Obrázek 3.1: Obrazová matice, zdroj [12]

Definice 3.1.1. Mějme obrazovou matici Im×n = (P [i, j]) a konstantu r > 0. Množinu
pixel̊u Q[k, l], pro kterou plat́ı √

(k − i)2 + (l − j)2 ≤ r (3.1)

nazveme okoĺım pixelu P [i, j] a budeme ho značit NP(i, j, r).

3.1.1. Atributy pixelu

Pixel P je většinou definován nějakou n-tićı hodnot. Např́ıklad u barevného obrazu se
jedná o trojici hodnot vyjadřuj́ıćı intenzity červené, zelené a modré složky světla. Atributy
pixelu P jsou jeho vlastnosti, které vyplývaj́ı právě z intenzit složek světla. Děĺı se na
vlastńı a nevlastńı. Nevlastńı atributy potřebuj́ı k určeńı i okoĺı daného pixelu.
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3. ZPRACOVÁNÍ OBRAZOVÉ INFORMACE

Vlastńı atributy pixelu

Tyto atributy vycházej́ı pouze z hodnot daného pixelu. Budeme uvažovat barevný obraz,
tzn. jeden pixel bude reprezentován třemi hodnotami. Bude to intenzita jasu červené
barvy - R, zelené barvy - G a modré barvy - B, kde R,G,B ∈ 〈0, w〉. w je maximálńı
hodnota pro daný dynamický rozsah obrazu, konkrétně pro 8-bitový obraz je w = 255.
Základńı vlastńı atributy pixelu jsou:

1. intenzity složek barvy červené, zelené a modré: R,G,B

2. jas pixelu J :

J =
R +G+B

3
, J ∈ 〈0, w〉 (3.2)

3. hustota pixelu d:

d =
J

w
, d ∈ 〈0, 1〉 (3.3)

4. saturace barvy S:

S = 1− min{R,G,B}
max{R,G,B}

, max{R,G,B} > 0, S ∈ 〈0, 1〉 (3.4)

5. světlost pixelu L:

L =
max{R,G,B}+ min{R,G,B}

2
, L ∈ 〈0, w〉 (3.5)

6. tón barvy H: udává tzv. úhel barvy. Pro čistě červenou H = 0, čistě zelenou H = 2
3
π

a čistě modrou H = 4
3
π.

max = max{R,G,B}
min = min{R,G,B}

H =
π

3

G−B
max−min

pro max = R ∧G ≥ B

H = 2π +
π

3

G−B
max−min

pro max = R ∧G < B

H =
2π

3
+
π

3

B −R
max−min

pro max = G

H =
4π

3
+
π

3

R−G
max−min

pro max = B

H neńı definováno pro max = 0.

(3.6)

V př́ıpadě černob́ılého obrazu (tj. obraz ve stupńıch šedi), plat́ı R = G = B = J =
L ∈ 〈0, w〉, saturace barvy je S = 0 a tón barvy H neńı definován. Pak pixely v obrazové
matici jsou reprezentovány právě jednou hodnotou. Speciálńım př́ıpadem je binárńı obraz,
kde pixely nabývaj́ı pouze hodnot 0 (černá) nebo w (b́ılá).
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3.1. VLASTNOSTI OBRAZU

Nevlastńı atributy pixelu

Pro uvedené nevlastńı atributy budeme předpokládat reprezentaci pixelu P pouze jednou
hodnotou, což neńı nijak omezuj́ıćı pro použit́ı, jelikož se v praxi pracuje s jednotlivými
složkami obrazu zvlášt’.

Nevlastńı atributy pixelu jsou zejména závislé na vlastńıch atributech sousedńıch
pixel̊u. Dále jsou také závislé na velikosti a tvaru uvažovaného okoĺı. Pro daný pixel
P = P [i, j] jsou nevlastńı atributy:

1. středńı hodnota: MeanP(i, j) = 1
n

∑n
k=1Pk, kde Pk jsou pixely z nějakého okoĺı

pixelu NP(i, j) a n je počet pixel̊u v daném okoĺı

2. rozptyl hodnot: VarP(i, j) = 1
n

∑n
k=1[Pk −MeanP(i, j)]2, kde Pk jsou pixely z okoĺı

pixelu NP(i, j) a n je počet pixel̊u v daném okoĺı

3. gradient: GradP(i, j) =
√

(P [i+ 1, j]− P [i, j])2 + (P [i, j + 1]− P [i, j])2. Z mate-
matického hlediska se jedná o velikost gradientu.

3.1.2. Základńı vazby pixel̊u

Pro popis metod analýzy obrazu je nutné definovat základńı vazby mezi jednotlivými
pixely v obraze.

Okoĺı pixelu

V předchoźım textu jsme si již zavedli okoĺı pixelu NP(i, j, r). Následně však definujeme
i jeho podmnožiny pro vhodná r > 0, které se použ́ıvaj́ı v praktických i teoretických
úlohách. Nejpouž́ıvaněǰśı typy okoĺı pixelu P [i, j] jsou tzv. čtyřsousednost NP4 (i, j), dia-
gonálńı sousednost NPD (i, j) a osmisousednost NP8 (i, j), které jsou znázorněny na obrázku
3.2.

(a) NP4 (i, j) (b) NPD (i, j) (c) NP8 (i, j)

Obrázek 3.2: Základńı typy okoĺı pixelu, zdroj [12]

Spojitelnost

Spojitelnost je vlastnost pixel̊u, která je velmi užitečná při určováńı hranice objektu nebo
nějaké oblasti. Jestliže máme rozhodnout, zda jsou dva pixely spojitelné, pak muśı být
k sobě přináležej́ıćı (soused́ıćı ve smyslu definovaného okoĺı) a jejich hodnoty muśı být
nějak podobné, např. si muśı být rovny.
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3. ZPRACOVÁNÍ OBRAZOVÉ INFORMACE

Definice 3.1.2. Mějme dva pixely P [i, j] a Q[k, l]. Jestliže Q[k, l] ∈ NP4 (i, j) řekneme,
že pixely P [i, j] a Q[k, l] jsou 4-spojitelné. Jestliže Q[k, l] ∈ NP8 (i, j) řekneme, že pixely
P [i, j] a Q[k, l] jsou 8-spojitelné. Pixely P [i, j] a Q[k, l] jsou spojitelné resp. soused́ıćı,
pokud tyto pixely jsou 4-spojitelné nebo 8-spojitelné.

Definice 3.1.3. Mějme množinu O a dva r̊uzné pixely P0[x0, y0] a Pn[xn, yn]. Necht’

existuje posloupnost Pk[xk, yk] ∈ O vzájemně r̊uzných pixel̊u, kde k = 0, ..., n. Pokud jsou
pixely Pk[xk, yk] a Pk+1[xk+1, yk+1], kde k = 0, ..., n− 1, spojitelné, pak tuto posloupnost
pixel̊u Pk[xk, yk] nazveme cestou.

3.2. Prvky v obraze

Tato kapitola definuje d̊uležité pojmy prvk̊u, které se vyskytuj́ı v obraze a které budeme
v daľśım textu využ́ıvat.

Definice 3.2.1. Necht’ Tk, k = 1, . . . , n jsou atributy pixel̊u a n je jejich počet a necht’

atribut Tk může nabývat hodnot tk ∈ 〈tlk, thk〉, kde tlk je minimálńı a thk je maximálńı
hodnota pro daný atribut. Množinu T = {T1, T2, . . . , Tn} nazýváme atributovou množinou.

Definice 3.2.2. Mějme intervaly 〈τ lk, τhk 〉 ⊆ 〈tlk, thk〉, kde k = 1, . . . , n a necht’ tk jsou
hodnoty atributu Tk daného pixelu P . Pixel P , který splňuje podmı́nku tk ∈ 〈τ lk, τhk 〉,
kde k = 1, . . . , n, nazveme objektovým pixelem a řekneme, že pixel P má vlastnost τ . V
opačném př́ıpadě P nazveme pixelem pozad́ı.

Volba atribučńı množiny T a interval̊u 〈τ lk, τhk 〉 je d̊uležitá pro správnou identifikaci
objektových pixel̊u. Tento krok neńı obecně jednoznačný a velmi záviśı na vlastnostech
celkového obrazu a objektu, který máme identifikovat.

3.2.1. Objekt

Definice 3.2.3. Necht’ O je množina pixel̊u a pro všechny dvojice pixel̊u P0,Pn ∈ O
existuje alespoň jedna cesta jako posloupnost bod̊u Pk ∈ O, kde k = 0, ..., n z bodu P0

do bodu Pn, pak tuto množinu nazveme souvislou množinou nebo též objektem.

Nyńı je d̊uležité si uvědomit, že typ spojitelnosti má velký vliv při identifikaci objekt̊u.
Může se lǐsit výsledný tvar, velikost i počet jednotlivých objekt̊u. Proto je podstatné
nejprve zvážit, jaký typ spojitelnosti použijeme.

Definice 3.2.4. Mějme objekt O a okoĺı NP4 objektového pixelu P ∈ O. Hraničńım
pixelem nazveme pixel P , jestliže alespoň jeden pixel z okoĺı NP4 je pixel pozad́ı. Množinu
všech hraničńıch pixel̊u objektu O budeme značit ∂O.

Poznámka 3.2.1. Hraničńı pixely definované pomoćı NP4 okoĺı jsou 8-spojitelné. Jestliže
definujeme hraničńı pixely pomoćı NP8 okoĺı, pak jsou 4-spojitelné.

Definice 3.2.5. Mějme obrazovou matici Im×n a objekt O. Jestliže množina pixel̊u
Im×n�O bude tvořit jeden objekt a O�∂O také jeden objekt, pak řekneme, že objekt O
je jednoduše souvislý.
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3.3. FILTRACE OBRAZU

3.2.2. Digitálńı křivka

Definice 3.2.6. Necht’ O je množina pixel̊u, P ∈ O a pixel P je spojitelný maximálně s
jedńım pixelem, patř́ıćım do množiny O, pak pixel P nazveme koncovým pixelem.

Definice 3.2.7. Mějme množinu pixel̊u Γ, která má určitý počet koncových pixel̊u.
Jestliže po vyjmut́ı jakéhokoliv pixelu z množiny Γ, který neńı koncovým pixelem, se
počet koncových pixel̊u zvýš́ı, pak množinu Γ nazveme digitálńı křivkou.

Definice 3.2.8. Mějme množinu Γ = {Pk}, kde Pk, k = 0, . . . , n, je posloupnost vzájemně
r̊uzných pixel̊u. Necht’ posloupnost pixel̊u Pk tvoř́ı jedinou cestu z pixelu P0 do pixelu Pn,
pak množinu pixel̊u Γ nazveme jednoduchou digitálńı křivkou.

Definice 3.2.9. Mějme množinu Γ = {Pk}, k = 0, ..., n. Necht’ pixely P0,P1, . . . ,Pn−1
tvoř́ı posloupnost vzájemně r̊uzných pixel̊u a Pn = P0. Jestliže po vyjmut́ı jakéhokoliv pi-
xelu z množiny Γ vznikne jednoduchá digitálńı křivka, pak množinu Γ nazveme uzavřenou
digitálńı křivkou.

Pokud sjednot́ıme dvě digitálńı křivky, výsledkem nemuśı být znovu digitálńı křivka.
Pokud objektem O je digitálńı křivka, pak všechny pixely P ∈ O jsou hraničńımi pixely
objektu O. Obrácená implikace obecně neplat́ı.

Délku libovolné digitálńı křivky Γ urč́ıme pomoćı křivky γ, která je po částech lineárńı
a procháźı středy jednotlivých pixel̊u (viz. obrázek 3.3). V těchto středech se může křivka
γ lomit nebo větvit do maximálně osmi směr̊u. Délku části křivky γ pro daný pixel P ∈ Γ
urč́ıme tak, že sečteme délky všech úseček jednotlivých použitých směr̊u. Takto projdeme
všechny pixely křivky Γ a po sečteńı d́ılč́ıch délek dostáváme délku digitálńı křivky Γ.

Obrázek 3.3: Lomená křivka γ, zdroj [12]

3.3. Filtrace obrazu

Obraz vyfocený reálným obrazovým detektorem neńı nikdy dokonalý a pokud s ńım
chceme dále pracovat, je vhodné nejprve využ́ıt některé filtračńı techniky. Filtraćı ob-
razu můžeme např́ıklad odstranit nebo naopak zvýraznit jeho zrnitost, př́ıpadně můžeme
zvýraznit objekty v obraze.

Pod pojmem filtr budeme rozumět konvoluci jádra H s obrazovou matićı I. Fourierovo
spektrum jádra budeme nazývat frekvenčńı charakteristikou filtru. Dále budeme vždy
uvažovat černob́ılý obraz.
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3. ZPRACOVÁNÍ OBRAZOVÉ INFORMACE

3.3.1. Šum

Každý obraz je při sńımáńı degradován náhodnými složkami šumu. V následuj́ıćım textu
budou popsány dva možné typy vyskytuj́ıćıho šumu v obraze, aditivńı šum a impulsńı
šum.

Aditivńı šum

V čipu fotoaparátu se vyskytuj́ı
”
bludné“ elektrony, které do fotografie vnáš́ı šum. Jejich

množstv́ı je závislé na teplotě a ochlazováńım čipu můžeme jejich výskyt omezit. Tomuto
jevu se ř́ıká temný proud. A právě temným proudem je převážně zp̊usoben aditivńı šum.

Definice 3.3.1. Označme A digitálńı černob́ılý ideálńı obraz (tzn. obraz, který neobsa-
huje šum). Necht’ S je digitálńı černob́ılý obraz stejné velikosti jako obraz A, jehož hodnoty
pixel̊u jsou stochasticky nezávislé realizace náhodné veličiny X. Necht’ B = A + S. Po-
tom obraz B obsahuje aditivńı šum. Obraz S se nazývá obraz šumu a charakteristiky X
nazýváme charakteristiky aditivńıho šumu.

Předchoźı definice nezohledňuje př́ıpady A+S < 0 a A+S ≥ w, kde w je dynamický
rozsah obrazu. Proto obraz B definujeme následně:

B(x, y) =


0 pokud A(x, y) + S(x, y) < 0
A(x, y) + S(x, y) pokud 0 < A(x, y) + S(x, y) < w
w − 1 pokud A(x, y) + S(x, y) ≥ w

. (3.7)

Obrazy šume S poř́ızené CCD a CMOS čipy maj́ı y pravidla normálńı rozděleńı
N(µ, σ2). Chceme-li určit množstv́ı aditivńıho šumu v obraze, vhodnou charakteristikou
bude směrodatná odchylka σ. Č́ım větš́ı je σ, t́ım horš́ı je obraz, tj. obsahuje v́ıce šumu.
(Středńı hodnota µ vhodná neńı, protože záviśı na expozičńım čase. Č́ım deľśı je expozičńı
doba, t́ım v́ıce elektron̊u na čip dopadne a celý obraz je v́ıce světleǰśı. Středńı hodnota je
pak vyšš́ı a ztráćıme část dynamického rozsahu obrazu.)

Předpokládejme, že obrazy A a S jsou nezávislé, pak můžeme pro odhad σ použ́ıt
autokovariačńı funkci. Mějme obraz Bd, který je identický obrazu B. Autokovariačńı
funkce těchto obraz̊u je pak c(d) = C(B,Bd) (viz obrázek 3.4). Plat́ı, že c(d) s rostoućım
d klesá k nule a pro d jdoućı k nule se c(d) bĺıž́ı k D(B) (rozptylu obrazu B).

Obrázek 3.4: Vznik autokovariačńı funkce c(d), zdroj [7]
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3.3. FILTRACE OBRAZU

Na obrázku 3.5 jsou znázorněny autokovariačńı funkce ideálńıho obrazu A, obrazu
šumu S a obrazu B = A+ S, z něhož lze odvodit mı́ru aditivńıho šumu přibližně rovnou
σ =

√
D(S).

(a) ideálńı obraz A (b) obraz šumu S

(c) obraz B = A + S

Obrázek 3.5: Autokovariačńı funkce, zdroj [7]

Impulsńı šum

Impulsńı šum je zp̊usoben vadami na čipu, chybami při dálkovém přenosu dat a dopa-
daj́ıćımi miony, což jsou částice pohybuj́ıćı se v kosmu. Při dlouhých expozićıch, dopadne
na čip v́ıce mion̊u a proto je impulsńı šum závislý na expozičńım čase. Dále je také závislý
na nadmořské výšce.

Definice 3.3.2. OznačmeA digitálńı černob́ılý ideálńı obraz. Necht’B je digitálńı černob́ılý
obraz splňuj́ıćı

B(x, y) =

{
A(x, y) pokud Y = 0
X pokud Y = 1

, (3.8)

kde Y je náhodná proměnná s Alternativńım rozděleńım pravděpodobnosti aX je náhodná
proměnná s libovolným rozděleńım pravděpodobnosti. Potom řekneme, že obraz B obsa-
huje impulsńı šum.

Filtrace impulsńıho šumu spoč́ıvá nejprve v jeho detekci a poté v opravě nalezených
vadných pixel̊u.

Detekce je založena na testovańı hypotézy, že daný pixel je vadný. Testovaćım kritériem
může být např́ıklad kritérium

|v − v̄| > ε, (3.9)
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3. ZPRACOVÁNÍ OBRAZOVÉ INFORMACE

kde v je hodnota pixelu, v̄ je libovolná statistika z okoĺı pixelu (např. aritmetický pr̊uměr,
medián nebo modus) a ε je konstanta, která ovlivňuje hladinu významnosti a śılu testu.
Při testováńı může nastat chyba 1. druhu, tzn. pixel je vadný, ale test hypotézu zamı́tne
(nenajdeme všechny vadné pixely) nebo chyba 2. druhu, tzn. pixel je správný, ale test
hypotézu nezamı́tne (kaźıme obraz). Chyba 2. druhu je pro výsledný obraz mnohem horš́ı
a proto je vhodné volit ε vyšš́ı a zvyšovat tak sṕı̌s chybu 1. druhu.

Při opravě, neboli korekci vadných pixel̊u, opravujeme pouze pixely vybrané pomoćı
předchoźı detekce. Existuje v́ıce metod jak postupovat. One-pass metoda nalezený vadný
pixel rovnou oprav́ı zvolenou statistikou v̄. Double-pass metoda nejprve provede celou de-
tekci a pak při korekci pixelu do statistiky v̄ nezahrne jiné vadné pixely, které se nacházej́ı
v okoĺı opravovaného pixelu. Interpolačńı metoda nejprve provede celou detekci a poté
pro každý opravovaný pixel na základě správných pixel̊u v okoĺı spoč́ıtá funkci, kterou
aproximuje obraz.

3.3.2. Lineárńı filtry

Lineárńı filtry jsou lineárńı ve smyslu platnosti principu superpozice nad vstupy a výstupy.
Tyto filtry jsou vhodné zejména pro filtraci aditivńıho šumu. Upravuj́ı frekvenčńı spek-
trum zpracovávaného obrazu a zvoleńım konvolučńıho jádra doćıĺıme jejich r̊uzných vlast-
nost́ı.

Definice 3.3.3. Mějme obrazové matice II = (P [i, j]), IO = (Q[i, j]) a konvolučńı jádro
H = (h[k, l]) o rozměrech 2m+ 1× 2n+ 1, kde k = 0, . . . , 2m a l = 0, . . . , 2n. Zobrazeńı
Flin : P [i, j]→ Q[i, j], které je dáno vztahem

Q[i, j] =
m∑

k=−m

n∑
l=−n

P [i− k, j − l] · h[m− k, n− l] (3.10)

nazveme lineárńım filtrem.

Základńı typy lineárńıch filtr̊u a několik jejich konkrétńıch př́ıklad̊u popisuje následuj́ıćı
text.

Filtr typu identický obraz

Jádro filtru typu identický obraz obsahuje pouze Dirac̊uv impuls. Pro jádro velikosti 3× 3
je tedy

HI =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 . (3.11)

Jelikož je součet všech prvk̊u jádra roven 1, filtr neměńı středńı hodnotu obrazu. Tento
filtr nepotlačuje žádné prostorové frekvence a po jeho aplikaci źıskáme znovu p̊uvodńı
obraz.

Filtr typu dolńı propust

Obecně plat́ı, že filtr typu dolńı propust zachovává ńızké prostorové frekvence a upravuje
vysoké prostorové frekvence. Skok z jedné jasové úrovně šedi na druhou přeměńı na po-
stupný přechod mezi nimi. Tedy použit́ım tohoto filtru celý obraz rozostř́ıme a potlač́ıme
tak i aditivńı šum v obraze.
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3.3. FILTRACE OBRAZU

Nejlepš́ı konvolučńı jádra pro filtr typu dolńı propust jsou jádra vytvořená z Gaus-
sovské funkce dvou proměnných Gσ, tedy např́ıklad jádra
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1
10

1
10

1
10

1
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1
10

1
10

1
10

1
10

 ,HL =

 1
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1
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1
16

1
8

1
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1
8

1
16

1
8

1
16

 , (3.12)

kde součet všech hodnot prvk̊u jádra je roven jedné.
Připomeňme, že pro Gaussovu funkci Gσ je Fourierova transformace rovna F(Gσ) =

G 1
σ
. Č́ım větš́ı směrodatnou odchylku σ použijeme v Gaussově funkci Gσ, t́ım menš́ı

směrodatnou odchylku bude mı́t jej́ı Fourierova transformace F(Gσ) a výsledný obraz po
aplikaci takového konvolučńıho jádra bude v́ıce rozmazán. Plat́ı tedy, že s vyšš́ı volbou σ
źıskáme rozmazaněǰśı obraz a vyfiltrujeme v́ıce šumu v obraze.

Filtr typu horńı propust

Filtr typu horńı propust naopak od dolńı propusti propoušt́ı vysoké prostorové frekvence
a ty ńızké potlačuje. Využ́ıvá se ke zvýrazněńı vysokých frekvenćı, což jsou předevš́ım
hrany vyskytuj́ıćı se v obraze.

Konvolučńı jádro tohoto typu źıskáme odečteńım filtrovaného obrazu filtrem typu
dolńı propust od p̊uvodńıho obrazu. Označme I jako obrazovou matici p̊uvodńıho obrazu,
HL = G 1

σ
je jádro filtru typu doplńı propust a HI je jádro filtru typu identický obraz.

Plat́ı
I− I ∗HL = (I ∗HI − I ∗HL) = I ∗ (HI −HL) = I ∗HH , (3.13)

tedy jádro horńı propusti je dáno jako HH = HI −G 1
σ
. Př́ıklady konvolučńıho jádra typu

horńı propust jsou

HH =
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8

− 1
16
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8
− 1

16

 . (3.14)

3.3.3. Nelineárńı filtry

Rozd́ılem mezi lineárńımi a nelineárńımi filtry je, že lineárńı nahrazuj́ı pixely nějakými
nově vypočtenými hodnotami intenzit. Nelineárńı filtry pouze vyberou vhodnou hodnotu
intenzity z okoĺı daného pixelu, tedy nepřidávaj́ı do obrazu žádné nové hodnoty.

Dále uvedeme nejjednodušš́ı typy z nelineárńıch filtr̊u. Jejich vlastnosti lze ovlivnit
velikost́ı použ́ıvaného okoĺı NP(i, j).

Mediánový filtr

Definice 3.3.4. Mějme obrazové matice II = (P [i, j]), IO = (Q[i, j]) a okoĺı pixelu
NP(i, j). Zobrazeńı Fmed : P [i, j]→ Q[i, j], které je dáno vztahem

Q[i, j] = medianNP(i, j) (3.15)

nazveme mediánovým filtrem.

Tento filtr filtruje šum v obraze a zároveň zachovává hrany objekt̊u, což je jeho velká
výhoda. Sice nezpřesńı informaci obsaženou v obraze, ale je dobrým nástrojem před daľśı
analýzou obrazu a proto je hojně využ́ıván.
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Filtr typu maximum a minimum

Definice 3.3.5. Mějme obrazové matice II = (P [i, j]), IO = (Q[i, j]) a okoĺı pixelu
NP(i, j). Zobrazeńı Fmax : P [i, j]→ Q[i, j], které je dáno vztahem

Q[i, j] = maxNP(i, j) (3.16)

nazveme filtrem typu maximum.

Definice 3.3.6. Mějme obrazové matice II = (P [i, j]), IO = (Q[i, j]) a okoĺı pixelu
NP(i, j). Zobrazeńı Fmin : P [i, j]→ Q[i, j], které je dáno vztahem

Q[i, j] = minNP(i, j) (3.17)

nazveme filtrem typu minimum.

Mějme obraz, kde mezi objektem a pozad́ım je velký kontrast (neńı nutný čistě binárńı
obraz). Hodnoty pixel̊u pozad́ı budou tmavé (hodnoty bĺıž́ıćı se k 0) a objektové pixely
budou světlé (hodnoty bĺıž́ıćı se k 1). Pak filtr typu maximum nazveme dilataćı a filtr typu
minimum eroźı (viz obrázek 3.6). V př́ıpadě opačných hodnot objektových pixel̊u a pixel̊u
pozad́ı, označ́ıme filtry typu maximum a minimum přesně naopak. Avšak pojmy dilatace
a eroze chápeme stále stejně (dilatace- rozš́ı̌reńı objektu, eroze- zmenšeńı objektu). Dále
v textu budeme vždy předpokládat situaci uvedenou na obrázku 3.6.

Obrázek 3.6: Dilatace a eroze

Poznámka 3.3.1. Dilataci a erozi lze použ́ıt i pro detekci hran v obraze. Konkrétně bude
tento postup popsán v kapitole 3.4.2 Morfologické operace - Dilatace a Eroze.

3.4. Analýza obrazu - segmentace

Jak již bylo řečeno, analýza obrazu se zabývá źıskáváńım konkrétńı informace z obrazu.
Pojem segmentace je proces, který vyčleňuje odlǐsné oblasti obrazu se stejnými rysy z
okolńıch oblast́ı. Konkrétně rozděluje obraz na pixely pozad́ı a objektové pixely. K ta-
kovému rozděleńı je třeba zvolit kritérium, podle kterého budeme obraz segmentovat.
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3.4. ANALÝZA OBRAZU - SEGMENTACE

3.4.1. Prahováńı

Metoda prahováńı je vhodná pouze, pokud má obraz silně bimodálńı histogram, tj.
např́ıklad histogram dle obrázku 3.7. Na tomto obrázku je znázorněn histogram obrazu,
ve kterém se nacháźı tmavý objekt na světlém pozad́ı.

Obrázek 3.7: Bimodálńı histogram (tmavý objekt na světlém pozad́ı)

Prvně se z histogramu urč́ı prahová hodnota t, tedy hodnota, která definuje přechod
mezi objektem a pozad́ım. Poté se testuje hypotéza, že daný pixel P patř́ı do objektu.
Pro výše popsanou situaci (tmavý objekt na světlém pozad́ı) je testovaćı kritérium

x(P) ≤ t. (3.18)

V opačném př́ıpadě (světlý objekt na tmavém pozad́ı) je testovaćı kritérium ve tvaru
x(P) ≥ t.

V praxi se často stává, že prahová hodnota t neńı stejná pro celý obraz. To je většinou
zp̊usobené nehomogeńım osvětleńım. Vznikaj́ı viditelné st́ıny nebo např́ıklad vinětace, což
je jev, při kterém jsou okraje obrazu méně nasv́ıcené a jsou tedy tmavš́ı než střed obrazu.
V takovém př́ıpadě se muśı obraz před samotným prahováńım nejprve kalibrovat, nebo
se muśı využ́ıt jiná metoda segmentace.

Adaptivńı prahováńı

Adaptivńı prahováńı je takové prahováńı, kde práh t je závislý na souřadnićıch pixelu
P [i, j]. Prahové hodnoty tij źıskáme z histogramu hij vytvořeného z okoĺı NP(i, j) pixelu
P [i, j]. Potom testujeme hypotézu, že pokud plat́ı

x(P [i, j]) ≤ tij, (3.19)

pak pixel P [i, j] je objektovým pixelem.
Každý histogram hij by měl být opět bimodálńı, tzn. že velikost okoĺı by měla být zvo-

lena tak, aby se v každém vyb́ıraném okoĺı NP(i, j) nacházely jak objektové pixely, tak i
pixely pozad́ı. V př́ıpadě, že tato podmı́nka nebude dodržena, vzniknou ve výsledném vy-
segmentovaném obraze nové

”
falešné“ objekty nebo naopak v objektu vzniknou

”
falešné“

d́ıry. Tyto chybně označené pixely pak považujeme za impulsńı šum a můžeme je filtrovat.
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3.4.2. Detekce hran

Existuje mnoho metod určených k detekci hran. V následuj́ıćım textu si však uvedeme
pouze některé z nich, konkrétně gradientńı metody, metodu diskrétńıho Laplaciánu a
použit́ı dilatace a eroze.

Jedna velká skupina těchto metod je založená na prvńı a druhé derivaci. Otázku,
proč je derivace vhodná pro nalezeńı hranice objektu, vysvětluje obrázek 3.8. Mějme
obraz, který obsahuje světlý pruh na tmavém pozad́ı (3.8a) a obraz, který obsahuje tmavý
pruh na světlém pozad́ı (3.8b). Řádkový profil zobrazuje hodnoty pixel̊u v jakémkoliv
horizontálńım řádku. Pak z grafu prvńı derivace vyplývá, že ji lze použ́ıt pro posouzeńı,
zda se v obraze nacháźı hrana objektu. Znaménko druhé derivace urč́ı, jaký jas má hraničńı
pixel, tj. jestli jsou jeho hodnoty tmavé či světlé. Dále můžeme pozorovat, že z grafu druhé
derivace lze odeč́ıst přesná poloha hranice, a to v mı́stě, kde graf procháźı nulou.

Obrázek 3.8: Prvńı a druhá derivace řádkového profilu dvou vzájemně inverzńıch
obraz̊u, zdroj [8]
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3.4. ANALÝZA OBRAZU - SEGMENTACE

Podobným zp̊usobem lze v obraze hledat hranu jakékoliv orientace. Prvńı derivace
v jakémkoliv bodě obrazu je daná velikost́ı gradientu v tomto bodě. Druhá derivace je
źıskána pomoćı Laplaceova operátoru.

Gradientńı metody

Už podle názvu je jasné, že gradientńı metody jsou založeny na gradientu.
V praxi se využ́ıvaj́ı odvozená konvolučńı jádra (např. uvedeme Prewittova a Sobe-

lova), pomoćı kterých spočteme prvńı a druhou složku gradientu. Konvolućı obrazové
matice a horizontálńı masky Hx źıskáme složku gradientu Gx a konvolućı s vertikálńı
maskou Hy źıskáme složku gradientu Gy. Výsledkem je pak gradientńı obraz, jehož ve-
likost je stejná jako velikost p̊uvodńıho obrazu a který obsahuje úrovně jasu J ∈ 〈0, w〉.
To však znamená, že na źıskaný gradientńı obraz je pak nutné ještě aplikovat některou z
metod prahováńı.

Prewittova konvolučńı jádra maj́ı tvar

HP
x =

−1 0 1
−1 0 1
−1 0 1

 ,HP
y =

−1 −1 −1
0 0 0
1 1 1

 (3.20)

a Sobelova konvolučńı jádra jsou ve tvaru

HS
x =

−1 0 1
−2 0 2
−1 0 1

 ,HS
y =

−1 −2 −1
0 0 0
1 2 1

 . (3.21)

Jelikož derivace obecně zvýrazňuj́ı šum (vysoké frekvence) v obraze, je nutné před
použit́ım hranových detektor̊u založených na derivaćıch p̊uvodńı obraz filtrovat.

Poznámka 3.4.1. Z výsledných složek gradientu lze spoč́ıtat śıla hrany a to pomoćı velkosti
gradientu I =

√
G2
x +G2

y.

Metoda diskrétńıho Laplaciánu

Podobně jako u gradientńıch metod se aplikuje i tato metoda. Rozd́ılná jsou pouze použitá
konvolučńı jádra, která jsou založena na druhé derivaci a maj́ı tvar

HL
1 =

−1 0 −1
0 4 0
−1 0 −1

 ,HL
2 =

 0 −1 0
−1 4 −1
0 −1 0

 . (3.22)

Součet všech koeficient̊u Laplaceovy masky muśı být roven nule, aby v př́ıpadě homogenńı
plochy v obraze byla odezva nulová.

Jedná se vlastně o filtr typu horńı propust, který zvýrazňuje vysoké frekvence v obraze,
tedy hrany. Nevýhodou je, že ve vysokých frekvenćıch se vyskytuje i šum. Stejně jako u
gradientńıch metod je tedy tato metoda závislá na množstv́ı šumu v obraze.
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Morfologické operace - Dilatace a Eroze

V kapitole 3.3.3 jsme zavedli pojmy dilatace a eroze. Pomoćı těchto operaćı lze nalézt
hranice objekt̊u v obraze následuj́ıćım zp̊usobem.

Necht’ A je obraz obsahuj́ıćı objekt a pozad́ı s velkým kontrastem mezi nimi. Obraz
AD je obraz vytvořený pomoćı dilatace a obraz AE pomoćı eroze. Pak

B = AD − AE (3.23)

je obraz, který obsahuje hranici objektu. Celý tento postup znázorňuje obrázek 3.9, kde
šrafovaná část je výsledný obraz B.

Obrázek 3.9: Detekce hran dilataćı a eroźı

Źıskanou oblast, v ńıž se hranice nacháźı, lze následně zúžit pomoćı eroze. Pokud je
našim ćılem źıskat digitálńı křivku hranice, pouhá eroze ale nestač́ı. Výsledný objekt by
nejen zužovala, ale také zkracovala, což je nežádoućı. Proto se v praxi sṕı̌se využ́ıvá tzv.
podmı́něná eroze, která zohledňuje, jestli se jedná o pixel zakončuj́ıćı křivku nebo pixel,
který by zp̊usobil rozpad objektu. Následně u takových pixel̊u erozi neprovede.

Poznámka 3.4.2. V př́ıpadě, že erozi, resp. podmı́něnou erozi provád́ıme pomoćı okoĺı
N4(i, j), výsledkem budou hraničńı pixely objektu, které jsou 8-spojitelné. V př́ıpadě
použitého okoĺı N8(i, j) budou hraničńı pixely 4-spojitelné.

Daľśım využit́ım dilatace a eroze je tzv. closing a opening (obrázek 3.10).

Obrázek 3.10: Operace closing a opening

Mějme objekt, který neńı celistvý a obsahuje např́ıklad otvory. Pokud jsou otvory do-
statečně malé, lze pro zaceleńı objektu využ́ıt operaci Closing. Ta nejprve provede dilataci
obrazu AD. T́ım źıskáme zvětšený objekt, který už neobsahuje otvory. A poté aplikuje
erozi (AD)E, kterou vrát́ı objektu p̊uvodńı velikost.
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3.5. ROZPOZNÁVÁNÍ OBJEKTŮ

Opening se využ́ıvá, pokud je potřeba zjednodušit hranici objektu, nebo se v obraze
vyskytuj́ı drobné objekty, které maj́ı být odstraněny. Prvně se použije eroze AE, která
vrát́ı zmenšený objekt, ale s vyhlazenou hranićı a která odstrańı malé objekty v pozad́ı.
Jako druhý krok se provede dilatace (AE)D. Ta zase vrát́ı objekt do p̊uvodńı velikosti.

Morfologické operace nejsou citlivé na aditivńı šum, což je jejich velkou výhodou.

3.5. Rozpoznáváńı objekt̊u

Rozpoznáváńı objekt̊u je hlavńım ćılem analýzy obrazu. Objekty lze chápat třemi r̊uznými
zp̊usoby. Můžeme analyzovat pouze hranici objektu, můžeme celý objekt chápat jako
množinu bod̊u v rovině nebo ho můžeme chápat jako množinu pixel̊u.

K reprezentaci objektu jeho hranićı je třeba uložit souřadnice jednoho bodu hranice a
k tomu uložit tzv. hraničńı kód. Hraničńı kód je posloupnost přechod̊u z pixelu na daľśı
pixel přes celou hranici objektu. Źıskáńı jednotlivých složek kódu je naznačeno na obrázku
3.11.

Obrázek 3.11: Hraničńı kód
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4. PRAKTICKÁ ČÁST

4. Praktická část
Ćılem této práce je nalézt vhodnou metodu, která by z fotografie ruky dokázala určit jej́ı
přibližný povrch. Vstupem je tedy fotografie a pokud z ńı chceme źıskat rozměry potřebné
pro výpočet povrchu, muśıme na ni zaznamenat měř́ıtko. Fotografie bude procházet algo-
ritmem, který je popsán v následuj́ıćıch kapitolách a který předpokládá specifický vstupńı
obraz. Přesnost výpočtu bude tedy náchylná na velké změny polohy ruky v obraze a na
kvalitu fotografie. Proto vstupńı obraz muśı splňovat tato kritéria:

• fotit na b́ılém podkladovém paṕıru s kalibračńım rámečkem o rozměrech 180x280mm

• pravá ruka dlańı k fotoaparátu

• umı́stit ruku na střed

• holé předlokt́ı, tj. bez rukávu apod., kv̊uli detekci zápěst́ı

• prsty roztažené od sebe

• prostředńıček rovně s předlokt́ım

• volba vhodného osvětleńı

• fotit z dostatečné vzdálenosti k potlačeńı vlivu perspektivy

Poznámka 4.0.1. Při foceńı vzniká středové promı́táńı, které nezachovává délky. Ale v
př́ıpadě dostatečně velké vzdálenosti fotoaparátu lze promı́táńı považovat za rovnoběžné.
Proto je mezi kritérii uveden i požadavek, aby fotografie byla poř́ızena alespoň ze
vzdálenosti 2m. Jestliže výška/š́ı̌rka ruky je cca 110mm a jej́ı tloušt’ka (tj. výška od
podložky) je cca 20mm, pak chyba, které se při foceńı z 2m dopust́ıme vlivem středového
promı́táńı, je rovna 0,55mm. Tato chyba je dostatečně malá na to, abychom ji mohli
zanedbat.

Po poř́ızeńı fotografie ji oř́ızneme dle rámečku na podkladovém paṕıru, který má
rozměr 180x280mm. Formát digitálńı fotografie nastav́ıme na 900x1400 pixel̊u, takže jeden
pixel se bude rovnat 0,2mm. Tato informace je d̊uležitá a využijeme ji v posledńım kroku
výpočtu povrchu při jeho převodu na mm2. Nakonec barevný obraz převedeme na obraz
ve stupńıch šedi. Všechny výpočty a úpravy budou prováděny pomoćı softwaru Matlab.

Obrázek 4.1: Př́ıklad vstupńıho obrazu
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4.1. URČENÍ JEDNOPIXELOVÉ HRANICE RUKY

4.1. Určeńı jednopixelové hranice ruky

Jelikož je na vstupu fotografie, je v prvńı řadě nutné zpracovat obraz tak, aby z něj bylo
možné vyč́ıst d̊uležité informace, tedy určité rozměry ruky. A k tomu je třeba nalézt
jednopixelovu hranici objektu. Na této hranici lze určit tzv. body zlomu, tj. např́ıklad
špičky a úpat́ı prst̊u. Pokud známe všechny potřebné body, nahrad́ıme části ruky co
nejpřesněǰśımi geometrickými útvary a spoč́ıtáme jejich povrch. Konkrétńı body a útvary
jsou popsány v kapitole 4.2.

4.1.1. Segmentace obrazu - prahováńı

V obraze se nacháźı tmavý objekt na světlém pozad́ı, proto k jeho segmentaci využijeme
metodu prahováńı. Ne každý obraz však bude ideálńı. Je tedy nutné si ho nejprve upravit
tak, aby rozd́ılnosti kvality fotografíı neměly vliv na výsledky segmentace.

Mediánový filtr je vhodný na filtraci šumu v obraze a zároveň zachovává hrany objekt̊u.
Na obraz tedy aplikujeme mediánový filtr o velikosti 21x21 pixel̊u. Dále v́ıme, že na
okraj́ıch obrazu se nenacháźı žádná d̊uležitá informace, takže pixely nacházej́ıćı se v 15-ti
pixelovém pásu po okraj́ıch obrazu můžeme s klidným svědomı́m odstranit (přidělit jim
jinou hodnotu). Jak ale zvoĺıme novou hodnotu pixelu? Přestože v́ıme, že pozad́ı obrazu
je světlé, nemůžeme zvolit libovolně světlou. Pak by se mohlo stát, že tyto nově vložené
hodnoty pixel̊u zásadně posunou prahovou hodnotu při prahováńı obrazu a źıskáme pak
neodpov́ıdaj́ıćı objekt. Proto přeṕı̌seme jejich hodnoty na hodnoty pixel̊u lež́ıćıch hned
vedle na řádku (pak ve sloupci) za t́ımto pásem. Tento krok je d̊uležitý, protože se v
okraj́ıch můžou vyskytovat zbytky tmavého rozměrového rámečku, který jsme nepřesně
oř́ızli a tyto tmavé pixely by mohly znovu nepř́ıznivě ovlivnit prahováńı.

Obrázek 4.2: Vstupńı obraz; s mediánovým filtrem; po odstraněńı okraj̊u

Histogram obrazu (viz 4.3) je bimodálńı, přesto nemůžeme využ́ıt samotné prahováńı.
Pokud bychom použili jednu prahovou hodnotu na celý obraz, neošetřili bychom možné
st́ıny, nebo naopak přesvětlený objekt v p̊uvodńı fotografii. Např. mezery mezi prsty by
se mohly zač́ıt zkracovat, jak je vidět na obrázku 4.4.

36



4. PRAKTICKÁ ČÁST

Obrázek 4.3: Histogram obrazu a jeho prahová hodnota t

Obrázek 4.4: Obraz prahovaný jednou prahovou hodnotou

Využijeme tedy adaptivńı prahováńı, tzn. pro každý pixel a pro jeho konkrétně zvo-
lené okoĺı vytvoř́ıme histogram, který by měl být znovu bimodálńı. Pak nejdeme práh a
zařad́ıme pixel bud’ do objektu nebo do pozad́ı. Volba velikosti okoĺı je zásadńı. Pokud je
zrovna zvoleno okoĺı, v němž se nenacháźı žádný objekt a vybraný obraz je tedy téměř
jednolitý, prahová hodnota bude zcestná. Pak by cyklus zakreslil objekty i tam, kde žádné
nejsou, nebo naopak rozdělil objekt na v́ıce objekt̊u.

Naš́ım hlavńım ćılem je, aby obrys objektu z̊ustal co nejlépe zachovaný. Použijeme-li
př́ılǐs velké okoĺı pro adaptivńı prahovańı, výsledek bude podobný, jako bychom prahovali
celý obraz najednou a prsty se začnou vlivem st́ın̊u spojovat (viz okoĺı 151 a 201 pixel̊u na
obrázćıch 4.5d a 4.5e). Naopak použijeme-li př́ılǐs malé okoĺı, hroźı, že se v bĺızkosti hranice
najde objekt a pozad́ı podobných intenzit světla, histogram nebude výrazně bimodálńı,
prahová hodnota bude vyšš́ı, než by měla být a objektový pixel bude považován za pozad́ı.
Pak by se hranice objektu mohla v některých mı́stech roztrhnout (viz okoĺı 51 pixel̊u na
obrázku 4.5b). Využijeme tedy kompromisu 101x101 pixel̊u velké okoĺı (viz obrázek 4.5c).
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(a) obraz (b) okoĺı 51p (c) okoĺı 101p (d) okoĺı 151p (e) okoĺı 201p

Obrázek 4.5: Adaptivńı prahováńı s použitým okoĺım o velikosti

Jelikož výsledek prahováńı neńı stále uspokojuj́ıćı, přidáme daľśı úpravy, které se bu-
dou provádět uvnitř každého cyklu prahováńı, tj. pro každý pixel a jeho okoĺı. Můžeme
si všimnout, že největš́ı nepřesnosti vznikaj́ı kv̊uli st́ın̊um, protože jsou tmavé, podobně
jako objekt. Jejich hodnota jasu bývá větš́ı než prahová hodnota a maj́ı tak tendenci se
přǐrazovat k objektu a zvětšovat ho. Proto jednou z úprav bude posunut́ı prahové hodnoty
do tmavš́ıch hodnot o 5%. Přestože jsme na začátku zpracováńı už jednou filtrovali obraz
mediánovým filtrem, který potlačil v obraze šum, použijeme mediánový filtr znovu uvnitř
cyklu. Po aplikaci tohoto filtru o velikosti 5x5 pixel̊u bude vybraná část obrazu ještě v́ıc
rozostřena. Plochy pozad́ı a objektu budou jednolitěǰśı, ale hranice mezi nimi z̊ustane na
stejném mı́stě. V histogramu budou vyšš́ı četnosti pixel̊u stejného jasu a tak z něj bude
možné jednoznačněji určit práh mezi objektem a pozad́ım. Efekt těchto úprav je zobrazen
na obrázćıch 4.6.

(a) bez úprav (b) posunutý práh (c) med. filtr (d) obě úpravy

Obrázek 4.6: Efekty prahováńı s posunutým prahem o 5% a s použitým mediánovým
filtrem o velikosti 5x5 pixel̊u

4.1.2. Nutné úpravy k výsledné hranici objektu

Přestože jsme metodu segmentace ladili tak, aby na výstupu byl pouze jeden objekt, který
obsahuje celou hranici ruky, nemůžeme předpokládat, že tomu tak vždy bude. Pokud
vstupńı fotografie bude v opravdu špatné kvalitě, může se stát, že se objekt ruky rozděĺı
na v́ıce část́ı, nebo výsledný prahovaný obraz bude obsahovat i jiné objekty nalezené v
pozad́ı ruky. Proto provedeme ještě několik úprav po samotné segmentaci.
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Poznámka 4.1.1. Pro lepš́ı demonstraci významu jednotlivých krok̊u úprav využijeme
špatně vyprahovaných obraz̊u, které jsme źıskali při laděńı segmentace. Zobrazuj́ı tak vše,
co by se mohlo stát a co muśıme ošetřit.

Pro začátek obrát́ıme binaritu obrazu tak, aby objekty měly hodnoty pixel̊u rovny
jedné, tedy byly b́ılé. Daľśım krokem bude operace closing (dilatace a následná eroze),
která zaceĺı objekty. Jelikož jsou naše objektové pixely reprezentovány vysokou hodno-
tou, operace closing znamená aplikace filtru typu maximum a poté aplikace filtru typu
minimum. Filtrovat budeme s

”
kruhovým“ okoĺım o poloměru 3 pixel̊u (viz obrázek 4.7).

Př́ıklady toho, jak velké nespojitosti v objektech closing s takovým okoĺım spoj́ı, můžeme
sledovat na obrázku 4.8, kde tmavě šedé čtverečky vyjadřuj́ı objektové pixely, modrá hra-
nice znázorňuje hranici objektu po aplikaci max-filtru a červená pak znázorňuje hranici
výsledného objektu po aplikaci min-filtru a tedy celé operace closing.

Obrázek 4.7: Kruhové okoĺı o poloměru 3 pixel̊u

Obrázek 4.8: Př́ıklady closingu s použitým kruhovým okoĺım o poloměru 3 pixel̊u

Při segmentaci se nám mohou v okraj́ıch zobrazit objekty, které v obraze ve skutečnosti
nejsou. Proto znovu odstrańıme 15-ti pixelový pás podél kraj̊u celého obrazu. Slovem
odstrańıme se zde mysĺı skutečnost, že přeṕı̌seme hodnoty pixel̊u na nuly (hodnoty pixel̊u
pozad́ı). Daľśı malou úpravou bude odstraněńı samostatných pixel̊u. Tak nazveme pixely,
který nemaj́ı v čtyřsousednosti jiný pixel, neboli nejsou s jiným pixelem 4-spojitelné.

Algoritmus pro vyhledáváńı objekt̊u v obraze

Pomoćı algoritmu popsaného na obrázćıch 4.9 a 4.10 najdeme všechny objekty v obraze,
které budou odlǐseny tzv. objektovými č́ısly. Matićı V označ́ıme vstupńı obraz tvořený
nulami a jedničkami, kde jedničky jsou pixely objekt̊u. Výstupńı matice O je stejně veliká
jako matice V . Na pozićıch objektových pixel̊u v matici V , bude matice O obsahovat
objektová č́ısla pixel̊u o.č.p rovna 1 až n, kde n je celkový počet objekt̊u v matici V . Na
pozićıch, kde pixely matice V jsou nulové budou i hodnoty matice O nulové. Názorné
zobrazeńı matice O můžeme sledovat na obrázćıch 4.11 a 4.12, kde objekty s r̊uznými
o.č.p jsou od sebe odlǐsené barevně.
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Obrázek 4.9: Vývojový diagram algoritmu vyhledávaj́ıćıho objekty (část 1.)
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Obrázek 4.10: Vývojový diagram algoritmu vyhledávaj́ıćıho objekty (část 2.)

Třet́ı část́ı algoritmu je oprava rozdělených objekt̊u. Jak je vidět na obrázku 4.11a, 1. a
2. část neošetř́ı všechny směry při propojováńı pixel̊u jednoho objektu. Proto v posledńım
kroku algoritmu projdeme matici O a do nulového vektoru o délce počtu nalezených
objekt̊u zaṕı̌seme změny v o.č.p. Nalezneme-li pixel, který má ve svém čtyřsousednosti
pixel s jiným o.č.p, pak do změnového vektoru na pozici větš́ıho o.č.p zaṕı̌seme hodnotu
menš́ıho o.č.p. Po tom co takto projdeme celou matici O, oprav́ıme o.č.p dle změnového
vektoru. Čteme ho odzadu a pro každou nenulovou hodnotu m na k-té pozici oprav́ıme v
matici O všechny o.č.p = k na správné o.č.p = m. Př́ıklad opravy objekt̊u a tedy výsledné
nalezeńı všech objekt̊u v obraze t́ımto algoritmem je na obrázku 4.11b.
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(a) Zobrazeńı nalezených objekt̊u 1.
a 2. část́ı algoritmu

(b) Zobrazeńı nalezených objekt̊u
celým algoritmem

Obrázek 4.11: Nalezeńı všech objekt̊u v obraze

Po nalezeńı všech objekt̊u v obraze vid́ıme, že kromě velkých část́ı ruky se v pozad́ı
nacháźı plno malých nevýznamných objekt̊u, které v obraze nemaj́ı být. Experimentálně
jsme stanovili, že objekty, který se skládaj́ı z méně než 20000 pixel̊u jsou nevýznamné a
můžeme je odstranit. Výsledné hledáńı objekt̊u je vidět na obrázku 4.12.

Obrázek 4.12: Výsledné barevné zobrazeńı nalezených objekt̊u ruky

Źıskáńı uceleného objektu

Ćılem této kapitoly je nalézt hranici ruky. Jak ale stanovit výslednou hranici, když zat́ım
nemáme ani objekt ruky jako celek? Nejprve muśıme zjistit jak správně propojit nalezené
části, jak určit jejich pořad́ı a v neposledńı řadě jak určit, které části hranic jednotlivých
objekt̊u patř́ı do celkové hranice ruky. Následným postupem obraz uprav́ıme tak, aby
jsme v každém př́ıpadě byli schopni hranici nalézt.

Připomeňme si, že matice V je výsledný binárńı obraz obsahuj́ıćı objekty ruky a matice
O je matice, která odlǐsuje objekty v matici V pomoćı o.č.p.

1. Vytvoř́ıme hraničńı matici H, která bude obsahovat 8-spojitelnou hranici všech ob-
jekt̊u z matice V tak, že všechny pixely, které ve svém okoĺı N4(r, s) maj́ı maximálně
tři pixely, jsou hraničńı.

2. Vektor hranic vektorH bude mı́t 3 složky. Prvńı dvě budou obsahovat pozici v matici
[r, s] a třet́ı složka bude o.č.p daného pixelu. Tento vektor vytvoř́ıme pomoćı matic
H a O, kde H[r, s] = 1 a O[r, s] = o.č.p.
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3. Matici obálky V O vytvoř́ıme propojeńım všech pixel̊u v matici H. Pro každé dva
pixely p1 a p2 vypoč́ıtáme vzájemnou vzdálenost d a úhel α. Pak každému pixelu,
který protne spojnice pixel̊u p1 a p2, uděĺıme v matici V O hodnotu jedna. Viz př́ıklad
na obrázku 4.13, kde pixely p1, p2 a všechny šedé budou v matici V O označeny
hodnotou jedna.

Obrázek 4.13: Př́ıklad propojeńı dvou pixel̊u

Vytvořeńı spojnic a tedy výpočet vzdálenosti d a úhlu α provedeme následuj́ıćım
zp̊usobem.

d =
√

(p2(1)− p1(1))2 + (p2(2)− p1(2))2

α = arctan

(
p2(1)− p1(1)

p2(2)− p1(2)

)
line = 0 : 1 : d

y = p1(1) + line · sinα
x = p1(2) + line · cosα

(4.1)

Pro výpočet úhlu však nepoužijeme klasickou funkci Arkus tangens, nýbrž využijeme
funkce atan2 (tj. Čtyř-kvadrantový arkus tangens), kterou software Matlab nab́ıźı.
Tato funkce vraćı hodnoty v uzavřeném intervalu 〈−π, π〉. Vyřeš́ıme tak všechny
možnosti úhl̊u při vzájemných pozićıch pixel̊u p1 a p2.

Obrázek 4.14: Matice V a matice jej́ı obálky V O

4. Vytvoř́ıme hraničńı matici obálky V O a označ́ıme ji HO. Bude obsahovat jej́ı 8-
-spojitelnou hranici, tedy z matice V O vybereme pixely, které ve svém okoĺı N4(r, s)
maj́ı maximálně tři pixely.
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5. Uspořádaný vektor hranice obálky vektorHO bude obsahovat pozice hraničńıch
pixel̊u v matici HO. Do tohoto vektoru však nezaṕı̌seme pixely tvoř́ıćı spodńı

”
základnu“, což lépe vyjadřuje obrázek 4.15, kde červená čára vyznačuje hranici

zapsanou do vektoru.

Obrázek 4.15: Uspořádaný vektor hranice obálky vektorHO

Na začátku úprav jsme odstraňovali 15-ti pixelový pás po okraj́ıch celého obrazu,
proto v́ıme, že spodńı okraj obálky lež́ı na 16. pixelu odspodu. Na tomto řádku
[r, :] najdeme prvńı hraničńı pixel matice HO (v obrázku 4.15 označený kř́ıžkem).
Následně nalezneme druhý pixel hranice tak, že nelež́ı na [r, :] řádku, ale na řádku
[r − 1, :] a zároveň je s prvńım nalezeným pixelem 8-spojitelný. Abychom nalezli
třet́ı pixel hranice, zkontrolujeme všechny pixely v osmisousednosti druhého. Na-
lezneme zde dva (př́ıpadně tři) pixely z nichž třet́ı hraničńı pixel bude ten, který
se ve vektoru vektorHO ještě nenacháźı. Dále pokračujeme algoritmem, který k
naposled zapsanému pixelu hledá 8-spojitelné pixely v matici HO. Vždy najde dva
(př́ıpadně tři) a zaṕı̌se ten, který se do vektoru nezapsal v předchoźıch dvou kroćıch,
tj. algoritmus ošetř́ı, abychom se nevraceli zpět. Posledńı pixel vektoru vektorHO
je takový pixel, který znovu lež́ı na řádku [r, :] (nedostaneme se zpět do počátečńıho
pixelu, pouze na stejný řádek).
Důvodem, proč v algoritmu porovnáváme pixel s pixely z dvou předchoźıch krok̊u
jsou př́ıpady, kdy hranice obálky vypadá podobně jako na obrázku 4.16.

Obrázek 4.16: Př́ıklady hranice obálky
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Algoritmus, který by porovnával pixel pouze s jedńım předchoźım pixelem, by se v
2., 3. a 4. pixelu (viz obrázek 4.16) zacyklil. Zajist́ıme-li nav́ıc, aby hledal předně ve
čtyřsousednosti pixelu, najde pak vždy správné řazeńı hranice.

6. Nyńı můžeme vybrat objekty, které opravdu tvoř́ı hranici ruky a můžeme určit
pořad́ı, ve kterém na sebe maj́ı navazovat. Budeme procházet vektor hranice obálky
vektorHO a k tomu budeme potřebovat hlavńı matici V a objektovou matici O.
Pokud naraźıme ve vektoru vektorHO na pixel, který je v matici V označen jako
objektový pixel, zaṕı̌seme jeho o.č.p (najdeme v matici O) do vektoru pořad́ı. Na-
raźıme-li na daľśı takový pixel se stejným o.č.p jako měl ten předchoźı, přeskoč́ıme
ho a pokračujeme v procházeńı vektoru vektorHO dál. Naraźıme-li na objektový
pixel ve V s jiným o.č.p v O než měl pixel předchoźı, zaṕı̌seme ho na daľśı pozici
vektoru pořad́ı. Takto pokračujeme dokud nedojdeme na konec vektoru vektorHO.

7. Dı́ky tomu, že už známe správné pořad́ı jednotlivých objekt̊u, v́ıme, který objekt
s kterým potřebujeme propojit. Tedy můžeme naj́ıt jejich minimálńı vzdálenost
a následně je v tomto mı́stě propojit. Ve vektoru vektorH máme uložené pozice
hraničńıch pixel̊u všech objekt̊u a k nim i jejich o.č.p. Pro dva objekty, které na sebe
maj́ı dle vektoru pořad́ı navazovat, spoč́ıtáme vzdálenosti každý s každým pixelem
a urč́ıme tu minimálńı.

8. Než začneme propojovat jednotlivé objekty, spoj́ıme spodńı část ruky (zápěst́ı), aby
objekt ruky byl uzavřený. Jednoduše spoj́ıme prvńı a posledńı pixel lež́ıćı na řádku
nad spodńım 15-ti pixelovém pásu matice V .

9. Z předchoźıch krok̊u známe pro každé dva objekty dva konkrétńı pixely p1 a p2,
které se maj́ı propojit a známe jejich vzdálenost d. Stač́ı tedy spoč́ıtat úhel α a
stejně jako ve 3. kroku vytvořit spojnici pixel̊u p1 a p2, a tedy i spojnici objekt̊u.

Obrázek 4.17: Propojeńı objekt̊u (negativ)

10. Než konečně definujeme hranici ruky, muśıme provést ještě dvě úpravy, které se
mohou zdát zbytečné. Dále si však poṕı̌seme zp̊usob určeńı hranice, který tyto kroky
dovysvětĺı.
Pokud necháme spojnice mezi objekty jednopixelové, algoritmus hledáńı hranice
bude mı́t v tomto mı́stě v́ıc možných směr̊u, kam dál postupovat a nenajde tak
správnou hranici. Naštěst́ı se všechny nespojitosti objekt̊u nacházej́ı mezi prsty a
proto stač́ı aplikovat tyto kroky:
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(a) Pod každý pixel, který vytvoř́ıme spojeńım pixel̊u p1 a p2, budeme pixel̊um
s hodnotou nula vkládat hodnotu jedna dokud nenaraźıme na jiný objektový
pixel (roven jedné). Také pod krajńı pixely p1 a p2 vytvoř́ıme takový sloupec
hodnot.

Obrázek 4.18: Propojeńı objekt̊u - rozš́ı̌reńı spojnice (negativ)

(b) Provedeme operaci closing (dilatace a eroze) s kruhovým okoĺım o poloměru 8
pixel̊u. T́ımto se spojnice objekt̊u v mı́stě napojeńı rozš́ı̌ŕı. Viz obrázek 4.19b.

(a) bez closingu (b) s closingem

Obrázek 4.19: Propojeńı objekt̊u - operace closing (negativ)

Př́ıklad, jak tyto úpravy můžou ovlivnit výslednou hranici ruky ukazuje obrázek
4.20.

11. Posledńı úpravou, kterou můžeme zlepšit autentičnost hranice ruky je odstraněńı
vyčńıvaj́ıćıch pixel̊u. Jsou to objektové pixely, které ve svém N4(r, s) okoĺı maj́ı
pouze jeden daľśı objektový pixel, nebo naopak pixely pozad́ı, které maj́ı v
čtyřsousednosti hned tři objektové pixely.
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Obrázek 4.20: Př́ıklad hranice bez úprav v 10. kroku a s předchoźımi úpravami (negativ)

Algoritmus pro nalezeńı hranice objektu

Nyńı máme v matici V připravený objekt, jehož vněǰśı hranice odpov́ıdá hranici ruky.
Následuj́ıćım algoritmem źıskáme matici HV obsahuj́ıćı 8-spojitelnou hranici ruky a vek-
tor vektorHV , který bude obsahovat uspořádanou posloupnost pixel̊u hranice v matici
HV .

Označme okoĺı pixelu p dle obrázku 4.21.

Obrázek 4.21: Označeńı okolńıch pixel̊u pixelu p

Jestliže pixel p je v n-tém kroku posledńım pixelem zapsaným do matice HV a do vektoru
vektorHV , pak jeho okolńı pixely o1 až o8 budou rovny

o1 =[vektorHV (n, 1)− 1, vektorHV (n, 2)− 1],

o2 =[vektorHV (n, 1)− 1, vektorHV (n, 2) ],

o3 =[vektorHV (n, 1)− 1, vektorHV (n, 2) + 1],

o4 =[vektorHV (n, 1) , vektorHV (n, 2) + 1],

o5 =[vektorHV (n, 1) + 1, vektorHV (n, 2) + 1],

o6 =[vektorHV (n, 1) + 1, vektorHV (n, 2) ],

o7 =[vektorHV (n, 1) + 1, vektorHV (n, 2)− 1],

o8 =[vektorHV (n, 1) , vektorHV (n, 2)− 1].

Nejprve najdeme prvńı tři pixely hranice, což provedeme trochu jiným zp̊usobem,
než později všechny ostatńı. U prvńıho pixelu postupujeme stejným zp̊usobem jako u
uspořádaného vektoru hranice obálky vektorHO v 5. kroku. V matici V procháźıme 16.
řádek odspodu a prvńı objektový pixel zleva, který najdeme, je naš́ım prvńım pixelem hra-
nice. Druhý a třet́ı pixel hledáme také zvlášt’, protože za prvé potřebujeme určit správný
počátečńı směr hranice a za druhé algoritmus hledá daľśı pixel hranice v závislosti na
třech posledńıch. Použijeme však jeho upravenou verzi, která hledá daľśı pixel pouze v
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závislosti na posledńım pixelu. U druhého pixelu hranice vyb́ıráme z okolńıch pixel̊u o1,
o2 a o3 prvńıho pixelu a u třet́ıho pouze z okolńıch pixel̊u o1, o2, o3, o4 a o8 druhého
pixelu.

Algoritmus, který z matice V postupně vyb́ırá hraničńı pixely ve správném pořad́ı, se
ř́ıd́ı matićı OK, která se v každém kroku n měńı. Tato matice obsahuje pozice všech osmi
okolńıch pixel̊u posledńıho zapsaného pixelu p do matice HV a do vektoru vektorHV .
Daľśı dva řádky matice jsou počty objektových pixel̊u v okoĺı N4(r, s) a v okoĺı N8(r, s)
daného okolńıho pixelu o v matici V . Např. prvńı sloupec matice OK obsahuje svis-
lou pozici pixelu o1, vodorovnou pozici pixelu o1, počet objektových pixel̊u v jeho okoĺı
N o1

4 (o1(1), o1(2)) a počet objektových pixel̊u v jeho okoĺı N o1
8 (o1(1), o1(2)).

Počátečńı tvar matice OK v n-tém kroku je

OK =


o1(1) o2(1) o3(1) o4(1) o5(1) o6(1) o7(1) o8(1)
o1(2) o2(2) o3(2) o4(2) o5(2) o6(2) o7(2) o8(2)

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

 . (4.2)

Pro každý okolńı pixel o posledńıho pixelu p zjist́ıme, zda je to objektový pixel a zda se
nejedná o hraničńı pixel z n−1 kroku nebo z n−2 kroku. Jestliže tyto podmı́nky splňuje,
spoč́ıtáme jeho okolńı objektové pixely v N o

4 (o(1), o(2)) a v N o
8 (o(1), o(2)). Hodnoty 100

ve třet́ım a čtvrtém řádku znač́ı, že pixel o jednu z těchto podmı́nek nesplňuje a určitě se
tedy nejedená o daľśı pixel hranice.

1 for o=1:8

2 if (

3 %je pixel objektovy

4 V(OK(1,o),OK(2,o))==1

5 &&

6 %je ruzny od pixelu - 1 krok zpet

7 (vektorHV(n-1,1)~=OK(1,o) || vektorHV(n-1,2)~=OK(2,o))

8 &&

9 %je ruzny od pixelu - 2 krok zpet

10 (vektorHV(n-2,1)~=OK(1,o) || vektorHV(n-2,2)~=OK(2,o))

11 )

12 OK(3,o)= V(OK(1,o)-1,OK(2,o))

13 +V(OK(1,o)+1,OK(2,o))

14 +V(OK(1,o),OK(2,o) -1)

15 +V(OK(1,o),OK(2,o)+1);

16 OK(4,o)=OK(3,o)

17 +V(OK(1,o)-1,OK(2,o) -1)

18 +V(OK(1,o)-1,OK(2,o)+1)

19 +V(OK(1,o)+1,OK(2,o) -1)

20 +V(OK(1,o)+1,OK(2,o)+1);

21 else

22 OK(3,o)=100;

23 OK(4,o)=100;

24 end

25 end
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Druhou část́ı algoritmu vyhodnot́ıme źıskané informace o okolńıch potenciálńıch pixe-
lech hranice. Prvně, pixel o muśı být hraničńı tzn. v jeho okoĺı N o

4 (o(1), o(2)) muśı být
maximálně tři daľśı objektové pixely. Touto podmı́nkou vyřad́ıme rovnou všechny pixely,
které se již v hranici nacházej́ı nebo nejsou objektové, protože maj́ı OK(3, o) = 100.
Druhá podmı́nka se v algoritmu nacháźı kv̊uli speciálńım př́ıpad̊um tvaru hranice. Jedná
se o př́ıpady popsané na obrázku 4.16, kde pixel p nemá ve svém okoĺı pouze dva hraničńı
pixely, ale rovnou tři. Tato podmı́nka vybere správný pixel tak, aby se algoritmus neza-
cyklil.

1 for o=1:8

2 if (

3 %je pixel hranicni

4 OK(3,o) <=3

5 &&

6 %je v jeho osmisousednosti nejmene pixelu

7 OK(4,o)==min(OK(4,:))

8 )

9 vektorHV(n+1,:)=[OK(1,o),OK(2,o)];

10 HV(OK(1,o),OK(2,o))=1;

11 break;

12 end

13 end

Algoritmus se ukonč́ı, pokud je nově nalezený pixel roven posledńımu pixelu vněǰśı
hranice, který lež́ı na stejném řádku matice V jako prvńı pixel hranice. V závěru stač́ı
tyto dva pixely spojit, abychom źıskali uzavřený objekt ruky.

Obrázek 4.22: Zobrazeńı objektu v matici V a jeho hranice v matici HV (negativ)

Opravy hranice objektu

Co když propojeńı objekt̊u v 9. kroku neproběhne správně? Co když se objekty propoj́ı
na jiném mı́stě než očekáváme, protože existuj́ı jiné pixely s minimálńı vzdálenost́ı. Pak
by výsledná hranice procházela vnitřkem ruky a neodpov́ıdala skutečnosti (viz obrázek
4.23). Proto nakonec hranici objektu ještě oprav́ıme následuj́ıćım postupem.
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Obrázek 4.23: Př́ıklad objekt̊u, kterým zvolený postup nalezeńı hranice nestač́ı (negativ)

Z vektoru hranice vektorHV vytvoř́ıme matici M , která bude obsahovat vzdálenosti
každého pixelu p1 s každým pixelem p2 a bude striktně dolńı trojúhelńıková. Ćılem je
nalézt takové pixely p1 a p2, jejichž vzdálenost d v obraze V je malá a zároveň se ve vektoru
vektorHV nacházej́ı daleko, tj. jejichž indexová vzdálenost hranice je velká. Pokud se
propojeńım těchto pixel̊u dostatečně zkrát́ı hranice objektu, pak se nám podařilo uzavř́ıt
objekt na správném mı́stě, a to mezi prsty.

Poznámka 4.1.2. Všechny následuj́ıćı hodnoty byly určeny experimentálně.

Počátečńı vzdálenost vzd, která je maximálńı hranićı vzdálenost́ı d pixel̊u p1 a p2 z
matice M je vzd = 15. Tu v každém kroku zvětš́ıme, dokud se délka p̊uvodńı hranice
delkaHV Spred nezkrát́ı alespoň o 40%, nebo dokud vzdálenost vzd ≤ 35. V každém
kroku tedy vybereme z matice všechny dvojice pixel̊u jejichž d ≤ vzd a pokud je jejich
indexová vzdálenost hranice větš́ı než 20 · vzd, pak vytvoř́ıme jejich spojnice stejně jako v
3. kroku (viz. obrázek 4.13 a rovnice 4.1). Dále použijeme Algoritmus pro nalezeńı hranice
objektu a zjist́ıme tak novou délku hranice delkaHV S.

1 delkaHVS=delkaHV;

2 delkaHVSpred=delkaHVS;

3 vzd =15;

4
5 %pokracuj dokud vzd neni rovno 35

6 while vzd <=35

7 %pokracuj dokud se hranice nezkrati alespon o 40%

8 if delkaHVS <0.6* delkaHVSpred

9 break;

10 end

11
12 delkaHVSpred=delkaHVS;

13 for p=1: delkaHV

14 for q=1:p

15 %je vzdalenost p1 a p2 mensi nebo rovna vzd

16 if M(p,q)<=vzd

17 %je index. vzdalenost vetsi nebo rovna 20*vzd

18 if abs(p-q) >=20*vzd

19 p1=[ vektorHV(p,1) vektorHV(p,2)];
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20 p2=[ vektorHV(q,1) vektorHV(q,2)];

21 #SPOJENI PIXELU P1 A P2

22 end

23 end

24 end

25 end

26
27 vektorHVS=zeros(delkaHVS ,2);

28 HVS=zeros(vel (1),vel(2));

29 #ALGORITMUS PRO NALEZENI HRANICE OBJEKTU

30
31 delkaHVS=sum(sum(HVS));

32 vzd=vzd+1;

33 end

Ve většině př́ıpad̊u źıskáme správnou hranici ještě před provedeńım této opravy. Avšak
nemuśıme se bát, že i správně nalezenou hranici by tento krok ovlivnil a začal by např.
zaplňovat mezery mezi prsty. Dı́ky podmı́nce vzdálených index̊u ve vektoru hranice se
žádné pixely nepropoj́ı. Zároveň tomu bráńı i vzdálenost pixel̊u v obraze, která je
ohraničena maximálńı hodnotou vzd = 35.

Jestliže hranice objektu před touto úpravou byla špatně nalezená, jako je např. hranice
na obrázku 4.23, pak výsledek tohoto kroku bude objekt s hranićı uzavřenou a podobaj́ıćı
se co možná nejlépe originálu. Výsledek úpravy můžeme sledovat na obrázku 4.24.

Obrázek 4.24: Oprava hranice špatně propojených objekt̊u (negativ)

Jak již bylo řečeno na začátku kapitoly, většina část́ı a úprav ošetřuje př́ıpady špatně
vyprahovaných obraz̊u a všechny obrázky v ńı jsou testovaćı. Ukazuj́ı, že program dokáže
zpracovat a naj́ıt hranici i v př́ıpadě, že fotografie je ve špatné kvalitě a jej́ı prahovaný
obraz neobsahuje pouze jeden celistvý objekt.

4.2. Definice parametr̊u ruky

Než začneme hranici ruky jakkoliv zpracovávat, muśıme nejprve stanovit zp̊usob, kterým
se povrch ruky bude poč́ıtat. Nejintuitivněǰśı zp̊usob je pokusit se rozdělit ruku na menš́ı
části a připodobnit je konkrétńım geometrickým útvar̊um a těles̊um, u kterých je nám

51



4.2. DEFINICE PARAMETRŮ RUKY

znám vzorec pro výpočet obsahu či povrchu. Prsty mohou připomı́nat komolý kužel,
který má na konci p̊ul kouli. Dlaň má sice nepravidelný tvar, ale jej́ı obsah, jakožto obsah
rovinného útvaru, dokážeme spoč́ıtat jednoduše. Tuto plochu přidáme dvakrát a přičteńım
bok̊u dlańı źıskáme přibližný povrch 3D tělesa dlaně. Následuj́ıćı obrázek popisuje tento
návrh výpočtu povrchu ruky, který vycháźı z předchoźı bakalářské práce, na kterou tato
práce navazuje. Jedná se o základ našeho výpočtu, který bude v daľśım textu podrobněji
popsán a upraven.

Obrázek 4.25: Původńı návrh výpočtu povrchu ruky

V našem př́ıpadě máme výhodu, že z 2D pohledu ruky známe každý pixel, z kterého
se objekt skládá. K aproximaci tak neznáme pouze celkové rozměry těchto útvar̊u, ale
známe všechny rozměry. Např́ıklad pr̊uměr prstu v každé jeho pixelové výšce. Můžeme
tedy daleko přesněji a po menš́ıch částech aproximovat a źıskat tak přesněǰśı povrch ruky.

Potřebujeme tedy źıskat oddělené objekty prst̊u a objekt dlaně, což je ćıl této kapitoly.

4.2.1. Body zlomu hranice ruky

Bod zlomu hranice nazveme takový bod lež́ıćı na hranici, kde křivost křivky je v jeho
okoĺı maximálńı. Jedná se tedy o špičky prst̊u, nebo naopak o jejich úpat́ı.

Jako prvńı vytvoř́ıme ze vstupńı hranice objekt, abychom měli všechny základńı matice
objektu. Budeme procházet každý řádek matice hranice HV S a do matice V Y S ukládat
objektové pixely jak hranice, tak vnitřku objektu. Projdeme-li poprvé hranićı, pak se
nacháźıme uvnitř objektu. Projdeme-li znovu hranićı, pak jsme zpět v pozad́ı. Stač́ı tedy
použ́ıt

”
přeṕınač“ (proměnnou, měńıćı hodnoty −1 a 1), který při pr̊uchodu hranićı změńı

znaménko. Podle něj pak určujeme, zda jsme v objektu či pozad́ı a zda maj́ı pixely v matici
V Y S dostat hodnotu jedna či nula.

Výjimkou jsou pixely, nebo v́ıce pixel̊u za sebou, které se nacházej́ı na špičkách nebo
v úpat́ı prst̊u. Projdeme-li t́ımto pixelem, nedostaneme se na opačnou stranu hranice.
Př́ıklady takových pixel̊u jsou na obrázku 4.26. Tyto pixely najdeme tedy přednostně a
při vytvářeńı matice V Y S je nebudeme považovat za hranici. V těchto př́ıpadech hledáme
v řádku [r, :] matice HV S jeden nebo v́ıce pixel̊u za sebou takových, že pixel před a pixel
po jsou oba na řádku [r − 1, :], nebo na řádku [r + 1, :].
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Obrázek 4.26: Př́ıklad pixel̊u hranice, které nepovažujeme za hranici a přeṕınač se jimi
nezměńı

Obrázek 4.27: Př́ıklad pixel̊u hranice, které přeṕınač měńı

Obrázek 4.28: Matice HV S po odstraněńı spodńı základny a matice V Y S (negativ)

Křivost hranice

Budeme po částech aproximovat hranici ruky polynomem 4. stupně a poč́ıtat křivost
v každém pixelu hranice. Následně tuto křivost vykresĺıme do grafu a potom můžeme
posoudit mı́sta s největš́ı křivost́ı.

Vycháźıme z vektoru vektorHV S, který obsahuje uspořádané pozice pixel̊u celé hra-
nice. Odebereme z jeho konce pixely, které obsahuj́ı základnu ruky (viz matice HV S na
obrázku 4.28). Jedná se o část hranice, která má pouze za úkol objekt uzavř́ıt a nezaj́ımá
nás jej́ı křivost.

Zavedeme tři proměnné (proměnné maj́ı pouze ilustrativńı hodnoty k obrázku 4.29 a
popisu výpočtu):

• krok = 3 znamená, že vybereme každý 3. pixel z posloupnosti pixel̊u hranice
(začneme od 1. pixelu)
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• delkaKr = 9 je počet pixel̊u z krok, které budeme aproximovat křivkou v jednom
kroku algoritmu

• pocetB = 3 je počet pixel̊u z vybraných pixel̊u v delkaKr, ve kterých spoč́ıtáme
křivost křivky (jelikož chceme znát křivost v každém pixelu celé hranice objektu,
spoč́ıtáme ji i v jejich okolńıch pixelech nezahrnutých do aproximace)

Zp̊usob výběru pixel̊u pro aproximováńı polynomem a výpočet křivosti popisuje
následuj́ıćı obrázek, kde i je krok algoritmu a žlutě zvýrazněné pixely jsou vybrané pixely
z vektoru vektorHV S dle proměnné krok. V každém i-tém kroku algoritmu vybereme
delkaKr konkrétńıch žlutých pixel̊u, který aproximujeme křivkou. Křivost pak spoč́ıtáme
pro pocetB pixel̊u a pro jejich okolńı pixely v černém tučném rámečku. Nepoč́ıtáme ji pro
krajńı pixely (viz č́ısti označené zkratkami vZ a vK), protože chceme źıskat křivost spojité
hranice. Proto se také vyb́ırané posloupnosti překrývaj́ı. Výjimkou je prvńı a posledńı krok
algoritmu, ve kterém spoč́ıtáme i křivosti krajńıch pixel̊u vZ nebo vK, abychom źıskali
křivost v každém pixelu hranice.

Obrázek 4.29: Výběr pixel̊u k aproximaci polynomem a výpočet jeho křivosti

Mluv́ıme zde o obrazu, o jeho matici a o pozićıch hraničńıch pixel̊u v obraze. Na chv́ıli
však z popisu orientace v matici, kde nejprve ṕı̌seme svislou a potom vodorovnou pozici
pixelu, přejdeme k běžnému souřadnicovému systému bod̊u se souřadnicemi x a y. x-ová
souřadnice bodu bude rovna druhé pozici pixelu a y-ová bude rovna prvńı pozici pixelu.

Poznámka 4.2.1. Souřadnicový systém v̊ubec neńı nutné měnit, jelikož poč́ıtáme křivost,
která je hodnotou nezávislou na souřadnićıch a stejnou křivost má pixel v pozićıch matice
i bod v běžném souřadnicovém systému. Jde pouze o jasněǰśı výpočty polynomu, jeho
derivaćı a křivosti.

Mějme tedy posloupnost všech bod̊u hranice. Z této posloupnosti vybereme každý 3.
bod (krok). Pak v každém i-tém kroku algoritmu pro výpočet křivost́ı hranice vybereme
z těchto bod̊u 9 konkrétńıch bod̊u (delkaKr). Pro každý z nich známe souřadnice x a y a
můžeme je tak aproximovat křivkou. Křivost pak nejlépe spoč́ıtáme dle vzorce 1.2, proto
budeme křivku hledat v parametrickém vyjádřeńı f(t) = (x(t), y(t)). Parametr t, bude
pro nalezeńı aproximačńı křivky odpov́ıdat pořad́ı bodu ve vybrané posloupnosti, tedy
bude roven t = [1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25].

Obrázek 4.30: Parametr t v i-tém kroku algoritmu
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Chceme aproximovat 9 bod̊u polynomem 4. stupně, tzn. chceme body proložit křivkou
tak, aby co nejlépe odpov́ıdala jej́ım souřadnićım, což provedeme metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u. V Matlabu pro výpočet polynomu n-tého stupně metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
existuje funkce polyfit(x,y,n). Pomoćı této funkce spoč́ıtáme f(t) pro t = {t ∈ N; t ∈
〈1, 25〉}

x(t) = polyfit(t, x, 4) = a3t
3 + a2t

2 + a1t+ a0,

y(t) = polyfit(t, y, 4) = b3t
3 + b2t

2 + b1t+ b0.

Následně spoč́ıtáme prvńı a druhou derivaci polynomu

x′(t) = 3a3t
2 + 2a2t+ a1,

y′(t) = 3b3t
2 + 2b2t+ b1,

x′′(t) = 6a3t+ 2a2,

y′′(t) = 6b3t+ 2b2.

V každém i-tém kroku algoritmu (vyjma prvńıho a posledńıho) t́ımto zp̊usobem na-
lezneme př́ıslušný polynom f(t) = (x(t), y(t)), t = {t ∈ N; t ∈ 〈1, 25〉}. Pak pro každé
t0 ∈ 〈10, 18〉 ⊂ N vypoč́ıtáme křivost

κ(t0) =
x′(t0)y

′′(t0) + y′(t0)x
′′(t0)

((x′(t0))2 + (y′(t0))2)
3
2

a zaṕı̌seme ji do vektoru K na stejnou pozici, jako se poč́ıtaný pixel nacháźı ve vektoru
vektorHV S.

Proměnné, které jsme zavedli na začátku kapitoly, muśıme ještě upravit. Pokud bychom
vytvářeli aproximačńı křivku pouze z dev́ıti pixel̊u, aproximace by byly daleko přesněǰśı a
odpov́ıdaly tak v́ıce pixel̊um hranice, což je nežádoućı. Nalezená hranice neńı moc hladká
a náhodné vybočuj́ıćı pixely jsou zaváděj́ıćı. Nav́ıc devět pixel̊u je v poměru s celou hranićı
nevýznamných a na takové malé části je hranice z celkového pohledu vždy rovná. Muśıme
použ́ıt počet delkaKr takový, abychom na tomto počtu pixel̊u zaznamenali právě tu
křivost hranice, kterou hledáme, tedy celé špičky a úpat́ı prst̊u i s rovnou části za nimi.
Na obrázku 4.31 jsou znázorněné grafy křivost́ı hranic při použit́ı počtu pixel̊u k aproxi-
maci delkaKr = 9 a delkaKr = 25. Použijeme-li těchto pixel̊u 91 (delkaKr = 91), z grafu
křivost́ı bude možné vyč́ıst body zlomu, které hledáme (viz obrázek 4.32). Daľśı proměnné
necháme tak, jak jsme je zavedli dř́ıve, tj. krok = 3 a pocetB = 3. Malým počtem pocetB
zvyšujeme přesnost poč́ıtaných křivost́ı, jelikož pro výpočet křivosti každého pixelu be-
reme v úvahu velké okoĺı. A krok = 3 zaručuje, že aproximace bude odpov́ıdat tvaru
hranice.
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(a) delkaKr = 9 (b) delkaKr = 25

Obrázek 4.31: Špatné nastaveńı proměnných při výpočtu křivosti hranice

Obrázek 4.32: Křivost hranice

Body zlomu

Z výsledného grafu křivost́ı nyńı vyčteme a definujeme pixely hranice s maximálńı křivost́ı.
Existuje deset viditelných zlomů, které můžeme pozorovat jak na ruce, tak i v grafu na
obrázku 4.32. Jedná se o pět špiček prst̊u, čtyři jejich úpat́ı a jeden méně pozorova-
telný zlom zápěst́ı pod palcovou hranou. V grafu tedy hledáme deset největš́ıch vrchol̊u,
přičemž v́ıme, že křivosti jsme zaznamenávali do vektoru K v postupném pořad́ı pixel̊u
hranice z levé strany objektu. Hodnota v grafu x = 1 tedy odpov́ıdá prvńımu pixelu hra-
nice (maĺıková hrana) a hodnota x = 4501 odpov́ıdá posledńımu pixelu hranice (palcová
hrana).

Dle grafického znázorněńı křivost́ı a pozorovaného počtu pixel̊u na jeden vrchol můžeme
určit, že o lokálńı maximum se jedná v př́ıpadě, že v okoĺı 60 pixel̊u se nenacháźı jiný pixel
s vyšš́ı křivost́ı. Proto ve vektoru K najdeme pixely, které splňuj́ı podmı́nku, že šedesát
pixel̊u v pořad́ı před a šedesát pixel̊u v pořad́ı po nemá vyšš́ı hodnotu křivosti. Z těchto
pixel̊u pak vybereme 10, které maj́ı maximálńı křivost.
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Obrázek 4.33: Maximálńı křivosti pixel̊u hranice

Nyńı máme deset bod̊u maximálńıch křivost́ı (bod̊u zlomu), které jsou znázorněné na
obrázku 4.34. Abychom byli však schopńı rozdělit objekt ruky na objekty jednotlivých
prst̊u a dlaně, potřebujeme znát daľśı tři body, d́ıky nimž dodefinujeme oř́ıznut́ı maĺıčku,
ukazováčku a palce. Jedná se o body vněǰśıch stran prst̊u.

Obrázek 4.34: Body zlomu - body maximálńıch křivost́ı

K nalezeńı daľśıch bod̊u zlomu využijeme geometrie objektu ruky. Můžeme si všimnout,
že body v úpat́ı prst̊u maĺıčku, prsteńıčku, prostředńıčku a ukazováčku s dvěma vněǰśımi
zlomovými body, který hledáme, často lež́ı na jedné kružnici. Proto z těchto tř́ı bod̊u (viz
obrázek 4.35) zkonstruujeme kružnici.

Obrázek 4.35: Hledáńı bod̊u zlomu - body pro kružnici
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Stejně jako v předchoźı části kapitoly označ́ıme vodorovnou pozici pixelu v matici jako
x-ovou souřadnici a svislou pozici pixelu jako y-ovou souřadnici.
Hledáme rovnici kružnice v jej́ım středového tvaru

(x−m)2 + (y − n)2 = r2,

kde S = [m,n] je střed kružnice. Do této rovnice dosad́ıme souřadnice našich tř́ı bod̊u
[x1, y1], [x2, y2], [x3, y3].

x21 − 2x1m+m2 + y21 − 2y1n+ n2 = r2

x22 − 2x2m+m2 + y22 − 2y2n+ n2 = r2

x23 − 2x3m+m2 + y23 − 2y3n+ n2 = r2

Rovnice od sebe odečteme a źıskáme dvě rovnice o dvou neznámých.

(−2x1 + 2x2)m+ (−2y1 + 2y2)n = −(x21 − x22)− (y21 − y22)

(−2x1 + 2x3)m+ (−2y1 + 2y3)n = −(x21 − x23)− (y21 − y23)

Ty pak můžeme zapsat v maticovém tvaru a vyjádřit neznámé m a n.[
(−2x1 + 2x2) (−2y1 + 2y2)
(−2x1 + 2x3) (−2y1 + 2y3)

]
·
[
m
n

]
=

[
−(x21 − x22)− (y21 − y22)
−(x21 − x23)− (y21 − y23)

]
A ·X = B

X = A−1 ·B

Poloměr kružnice pak spoč́ıtáme dosazeńım souřadnic středu m, n do rovnice kružnice

r =
√

(x−m)2 + (y − n)2.

Avšak některých př́ıpadech kružnice neprojde vněǰśı stranou prst̊u, protože body, z
kterých vytvář́ıme kružnici, maj́ı větš́ı rozd́ıl v y-ové souřadnici a vytvoř́ı tak malou
kružnici (viz př́ıklady na obrázku 4.36).

Obrázek 4.36: Hledáńı bod̊u zlomů - kružnice

Abychom vyhověli všem možným př́ıpad̊um, potřebujeme zajistit, abychom body zlomu
hledali trochu jiným zp̊usobem. Proto po nalezeńı kružnice vytvoř́ıme jej́ı tečny v krajńıch
bodech zlomu. Rovnice

(x0 −m)(x−m) + (y0 − n)(y − n) = r2
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je rovnićı tečny kružnice se středem v bodě S = [m,n] a poloměrem r v bodě [x0, y0].
Dosazeńım bod̊u [x1, y1] a [x3, y3] źıskáme dvě tečny, které v mı́stě protnut́ı s hranićı
vytvář́ı daľśı dva body zlomu (obrázek 4.37).

Obrázek 4.37: Hledáńı bod̊u zlomů - tečny kružnice

Jelikož se jedná o pixely v obrazové matici, pak jejich dosazeńı do výše poč́ıtané
kružnice a tečen muśıme zaokrouhlit. Č́ım v́ıce hodnoty zaokrouhĺıme, t́ım v́ıce budou
křivky širš́ı. Děláme to proto, aby výsledná poč́ıtaná křivka byla v pixelech minimálně
4-spojitelná. Kdyby byla 8-spojitelná, nemuśı se potkat s 8-spojitelnou hranićı, a pak
bychom neurčili jejich pr̊useč́ık. Proto raději zvoĺıme širš́ı objekt reprezentuj́ıćı křivku,
která protne hranici ve v́ıce pixelech a z nichž pak vybereme prostředńı pixel.

O skupinu pixel̊u z nichž urč́ıme bod zlomu na maĺıkové hraně se jedná, když:

• nacháźı se vlevo dole od bodu zlomu [x1, y1]

• je od bodu [x1, y1] vzdálen v́ıc jak 1/3 š́ı̌rky prstu (např. prsteńıčku)

• jde o hraničńı pixel z matice HV S

• jde o pixel tečny (př́ıpadně jde o pixel kružnice, jestliže je pr̊useč́ık tečny s hranićı
nad úrovńı bodu zlomu [x1, y1])

O skupinu pixel̊u z nichž urč́ıme bod zlomu na ukazovákové hraně se jedná, když:

• nacháźı se vpravo dole od bodu zlomu [x3, y3]

• je od bodu [x3, y3] vzdálen v́ıc jak 1/3 š́ı̌rky prstu (např. prsteńıčku)

• jde o hraničńı pixel z matice HV S

• jde o pixel tečny (př́ıpadně jde o pixel kružnice, jestliže je pr̊useč́ık tečny s hranićı
nad úrovńı bodu zlomu [x3, y3])

• nenacháźı se mezi vyřazenými pixely, viz poznámka 4.2.2

Poznámka 4.2.2. Jestliže se tečna nacháźı př́ılǐs vysoko (nad úrovńı bodu zlomu [x3, y3])
a voĺıme pak pr̊useč́ık s kružnićı, nastává problém, že skupin pr̊useč́ık̊u s kružnićı ve
vybraném prostoru ukazováčku nalezneme v́ıc, jelikož se na této straně nacháźı palec. Z
podezřelých pixel̊u pak potřebujeme vyřadit pixely, který neprot́ınaj́ı pouze ukazovákovou
hranu. Proto u každého podezřelého pixelu vypoč́ıtáme vzdálenost od bodu zlomu [x3, y3].
Pak najdeme tu nejkratš́ı a všechny pixely vzdáleněǰśı než tato vzdálenost +20mm
vyřad́ıme.
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Obrázek 4.38: Nalezené body zlomu kružnićı a tečnami

Posledńım bodem zlomu, který hledáme, je bod na vněǰśı straně palce. Prolož́ıme-li
př́ımkou nově źıskaný bod vněǰśı strany ukazováčku a bod úpat́ı palce (viz obrázek 4.39),
tento hledaný bod zlomu bude ležet na pr̊useč́ıku zkonstruované př́ımky s vněǰśı hranićı
palce.

Obrázek 4.39: Hledáńı bod̊u zlomu - body pro př́ımku

Do obecné rovnice př́ımky ax + by + c = 0 chceme dosadit body [x4, y4] a [x5, y5],
přičemž bod, který se nacháźı výš označ́ıme jako [x4, y4] a bod nacházej́ıćı se ńıž jako
[x5, y5]. Př́ımka bude tedy směřovat směrem dol̊u a jej́ı směrový vektor bude roven

~u = (x5 − x4, y5 − y4).

Pak normálový vektor
~n = (−(y5 − y4), x5 − x4)

obsahuje koeficienty a a b (~n = [a, b]). Posledńı koeficient c spoč́ıtáme dosazeńım a, b a
jednoho z bod̊u do rovnice př́ımky. Tedy

c = −ax4 − by4.

I při vykreslováńı této př́ımky zaokrouhlujeme a źıskáme tak v́ıcepixelový objekt re-
prezentuj́ıćı křivku (obrázek 4.40).
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Obrázek 4.40: Hledáńı bod̊u zlomů - př́ımka

Nyńı nalezneme skupinu pixel̊u, které odpov́ıdaj́ı hledanému pr̊useč́ıku s hranićı. Z
této skupiny pak vybereme prostředńı pixel.
O skupinu pixel̊u z nichž urč́ıme bod zlomu na palcové hraně se jedná, když:

• nacháźı se pod rovinou bodu zlomu [x5, y5]

• je od bodu [x5, y5] vzdálen v́ıc jak 1/3 š́ı̌rky prstu (např. prsteńıčku)

• jde o hraničńı pixel z matice HV S

• jde o pixel př́ımky

• nenacháźı se mezi vyřazenými pixely, viz poznámka 4.2.3

Poznámka 4.2.3. Pokud nastane situace, že x-ová souřadnice bodu [x4, y4] je větš́ı než
x-ová souřadnice bodu [x5, y5], pak by př́ımka mohla znovu protnou hranici v oblasti
předlokt́ı. Proto i v tomto př́ıpadě ošetř́ıme hledańı skupiny podezřelých bod̊u. Všechny
pixely vzdálené v́ıce jak nejbližš́ı pr̊useč́ık +20mm vyřad́ıme z této skupiny.

Obrázek 4.41: Výsledné body zlomu

4.2.2. Rozděleńı objektu

V této kapitole se pokuśıme źıskat jednotlivé části objektu ruky. Naš́ım ćılem bude oddělit
prsty od dlaně pomoćı bod̊u zlomu a źıskat samostatnou dlaň, která bude ukončena v
zápěst́ı, tedy objekt dlaně nebude obsahovat předlokt́ı.

U prst̊u nás nebude zaj́ımat pouze definice samotného objektu, ale i 8-spojitelná křivka,
která tvoř́ı přesný střed prstu. Dı́ky ńı pak dokážeme spoč́ıtat jejich povrch.
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Začneme postupnou eroźı celého objektu, tzn. v každém kroku i odebereme hraničńı
pixely z matice V Y S (matice výsledného objektu ruky). Zároveň budeme do matice ER
na pozice odebraných pixel̊u zapisovat hodnoty i, tj. č́ıslo kroku, v kterém byly pixely
odebrány. Otázkou nyńı je, jestli v postupné erozi budeme za hraničńı pixely považovat
pixely hraničńı z hlediska okoĺı N4(r, s), nebo okoĺı N8(r, s). Pod́ıvejme se na barevné
zobrazeńı matice ER (obrázek 4.42), kde hodnoty pixel̊u i = 1 až i =posledńı krok eroze
jsou znázorněný b́ılou až černou barvou.

(a) okoĺı N4(r, s) (b) okoĺı N8(r, s) (c) stř́ıdavé okoĺı

Obrázek 4.42: Postupná eroze hraničńıch pixel̊u z hlediska použitého okoĺı

Z obrázk̊u 4.42a a 4.42b je vidět, že při použit́ı okoĺı N4(r, s) a N8(r, s) se v každém kroku
eroze zachovává a sṕı̌se zvýrazňuje ostrý tvar hranice, což je pro budoućı kroky nevýhodné
až nepřijatelné. Nav́ıc v́ıme, že pokud použijeme k erozi okoĺı N4(r, s), výsledné hraničńı
pixely budou 8-spojitelné a naopak (viz poznámka 3.4.2). Proto je nejlepš́ı variantou výběr
hraničńıch pixel̊u stř́ıdat. V i-tém kroku považujeme za hraničńı pixely takové pixely, které
maj́ı v svém okoĺı N4(r, s) méně nebo právě tři objektové pixely. Potom v i + 1 kroku
označ́ıme pixely za hraničńı, pokud ve svém okoĺı N8(r, s) maj́ı méně nebo právě sedm
objektových pixel̊u. T́ımto zp̊usobem źıskáme matici ER, kterou můžeme vidět barevně
zobrazenou na obrázku 4.42c.

Nyńı můžeme z matice ER naj́ıt středové křivky prst̊u. Tyto křivky neńı tak jedno-
duché naj́ıt a muśıme provést několik krok̊u, které budou v každém př́ıpadě zaručovat
správné výsledky.

1. Vytvoř́ıme binárńı matici SE, která bude obsahovat středové křivky prst̊u. Bu-
deme procházet matici ER a každý nenulový pixel, který ve svém kruhovém okoĺı
o poloměru 5 pixel̊u nemá pixel s vyšš́ı hodnotou, zaṕı̌seme do matice SE. T́ımto
zp̊usobem vybereme lokálńı maxima prst̊u a dlaně.

2. Každé dva body zlomu v úpat́ı každého prstu propoj́ıme př́ımkou stejným zp̊usobem
jako v kapitole 4.1.2 (viz obrázek 4.13 a rovnice 4.1). Na této spojnici najdeme pixel
s největš́ı hodnotou eroze v matice ER, což označ́ıme jako patu prstu. Špička prstu
je nám známa, protože je to konkrétńı bod zlomu.

3. Všechny pixely v matici SE, které nenálež́ı prst̊um, odstrańıme (přeṕı̌seme jejich
hodnotu na nulu). Vyskytuj́ı se v prostoru: [maximálńı svislá pozice z pat maĺıčku
až ukazováčku : spodńı okraj obrazu; levý okraj obrazu : vodorovná pozice paty
palce].
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4. Nalezneme hodnotu maxV ZD, která bude definovat maximálńı možnou vzdálenost
pixel̊u, které patř́ı jednomu prstu. Tato hodnota se bude rovnat minimálńı vzdálenosti
ze všech vzdálenost́ı pat prst̊u.

5. Ke každému pixelu takovému, že SE(p1(1), p1(2)) = 1, spoč́ıtáme vzdálenosti ke
všem ostatńım pixel̊um SE(r, s) = 1. Vybereme pixel p2, který má s pixelem p1
nejmenš́ı vzdálenost a pokud bude tato vzdálenost menš́ı než 5/6 ·maxV ZD, pak
tyto dva pixely spoj́ıme př́ımkou. Propoj́ıme tak části křivky střed̊u prst̊u źıskané
předchoźımi kroky a podmı́nkou 5/6 ·maxV ZD ošetř́ıme, aby se nepropojily prsty
navzájem.

6. Dilataćı a následnou eroźı s kruhovým okoĺım o poloměru 5 pixel̊u křivky trochu
vyhlad́ıme, aby např́ıklad neobsahovaly tolik vyčńıvaj́ıćıch pixel̊u.

7. Nyńı všechny nalezené středové pixely každého prstu srovnáme a zaṕı̌seme je do
vektoru vzd v pořad́ı od špičky po patu prstu. Pro každý prst provedeme následuj́ıćı
algoritmus popsaný na obrázku 4.43, který vycháźı z matice SEp. Tato matice je
na začátku algoritmu kopíı matice SE, ale v jeho pr̊uběhu z ńı postupně mažeme
(tj. přepisujeme hodnotu jedna na hodnotu nula) pixely, které jsme již zapsali do
vektoru vzd. Pixel p bude v každém i-tém kroku pixelem naposledy zapsaným do vzd
a pixelem o znač́ıme konkrétńı pixel v jeho okoĺı N p

8 (r, s). Značeńı těchto okolńıch
pixel̊u vycháźı z obrázku 4.21.

8. Pro každý prst spoč́ıtáme vzdálenost každého pixelu od špičky prstu.

9. Dı́ky předchoźım vzdálenostem můžeme nyńı opravit chybné posloupnosti pixel̊u ve
vektoru vzd. Mějme posloupnost pixel̊u s indexy: i−2, i−1, i, i+1. Označme v jako
vzdálenost pixelu od špičky prstu, y jako svislou pozici pixelu v matici SE a x jako
pozici vodorovnou. Jestliže plat́ı

v(i− 1) > v(i)

a zároveň plat́ı

|y(i)− y(i− 2)| ≤ 1 ∧ |x(i)− x(i− 2)| ≤ 1 ∧
|y(i− 1)− y(i+ 1)| ≤ 1 ∧ |x(i− 1)− x(i+ 1)| ≤ 1,

(4.3)

pak pixely s indexy i− 1 a i ve vektoru vzd vyměńıme. Podmı́nkami 4.3 ověřujeme,
že i při výměně pixel̊u na sebe budou vedleǰśı pixely navazovat.

63



4.2. DEFINICE PARAMETRŮ RUKY

Obrázek 4.43: Vývojový diagram algoritmu pro řazeńı pixel̊u středových křivek
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10. Ze středových křivek prst̊u vytvoř́ıme křivky 8-spojitelné. Pro každý i-tý pixel z
vektoru vzd budeme sledovat okoĺıN8(r, s) (i+1)-tého pixelu. Pokud se v tomto okoĺı
nacháźı (i+2)-tý pixel a zároveň (i−1)-tý pixel, pak pixel na i-té pozici je zbytečný
a z vektoru vzd ho odstrańıme. Daľśı pixely, které touto úpravou odstrańıme, jsou
takové, které ve svém okoĺı nemaj́ı předchoźı (i − 1) a zároveň následuj́ıćı pixel
(i+ 1). Tyto úpravy jsou lépe vidět na obrázku 4.44.

Obrázek 4.44: Př́ıklady pixel̊u nepatř́ıćıch do 8-spojitelných křivek střed̊u prst̊u

11. Z předchoźıho odstraněńı řádk̊u se ve vektoru vzd objevuj́ı nulové řádky. Proto
vytvoř́ıme nový vektor vzdV , který bude obsahovat přeindexovaný vektor vzd.

12. Následně znovu provedeme krok 10. Jediným rozd́ılem bude použit́ı vektoru vzdV
namı́sto vektoru vzd. Muśıme ho provést znovu, protože existuj́ı př́ıpady, kdy v
p̊uvodńım vektoru vzd jsou dva pixely narušuj́ıćı 8-spojitelnost hned za sebou a
krokem 10 odstrańıme pouze prvńı špatný pixel.

13. Opětovným přeindexováńım źıskáme 8-spojitelné křivky střed̊u prst̊u ve správném
pořad́ı od špičky až k patě prstu.

14. Posledńım krokem provedeme korekci křivek. Nalezneme pixely stejného typu jako
na obrázku 4.45 a zarovnáme je na vodorovnou či svislou úroveň mezi předchoźı
pixel i− 1 a následuj́ıćı pixel i+ 1.

Obrázek 4.45: Př́ıpady pixel̊u ke korekci křivek střed̊u prst̊u

Těmito kroky źıskáme křivky střed̊u prst̊u zobrazené na obrázku 4.46.
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Obrázek 4.46: Křivky střed̊u prst̊u (negativ)

Následně definujeme dlaň ruky. Pro jednodušš́ı popis jak dlaň źıskáme, označ́ıme body
zlomu (viz obrázek 4.47).

Obrázek 4.47: Označeńı bod̊u zlomu

Než začneme definovat objekt dlaně, nejprve zjednoduš́ıme hranici tak, aby neobsaho-
vala hraničńı pixely stejného typu jako 3. pixely na obrázku 4.16. Tyto pixely se odlǐsuj́ı
od jiných hraničńıch pixel̊u t́ım, že v jejich okoĺı N8(r, s) se nacháźı přesně tři objektové
pixely. Kromě tohoto typu pixel̊u, existuje ještě jeden typ, který má ve své osmisoused-
nosti přesně tři pixely. Jedná se o vyčńıvaj́ıćı pixely z objektu, který ve svém N4(r, s) okoĺı
maj́ı pouze jeden daľśı objektový pixel. Tyto pixely jsme však odstranili při definováńı
výsledného objektu ruky zapsaného do matice V Y S. Vytvoř́ıme tedy matici objektu se
zjednodušenou hranićı V Y Sz tak, že z matice V Y S odstrańıme hraničńı pixely, který
splňuj́ı podmı́nku, že v jejich N8(r, s) se nacháźı tři objektové pixely. Dı́ky zjednodušené
hranici můžeme použ́ıt následuj́ıćı algoritmus hledaj́ıćı hranici dlaně bez toho, abychom
museli ošetřovat tyto př́ıpady pixel̊u.

Tvar dlaně definujeme pomoćı bod̊u zlomu. Propoj́ıme dvojice bod̊u zlomu v úpat́ı
každého prstu př́ımkou (body 1− 3, 3− 5, 5− 7, 7− 9, 10− 12) a každému pixelu na ńı
lež́ıćım uděĺıme hodnotu nula. Pomoćı bodu zlomu 13 definujeme mı́sto zápěst́ı a odděĺıme
tu dlaň od předlokt́ı, které odstrańıme.
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Obrázek 4.48: Odděleńı dlaně (negativ)

V matici s rozdělenými objekty (obrázek 4.48) najdeme všechny hraničńı pixely a
zaṕı̌seme je do matice HD. Jsou to takové pixely, které jsou objektové a v okoĺı N4(r, s)
maj́ı jeden až tři jiné objektové pixely. Z těchto hraničńıch pixel̊u však chceme źıskat
pouze hraničńı pixely objektu dlaně.

Následuj́ıćı algoritmus pro hledáńı hranice dlaně bude mı́sty podobný Algoritmu pro
nalezeńı hranice objektu v 4.1.2. Avšak rozd́ılnosti zde jsou a proto se nemůžeme na tento
algoritmus jednoduše odkázat.

Algoritmus pro nalezeńı hranice dlaně

Jelikož dlaň a prsty nyńı děĺı 8-spojitelná př́ımka, hraničńı pixely objekt̊u jsou sousedńı
z hlediska okoĺı ND(r, s). V těchto mı́stech muśıme být opatrńı, abychom z̊ustali stále
na hranici dlaně. Proto zavedeme tzv. kontrolńı bod bodK. Je to bod, který umı́st́ıme do
středu zápěst́ı a který nám urč́ı, kterým daľśım hraničńım pixelem se máme dát, budeme-li
mı́t dvě možnosti. Jelikož se tento bod nacháźı uprostřed spodńı části dlaně, můžeme ř́ıct,
že v př́ıpadě dvou sousedńıch hraničńıch pixel̊u z nichž jeden patř́ı dlani a druhý dlani
nepatř́ı, je pixel patř́ıćı dlani vždy bĺıž ke kontrolńımu bodu.

Pixely vyhledáváme v matici hranićıHD a postupně zapisujeme do maticeD a vektoru
bh. Prvńı pixel hranice bude ležet na stejném řádku jako lež́ı 13. bod zlomu, pouze na
opačné straně zápěst́ı. Na tom stejném řádku definujeme i bodK, který se bude nacházet
př́ımo mezi nimi.

Prvně nalezneme druhý a třet́ı pixel hranice. Druhý hledáme v okoĺı prvńıho pixelu
na pozićıch o1, o2 a o3 dle označeńı okolńıch pixel̊u na obrázku 4.21. Ten, který bude mı́t
v matici HD hodnotu jedna, zaṕı̌seme jako druhý pixel hranice. Třet́ı pixel nalezneme
obdobně s t́ım rozd́ılem, že procháźıme okolńı pixely o1, o2, o3, o4 a o8 druhého hraničńıho
pixelu.

Poznámka 4.2.4. Zápisem nově nalezeného pixelu vybraného z okolńıch pixel̊u o1 − o8
pixelu p v i-tém kroku se zde mysĺı:

• na nový (i+ 1)-tý řádek vektoru bh zaṕı̌seme pozici pixelu o

• zaṕı̌seme pixel o do matice D (tj. na jeho pozici zaṕı̌seme hodnotu jedna)

• z matice HD odstrańıme pixel o (na jeho pozici zaṕı̌seme hodnotu nula, abychom
se při daľśım výběru hraničńıho pixelu nevraceli zpět, resp. nemuseli tuto možnost
ošetřovat)
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Poznámka 4.2.5. Následuj́ıćı popis vždy předpokládá, že posledńım nalezeným pixelem
v matici HD je pixel p a v jeho okoĺı se nacháźı pouze možné, ještě nenalezené pixely
hranice o. Pixely již nalezené se v matici HD nenacháźı.

Než poṕı̌seme algoritmus je nutné si uvědomit fakta:

1. Jak už bylo řečeno, př́ımka rozděluj́ıćı prsty od dlaně je 8-spojitelná, tedy hraničńı
pixely jiných objekt̊u se bud’ nenacháźı ve vzájemném okoĺı, nebo se nacháźı ma-
ximálně v okoĺı ND(r, s). Tzn. nacháźı-li se okolńı pixel o pixelu p v jeho okoĺı
N p

4 (r, s), pak pixel o nálež́ı stejnému objektu jako nálež́ı pixel p. Pixel v
čtyřsousednosti má tedy vždy přednost.

2. Při výběru následuj́ıćıho pixelu můžou nastat tři možnosti.

• V okoĺı pixelu p nalezneme pouze jeden pixel o.

• Nalezneme v́ıce možných pixel̊u o, přičemž budou maximálně tři.

V př́ıpadě tř́ı se jedná bud’ o dva pixely nálež́ıćı hranici dlani a jeden ciźı pixel.
Pak je jeden z pixel̊u dlaně 4-spojitelný a pokračujeme j́ım. Nebo se jedná o
jeden nálež́ıćı dlani a dva ciźı. V tomto př́ıpadě se všechny tři pixely nacházej́ı
v N p

D(r, s) okoĺı pixelu p a my hledáme ten nejbližš́ı kontrolńımu bodu bodK.

Jestliže nalezneme dva, zvoĺıme ten který se nacháźı v N p
4 (r, s) okoĺı nebo pak

ten, který je bĺıž k bodu bodK.

• V okoĺı pixelu p se nenacháźı žádný pixel. Tato možnost nastává v př́ıpadě, že
jsme prošli celou hranici dlaně a algoritmus j́ı konč́ı.

Zavedeme proměnné op1, op2, op3, do kterých v každém kroku zaṕı̌seme č́ısla po-
dezřelých okolńıch pixel̊u (vyb́ıráme z 1 − 8). V př́ıpadě, že existuje pouze jeden možný
následuj́ıćı pixel, pak op1 bude obsahovat jeho č́ıslo a proměnné op2 a op3 budou nulové.
Proměnná k ř́ıká, zda je podezřelým pixelem jeden ze 4-spojitelných pixel̊u. Bude tedy
bud’ nulová nebo bude rovna jednomu z č́ısel 2, 4, 6, nebo 8. Do matice okoli(8x3) bu-
deme zapisovat pozice okolńıch pixel̊u o1 − o8 v matici HD. Třet́ı sloupec bude sloužit
k popisu těchto pixel̊u. Nejprve bude obsahovat hodnotu jedna v př́ıpadě, že se jedná o
pixel hraničńı. V druhé části algoritmu bude vyplněn vzdálenost́ı k bodu bodK, bude-li
tato vzdálenost potřeba.

Po nalezeńı prvńıho až třet́ıho pixelu hranice pokračujeme algoritmem, který nalezne
všechny ostatńı pixely hranice dlaně. Jeho vývojový diagram je zobrazen na obrázku 4.49.
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Obrázek 4.49: Vývojový diagram algoritmu pro nalezeńı hranice dlaně
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Obrázek 4.50: Matice hranićı HD a D po provedeńı algoritmu z obrázku 4.49 (negativ)

Nakonec výslednou hranici dlaně v matici D vyplńıme, abychom źıskali celý objekt,
který potřebujeme pro výpočet jej́ı plochy.

4.3. Výpočet povrchu ruky a statistické ověřeńı výsledk̊u

Nyńı nám už nic nebráńı v samotném výpočtu povrchu. Ze vstupńı fotografie jsme źıskali
všechny potřebné informace, tedy v této kapitole poṕı̌seme navržený model výpočtu
povrchu a statisticky ověř́ıme jeho kvalitu. Pro následuj́ıćı výpočet potřebujeme znát
tloušt’ku zápěst́ı, kterou z 2D pohledu ruky nijak nevyčteme. Tuto proměnnou muśıme
źıskat nějakým jiným zp̊usobem. Naštěst́ı mezi š́ı̌rkou a tloušt’kou zápěst́ı existuje určitá
závislost.

4.3.1. Odhad tloušt’ky zápěst́ı

Š́ı̌rku zápěst́ı odečteme z matice D, v které je uložen objekt dlaně (viz obrázek 4.50
obsahuj́ıćı hranici tohoto objektu). 13. bod zlomu (viz obrázek 4.47) definuje mı́sto zápěst́ı
a jeho souřadnice jsou uložené ve vektoru bodyZ. Jestliže sečteme objektové pixely na
řádku 13. bodu zlomu, źıskáme š́ı̌rku zápěst́ı sz.

Pro odhad tloušt’ky zápěst́ı bylo provedeno 34 pokus̊u, tj. n = 34. Výsledky těchto
pokus̊u jsou zobrazeny na obrázku 4.51.

Obrázek 4.51: Grafické zobrazeńı pokus̊u pro závislost š́ı̌rky a tloušt’ky zápěst́ı
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Již z grafu je závislost viditelná, avšak pomoćı korelačńı analýzy ji ještě ověř́ıme. Je-
likož nemůžeme předpokládat normálńı rozděleńı pravděpodobnosti těchto dat, použijeme
Spearman̊uv korelačńı koeficient. Označ́ıme š́ı̌rku zápěst́ı jako sz a tloušt’ku zápěst́ı jako
tz. Naměřená data srovnáme vzestupně podle hodnot sz. Pak sloupec Ri odpov́ıdá pořad́ı
hodnot sz a sloupec Qi odpov́ıdá pořad́ı hodnot tz.

sz : tz : Ri : Qi :
49 32 1 1
51 35 3 2
51 36 3 4, 5
51 36 3 4, 5

51, 1 37 5 7, 5
51, 5 36 6, 5 4, 5
51, 5 37 6, 5 7, 5
52, 5 37, 5 8 9, 5
54 38 10 12
54 38 10 12
54 39 10 14, 5

54, 5 37, 5 12 9, 5
55 36 13, 5 4, 5
55 38 13, 5 12
56 42 15 21

56, 6 39, 7 16 16
57 39 17, 5 14, 5
57 44 17, 5 25

57, 85 42, 01 19 22
59 40, 5 20 19

60, 6 41, 55 21 20
62 40 23 17, 5
62 40 23 17, 5
62 47 23 29, 5

62, 6 44, 4 25 26
64 43 26, 5 23, 5
64 45 26, 5 27, 5

64, 4 47 28 29, 5
67 45 29, 5 27, 5
67 49 29, 5 33

67, 08 47, 62 31 31
68 43 32 23, 5

68, 55 48, 25 33 32
74 55 34 34

Pak Spearman̊uv korelačńı koeficient je roven

rS = 1− 6

34(342 − 1)

34∑
i=1

(Ri −Qi)
2 = 0, 93056.
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Jelikož je počet pozorováńı n > 30, kritické hodnoty rS(α) nenajdeme mezi tabularizo-
vanémi na obrázku 2.1. Proto spoč́ıtáme r∗S(α) pro α = 0, 01 a pro α = 0, 05:

r∗S(0, 01) =
u(0, 01/2)√

n− 1
= 0, 44839, r∗S(0, 05) =

u(0, 05/2)√
n− 1

= 0, 34119,

kde kvantily normovaného normálńıho rozděleńı N(0, 1) jsou u(0, 01/2) = 2, 575829,
u(0, 05/2) = 1, 959964. Kvantily najdeme ve statistických tabulkách např́ıklad v [2].

Jelikož plat́ı |rS| > r∗S(0, 05) a dokonce plat́ı i |rS| > r∗S(0, 01), zamı́táme nezávislost
tloušt’ky a š́ı̌rky zápěst́ı na hladině významnosti 0, 01.

Nyńı, za pomoci regresńı analýzy vypoč́ıtáme odhad tloušt’ky zápěst́ı. Dle grafického
znázorněńı dat (viz 4.51), kde můžeme pozorovat lineárńı závislost, zvoĺıme obecnou
př́ımku jako regresńı funkci. Tedy

yi = β0 + β1xi,

kde nezávisle proměnnou x je š́ı̌rka zápěst́ı sz a závisle proměnnou y je tloušt’ka zápěst́ı tz.
Bodové odhady regresńıch koeficient̊u β = (β0, β1) urč́ıme metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.
Dosazeńım do vzorc̊u pro model regresńı př́ımky 2.14 máme

x̄ =
1

34

34∑
i=1

xi = 58, 58176, ȳ =
1

34

34∑
i=1

yi = 41, 05971,

b1 =

∑34
i=1 xiyi − 34x̄ȳ∑34
i=1 x

2
i − 34x̄2

= 0, 70216, b0 = ȳ − b1x̄ = −0, 07418.

Źıskali jsme tedy regresńı funkci ve tvaru

y = −0, 07418 + 0, 70216x.

Avšak koeficient β0 je velmi ńızký a možná i statisticky nevýznamný. Proto ho budeme
testovat na hypotézu H0 : β0 = 0. Testovaćı kritérium

t =
b0√
s2v11

obsahuje bodový odhad rozptylu σ2 a diagonálńı prvek matice V = (XTX)−1, tj

s2 =

∑34
i=1 y

2
i − b0

∑34
i=1 yi − b1

∑34
i=1 xiyi

34− 2
= 4, 05486,

V =

(
n

∑
xi∑

xi
∑
x2i

)−1
=

(
34 1991, 78

1991, 78 118048, 7

)−1
=

(
2, 54042 −0, 04286
−0, 04286 0, 00073

)
.

Hodnota testovaćıho kritéria je po dosazeńı rovna t = −0, 02311 a jelikož nálež́ı doplňku
kritického oboru W̄0,05 = 〈−t34−2(1 − 0, 05/2); t34−2(1 − 0, 05/2)〉 = 〈−2, 037; 2, 037〉, tak
hypotézu H0 : β0 = 0 nezamı́táme na hladině významnosti α = 0, 05. Tedy koeficient β0
zanedbáme a výsedný regresńı model závislosti tloušt’ky na š́ı̌rce zápěst́ı je

tz = 0, 70216 · sz. (4.4)
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4.3.2. Povrch ruky

Výpočet povrchu ruky rozděĺıme na povrch prst̊u Sp a povrch dlaně Sd, který nako-
nec sečteme. Výsledný povrch však bude v jednotkách pixel̊u, proto tuto hodnotu ještě
nakonec převedeme na mm2.

Povrch prst̊u

Připomeňme názvy proměnných. Ve vektoru vzdV ys jsou pro každý prst uloženy
souřadnice pixel̊u tvoř́ıćı střed prstu od jeho špičky k jeho patě (viz obrázek 4.46). Matice
ER (viz jej́ı barevné zobrazeńı na obrázku 4.42c) byla vytvořena postupnou eroźı celého
objektu ruky. Obsahuje hodnoty pixelových vzdálenost́ı každého pixelu k hraně objektu.
Tedy středové pixely prst̊u obsahuj́ı v matici ER poloměr prstu v dané výšce prstu.

V každém středovém pixelu p každého prstu vytvoř́ıme válec jehož výška je rovna
jednomu pixelu, tedy v = 1 a poloměr je jeho hodnota v matici ER, tedy r = ER(p). Pak
plášt’ tohoto válce přičteme k povrchu prst̊u, tj.

Sp = Sp+ 2πrv.

T́ımto zp̊usobem projdeme všechny středové pixely všech prst̊u zapsané ve vektoru vzdV ys
a źıskáme povrch prst̊u.

Povrch dlaně

Pro výpočet povrchu dlaně bychom mohli pouze seč́ıst objektové pixely v matici dlaně D
a vynásobit ji dvěma. Tedy by stačilo

Sd = 2
∑
r

∑
s

D[r, s].

Ale tento odhad by byl velmi hrubý, předevš́ım kv̊uli okraj̊um dlaně, které jsou ve
skutečnosti zaoblené. Proto se pokuśıme vytvořit korekci tohoto vzorce.

Jak už je v předchoźı části kapitoly zmı́něno, středové pixely prst̊u maj́ı v matici ER
zaznamenanou hodnotu poloměru. Tzn. že známe poloměr paty maĺıčku, ukazováčku a
palce, tedy i jejich pr̊uměry pm, pu a pp. Následuj́ıćı obrázek naznačuje korekci povrchu
dlaně.

73
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Obrázek 4.52: Korekce dlaně

Označme hranu mezi maĺıčkem a zápěst́ım jako maĺıkovou hranu, hranu mezi uka-
zováčkem a placem jako palcovou hranu nad palcem a hranu mezi placem a zápěst́ım jako
palcovou hranu pod palcem. Naš́ım ćılem bude na těchto hranách nahradit okraj plochy 1
a okraj plochy 2 p̊ulkružnićı.

Jak je naznačeno na obrázku 4.52, plocha 1 a plocha 2 nemaj́ı konstantńı vzdálenost.
Z toho plyne, že p̊ulkružnice má v každém mı́stě hrany jiný pr̊uměr. Jelikož tyto pr̊uměry
neznáme, potřebujeme nalézt závislost pr̊uměru p̊ulkružnice (tj. vzdálenosti ploch) na
vzdálenosti pixelu od maĺıčku (př́ıp. ukazováčku).

Necht’ body maĺıkové hrany jsou [0, pm], [vm, tz], kde pm je pr̊uměr maĺıčku, vm je
délka maĺıkové hrany definovaná jako vzdálenost 1. bodu zlomu k levému kraji zápěst́ı
a tz je tloušt’ka zápěst́ı. Dosazeńım těchto bod̊u do rovnice př́ımky y = ax + b źıskáme
závislost na maĺıkové hraně

y =
tz − pm
vm

x+ pm.

Palcová hrana se skládá ze dvou část́ı a pro každou z nich vyjádř́ıme vlastńı rovnici.
Závislost na palcové hraně nad palcem źıskáme z bod̊u [0, pu], [vp1, pp], kde pu je pr̊uměr
ukazováčku, vp1 je délka hrany nad palcem definovaná jako vzdálenost 9. a 10. bodu
zlomu a pp je pr̊uměr palce. Výsledná rovnice př́ımky je

y =
pp− pu
vp1

x+ pu.

Druhou část palcové hrany tvoř́ı body [vp1, pp], [vp1 + vp2, tz], kde vp2 je délka hrany
pod palcem definovaná jako vzdálenost 12. a 13. bodu zlomu a z kterých po dosazeńı do
rovnice př́ımky dostaneme závislost

y =
tz − pp
vp2

x+ pp− vp1(tz − pp)
vp2

.

Všechny výše vyjádřené závislosti jsou zakreslené v grafu na obrázku 4.53.
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Obrázek 4.53: Závislost vzdálenosti ploch dlaně na vzdálenosti pixelu od maĺıčku
/ukazováčku

Nyńı můžeme upravit p̊uvodńı povrch dlaně. Pro každou hranu dlaně a každý pixel
délky hrany přičteme obvod p̊ulkružnice a odečteme z plochy 1 i z plochy 2 přečńıvaj́ıćı
okraj o délce poloměru p̊ulkružnice. Tedy pro jeden pixel z délky jedné hrany provedeme

Sd = Sd+
πd

2
− 2 · d

2
,

kde d je aktuálńı pr̊uměr p̊ulkružnice (vzdálenost ploch).
Po sečteńı a převedeńı na mm2, tj. Smodel = (Sp+ Sd) · 0, 22[mm2], źıskáme výsledný

povrch ruky źıskaný navrženým modelem.

4.3.3. Statistické ověřeńı vypočteného povrchu ruky

Povrch vypočtený matematickým modelem v předchoźı kapitole neodpov́ıdá reálným hod-
notám povrchu. To ale nutně neznamená, že navržená metoda je špatná. Nejprve otestu-
jeme, jestli vypoč́ıtané povrchy jsou závislé na reálných. V př́ıpadě, že by byly závislé,
pak stač́ı naj́ıt vhodný regresńı model, který bude tuto závislost popisovat a źıskáme j́ım
konečný odhad povrchu ruky. K dispozici máme deset pozorováńı (n = 10).

Označ́ıme modelový povrch Smodel jako X a reálný povrch jako Y . Závislost mezi
náhodnými proměnnými X a Y budeme testovat Spearmanovým korelačńım koeficientem
pořad́ı. Hodnotám proměnných X, Y přǐrad́ıme jejich pořad́ı Ri a Qi.

Xi : Yi : Ri : Qi :
29470, 95 33666, 99 1 1
29704, 92 35406, 64 2 2
30161, 86 37398, 91 3 4
31831, 50 36530, 07 4 3
32064, 74 38104, 11 5 6
33161, 33 38318, 63 6 7
34482, 74 37851, 72 7 5
37829, 01 45651, 23 8 8
39993, 53 48206, 43 9 9
41283, 45 49726, 64 10 10
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Testujeme hypotézuH0 : ρ = 0 proti alternativńı hypotézeHA : ρ 6= 0. Testovaćı kritérium
se rovná

rS = 1− 6

10(102 − 1)

10∑
i=1

(Ri −Qi)
2 = 0, 95152

a kritické hodnoty odečteme z tabulky 2.1, tedy rS(0, 05) = 0, 6364 a rS(0, 01) = 0.7818.
Jelikož plat́ı |rS| > rS(0, 01), zamı́táme hypotézu o nezávislosti proměnných na hladině
významnosti 0, 01.

Hodnoty proměnných X a Y vykresĺıme do grafu, abychom navrhli tvar regresńı
funkce.

Obrázek 4.54: Grafické zobrazeńı pokus̊u pro závislost modelového a reálného povrchu

Dle rozložeńı dat na obrázku 4.54 použijeme regresńı př́ımku yi = β0 + β1xi, kde re-
gresńı koeficienty β0 a β1 odhadneme pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Bodové odhady
b0 a b1 vypočteme ze vztah̊u

x̄ =
1

10

10∑
i=1

xi = 33998, 402, ȳ =
1

10

10∑
i=1

yi = 40086, 137,

b1 =

∑10
i=1 xiyi − 10x̄ȳ∑10
i=1 x

2
i − 10x̄2

= 1, 26947, b0 = ȳ − b1x̄ = −3073, 794.

Regresńı př́ımka má tedy tvar

y = −3073, 794 + 1, 26947x. (4.5)

Nyńı můžeme spoč́ıtat koeficient determinace, který vyjadřuje přesnost navržené re-
gresńı funkce. Nejlepš́ı aproximaćı vektoru Y je vektor Ŷ = Xb, tedy reziduálńı variabi-
lita regresńıho modelu je

Se = (Y − Ŷ )T (Y − Ŷ ) = (Y −Xb)T (Y −Xb) = 16205532, 71.

Celková variabilita je

ST

10∑
i=1

y2i − 10ȳ2 = 284863789, 8
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a hledaný koeficient determinace je roven

R2 = 1− Se
ST

= 0, 94311.

Tzn. že 94, 3% bod̊u je vysvětleno navrženým modelem.
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Závěr
Ćılem této práce bylo vytvořeńı matematického modelu, který na základě fotografie

ruky urč́ı odhad jej́ıho povrchu. Zpracováńı bylo provedeno v softwaru Matlab a obsa-
huje velkém množstv́ı operaćı, aby byly ošetřeny r̊uznorodé vstupy fotografíı. Na začátku
praktické části, jsou popsané požadavky, které by vstupńı fotografie měla splňovat. Ale i
přes dané požadavky se fotografie velmi lǐśı a předevš́ım se lǐśı objekt ruky.

Z černob́ılé fotografie ruky jsme odstranili šum pomoćı mediánového filtru a následně
jsme adaptivńım prahováńım źıskali binárńı obraz. Jelikož výsledkem prahováńı nebyl
ucelený objekt ruky, bylo potřeba obraz dále zpracovat. Použili jsme algoritmus, který
vyhledává všechny objekty v obraze. Jelikož může nastat varianta, že jich algoritmus
najde v́ıc, je v programu zahrnuto propojováńı objekt̊u. To jsme provedli pomoćı obálky
objekt̊u. Ta se totiž dotýká všech objekt̊u tvoř́ıćıch hranici ruky a pomoćı ńı jsme určili
jejich správnou posloupnost. T́ım jsme odvodili které objekty mezi sebou propojit. Pak
jsme nalezli vněǰśı 8-spojitelnou hranici objektu. Existuj́ı př́ıpady, kdy se objekty propoj́ı
na špatném mı́stě, jelikož podmı́nkou je mı́sto nejbližš́ıch hranic. Proto je v programu
zahrnutá část, která tuto variantu ošetřuje a to t́ım zp̊usobem, že propoj́ıme pixely hranice
k sobě bĺızké vzdálenost́ı a zároveň daleké indexem. To se provád́ı dokud se hranice
razantně nezkrát́ı. Zároveň jsme tento algoritmus ošetřili maximálńı vzdálenost́ı, ve které
se pixely propoj́ı. Po tomto kroku jsme úspěšně źıskali hranici ruky.

V daľśım kroku jsme určili parametry ruky, potřebné k výpočtu povrchu. K určeńı
těchto parametr̊u jsme využili křivosti hranice. Křivost jsme vypoč́ıtali v každém pixelu
hranice a vykreslili jsme ji do grafu. Pak vždy existuje 13 lokálńıch maxim, které jsme
definovali jako body zlomu. Dı́ky nim jsme rozdělili objekt na objekty prst̊u a objekt
dlaně. Dále jsme provedli postupnou erozi. Pomoćı ńı jsme źıskali 8-spojitelné křivky
střed̊u prst̊u a v nich hodnoty poloměr̊u prst̊u v dané výšce.

Povrch ruky vypočtený modelem Smodel jsme vypoč́ıtali odděleně pro prsty a dlaň.
Prsty jsme aproximovali válci, kde jeden válec odpov́ıdá jednomu pixelu středové křivky
prstu, má výšku jeden pixel a poloměr je roven hodnotě pixelu z postupné eroze. Pak
součtem plášt’̊u těchto válc̊u jsme źıskali povrch prst̊u Sp. Povrch dlaně Sd jsme vypoč́ıtali
jako součet všech objektových pixel̊u matice dlaně vynásobený dvěma. K tomu jsme
provedli jeho korekci nahrazeńım ostrých hran (maĺıková hrana a dvě palcové hrany)
zaoblenými hranami ve formě p̊ulkružnice v každé délce hrany.

T́ımto zp̊usobem jsme źıskali povrch deseti vybraných rukou. Abychom ověřili
správnost navrženého modelu, bylo u těchto rukou provedeno měřeńı jejich reálných po-
vrch̊u. K tomu bylo potřeba źıskat 3D modely, které se následně naskenovaly na 3D
skeneru. Z programu GOM Inspect byly źıskány hodnoty povrch̊u, které považujeme
za reálné.

Jelikož hodnoty povrchu Smodel neodpov́ıdaj́ı reálným hodnotám, zkoumali jsme
závislost těchto proměnných. Spearmanovým korelačńım koeficientem jsme zjistili, že
proměnné jsou monotónně závislé na hladině významnosti α = 0, 01 a hodnota Spear-
manova korelačńıho koeficientu je rovna rS = 0, 95152. Na základě toho jsme navrhli
regresńı model ve tvaru y = −3073, 794 + 1, 26947. Pro ověřeńı vhodnosti modelu, jsme
spoč́ıtali koeficient determinace R2, který ř́ıká, že 94, 3% bod̊u je vysvětleno navrženým
modelem.

Jak již bylo zmı́něno v úvodu, jde o navazuj́ıćı práci k bakalářské práci, která se
zabývala stejnou problematikou. Jej́ım ćılem bylo navrhnout aproximace geometrickými
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útvary a tělesy a nahradit jimi objekt ruky. Vstupy byly definované rozměry změřené
ručně a testováno bylo sedm rukou. Spearman̊uv korelačńı koeficient uváděl závislost mezi
reálnými a vypoč́ıtanými povrchy rS = 0, 92857. Výsledkem byl regresńı model př́ımky,
jehož hodnota koeficientu determinace byla rovna R2 = 0, 932.

V porovnáńı s výsledky z bakalářské práce je nově navržený matematický model
přesněǰśı, jelikož prokazuje vyšš́ı závislost na reálných hodnotách povrchu. Tedy podařilo
se nám metodu zlepšit z hlediska přesnosti i automatizace.
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[7] KOSOVÁ, Petra. Numerical Methods of Image Analysis. Online, Educational text.
Brno: Brno University of Technology. [cit. 2023-05-10].
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Seznam použitých zkratek a symbol̊u
u ≡ u(x1, · · · , xn) skalárńı pole

x, y, z kartézské proměnné

∇ Hamilton̊uv operátor

∆ Laplace̊uv operátor

C křivka

s přirozený parametr (oblouk)

κ křivost křivky

ϕ aproximace funkce f

Pn(x) polynom stupně n

gi bázové funkce

β neznámé koeficienty, neznámé regresńı koeficienty

G Gramova matice

F{f}(ξ, η) Fourierova transformace funkce f

F (ξ, η) Fourierovo spektrum

A(ξ, η) amplitudové spektrum

f1 ∗ f2 konvoluce funkćı f1 a f2

D{f}(ξ, η) diskrétńı Fourierova transformace funkce f

FD(ξ, η) diskrétńı Fourierovo spektrum

X, Y náhodné proměnné

E(X), µ středńı hodnota

D(X), σ2, var(X) rozptyl

S(X) směrodatná odchylka

C(X, Y ), σXY kovariance

ρ(X, Y ) korelace

X̄ výběrový pr̊uměr

S2
X výběrové rozptyl

SX výběrová směrodatná odchylka
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SXY výběrový koeficient kovariance

r výběrový koeficient korelace

t, τ prahová hodnota, testovaćı kritérium, parametr

W̄α doplněk kritického oboru

Ri, Qi pořad́ı hodnot náhodné proměnné X a Y

rS Spearman̊uv korelačńı koeficient

rS(α), r∗S kritická hodnota Spearmanova korelačńıho koeficientu

e chyba regresńıho modelu

S∗ reziduálńı součet čtverc̊u

b bodové odhady koeficient̊u beta

s2 bodový odhad rozptylu

Se, S∗min reziduálńı variabilita regresńıho modelu

ST celková variabilita

R2 koeficient determinace

I obrazová matice

P ,Q, p, p1, p2 pixel

(r, s) pozice pixelu v matici obrazu

N P
4 (r, s) čtyřsousednost pixelu P

N P
8 (r, s) osmisousednost pixelu P

N P
D (r, s) diagonálńı sousednost pixelu P

R,G,B intenzity složek barvy

w dinamický rozsah obrazu

T atributová množina

O objekt

∂O množina všech hraničńıch pixel̊u O

Γ digitálńı křivka

γ po částech lineárńı křivka

A ideálńı obraz bez šumu
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S obraz šumu

B digitálńı obraz

H konvolučńı jádro

HI filtr typu identický obraz

HL filtr typu dolńı propust

HH filtr typu horńı propust

h histogram

AD obraz vytvořený dilataćı

AE obraz vytvořený eroźı

V vstupńı matice obrazu, binárńı

o.č.p objektová č́ısla pixel̊u, rozlǐsuj́ı objekty

O objektová matice, obsahuj́ıćı o.č.p

H matice hranićı objekt̊u

vektorH vektor hranićı objekt̊u

V O matice obálky objektu ruky

HO matice hranice obálky

vektorHO uspořádaný vektor hranice obálky

HV matice 8-spojitelné hranice ruky

vektorHV uspořádaný vektor 8-spojitelné hranice ruky

o1− o8 okolńı pixely

OK matice okolńıch pixel̊u

M matice vzdálenost́ı pixel̊u ve vektorHV , dolńı trojúhelńıková

vzd vzdálenost pixel̊u

delkaHV S proměnná délky hranice ruky

vektorHV S nový uspořádaný vektor 8-spojitelné hranice ruky

HV S matice nové 8-spojitelné hranice ruky

V Y S matice výsledného objektu ruky

K vektor křivost́ı hranice ve vektoru vektorHV S
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ER matice obsahuj́ıćı hodnoty postupné eroze

SE matice obsahuj́ıćı středové křivky prst̊u, SEp k ńı pomocná

maxVZD maximálně možná vzdálenost pixel̊u jednoho prstu

vzdV ys vektor výsledných střed̊u prst̊u

bodK kontrolńı bod lež́ıćı na hranici středu zápěst́ı

HD matice hranićı rozdělených objekt̊u prst̊u a dlaně

D matice objektu dlaně

bh uspořádaný vektor hranice dlaně

bodyZ body zlomu

tz tloušt’ka zápěst́ı

sz š́ı̌rka zápěst́ı

Sp povrch prst̊u

Sd povrch dlaně

pm pr̊uměr maĺıčku

pu pr̊uměr ukazováčku

pp pr̊uměr palce

vm délka maĺıkové hrany

vp1 délka palcové hrany nad palcem

vp2 délka palcové hrany pod palcem

Smodel povrch navrženého matematického modelu
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Seznam př́ıloh
1. SPUSTIT.m - program pro spuštěńı celého výpočtu povrchu ruky

2. a Prahovani adaptivne.m - program, který ze vstupńı fotografie vytvoř́ı prahovaný
obraz

3. b Uprava po prahovani.m - program, který z prahovaného obrazu źıská 8-spojitel-
nou hranici ruky

4. c Krivost hranice - program, který pomoćı 8-spojitelné hranice ruky najde body
zlomu

5. d Povrch ruky - program, který na základě bod̊u zlomu rozděĺı objekt ruky a
vypoč́ıtá povrch modelu

6. Fotografie - složka obsahuj́ıćı testované fotografie rukou
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