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Anotace

Diplomové prace Ctyfstény a jejich vlastnosti shrnuje zékladni vlastnosti &tyfsténd.
Cilem této prace je seznameni ¢tenaie s jednotlivymi typy Ctyfstént a jejich vlastnostmi.
U vybranych pojmt z geometrie trojuhelniku se snazim hledat jejich prostorovou
analogii. Jsou zde odvozeny podminky pro existenci ortocentra Ctyfsténu.
Déle je pro Ctyfstény bez ortocentra zaveden Mongetiv bod, ktery ma vlastnosti
odpovidajici ortocentru. U vétSiny vlastnosti jsou popsany jejich dikazy. V zavérecné
¢asti jsou navrzeny pracovni listy pro zaky =zakladnich a stfednich skol.
Soucasti jsou také obrazky vytvorené v geometrickém programu GeoGebra 3D,

které pomahaji ctenafi porozumét dané problematice.

Kli¢ova slova
stejnosténny Ctyistén, Mongetv bod, ortocentricky Ctyfstén, pravidelny Ctyistén,

pracovni listy, osm kulovych ploch vepsanych ¢Etytsténu, kulova plocha dvanacti bodt

Annotation

This diploma thesis Tetrahedra and their properties summarizes the basic properties
of tetrahedron. The main goal is to introduce the topic to a reader of this thesis.
Author would like to provide basic information about the particular types of tetrahedra
and their properties. | try to examine there a spatial analogy of selected terms of a triangle.
Conditions for the existence of the orthocenter of a tetrahedron are derived.
Then for a non-orthocetric tetrahedron the Monge point as its generalization is
introduced. By most properties their proofs are given. In the final part worksheets for
pupils of primary and secondary schools are designed. Pictures in the thesis are created
in a geometrical program called GeoGebra 3D. These pictures can help the reader to

understand this problem.

Keywords

equifacial tetrahedra, Monge point, orthocentric tetrahedron, regular tetrahedron,
worksheets, the eight spheres of tetrahedron tangent to the planes of its faces, twelve-
point sphere
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Uvod

Ctyistén je piirozenou prostorovou analogii trojuhelniku, avSak na rozdil

od n¢&j nejsou jeho vlastnosti pfili§ znamé.

S tlohami o trojuhelniku se setkdme jiz v nejstarSich matematickych a geometrickych
spisech. I pfes to, ze trojuhelnik zkoumali ucenci v prub&hu celé znamé historie
matematiky, dochazi i v dnesni dobé k objevovani jeho novych vlastnosti. Piikladem
oteviené databaze bodu trojuhelniku je Clark Kimberling’s Encyclopedia of Triangle
Centres, kterou jsem vyuzivala pii zpracovani své bakalaiské prace Vyznamné body
V trojuhelniku [4]. PO odevzdani mé bakalaiské prace jsem si fekla, ze by mé zajimalo,

jaké vlastnosti maji Ctyfstény, které jsou nejjednodussim télesem v prostoru.

I ptes to, Zze se 0 vlastnosti Ctyistént V poslednich letech zajimalo mnoho matematika,
setkavame se pouze S velmi malym mnozstvim publikaci, které se Ctyfstény zabyvaji
komplexnéji. V celé fad€ ¢lankl a publikaci chybi dikazy a vétSinou také postradame
nazorné obrazky, které by nam pomohly porozumét dané problematice. Ve starsi
literatufe je to pochopiteln¢é dano trovni zobrazovaci techniky. Mnoho autori pfistupuje
K tématu vlastnosti étyfstént jako zobeciiovani vlastnosti trojuhelnikd pouze pocetné.
Mnoho vypocti a absence nazornych obrazkti mize mnohé zajemce o tuto problematiku

odradit.

Prace je rozdélena do péti kapitol. V prvni znich uvadim definice Ctyfsténu,
ve druhé kapitole se vénuji bodim a pojmim, které zname z geometrie trojuhelniku.
opsanych a vepsanych. U ortocentra si nejprve odvodime podminky existence spole¢ného
priseciku vysek ve Ctyfsténu. Pro ¢tyfstény, pro které ortocentrum neexistuje, odvodime
Mongetuv bod, jakozto jeho zobecnéni ortocentra. Jako dal$i analogii ortocentra
si zavedeme potencni stied kulovych ploch. Tteti ¢ast je vénovana specidlnim typim
Ctyfsténl. Nejprve se Ctenaf docte o pravidelném cCtyfsténu, poté o Ctyfsténu
ortocentrickém (neboli ortickém) a jeho vlastnostech. Dale se seznami se stejnosténnym
Ctyf'sténem a moznosti jim vyplilovat prostor. Poslednim typem ctyi'sténu, kterym se tato

prace zabyva, je Ctyfstén pravouhly. Ve ¢tvrté kapitole je popsana prostorova analogie



kruznice deviti bodd. Zavére¢na kapitola je vénovana navrhim pracovnich listt pro zaky

zakladnich a stiednich skol.

S pojmem Ctyfstén se vétsina zaku vibec nesetka. Navrhla jsem proto pracovni listy, které
nevyzaduji zadné zvlastni znalosti o tomto tdlese. Zaci si vystadi s védomostmi
z geometrie jehlanu. Podle mého néazoru je dulezité, aby se zaci setkali i s pojmem
Ctyfstén, nebot’ se jedna o trojboky jehlan. Na stfednich Skolach by se Zaci méli setkat
I s pojmy pravidelny a polopravidelny mnohostén. A jelikoz jsou to pro Zaky nicnefikajici
pojmy, volila bych seznameni s nimi pomoci siti téles a sestaveni modelt, aby si je zaci
mohli osahat. Moznost drzet model télesa, o kterém se v hodin€ mluvi, vyrazné zvysSuje
jeho nazornost a usnadiiuje porozuméni tématu i u slabsich zaki a zakd se specifickymi

poruchami uceni (SPU).

Piedev§im v Gvodnich kapitolach jsem cerpala z publikace Mnohosteny od Stanislava
Horaka z edice Skola mladych matematikti [13]. Dals§i publikaci, ktera se zabyva
vlastnostmi Ctyfsténtt a je velmi zajimava, ale naro¢na, je bulharsky psana kniha

Pozoruhodné body ve ctyrstenu [18] od Georgiho Paskaleva a Ivana Chobanova.

Mym cilem bylo napsat praci tak, aby byla srozumitelna nejen pro odborniky
v oboru matematiky. Vsechny definice a tvrzeni jsou psany kurzivou. Pokud se v praci
nachazi pfima citace, je odliSena uvozovkami. U popisu vlastnosti Ctyi'sténu je nutné
zapojit  prostorovou  pfedstavivost, Cemuz napomdhaji nazorné  obrazky,
které jsou vytvoteny v geometrickém programu GeoGebra 3D. V pftilohach jsou vlastni

fotografie modelt.

Pfilozené CD obsahuje elektronickou verzi této prace ve formatu pdf, dale jsou

zde k dispozici pracovni listy a fotografie modelt.



1 Definice ¢tyrsténu

Ctyfstén, téZ nazyvany tetraedr, je nejjednodussi trojrozmémé téleso. Je vymezen
nejmensim moznym poctem bodd, které mohou trojrozmérné téleso definovat,
tedy &tyfmi riznymi body v prostoru. Ctyi'stén je simplex Vv prostoru. Povrch &étyisténu
je tvotfen Ctyfmi trojuhelnikovymi sténami. Nejjednodussim mnohouhelnikem v roviné

je trojuhelnik a fika se mu simplex v roving [13].

Obrazek 1 - Ctyistén a jeho sit
“Ctyrstén je téleso ohranicené ctyimi trojithelnikovymi sténami. Jsou-li jeho stény shodné
rovnostranné trojuhelniky, pak se nazyvda pravidelny Cctyrsten. Je to mnohostén
S nejmensim poctem stén. Ve cCtyrsténu existuji tii dvojice protéjSich hran. Zvolime-li

u ctyrsténu jednu ze sten za podstavu, dostavame trojboky jehlan” [21, s. 126].

, Ctyiistéen ABCD , kde body A,B,C,D nelezi vroviné, je primik poloprostorii
ABCD,ACDB,ABDC,BCDA* [13, s. 3]. (Totéz tvrzeni nalezneme i v [18, s. 26].)

Z definice plyne, e &tyfstén lze omezit Gtyfmi trojihelnikovymi sténami. Ctyfstén
ma Sest hran, které jsou bud’ riznobézné nebo mimobézné, a Ctyii vrcholy. Mimobézné,
nebo téZ protilehlé, ¢i protéjsi hrany maji Casto zvlastni vyznam, proto si tyto trojice hran

uvedeme: AB,CD; AC,BD; AD, BC.

Roviny omezujici Ctyfstén rozd€luji prostor na 15 cCasti. Jedinou konecnou casti
je Ctytstén sdm. Dalsi ¢asti rozdélime do tii skupin, z nichz popiSeme vzdy jednu ¢ést.
Prvni skupina obsahuje ctyfi casti, kterym se fikd ,nad sténou®, jednou

znich je cast vznikla z priniku poloprostord ABDC,BCDA,CADB a poloprostoru



opac¢ného k poloprostoru ABCD . Dalsi skupina se sklada ze Sesti Casti, jimz fikame
»had hranou“. Jednou z casti je prinik poloprostort BCDA, ACDB a poloprostorti
opacnych k poloprostorim ABCD,ABDC. Posledni skupina se skladd ze ctyt casti
nachazejicich se nad vrcholy étyfsténu. Jednou z nich (nad B) je prinik poloprostori

opacnych k poloprostorim BCDA, ABDC, ABCD.

Ctyfi body v prostoru, které nelezi v jedné roving, uréuji &tyistén. Vrcholy Gtyfsténu
budeme znacit velkymi pismeny, obvykle 4, B, C, D. Trojihelniky vymezené vzdy tfemi
body se nazyvaji stény ¢tyfsténu a znaci se malymi feckymi pismeny - , ,y, . Sténa «
je protilehla vrcholu A a je vymezena trojuhelnikem BCD. Taktéz stény f8,y,d jsou
protilehlé vrcholim B, C,D a odpovidaji postupné trojuhelnikim ACD,ABD a ABC.

Sténu § obvykle oznacujeme jako podstavu Ctyfsténu.

D

B

Obrazek 2- Oznacent stén ctyrstenu



2 Zakladni vlastnosti obecného ¢tyisténu

V této kapitole se zaméfime na povrch a objem obecného Ctyfsténu, na jeho prvky
analogii vlastnosti trojuhelniku. Odvodime si zde nékteré zajimavé vlastnosti téchto

pojmu ve Ctyisténu.

2.1 Povrch Ctyisténu

Oznac¢me hrany podstavy pismeny a, b, ¢ tak, Ze hrana a lezi naproti bodu A , hrana b lezi
naproti bodu B a hrana c¢ lezi naproti bodu C . Povrch C{tyfsténuse vypocita

jako soucet obsaht jednotlivych stén, tedy

S=%-a-va+%-b-vb+%-c-vc+%-d-vd=%-(a-va+b-vb+c-vc+d-vd).

Obrazek 3 - Povrch ctyrstenu

2.2 Objem Ctyisténu

Vyjdeme z poznatku, Zze Ctyistén ABCD je trojboky jehlan a pouZijeme vzore¢ek pro
vypocet objemu jehlanu V = % - Sp - vt , kde S, je obsah podstavy a v; je télesova vyska.
Obsah podstavy vypocitame pomoci vzorce pro vypocet obsahu trojuhelniku

y , , C 1 :
pies dve strany a uhel mezi nimi napft. S, = ~ra: b-siny.
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Objem ctyfsténu tedy vypocitdme pomoci vzorce V = % “a-b-siny - v;.

Obrazek 4- Objem ctyrstenu

2.3 Stiedy hran a stiedni pticky

Usecky spojujici stiedy protéjsich hran étyisténu se vzajemné pili [13].

Stredy vSech tri usecek spojujicich vzdy stiedy dvou protejsich hran splyvaji [21].

Diikaz: [13], [18]

Uvazujme Ctyistén ABCD , stredy hran AB,BC,CD,AD,BD,AC oznatme po fadé
P,R,S,T,U,V. Body P,R,S,T vymezuji Ctyiuhelnik, protoze zadné tii z nich nelezi
Vv piimce. Musime rozhodnout, zda se jedna o ¢tyftihelnik zborceny ¢i rovinny. Zaméfme
se na stény Ctyfsténu. Z definice stfednich pficek vime, ze kazda stfedni piicka
trojuhelniku je rovnobézna s jeji protéjsi stranou a jeji délka je rovna polovingé délky
této strany, tj. plati

PR || AC,ST || AC,PT || BD,SR |l BD,

1 1 1 1
PRI = - |ACL,IST| = 5 |ACL,PT| = 5 |BDLISR| = - BD|  [4].

Ctytthelnik PRST je tedy rovnob&znik a jeho whlopiicky PS, RT, které jsou zarovei
spojnicemi proté&jSich hran étyfsténu, se vzajemné puli.

Stejnym zptsobem bychom dokazali, ze body P, U, S,V tvoii rovnob&znik a spojnice
protilehlych hran PS, UV se vzajemné pili.

Rovnobé&zniky PRST a PUSV maji spole¢nou thlopticku PS, tudiz se puli 1 usecky RT
auv.

11



Obrazek 5- Stredni pricky ctyrstenu

Strredy hran ctyrsténu jSOU vrcholy osmisténu, ktery ma tyto dvé viastnosti:
a) ke kazdé jeho hrané existuje pravé jedna hrana s ni rovnobéind a shodna

b) objem tohoto osmisténu je roven poloviné objemu daného ctyrstenu [13].

Obrdazek 6- Osmistén vepsany ctyrstenu

Diikaz: [13]
Z ptedchoziho ptikladu vime, Ze

PR || AC, ST |l AC a zaroveti |PR| = |ST]|.
S hranou AC jiz nemiize byt rovnobézna zadna dalsi hrana osmisténu, nebot’ ostatni hrany
jsou s hranou AC mimobé&zné nebo riznobézné. Vzhledem k tomu, ze zadné tii z bodu
P,R,S,T,U,V nelezi vptimce a zadnych pét znich vroving¢, muzeme mluvit

o osmisténu PRSTUV. Tim jsme dokézali prvni ¢ast véty.

12



Objem ¢tyfsténu si oznaéme V, a objem osmisténu Vg. Body P,R,S, T, U,V vymezuji
ve Ctyfsttnu  ABCD osmistén PRSTUV a c¢tyisteny APVT,PBRU,RCVS
a TUSD. Podstavy téchto ¢tyfsténli maji obsah roven jedné ¢tvrtiné obsahu stén ¢tyfsténu
ABCD. A prislusné vysky jsou rovny poloviné vysky Ctyisténu ABCD.

Objem osmisténu tedy vyjadiime snadno jako rozdil objemu ¢tyfsténtt od objemu
Ctytsténu ABCD

Vo=V hemeVy =2V,
8 2

¢imz jsme dokazali i druhou Cast véty.

2.4 Teziste
VSechny téznice ctyrsténu prochdzeji jednim bodem — tézistem ctyrsténu, ktery kazdou

teznici deli v pomeéru 3:1, pricemz vetsi dil je pri vrcholu [13], [18].

Obrazek 7 - Tezisté ctyrsténu

Diikaz:

aT,. Téznice ATy stény ABC a téznice DT, stény BCD se protinaji v bod¢ S,, stiedu
hrany BC. Proto téznice AT, a DTy lezi v téze roviné (roviné AS,D) a jsou riznobézné,
jejich prase¢ik oznaéme T . VSimnéme si, ze trojuhelnik S,TsT, je podobny
s trojuhelnikem S,AD a taktéZz trojuhelnik TTsT, je podobny s trojuhelnikem TDA .

Pticemz plati

13



TsT, Il AD.

2%

A%

dostavame vztah

1SaTs| _ |TaTsl
1SeAl  |DA]’
atedy
TaTsl _ 1
|DA| ~ 3
Z podobnosti druhych dvou trojuhelniki plyne
ITT5] _ 1TaTsl
ITD|  |AD|’
proto plati
ITTs| 1
[TD] — 3

Dokazali jsme, zZe téznice AT, a DT jsou riiznobézné a ze jejich prusecik T déli kazdou

z nich v poméru 1: 3. Obdobné bychom dilkaz provedli i se zbylymi téZnicemi jdoucimi

A%

oy w1ws 3, vy -
déli v poméru 1: 3, pficemz lezi v " délky téznice od vrcholu.

,,Je dan ctyrsten ABCD. Necht' T je libovolny jeho vnitini bod. Primky AT,BT,CT,DT
protinaji protéjsi steny postupné v bodech A‘, B, C*, D*. Dokazte, Ze plati
ITA"| |TB'| |TC'| |TD'|
+ + + =
|AA’| * |BB'| |CC'| |DD'|

1" [13,5.30].

Obrazek 9 - Tezisté ctyrsténu — vlastnosti
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Diikaz: [13]

Bod T je vrcholem ¢tyit Etyfstént ABCT, ABDT, ACDT, BCDT uvnitt Etyisténu ABCD.
Poméry délek stran mizeme vyjadiit jako poméry objemit odpovidajicich Ctyfsténd.
Objemy téchto Ctyfsténd postupné oznaéme V;,V,, Vs, V, a jejich vysky hy, hy, hs, hy.
objem ctyfsténu ABCD oznacme V a jeho vysky na stény BCD,ACD,ABD,ABC

oznacme Vg, Vp, Ve, Vg. O objemechplati V; + Vo, + Vo + V, = V.
Pomér % muzeme vyjadfit jako pomér objemu ctyisténi BCDT a ABCD ,
protoze Ctyfstény maji shodnou sténu BCD. MiiZeme tedy psat
|TAI| _ h4 _ BCD " h4, _ V4,
|AA’| v, BCD-v, V'
Cyklickou zaménou ziskame zbylé vztahy, a to
ITB'| _ V5 ITC'| _V, ITD'| _ VW4
|IBB'|  V '|cc'| VvV '|DD'| V'

Sectenim vSech Ctyf vztahl a S pouZitim rovnice o objemech, obdrzime vztah

ITA'| |TB'| |TC'| |TD'| V4 Vs Vo Vi Vi+ Vot Vst V,

+ + + ==+—+—=+—== 1,
|AA'| " |BB'| |cc'| |DD'| V "V 'V V /4

¢imz je véta dokazana.

“Tezisté ctyrstenu je bod, v némz se protinaji spojnice stredu protéjsich hran” [21, s.

126].

Obrazek 10 - Teziste jako prisecik strednich pricek
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Diikaz:
V piedchozi kapitole jsme si dokazali, ze iseCky spojujici sttedy protéjSich hran Ctyfsténu
Ctytsténu. Necht’ jsou dany soufadnice bodil Ctyfsténu

A = [x4; ya5 24} B = [xp; yp5 2], C = [x¢; ¥e5 2c), D = [xp; yp; 2zpl.
Souradnice stfedl hran vypocitame jako pramér odpovidajicich soufadnic krajnich bod.

Pro stfed hrany AB tedy plati

S _A+B  [xatxp Yatys ZA+ZB]
=2 L 2 0 2 7 27
Pro zbyl¢ stiedy hran plati nasledujici rovnosti

A+C B+C A+ D B+ D C+D
SAC:T'SBC:T'SAD :T'SBD:T'SCD = 7

Jiz vime, Ze usecky spojujici stiedy protéjsich hran ¢tyfsténu se vzajemné pali. Teziste T
je tedy stiedem téchto tsecek. Je-li T stied usecky S,5Scp, pak pro jeho soufadnice plati
vztah

A+B C+D
_&B+&D= 2 t—5 A+B+C+D

TSABSCD - 2 2 - 4

Pro zbylé dvé¢ usecky ma téZiste nasledujici souradnice

T SAC+SBD_A+B+C+D_ _SBC+SAD
SacSep — 2 - 4 — 'SpcSap T 2 :

Z toho vyplyva, Ze Gsecky spojujici stiedy protéjSich hran Ctyfsténu se skute¢né vzajemné
puali a prochazeji tymz bodem. Jak se docteme naptiklad v [8], [18] a v [30],

4 vwevex , A+B+C+D . . 1 ,
pro soutadnice tézisté T plati rovnost T = —, CoZ jsme chtéli dokazat.

16



2.5 Ortocentrum

Obdobné¢ jako u trojuhelniku je vyskou Ctyfsténu tsecka spojujici vrchol s patou kolmice
vedené timto bodem na protéjsi sténu. Vysky V trojuhelniku se protinaji vzdy prave
V jednom bod¢, ale u ¢étyfsténu to tak byt nemusi [30]. V prostoru totiz mize nastat
mimobé&znost piimek, se kterou se vroviné nesetkame. Proto existuji 1 Ctyfstény,
které nemaji spolecny prase¢ik vysek. Vyjimkou je pravidelny ctyistén
nebo tzv. pravouhly cCtyfstén — Ctyfstén, jehoz tii stény tvoii pravouhlé trojuhelniky

s pravym thlem u spole¢ného vrcholu téchto stén.

Nejprve si uvedeme podminku pro existenci ortocentra ve ¢tyfsténu.

Ortocentrum ctyrstenu existuje prave tehdy, kdyz kazdé dve protejsi hrany ctyrstenu lezi
na kolmych primkach [18], [26].

/B

Obrizek 11 - Ctyfstén s ortocentrem Obrazek 12 - CtyFstén bez ortocentra

2.5.1 Podminky pro existenci ortocentra — stereometrické odvozeni [18]

Ptedpokladejme nejdiive, ze ABCD je Ctyfstén s ortocentrem. Potom vSechny piimky,
na kterych lezi vysky Ctyfsténu, maji spolecny bod O (ortocentrum). Bod O je tedy
prisecikem piimek v, a vg. JelikoZ pfimka CD lezi v rovin€ stény a a pfimka v,
je kolma na rovinu a, je pfimka v, kolma na ptimku CD. Podobné také piimka vg

je kolma na ptimku CD, a proto je pfimka CD kolma na rovinu (v, c).
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Obrazek 13 - Dvé riiznobézné vysky ctyrstenu

Protoze piimka AB lezi vrovin€ (v, vg) a piimka CD je kolmd na vSechny

jeji ptimky, je ptimka CD kolmé na ptimku AB.

Obdobné 1ze dokazat, Ze z predpokladu existence ortocentra vyplyva kolmost kazdych

dvou ptimek nesoucich proté€jsi hrany ctyisténu.

Nyni piredpokladejme, ze ABCD je cCtyistén, jehoz kazdé dveé protéjsi hrany lezi
na navzajem kolmych piimkach. Vime, Ze ptimky v, a vg jsou kolmé na pfimku CD,
a z predpokladu vyplyva, zZe i ptimka AB je kolma na pfimku CD. Tedy pfimky v, vg
a AB jsou kolmé na jednu pfimku, ptimku CD. Proto ptimky v,, vg, AB musi leZet
V navzdjem rovnob&€Znych rovinach. Protoze vSak jsou pfimky v,, AB a vg, AB
riznobézné, musi vSechny tii pfimky leZet v jedné roviné. Pfimky, na kterych lezi vysky
Ctyfsténu, nemohou byt rovnobézné, a proto jsou pfimky v, a vz riznobézné. Obdobné
ukazeme, ze z predpokladu vyplyva riznobéznost kazdych dvou ptimek nesoucich vysky.
A jak jiz vime, v takovém piipadé (za piedpokladu, ze piimky nelezi v jedné roving,
coz vysky ve Ctyfsténu nemohou) maji vSechny ctyfi pfimky jeden spole¢ny bod,
ortocentrum O.

Obdobnym zplisobem Ize ukazat, Ze postacujici podminkou pro existenci ortocentra
Ctytsténu je kolmost pouze dvou parti protéjSich hran. Viz kapitola 3.2, ktera je vénovana

ortocentrickému Ctyfsténu.
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2.6 Dalsi analogie ortocentra trojuhelniku ve ¢tyi'sténu
Na uvod si uvedeme dva zakladni zptsoby zavedeni ortocentra trojahelniku. Prvnim
z nich je definice ortocentra jako spole¢ného bodu piimek prochazejicich vrcholy kolmo
na proté&jsi stranu trojthelniku. Druha definice je méné obvykla, ale za to je velmi
zajimava. Uvazujme trojahelnik ABC a kruznice kg, k;, a k., jejichz praméry jsou strany
trojuhelniku ABC. Ortocentrum trojuhelniku ABC je potencnim stredem Kkruznic
kg, kp, k. [38]. Tuto vlastnost ortocentra trojahelniku lze povazovat za definici ,,bodu O
a vhodné pak toto zavedeni ortocentra vyuzit pfi hledani prostorovych analogii

ve ctyistenu.
2.6.1 Mongeuv bod

Jak jiz bylo fe€eno, pfirozenou analogii ortocentra je prusecik ptimek nesoucich vysky
Ctyfsténu. Tyto piimky vSak v obecném ctyisténu jeden spolecny bod nemaji
(viz Obrazek 12) [30]. Ctyistény, jejichz vysky se protinaji v jednom bodg, nazyvame
ortické, resp. ortocentrické (viz Obrazek 11) — pro tyto ¢tyistény je analogii ortocentra
trojiahelniku pravé prisedik piimek nesoucich vysky, tj. ortocentrum &tyisténu. Ctyistény,

jejichz vysky se neprotinaji v jednom bodg¢, nazyvame neortické.

U neortickych ¢tyfsténit mizeme zavést bod, ktery v mnohém miize ortocentrum

,hahradit a ma nékteré podobné vlastnosti. Je to tzv. Mongetv bod [8].

Nejprve si definujme Mongeovu rovinu — je to rovina prochazejici stiedem hrany

ctyisténu kolmo na piimku nesouci protéjsi hranu. V kazdém ctyisténu lze tedy definovat

Hap

Hac

Obrdzek 14- Mongeovy roviny
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sest Mongeovych rovin g, tse, lacs Lap, Kep @ , kde napf. rovina g prochazi
stredem hrany AB ¢tyrsténu ABCD a je kolma na ptimku protéjsi hrany €D [3], [18].

Mongetuv bod M étyisténu ABCD je spoleény bod vsech Sesti Mongeovych rovin
Ctyisténu (viz Obrazek 15) [3], [18].

|
|
Obrdzek 15 - Mongeovy roviny a Mongeiiv bod
Abychom pochopili vztah mezi Mongeovym bodem c¢tyisténu a jeho ortocentrem,
je potieba provést jednoduchou prostorovou uvahu. Je-li ¢tyistén ABCD orticky,
tedy jeho protéjsi hrany lezi na kolmych ptimkach, obsahuji Mongeovy roviny u celé
hrany, jejichz stredy tyto roviny prochazeji. V tom ptipadé obsahuji roviny u vysky
¢tyisténu (kazda Mongeova rovina obsahuje dvé ptimky nesouci vysky ctyisténu).
Spole¢ny bod vysek — ortocentrum O — musi byt i spole¢nym bodem Mongeovych rovin,
tedy M = 0 [8], [9], [18].

Mongeuv bod je obecn¢jsi pojem, ktery je definovan pro obecny ¢tyistén. Mongeav bod
ortického c¢tyisténu budeme i nadale nazyvat ortocentrum ctyisténu, nebot’ tento nazev
Iépe vystihuje piimou analogii s ortocentrem trojahelniku [8].
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Diikaz existence Mongeova bodu

Puvodni dikaz existence Mongeova bodu, ktery uvadi Crabbs v [3], je zalozen
na stereometrickych uvahach. Presto se v dostupné literature mnohem castéji setkame
s dakazy pocetnimi. Odvozeni existence Mongeova bodu, které zde uvedeme,
se v zakladnich myslenkach shoduje s Mongeovym diikazem.

Pfipomenime si nejprve, jaké jsou mozné vzdjemné polohy tifi rovin kolmych
na jednu rovinu. M&me tti Mongeovy roviny prochazejici stredy hran, které vychazeji
z jednoho vrcholu ¢tyisténu ABCD — napf. roviny pap, Ugp, Uep- Kazda z téchto rovin
je kolma na piimku, ktera lezi v roviné § (4, B, C). Vsechny tti uvazované roviny jsou
tedy kolmé na rovinu §. Vzajemna poloha rovin u,p, Ugp, icp Musi tedy byt jedna

ze znazornénych na Obrazku 16.

i

Obrazek 16 - Mozné vzajemné polohy tri rovin kolmych na jednu rovinu

Zakladni myslenka dukazu existence Mongeova bodu je zalozena na tom, ze tyto tfi
Mongeovy roviny maji jednu spolec¢nou piimku. Jak je zfejmé z Obrazku 16, pokud
existuje n¢jaka priiseCnice rovin p, je kolma na rovinu 6. Staci tedy ukazat, ze roviny
Uapr UBD» maji alespon jeden spole¢ny bod. Potom maji spoleénou celou ptimku.
Body Sup,Sgp @ Scp, Kterymi prochazeji nami uvazované Mongeovy roviny, urcuji
rovinu 6", kterd je rovnobézna s rovinou & . Strany trojahelniku S,,SgpScp jsou
rovnobézné s ptimkami AB, BC, AC (Obrazek 17).
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Obrazek 17 - Mongeovy roviny pap, Ugp, Uep Se protinaji v jednom bodé

Mongeovy roviny fap, Ugp, o jsou  tedy kolmé na piimKy SgpScp,SapScop
a S,pSgp. Pruseénice téchto Mongeovych rovin s rovinou ¢’ jsou piimky, na kterych lezi
vysky v trojthelniku S,pSgpScp (na Obrazku 17 jsou znazornény fialovou barvou).
Vysky v trojuhelniku S,pSppScp Se protinaji v jeho ortocentru Og. Bod Oy je tedy
spolecnym bodem rovin pyp, tgp, i - Ty proto maji spolecnou pitimku mg ,
kterou budeme nazyvat Mongeova osa stény ABC.
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Obrazek 18 - Mongeovy roviny pap, Usp, tep Pohled shora
Analogicky lze ukézat, ze kazdé tfi Mongeovy roviny prochdzejici stfedy hran,
které vychazeji z jednoho vrcholu Ctyfsténu, maji spoleénou ptimku — Mongeovu osu

protéjsi stény.

Mongeovy 0sy mg, mg, m,, ms jsou tedy piimky kolmé na jednotlivé stény Ctyfst€nu
ABCD. Je ztejmé, ze tyto ptfimky nemohou lezet v jedné roving a také, Ze zadné dve osy
nemohou byt vzajemné rovnobézné. Déle si uvédomme, Ze kazdé dvé Mongeovy osy leZi
V jedné spolecné Mongeoveé roving. Napft. pfimka mg je prasecnici Mongeovych rovin
Wap,Hgp, o a piimka m,, je prisecnici rovin py¢, tpe, /1. Ob€ tyto Mongeovy osy

lezi v roviné /-, (viz Obrazek 19).

Obrazek 19 - Mongeovy 0Sy roviny pcp
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Ptimky m, ims tedy leZi v jedné rovin¢ a zéaroven nejsou rovnob€Zné, proto maji
prasecik. Lze ukazat, ze kazdé dvé Mongeovy roviny jsou riznobézné. Mongeovy 0sy
Mg, Mg, My, Mg jsou takové Ctyfi piimky v prostoru, které neleZi v jedné rovin€ a kazdé
dv€ jsou riiznobézné. Z toho plyne, Ze tyto Ctyfi pfimky maji jeden spolecny bod.
Spole¢ny bod Mongeovych os je zaroven spolecnym bodem Sesti Mongeovych rovin

Ctyfsténu — Mongetiv bod M [19].

Obrazek 20 - Mongeiiv bod ctyrstenu

Je-li ¢tyrsten ortocentricky, pak se jeho ortocentrum shoduje s Mongeovym bodem [18].

V ortickych ctyisténech lezi protéjsi hrany na kolmych pfimkach, a proto Mongeovy
roviny obsahuji vzdy celou hranu, jejimz sttedem prochazeji. Kazda Mongeova osa tedy
prochazi vrcholem, a je to proto ptimka nesouci vysku ¢tyisténu. Mongetv bod ortického

Ctyisténu proto splyva s jeho ortocentrem zavedenym vyse.

Pro neortické ¢étyistény je Mongeuv bod prostorovou analogii ortocentra trojuhelniku.
Jak uvidime v dalsich kapitolach, 1ze v neortickych ¢tyisténech Mongeav bod vyuzit

napi. pii hledani prostorové analogie kruznice deviti bodu.
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2.6.2 Ortocentrum jako potenc¢ni stred

V avodu této Kkapitoly jsme si fekli, ze ortocentrum trojuhelniku lze zavést
také jako poten¢ni stied tfi kruznic. Obdobnym zpusobem Ize postupovat i u ¢tyisténu.
Nejprve si pfipomenime pojmy mocnost bodu ke kruznici, chordala, poten¢ni stred a jejich

prostorové analogie, se kterymi budeme v nasledujici ¢asti pracovat.

Mocnost bodu ke kruZnici, mocnost bodu ke kulové plose

. Pro dany bod M a danou kruznici k = (S;r) se cislo m, pro které plati
m=v%—1r? kdev = |SM|, nazyva mocnost bodu M ke kruznici k. V roviné je ddana
kruznice k a bod M. Nech? p je libovolna primka prochdzejici bodem M a protinajici
kruznici k v bodech A, B. Potom plati |AM| - |BM| = |m|, kde m je mocnost bodu M
ke kruznici k. Pro M vné kruznice k plati m > 0, pro bod M € k platt m = 0
a pro bod M uvniti k plati m < 0. Pokud se primka p dotyka kruznice k v bode T,
plati IMT|? = m*“[6, s.1].

Dukaz: [6], [12]
Je dana kruznice k a libovolny bod M lezici vné kruznice. Bodem M vedeme libovolnou
secnu a tecnu ke kruznici k. Konvexni uhel MTB je Gsekovy thel a konvexni thel MAT
je obvodovy uhel pftislusny k menSimu oblouku BT, tyto uhly jsou tedy shodné.
Konvexni tthel BMT je spole¢ny thel trojihelnikit MTB a MAT . Podle véty uu jsou tyto
trojuhelniky podobné, a proto

IMB| : [MT| = |MT| : |MA|
neboli

IMB| - [MA| = [MT|?,

coz jsme chtéli dokazat.
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Obrazek 21 - Mocnost bodu ke kruznici, bod M vné

Pokud je bod M vnitini bod kruznice k, vedeme timto bodem dvé libovolné se¢ny.
Konvexni tthly DAB a DCB jsou obvodové uhly pfislusejici k mensimu oblouku DB,
a proto jsou shodné. Konvexni thly AMD a BMC jsou vrcholové uhly pti vrcholu M,
tudiz jsou shodné. Podle véty uu jsou tyto trojihelniky podobné, a proto

|MC|: |MA| = |[MB|: |MD|
neboli

|MC| - IMD| = [MB| - |[MA|,

coz jsme chtéli dokazat.

Obrazek 22 - Mocnost bodu ke kruznici, bod M uvniti
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Prostorova analogie mocnosti bodu [11, s. 13]

Bod M je libovolny bod, primka p prochazi bodem M a protina kulovou plochu k (S;1)

v bodech X aY, nebo se ji dotyka v bode T. Potom je mocnost bodu M ke kulové plose k
m(M, k) = |MX| - |MY| = |MT|?.

Obrézek 23 - Mocnost bodu ke kulové plose
Diikaz:
Kulovou plochu k¥ mizeme vytvofit otacenim kruznice k(S,r) kolem osy MS. Vztah
mocnosti plati 1 pro vSechny kruznice kulové plochy x vzniklé otacenim kruznice k
kolem osy MS za predpokladu, Ze plati M % S. Cislo |MS|? — r? udava mocnost bodu M
k plose k. Je-li M = S, otacime kruznici k kolem libovolné piimky prochazejici bodem

S.

Chordala kruZznic

., MnoZina vsech bodii v rovine, které maji stejnou mocnost ke dvéema danym kruznicim,
se nazyva chorddla. Chorddla nesoustiednych kruznic je primka kolma na spojnici jejich
stredu. Pro dvojici riznych soustiednych kruznic je chordala prdzdna mnozina (nekdy

se téz rika, ze chorddla takovych kruznic neexistuje) “ 6, S.1].

Diikaz: [12]
Jestlize dané dvé kruznice maji spolecné dva ruzné body A4, B, je chordala piimka AB.
Mocnosti bodii 4, B jsou k obéma kruznicim stejné, nebot’ plati

m(4,k,) =m(4,k,) =m(B, k) =m(B,k,) = 0.
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Body A4, B jsou proto hledanou mnozinou bodu. Pokud na ptimce AB zvolime libovolny
bod P tak, ze nesplyva s zadnym z bodi A, B, jeho mocnost ke kruznicim k4, k, je rovna
soucinu |PA| - |PB|. Z toho vyplyva, ze vSechny body pfimky AB maji stejnou mocnost

k obéma kruznicim.

Nyni si zvolme libovolny bod Q rizny od A, 0 némz ptedpokladame, Ze ma stejnou
mocnost k obéma kruznicim. Spojime-li pod Q s bodem A, pak priseciky s kruznicemi
ki, k, oznacme X;, X,. Mocnost bodu Q vzhledem ke kruznicim k4, k, jsou
m(Q,k,) = [QA] - |QX,], m(Q, k;) = |QA| - [QX,].
Piedpokladali jsme, Ze mocnost bodu Q je k obéma kruznicim stejna, pak plati
|QA[ - 1QX;| = [QA] - |QX],
ale to nastane pouze tehdy kdyz X; = X, = B. To ale znamen4, Ze bod Q musi lezet

na piimce AB.

Obrazek 24 - Chordala dvou kruznic se spolecnymi body
Pokud se kruznice navzajem dotykaji vbodé¢ A, pak je chordila tecnou vtomto

spole¢ném bod¢. Dikaz je stejny jako v predeslém piipadé.

Jestlize kruznice nemaji zddny spole¢ny bod a kazda lezi vné druhé, puli chordala délku
spole¢né te¢ny t obou kruznic. Body dotyku tecny t s obéma kruznicemi oznaéme Ty, T,
a stfed usecky Ty T, ozna¢me K. Jeho mocnost ke kruznicim k4, k, je

1) m(K, ki) = |KT1|* = |KS; | —r{ = |[KX|?> + |XS1 1> —rf

(2) m(K, k;) = |KT,|? = |KS,|* —rf = |KX|* + XS, | — 7,
kde bod X je prusecik spojnice stfedil kruznic a chordaly. A protoze jsou ob€ mocnosti
stejné, plyne z toho

©) 1XS112 =1 = XS, |* — 77
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Zvolme na pfimce p libovolny bod P # X, ktery nelezi na zadné spolecné tecné kruznic
k1, k,. Jeho mocnosti k danym kruznicim jsou
m(P,ky) = |PS;|* —r{ = |PX|* + |XS,|* — 1,
m(P, k,) = |PS,|? — 17 = |PX|? + |XS,|? — 2.
S ohledem na rovnici (3) dostaneme
m(P, k;) = |PX|? + |XS;|?> — rf = m(P, kq).
Zvolme bod Q, ktery ma tutéz mocnost ke kruznicim k4, k,. Plati tedy
(4) m(Q, ki) = m(Q, k).
Ozna¢me ¥QXS, = w. Potom s vyuzitim kosinové véty dostdvame
m(Q,k,) =10S11> —r# = |QX|* + |1XS1|? + 2+ |QX]| - |XS;| - cosw — 17,
m(Q, ky) = 1QS,1> — 1§ = 1QX1* + 1XSz1* — 2+ |QX| - |XS;| - cos w — 75
A jelikoz plati rovnice (4), proto
|XS11? +2-|0X]| - |XS;|-cosw — 1 = |XS,|?> —2-|QX]| - |XS,| - cosw — 7.
S vyuzitim rovnice (3) se tato rovnice jesté zjednodusi
(1XS;] + |XS,]) - cosw = 0.
Vzhledem k tomu, ze |XS;| + |XS,| # 0, pak plati
cosw = 0,tj.w =90°

a bod Q lezi na chordale p.

Obrdazek 25 - Chorddla dvou kruznic, které nemaji spolecny bod
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Potenéni stred

., Bod, ktery ma k danym tiem kruznicim stejnou mocnost, se nazyva potencni stred danych

t7l kruznic* [6, s.2].

Obrazek 26 - Potencni stired kruznic

Prostorova analogie chordaly kruZnic a poten¢niho stiedu

Prostorovou analogii chordaly dvou kruZnic je chordélni rovina kolma na spojnici stiedli
kulovych ploch. Pokud maji kulové plochy spole¢né body (jeden bod, pokud
se dotykaji, nebo spolecnou kruznici, pokud se protinaji), obsahuje chordalni rovina

vSechny spole¢né body (viz Obrazek 27 b)).

Pokud sestrojime rovinu prochazejici stiedy obou kulovych ploch, pak tato rovina protne
kulové plochy v kruznicich se stiedy a poloméry totoZznymi se stfedy a poloméry
kulovych ploch. Chordala p; téchto dvou kruzZnic leZi v roviné fezu a protind spojnici
stiedii kulovych ploch v bodé C a je na ni kolma. Pokud nyni zvolime jinou rovinu
prochézejici stiedy kulovych ploch, dostaneme jinou chordalu p,, ktera také prochazi
bodem C a také je kolma ke spojnici stiedi kulovych ploch. Vsechny takovéto chordaly

lezi v jedné roving 4, ktera je kolma ke spojnici stfedi kulovych ploch [31].

O chordélnich rovinach ke dvéma a tfem kulovym plochdm se dozvime vice v publikacich
[20] a [31].
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a)

Obrazek 27 - Chordalni rovina dvou kulovych ploch

Poten¢ni stied kruZnic s priiméry ve stranach trojihelniku

Ortocentrum O trojuhelniku ABC je potenc¢nim stiedem kruznic, které maji praméry AB,
BC a AC.V piedchozi ¢asti jsme si piipomnéli, Ze potencni stied tii kruznic je spoleénym
bodem tii chordal, a ze chordala dvou kruznic, které maji spolec¢ny bod, prochazi timto
spolecnym bodem a je kolma na spojnici stiedt kruznic — viz Obrazek 24. Nyni staci
uvazovat kruznice k, a k;, v trojuhelniku ABC — viz Obrazek 28 b). Tyto dvé kruznice
maji stiedy S, a S, a spolecny bod C. Proto jejich chordala prochazi bodem C

a je kolma na ptimku S, S,.

Ptimka S,S;, je rovnobézna se stranou trojuhelniku AB, a proto na chordale kruznic
k, a ky, lezi vyska v, trojahelniku ABC. Obdobn¢ muzeme ukazat, ze chordala kazdych
dvou z kruznic kg, ky, k. nese vysku trojuhelniku ABC . Potenénim stredem kruznic
kq kp, k. je spolecny bod jejich chordal, tedy ortocentrum O trojahelniku ABC — viz
Obrazek 28 a) [38].

C

a) b)

Obrazek 28 - Ortocentrum trojithelniku jako potencni stred kruznic kg, ky, k¢
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Prostorovou analogii  kruznic, jejichz praméry jsou strany trojuhelniku,

jsou kulové plochy, jejichz hlavni kruznice jsou kruznice opsané sténam ¢tyisténu.

Pro kazdy Ctyfstén lze zavest kulové plochy K, <, k), @ ks, jejichz hlavni kruznice jsou
kruznice opsané trojuhelnikim jednotlivych stén Ctyfsténu — viz Obrazek 29.
Takto definované Ctyti kulové plochy nemohou mit stfedy, které by lezely v téZe roving,
a proto maji vzdy potencni stfed. Tento bod je spoleénym bodem ctyt potenénich os
prochazejicich vrcholy Etyi'sténu — viz bod P na Obrazku 31. ,,Bod P zavedeny uvedenym
zpiisobem lze povazovat za dalSi prostorovou analogii ortocentra trojuhelniku.
V trojuhelniku byl obéma uvedenymi zpusoby definovin jeden bod, ale ve ctyrsténu
Mongeitv bod (ortocentrum) a potencni stied obecné mnesplyvaji. Potencni stred P
je definovan pro kazdy ctyrstén nezavisle na tom, zda se jedna o ctyrstén orticky,

¢i neorticky* [25, s. 260].

Obrazek 29- Kulové plochy kg, kg, K, a ks ctyisténu

KaZzda z téchto kulovych ploch prochézi tfemi vrcholy Ctyfsténu a ma sviyj stied ve stiedu
kruznice opsané trojuhelniku pfislusné stény. Kulovou plochu uréenou trojihelnikem

BCD budeme oznacovat i, dalsi kulové plochy pak i, k), k5.

Na Obrazku 30 jsou znazornény kulové plochy r ., k), a ks. JelikoZ kazda z kulovych
ploch prochazi tftemi vrcholy ¢tyfsténu ABCD, maji kazdé tii kulové plochy spolecny bod
—tj. vrchol ¢tyfsténu. V tom piipadé maji kazdé ti kulové plochy spole¢nou potenéni osu
prochézejici vrcholem Ctytsténu kolmo na rovinu, ktera je urcena stiedy téchto kulovych

ploch [25].
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Obrazek 30 - Potencni osa py kulovych ploch kg, 1c,a ks

Poten¢ni stfed P kulovych ploch kg, kg, Ky, ks je potom spoleny bod téchto ctyf

potencnich os py, Pg, Pe, Pp-

Obrdzek 31 - Potencni stied P kulovych ploch kg, kg, Ky, Kg
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2.7 Kulové plochy

V této kapitole se dozvime néco o existenci kulové plochy opsané a kulovych ploch
vepsanych danému Ctyfsténu. Vzpomenme si, ze V trojuhelniku mizeme sestrojit nékolik

typil kruznic. Ve Ctyfsténu mizeme obdobnym zplisobem sestrojit kulové plochy.

2.7.1 Kulova plocha opsana

Vime, ze stfed kruznice opsané trojuhelniku je prisec¢ik os stran trojuhelniku.

Vzdalenosti tohoto bodu od vsech tii vrcholl jsou stejné.

., EXistuje pravé jedna kulovai plocha, ktera prochdzi vSemi vrcholy daného ctyrsténu

ABCD “[13, s. 31].

Obrazek 32 - Roviny soumérnosti a, B,y a kulovd plocha opsand ctyfsténu
Diikaz: [13]
Pokud existuje pravé jedna kulova plocha prochazejici vrcholy Ctyisténu, pak jeji stied
lezi v priniku téchto rovin: rovina soumérnosti « hrany AB, rovina soumeérnosti
S hrany CB a rovina soumérnosti y hrany CD . Zadné dvé ztdchto rovin nejsou
rovnob€zné, nebot’ ani zminéné hrany nejsou rovnobézné.
Roviny soumérnosti maji prave jeden spolecny bod S, nami hledany stied kulové plochy.
Jelikoz bod § lezi v rovin€ soumérnosti «r, pak plati

|SA| = |SB].
Dale bod S lezi v roviné soumérnosti 3, proto plati

|SC| = |SB].
A jelikoz bod S lezi i v roviné soumérnosti y, pak plati

ISC| = |SD.
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Bod S ma od vSech vrcholu stejnou vzdalenost a plati tedy

|SA| = |SB| = |SC| = |SD| =,

kde r je polomér kulové plochy opsané danému Ctyisténu.

2.7.2 Kulové plochy vepsané

V nasledujicich tadcich si povime o existenci kulovych ploch vepsanych. Vime,

ze V trojuhelniku existuji Ctyfi kruznice vepsané, z nichz jedna je vepsand uvnitf

a zbyvajici tfi jsou vepsany vné. Kazda z vné€ vepsanych kruznic se dotyka jedné strany

ve vnitinim bodé¢ a zbylych dvou stran na jejich prodlouzeni. Stfedem kruZnice vepsané

uvnitf (vné) je prusecik os vnitinich (vnéjsich) thla v trojihelniku. U ¢tyfsténu je situace

obdobna.

., Existuje osm kulovych ploch, které jsou vepsany danému ctyisténu. Jedna z nich

je vepsana uvniti (dotyka se vSech stén v jejich vnitrnich bodech) a ostatnich sedm je vné

vepsanych. Z nich zase ctyri se dotykaji vzdy jedné stény ve vnitinim bodé a zbyvajicich

t7i stén na prodlouzeni. Zbyvajici t7i kulové plochy se dotykaji vSech steén na prodlouzeni *

[13, s. 33].

Diikaz: [13], [37]

Sestrojme rovinu soumérnosti « rovin ABC a BCD, ktera protind hranu AD .
Dale sestrojme rovinu soumérnosti 5 rovin BCD a ACD, ktera protina hranu AB.
A nakonec sestrojme rovinu soumérnosti ) rovin ABD a ACD, ktera protina hranu
BC. Z4adné dvé z t&chto rovin nejsou rovnob&zné, nebot’ ani zadna z hran &tyi'sténu
neni rovnobézna. Sestrojené roviny soumernosti maji prave jeden spolecny bod —
bod S, ktery je sttedem kulové plochy uvniti vepsané danému ¢tyisténu.

Jelikoz bod S, lezi vroving¢ o, pak musi platit v(Sv, ABCl) = v(S,, BCD),
dale lezi vroviné S, proto v(S,, BCD) = v(S,,ACD) . Bod S, lezi taktéz
na roviné soumérnosti , a tak v(S,,ABD) = v(S,,ACD) . Ztoho vyplyva
i rovnost v(S, ,ABC) = v(S, ,ABD). Bod S, ma tedy od vSech stén ¢&tyfsténu

stejnou vzdalenost, a proto je sttedem vepsané kulové plochy.

1 Symbol v(S,, ABC) znamena vzdalenost bodu S, od roviny ABC.
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Obrézek 33 - Kulovd plocha uvniti vepsand ctyfsténu

Nyni sestrojime kulovou plochu nad sténou ABD. Sestrojme rovinu soumeérnosti
x rovin ABC a BCD, ktera protina hranu AD. Dale sestrojme rovinu soumeérnosti
@ rovin BCD a ACD, ktera protina hranu AB. A nakonec sestrojme rovinu
soumérnosti « rovin ABD a ACD, ktera je kolma na rovinu y v ptipadé 1.,
tedy rovina se smérem hrany AD (sty¢na rovina ¢tyfsténu). Kazdé dvé tyto roviny
jsou riznobézné, a tedy maji prave jeden spoleény bod O3, ktery je sttedem kulové
plochy nad sténou ABD.

Jelikoz bod 05 lezi vroviné y, pak musi platit v(03,ABC) = v(05,BCD),
dale lezi vroviné ¢, proto v(05,BCD) = v(05,ACD). Bod 05 leZi taktéz
na roviné¢ soumérnosti «, a tak v(03;,ABD) = v(05;,ACD). Z toho vyplyva
i rovnost v(03,ABC) = v(05,ABD). Bod 03 ma tedy od vSech stén Ctyisténu,
¢i jejich prodlouzeni, stejnou vzdalenost, a proto je sttedem vepsané kulové
plochy. Stejnym zpusobem bychom dospéli ke zbylym kulovym plochdm

vepsanym nad sténou ¢tyisténu.

Obrazek 34 - Kulovd plocha nad sténou ABD
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Obrazek 35 - Kulové plochy nad sténami ctyrsténu

Posledni skupinou kulovych ploch vepsanych ctyfsténu jsou ty, které se dotykaji
vSech stén na jejich prodlouzeni. Na Obrazku 36 jsou zvyraznény Casti prostoru
nad hranami AB,CD. Stied kulové plochy lezi bud’ v ¢asti nad hranou AB,

nebo v ¢asti nad hranou CD.

Obrazek 36 - Zvyraznéné casti prostoru
nad hranami AB, CD [13, s. 34]

Sestrojme rovinu soumé&rnosti A rovin ABC a ABD, ktera protina hranu CD;
rovinu soumérnosti 7 rovin BCA a BCD, ktera je sty¢nou rovinou Ctyfsténu
a rovinu soumé&rnosti |/ rovin ADB a ADC, jez je taktéz sty¢nou rovinou tomuto

Ctyfsténu.
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Obrazek 37 - Kulova plocha nad hranou CD

Jelikoz bod Og lezi vroviné A, pak musi platit v(0s,ABC) = v(0s,ABD),
dale lezi v roving 7, proto v(0s,BCA) = v(0s,BCD). Bod Os lezi taktéz na
roviné soumérnosti |/, a tak v(0s,ADB) = v(0s,ADC) . Ztoho vyplyva
i rovnost v(0s, BCD) = v(0s5,ACD). Bod 05 ma tedy od vSech prodlouzeni stén

Ctyfsténu stejnou vzdalenost, a proto je sttedem vepsané kulové plochy.

Hledame-li kulovou plochu nad hranou BD, ¢i hranou AC. Sestrojime rovinu
soumeérnosti 6 rovin ACB a ACD, ktera protind hranu BD; rovinu soumérnosti &
rovin ABC a ABD, ktera je sty¢nou rovinou Ctyi'sténu a rovinu soumérnosti

rovin CDB a CDA, jez je taktéz sty¢nou rovinou tomuto ¢tyfsténu.

Obrazek 38 - Kulova plocha nad hranou BD

Pokud hledame kulovou plochu nad hranou BC, ¢i hranou AD, sestrojime rovinu
soumérnosti p rovin BCA a BCD, ktera protina hranu AD; rovinu soumérnosti o
rovin BCA a DCA, ktera je sty¢nou rovinou Ctyfsténu a rovinu soumeérnosti

rovin BDA a BDC, jez je taktéZ sty¢nou rovinou tomuto ¢tyfsténu.
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Obrazek 40 - Kulova plocha nad hranou AD

Obrazek 41 - Kulové plochy vepsané ctyrstenu vné



3 Specialni ¢tyistény
V této kapitole se seznamime s mnoha zajimavymi typy Ctyfsténti. Nejprve si fekneme
nékolik informaci o pravidelném Ctyfsténu, ktery je vSem jist€¢ znamy. Dale piejdeme
na Ctyfstén ortocentricky, stejnosténny a pravouhly [36]. Odvodime si zde nékteré

zajimavé vlastnosti téchto méné znamych Ctyfsténi.

3.1 Pravidelny Ctyistén
Pravidelny ctyfstén fadime mezi tzv. Platonska télesa, protoze jeho povrch je tvoren
¢tyfmi shodnymi rovnostrannymi trojuhelniky. Pravidelny ctyfstén je tedy jednim
z péti pravidelnych mnohosténti. Zajimavou vlastnosti pravidelného &tyfsténu je,
ze vzdalenost kazdych dvou vrcholt je stejnd, na rozdil od ostatnich platonskych téles
[36]. Dalsi zajimavou vlastnosti je dualita. Spojenim stiedl sousednich stén platonského
télesa iseckami vzniknou hrany jiného pravidelného mnohosténu. Takto vzniklé téleso
oznacujeme jako dudlni k télesu piivodnimu. Dualnim mnohosténem k pravidelnému

Ctyfsténu je opét pravidelny Ctyfstén.

Sténova vySka pravidelného ¢tyisténu
Sténovou vysku v rovnostranném trojuhelniku o délce hrany a vypocitdme snadno

pomoci Pythagorovy véty

Obrdazek 42 - Pravidelny ctyrsten a jeho sit’
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Télesova vySka pravidelného ¢tyisténu

2%

v poméru 2: 1, Z toho§ Vg = aT\/? je délka odvésny a podle Pythagorovy véty mizeme

vypocitat télesovou vysku

B

Obrazek 43 - Vysky pravidelného ctyrstenu
Povrch pravidelného ¢tyfsténu
v . N av3 i .
Povrch Ctyfsténu o délce hran a a sténové vysce vg = — Vypocitame podle znamého
vzorce pro obsah trojuhelniku. Povrch Ctyfsténu je tedy

2a-aV3
S:—:

> a®/3.

Objem pravidelného ¢tyisténu

VyuZijeme poznatku z pfedchozi kapitoly, ze Ctyistén ABCD je trojboky jehlan
a pouzijeme vzorecek pro vypocet objemu jehlanu V = %-Sp v, kde S, je obsah
podstavy a v, je télesova vyska. Obsah podstavy vypocitame pomoci vzorce pro vypocet

s,
obsahu trojuhelniku pfes zakladnu a ji odpovidajici vysku S, = a 22 = %5.

Objem ctyfsténu tedy vypocitame pomoci vzorce

V_l a3 a\/g_a3\/18_a3\/§
T3 4 3 36 12
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Tézisté ctyrsténu

Vvt WVt

Jak jiz vime z ptedchozi kapitoly tézisté Ctyisténu déli téznice v poméru 3: 1. Teziste

pravidelného Ctyfsténu se nachazi v i jeho vysky.

Plati tedy
1 av6 avVé
IToT| = |TpT| = |T,T| = |T5T| = 13 -1z
a dale
3 av6 ave
TAl =ITB| = ITC| =|TD| = 7+ —= = ——

vvvvvvvv
Vv v

Yo 3, . < « < 1,
Ctyisténu je rovna 5 vysky a vzdalenost t¢Zisté od vSech stén je rovna " vysky.

Kulova plocha opsana pravidelnému ¢tyisténu

A%

Vv

Obrazek 44 - Kulova plocha opsana pravidelnému ctyrsténu
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Kulova plocha vepsana pravidelnému ¢tyisténu

Vv

Polomér p kulové plochy vepsané pravidelnému Ctyfsténu je roven vzdalenosti tézisté

télesa T od libovolné stény tcélesa. Vime, Ze polomér je roven i vysky Ctyfsténu. Nyni

si ukdzeme druhy zplsob viipoctu. Dotykovymi body sféry jsou stiedy stén. Vezméme

Obrazek 45 - Kulovd plocha vepsana pravidelnému ctyrsténu

Pro pteponu tohoto trojuhelniku plati

3a\/5_a\/3
4 3 4’

|DS,| =
nebot’ bod S, se nachazi v i télesové vysky.

O odvésné DT, vime, Ze bod T, leZi ve g délky sténové vysky a tedy plati

|DT|—2 a\/§_a\/§
al™3 2 3"

Polomér je tedy roven

2

— DS, | = (a_\/€)2_<a_\/§) 6a2_3a2_ a a ﬁ
p=1El= 1 3 ) ~J16 9 Y2z 2v6 V6

A

Obrazek 46 - Polomeér kulové plochy vepsané pravidelnému ctyrsténu
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“Pravidelnému ctyrstenu ABCD vepiste téleso tak, Ze jeho vrcholy jsou v tezistich stén

daného ctyrstenu” [21, s. 130].

Spojnice t€zist’ vytvori téleso, které ma Ctyii vrcholy, Sest hran a étyfi trojuhelnikové

stény. Pravidelnému Ctyfsténu je vepsan opéet pravidelny Ctyistén.

D

Obrazek 47 - Pravidelny ctyrsten vepsany do pravidelného ctyrsténu
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3.2 Ortocentricky Ctyfstén
Ctyfstén se nazyva ortocentricky, pokud se viechny jeho vysky protinaji v jednom bodé
— ortocentru Ctyisténu. Nejprve si odvodime nékolik duleZitych tvrzeni tykajicich

se tohoto typu ¢étyfsténu.

Tvrzeni 1:
Jsou-li dve protilehlé hrany ctyrstenu navzajem kolmé, vysky ctyrsténu, které vychdzeji

Z vrcholu jedné z hran, se protinaji [18].

Obrazek 48 - Vysky v, a vy ortocentrického ctyrsténu

Diikaz: [18]

Necht' hrany AD a BC &tyisténu ABCD jsou vzajemné kolmé a tuseCky AA; a DD,
jsou vysky Ctyfsténu ABCD. Pokud je A = D;, pak je tvrzeni pravdivé, protoze vysky
prochazeji bodem A. Pokud je D = A4, je tvrzeni také pravdivé, protoze vyska prochazi
bodem D. Neni vSak mozné, aby rovnosti A = D; a D = A, platili soucasné, protoze
pak by hrana AD byla kolma sou¢asné¢ na rovinu BCD a BCA, coz by znamenalo,

Ze jsou tyto roviny rovnob&zné.

Necht je nyni A#D; a D # A;. Pak BC L AD a BC L AA; . Ztoho vyplyva,
7ze hrana BC je kolma na rovinu ADA,. Podobné¢ z BC L AD a BC L DD, plyne,
7e hrana BC je kolma na rovinu ADD;. Avsak skrze AD nemohou prochazet dvé rtizné
roviny kolmé na hranu BC. Proto se roviny ADA; a ADD, shoduji. Necht rovina protina
hranu BC vbodé¢ P. Pak AA; a DD; jsou vysky v trojuhelniku ADP,
a proto se protinaji. Analogicky dokdZeme, Ze se protinaji 1 vySky vychazejici

z vrcholu hrany BC.
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Tvrzeni 2:
Pokud se dve vysky ctyrsténu protinaji, je hrana, ze které vysky vychazeji, kolma na jeji

protejsi hranu [18].

Diikaz: [18]

Necht se vysky AA; a DD; protinaji a rovina r je jimi definovana. (Vime, ze AA; a DD,
jsou riizné.) Z poznatku, ze plati BC L AA; a BC L DD, vyplyva, ze BC L m. Hrana BC
je kolma na kazdou ptimku roviny 7, tedy i na hranu AD. V tom ptipad¢, podle tvrzeni 1,

se protinaji vySky Ctyisténu, které vychazejici z krajnich boda hrany BC.

Tvrzeni 3:
Pokud jsou dva pary protilehlych hran ctyrstenu vzdajemné kolmé, je i treti par

protilehlych hran vzajemné kolmy [18].
Dukaz tohoto tvrzeni nalezneme v [18, s.105].
Tvrzeni 4:

Nutnou a postacujici podminkou pro ortocentricky ctyrsten je, ze dva pary protilehlych

hran jsou vzdjemné kolmé [18].

Diikaz tohoto tvrzeni nalezneme v [18, s.105].

Tvrzeni 5:

Kazda vyska ortocentického ctyrsténu protind svou prislusnou sténu v jejim ortocentru

[13], [18].

' C

Obrazek 49 - Vyska ortocentrického ctyrstenu prochdazejici ortocentrem stény
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Diikaz: [13]

Hranou AB miZeme prolozit rovinu 7= kolmou k €D, nebot” hrany AB, CD jsou navzajem
kolmé. Rovina  nutné obsahuje télesovou vysku AA;, nebot v roviné m lezi vSechny
kolmice k roviné BCD, které protinaji hranu AB. A pfitom plati BA; L CD. To znamena,
ze ptimka BA; je vySka stény BCD. Stejné bychom ukazali, ze CA; (DA;) je vySka
trojuhelnika BCD jdouci vrcholem C (D). Odtud vyplyva, ze bod A; je ortocentrem stény
BCD. To, co jsme fekli o vrcholu A4, plati i o vrcholech B, C, D, a tim je vyslovena véta

dokazana.

Tvrzeni 6:
Nutnou a postacujici podminkou ortocentrického ctyrstenu je, ze jeho bimedidny (usecky

spojujici stredy protilehlych hran) maji stejnou délku [18].

Dukaz nalezneme v [18, s. 107].

., V ortocentrickém ctyrsténu prochdzeji vSechny jeho télesové vysky tymz bodem* [13,
s.44].

Obrdzek 50 - Vysky ortocentrického ctyisténu
Diikaz:
Ozna¢me dany cCtyistén ABCD a paty télesovych vysek A4, By, C;, D; (viz Obrazek 50).
Vzhledem k tomu, ze hrany AB,CD sviraji pravy uhel, protinaji se télesové vysky
spusténé z vrchold C, D. A jelikoz jsou k sobé kolmé hrany AC, BD, protinaji se télesové
vysky z vrcholt B, D. Ponévadz jsou k sobé kolmé i hrany AD, BC, protinaji se i vysky
z vrcholil B, C. TaktéZ se protinaji 1 vysky z vrcholli A,B a A,C a A,D. Tedy kazdé
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dvé télesové vysky daného Ctyfsténu se protinaji, a to je mozné pouze v téchto dvou
ptipadech:
1) lezi-li vSechny télesové vysky v téZe roviné
2) télesové vySky nelezi v téZe roviné, ale prochazeji tymz bodem — ortocentrem
Ctyfsténu.
Prvni pfipad nastat nemtize, protoze vrcholy Ctyfsténu nelezi v téZe roviné. Nastat tedy

muze pouze druhy ptipad, ¢imz je tvrzeni dokazano.

., V ortocentrickém ctyrsténu existuje kulova plocha, kterd obsahuje stredy vsech hran

a paty stéenovych vysek. (Tzv. prvni kulova plocha dvanacti bodii.) Jeji stred splyva

Vvoev

D

C
Obrazek 51- Ortocentricky ctyrstén a jeho kulova plocha dvanacti bodii prvniho typu

Dukaz tohoto tvrzeni nalezneme naptiklad v publikacich [2], [13], [25], ze kterych byl
tento diikaz zpracovan.
Diikaz:
l. Necht’ je dan ortocentricky Ctyistén ABCD. V jedné jeho sténé, napt. v ABD,
sestrojme kruznici k, deviti bodli. Vime, Ze prochazi stiedy Sy, S4, S¢ hran
AB,AD, BD a patami Py, P,, P, vysek sestrojenych z vrcholu D, B, A ve sténé
ABD. Sttedem S3 hrany AC a kruznici k,, je urcena jedind kulové plocha y,
nebot’ bod S3 nelezi s kruznici k, Vjedné rovin€. Tato kulova plocha

je rovinou ABC protata v kruznici kg. Tato kruznice obsahuje stied S; hrany
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AB, stifed S; hrany AC a patu P; sténové vysky z vrcholu € na hranu AB.
Témito tfemi body je urend jedind kruznice, jedné se o kruznici deviti bodu
trojuhelniku ABC. Déle protina kulova plocha y sténu ACD v kruznici deviti
bodl kg a st€énu BCD V kruznici deviti bodld k. JelikoZ tyto kruznice
prochézeji sttedy hran AB,AC,BC,AD,BD,CD a patami sténovych vysek,

prochazi témito body i kulova plocha y. Timto je vyslovena véta dokézana.

Obrazek 52 - Kulova plocha dvanacti bodii a kruznice deviti bodii stéen ABC, ABD

Na Obrazku 53 je O, ortocentrum stény ABD a splyvd s pravothlym
primétem C; vrcholu € do roviny ABD. Body T, a S, jsou téZiSt€ a stied
kruznice opsané trojuhelniku ABD. Vime, ze T, lezi mezi S, a O, a ze plati
|0,T,| =2+ |T,S,|.
OznaCme F, stied kruznice k, deviti bodd. Bod T, lezi mezi body F, a S,
a plati o ném
7,5,0=2- [FT,]

a proto F, je stied usecky 0,S,. Pokud budeme pocitat dale, ziskame
|FV | |T | ' |OYTV| = Z |0YTY|'

Stied S kulové plochy dvanacti bodi prvniho typu lezi na kolmici sestrojené

vbod¢ F, k roviné¢ ABD. Podle posledni rovnice prochazi tato kolmice

A%
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stény Ctyfsténu, zjistili bychom, ze stfed kulové plochy y splyva s tézistém

Ctyfsténu.

Polomér kulové plochy y je roven polovin€ poloméru kulové plochy opsané

danému Ctyfsténu.

Obrazek 53 - Kruznice deviti bodii a kruznice opsana sténé ABD
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., V ortocentrickém ctyrstenu existuje kulova plocha, ktera obsahuje téchto dvandact bodhii:
omezenou ortocentrem ctyrsténu a vrcholem ctyrsténu, pri cemz vetsi dil je pri vrcholu.

Polomer této kulové plochy je roven jedné tretine poloméru kulové plochy, opsané
danému ctyrstenu. (Tato plocha se nazyva druhd kulova plocha dvandcti bodii.)“ [13,

s.49].

cC

Obrdazek 54 - Ortocentricky ctyrstén a jeho kulova plocha dvandcti bodii druhého typu

Dukaz tohoto tvrzeni nalezneme naptiklad v publikacich [2], [13], [25], ze kterych byl

tento diikaz zpracovan.

Diikaz:

Nejprve si ukazeme, ze na kulové ploSe p opsané danému cCtyisténu ABCD lezi osm
dilezitych bodu a poté piejdeme k dikazu této véty.

Teziste sten ABC,ABD,ACD,BCD ozname po ftade¢ Ts,T,, T, Tq. Paty vySek
sestrojenych z vrcholt A, B,C,D na prot&jSi stény oznaCme postupné O, Og, Oy, Os.
Tyto ¢ty body jsou zaroven ortocentry piisluSnych stén. Ortocentrum daného Ctyisténu

oznac¢ime O.
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Obrazek 55 - Eulerova primka trojihelniku BCD

Prasecik polopiimky AO, s kulovou plochou p ozna¢ime O;. Polopiimka
DO, protne hranu BC v bod¢ P a kulovou plochu p v bodé K;. Bod K;lezi
v rovin¢ BCD, a proto je bodem kruznice k;, ktera je opsana trojuhelniku
BCD a je tezem plochy p rovinou BCD. Proto plati |[PO,| = |PK,]|.
Poloptimka AOg protne hranu BC v bodé P a kulovou plochu p v bodé K, .
Pro bod K, plati |POs| = |PK,|. Rovina ADP protina kulovou plochu p
Vv kruznici (viz Obrazek 56), ktera prochazi body 4, D, 04, K;, K,. Pravotihlé
trojahelniky 0, K; 04, O,PO jsou podobné, protoze plati

|*ADK;| = |®A0,K;|

|*«0PO,| = 90° — |*xADK;|

|%0,K.01] =90° — [XAO0;K,]|.
Z poslednich dvou rovnic vyplyva

|2OPO,| = |20,K104]
a zminéné¢ dva trojuhelniky jsou tedy skute¢né¢ podobné. Jejich strany,
které si v podobnosti odpovidaji, jsou vV poméru
1004 : [POg| = 10404 : [OgKq].

MiuZeme tedy fict, Ze podobnost mezi témito trojihelniky ma koeficient
podobnosti rovny dvéma.
Stejnym  zplisobem bychom provedli dikaz i pro body 0,0, 0;;
0,0,,053; 0,0, 0,.
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Obrdazek 56 - Podobnost pravouhlych trojuhelnikii Oy K, 04, O, PO

Na poloptimce OT, za bodem T, sestrojme bod T; tak, aby platilo
IT,Ty] = 2+ |0T,|.
Dale ozna¢me S; stted kruznice k; opsané trojuhelniku BCD . Sestrojme
kolmici o bodem S; k roviné¢ BCD. Piimka o je rovnobézna s pfimkou 00,
a prochazi stfedem S kulové plochy p. Body O,,T,,S; lezi na Eulerové
ptimce e; trojthelniku BCD. (Vice o Eulerové piimce [4, s. 50, Obrazek 39])
Tudiz bod T, lezi mezi body S; a 0, a plati
[0 Tl = 2+ 81T,
Na Obrazku 57 je znazornény detail v roviné 00, . Tato rovina obsahuje

ortocentrum O a body T,, T;. Prusecik piimky o s ptimkou OT; oznaéme Q.

Potom je
0T, =310T,|.
] 1
I I
I 61 |
I 1
: [
\ '.'“TT‘]
Sy ) :
___________ ll—-;..'-—“"'-_—--—-|——-———--—
Q I o
e T

Obrazek ST - Znazorneény detail primek v roviné 00,
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Z podobnosti trojuhelniktt QT,S,, 0T,0, a z vySe uvedenych vztahli plyne

1 3
10Q] = 0T, + ITQ1 = 10T, | =5 10T,| =5+ 10T, =

=21 on =1 jomy)
2 3 2

Odtud vidime, Ze ptfimka o prochazi stredem usecky OT; a jelikoz pifimky
0,00, jsou navzajem rovnobé&zné, prochazi i stiedem tsecky T;0,. Body
T;, 04 jsou tedy soumérné sdruzené podle piimky o, coZz znamena, ze bod T;
lezi na kulové ploSe p, protoze tato plocha je soumérna podle kazdého svého
priméru. Obdobné miizeme dokézat, ze na kulové plose p lezi 1 body
T,,T5,T,. Zjistili jsme, Zze na kulové ploSe p lezi krom¢ vrcholl ctyfsténu
i body 0,,0,,050,7T,,T,Ts T, Ortocentrum O tohoto <tyfsténu
povazujme za stied stejnolehlosti s koeficientem % Tim zminénych osm bodu
prejde v body O, Og, 0y, 05 - ortocentra jednotlivych stén, Ty, Tp, Ty, Ts —
tézist¢ jednotlivych stén. Vrcholy ctyfsténu piejdou po fadé do bodl
F4, Fg, Fe, Fp, které lezi na télesovych vySkach cCtyfsténu, a to tak, Ze
|0F,| ==+ |0Al, 10Fg| =5-10Bl, |0F| =3-10C| a|0Fy| =5-10D.
Pii tom bod F, lezi mezi body 4,0, bod Fz mezi body B, 0 atd. V dané
stejnolehlosti kulové plose p odpovida kulova plocha t, jejiz stied S, je v nasi

stejnolehlosti obrazem stfedu S kulové plochy p. Plati
1

kde S; lezi mezi body O,S. Polomér plochy 7 je roven tietiné poloméru

plochy p.
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Obrazek 58 - Kulové plochy p a t ve stejnolehlosti se stredem v O
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3.3 Stejnosténny Ctyistén

Nazev tohoto Ctyfsténu je nejednozna¢ny a muzeme se setkat s mnoha rtiznymi nazvy.
Naptiklad Horak v [13] pouziva oznaCeni Ctyistén, jehoz protéjsi hrany jsou shodné,
v publikaci [18] se setkdvame snazvem paBHOCTpaHeH TeTpaeabp (ravnostranen
tetraedlir) a Vv ¢lanku [7] S pojmenovanim Equifacial Tetrahedra (rovnosténny Cci
stejnosténny  Ctyistén).  Dalsimi  nazvy, které jsou uvedeny napiiklad

v [5], jsou napiiklad sphenoid, bisphenoid, isosceles tetrahedron a disphenoid.

Ctyf'stén se nazyvd pravidelny, pokud jsou jeho hrany stejné. Ekvivalentné,
je to ten ctyrsten, jehoz steny jsou shodné a rovnostranné. Kdezto ctyrsten ABCD
nazyvame stejnosténny, jestlize jsou jeho stény shodné, ale ne nutné rovnostranné.

To nastane prave tehdy, kdyz

|AB| = |CD|, [|AC| = |BD|, [BC| = |AD], [71, [18].

Obrazek 59 - Stejnosténny ctyistén — popis hran
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»Je dan kvadr ABCDEFGH . Trojuhelnik, sestrojeny z jeho tii riznych sténovych
uhlopricek, je ostrouhly. Dokazte“ [13, s.54].

B

Obrazek 60 - Stejnosténny ctyistén vepsany do kvéadru
Diikaz: [13]
Tvrzeni dokdzeme pro trojihelnik BDE , nebot vSechny ostatni trojihelniky,
které sestrojime ze tii riznych sténovych thlopticek, jsou s nim shodné — délky stran
trojuhelnikii jsou a, b, c. Délky hran kvadru ozna¢ime nasledovné

|AB| = x,|BC| =y, |BF| = z.
Potom délky stran trojuhelniku BDE jsou

IDE| = a = \/[y? + 22

|EB| = b = +/x? + z2

IBD| = ¢ = /x% +y2.
Nyni chceme ovéfit, Ze trojuhelnik je ostrouhly, proto ozna¢me

¢ = 4<BDE,
pti¢emz plati
¢ € (0°;180°).
V trojuhelniku BDE plati kosinova véta
|BE|? = |BD|? + |DE|> — 2+ |BD| * |DE| - cos ¢,

po dosazeni délek stran dostavame nasledujici rovnici

Po tprave dostdvame vztah

y2

R

COoS
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Jelikoz pro vyraz vzdy plati
2

y
JO?+22) - (x2 +y?)

uhel ¢ je ostry, ¢imz je dtikaz ukoncen.

> 0,

., Ctyi'stén, jehoz protéjsi hrany maji stejnou délku, je omezen ostrovhlymi trojithelniky

navzdajem shodnymi“ [13, s. 56].

Obrdazek 61 - Rovnobéznostén opsany stejnosténnému ctyrsténu

Diikaz:

Danému ctyfsténu opiSme rovnobéznostén NDOBAQCP. Vzhledem k tomu, Ze protéjsi
hrany Ctyfsténu jsou shodné, pak se jedna o kvadr. A vSimneme-li si jedné jeho stény,
napt. NDOB, zjistime, Ze jeji thlopticka BD je hrana Ctyisténu ABCD a druha uhlopficka
NO je rovnobéZna s hranou AC, tj. s hranou, ktera je k hran€ BD protilehld. Obdobné

tvrzeni plati o Ghlopfickach vSech stén sestrojeného rovnobéznosténu.

Nyni si sta¢i vS§imnout, Ze VSechny trojuhelniky, které vymezuji étyfstén, jsou shodné,
nebot’ délky jejich stran jsou a,b,c. A zptedchoziho tvrzeni vime, Ze se jedna

o trojuhelniky ostrotithlé. Tim je vyslovené tvrzeni dokézano.
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Primky, spojujici stiedy protéjsich hran stejnosténného ctyrsténu, jsou kolmé k tem

hranam, které puli [13].

Obrazek 62 - Stredni pricky ve stejnostenném ctyrsténu

Diikaz: [13], [18]
Ve ctyisténu ABCD oznaéme stiedy hran AB,AC,CD,BD postupné H,G,F,E .
Z véty sss 0 shodnosti trojuhelniku plyne, Ze
A BCD = ACDA
a potom i sobé& odpovidajici téznice jsou shodné. Plati tedy
|BF| = |FA|,

a proto je trojuhelnik BFA rovnoramenny. Piimka FH je osou soumérnosti trojihelniku
BFA neboli

FH 1 AB.
Obdobné v trojuhelniku DHC plati

FH 1 DC.
Tim jsme dokazali, Ze ptimka HF je kolma na hrany AB, CD, které puli. U zbylych dvou
stiednich pticek se dikaz provadi stejn¢ a plati

EG L BD,EG L AC al] L AD,I] 1 BC.

A tedy pfimka EG puli hrany BD, AC a ptimka IJ puli hrany AD, BC.
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Obrazek 63 - Teziste jako priisecik strednich
pricek ve stejnosténném ctyrsteénu

Dikaz: [13], [18]

Ozna¢me stfedy hran Ctyfsténu ABCD postupné S; az Sg a t€ZiSt€ jednotlivych stén
Ctyisténu postupné T, az Ts (viz Obrazek 63). Téznice DS; trojuhelnika ABD a téznice
jednak stredni pricku S;Ss a tudiz i prasecik S vSech stfednich pFicek. AvSak body T, S
lezi vkazdé roviné urCené dvéma raznobéznymi téZnicemi. Dusledkem toho je,

Ze oba tyto body splyvaji. Popsané roviny maji spole¢ny jediny bod.

Ze shodnosti trojuhelniktt ABC, ABD plyne i shodnost sténovych téznic |[DS;| = |CS,].
Oznacime-li T, T5téZist€ stén ABD, ABC, plati téz |S;T, | = |S;Ts|. Déle je trojihelnik
CS,T, shodny s trojihelnikem DS; Ts podle véty sus, nebot

|DS1| = |CS4]

|SlTy| = |5:Ts|

|« CS1T,| = [«DS;Ts|.
Odtud pak mame |CT, | = |DTs|. Podobn¢ se dé ukazat, ze
|ATy| = |BTg| = |CT, | = IDTs,

Vv v
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Vsechny télesové vysky ctyrsténu, jehoz protéjsi hrany jsou vzdjemné shodné, maji

shodnou délku [13], [18].

Dikaz:

Télesové vysky daného CcCtyisténu ABCD sestrojené z vrcholi A,B,C,D oznaéme

postupné vy, vy, 3, V. Objem V Ctyisténu ABCD je pak
1 1 1 1

V= §SABC Vg = §SABD ‘U3 = §SACD Uy = §SBCD " Uy

Ale jelikoz obsahy stén si jsou rovny, pak plati
v1= 172= 173= 174,

jak jsme chtéli dokazat.

V kazdém stejnostenném ctyrsténu splyvaji nasledujici 4 body: stied kulové plochy

Vvoev

Dukaz: [18]

Jelikoz pro obvody jednotlivych stén ¢tyisténu ABCD plati
1) 01 = 03 = 03 = 04,

pro soufadnice stiedu kulové plochy Ctyi'sténu vepsané plati

s = 014 + 0,B + 03C + 04D

18,s.64
) v 01+ 0, +05+0, [18,5.64]
a pro soufadnice t&zisté plati
A+B+C+D
©) T = 7 [18,5.55 — 56],[7,s. 2].

Kdyz vezmeme v tivahu rovnici (1) pak nastane rovnost rovnic (2) a (3) jinymi slovy

A%

2%

plochy opsané S, symetricky podle T [18, s. 88], pak je M = S,,.
Platitedy S, =S, =M =T.
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Ve stejnostéenném cCtyrstenu maji stredni pricky délky rovné nejvyse 1. Ukazte, ze délky

hran tohoto ctyisténu maji délky rovné nejvyse N2 [13].

Obrazek 64 - Stredni pricky ve stejnosténném ctyrsténu

Diikaz:

Danému Ctyisténu opiSme rovnobéznostén GCEABHDF . Vzhledem k tomu, ze protéjsi
hrany ¢étyfsténu maji shodnou délku, pak se jedna o kvadr. Pokud maji stfedni piicky
délky rovné nejvyse 1, pak i rozméry kvadru jsou rovné nejvyse 1, nebot stfedy hran
Ctyfsténu jsou zaroven stiedy stén kvadru. Plati tedy

S1S5 11 GC, S,84 I CE, S3S5¢ 1| CH.

Hrany ctyfsténu jsou sténové thlopricky kvadru, proto mizeme snadno spocitat jejich
délku pomoci Pythagorovy véty. Jsou-li rozméry kvadru rovny nejvyse 1, pak je délka

hrany skute¢né rovna nejvyse V2.

Podle [5] a [35] miZeme rozlisit rizné typy disfenoidu (stejnosténnych Ctyfsténi).

Pokud jsou stény disfenoidu rovnostranné trojithelniky, jedna se o pravidelny Ctyfstén.

Jestlize jsou stény rovnoramenné trojuhelniky, pak jej nazyvame tetragonal disphenoid.

Jsou-li stény Ctyfsténu tvofeny riznostrannymi trojuhelniky, nazyvame jej rhombic

disphenoid. Stény obou disfenoidu (tetragonal i rhombic) jsou ¢tyfi shodné trojuhelniky.

Existuji dalsi dva typy disfenoidi, které jsou zobecnénim disfenoidu. Tyto zobecnéné
disfenoidy maji dva pary shodnych stén. Prvnim typem zobecnéného disfenoidu

je diagonal disphenoid, jehoz stény jsou tvofeny dvéma pary riznych rovnoramennych

trojuhelnikt. Druhym typem zobecnéného disfenoidu je phyllic disphenoid, jehoz stény

jsou tvofeny dvéma pdary riznych riiznostrannych ¢i rovnoramennych trojihelnikd.
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|KL| =8.18 em
|LN| = 7.03 cm
* |[KN|=7.03 cm
! |[MN|=8.18 cm
: |LM|=8.18 cm
! |KM|=8.18 cm
: sténa KLM =23.41 cm?
% sténa KLN =23.41 cm?
sténa LMN =23.41 cm?
sténa KMN =23.41 cm?

Obrazek 65 - Tetragonal disphenoid

|[UR| =7 cm
|IRS|=7.5¢cm
|IRT|=58cm

sténa RST = 19.4 cm?
sténa STU=194 cm?
sténa RTU = 19.4 cm?
sténa RSU = 19.4 cm?

Ravatesenrenensrncannetnn,,,

R

.---.........'. :_.
a “evenasd

Obrazek 66 - Rhombic disphenoid

|EF|=7.2cm
|EG| =6.4 cm
|[FG]|=64cm
|GH|=3.5¢cm
|[EH|=6.4cm

sténa EFG = 19.1 cm?
sténa FGH = 10.7 cm?

Obrdzek 67 - Diagonal disphenoid

|OP| =9.2¢cm
Q , |RO|=8cm
|QP| = 8cm
|QR| = 4.5¢cm
|IPR| =6.5cm
|Q0| =6.5¢cm
sténa OPR = 25.5 cm?
a sténa PQR = 14.8 cm?

Obrazek 68 - Phyllic disphenoid
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Nekteré tetragonalni disfenoidy mohou vyplilovat prostor a tvofit tzv. vostiny. Ptikladem
je disfenoid, jehoZ vrcholy maji soufadnice A = [—1;0;0], B =[1;0;0], C = [0; 1;1],
D = [0; 1; —1]. Kazda jeho sténa je rovnoramenny trojuhelnik s délkami hran /3, /3, 2.

Tento tetragonalni disfenoid vypliuje prostor [5].

I

L R

Obrazek 70 - Vyplnovani prostoru [28]

S pojmem disfenoid se miizeme setkat i v mineralogii. Jedna se o uzavieny krystalovy
tvar, ve kterém se stiidaji dvé horni a dvé spodni plochy po 90°. Podle symetrie
rozliSujeme rombicky disfenoid a tetragonalni disfenoid. Rombicky disfenoid ma dvé
horni plochy a dvé dolni plochy, které jsou symetricky usporddany podle tii vzajemné
kolmych dvojcetnych rotacnich os symetrie. Oproti tomu tetragonalni disfenoid ma dvé
horni plochy a dvé dolni plochy, které jsou symetricky uspotadany po 90° podle ¢tyicetné

inverzni osy symetrie [33].
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3.4 Pravouhly c¢tyistén
Ctyfstén, jehoZ tii stény tvoii pravouhlé trojuhelniky s pravym thlem u spole¢ného
vrcholu téchto stén, se nazyva pravouhly. Tento Ctyistén dostaneme jednoduse tak,

ze utizneme $picku ¢tyfbokého hranolu (viz Obrazek 71).

Obrdazek T1 - Pravouhly ctyrstén jako seriznuti vicholu krychle

Sténa BCD, ktera lezi naproti vrcholu A s pravymi thly, se nazyva zakladna Ctyfsténu.
Hrany AB, AC, AD, které jsou K sobé kolmé, se nazyvaji ramena ¢tyisténu [18], [36].

D

Obrazek T2 - Pravouhly ctyrstén
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Povrch pravothlého ¢tyisténu

Pokud maji ramena délky a, b, c, pak povrch tohoto ¢tyfsténu vyjadiime jako soucet

obsahti jednotlivych stén. Pro vypocet obsahu zédkladny vyuzijeme Heronliv vzorec.

D

Obrazek T3 - Povrch pravouhlého ctyrsténu

Povrch pravouhlého ¢tyisténu vypocitame nasledovné

1
S=SO+Sl+SZ+S3=E-<\/a2b2+a2c2+b2c2+ac+ab+bc).

Objem pravouhlého étyisténu

Vyjdeme z poznatku, Ze Ctyistén ABCD je trojboky jehlan a pouZijeme vzorecek

pro vypocet objemu jehlanu V = é-Sp - v¢, kde S, je obsah podstavy a v, je t€lesova

vyska. Jako podstavu si zvolime napf. sténu ABC, jeji obsah je S, = % bc.

: VYRR ros ; b
Objem ctyfsténu tedy vypocitame pomoci vzorce V = %.
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Ortocentrum pravouhlého ¢tyfsténu

V kapitole 3.2 jsme si fekli, Ze pokud existuje ortocentrum ¢tyfsténu, pak vysky Ctyfsténu
prochazeji ortocentry stén. Jak mizeme vidét na Obrazku 74, vySky vg, v, Vs prochazeji
vrcholem A, nebot stény S, y, § jsou pravouhlé trojuhelniky. Vyska v, vychazi z vrcholu

A kolmo na sténu a. Tudiz se vSechny vysky Ctyfsténu protinaji ve vrcholu A, ktery je

ortocentrem pravouhlého Ctyisténu ABCD.
D

Obrazek 74 - Ortocentrum pravouhlého ctyrsténu

Tézisté a kulové plochy pravouhlého ¢tyrsténu
D

D

B

Obrazek 76 - Kulovd plocha opsand a vepsand pravouhlému ctyrsténu
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34.1 De Guaova véta

Tato véta je prostorovym zobecnénim Pythagorovy veéty, kterd plati v pravothlém

trojuhelniku. Svréek v [27] tuto vétu nazyva Faulhaberova véta.

Druhd mocnina obsahu zakladny pravouhlého ctyrstenu se rovnd souctu druhych mocnin

obsahii zbylych sten [34].

Diikaz:
V libovolném pravouahlém ¢tyisténu ABCD s pravymi thly ve sténach ¢tyisténu u vrcholu
A podle de Guaovy véty plati nasledujici rovnost

Step = Sisc + Sisp * Shcp-

Dosadime-li obsahy jednotlivych stén, dostdvame

va2b? + a?c? + b?c? 2 _(ac\?  ab 2 be\?
; -(3) +(3) +(3)

a po uprave ziskame

a’b? + a®c? + b?c? 3 a®c? N a’b? N b?c?
4 4 4 4’

¢imz je diikaz hotov.
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4 Prostorové zobecnéni kruznice deviti bodua

V této kapitole se budeme zabyvat méné znamou vlastnosti trojuhelniku. Nejprve
si uvedeme definici kruznice Sesti a deviti bodl a poté se budeme zabyvat jeji prostorovou
analogii. Ukazeme si, zda lze nalézt prostorovou analogii pro ¢tyistén, piipadné

si odvodime podminky, za kterych prostorové zobecnéni existuje.

4.1 Definice kruznice deviti bodu
Pfipomenime si nejprve pojem kruznice deviti bodii, se kterou jsme se setkali
v roviné. Uvedeme si dva mozné zpusoby popisu kruznice deviti boda. Tyto popisy
odpovidaji dvéma raznym zavedenim ortocentra trojuhelniku, které jsme uvedli

v kapitole 2.6.

Klasicky popis kruznice deviti bodu trojuhelniku ABC tika, Ze to je takova kruznice,
ktera prochazi stredy stran, patami vysek a dale stiedy tsecek spojujicich ortocentrum
s vrcholy [4].

Obrazek 77 - Kruznice deviti bodii

Klasickou definici kruznice deviti bodti miizeme pieformulovat a mluvit tak o kruznici
Sesti bodu trojuhelniku ABC . Ta prochazi pravouhlymi praméty stredu kruznice
trojuhelniku opsané na jeho strany — body S, Sp, S, dale prochazi pravoahlymi praméty
poten¢niho stredu kruznic kg, k, a k. (definovanymi v kapitole 2.6) na strany
trojtihelniku — body P,, Py, P. [1].
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Obrazek 18 - Kruznice Sesti bodii

Vidime, Ze pro trojuhelnik je kruznice Sesti bodu totozna s kruznici deviti bodd. Stiedem
této kruznice je stied usecky spojujici ortocentrum (resp. potenéni stied) se stredem
kruznice opsané trojuhelniku ABC. Polomér kruznice deviti bodd je roven poloving

velikosti poloméru kruznice trojahelniku opsané.

Prostorovou analogii kruznice deviti bodu jsou kulové plochy. Jednou z nich je kulova
plocha dvanacti boda prvniho typu, dal§i z moznych analogii je kulova plocha dvanacti
bodl druhého typu. Oznaceni prvni a druhy typ neni ve vSech publikacich stejné, proto
budeme vychazet ze znaceni, které je uvedeno v [13] a [23]. Kulovou plochou dvanacti
bodu prvniho typu se budeme zabyvat nejdiive, nebot’ existuje pouze pro ortocentricky
Ctyfstén. Kulova plocha druhého typu vSak nejlépe odpovida rovinnému piipadu.
Jelikoz chceme co nejvice zdiiraznit analogii prostorovych a rovinnych ttvarti, budeme
se touto kulovou plochou zabyvat i pro ¢tyistény neortické. Nebot” z kapitoly 3.2 vime,

ze pro ortocentrické Ctyi'stény existuji obé tyto kulové plochy.
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4.2 Kulova plocha dvanécti bodti prvniho typu

Kulova plocha je urcena stredy hran S;,S,,S53,54,55,S¢ a patami stenovych vysek
Py, P,, P;, P,, P, Po— Vviz Obrazek 79. Stiedem této kulové plochy je tézisté ctyisténu
T [10]. Na této kulové plose lezi kruznice deviti bodt jednotlivych stén, jak se mizeme
docist v [13] a[25]. V kapitole 3.2 jsme si odvodili existenci kulové plochy dvanacti bodt

prvniho typu pro ortocentrické Ctyfstény.

Obrdazek 79 - Kulova plocha dvanacti bodii prvniho typu

Kulova plocha dvanacti bodid prvniho typu neexistuje pro neortické ctyistény.
Jak je ziejmé z Obrazku 80, v neortickém ctyisténu nesplyvaji paty vysek vedené z
protéjsich vrcholi na jednu hranu. Pata kolmice z vrcholu B na hranu AC je oznacena Pg,
pata kolmice z vrcholu D na tutéz hranu je oznacena Pj,. Pak je ziejmé, ze kruznice deviti

bodii f5 a fp trojuhelnikit ABC a ACD se protinaji pouze ve stfedu hrany AC, a tedy

nemohou lezet na jedné kulové plose.

Obrdazek 80 - Kulovd plocha dvanacti bodii prvniho typu pro neorticky ctyrstén
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4.3 Kulova plocha dvanacti bodit druhého typu

Kulovou plochu dvandcti bodu pro ctyrsten ABCD s ortocentrem O jsme si definovali

v kapitole 3.2. Vime, ze prochazi tezisti sten , patami vysek O,, Og, 0,, O
a ddle body F,, Fg, F, Fpy, které lezi na useckach spojujicich vrcholy s ortocentrem,
a ktere vyhovuji podmince
|AFy| _ |BFg| _ |CFe| _IDFpl _2
| 40| |FgO| |FcO0l |FpO| 1

[13].

D

Obrazek 81 - Kulova plocha dvandacti bodit druhého typu

U ctyfsténli bez ortocentra je jeho pfirozenou ndhradou Mongetiv bod, kterym jsme
se zabyvali v kapitole 2.6.1. S vyuzitim Mongeova bodu odvodime existenci kulové

plochy dvanacti bodii i pro neortické Ctyfstény.

V neortickém ctyfsténu ABCD je dan jeho Mongetv bod M. Ozna¢me body usecek,
jejichz krajnimi body je Mongetv bod a vrchol ¢tyisténu, postupné Fy, Fg, F, Fp. Pro tyto
body plati

|AFsl _ |BFs| _ICF;| _IDFpl 2

| M| |FgM| — |FeM|  |[FpM| 17

Dale uvazujme v kazdé sténé Ctyfsténu patu vysky, pravouhly primét Mongeova bodu
do roviny této stény a ortocentrum trojuhelniku stény — na Obrazku 82 jsou to po fadé
body Op,Msa Os. Tyto body jsou kolinearni, tedy Ize definovat bod Ngs, ktery
je harmonicky sdruzeny s bodem Ogs vzhledem k bodim Mg a O,. Obdobnym zptisobem
zavedeme body N, Ng a N,,.
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body N, Ng, N, a Ns a body Fy, Fg, F¢, Fp. Stied této kulové plochy je bod, ktery déli
usecku spojujici Mongeiv bod a stied kulové plochy opsané v poméru 1: 2. Polomeér této

kulové plochy je roven jedné tretiné velikosti poloméru kulové plochy ctyrsténu opsané
[10], [25], [29].

U ctyfsténu S ortocentrem splyva v kazdé sténé pata vysky na tuto sténu S ortocentrem
stény a pravouhlym primétem Mongeova bodu (ortocentra). Splyvaji s nimi i body N,
a proto je kulova plocha dvanacti bodi ortického Ctyfsténu specidlnim typem takto

definované kulové plochy. D

Obrazek 83 - Kulova plocha dvanacti bodi druhého typu u neortickych ctyrsténii

Harmonicky sdruzené body jsou definovany nasledujicim vztahem: Necht jsou dany
kolinearni body K,L, M, N takové, ze bod M je vnitrni bod usecky KL a bod N vnéjsim
bodem usecky KL. Potom jsou body M a N harmonicky sdruzené vzhledem k bodiim K a

. o |KM| _ |KN|
L, pokud plati nasledujici vztah TR [32].

K M L N
Obrdazek 84 - Harmonicky sdruzené body
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4.4 Kulova plocha osmi bodl

Dalsi prostorova analogie kruznice deviti bodl vychazi z definice kruznice Sesti bodd,
kterou jsme si uvedli v kapitole 2.6. Prostorovou analogii kruznice Sesti bodt trojuhelniku
bychom mohli vyslovit nasledovné. Necht je S, stred kulové plochy opsané ctyrsténu
ABCD a P potencnim stredem ctyr kulovych ploch opsanym stenam ctyrsténu.
Potom paty kolmic vedenych z bodii S, a P na stény ctyrsténu lezi na jedné kulové plose.
Tuto kulovou plochu budeme nazyvat kulovou plochou osmi bodi. Stfed této kulové
plochy je stied tsecky S, P. Paty kolmic z bodu S, do rovin jednotlivych stén jsou stiedy
kruznic opsanych trojiihelnikiim stén, které budeme oznacovat S, Sz, S, S5. Paty kolmic
potenc¢niho stfedu P do rovin stén budeme oznacovat F,, Py, B, Ps [25].

D

Obrazek 85 - Paty kolmic z bodii S, a P na stény ctyrstéenu ABCD

B

Obrazek 86 - Kulovad plocha osmi bodii
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5 Zasobnik navrhi pracovnich lista

V této kapitole jsou popsany jednotlivé pracovni listy, které je mozné vyuzit na zakladni
1 stiedni Skole v hodinach stereometrie. Napady jsou zpracovany podle piedem zvolené
osnovy. Vzdy je uvedeno téma, vzdélavaci oblast a obor, tematickd oblast v RVP ZV
a RVP G, ucivo v RVP ZV a RVP G, ro¢nik, pro ktery je pracovni list ur¢en. Dale je zde
uvedena piedpoklddand casova dotace, cile aktivity, prosttedky a pomicky
a metodicky komentéf. Zadny z pracovnich listii nebyl prozatim ovéfen v praxi. Viechny

pracovni listy jsou autorské.

Jsou zde ¢tyfi navrhy pracovnich listd s nazvy: Sit’ pravidelného ¢tyfsténu, Pravidelny

Ctyf'stén, Pravidelny Ctyi'stén — modely, Krychle a ¢tyfstény.
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PRACOVNI LIST ¢&. 1 — Sit’ pravidelného &tyisténu
Autor: Katefina Cervenkové
Téma: Sit’ pravidelného Ctyisténu
Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Vzdélavaci obor: Matematika a jeji aplikace
Vzdélavaci predmét: Matematika
Tematicka oblast v RVP ZV: Geometrie v roviné a v prostoru
Ucivo v RVP ZV: zakladni utvary v prostoru — kvadr, krychle, jehlan, koule, kuzel, valec
Tematicka oblast v RVP G: Geometrie
U¢ivo v RVP G: geometrie v prostoru — polohové a metrické vlastnosti; zakladni télesa,
povrchy a objemy, volné rovnobé&zné promitani
Roénik: 9. ro¢nik ZS - 3. roénik SS
Piredpokladana ¢asova dotace: 20 minut
Cile aktivit:

e 73k by m¢l umét nacrtnout sit’ pravidelného ¢tytsténu

Prostredky a pomiicky: pracovni list, model pravidelného ctyisténu, tuzka, pravitko
Metodicky komentay:

Pracovni list je primarné ur€en pro procvi¢ovani v hoding, jedna se o rozsifujici ucivo
Stereometrie, konkrétné o téma tykajici se jehlanu. Zaci se nauci naértnout sit’ StyFsténu
podle modelu — uvédomi si, Ze povrch pravidelného Ctyfsténu je tvofen ctyfmi

rovnostrannymi trojuhelniky.
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Sit pravidelného &tyfsténu

MATEMATIKA
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Prohlédni si model pravidelného &Hyrsténu a naérini jeho sitr.

1. ndvrh sité pravidelného &tyfsténu

2. ndvrh sité pravidelného &tyFsténu

Obrazek 87 - Pracovni list ¢.1
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PRACOVNI LIST ¢&. 2 — Pravidelny &tyi'stén

Autor: Katefina Cervenkové
Téma: Pravidelny ¢tyfstén
Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Vzdélavaci obor: Matematika a jeji aplikace
Vzdélavaci predmét: Matematika
Tematicka oblast v RVP ZV: Geometrie v roviné a v prostoru
Ucivo v RVP ZV: zakladni utvary v prostoru — kvadr, krychle, jehlan, koule, kuzel, valec
Tematicka oblast v RVP G: Geometrie
U¢ivo v RVP G: geometrie v prostoru — polohové a metrické vlastnosti; zakladni télesa,
povrchy a objemy, volné rovnobé&zné promitani
Roénik: 9. ro¢nik ZS - 3. roénik SS
Piedpokladana ¢asova dotace: 30 - 40 minut
Cile aktivit:

e 73k by m¢l umét vysvétlit pojem pravidelny Ctyfstén a odvodit vypocet povrchu

a objemu

o 74k by mél umét popsat Ctyi'stén jako trojboky jehlan a sestavit jeho model

Prostiedky a pomiicky: pracovni listy, nizky, lepidlo, tuzka

Mezipiedmétové vztahy: ¢lovek a spolecnost

Metodicky komentai:

Pracovni list je primarné ur€en pro procvi¢ovani v hodiné, jedna se o rozsifujici ucivo
Stereometrie, konkrétng o téma tykajici se jehlanu. Rekla bych, Ze je diilezité, aby se Zaci
setkali i s pojmem Ctyfstén, nebot’ se jedna o trojboky jehlan. Na stfednich $kolach
by se Zaci méli setkat s pojmy pravidelny a polopravidelny mnohostén. A jelikoZ jsou
to pro zaky prazdné pojmy, volila bych seznameni s nimi pomoci siti téles a sestaveni
modeld, aby si je zaci mohli osahat a napfiklad si do tabulky zaznamenat pocty vrcholi,
hran a stén. Moznost osahat si model télesa, o kterém se v hodin€¢ mluvi, vyrazné zvysuje
jeho nazornost a usnadiuje porozumeéni tématu 1 u slabsich zakt a zak se SPU. Obrazky

byly pouzity z [15], [17], [24].
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Pravidelny & tyfstén

MATEMATIKA
Pravidelny étyfstén (tetraedr) je trojrozmérné téleso. jehoZ povrch je Platon

tvoren shodnymi rovnostrannymi trojihelniky. Pravidelny étyfstén radime
mezi pravidelné trojboké jehlany. Podle Platona je tetroedr symbolem
ohné.

1) Pomoci dané sité sestroj  model pravidelného Etyfsténu.

o Filvletech
42T-347 pFl.

. ﬁe,clq,l filosef, pedogog a

2) Vypli ndsledujici tabulku. VyuZij model z dlohy 1. matematik

o ZaloZil svou skelu

Pofet sten | Pocet hran | Pocet wrcholu | Typ steny | Pocet hran wwrcholu Akademie

. ﬁlkﬂ Ze podstatow svéta

jsou dokonald télesa

ohen - étyPstén
3) Jak bys vypoital objem Etysténu? Y
zemé - krychle
vzduch - osmistén

Jjsoueno - dvandctistén

voda - dvacetistén

4) Jak bys vypodital povrch étyFsténu? *  jsoucno = vicho. co
existuje

Q- O

st oy BRIt

Obrazek 88 - Pracovni list ¢.2
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PRACOVNI LIST ¢&. 3 — Pravidelny &étyfstén — modely
Autor: Katefina Cervenkové
Téma: Pravidelny ¢tyistén — modely
Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Vzdélavaci obor: Matematika a jeji aplikace
Vzdélavaci predmét: Matematika
Tematicka oblast v RVP ZV: Geometrie v roviné a v prostoru
Ucivo v RVP ZV: zakladni utvary v prostoru — kvadr, krychle, jehlan, koule, kuzel, valec
Tematicka oblast v RVP G: Geometrie
U¢ivo v RVP G: geometrie v prostoru — polohové a metrické vlastnosti; zakladni télesa,
povrchy a objemy, volné rovnobé&zné promitani
Roénik: 9. ro¢nik ZS - 3. roénik SS
Piredpokladana ¢asova dotace: 45 minut
Cile aktivit:

e 73k by m¢l umét vysvétlit pojem pravidelny ¢tyi'stén a sestavit jeho model

Prostredky a pomiicky: pracovni list, nizky, lepidlo

Metodicky komentay:

Pracovni list je primarné ur€en pro procvi¢ovani v hoding, jedna se o rozsifujici ucivo
Stereometrie, konkrétné o téma tykajici se jehlanu. Zaci se setkaji s vice moznymi modely
téhoz télesa. Moznost osahat si model télesa, o kterém se v hodin€é mluvi, vyrazné zvysuje
jeho ndzornost a usnadiiuje porozuméni tématu i u slabsich zaka a zakia se SPU.

Obrazky byly pouzity z [15], [22].
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MATEMATIKA Pravidelny & tyFstén - modely

1) Pomoci dané sit€ sestrojte model pravidelného &tyfsténu.

Sit wystrihnéte podél pinych Car. Podél Eérkovarych Car pak prehnéte, na volné presaky noneste lepidlo
a sestavie model télesa.

2) Pomoci dané sit€ sestrojte model pravidelného &+yfsténu.
Sit* wystrihnéte podél plnych Car. V tomto pripadé nenechivejte volné presahy nutné pro noneseni lepidla
- madel télesa bude driet pohromadé i bez lepeni. Podél £ drkovanych Ear pak pfehnéte tak, aby
patisténd strana papiry tvefila vnéjSek pFehybu, a sestavte model télese Viytvofime model pravidelného
Etyfsténu, ktery nebude mit jednu sténu

Obrdazek 89 - Pracovni list ¢.3
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Metodicky komentar ke skladani papiru
Obdélnikovy list papiru, jehoz vrcholy nazveme ABCD, pielozime na polovinu —
vytvotime osu obdélniku. Vrchol A pielozime na osu obdélniku, vzniknou body A a E.

Dale pielozime bod B na hranu ED a bod C na hranu EE".

D, c D, o]

B

(N
mt-..

A
Obrdzek 90 - Skldddni rovnostranného trojithelnika z papiru

Diikaz, Ze trojihelnik DEE'je rovnostranny

Vychazime z Obrazku 90. Plati, Ze |AE| = |EA’| z piekladu bodu A na osu obdélniku,
dale plati, ¢ A DAE = ADA'E . Usetka DA’ je osou soumérnosti pro bod E, jehoz
obrazem je bod E’, plati tedy |A'E| = |A'E’|. Usetka DA’ je spoletna pro AEA'D
a AE'A'D a jako osa soumérnosti je kolma k tseéce EE' . Z toho plyne,
7e AEA'D = AE'A'D dle véty sus, a proto plati ADAE = ADA'E a rovnéZ jsou
trojihelniky DAE, DA'E, DA'E’ pravotihlé. Uhel pii vrcholu D je tedy délen na tietiny,
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o

90
|8ADE| = |4EDA'| = |4A'DE’| = — = 30°.

Ze znalosti sou¢tu thll v trojuhelniku snadno odvodime, ze
|AEDE'| = 2-30° = 60° |4DEA'| = |4DE'A’'| = 180° — (30° + 90°) = 60°.

Uhly v trojuhelniku DEE’ jsou shodné a méfi 60°, strany v trojuhelniku jsou shodné.

Trojthelnik DEE' je rovnostranny.

Nyni, kdyzZ jsme si dokazali, Ze skldadanim papiru ndm vznikne rovnostranny trojiihelnik,
si ukazeme, jak slozit pravidelny ¢tyf'stén. Prelozme list formatu A4 naptl tak, aby vznikl
uzsi obdélnik — obdélnik ABCD. Hrana pifehybu nam bude tvofit usecku AB. Tento
obdélnik znovu pielozime, abychom vytvofili osu obdélniku ABCD. Za¢neme taktéz
jako u trojuhelniku, tedy pielozime bod A na osu obdélniku ABCD, ¢imz nam vzniknou
body A" a E. Nyni ptehneme bod D na hranu EB, ¢imz vyty¢ime body F,G. Dale
ptehneme bod E na hranu FC, bod F na hranu GB. Zbyvajici trojihelnik HIC pielozime

dovnitf.

V hrané AD nam vznikla kapsa, do které vloZime ctyfuhelnik GBIH, ¢imZ vznikne

Ctyfstén.

A E G B
Obrdzek 92 - Posledni krok pred slozenim pravidelného ctyrstenu
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PRACOVNI LIST ¢&. 4 — Krychle a étyfstény
Autor: Katefina Cervenkové
Téma: Sit¢ pravidelného Ctyfsténu
Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Vzdélavaci obor: Matematika a jeji aplikace
Vzdélavaci predmét: Matematika
Tematicka oblast v RVP ZV: Geometrie v roviné a v prostoru
Ucivo v RVP ZV: zakladni utvary v prostoru — kvadr, krychle, jehlan, koule, kuzel, valec
Tematicka oblast v RVP G: Geometrie
U¢ivo v RVP G: geometrie v prostoru — polohové a metrické vlastnosti; zakladni télesa,
povrchy a objemy, volné rovnobé&zné promitani
Roénik: 9. ro¢nik ZS - 3. roénik SS
Piredpokladana ¢asova dotace: 70 minut
Cile aktivit:
o 73k by mél umét vysvétlit pojem pravidelny Ctytstén, pravothly ctyfstén a krychle
e 73k by mél umét popsat vzajemnou polohu krychle a ¢tyisténu, dokaze vyplnit

krychli ¢tyfstény

Prostfedky a pomucky: pracovni list, niizky, lepidlo, tuzky

Metodicky komentai:

Pracovni list je primarné ur€en pro procvi¢ovani v hodiné, jednéa se o rozsifujici ucivo
Stereometrie, konkrétné o téma tykajici se jehlanu. Zaci se pokusi vyplnit krychli
Ctyf'stény a zjisti, jakd je vzajemna poloha krychle a pravidelného ctyfsténu. Dozvi se,
ze hrany ctyfsténu jsou sténové uhlopficky krychle. Dokazi vypocitat délku hrany
pravidelného Ctyfsténu, pokud znaji délku hrany krychle. Obrazky byly pouzity z [14],
[15], [16].
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MATEMATIKA Krychle a ctyrstény

Kaolik ETyT‘ﬂTénﬂ se vejde do krychle?
1) Mejprve sestroj modely ndsledujicich téles. Dej pozor, aby sis krychli nezalepil.
Podafi se ti viechny &tyfstény nasklddat do krychle?
Pojmenuj jednotlivd télesa, kterd ti vanikla z téchto siti:

Obrazek 93 - Pracovni list ¢.4 predni strana
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MATEMATIKA Krychle a ctyrstény

2) Mejprve sestroj modely ndsledujicich téles. Dej pozor, aby sis krychli nezalepil.
Podari se ti vSechny &tyFstény nasklddat do krychle?

3x 3Ix

3) Do krychle se vejde ... pravidelny Etyfstén a ... pravothlych EtyFsténd,

nebo pouze .... pravothlych &tyFsténi.

4) Hrana krychle md délku 5 cm. Viypo&itej délku hrany pravidelného & tyfsténu.
Podivej se jok jsi nasklddal ctyFstény do krychle. Kde se nachdzi hrany pravidelnéhe ctyrsténu?
K vypoctu vwyudij Pythagorowu vetu.

Délku hrany pravidelného Etyfsténu: .. CHm

Obrazek 94 - Pracovni list ¢.4 zadni strana
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Zavér

Cilem mé prace bylo poskytnout ¢tenafi zakladni informace o Ctyisténech a jejich
vlastnostech. V praci jsou popsany prostorové analogie zndmych vlastnosti trojuhelniku
pro Ctyistén. Pri zpracovavani tohoto tématu jsem si obohatila védomosti z oblasti
geometrie Ctyfsténu, ale i z oblasti geometrie trojuhelniku, se kterymi bych se jinak
neseznamila. Soucdsti prace jsou obrazky vytvorené v geometrickém programu
GeoGebra 3D, bez kterych by bylo velmi slozité pochopit jednotlivé pojmy a vztahy mezi

nimi.

Myslim si, Ze geometrie Ctyfsténu je velice zajimavym oborem matematiky,
jemuz ve Skolach bohuzel neni vénovan ¢as. Mezi zaky neni geometrie pfili§ oblibena,
a to zejména proto, Ze pii konstruk¢nich tlohach je nutna piesnost a peclivost. Geometrie
V prostoru je naro¢na zejména kvili potiebné prostorové piedstavivosti. Navrhovala bych
proto vyuziti programu GeoGebra 3D v hodinach matematiky, nebot’ neni nutné mit
model télesa fyzicky v hoding. V programu GeoGebra 3D si u€itel miize sestrojit jakykoli
model télesa béhem chvile a pomoci projektoru jej tak ukazat celé tfid¢, a to z riznych

uhlt pohledu.

Praci mohou vyuZivat ucitelé zakladnich 1 stfednich Skol Vv geometrii rovinné
1 prostorové. Mohou zde najit mnoho ukézek zajimavych vlastnosti trojuhelniku
¢i Ctyfsténu. Samoziejmé se mohou inspirovat i pracovnimi listy. Poznatky z této prace,

zejména vlastnosti bézné vyucovanych bodi, bych rada aplikovala ve své ucitelské praxi.
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Piiloha A: Model pravidelného ¢tyisténu — pracovni list €. 2

MATEMATIKA

TISK - model pravidelného &tyfsténu

Pravidelny ¢ tyrstén

Obrazek 95 - Model pravidelného ctyrsténu k tisku
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ETT Pravidelny ctyFstén - modely

TISK - modely pravidelného EtyFsténu

-~ \\\//\\\
VAR
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MATEMATIKA Krychle a Etyrstény

TISK - modely 1

Obrazek 97 - Model pravidelného ctyrstenu k tisku



MATEMATIKA

Krychle a Etyrstény

Obrazek 98 - Model pravouihlého ctyrsténu k tisku




MATEMATIKA Krychle a Ctyfstény

Obrazek 99 - Model pravouhlého ctyrsténu k tisku




Cubea

www_polyhedra.nst

Obrdzek 100 - Model krychle k tisku



MATEMATIKA

TISK - modely 2

Krychle a Etyrstény

Obrazek 101 - Model pravouhiého ctyrsténu k tisku




MATEMATIKA

Krychle a étyrstény

Obrazek 102 - Model pravouhiého ctyrsténu k tisku




MATEMATIKA

Cuba

Krychle a Etyrstény

W W. DOy hedra_net
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Obrdzek 119 - Ctyri étyistény v krychli
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