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Anotace 

Diplomová práce Čtyřstěny a jejich vlastnosti shrnuje základní vlastnosti čtyřstěnů. 

Cílem této práce je seznámení čtenáře s jednotlivými typy čtyřstěnů a jejich vlastnostmi. 

U vybraných pojmů z geometrie trojúhelníku se snažím hledat jejich prostorovou 

analogii. Jsou zde odvozeny podmínky pro existenci ortocentra čtyřstěnu.  

Dále je pro čtyřstěny bez ortocentra zaveden Mongeův bod, který má vlastnosti 

odpovídající ortocentru. U většiny vlastností jsou popsány jejich důkazy. V závěrečné 

části jsou navrženy pracovní listy pro žáky základních a středních škol.  

Součástí jsou také obrázky vytvořené v geometrickém programu GeoGebra 3D,  

které pomáhají čtenáři porozumět dané problematice.  

 

Klíčová slova 

stejnostěnný čtyřstěn, Mongeův bod, ortocentrický čtyřstěn, pravidelný čtyřstěn, 

pracovní listy, osm kulových ploch vepsaných čtyřstěnu, kulová plocha dvanácti bodů 

 

Annotation  

This diploma thesis Tetrahedra and their properties summarizes the basic properties  

of tetrahedron. The main goal is to introduce the topic to a reader of this thesis.  

Author would like to provide basic information about the particular types of tetrahedra 

and their properties. I try to examine there a spatial analogy of selected terms of a triangle.  

Conditions for the existence of the orthocenter of a tetrahedron are derived.  

Then for a non–orthocetric tetrahedron the Monge point as its generalization is 

introduced. By most properties their proofs are given. In the final part worksheets for 

pupils of primary and secondary schools are designed. Pictures in the thesis are created 

in a geometrical program called GeoGebra 3D. These pictures can help the reader to 

understand this problem. 

 

Keywords 

equifacial tetrahedra, Monge point, orthocentric tetrahedron, regular tetrahedron, 

worksheets, the eight spheres of tetrahedron tangent to the planes of its faces, twelve-
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Úvod 
  

Čtyřstěn je přirozenou prostorovou analogií trojúhelníku, avšak na rozdíl  

od něj nejsou jeho vlastnosti příliš známé.  

S úlohami o trojúhelníku se setkáme již v nejstarších matematických a geometrických 

spisech. I přes to, že trojúhelník zkoumali učenci v průběhu celé známé historie 

matematiky, dochází i v dnešní době k objevování jeho nových vlastností. Příkladem 

otevřené databáze bodů trojúhelníku je Clark Kimberling’s Encyclopedia of Triangle 

Centres, kterou jsem využívala při zpracování své bakalářské práce Významné body 

v trojúhelníku [4]. Po odevzdání mé bakalářské práce jsem si řekla, že by mě zajímalo, 

jaké vlastnosti mají čtyřstěny, které jsou nejjednodušším tělesem v prostoru.  

I přes to, že se o vlastnosti čtyřstěnů v posledních letech zajímalo mnoho matematiků, 

setkáváme se pouze s velmi malým množstvím publikací, které se čtyřstěny zabývají 

komplexněji. V celé řadě článků a publikací chybí důkazy a většinou také postrádáme 

názorné obrázky, které by nám pomohly porozumět dané problematice. Ve starší 

literatuře je to pochopitelně dáno úrovní zobrazovací techniky. Mnoho autorů přistupuje 

k tématu vlastností čtyřstěnů jako zobecňování vlastností trojúhelníků pouze početně. 

Mnoho výpočtů a absence názorných obrázků může mnohé zájemce o tuto problematiku 

odradit. 

Práce je rozdělena do pěti kapitol. V první z nich uvádím definice čtyřstěnu,  

ve druhé kapitole se věnuji bodům a pojmům, které známe z geometrie trojúhelníku. 

Uvedeme si zde analogie střední příčky, těžiště, ortocentra a kružnic trojúhelníku 

opsaných a vepsaných. U ortocentra si nejprve odvodíme podmínky existence společného 

průsečíku výšek ve čtyřstěnu. Pro čtyřstěny, pro které ortocentrum neexistuje, odvodíme 

Mongeův bod, jakožto jeho zobecnění ortocentra.  Jako další analogii ortocentra  

si zavedeme potenční střed kulových ploch. Třetí část je věnována speciálním typům 

čtyřstěnů. Nejprve se čtenář dočte o pravidelném čtyřstěnu, poté o čtyřstěnu 

ortocentrickém (neboli ortickém) a jeho vlastnostech. Dále se seznámí se stejnostěnným 

čtyřstěnem a možností jím vyplňovat prostor.  Posledním typem čtyřstěnu, kterým se tato 

práce zabývá, je čtyřstěn pravoúhlý. Ve čtvrté kapitole je popsána prostorová analogie 
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kružnice devíti bodů. Závěrečná kapitola je věnována návrhům pracovních listů pro žáky 

základních a středních škol.  

S pojmem čtyřstěn se většina žáků vůbec nesetká. Navrhla jsem proto pracovní listy, které 

nevyžadují žádné zvláštní znalosti o tomto tělese. Žáci si vystačí s vědomostmi  

z geometrie jehlanu. Podle mého názoru je důležité, aby se žáci setkali i s pojmem 

čtyřstěn, neboť se jedná o trojboký jehlan. Na středních školách by se žáci měli setkat  

i s pojmy pravidelný a polopravidelný mnohostěn. A jelikož jsou to pro žáky nicneříkající 

pojmy, volila bych seznámení s nimi pomocí sítí těles a sestavení modelů, aby si je žáci 

mohli osahat. Možnost držet model tělesa, o kterém se v hodině mluví, výrazně zvyšuje 

jeho názornost a usnadňuje porozumění tématu i u slabších žáků a žáků se specifickými 

poruchami učení (SPU).  

Především v úvodních kapitolách jsem čerpala z publikace Mnohostěny od Stanislava 

Horáka z edice Škola mladých matematiků [13]. Další publikací, která se zabývá 

vlastnostmi čtyřstěnů a je velmi zajímavá, ale náročná, je bulharsky psaná kniha 

Pozoruhodné body ve čtyřstěnu [18] od Georgiho Paskaleva a Ivana Chobanova.  

Mým cílem bylo napsat práci tak, aby byla srozumitelná nejen pro odborníky  

v oboru matematiky. Všechny definice a tvrzení jsou psány kurzívou. Pokud se v práci 

nachází přímá citace, je odlišena uvozovkami. U popisu vlastností čtyřstěnu je nutné 

zapojit prostorovou představivost, čemuž napomáhají názorné obrázky,  

které jsou vytvořeny v geometrickém programu GeoGebra 3D. V přílohách jsou vlastní 

fotografie modelů.  

Přiložené CD obsahuje elektronickou verzi této práce ve formátu pdf, dále jsou  

zde k dispozici pracovní listy a fotografie modelů.  
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1 Definice čtyřstěnu 

Čtyřstěn, též nazývaný tetraedr, je nejjednodušší trojrozměrné těleso. Je vymezen 

nejmenším možným počtem bodů, které mohou trojrozměrné těleso definovat,  

tedy čtyřmi různými body v prostoru. Čtyřstěn je simplex v prostoru. Povrch čtyřstěnu  

je tvořen čtyřmi trojúhelníkovými stěnami. Nejjednodušším mnohoúhelníkem v rovině  

je trojúhelník a říká se mu simplex v rovině [13]. 

Obrázek 1 - Čtyřstěn a jeho síť 

“Čtyřstěn je těleso ohraničené čtyřmi trojúhelníkovými stěnami. Jsou-li jeho stěny shodné 

rovnostranné trojúhelníky, pak se nazývá pravidelný čtyřstěn. Je to mnohostěn 

s nejmenším počtem stěn. Ve čtyřstěnu existují tři dvojice protějších hran. Zvolíme-li  

u čtyřstěnu jednu ze stěn za podstavu, dostáváme trojboký jehlan” [21, s. 126].  

 

„Čtyřstěn 𝐴𝐵𝐶𝐷 , kde body 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 neleží v rovině, je průnik poloprostorů 

𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝐴𝐶𝐷𝐵, 𝐴𝐵𝐷𝐶, 𝐵𝐶𝐷𝐴“ [13, s. 3]. (Totéž tvrzení nalezneme i v [18, s. 26].) 

 

Z definice plyne, že čtyřstěn lze omezit čtyřmi trojúhelníkovými stěnami. Čtyřstěn  

má šest hran, které jsou buď různoběžné nebo mimoběžné, a čtyři vrcholy. Mimoběžné, 

nebo též protilehlé, či protější hrany mají často zvláštní význam, proto si tyto trojice hran 

uvedeme: 𝐴𝐵, 𝐶𝐷;  𝐴𝐶, 𝐵𝐷;  𝐴𝐷, 𝐵𝐶.  

Roviny omezující čtyřstěn rozdělují prostor na 15 částí. Jedinou konečnou částí  

je čtyřstěn sám. Další části rozdělíme do tří skupin, z nichž popíšeme vždy jednu část.  

První skupina obsahuje čtyři části, kterým se říká „nad stěnou“, jednou 

z nich je část vzniklá z průniku poloprostorů 𝐴𝐵𝐷𝐶, 𝐵𝐶𝐷𝐴, 𝐶𝐴𝐷𝐵  a poloprostoru 
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opačného k poloprostoru 𝐴𝐵𝐶𝐷 . Další skupina se skládá ze šesti částí, jimž říkáme  

„nad hranou“. Jednou z částí je průnik poloprostorů 𝐵𝐶𝐷𝐴 , 𝐴𝐶𝐷𝐵  a poloprostorů 

opačných k poloprostorům 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝐴𝐵𝐷𝐶.  Poslední skupina se skládá ze čtyř částí 

nacházejících se nad vrcholy čtyřstěnu. Jednou z nich (nad 𝐵) je průnik poloprostorů 

opačných k poloprostorům 𝐵𝐶𝐷𝐴, 𝐴𝐵𝐷𝐶, 𝐴𝐵𝐶𝐷.  

 

 

Čtyři body v prostoru, které neleží v jedné rovině, určují čtyřstěn. Vrcholy čtyřstěnu 

budeme značit velkými písmeny, obvykle 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Trojúhelníky vymezené vždy třemi 

body se nazývají stěny čtyřstěnu a značí se malými řeckými písmeny - 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿. Stěna 𝛼 

je protilehlá vrcholu 𝐴  a je vymezena trojúhelníkem 𝐵𝐶𝐷 . Taktéž stěny 𝛽, 𝛾, 𝛿  jsou 

protilehlé vrcholům 𝐵, 𝐶, 𝐷  a odpovídají postupně trojúhelníkům 𝐴𝐶𝐷, 𝐴𝐵𝐷  a 𝐴𝐵𝐶 . 

Stěnu 𝛿 obvykle označujeme jako podstavu čtyřstěnu. 

 

 

  

Obrázek 2- Označení stěn čtyřstěnu 
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2 Základní vlastnosti obecného čtyřstěnu 

V této kapitole se zaměříme na povrch a objem obecného čtyřstěnu, na jeho prvky  

jako jsou střední příčky, těžiště, ortocentrum a kulové plochy, které jsou prostorovou 

analogií vlastností trojúhelníku. Odvodíme si zde některé zajímavé vlastnosti těchto 

pojmů ve čtyřstěnu.  

 

2.1  Povrch čtyřstěnu  

Označme hrany podstavy písmeny 𝑎, 𝑏, 𝑐 tak, že hrana 𝑎 leží naproti bodu 𝐴 , hrana 𝑏 leží 

naproti bodu 𝐵  a hrana 𝑐  leží naproti bodu 𝐶 . Povrch čtyřstěnu se vypočítá  

jako součet obsahů jednotlivých stěn, tedy  

𝑆 =
1

2
∙ 𝑎 ∙ 𝑣𝑎 +

1

2
∙ 𝑏 ∙ 𝑣𝑏 +

1

2
∙ 𝑐 ∙ 𝑣𝑐 +

1

2
∙ 𝑑 ∙ 𝑣𝑑 =

1

2
∙ (𝑎 ∙ 𝑣𝑎 + 𝑏 ∙ 𝑣𝑏 + 𝑐 ∙ 𝑣𝑐 + 𝑑 ∙ 𝑣𝑑).  

 

  

2.2  Objem čtyřstěnu 
 

Vyjdeme z poznatku, že čtyřstěn 𝐴𝐵𝐶𝐷 je trojboký jehlan a použijeme vzoreček pro 

výpočet objemu jehlanu 𝑉 =
1

3
∙ 𝑆𝑝 ∙ 𝑣𝑡 , kde 𝑆𝑝 je obsah podstavy a 𝑣𝑡 je tělesová výška. 

Obsah podstavy vypočítáme pomocí vzorce pro výpočet obsahu trojúhelníku  

přes dvě strany a úhel mezi nimi např. 𝑆𝑝 =
1

2
∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ sin 𝛾.  

Obrázek 3 - Povrch čtyřstěnu 
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Objem čtyřstěnu tedy vypočítáme pomocí vzorce 𝑉 =
1

6
∙ 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ sin 𝛾 ∙ 𝑣𝑡.  

 

 

2.3  Středy hran a střední příčky  
 

Úsečky spojující středy protějších hran čtyřstěnu se vzájemně půlí [13]. 

Středy všech tří úseček spojujících vždy středy dvou protějších hran splývají [21]. 

 

Důkaz: [13], [18] 

Uvažujme čtyřstěn 𝐴𝐵𝐶𝐷 , středy hran 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐴𝐷, 𝐵𝐷, 𝐴𝐶  označme po řadě 

𝑃, 𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈, 𝑉.  Body 𝑃, 𝑅, 𝑆, 𝑇  vymezují čtyřúhelník, protože žádné tři z nich neleží 

v přímce. Musíme rozhodnout, zda se jedná o čtyřúhelník zborcený či rovinný. Zaměřme 

se na stěny čtyřstěnu. Z definice středních příček víme, že každá střední příčka 

trojúhelníku je rovnoběžná s její protější stranou a její délka je rovna polovině délky  

této strany, tj. platí 

𝑃𝑅 ∥ 𝐴𝐶, 𝑆𝑇 ∥ 𝐴𝐶, 𝑃𝑇 ∥ 𝐵𝐷, 𝑆𝑅 ∥ 𝐵𝐷, 

|𝑃𝑅| =
1

2
∙ |𝐴𝐶|, |𝑆𝑇| =

1

2
∙ |𝐴𝐶|, |𝑃𝑇| =

1

2
∙ |𝐵𝐷|, |𝑆𝑅| =

1

2
∙ |𝐵𝐷|       [4]. 

Čtyřúhelník 𝑃𝑅𝑆𝑇  je tedy rovnoběžník a jeho úhlopříčky 𝑃𝑆, 𝑅𝑇 , které jsou zároveň 

spojnicemi protějších hran čtyřstěnu, se vzájemně půlí.  

Stejným způsobem bychom dokázali, že body 𝑃, 𝑈, 𝑆, 𝑉  tvoří rovnoběžník a spojnice 

protilehlých hran 𝑃𝑆, 𝑈𝑉 se vzájemně půlí. 

Rovnoběžníky 𝑃𝑅𝑆𝑇 a 𝑃𝑈𝑆𝑉 mají společnou úhlopříčku 𝑃𝑆, tudíž se půlí i úsečky 𝑅𝑇  

a 𝑈𝑉. 

Obrázek 4- Objem čtyřstěnu 
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Středy hran čtyřstěnu jsou vrcholy osmistěnu, který má tyto dvě vlastnosti:  

a) ke každé jeho hraně existuje právě jedna hrana s ní rovnoběžná a shodná 

b) objem tohoto osmistěnu je roven polovině objemu daného čtyřstěnu [13]. 

 

Důkaz: [13] 

Z předchozího příkladu víme, že  

𝑃𝑅 ∥ 𝐴𝐶, 𝑆𝑇 ∥ 𝐴𝐶 a zároveň |𝑃𝑅| = |𝑆𝑇|. 

S hranou 𝐴𝐶 již nemůže být rovnoběžná žádná další hrana osmistěnu, neboť ostatní hrany 

jsou s hranou 𝐴𝐶 mimoběžné nebo různoběžné. Vzhledem k tomu, že žádné tři z bodů 

𝑃, 𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈, 𝑉  neleží v přímce a žádných pět z nich v rovině, můžeme mluvit  

o osmistěnu 𝑃𝑅𝑆𝑇𝑈𝑉. Tím jsme dokázali první část věty. 

Obrázek 5- Střední příčky čtyřstěnu 

Obrázek 6- Osmistěn vepsaný čtyřstěnu 
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Objem čtyřstěnu si označme 𝑉4  a objem osmistěnu 𝑉8 . Body 𝑃, 𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈, 𝑉  vymezují  

ve čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷  osmistěn 𝑃𝑅𝑆𝑇𝑈𝑉  a čtyřstěny 𝐴𝑃𝑉𝑇, 𝑃𝐵𝑅𝑈, 𝑅𝐶𝑉𝑆  

a 𝑇𝑈𝑆𝐷. Podstavy těchto čtyřstěnů mají obsah roven jedné čtvrtině obsahu stěn čtyřstěnu 

𝐴𝐵𝐶𝐷. A příslušné výšky jsou rovny polovině výšky čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷. 

Objem osmistěnu tedy vyjádříme snadno jako rozdíl objemů čtyřstěnů od objemu 

čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷   

𝑉8 = 𝑉4 − 4 ∙
1

8
∙ 𝑉4 =

1

2
∙ 𝑉4 ,  

čímž jsme dokázali i druhou část věty.  

 

 

 

2.4  Těžiště  

Všechny těžnice čtyřstěnu procházejí jedním bodem – těžištěm čtyřstěnu, který každou 

těžnici dělí v poměru 3:1, přičemž větší díl je při vrcholu [13], [18]. 

   

Důkaz: 

V daném čtyřstěnu sestrojme nejprve těžiště stěn 𝐴𝐵𝐶 a 𝐵𝐶𝐷, která označíme po řadě 𝑇𝛿 

a 𝑇𝛼 . Těžnice 𝐴𝑇𝛿  stěny 𝐴𝐵𝐶  a těžnice 𝐷𝑇𝛼  stěny 𝐵𝐶𝐷  se protínají v bodě 𝑆𝑎 , středu 

hrany 𝐵𝐶. Proto těžnice 𝐴𝑇𝛼 a 𝐷𝑇𝛿 leží v téže rovině (rovině 𝐴𝑆𝑎𝐷) a jsou různoběžné, 

jejich průsečík označme 𝑇 . Všimněme si, že trojúhelník 𝑆𝑎𝑇𝛿𝑇𝛼 je podobný 

s trojúhelníkem 𝑆𝑎𝐴𝐷  a taktéž trojúhelník 𝑇𝑇𝛿𝑇𝛼 je podobný s trojúhelníkem 𝑇𝐷𝐴 . 

Přičemž platí  

Obrázek 7 - Těžiště čtyřstěnu 
Obrázek 8 - Těžiště čtyřstěnu – důkaz 
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𝑇𝛿𝑇𝛼 ∥ 𝐴𝐷. 

Úsečka 𝐴𝑆𝑎  je těžnicí trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶  a bod 𝑇𝛿  je těžištěm tohoto trojúhelníku. 

Například v [4] se dočteme, že těžiště dělí těžnici v poměru 2 ∶ 1. Z první podobnosti 

dostáváme vztah 

|𝑆𝑎𝑇𝛿|

|𝑆𝑎𝐴|
=

|𝑇𝛼𝑇𝛿|

|𝐷𝐴|
, 

a tedy 

|𝑇𝛼𝑇𝛿|

|𝐷𝐴|
=

1

3
. 

Z podobnosti druhých dvou trojúhelníků plyne 

|𝑇𝑇𝛿|

|𝑇𝐷|
=

|𝑇𝛼𝑇𝛿|

|𝐴𝐷|
, 

proto platí  

|𝑇𝑇𝛿|

|𝑇𝐷|
=

1

3
. 

Dokázali jsme, že těžnice 𝐴𝑇𝛼 a 𝐷𝑇𝛿 jsou různoběžné a že jejich průsečík 𝑇 dělí každou 

z nich v poměru 1: 3. Obdobně bychom důkaz provedli i se zbylými těžnicemi jdoucími 

vrcholy 𝐵 a 𝐶. Dospěli bychom k závěru, že bod 𝑇 je těžištěm čtyřstěnu a každou těžnici 

dělí v poměru 1: 3, přičemž leží v  
3

4
 délky těžnice od vrcholu. 

 

„Je dán čtyřstěn 𝐴𝐵𝐶𝐷. Nechť T je libovolný jeho vnitřní bod. Přímky 𝐴𝑇, 𝐵𝑇, 𝐶𝑇, 𝐷𝑇 

protínají protější stěny postupně v bodech 𝐴‘, 𝐵‘, 𝐶‘, 𝐷‘. Dokažte, že platí 

|𝑇𝐴′|

|𝐴𝐴′|
+

|𝑇𝐵′|

|𝐵𝐵′|
+

|𝑇𝐶′|

|𝐶𝐶′|
+

|𝑇𝐷′|

|𝐷𝐷′|
= 1"   [13, 𝑠. 30]. 

Obrázek 9 - Těžiště čtyřstěnu – vlastnosti 
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Důkaz: [13] 

Bod 𝑇  je vrcholem čtyř čtyřstěnů 𝐴𝐵𝐶𝑇, 𝐴𝐵𝐷𝑇, 𝐴𝐶𝐷𝑇, 𝐵𝐶𝐷𝑇 uvnitř čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷 . 

Poměry délek stran můžeme vyjádřit jako poměry objemů odpovídajících čtyřstěnů. 

Objemy těchto čtyřstěnů postupně označme 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4  a jejich výšky ℎ1, ℎ2, ℎ3, ℎ4 . 

objem čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷  označme 𝑉  a jeho výšky  na stěny 𝐵𝐶𝐷, 𝐴𝐶𝐷, 𝐴𝐵𝐷, 𝐴𝐵𝐶 

označme 𝑣𝑎 , 𝑣𝑏 , 𝑣𝑐 , 𝑣𝑑.  O objemech platí 𝑉1 +  𝑉2 +  𝑉3 +  𝑉4 = 𝑉. 

Poměr  
|𝑇𝐴′|

|𝐴𝐴′|
 můžeme vyjádřit jako poměr objemů čtyřstěnů 𝐵𝐶𝐷𝑇  a 𝐴𝐵𝐶𝐷 ,  

protože čtyřstěny mají shodnou stěnu 𝐵𝐶𝐷. Můžeme tedy psát  

|𝑇𝐴′|

|𝐴𝐴′|
=

ℎ4

𝑣𝑎
=

𝐵𝐶𝐷 ∙ ℎ4

𝐵𝐶𝐷 ∙ 𝑣𝑎
=

𝑉4

𝑉
. 

Cyklickou záměnou získáme zbylé vztahy, a to 

|𝑇𝐵′|

|𝐵𝐵′|
=

𝑉3

𝑉
 ,

|𝑇𝐶′|

|𝐶𝐶′|
=

𝑉2

𝑉
 ,

|𝑇𝐷′|

|𝐷𝐷′|
=

𝑉1

𝑉
 . 

Sečtením všech čtyř vztahů a s použitím rovnice o objemech, obdržíme vztah 

|𝑇𝐴′|

|𝐴𝐴′|
+

|𝑇𝐵′|

|𝐵𝐵′|
+

|𝑇𝐶′|

|𝐶𝐶′|
+

|𝑇𝐷′|

|𝐷𝐷′|
=

𝑉4

𝑉
+

𝑉3

𝑉
+

𝑉2

𝑉
+

𝑉1

𝑉
=

𝑉1 +  𝑉2 +  𝑉3 +  𝑉4

𝑉
= 1, 

čímž je věta dokázána.  

 

 

“Těžiště čtyřstěnu je bod, v němž se protínají spojnice středů protějších hran” [21, s. 

126].  

Obrázek 10 - Těžiště jako průsečík středních příček 
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Důkaz:  

V předchozí kapitole jsme si dokázali, že úsečky spojující středy protějších hran čtyřstěnu 

se vzájemně půlí. Nyní chceme dokázat, že průsečík těchto úseček je právě těžiště 

čtyřstěnu. Nechť jsou dány souřadnice bodů čtyřstěnu  

𝐴 =  [𝑥𝐴;  𝑦𝐴;  𝑧𝐴], 𝐵 =  [𝑥𝐵;  𝑦𝐵;  𝑧𝐵], 𝐶 =  [𝑥𝐶;  𝑦𝐶 ;  𝑧𝐶], 𝐷 =  [𝑥𝐷;  𝑦𝐷;  𝑧𝐷]. 

Souřadnice středů hran vypočítáme jako průměr odpovídajících souřadnic krajních bodů. 

Pro střed hrany 𝐴𝐵 tedy platí 

𝑆𝐴𝐵 =
𝐴 + 𝐵

2
= [

𝑥𝐴 + 𝑥𝐵

2
; 

𝑦𝐴 + 𝑦𝐵

2
; 

𝑧𝐴 + 𝑧𝐵

2
]. 

Pro zbylé středy hran platí následující rovnosti  

𝑆𝐴𝐶 =
𝐴 + 𝐶

2
, 𝑆𝐵𝐶 =

𝐵 + 𝐶

2
, 𝑆𝐴𝐷 =

𝐴 + 𝐷

2
, 𝑆𝐵𝐷 =

𝐵 + 𝐷

2
, 𝑆𝐶𝐷 =

𝐶 + 𝐷

2
. 

 

Již víme, že úsečky spojující středy protějších hran čtyřstěnu se vzájemně půlí. Těžiště 𝑇 

je tedy středem těchto úseček. Je-li 𝑇 střed úsečky 𝑆𝐴𝐵𝑆𝐶𝐷 , pak pro jeho souřadnice platí 

vztah  

𝑇𝑆𝐴𝐵𝑆𝐶𝐷
=

𝑆𝐴𝐵 + 𝑆𝐶𝐷

2
=

𝐴 + 𝐵
2 +

𝐶 + 𝐷
2

2
=  

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝐷

4
. 

Pro zbylé dvě úsečky má těžiště následující souřadnice 

𝑇𝑆𝐴𝐶𝑆𝐵𝐷
=

𝑆𝐴𝐶 + 𝑆𝐵𝐷

2
=  

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝐷

4
=  𝑇𝑆𝐵𝐶𝑆𝐴𝐷

=
𝑆𝐵𝐶 + 𝑆𝐴𝐷

2
. 

Z toho vyplývá, že úsečky spojující středy protějších hran čtyřstěnu se skutečně vzájemně 

půlí a procházejí týmž bodem. Jak se dočteme například v [8], [18] a v [30],  

pro souřadnice těžiště 𝑇 platí rovnost 𝑇 =  
𝐴+𝐵+𝐶+𝐷

4
, což jsme chtěli dokázat. 
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2.5  Ortocentrum 
 

Obdobně jako u trojúhelníku je výškou čtyřstěnu úsečka spojující vrchol s patou kolmice 

vedené tímto bodem na protější stěnu. Výšky v trojúhelníku se protínají vždy právě 

v jednom bodě, ale u čtyřstěnu to tak být nemusí [30]. V prostoru totiž může nastat 

mimoběžnost přímek, se kterou se v rovině nesetkáme. Proto existují i čtyřstěny,  

které nemají společný průsečík výšek. Výjimkou je pravidelný čtyřstěn  

nebo tzv. pravoúhlý čtyřstěn – čtyřstěn, jehož tři stěny tvoří pravoúhlé trojúhelníky 

s pravým úhlem u společného vrcholu těchto stěn.  

Nejprve si uvedeme podmínku pro existenci ortocentra ve čtyřstěnu.  

 

Ortocentrum čtyřstěnu existuje právě tehdy, když každé dvě protější hrany čtyřstěnu leží 

na kolmých přímkách [18], [26].  

  

  

2.5.1  Podmínky pro existenci ortocentra – stereometrické odvození [18] 

Předpokládejme nejdříve, že 𝐴𝐵𝐶𝐷 je čtyřstěn s ortocentrem. Potom všechny přímky,  

na kterých leží výšky čtyřstěnu, mají společný bod 𝑂  (ortocentrum). Bod 𝑂 je tedy 

průsečíkem přímek 𝑣𝛼  a 𝑣𝛽 .  Jelikož přímka 𝐶𝐷  leží v rovině stěny 𝛼  a přímka 𝑣𝛼  

je kolmá na rovinu 𝛼 , je přímka 𝑣𝛼  kolmá na přímku 𝐶𝐷 . Podobně také přímka 𝑣𝛽  

je kolmá na přímku 𝐶𝐷, a proto je přímka 𝐶𝐷 kolmá na rovinu (𝑣𝛼, 𝑐).  

Obrázek 12 - Čtyřstěn bez ortocentra Obrázek 11 - Čtyřstěn s ortocentrem 
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Protože přímka 𝐴𝐵  leží v rovině (𝑣𝛼 , 𝑣𝛽)  a přímka 𝐶𝐷  je kolmá na všechny  

její přímky, je přímka 𝐶𝐷 kolmá na přímku 𝐴𝐵.  

Obdobně lze dokázat, že z předpokladu existence ortocentra vyplývá kolmost každých 

dvou přímek nesoucích protější hrany čtyřstěnu. 

Nyní předpokládejme, že 𝐴𝐵𝐶𝐷  je čtyřstěn, jehož každé dvě protější hrany leží  

na navzájem kolmých přímkách. Víme, že přímky 𝑣𝛼  a 𝑣𝛽  jsou kolmé na přímku 𝐶𝐷,  

a z předpokladu vyplývá, že i přímka 𝐴𝐵 je kolmá na přímku 𝐶𝐷. Tedy přímky 𝑣𝛼, 𝑣𝛽  

a 𝐴𝐵  jsou kolmé na jednu přímku, přímku 𝐶𝐷 . Proto přímky 𝑣𝛼 , 𝑣𝛽 , 𝐴𝐵  musí ležet 

v navzájem rovnoběžných rovinách. Protože však jsou přímky 𝑣𝛼 , 𝐴𝐵  a 𝑣𝛽 , 𝐴𝐵 

různoběžné, musí všechny tři přímky ležet v jedné rovině. Přímky, na kterých leží výšky 

čtyřstěnu, nemohou být rovnoběžné, a proto jsou přímky 𝑣𝛼 a 𝑣𝛽 různoběžné. Obdobně 

ukážeme, že z předpokladu vyplývá různoběžnost každých dvou přímek nesoucích výšky. 

A jak již víme, v takovém případě (za předpokladu, že přímky neleží v jedné rovině,  

což výšky ve čtyřstěnu nemohou) mají všechny čtyři přímky jeden společný bod, 

ortocentrum 𝑂.  

Obdobným způsobem lze ukázat, že postačující podmínkou pro existenci ortocentra 

čtyřstěnu je kolmost pouze dvou párů protějších hran. Viz kapitola 3.2, která je věnována 

ortocentrickému čtyřstěnu.  

Obrázek 13 - Dvě různoběžné výšky čtyřstěnu 
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2.6 Další analogie ortocentra trojúhelníku ve čtyřstěnu   

Na úvod si uvedeme dva základní způsoby zavedení ortocentra trojúhelníku. Prvním  

z nich je definice ortocentra jako společného bodu přímek procházejících vrcholy kolmo 

na protější stranu trojúhelníku. Druhá definice je méně obvyklá, ale za to je velmi 

zajímavá. Uvažujme trojúhelník 𝐴𝐵𝐶 a kružnice 𝑘𝑎 , 𝑘𝑏 a 𝑘𝑐, jejichž průměry jsou strany 

trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶.  Ortocentrum trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶  je potenčním středem kružnic  

𝑘𝑎, 𝑘𝑏 , 𝑘𝑐 [38]. Tuto vlastnost ortocentra trojúhelníku lze považovat za definici „bodu 𝑂“ 

a vhodně pak toto zavedení ortocentra využít při hledání prostorových analogií  

ve čtyřstěnu. 

2.6.1 Mongeův bod 

Jak již bylo řečeno, přirozenou analogií ortocentra je průsečík přímek nesoucích výšky 

čtyřstěnu. Tyto přímky však v obecném čtyřstěnu jeden společný bod nemají  

(viz Obrázek 12) [30]. Čtyřstěny, jejichž výšky se protínají v jednom bodě, nazýváme 

ortické, resp. ortocentrické (viz Obrázek 11) – pro tyto čtyřstěny je analogií ortocentra 

trojúhelníku právě průsečík přímek nesoucích výšky, tj. ortocentrum čtyřstěnu. Čtyřstěny, 

jejichž výšky se neprotínají v jednom bodě, nazýváme neortické.  

U neortických čtyřstěnů můžeme zavést bod, který v mnohém může ortocentrum 

„nahradit“ a má některé podobné vlastnosti. Je to tzv. Mongeův bod [8].  

Nejprve si definujme Mongeovu rovinu – je to rovina procházející středem hrany 

čtyřstěnu kolmo na přímku nesoucí protější hranu. V každém čtyřstěnu lze tedy definovat 

Obrázek 14- Mongeovy roviny 
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šest Mongeových rovin 𝜇𝐴𝐵, 𝜇𝐵𝐶 , 𝜇𝐴𝐶 , 𝜇𝐴𝐷 , 𝜇𝐵𝐷  a  𝜇𝐶𝐷 , kde např. rovina 𝜇𝐴𝐵  prochází 

středem hrany 𝐴𝐵 čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷 a je kolmá na přímku protější hrany 𝐶𝐷 [3], [18]. 

Mongeův bod 𝑀  čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷  je společný bod všech šesti Mongeových rovin 

čtyřstěnu (viz Obrázek 15) [3], [18]. 

Abychom pochopili vztah mezi Mongeovým bodem čtyřstěnu a jeho ortocentrem,  

je potřeba provést jednoduchou prostorovou úvahu. Je-li čtyřstěn 𝐴𝐵𝐶𝐷  ortický,  

tedy jeho protější hrany leží na kolmých přímkách, obsahují Mongeovy roviny 𝜇 celé 

hrany, jejichž středy tyto roviny procházejí. V tom případě obsahují roviny 𝜇 výšky 

čtyřstěnu (každá Mongeova rovina obsahuje dvě přímky nesoucí výšky čtyřstěnu). 

Společný bod výšek – ortocentrum 𝑂 – musí být i společným bodem Mongeových rovin, 

tedy 𝑀 ≡  𝑂 [8], [9], [18]. 

Mongeův bod je obecnější pojem, který je definován pro obecný čtyřstěn. Mongeův bod 

ortického čtyřstěnu budeme i nadále nazývat ortocentrum čtyřstěnu, neboť tento název 

lépe vystihuje přímou analogii s ortocentrem trojúhelníku [8]. 

 

 

 

 

 

Obrázek 15 - Mongeovy roviny a Mongeův bod 
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Důkaz existence Mongeova bodu 

Původní důkaz existence Mongeova bodu, který uvádí Crabbs v [3], je založen  

na stereometrických úvahách. Přesto se v dostupné literatuře mnohem častěji setkáme  

s důkazy početními. Odvození existence Mongeova bodu, které zde uvedeme,  

se v základních myšlenkách shoduje s Mongeovým důkazem.  

Připomeňme si nejprve, jaké jsou možné vzájemné polohy tří rovin kolmých  

na jednu rovinu. Mějme tři Mongeovy roviny procházející středy hran, které vycházejí  

z jednoho vrcholu čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷 – např. roviny 𝜇𝐴𝐷 , 𝜇𝐵𝐷 , 𝜇𝐶𝐷 . Každá z těchto rovin  

je kolmá na přímku, která leží v rovině 𝛿(𝐴, 𝐵, 𝐶). Všechny tři uvažované roviny jsou 

tedy kolmé na rovinu 𝛿 . Vzájemná poloha rovin 𝜇𝐴𝐷 , 𝜇𝐵𝐷 , 𝜇𝐶𝐷  musí tedy být jedna  

ze znázorněných na Obrázku 16. 

Obrázek 16 - Možné vzájemné polohy tří rovin kolmých na jednu rovinu 

Základní myšlenka důkazu existence Mongeova bodu je založena na tom, že tyto tři 

Mongeovy roviny mají jednu společnou přímku. Jak je zřejmé z Obrázku 16, pokud 

existuje nějaká průsečnice rovin μ, je kolmá na rovinu 𝛿.  Stačí tedy ukázat, že roviny 

𝜇𝐴𝐷 , 𝜇𝐵𝐷 , 𝜇𝐶𝐷  mají alespoň jeden společný bod. Potom mají společnou celou přímku. 

Body 𝑆𝐴𝐷 , 𝑆𝐵𝐷  a  𝑆𝐶𝐷 , kterými procházejí námi uvažované Mongeovy roviny, určují 

rovinu 𝛿′ , která je rovnoběžná s rovinou 𝛿 . Strany trojúhelníku 𝑆𝐴𝐷𝑆𝐵𝐷𝑆𝐶𝐷  jsou 

rovnoběžné s přímkami 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐴𝐶 (Obrázek 17). 
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Mongeovy roviny 𝜇𝐴𝐷 , 𝜇𝐵𝐷 , 𝜇𝐶𝐷  jsou tedy kolmé na přímky 𝑆𝐵𝐷𝑆𝐶𝐷, 𝑆𝐴𝐷𝑆𝐶𝐷 

a 𝑆𝐴𝐷𝑆𝐵𝐷. Průsečnice těchto Mongeových rovin s rovinou 𝛿′ jsou přímky, na kterých leží 

výšky v trojúhelníku 𝑆𝐴𝐷𝑆𝐵𝐷𝑆𝐶𝐷  (na Obrázku 17 jsou znázorněny fialovou barvou). 

Výšky v trojúhelníku 𝑆𝐴𝐷𝑆𝐵𝐷𝑆𝐶𝐷  se protínají v jeho ortocentru 𝑂𝛿′ . Bod 𝑂𝛿′  je tedy 

společným bodem rovin 𝜇𝐴𝐷 , 𝜇𝐵𝐷 , 𝜇𝐶𝐷 . Ty proto mají společnou přímku 𝑚𝛿 ,  

kterou budeme nazývat Mongeova osa stěny 𝐴𝐵𝐶.  

Obrázek 17 - Mongeovy roviny 𝜇𝐴𝐷, 𝜇𝐵𝐷, 𝜇𝐶𝐷 se protínají v jednom bodě 
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Analogicky lze ukázat, že každé tři Mongeovy roviny procházející středy hran,  

které vycházejí z jednoho vrcholu čtyřstěnu, mají společnou přímku – Mongeovu osu 

protější stěny.  

Mongeovy osy 𝑚𝛼, 𝑚𝛽 , 𝑚𝛾, 𝑚𝛿  jsou tedy přímky kolmé na jednotlivé stěny čtyřstěnu 

𝐴𝐵𝐶𝐷. Je zřejmé, že tyto přímky nemohou ležet v jedné rovině a také, že žádné dvě osy 

nemohou být vzájemně rovnoběžné. Dále si uvědomme, že každé dvě Mongeovy osy leží 

v jedné společné Mongeově rovině. Např. přímka 𝑚𝛿 je průsečnicí Mongeových rovin  

𝜇𝐴𝐷 , 𝜇𝐵𝐷 , 𝜇𝐶𝐷  a přímka 𝑚𝛾  je průsečnicí rovin 𝜇𝐴𝐶 , 𝜇𝐵𝐶 , 𝜇𝐶𝐷 . Obě tyto Mongeovy osy 

leží v rovině 𝜇𝐶𝐷 (viz Obrázek 19).  

Obrázek 18 - Mongeovy roviny 𝜇𝐴𝐷, 𝜇𝐵𝐷, 𝜇𝐶𝐷 pohled shora 

Obrázek 19 - Mongeovy osy roviny 𝜇𝐶𝐷 
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Přímky 𝑚𝛾 i 𝑚𝛿  tedy leží v jedné rovině a zároveň nejsou rovnoběžné, proto mají 

průsečík. Lze ukázat, že každé dvě Mongeovy roviny jsou různoběžné. Mongeovy osy 

𝑚𝛼, 𝑚𝛽 , 𝑚𝛾, 𝑚𝛿 jsou takové čtyři přímky v prostoru, které neleží v jedné rovině a každé 

dvě jsou různoběžné. Z toho plyne, že tyto čtyři přímky mají jeden společný bod. 

Společný bod Mongeových os je zároveň společným bodem šesti Mongeových rovin 

čtyřstěnu – Mongeův bod 𝑀  [19].  

  

 

Je-li čtyřstěn ortocentrický, pak se jeho ortocentrum shoduje s Mongeovým bodem [18]. 

V ortických čtyřstěnech leží protější hrany na kolmých přímkách, a proto Mongeovy 

roviny obsahují vždy celou hranu, jejímž středem procházejí. Každá Mongeova osa tedy 

prochází vrcholem, a je to proto přímka nesoucí výšku čtyřstěnu. Mongeův bod ortického 

čtyřstěnu proto splývá s jeho ortocentrem zavedeným výše. 

Pro neortické čtyřstěny je Mongeův bod prostorovou analogií ortocentra trojúhelníku.  

Jak uvidíme v dalších kapitolách, lze v neortických čtyřstěnech Mongeův bod využít 

např. při hledání prostorové analogie kružnice devíti bodů. 

  

Obrázek 20 - Mongeův bod čtyřstěnu 
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2.6.2 Ortocentrum jako potenční střed 

V úvodu této kapitoly jsme si řekli, že ortocentrum trojúhelníku lze zavést  

také jako potenční střed tří kružnic. Obdobným způsobem lze postupovat i u čtyřstěnu. 

Nejprve si připomeňme pojmy mocnost bodu ke kružnici, chordála, potenční střed a jejich 

prostorové analogie, se kterými budeme v následující části pracovat.  

 

Mocnost bodu ke kružnici, mocnost bodu ke kulové ploše  

„Pro daný bod 𝑀  a danou kružnici  𝑘 ≡ (𝑆; 𝑟)  se číslo 𝑚 , pro které platí  

𝑚 = 𝑣2 − 𝑟2, kde 𝑣 =  |𝑆𝑀| , nazývá mocnost bodu 𝑀 ke kružnici 𝑘. V rovině je dána 

kružnice 𝑘 a bod 𝑀. Nechť 𝑝 je libovolná přímka procházející bodem 𝑀 a protínající 

kružnici 𝑘 v bodech 𝐴, 𝐵. Potom platí |𝐴𝑀| ∙ |𝐵𝑀|  = |𝑚| , kde 𝑚 je mocnost bodu 𝑀  

ke kružnici  𝑘 . Pro 𝑀  vně kružnice 𝑘  platí 𝑚 >  0  , pro bod 𝑀 ∈ 𝑘  platí 𝑚 =  0  

a pro bod 𝑀  uvnitř 𝑘  platí 𝑚 <  0. Pokud se přímka 𝑝  dotýká kružnice 𝑘  v bodě 𝑇 , 

platí  |𝑀𝑇|2 =  𝑚“ [6, s.1].  

 

Důkaz: [6], [12] 

Je dána kružnice 𝑘 a libovolný bod 𝑀 ležící vně kružnice. Bodem 𝑀 vedeme libovolnou 

sečnu a tečnu ke kružnici 𝑘. Konvexní úhel 𝑀𝑇𝐵 je úsekový úhel a konvexní úhel 𝑀𝐴𝑇 

je obvodový úhel příslušný k menšímu oblouku 𝐵𝑇 ,  tyto úhly jsou tedy shodné. 

Konvexní úhel 𝐵𝑀𝑇 je společný úhel trojúhelníků 𝑀𝑇𝐵 a 𝑀𝐴𝑇. Podle věty 𝑢𝑢 jsou tyto 

trojúhelníky podobné, a proto 

|𝑀𝐵| ∶ |𝑀𝑇| = |𝑀𝑇| ∶ |𝑀𝐴| 

neboli 

|𝑀𝐵| ∙ |𝑀𝐴| = |𝑀𝑇|2, 

což jsme chtěli dokázat.  
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Pokud je bod  𝑀  vnitřní bod kružnice 𝑘 , vedeme tímto bodem dvě libovolné sečny. 

Konvexní úhly 𝐷𝐴𝐵  a 𝐷𝐶𝐵  jsou obvodové úhly příslušející k menšímu oblouku 𝐷𝐵 ,  

a proto jsou shodné. Konvexní úhly 𝐴𝑀𝐷 a 𝐵𝑀𝐶 jsou vrcholové úhly při vrcholu 𝑀, 

tudíž jsou shodné. Podle věty 𝑢𝑢 jsou tyto trojúhelníky podobné, a proto 

|𝑀𝐶|: |𝑀𝐴| = |𝑀𝐵|: |𝑀𝐷| 

neboli 

|𝑀𝐶| ∙ |𝑀𝐷| = |𝑀𝐵| ∙ |𝑀𝐴|, 

což jsme chtěli dokázat. 

 

        

Obrázek 22 - Mocnost bodu ke kružnici, bod M uvnitř 

 

Obrázek 21 - Mocnost bodu ke kružnici, bod M vně 
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Prostorová analogie mocnosti bodu [11, s. 13] 

Bod 𝑀 je libovolný bod, přímka 𝑝 prochází bodem 𝑀 a protíná kulovou plochu 𝜅 (𝑆; 𝑟) 

v bodech 𝑋 a 𝑌, nebo se jí dotýká v bodě 𝑇. Potom je mocnost bodu 𝑀 ke kulové ploše 𝜅  

𝑚(𝑀, 𝜅) = |𝑀𝑋| ∙ |𝑀𝑌| = |𝑀𝑇|2. 

Důkaz:  

Kulovou plochu 𝜅  můžeme vytvořit otáčením kružnice 𝑘(𝑆, 𝑟) kolem osy 𝑀𝑆 . Vztah 

mocnosti platí i pro všechny kružnice kulové plochy 𝜅  vzniklé otáčením kružnice 𝑘 

kolem osy 𝑀𝑆 za předpokladu, že platí 𝑀 ≢ 𝑆. Číslo |𝑀𝑆|2 − 𝑟2 udává mocnost bodu 𝑀 

k ploše 𝜅. Je-li 𝑀 ≡ 𝑆, otáčíme kružnici 𝑘 kolem libovolné přímky procházející bodem 

𝑆. 

 

Chordála kružnic 

„Množina všech bodů v rovině, které mají stejnou mocnost ke dvěma daným kružnicím, 

se nazývá chordála. Chordála nesoustředných kružnic je přímka kolmá na spojnici jejich 

středů. Pro dvojici různých soustředných kružnic je chordála prázdná množina (někdy  

se též říká, že chordála takových kružnic neexistuje)“ [6, s.1]. 

 

Důkaz: [12] 

Jestliže dané dvě kružnice mají společné dva různé body 𝐴, 𝐵, je chordála přímka 𝐴𝐵. 

Mocnosti bodů 𝐴, 𝐵  jsou k oběma kružnicím stejné, neboť platí  

𝑚(𝐴, 𝑘1) = 𝑚(𝐴, 𝑘2) = 𝑚(𝐵, 𝑘1) = 𝑚(𝐵, 𝑘2) = 0. 

Obrázek 23 - Mocnost bodu ke kulové ploše 
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Body 𝐴, 𝐵 jsou proto hledanou množinou bodů. Pokud na přímce 𝐴𝐵 zvolíme libovolný 

bod 𝑃 tak, že nesplývá s žádným z bodů 𝐴, 𝐵, jeho mocnost ke kružnicím 𝑘1, 𝑘2 je rovna 

součinu |𝑃𝐴| ∙ |𝑃𝐵|. Z toho vyplývá, že všechny body přímky 𝐴𝐵 mají stejnou mocnost 

k oběma kružnicím.  

Nyní si zvolme libovolný bod 𝑄  různý od 𝐴, o němž předpokládáme, že má stejnou 

mocnost k oběma kružnicím. Spojíme-li pod 𝑄 s bodem 𝐴, pak průsečíky s kružnicemi 

𝑘1, 𝑘2 označme 𝑋1, 𝑋2. Mocnost bodu 𝑄 vzhledem ke kružnicím 𝑘1, 𝑘2 jsou  

𝑚(𝑄, 𝑘1) = |𝑄𝐴| ∙ |𝑄𝑋1|, 𝑚(𝑄, 𝑘2) = |𝑄𝐴| ∙ |𝑄𝑋2|. 

Předpokládali jsme, že mocnost bodu 𝑄 je k oběma kružnicím stejná, pak platí 

|𝑄𝐴| ∙ |𝑄𝑋1| = |𝑄𝐴| ∙ |𝑄𝑋2|, 

ale to nastane pouze tehdy když 𝑋1 ≡ 𝑋2 ≡ 𝐵. To ale znamená, že bod 𝑄  musí ležet  

na přímce 𝐴𝐵.  

Pokud se kružnice navzájem dotýkají v bodě 𝐴 , pak je chordála tečnou v tomto 

společném bodě. Důkaz je stejný jako v předešlém případě.  

Jestliže kružnice nemají žádný společný bod a každá leží vně druhé, půlí chordála délku 

společné tečny 𝑡 obou kružnic. Body dotyku tečny 𝑡 s oběma kružnicemi označme 𝑇1, 𝑇2 

a střed úsečky 𝑇1𝑇2 označme 𝐾. Jeho mocnost ke kružnicím 𝑘1, 𝑘2 je  

(1) 𝑚(𝐾, 𝑘1) = |𝐾𝑇1|2 = |𝐾𝑆1|2 − 𝑟1
2 = |𝐾𝑋|2 + |𝑋𝑆1|2 − 𝑟1

2 

(2) 𝑚(𝐾, 𝑘2) = |𝐾𝑇2|2 = |𝐾𝑆2|2 − 𝑟2
2 = |𝐾𝑋|2 + |𝑋𝑆2|2 − 𝑟2

2, 

kde bod 𝑋 je průsečík spojnice středů kružnic a chordály. A protože jsou obě mocnosti 

stejné, plyne z toho 

(3) |𝑋𝑆1|2 − 𝑟1
2 = |𝑋𝑆2|2 − 𝑟2

2. 

Obrázek 24 - Chordála dvou kružnic se společnými body 
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Zvolme na přímce 𝑝 libovolný bod 𝑃 ≢ 𝑋, který neleží na žádné společné tečně kružnic 

𝑘1, 𝑘2. Jeho mocnosti k daným kružnicím jsou 

𝑚(𝑃, 𝑘1) = |𝑃𝑆1|2 − 𝑟1
2 = |𝑃𝑋|2 + |𝑋𝑆1|2 − 𝑟1

2, 

𝑚(𝑃, 𝑘2) = |𝑃𝑆2|2 − 𝑟2
2 = |𝑃𝑋|2 + |𝑋𝑆2|2 − 𝑟2

2. 

S ohledem na rovnici (3) dostaneme 

𝑚(𝑃, 𝑘2) = |𝑃𝑋|2 + |𝑋𝑆1|2 − 𝑟1
2 = 𝑚(𝑃, 𝑘1). 

Zvolme bod 𝑄, který má tutéž mocnost ke kružnicím 𝑘1, 𝑘2. Platí tedy 

(4) 𝑚(𝑄, 𝑘1) = 𝑚(𝑄, 𝑘2). 

Označme ∢𝑄𝑋𝑆2 = 𝜔. Potom s využitím kosinové věty dostáváme 

𝑚(𝑄, 𝑘1) = |𝑄𝑆1|2 − 𝑟1
2 = |𝑄𝑋|2 + |𝑋𝑆1|2 + 2 ∙ |𝑄𝑋| ∙ |𝑋𝑆1| ∙ cos 𝜔 − 𝑟1

2, 

𝑚(𝑄, 𝑘2) = |𝑄𝑆2|2 − 𝑟2
2 = |𝑄𝑋|2 + |𝑋𝑆2|2 − 2 ∙ |𝑄𝑋| ∙ |𝑋𝑆2| ∙ cos 𝜔 − 𝑟2

2. 

A jelikož platí rovnice (4), proto  

|𝑋𝑆1|2 + 2 ∙ |𝑄𝑋| ∙ |𝑋𝑆1| ∙ cos 𝜔 − 𝑟1
2 = |𝑋𝑆2|2 − 2 ∙ |𝑄𝑋| ∙ |𝑋𝑆2| ∙ cos 𝜔 − 𝑟2

2. 

S využitím rovnice (3) se tato rovnice ještě zjednoduší 

(|𝑋𝑆1| + |𝑋𝑆2|) ∙ cos 𝜔 = 0. 

Vzhledem k tomu, že |𝑋𝑆1| + |𝑋𝑆2| ≠ 0, pak platí 

cos 𝜔 = 0, tj. 𝜔 = 90° 

a bod 𝑄 leží na chordále 𝑝. 

 

 

 

 

 

Obrázek 25 - Chordála dvou kružnic, které nemají společný bod 
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Potenční střed 

„Bod, který má k daným třem kružnicím stejnou mocnost, se nazývá potenční střed daných 

tří kružnic“ [6, s.2]. 

 

Prostorová analogie chordály kružnic a potenčního středu 

Prostorovou analogií chordály dvou kružnic je chordální rovina kolmá na spojnici středů 

kulových ploch. Pokud mají kulové plochy společné body (jeden bod, pokud  

se dotýkají, nebo společnou kružnici, pokud se protínají), obsahuje chordální rovina 

všechny společné body (viz Obrázek 27 b)). 

Pokud sestrojíme rovinu procházející středy obou kulových ploch, pak tato rovina protne 

kulové plochy v kružnicích se středy a poloměry totožnými se středy a poloměry 

kulových ploch. Chordála 𝑝1 těchto dvou kružnic leží v rovině řezu a protíná spojnici 

středů kulových ploch v bodě 𝐶  a je na ni kolmá. Pokud nyní zvolíme jinou rovinu 

procházející středy kulových ploch, dostaneme jinou chordálu 𝑝2, která také prochází 

bodem 𝐶 a také je kolmá ke spojnici středů kulových ploch. Všechny takovéto chordály 

leží v jedné rovině 𝜆, která je kolmá ke spojnici středů kulových ploch [31].  

O chordálních rovinách ke dvěma a třem kulovým plochám se dozvíme více v publikacích 

[20] a [31].  

 

 

 

Obrázek 26 - Potenční střed kružnic 
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Potenční střed kružnic s průměry ve stranách trojúhelníku 

Ortocentrum 𝑂 trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶 je potenčním středem kružnic, které mají průměry 𝐴𝐵, 

𝐵𝐶 a 𝐴𝐶. V předchozí části jsme si připomněli, že potenční střed tří kružnic je společným 

bodem tří chordál, a že chordála dvou kružnic, které mají společný bod, prochází tímto 

společným bodem a je kolmá na spojnici středů kružnic – viz Obrázek 24. Nyní stačí 

uvažovat kružnice 𝑘𝑎 a 𝑘𝑏 v trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶 – viz Obrázek 28 b). Tyto dvě kružnice 

mají středy 𝑆𝑎  a 𝑆𝑏  a společný bod 𝐶 . Proto jejich chordála prochází bodem 𝐶  

a je kolmá na přímku 𝑆𝑎𝑆𝑏. 

Přímka 𝑆𝑎𝑆𝑏  je rovnoběžná se stranou trojúhelníku 𝐴𝐵 , a proto na chordále kružnic   

𝑘𝑎 a 𝑘𝑏 leží výška 𝑣𝑐 trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶. Obdobně můžeme ukázat, že chordála každých 

dvou z kružnic 𝑘𝑎 , 𝑘𝑏 , 𝑘𝑐  nese výšku trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶 . Potenčním středem kružnic 

𝑘𝑎, 𝑘𝑏 , 𝑘𝑐  je společný bod jejich chordál, tedy ortocentrum 𝑂  trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶  – viz 

Obrázek 28 a) [38]. 

Obrázek 27 - Chordální rovina dvou kulových ploch 

Obrázek 28 - Ortocentrum trojúhelníku jako potenční střed kružnic 𝑘𝑎 , 𝑘𝑏 , 𝑘𝑐 
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Prostorovou analogií kružnic, jejichž průměry jsou strany trojúhelníku,  

jsou kulové plochy, jejichž hlavní kružnice jsou kružnice opsané stěnám čtyřstěnu.  

Pro každý čtyřstěn lze zavést kulové plochy 𝜅𝛼 , 𝜅𝛽 , 𝜅𝛾 a 𝜅𝛿, jejichž hlavní kružnice jsou 

kružnice opsané trojúhelníkům jednotlivých stěn čtyřstěnu – viz Obrázek 29.  

Takto definované čtyři kulové plochy nemohou mít středy, které by ležely v téže rovině, 

a proto mají vždy potenční střed. Tento bod je společným bodem čtyř potenčních os 

procházejících vrcholy čtyřstěnu – viz bod 𝑃 na Obrázku 31. „Bod 𝑃 zavedený uvedeným 

způsobem lze považovat za další prostorovou analogii ortocentra trojúhelníku.  

V trojúhelníku byl oběma uvedenými způsoby definován jeden bod, ale ve čtyřstěnu 

Mongeův bod (ortocentrum) a potenční střed obecně nesplývají. Potenční střed 𝑃  

je definován pro každý čtyřstěn nezávisle na tom, zda se jedná o čtyřstěn ortický,  

či neortický“ [25, s. 260]. 

 

Obrázek 29- Kulové plochy 𝜅𝛼 , 𝜅𝛽 , 𝜅𝛾  𝑎 𝜅𝛿 čtyřstěnu 

Každá z těchto kulových ploch prochází třemi vrcholy čtyřstěnu a má svůj střed ve středu 

kružnice opsané trojúhelníku příslušné stěny. Kulovou plochu určenou trojúhelníkem 

𝐵𝐶𝐷 budeme označovat 𝜅𝛼, další kulové plochy pak 𝜅𝛽 , 𝜅𝛾, 𝜅𝛿. 

Na Obrázku 30 jsou znázorněny kulové plochy 𝜅𝛽 , 𝜅𝛾 a 𝜅𝛿 . Jelikož každá z kulových 

ploch prochází třemi vrcholy čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷, mají každé tři kulové plochy společný bod 

– tj. vrchol čtyřstěnu. V tom případě mají každé tři kulové plochy společnou potenční osu 

procházející vrcholem čtyřstěnu kolmo na rovinu, která je určena středy těchto kulových 

ploch [25].  
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Potenční střed 𝑃  kulových ploch 𝜅𝛼 , 𝜅𝛽 , 𝜅𝛾, 𝜅𝛿  je potom společný bod těchto čtyř 

potenčních os 𝑝𝐴, 𝑝𝐵, 𝑝𝐶 , 𝑝𝐷 .  

  

Obrázek 31 - Potenční střed P kulových ploch 𝜅𝛼 , 𝜅𝛽 , 𝜅𝛾, 𝜅𝛿 

Obrázek 30 - Potenční osa 𝑝𝐴 kulových ploch 𝜅𝛽 , 𝜅𝛾𝑎 𝜅𝛿 
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2.7  Kulové plochy 

V této kapitole se dozvíme něco o existenci kulové plochy opsané a kulových ploch 

vepsaných danému čtyřstěnu. Vzpomeňme si, že v trojúhelníku můžeme sestrojit několik 

typů kružnic. Ve čtyřstěnu můžeme obdobným způsobem sestrojit kulové plochy. 

 

2.7.1 Kulová plocha opsaná 

Víme, že střed kružnice opsané trojúhelníku je průsečík os stran trojúhelníku.  

Vzdálenosti tohoto bodu od všech tří vrcholů jsou stejné. 

 

„Existuje právě jedna kulová plocha, která prochází všemi vrcholy daného čtyřstěnu 

𝐴𝐵𝐶𝐷“ [13, s. 31]. 

    

Obrázek 32 - Roviny souměrnosti 𝛼, 𝛽, 𝛾 a kulová plocha opsaná čtyřstěnu 

Důkaz: [13] 

Pokud existuje právě jedna kulová plocha procházející vrcholy čtyřstěnu, pak její střed 

leží v průniku těchto rovin: rovina souměrnosti 𝛼  hrany 𝐴𝐵 , rovina souměrnosti  

𝛽  hrany 𝐶𝐵  a rovina souměrnosti 𝛾  hrany 𝐶𝐷 . Žádné dvě z těchto rovin nejsou 

rovnoběžné, neboť ani zmíněné hrany nejsou rovnoběžné. 

Roviny souměrnosti mají právě jeden společný bod 𝑆, námi hledaný střed kulové plochy. 

Jelikož bod 𝑆 leží v rovině souměrnosti 𝛼, pak platí 

|𝑆𝐴| = |𝑆𝐵|. 

Dále bod 𝑆 leží v rovině souměrnosti 𝛽, proto platí 

|𝑆𝐶| = |𝑆𝐵|. 

A jelikož bod 𝑆 leží i v rovině souměrnosti 𝛾, pak platí 

|𝑆𝐶| = |𝑆𝐷|. 



35 

 

Bod 𝑆 má od všech vrcholů stejnou vzdálenost a platí tedy  

|𝑆𝐴| = |𝑆𝐵| = |𝑆𝐶| = |𝑆𝐷| = 𝑟, 

kde 𝑟 je poloměr kulové plochy opsané danému čtyřstěnu. 

 

2.7.2 Kulové plochy vepsané 

V následujících řádcích si povíme o existenci kulových ploch vepsaných. Víme,  

že v trojúhelníku existují čtyři kružnice vepsané, z nichž jedna je vepsaná uvnitř  

a zbývající tři jsou vepsány vně. Každá z vně vepsaných kružnic se dotýká jedné strany 

ve vnitřním bodě a zbylých dvou stran na jejich prodloužení. Středem kružnice vepsané 

uvnitř (vně) je průsečík os vnitřních (vnějších) úhlů v trojúhelníku. U čtyřstěnu je situace 

obdobná. 

 

„Existuje osm kulových ploch, které jsou vepsány danému čtyřstěnu. Jedna z nich  

je vepsána uvnitř (dotýká se všech stěn v jejich vnitřních bodech) a ostatních sedm je vně 

vepsaných. Z nich zase čtyři se dotýkají vždy jedné stěny ve vnitřním bodě a zbývajících 

tří stěn na prodloužení. Zbývající tři kulové plochy se dotýkají všech stěn na prodloužení“ 

[13, s. 33]. 

 

Důkaz: [13], [37] 

I. Sestrojme rovinu souměrnosti 𝛼 rovin 𝐴𝐵𝐶  a 𝐵𝐶𝐷 , která protíná hranu 𝐴𝐷 .  

Dále sestrojme rovinu souměrnosti 𝛽 rovin 𝐵𝐶𝐷 a 𝐴𝐶𝐷, která protíná hranu 𝐴𝐵.  

A nakonec sestrojme rovinu souměrnosti 𝛾 rovin 𝐴𝐵𝐷 a 𝐴𝐶𝐷, která protíná hranu 

𝐵𝐶. Žádné dvě z těchto rovin nejsou rovnoběžné, neboť ani žádná z hran čtyřstěnu 

není rovnoběžná. Sestrojené roviny souměrnosti mají právě jeden společný bod – 

bod 𝑆𝑣, který je středem kulové plochy uvnitř vepsané danému čtyřstěnu.  

Jelikož bod 𝑆𝑣  leží v rovině 𝛼 , pak musí platit 𝑣(𝑆𝑣, 𝐴𝐵𝐶1) = 𝑣(𝑆𝑣, 𝐵𝐶𝐷),  

dále leží v rovině 𝛽 , proto 𝑣(𝑆𝑣, 𝐵𝐶𝐷) = 𝑣(𝑆𝑣, 𝐴𝐶𝐷) . Bod 𝑆𝑣  leží taktéž  

na rovině souměrnosti 𝛾 , a tak 𝑣(𝑆𝑣, 𝐴𝐵𝐷) = 𝑣(𝑆𝑣, 𝐴𝐶𝐷) . Z toho vyplývá  

i rovnost 𝑣(𝑆𝑣 , 𝐴𝐵𝐶) = 𝑣(𝑆𝑣 , 𝐴𝐵𝐷). Bod 𝑆𝑣  má tedy od všech stěn čtyřstěnu 

stejnou vzdálenost, a proto je středem vepsané kulové plochy.  

                                                 
1 Symbol 𝑣(𝑆𝑣 , 𝐴𝐵𝐶) znamená vzdálenost bodu 𝑆𝑣 od roviny 𝐴𝐵𝐶. 
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Obrázek 33 - Kulová plocha uvnitř vepsaná čtyřstěnu 

II. Nyní sestrojíme kulovou plochu nad stěnou 𝐴𝐵𝐷. Sestrojme rovinu souměrnosti 

𝜒 rovin 𝐴𝐵𝐶 a 𝐵𝐶𝐷, která protíná hranu 𝐴𝐷. Dále sestrojme rovinu souměrnosti 

𝜑 rovin 𝐵𝐶𝐷  a 𝐴𝐶𝐷 , která protíná hranu 𝐴𝐵 . A nakonec sestrojme rovinu 

souměrnosti 𝜔  rovin 𝐴𝐵𝐷  a 𝐴𝐶𝐷 , která je kolmá na rovinu 𝛾  v případě I.,  

tedy rovina se směrem hrany 𝐴𝐷 (styčná rovina čtyřstěnu). Každé dvě tyto roviny 

jsou různoběžné, a tedy mají právě jeden společný bod 𝑂3, který je středem kulové 

plochy nad stěnou 𝐴𝐵𝐷. 

Jelikož bod 𝑂3  leží v rovině 𝜒 , pak musí platit 𝑣(𝑂3 , 𝐴𝐵𝐶) = 𝑣(𝑂3 , 𝐵𝐶𝐷),  

dále leží v rovině 𝜑 , proto 𝑣(𝑂3 , 𝐵𝐶𝐷) = 𝑣(𝑂3 , 𝐴𝐶𝐷) . Bod 𝑂3  leží taktéž  

na rovině souměrnosti 𝜔 , a tak 𝑣(𝑂3 , 𝐴𝐵𝐷) = 𝑣(𝑂3 , 𝐴𝐶𝐷) . Z toho vyplývá  

i rovnost 𝑣(𝑂3, 𝐴𝐵𝐶) = 𝑣(𝑂3, 𝐴𝐵𝐷). Bod 𝑂3 má tedy od všech stěn čtyřstěnu,  

či jejich prodloužení, stejnou vzdálenost, a proto je středem vepsané kulové 

plochy. Stejným způsobem bychom dospěli ke zbylým kulovým plochám 

vepsaným nad stěnou čtyřstěnu. 

 

Obrázek 34 - Kulová plocha nad stěnou ABD 
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III. Poslední skupinou kulových ploch vepsaných čtyřstěnu jsou ty, které se dotýkají 

všech stěn na jejich prodloužení. Na Obrázku 36 jsou zvýrazněny části prostoru 

nad hranami 𝐴𝐵, 𝐶𝐷.  Střed kulové plochy leží buď v části nad hranou 𝐴𝐵 ,  

nebo v části nad hranou 𝐶𝐷. 

 

Sestrojme rovinu souměrnosti 𝜆 rovin 𝐴𝐵𝐶  a 𝐴𝐵𝐷 , která protíná hranu 𝐶𝐷 ; 

rovinu souměrnosti 𝜋  rovin 𝐵𝐶𝐴  a 𝐵𝐶𝐷 , která je styčnou rovinou čtyřstěnu  

a rovinu souměrnosti 𝜓 rovin 𝐴𝐷𝐵 a 𝐴𝐷𝐶, jež je taktéž styčnou rovinou tomuto 

čtyřstěnu.  

Obrázek 35 - Kulové plochy nad stěnami čtyřstěnu 

Obrázek 36 - Zvýrazněné části prostoru 

nad hranami AB, CD [13, s. 34] 
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Obrázek 37 - Kulová plocha nad hranou CD 

  

Jelikož bod 𝑂5  leží v rovině 𝜆 , pak musí platit 𝑣(𝑂5 , 𝐴𝐵𝐶) = 𝑣(𝑂5 , 𝐴𝐵𝐷),  

dále leží v rovině 𝜋, proto 𝑣(𝑂5 , 𝐵𝐶𝐴) = 𝑣(𝑂5 , 𝐵𝐶𝐷). Bod 𝑂5  leží taktéž na 

rovině souměrnosti 𝜓 , a tak 𝑣(𝑂5 , 𝐴𝐷𝐵) = 𝑣(𝑂5 , 𝐴𝐷𝐶) . Z toho vyplývá  

i rovnost 𝑣(𝑂5, 𝐵𝐶𝐷) = 𝑣(𝑂5, 𝐴𝐶𝐷). Bod 𝑂5 má tedy od všech prodloužení stěn 

čtyřstěnu stejnou vzdálenost, a proto je středem vepsané kulové plochy. 

 

Hledáme-li kulovou plochu nad hranou 𝐵𝐷 , či hranou 𝐴𝐶.  Sestrojíme rovinu 

souměrnosti 𝛿 rovin 𝐴𝐶𝐵 a 𝐴𝐶𝐷, která protíná hranu 𝐵𝐷; rovinu souměrnosti 𝜀 

rovin 𝐴𝐵𝐶  a 𝐴𝐵𝐷 , která je styčnou rovinou čtyřstěnu a rovinu souměrnosti 𝜇 

rovin 𝐶𝐷𝐵 a 𝐶𝐷𝐴, jež je taktéž styčnou rovinou tomuto čtyřstěnu.  

 

 

Obrázek 38 - Kulová plocha nad hranou BD 

   

Pokud hledáme kulovou plochu nad hranou 𝐵𝐶, či hranou 𝐴𝐷, sestrojíme rovinu 

souměrnosti 𝜌 rovin 𝐵𝐶𝐴 a 𝐵𝐶𝐷, která protíná hranu 𝐴𝐷; rovinu souměrnosti 𝜎 

rovin 𝐵𝐶𝐴  a 𝐷𝐶𝐴 , která je styčnou rovinou čtyřstěnu a rovinu souměrnosti 𝜏 

rovin 𝐵𝐷𝐴 a 𝐵𝐷𝐶, jež je taktéž styčnou rovinou tomuto čtyřstěnu.  
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Obrázek 40 - Kulová plocha nad hranou AD 

  

Obrázek 41 - Kulové plochy vepsané čtyřstěnu vně 

  

Obrázek 39 - Kulové plochy nad hranami CD, BD, AD 
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3 Speciální čtyřstěny 

V této kapitole se seznámíme s mnoha zajímavými typy čtyřstěnů. Nejprve si řekneme 

několik informací o pravidelném čtyřstěnu, který je všem jistě známý. Dále přejdeme  

na čtyřstěn ortocentrický, stejnostěnný a pravoúhlý [36]. Odvodíme si zde některé 

zajímavé vlastnosti těchto méně známých čtyřstěnů.  

 

 

3.1  Pravidelný čtyřstěn  

Pravidelný čtyřstěn řadíme mezi tzv. Platónská tělesa, protože jeho povrch je tvořen 

čtyřmi shodnými rovnostrannými trojúhelníky. Pravidelný čtyřstěn je tedy jedním  

z pěti pravidelných mnohostěnů. Zajímavou vlastností pravidelného čtyřstěnu je,  

že vzdálenost každých dvou vrcholů je stejná, na rozdíl od ostatních platónských těles 

[36]. Další zajímavou vlastností je dualita. Spojením středů sousedních stěn platónského 

tělesa úsečkami vzniknou hrany jiného pravidelného mnohostěnu. Takto vzniklé těleso 

označujeme jako duální k tělesu původnímu. Duálním mnohostěnem k pravidelnému 

čtyřstěnu je opět pravidelný čtyřstěn. 

 

Stěnová výška pravidelného čtyřstěnu 

Stěnovou výšku v rovnostranném trojúhelníku o délce hrany 𝑎  vypočítáme snadno 

pomocí Pythagorovy věty 

𝑣𝑠 = √𝑎2 −
𝑎2

4
=

𝑎√3

2
. 

 

Obrázek 42 - Pravidelný čtyřstěn a jeho síť 
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Tělesová výška pravidelného čtyřstěnu 

Víme, že stěnová výška pravidelného čtyřstěnu je 𝑣𝑠 =
𝑎√3

2
. Těžiště stěny dělí tuto výšku 

v poměru 2: 1, z toho 
2

3
 𝑣𝑠 =

𝑎√3

3
 je délka odvěsny a podle Pythagorovy věty můžeme 

vypočítat tělesovou výšku 

𝑣𝑡 =  √𝑎2 − (
𝑎√3

3
)

2

=
𝑎√2

√3
=

𝑎√6

3
. 

Povrch pravidelného čtyřstěnu 

Povrch čtyřstěnu o délce hran 𝑎 a stěnové výšce 𝑣𝑠 =
𝑎√3

2
 vypočítáme podle známého 

vzorce pro obsah trojúhelníku. Povrch čtyřstěnu je tedy 

𝑆 =
2𝑎 ∙ 𝑎√3

2
= 𝑎2√3. 

Objem pravidelného čtyřstěnu 

Využijeme poznatku z předchozí kapitoly, že čtyřstěn 𝐴𝐵𝐶𝐷 je trojboký jehlan  

a použijeme vzoreček pro výpočet objemu jehlanu 𝑉 =
1

3
∙ 𝑆𝑝 ∙ 𝑣𝑡 , kde 𝑆𝑝  je obsah 

podstavy a 𝑣𝑡 je tělesová výška. Obsah podstavy vypočítáme pomocí vzorce pro výpočet 

obsahu trojúhelníku přes základnu a jí odpovídající výšku 𝑆𝑝 =
𝑎∙

𝑎√3

2

2
=

𝑎2√3

4
. 

Objem čtyřstěnu tedy vypočítáme pomocí vzorce 

𝑉 =
1

3
∙

𝑎2√3

4
∙

𝑎√6

3
=

𝑎3√18

36
=

𝑎3√2

12
. 

Obrázek 43 - Výšky pravidelného čtyřstěnu 
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Těžiště čtyřstěnu  

Jak již víme z předchozí kapitoly těžiště čtyřstěnu dělí těžnice v poměru 3: 1. Těžiště 

pravidelného čtyřstěnu se nachází v  
1

4
  jeho výšky.  

Platí tedy 

|𝑇𝛼𝑇| = |𝑇𝛽𝑇| = |𝑇𝛾𝑇| = |𝑇𝛿𝑇| =
1

4
∙

𝑎√6

3
=

𝑎√6

12
 

a dále 

|𝑇𝐴| = |𝑇𝐵| = |𝑇𝐶| = |𝑇𝐷| =
3

4
∙

𝑎√6

3
=

𝑎√6

4
. 

Těžiště a středy kulových ploch splývají, neboť vzdálenost těžiště od všech vrcholů 

čtyřstěnu je rovna 
3

4
 výšky a vzdálenost těžiště od všech stěn je rovna 

1

4
 výšky.  

 

Kulová plocha opsaná pravidelnému čtyřstěnu 

Poloměr 𝑟  kulové plochy opsané pravidelnému čtyřstěnu je roven vzdálenosti těžiště 

tělesa 𝑇  od libovolného vrcholu tělesa. Těžiště pravidelného čtyřstěnu se nachází  

v  
1

4
  jeho výšky. Poloměr je tedy  

𝑟 =
3

4
∙

𝑎√6

3
=

𝑎√6

4
. 

 

 

Obrázek 44 - Kulová plocha opsaná pravidelnému čtyřstěnu 
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Kulová plocha vepsaná pravidelnému čtyřstěnu 

Poloměr 𝜌 kulové plochy vepsané pravidelnému čtyřstěnu je roven vzdálenosti těžiště 

tělesa 𝑇 od libovolné stěny tělesa. Víme, že poloměr je roven 
1

4
 výšky čtyřstěnu. Nyní  

si ukážeme druhý způsob vůpočtu. Dotykovými body sféry jsou středy stěn. Vezměme 

pravoúhlý trojúhelník 𝐷𝑆𝑣𝑇𝛼, resp. 𝐷𝑇𝑇𝛼, kde 𝐷 je vrchol čtyřstěnu, 𝑇𝛼 je těžiště stěny  

a 𝑆𝑣, resp. 𝑇 je střed kulové plochy vepsané. 

Obrázek 45 - Kulová plocha vepsaná pravidelnému čtyřstěnu 

Pro přeponu tohoto trojúhelníku platí 

|𝐷𝑆𝑣| =
3

4
 ∙

𝑎√6

3
=

𝑎√6

4
, 

neboť bod 𝑆𝑣 se nachází v 
1

4
 tělesové výšky. 

O odvěsně 𝐷𝑇𝛼 víme, že bod 𝑇𝛼 leží ve 
2

3
 délky stěnové výšky a tedy platí 

|𝐷𝑇𝛼| =
2

3
∙

𝑎√3

2
=

𝑎√3

3
. 

Poloměr je tedy roven  

𝜌 = |𝐷𝑆𝑣| = √(
𝑎√6

4
)

2

− (
𝑎√3

3
)

2

= √
6𝑎2

16
−

3𝑎2

9
=

𝑎

√24
=

𝑎

2√6
∙

√6

√6
=

𝑎√6

12
. 

Obrázek 46 - Poloměr kulové plochy vepsané pravidelnému čtyřstěnu 
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“Pravidelnému čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷 vepište těleso tak, že jeho vrcholy jsou v těžištích stěn 

daného čtyřstěnu” [21, s. 130]. 

  

Spojnice těžišť vytvoří těleso, které má čtyři vrcholy, šest hran a čtyři trojúhelníkové 

stěny. Pravidelnému čtyřstěnu je vepsán opět pravidelný čtyřstěn.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obrázek 47 - Pravidelný čtyřstěn vepsaný do pravidelného čtyřstěnu 
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3.2  Ortocentrický čtyřstěn 

Čtyřstěn se nazývá ortocentrický, pokud se všechny jeho výšky protínají v jednom bodě 

– ortocentru čtyřstěnu. Nejprve si odvodíme několik důležitých tvrzení týkajících  

se tohoto typu čtyřstěnu. 

 

Tvrzení 1:  

Jsou-li dvě protilehlé hrany čtyřstěnu navzájem kolmé, výšky čtyřstěnu, které vycházejí 

z vrcholů jedné z hran, se protínají [18].  

Důkaz: [18] 

Nechť hrany 𝐴𝐷  a 𝐵𝐶  čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷  jsou vzájemně kolmé a úsečky 𝐴𝐴1  a 𝐷𝐷1  

jsou výšky čtyřstěnu  𝐴𝐵𝐶𝐷. Pokud je 𝐴 = 𝐷1,  pak je tvrzení pravdivé, protože výšky 

procházejí bodem 𝐴. Pokud je 𝐷 = 𝐴1, je tvrzení také pravdivé, protože výška prochází 

bodem 𝐷 . Není však možné, aby rovnosti 𝐴 = 𝐷1  a 𝐷 = 𝐴1  platili současně, protože  

pak by hrana 𝐴𝐷  byla kolmá současně na rovinu 𝐵𝐶𝐷  a 𝐵𝐶𝐴 , což by znamenalo,  

že jsou tyto roviny rovnoběžné. 

Nechť je nyní 𝐴 ≠ 𝐷1  a 𝐷 ≠ 𝐴1.  Pak 𝐵𝐶 ⊥ 𝐴𝐷  a 𝐵𝐶 ⊥ 𝐴𝐴1 . Z toho vyplývá,  

že hrana  𝐵𝐶  je kolmá na rovinu 𝐴𝐷𝐴1 . Podobně z 𝐵𝐶 ⊥ 𝐴𝐷  a 𝐵𝐶 ⊥ 𝐷𝐷1  plyne,  

že hrana 𝐵𝐶 je kolmá na rovinu 𝐴𝐷𝐷1. Avšak skrze 𝐴𝐷 nemohou procházet dvě různé 

roviny kolmé na hranu 𝐵𝐶.   Proto se roviny 𝐴𝐷𝐴1 a 𝐴𝐷𝐷1 shodují. Nechť rovina protíná 

hranu 𝐵𝐶  v bodě 𝑃.  Pak 𝐴𝐴1  a 𝐷𝐷1  jsou výšky v trojúhelníku 𝐴𝐷𝑃,  

a proto se protínají. Analogicky dokážeme, že se protínají i výšky vycházející  

z vrcholů hrany 𝐵𝐶. 

 

Obrázek 48 - Výšky 𝑣𝑎 a 𝑣𝑑 ortocentrického čtyřstěnu 
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Tvrzení 2:  

Pokud se dvě výšky čtyřstěnu protínají, je hrana, ze které výšky vycházejí, kolmá na její 

protější hranu [18]. 

Důkaz: [18] 

Nechť se výšky 𝐴𝐴1 a 𝐷𝐷1 protínají a rovina 𝜋 je jimi definována. (Víme, že 𝐴𝐴1 a 𝐷𝐷1 

jsou různé.) Z poznatku, že platí 𝐵𝐶 ⊥ 𝐴𝐴1 a 𝐵𝐶 ⊥ 𝐷𝐷1 vyplývá, že 𝐵𝐶 ⊥ 𝜋. Hrana 𝐵𝐶 

je kolmá na každou přímku roviny 𝜋, tedy i na hranu 𝐴𝐷. V tom případě, podle tvrzení 1, 

se protínají výšky čtyřstěnu, které vycházející z krajních bodů hrany 𝐵𝐶. 

 

Tvrzení 3:  

Pokud jsou dva páry protilehlých hran čtyřstěnu vzájemně kolmé, je i třetí pár 

protilehlých hran vzájemně kolmý [18]. 

Důkaz tohoto tvrzení nalezneme v [18, s.105]. 

  

Tvrzení 4:  

Nutnou a postačující podmínkou pro ortocentrický čtyřstěn je, že dva páry protilehlých 

hran jsou vzájemně kolmé [18]. 

Důkaz tohoto tvrzení nalezneme v [18, s.105]. 

 

Tvrzení 5:  

Každá výška ortocentického čtyřstěnu protíná svou příslušnou stěnu v jejím ortocentru 

[13], [18]. 

  

Obrázek 49 - Výška ortocentrického čtyřstěnu procházející ortocentrem stěny 
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Důkaz: [13] 

Hranou 𝐴𝐵 můžeme proložit rovinu 𝜋 kolmou k 𝐶𝐷, neboť hrany 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 jsou navzájem 

kolmé. Rovina 𝜋 nutně obsahuje tělesovou výšku 𝐴𝐴1, neboť v rovině 𝜋 leží všechny 

kolmice k rovině 𝐵𝐶𝐷, které protínají hranu 𝐴𝐵. A přitom platí 𝐵𝐴1 ⊥ 𝐶𝐷. To znamená,  

že přímka 𝐵𝐴1  je výška stěny 𝐵𝐶𝐷 . Stejně bychom ukázali, že 𝐶𝐴1 (𝐷𝐴1)  je výška 

trojúhelníka 𝐵𝐶𝐷 jdoucí vrcholem 𝐶 (𝐷). Odtud vyplývá, že bod 𝐴1 je ortocentrem stěny 

𝐵𝐶𝐷. To, co jsme řekli o vrcholu 𝐴, platí i o vrcholech 𝐵, 𝐶, 𝐷, a tím je vyslovená věta 

dokázána. 

 

Tvrzení 6:  

Nutnou a postačující podmínkou ortocentrického čtyřstěnu je, že jeho bimediány (úsečky 

spojující středy protilehlých hran) mají stejnou délku [18]. 

Důkaz nalezneme v [18, s. 107]. 

 

 

„V ortocentrickém čtyřstěnu procházejí všechny jeho tělesové výšky týmž bodem“ [13, 

s.44]. 

 

Obrázek 50 - Výšky ortocentrického čtyřstěnu 

Důkaz: 

Označme daný čtyřstěn 𝐴𝐵𝐶𝐷 a paty tělesových výšek 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐷1 (viz Obrázek 50). 

Vzhledem k tomu, že hrany 𝐴𝐵, 𝐶𝐷  svírají pravý úhel, protínají se tělesové výšky 

spuštěné z vrcholů 𝐶, 𝐷. A jelikož jsou k sobě kolmé hrany 𝐴𝐶, 𝐵𝐷, protínají se tělesové 

výšky z vrcholů 𝐵, 𝐷. Poněvadž jsou k sobě kolmé i hrany 𝐴𝐷, 𝐵𝐶, protínají se i výšky 

z vrcholů 𝐵, 𝐶.  Taktéž se protínají i výšky z vrcholů 𝐴, 𝐵  a 𝐴, 𝐶  a 𝐴, 𝐷.  Tedy každé  
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dvě tělesové výšky daného čtyřstěnu se protínají, a to je možné pouze v těchto dvou 

případech: 

1) leží-li všechny tělesové výšky v téže rovině  

2) tělesové výšky neleží v téže rovině, ale procházejí týmž bodem – ortocentrem 

čtyřstěnu.  

První případ nastat nemůže, protože vrcholy čtyřstěnu neleží v téže rovině. Nastat tedy 

může pouze druhý případ, čímž je tvrzení dokázáno.  

 

 

„V ortocentrickém čtyřstěnu existuje kulová plocha, která obsahuje středy všech hran  

a paty stěnových výšek. (Tzv. první kulová plocha dvanácti bodů.) Její střed splývá  

s těžištěm daného čtyřstěnu a její poloměr je roven polovině poloměru kulové plochy, 

která je opsána danému čtyřstěnu“ [13, s. 47]. 

 

Důkaz tohoto tvrzení nalezneme například v publikacích [2], [13], [25], ze kterých byl 

tento důkaz zpracován. 

Důkaz:  

I. Nechť je dán ortocentrický čtyřstěn 𝐴𝐵𝐶𝐷. V jedné jeho stěně, např. v 𝐴𝐵𝐷, 

sestrojme kružnici 𝑘𝛾  devíti bodů. Víme, že prochází středy 𝑆1, 𝑆4, 𝑆6  hran 

𝐴𝐵, 𝐴𝐷, 𝐵𝐷 a patami 𝑃1, 𝑃4, 𝑃6 výšek sestrojených z vrcholů 𝐷, 𝐵, 𝐴 ve stěně 

𝐴𝐵𝐷. Středem 𝑆3 hrany 𝐴𝐶 a kružnicí 𝑘𝛾  je určena jediná kulová plocha 𝜒, 

neboť bod 𝑆3  neleží s kružnicí 𝑘𝛾  v jedné rovině.  Tato kulová plocha  

je rovinou 𝐴𝐵𝐶 proťata v kružnici 𝑘𝛿. Tato kružnice obsahuje střed 𝑆1 hrany 

Obrázek 51- Ortocentrický čtyřstěn a jeho kulová plocha dvanácti bodů prvního typu 
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𝐴𝐵 , střed 𝑆3  hrany 𝐴𝐶  a patu 𝑃1 stěnové výšky z vrcholu 𝐶  na hranu 𝐴𝐵 . 

Těmito třemi body je určená jediná kružnice, jedná se o kružnici devíti bodů 

trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶. Dále protíná kulová plocha 𝜒 stěnu 𝐴𝐶𝐷 v kružnici devíti 

bodů 𝑘𝛽  a stěnu 𝐵𝐶𝐷  v kružnici devíti bodů 𝑘𝛼.  Jelikož tyto kružnice 

procházejí středy hran 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐵𝐶, 𝐴𝐷, 𝐵𝐷, 𝐶𝐷 a patami stěnových výšek, 

prochází těmito body i kulová plocha 𝜒. Tímto je vyslovená věta dokázána. 

 

II. Na Obrázku 53 je 𝑂𝛾  ortocentrum stěny 𝐴𝐵𝐷  a splývá s pravoúhlým 

průmětem 𝐶1 vrcholu 𝐶  do roviny 𝐴𝐵𝐷 . Body 𝑇𝛾  a 𝑆𝛾  jsou těžiště a střed 

kružnice opsané trojúhelníku 𝐴𝐵𝐷. Víme, že 𝑇𝛾 leží mezi 𝑆𝛾 a 𝑂𝛾 a že platí 

|𝑂𝛾𝑇𝛾| = 2 ∙  |𝑇𝛾𝑆𝛾|. 

Označme 𝐹𝛾  střed kružnice 𝑘𝛾  devíti bodů. Bod 𝑇𝛾  leží mezi body 𝐹𝛾  a 𝑆𝛾  

a platí o něm 

|𝑇𝛾𝑆𝛾| = 2 ∙  |𝐹𝛾𝑇𝛾|, 

a proto 𝐹𝛾 je střed úsečky 𝑂𝛾𝑆𝛾.  Pokud budeme počítat dále, získáme  

|𝐹𝛾𝑇𝛾| =
1

2
∙ |𝑇𝛾𝑆𝛾| =

1

2
∙

1

2
∙ |𝑂𝛾𝑇𝛾| =

1

4
∙ |𝑂𝛾𝑇𝛾|. 

Střed 𝑆 kulové plochy dvanácti bodů prvního typu leží na kolmici sestrojené 

v bodě 𝐹𝛾  k rovině 𝐴𝐵𝐷.  Podle poslední rovnice prochází tato kolmice 

těžištěm 𝑇 tohoto čtyřstěnu. Pokud bychom provedli stejnou úvahu i pro další 

Obrázek 52 - Kulová plocha dvanácti bodů a kružnice devíti bodů stěn 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐵𝐷 
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stěny čtyřstěnu, zjistili bychom, že střed kulové plochy 𝜒 splývá s těžištěm 

čtyřstěnu.  

 

III. Poloměr kulové plochy 𝜒 je roven polovině poloměru kulové plochy opsané 

danému čtyřstěnu. 

 

 

Obrázek 53 - Kružnice devíti bodů a kružnice opsaná stěně ABD 
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„V ortocentrickém čtyřstěnu existuje kulová plocha, která obsahuje těchto dvanáct bodů: 

ortocentra všech čtyř stěn; těžiště všech čtyř stěn; body, které dělí v poměru 2: 1 úsečku, 

omezenou ortocentrem čtyřstěnu a vrcholem čtyřstěnu, při čemž větší díl je při vrcholu. 

Poloměr této kulové plochy je roven jedné třetině poloměru kulové plochy, opsané 

danému čtyřstěnu. (Tato plocha se nazývá druhá kulová plocha dvanácti bodů.)“ [13, 

s.49]. 

Obrázek 54 - Ortocentrický čtyřstěn a jeho kulová plocha dvanácti bodů druhého typu 

Důkaz tohoto tvrzení nalezneme například v publikacích [2], [13], [25], ze kterých byl 

tento důkaz zpracován. 

 

Důkaz: 

Nejprve si ukážeme, že na kulové ploše 𝜌  opsané danému čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷  leží osm 

důležitých bodů a poté přejdeme k důkazu této věty.  

Těžiště stěn 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐵𝐷, 𝐴𝐶𝐷, 𝐵𝐶𝐷  označme po řadě 𝑇𝛿 , 𝑇𝛾, 𝑇𝛽 , 𝑇𝛼.  Paty výšek 

sestrojených z vrcholů 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷  na protější stěny označme postupně 𝑂𝛼, 𝑂𝛽 , 𝑂𝛾, 𝑂𝛿 .  

Tyto čtyři body jsou zároveň ortocentry příslušných stěn. Ortocentrum daného čtyřstěnu 

označíme 𝑂.  
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Obrázek 55 - Eulerova přímka trojúhelníku BCD 

I. Průsečík polopřímky 𝐴𝑂𝛼  s kulovou plochou 𝜌  označíme 𝑂1 . Polopřímka 

𝐷𝑂𝛼  protne hranu 𝐵𝐶  v bodě 𝑃 a kulovou plochu 𝜌 v bodě 𝐾1 . Bod 𝐾1 leží 

v rovině 𝐵𝐶𝐷, a proto je bodem kružnice 𝑘1 , která je opsaná trojúhelníku 

𝐵𝐶𝐷 a je řezem plochy 𝜌 rovinou 𝐵𝐶𝐷. Proto platí |𝑃𝑂𝛼| = |𝑃𝐾1|.  

Polopřímka 𝐴𝑂𝛿  protne hranu 𝐵𝐶  v bodě 𝑃 a kulovou plochu 𝜌 v bodě 𝐾4 . 

Pro bod 𝐾4  platí |𝑃𝑂𝛿| = |𝑃𝐾4|.  Rovina 𝐴𝐷𝑃  protíná kulovou plochu 𝜌 

v kružnici (viz Obrázek 56), která prochází body 𝐴, 𝐷, 𝑂1, 𝐾1, 𝐾4. Pravoúhlé 

trojúhelníky 𝑂𝛼𝐾1𝑂1, 𝑂𝛼𝑃𝑂 jsou podobné, protože platí 

|∢𝐴𝐷𝐾1| = |∢𝐴𝑂1𝐾1|  

|∢𝑂𝑃𝑂𝛼| = 90° − |∢𝐴𝐷𝐾1| 

|∢𝑂𝛼𝐾1𝑂1| = 90° − |∢𝐴𝑂1𝐾1|. 

Z posledních dvou rovnic vyplývá 

|∢𝑂𝑃𝑂𝛼| = |∢𝑂𝛼𝐾1𝑂1| 

a zmíněné dva trojúhelníky jsou tedy skutečně podobné. Jejich strany,  

které si v podobnosti odpovídají, jsou v poměru  

|𝑂𝑂𝛼| ∶ |𝑃𝑂𝛼| = |𝑂𝛼𝑂1| ∶ |𝑂𝛼𝐾1|. 

Můžeme tedy říct, že podobnost mezi těmito trojúhelníky má koeficient 

podobnosti rovný dvěma.  

Stejným způsobem bychom provedli důkaz i pro body 𝑂, 𝑂𝛽 , 𝑂2; 

𝑂, 𝑂𝛾, 𝑂3; 𝑂, 𝑂𝛿 , 𝑂4.  
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Obrázek 56 - Podobnost pravoúhlých trojúhelníků 𝑂𝛼𝐾1𝑂1, 𝑂𝛼𝑃𝑂 

 

II. Na polopřímce 𝑂𝑇𝛼 za bodem 𝑇𝛼 sestrojme bod 𝑇1 tak, aby platilo 

|𝑇𝛼𝑇1| = 2 ∙ |𝑂𝑇𝛼|. 

Dále označme 𝑆1 střed kružnice 𝑘1  opsané trojúhelníku 𝐵𝐶𝐷 . Sestrojme 

kolmici 𝑜 bodem 𝑆1 k rovině 𝐵𝐶𝐷. Přímka 𝑜 je rovnoběžná s přímkou 𝑂𝑂𝛼  

a prochází středem 𝑆  kulové plochy 𝜌.  Body 𝑂𝛼 , 𝑇𝛼, 𝑆1  leží na Eulerově 

přímce 𝑒1 trojúhelníku 𝐵𝐶𝐷. (Více o Eulerově přímce [4, s. 50, Obrázek 39]) 

Tudíž bod 𝑇𝛼 leží mezi body 𝑆1 a 𝑂𝛼 a platí  

|𝑂𝛼𝑇𝛼| = 2 ∙ |𝑆1𝑇𝛼|. 

 Na Obrázku 57 je znázorněný detail v rovině 𝑜𝑂𝛼 . Tato rovina obsahuje 

ortocentrum 𝑂 a body 𝑇𝛼, 𝑇1. Průsečík přímky 𝑜 s přímkou 𝑂𝑇1 označme 𝑄. 

Potom je  

|𝑂𝑇1| = 3 ∙ |𝑂𝑇𝛼|. 

Obrázek 57 - Znázorněný detail přímek v rovině 𝑜𝑂𝛼 
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Z podobnosti trojúhelníků 𝑄𝑇𝛼𝑆1, 𝑂𝑇𝛼𝑂𝛼  a z výše uvedených vztahů plyne 

|𝑂𝑄| = |𝑂𝑇𝛼| + |𝑇𝛼𝑄| = |𝑂𝑇𝛼| −
1

2
∙ |𝑂𝑇𝛼| =

3

2
∙ |𝑂𝑇𝛼| = 

=
3

2
∙

1

3
∙ |𝑂𝑇1| =

1

2
∙ |𝑂𝑇1|. 

 

Odtud vidíme, že přímka 𝑜 prochází středem úsečky 𝑂𝑇1  a jelikož přímky 

𝑜, 𝑂𝑂1  jsou navzájem rovnoběžné, prochází i středem úsečky 𝑇1𝑂1 . Body 

𝑇1, 𝑂1 jsou tedy souměrně sdružené podle přímky 𝑜, což znamená, že bod 𝑇1 

leží na kulové ploše 𝜌, protože tato plocha je souměrná podle každého svého 

průměru. Obdobně můžeme dokázat, že na kulové ploše 𝜌  leží i body 

𝑇2, 𝑇3, 𝑇4 . Zjistili jsme, že na kulové ploše 𝜌 leží kromě vrcholů čtyřstěnu  

i body 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3, 𝑂4, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4.  Ortocentrum 𝑂  tohoto čtyřstěnu 

považujme za střed stejnolehlosti s koeficientem 
1

3
. Tím zmíněných osm bodů 

přejde v body 𝑂𝛼, 𝑂𝛽 , 𝑂𝛾, 𝑂𝛿   - ortocentra jednotlivých stěn,  𝑇𝛼 , 𝑇𝛽 , 𝑇𝛾, 𝑇𝛿  – 

těžiště jednotlivých stěn. Vrcholy čtyřstěnu přejdou po řadě do bodů 

𝐹𝐴, 𝐹𝐵, 𝐹𝐶 , 𝐹𝐷 , které leží na tělesových výškách čtyřstěnu, a to tak, že 

 |𝑂𝐹𝐴| =
1

3
∙ |𝑂𝐴|,   |𝑂𝐹𝐵| =

1

3
∙ |𝑂𝐵|,   |𝑂𝐹𝐶| =

1

3
∙ |𝑂𝐶|  a |𝑂𝐹𝐷| =

1

3
∙ |𝑂𝐷|. 

Při tom bod 𝐹𝐴  leží mezi body 𝐴, 𝑂 , bod 𝐹𝐵  mezi body 𝐵, 𝑂  atd. V dané 

stejnolehlosti kulové ploše 𝜌 odpovídá kulová plocha 𝜏, jejíž střed 𝑆1 je v naší 

stejnolehlosti obrazem středu 𝑆 kulové plochy 𝜌. Platí 

|𝑂𝑆1| =
1

3
∙ |𝑂𝑆|, 

kde 𝑆1  leží mezi body 𝑂, 𝑆.  Poloměr plochy 𝜏  je roven třetině poloměru 

plochy 𝜌.  
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Obrázek 58 - Kulové plochy ρ a τ ve stejnolehlosti se středem v 𝑂 
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3.3  Stejnostěnný čtyřstěn  
 

Název tohoto čtyřstěnu je nejednoznačný a můžeme se setkat s mnoha různými názvy. 

Například Horák v [13] používá označení čtyřstěn, jehož protější hrany jsou shodné, 

v publikaci [18] se setkáváme s názvem равностранен тетраедър (ravnostranen 

tetraedŭr) a v článku [7] s pojmenováním Equifacial Tetrahedra (rovnostěnný či 

stejnostěnný čtyřstěn). Dalšími názvy, které jsou uvedeny například  

v [5], jsou například sphenoid, bisphenoid, isosceles tetrahedron a disphenoid.   

 

Čtyřstěn se nazývá pravidelný, pokud jsou jeho hrany stejné. Ekvivalentně,  

je to ten čtyřstěn, jehož stěny jsou shodné a rovnostranné. Kdežto čtyřstěn 𝐴𝐵𝐶𝐷 

nazýváme stejnostěnný, jestliže jsou jeho stěny shodné, ale ne nutně rovnostranné.  

To nastane právě tehdy, když 

| 𝐴𝐵 | =  | 𝐶𝐷 | , | 𝐴𝐶 | =  | 𝐵𝐷 | , |𝐵𝐶 | =  | 𝐴𝐷 | ,           [7], [18]. 

  

Obrázek 59 - Stejnostěnný čtyřstěn – popis hran 
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„Je dán kvádr 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺𝐻 . Trojúhelník, sestrojený z jeho tří různých stěnových 

úhlopříček, je ostroúhlý. Dokažte“ [13, s.54]. 

 

Obrázek 60 - Stejnostěnný čtyřstěn vepsaný do kvádru 

Důkaz: [13] 

Tvrzení dokážeme pro trojúhelník 𝐵𝐷𝐸 , neboť všechny ostatní trojúhelníky,  

které sestrojíme ze tří různých stěnových úhlopříček, jsou s ním shodné – délky stran 

trojúhelníků jsou 𝑎, 𝑏, 𝑐. Délky hran kvádru označíme následovně 

|𝐴𝐵| = 𝑥, |𝐵𝐶| = 𝑦, |𝐵𝐹| = 𝑧. 

Potom délky stran trojúhelníku 𝐵𝐷𝐸 jsou  

|𝐷𝐸| = 𝑎 = √𝑦2 + 𝑧2 

|𝐸𝐵| = 𝑏 = √𝑥2 + 𝑧2 

|𝐵𝐷| = 𝑐 = √𝑥2 + 𝑦2. 

Nyní chceme ověřit, že trojúhelník je ostroúhlý, proto označme  

𝜑 = ∢𝐵𝐷𝐸, 

přičemž platí  

𝜑 ∈ (0°; 180°). 

V trojúhelníku 𝐵𝐷𝐸 platí kosinová věta 

|𝐵𝐸|2 = |𝐵𝐷|2 + |𝐷𝐸|2 − 2 ∙ |𝐵𝐷| ∙ |𝐷𝐸| ∙ cos 𝜑, 

po dosazení délek stran dostáváme následující rovnici 

𝑥2 + 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2 ∙ √𝑥2 + 𝑦2 ∙ √𝑦2 + 𝑧2 ∙ cos 𝜑. 

Po úpravě dostáváme vztah 

cos 𝜑 =
𝑦2

√(𝑦2 + 𝑧2) ∙ (𝑥2 + 𝑦2)
  . 
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Jelikož pro výraz vždy platí  

𝑦2

√(𝑦2 + 𝑧2) ∙ (𝑥2 + 𝑦2)
> 0, 

úhel 𝜑 je ostrý, čímž je důkaz ukončen. 

 

 

„Čtyřstěn, jehož protější hrany mají stejnou délku, je omezen ostroúhlými trojúhelníky 

navzájem shodnými“ [13, s. 56]. 

      

Obrázek 61 - Rovnoběžnostěn opsaný stejnostěnnému čtyřstěnu 

 

Důkaz: 

Danému čtyřstěnu opišme rovnoběžnostěn 𝑁𝐷𝑂𝐵𝐴𝑄𝐶𝑃. Vzhledem k tomu, že protější 

hrany čtyřstěnu jsou shodné, pak se jedná o kvádr. A všimneme-li si jedné jeho stěny, 

např. 𝑁𝐷𝑂𝐵, zjistíme, že její úhlopříčka 𝐵𝐷 je hrana čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷 a druhá úhlopříčka 

𝑁𝑂 je rovnoběžná s hranou 𝐴𝐶, tj. s hranou, která je k hraně 𝐵𝐷 protilehlá. Obdobné 

tvrzení platí o úhlopříčkách všech stěn sestrojeného rovnoběžnostěnu.  

Nyní si stačí všimnout, že všechny trojúhelníky, které vymezují čtyřstěn, jsou shodné, 

neboť délky jejich stran jsou 𝑎, 𝑏, 𝑐 . A z předchozího tvrzení víme, že se jedná  

o trojúhelníky ostroúhlé. Tím je vyslovené tvrzení dokázáno. 
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Přímky, spojující středy protějších hran stejnostěnného čtyřstěnu, jsou kolmé k těm 

hranám, které půlí [13]. 

Obrázek 62 - Střední příčky ve stejnostěnném čtyřstěnu 

Důkaz: [13], [18] 

Ve čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷  označme středy hran 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐶𝐷, 𝐵𝐷  postupně 𝐻, 𝐺, 𝐹, 𝐸 .   

Z věty 𝑠𝑠𝑠 o shodnosti trojúhelníku plyne, že  

∆ 𝐵𝐶𝐷 ≅ ∆𝐶𝐷𝐴 

a potom i sobě odpovídající těžnice jsou shodné. Platí tedy  

|𝐵𝐹| = |𝐹𝐴|, 

a proto je trojúhelník 𝐵𝐹𝐴 rovnoramenný. Přímka 𝐹𝐻 je osou souměrnosti trojúhelníku 

𝐵𝐹𝐴 neboli  

𝐹𝐻 ⊥ 𝐴𝐵. 

Obdobně v trojúhelníku 𝐷𝐻𝐶 platí  

𝐹𝐻 ⊥ 𝐷𝐶. 

Tím jsme dokázali, že přímka 𝐻𝐹 je kolmá na hrany 𝐴𝐵, 𝐶𝐷, které půlí. U zbylých dvou 

středních příček se důkaz provádí stejně a platí  

𝐸𝐺 ⊥ 𝐵𝐷, 𝐸𝐺 ⊥ 𝐴𝐶  𝑎 𝐼𝐽 ⊥ 𝐴𝐷, 𝐼𝐽 ⊥ 𝐵𝐶. 

A tedy přímka 𝐸𝐺 půlí hrany 𝐵𝐷, 𝐴𝐶 a přímka 𝐼𝐽 půlí hrany 𝐴𝐷, 𝐵𝐶.  
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Těžiště stejnostěnného čtyřstěnu splývá s průsečíkem středních příček. Všechny tělesové 

těžnice jsou navzájem shodné [13]. 

Důkaz: [13], [18] 

Označme středy hran čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷  postupně 𝑆1 až 𝑆6  a těžiště jednotlivých stěn 

čtyřstěnu postupně 𝑇𝛼 až  𝑇𝛿  (viz Obrázek 63). Těžnice 𝐷S1 trojúhelníka 𝐴𝐵𝐷 a těžnice 

𝐶𝑆1 trojúhelníka 𝐴𝐵𝐶 určují rovinu, která obsahuje jednak těžiště 𝑇 daného čtyřstěnu, 

jednak střední příčku 𝑆1𝑆5 a tudíž i průsečík 𝑆 všech středních příček. Avšak body 𝑇, 𝑆 

leží v každé rovině určené dvěma různoběžnými těžnicemi. Důsledkem toho je,  

že oba tyto body splývají. Popsané roviny mají společný jediný bod.  

Ze shodnosti trojúhelníků 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐵𝐷 plyne i shodnost stěnových těžnic |𝐷𝑆1| = |C𝑆1|. 

Označíme-li 𝑇𝛾, 𝑇𝛿těžiště stěn 𝐴𝐵𝐷, 𝐴𝐵𝐶, platí též |𝑆1𝑇𝛾| = |𝑆1𝑇𝛿|. Dále je trojúhelník 

C𝑆1𝑇𝛾 shodný s trojúhelníkem 𝐷𝑆1𝑇𝛿 podle věty 𝑠𝑢𝑠, neboť  

|𝐷𝑆1| = |CS1| 

|𝑆1𝑇𝛾| = |𝑆1𝑇𝛿| 

|∢ 𝐶𝑆1𝑇𝛾| = |∢𝐷𝑆1𝑇𝛿|. 

Odtud pak máme |𝐶𝑇𝛾| = |𝐷𝑇𝛿|. Podobně se dá ukázat, že 

|𝐴𝑇𝛽| = |𝐵𝑇𝛽| = |𝐶𝑇𝛾| = |𝐷𝑇𝛿|, 

kde 𝑇𝛼 , 𝑇𝛽 jsou těžiště stěn 𝐵𝐶𝐷, 𝐴𝐶𝐷. Tím je tvrzení dokázáno.  

 

 

  

Obrázek 63 - Těžiště jako průsečík středních 

příček ve stejnostěnném čtyřstěnu 
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Všechny tělesové výšky čtyřstěnu, jehož protější hrany jsou vzájemně shodné, mají 

shodnou délku [13], [18]. 

 

Důkaz: 

Tělesové výšky daného čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷  sestrojené z vrcholů 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷  označme 

postupně 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4. Objem 𝑉 čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷 je pak  

𝑉 =
1

3
𝑆𝐴𝐵𝐶 ∙ 𝑣4 =

1

3
𝑆𝐴𝐵𝐷 ∙ 𝑣3 =

1

3
𝑆𝐴𝐶𝐷 ∙ 𝑣2 =

1

3
𝑆𝐵𝐶𝐷 ∙ 𝑣1. 

Ale jelikož obsahy stěn si jsou rovny, pak platí 

𝑣1 =  𝑣2 =  𝑣3 =  𝑣4,  

jak jsme chtěli dokázat.  

 

 

V každém stejnostěnném čtyřstěnu splývají následující 4 body: střed kulové plochy 

opsané a vepsané, těžiště a Mongeův bod [13], [18].  

 

Důkaz: [18] 

Jelikož pro obvody jednotlivých stěn čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷 platí 

𝑜1 = 𝑜2 = 𝑜3 = 𝑜4, 

pro souřadnice středu kulové plochy čtyřstěnu vepsané platí  

𝑆𝑣 =
𝑜1𝐴 + 𝑜2𝐵 + 𝑜3𝐶 + 𝑜4𝐷

𝑜1 + 𝑜2 + 𝑜3 + 𝑜4
    [18, s. 64] 

a pro souřadnice těžiště platí  

𝑇 =
𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝐷

4
     [18, s. 55 − 56], [7, s. 2]. 

Když vezmeme v úvahu rovnici (1) pak nastane rovnost rovnic (2) a (3) jinými slovy  

se střed kulové plochy vepsané shoduje s těžištěm. Vezmeme-li v úvahu, že se střední 

příčky a výšky ve stejnostěnném čtyřstěnu shodují, pak z Mongeovy věty [18, s.88] 

vyplývá, že se Mongeův bod 𝑀 shoduje s těžištěm 𝑇. Jelikož je bod 𝑀 a střed kulové 

plochy opsané 𝑆𝑜 symetrický podle 𝑇 [18, s. 88], pak je 𝑀 = 𝑆𝑜 .  

Platí tedy 𝑆𝑣 = 𝑆𝑜 = 𝑀 = 𝑇.   

 

 

(1) 

(2) 

(3) 
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Ve stejnostěnném čtyřstěnu mají střední příčky délky rovné nejvýše 1. Ukažte, že délky 

hran tohoto čtyřstěnu mají délky rovné nejvýše √2  [13]. 

 

Obrázek 64 - Střední příčky ve stejnostěnném čtyřstěnu 

Důkaz: 

Danému čtyřstěnu opišme rovnoběžnostěn 𝐺𝐶𝐸𝐴𝐵𝐻𝐷𝐹. Vzhledem k tomu, že protější 

hrany čtyřstěnu mají shodnou délku, pak se jedná o kvádr. Pokud mají střední příčky 

délky rovné nejvýše 1, pak i rozměry kvádru jsou rovné nejvýše 1, neboť středy hran 

čtyřstěnu jsou zároveň středy stěn kvádru. Platí tedy  

𝑆1𝑆5 ∥ 𝐺𝐶,  𝑆2𝑆4 ∥ 𝐶𝐸,  𝑆3𝑆6 ∥ 𝐶𝐻.  

Hrany čtyřstěnu jsou stěnové úhlopříčky kvádru, proto můžeme snadno spočítat jejich 

délku pomocí Pythagorovy věty. Jsou-li rozměry kvádru rovny nejvýše 1, pak je délka 

hrany skutečně rovna nejvýše √2 . 

 

 

Podle [5] a [35] můžeme rozlišit různé typy disfenoidů (stejnostěnných čtyřstěnů).  

Pokud jsou stěny disfenoidu rovnostranné trojúhelníky, jedná se o pravidelný čtyřstěn. 

Jestliže jsou stěny rovnoramenné trojúhelníky, pak jej nazýváme tetragonal disphenoid.  

Jsou-li stěny čtyřstěnu tvořeny různostrannými trojúhelníky, nazýváme jej rhombic 

disphenoid. Stěny obou disfenoidů (tetragonal i rhombic) jsou čtyři shodné trojúhelníky.  

Existují další dva typy disfenoidů, které jsou zobecněním disfenoidu. Tyto zobecněné 

disfenoidy mají dva páry shodných stěn. Prvním typem zobecněného disfenoidu  

je diagonal disphenoid, jehož stěny jsou tvořeny dvěma páry různých rovnoramenných 

trojúhelníků. Druhým typem zobecněného disfenoidu je phyllic disphenoid, jehož stěny 

jsou tvořeny dvěma páry různých různostranných či rovnoramenných trojúhelníků. 
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Obrázek 66 - Rhombic disphenoid 

 

Obrázek 67 - Diagonal disphenoid 

 

Obrázek 68 - Phyllic disphenoid 

Obrázek 65 - Tetragonal disphenoid 
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Některé tetragonální disfenoidy mohou vyplňovat prostor a tvořit tzv. voštiny. Příkladem 

je disfenoid, jehož vrcholy mají souřadnice 𝐴 = [−1; 0; 0], 𝐵 = [1; 0; 0], 𝐶 = [0; 1; 1], 

𝐷 = [0; 1; −1]. Každá jeho stěna je rovnoramenný trojúhelník s délkami hran √3, √3, 2.  

Tento tetragonální disfenoid vyplňuje prostor [5]. 

       

  

Obrázek 69 - Tetragonální disfenoid vyplňující prostor 

  

  

Obrázek 70 - Vyplňování prostoru [28] 

S pojmem disfenoid se můžeme setkat i v mineralogii. Jedná se o uzavřený krystalový 

tvar, ve kterém se střídají dvě horní a dvě spodní plochy po  90° . Podle symetrie 

rozlišujeme rombický disfenoid a tetragonální disfenoid. Rombický disfenoid má dvě 

horní plochy a dvě dolní plochy, které jsou symetricky uspořádány podle tří vzájemně 

kolmých dvojčetných rotačních os symetrie. Oproti tomu tetragonální disfenoid má dvě 

horní plochy a dvě dolní plochy, které jsou symetricky uspořádány po 90° podle čtyřčetné 

inverzní osy symetrie [33]. 
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3.4  Pravoúhlý čtyřstěn  

Čtyřstěn, jehož tři stěny tvoří pravoúhlé trojúhelníky s pravým úhlem u společného 

vrcholu těchto stěn, se nazývá pravoúhlý. Tento čtyřstěn dostaneme jednoduše tak,  

že uřízneme špičku čtyřbokého hranolu (viz Obrázek 71). 

 

 

 
Obrázek 71 - Pravoúhlý čtyřstěn jako seříznutí vrcholu krychle 

 

Stěna 𝐵𝐶𝐷, která leží naproti vrcholu 𝐴 s pravými úhly, se nazývá základna čtyřstěnu. 

Hrany 𝐴𝐵, 𝐴𝐶, 𝐴𝐷, které jsou k sobě kolmé, se nazývají ramena čtyřstěnu [18], [36]. 

Obrázek 72 - Pravoúhlý čtyřstěn 
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Povrch pravoúhlého čtyřstěnu 

Pokud mají ramena délky 𝑎, 𝑏, 𝑐 , pak povrch tohoto čtyřstěnu vyjádříme jako součet 

obsahů jednotlivých stěn. Pro výpočet obsahu základny využijeme Heronův vzorec. 

 

Obrázek 73 - Povrch pravoúhlého čtyřstěnu 

Povrch pravoúhlého čtyřstěnu vypočítáme následovně     

𝑆 = 𝑆0 + 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3 =
1

2
∙ (√𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑐2 + 𝑎𝑐 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐) . 

 

Objem pravoúhlého čtyřstěnu 

Vyjdeme z poznatku, že čtyřstěn 𝐴𝐵𝐶𝐷 je trojboký jehlan a použijeme vzoreček  

pro výpočet objemu jehlanu 𝑉 =
1

3
∙ 𝑆𝑝 ∙ 𝑣𝑡 , kde 𝑆𝑝  je obsah podstavy a 𝑣𝑡  je tělesová 

výška.  Jako podstavu si zvolíme např. stěnu 𝐴𝐵𝐶, její obsah je 𝑆𝑝 =
1

2
∙ 𝑏𝑐. 

 

Objem čtyřstěnu tedy vypočítáme pomocí vzorce 𝑉 =
𝑎𝑏𝑐

6
. 
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Ortocentrum pravoúhlého čtyřstěnu 

V kapitole 3.2 jsme si řekli, že pokud existuje ortocentrum čtyřstěnu, pak výšky čtyřstěnu 

procházejí ortocentry stěn. Jak můžeme vidět na Obrázku 74, výšky 𝑣𝛽 , 𝑣𝛾, 𝑣𝛿  procházejí 

vrcholem 𝐴, neboť stěny 𝛽, 𝛾, 𝛿 jsou pravoúhlé trojúhelníky. Výška 𝑣𝛼 vychází z vrcholu 

𝐴 kolmo na stěnu 𝛼. Tudíž se všechny výšky čtyřstěnu protínají ve vrcholu 𝐴, který je 

ortocentrem pravoúhlého čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷. 

Obrázek 74 - Ortocentrum pravoúhlého čtyřstěnu 

Těžiště a kulové plochy pravoúhlého čtyřstěnu 

 
Obrázek 75 - Těžiště pravoúhlého čtyřstěnu 

Obrázek 76 - Kulová plocha opsaná a vepsaná pravoúhlému čtyřstěnu 
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3.4.1 De Guaova věta  

Tato věta je prostorovým zobecněním Pythagorovy věty, která platí v pravoúhlém 

trojúhelníku. Švrček v [27] tuto větu nazývá Faulhaberova věta. 

 

Druhá mocnina obsahu základny pravoúhlého čtyřstěnu se rovná součtu druhých mocnin 

obsahů zbylých stěn [34].  

 

Důkaz: 

V libovolném pravoúhlém čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷 s pravými úhly ve stěnách čtyřstěnu u vrcholu 

𝐴 podle de Guaovy věty platí následující rovnost 

𝑆𝐵𝐶𝐷
2 = 𝑆𝐴𝐵𝐶

2 + 𝑆𝐴𝐵𝐷
2 + 𝑆𝐴𝐶𝐷

2 . 

Dosadíme-li obsahy jednotlivých stěn, dostáváme 

(
√𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑐2

2
)

2

= (
𝑎𝑐

2
)

2

+ (
𝑎𝑏

2
)

2

+ (
𝑏𝑐

2
)

2

 

a po úpravě získáme  

𝑎2𝑏2 + 𝑎2𝑐2 + 𝑏2𝑐2

4
=

𝑎2𝑐2

4
+

𝑎2𝑏2

4
+

𝑏2𝑐2

4
, 

čímž je důkaz hotov. 
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4 Prostorové zobecnění kružnice devíti bodů 

V této kapitole se budeme zabývat méně známou vlastností trojúhelníku. Nejprve  

si uvedeme definici kružnice šesti a devíti bodů a poté se budeme zabývat její prostorovou 

analogií. Ukážeme si, zda lze nalézt prostorovou analogii pro čtyřstěn, případně  

si odvodíme podmínky, za kterých prostorové zobecnění existuje.  

 

4.1  Definice kružnice devíti bodů  

Připomeňme si nejprve pojem kružnice devíti bodů, se kterou jsme se setkali  

v rovině. Uvedeme si dva možné způsoby popisu kružnice devíti bodů. Tyto popisy 

odpovídají dvěma různým zavedením ortocentra trojúhelníku, které jsme uvedli 

v kapitole 2.6. 

Klasický popis kružnice devíti bodů trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶  říká, že to je taková kružnice,  

která prochází středy stran, patami výšek a dále středy úseček spojujících ortocentrum 

s vrcholy [4].  

 

Klasickou definici kružnice devíti bodů můžeme přeformulovat a mluvit tak o kružnici 

šesti bodů trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶 . Ta prochází pravoúhlými průměty středu kružnice 

trojúhelníku opsané na jeho strany – body 𝑆𝑎, 𝑆𝑏 , 𝑆𝑐, dále prochází pravoúhlými průměty 

potenčního středu kružnic 𝑘𝑎, 𝑘𝑏 a 𝑘𝑐  (definovanými v kapitole 2.6) na strany 

trojúhelníku – body 𝑃𝑎, 𝑃𝑏 , 𝑃𝑐 [1]. 

 

Obrázek 77 - Kružnice devíti bodů 
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Vidíme, že pro trojúhelník je kružnice šesti bodů totožná s kružnicí devíti bodů. Středem 

této kružnice je střed úsečky spojující́ ortocentrum (resp. potenční střed) se středem 

kružnice opsané trojúhelníku 𝐴𝐵𝐶 . Poloměr kružnice devíti bodů je roven polovině 

velikosti poloměru kružnice trojúhelníku opsané. 

 

Prostorovou analogií kružnice devíti bodů jsou kulové plochy. Jednou z nich je kulová 

plocha dvanácti bodů prvního typu, další z možných analogií je kulová plocha dvanácti 

bodů druhého typu. Označení první a druhý typ není ve všech publikacích stejné, proto 

budeme vycházet ze značení, které je uvedeno v [13] a [23]. Kulovou plochou dvanácti 

bodů prvního typu se budeme zabývat nejdříve, neboť existuje pouze pro ortocentrický 

čtyřstěn. Kulová plocha druhého typu však nejlépe odpovídá rovinnému případu.  

Jelikož chceme co nejvíce zdůraznit analogii prostorových a rovinných útvarů, budeme 

se touto kulovou plochou zabývat i pro čtyřstěny neortické. Neboť z kapitoly 3.2 víme, 

že pro ortocentrické čtyřstěny existují obě tyto kulové plochy. 

 

Obrázek 78 - Kružnice šesti bodů 
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4.2  Kulová plocha dvanácti bodů prvního typu  

Kulová plocha je určena středy hran 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑆4, 𝑆5, 𝑆6  a patami stěnových výšek 

𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃5, 𝑃6 – viz Obrázek 79. Středem této kulové plochy je těžiště čtyřstěnu 

𝑇 [10]. Na této kulové ploše leží kružnice devíti bodů jednotlivých stěn, jak se můžeme 

dočíst v [13] a [25]. V kapitole 3.2 jsme si odvodili existenci kulové plochy dvanácti bodů 

prvního typu pro ortocentrické čtyřstěny. 

Kulová plocha dvanácti bodů prvního typu neexistuje pro neortické čtyřstěny.   

Jak je zřejmé z Obrázku 80, v neortickém čtyřstěnu nesplývají paty výšek vedené z 

protějších vrcholů na jednu hranu. Pata kolmice z vrcholu 𝐵 na hranu 𝐴𝐶 je označena 𝑃𝐵, 

pata kolmice z vrcholu 𝐷 na tutéž hranu je označena 𝑃𝐷. Pak je zřejmé, že kružnice devíti 

bodů 𝑓𝛿  a 𝑓𝛽  trojúhelníků 𝐴𝐵𝐶  a 𝐴𝐶𝐷  se protínají pouze ve středu hrany 𝐴𝐶 ,  a tedy 

nemohou ležet na jedné kulové ploše. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obrázek 79 - Kulová plocha dvanácti bodů prvního typu 

Obrázek 80 - Kulová plocha dvanácti bodů prvního typu pro neortický čtyřstěn 
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4.3  Kulová plocha dvanácti bodů druhého typu 

Kulovou plochu dvanácti bodů pro čtyřstěn 𝐴𝐵𝐶𝐷 s ortocentrem 𝑂 jsme si definovali 

v kapitole 3.2. Víme, že prochází těžišti stěn 𝑇𝛼, 𝑇𝛽 , 𝑇𝛾, 𝑇𝛿 , patami výšek 𝑂𝛼, 𝑂𝛽 , 𝑂𝛾, 𝑂𝛿  

a dále body 𝐹𝐴, 𝐹𝐵, 𝐹𝐶 , 𝐹𝐷 , které leží na úsečkách spojujících vrcholy s ortocentrem,  

a které vyhovují podmínce 

|𝐴𝐹𝐴|

| 𝐹𝐴𝑂|
=

|𝐵𝐹𝐵|

|𝐹𝐵𝑂|
=

|𝐶𝐹𝐶|

|𝐹𝐶𝑂|
 =

|𝐷𝐹𝐷|

|𝐹𝐷𝑂|
=

2

1
 [13]. 

Obrázek 81 - Kulová plocha dvanácti bodů druhého typu 

U čtyřstěnů bez ortocentra je jeho přirozenou náhradou Mongeův bod, kterým jsme  

se zabývali v kapitole 2.6.1. S využitím Mongeova bodu odvodíme existenci kulové 

plochy dvanácti bodů i pro neortické čtyřstěny. 

V neortickém čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷  je dán jeho Mongeův bod 𝑀 . Označme body úseček, 

jejichž krajními body je Mongeův bod a vrchol čtyřstěnu, postupně 𝐹𝐴, 𝐹𝐵, 𝐹𝐶 , 𝐹𝐷. Pro tyto 

body platí  

|𝐴𝐹𝐴|

| 𝐹𝐴𝑀|
=

|𝐵𝐹𝐵|

|𝐹𝐵𝑀|
=

|𝐶𝐹𝐶|

|𝐹𝐶𝑀|
 =

|𝐷𝐹𝐷|

|𝐹𝐷𝑀|
=

2

1
  . 

Dále uvažujme v každé stěně čtyřstěnu patu výšky, pravoúhlý průmět Mongeova bodu  

do roviny této stěny a ortocentrum trojúhelníku stěny – na Obrázku 82 jsou to po řadě 

body 𝑂𝐷 , 𝑀𝛿  𝑎 𝑂𝛿 .  Tyto body jsou kolineární, tedy lze definovat bod 𝑁𝛿 , který  

je harmonicky sdružený s bodem 𝑂𝛿 vzhledem k bodům 𝑀𝛿 a 𝑂𝐷. Obdobným způsobem 

zavedeme body 𝑁𝛼, 𝑁𝛽 a 𝑁𝛾.  
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Kulová plocha dvanácti bodů druhého typu v obecném čtyřstěnu prochází těžišti stěn, 

body 𝑁𝛼 , 𝑁𝛽 , 𝑁𝛾 𝑎 𝑁𝛿  a body 𝐹𝐴, 𝐹𝐵, 𝐹𝐶 , 𝐹𝐷 . Střed této kulové plochy je bod, který dělí 

úsečku spojující Mongeův bod a střed kulové plochy opsané v poměru 1: 2. Poloměr této 

kulové plochy je roven jedné třetině velikosti poloměru kulové plochy čtyřstěnu opsané 

[10], [25], [29]. 

U čtyřstěnu s ortocentrem splývá v každé stěně pata výšky na tuto stěnu s ortocentrem 

stěny a pravoúhlým průmětem Mongeova bodu (ortocentra). Splývají s nimi i body 𝑁,  

a proto je kulová plocha dvanácti bodů ortického čtyřstěnu speciálním typem takto 

definované kulové plochy.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Harmonicky sdružené body jsou definovány následujícím vztahem: Nechť jsou dány 

kolineární body 𝐾, 𝐿, 𝑀, 𝑁 takové, že bod 𝑀 je vnitřní bod úsečky 𝐾𝐿 a bod 𝑁 vnějším 

bodem úsečky 𝐾𝐿. Potom jsou body 𝑀 a 𝑁 harmonicky sdružené vzhledem k bodům 𝐾 a 

𝐿, pokud platí následující vztah 
|𝐾𝑀|

|𝐿𝑀|
=

|𝐾𝑁|

|𝑁𝐿|
 [32].  

Obrázek 84 - Harmonicky sdružené body 

Obrázek 83 - Kulová plocha dvanácti bodů druhého typu u neortických čtyřstěnů 

Obrázek 82 - Bod 𝑁𝛿 je harmonicky sdružený s 𝑂𝛿 vzhledem k bodům 𝑀𝛿 a 𝑂𝐷 
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4.4  Kulová plocha osmi bodů 

Další prostorová analogie kružnice devíti bodů vychází z definice kružnice šesti bodů, 

kterou jsme si uvedli v kapitole 2.6. Prostorovou analogii kružnice šesti bodů trojúhelníku 

bychom mohli vyslovit následovně. Nechť je 𝑆𝑜 střed kulové plochy opsané čtyřstěnu 

𝐴𝐵𝐶𝐷  a 𝑃  potenčním středem čtyř kulových ploch opsaným stěnám čtyřstěnu.  

Potom paty kolmic vedených z bodů 𝑆𝑜 a  𝑃 na stěny čtyřstěnu leží na jedné kulové ploše. 

Tuto kulovou plochu budeme nazývat kulovou plochou osmi bodů. Střed této kulové 

plochy je střed úsečky 𝑆𝑜𝑃. Paty kolmic z bodu 𝑆𝑜 do rovin jednotlivých stěn jsou středy 

kružnic opsaných trojúhelníkům stěn, které budeme označovat 𝑆𝛼, 𝑆𝛽 , 𝑆𝛾, 𝑆𝛿. Paty kolmic 

potenčního středu 𝑃 do rovin stěn budeme označovat 𝑃𝛼 , 𝑃𝛽 , 𝑃𝛾, 𝑃𝛿 [25].  

 

Obrázek 85 - Paty kolmic z bodů 𝑆𝑜 a 𝑃 na stěny čtyřstěnu 𝐴𝐵𝐶𝐷 

Obrázek 86 - Kulová plocha osmi bodů 
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5 Zásobník návrhů pracovních listů 
 

V této kapitole jsou popsány jednotlivé pracovní listy, které je možné využít na základní 

i střední škole v hodinách stereometrie. Nápady jsou zpracovány podle předem zvolené 

osnovy. Vždy je uvedeno téma, vzdělávací oblast a obor, tematická oblast v RVP ZV  

a RVP G, učivo v RVP ZV a RVP G, ročník, pro který je pracovní list určen. Dále je zde 

uvedena předpokládaná časová dotace, cíle aktivity, prostředky a pomůcky  

a metodický komentář. Žádný z pracovních listů nebyl prozatím ověřen v praxi. Všechny 

pracovní listy jsou autorské.  

Jsou zde čtyři návrhy pracovních listů s názvy: Síť pravidelného čtyřstěnu, Pravidelný 

čtyřstěn, Pravidelný čtyřstěn – modely, Krychle a čtyřstěny.  



76 

 

PRACOVNÍ LIST č. 1 – Síť pravidelného čtyřstěnu 

Autor: Kateřina Červenková 

Téma: Síť pravidelného čtyřstěnu 

Vzdělávací oblast: Matematika a její aplikace 

Vzdělávací obor: Matematika a její aplikace 

Vzdělávací předmět: Matematika 

Tematická oblast v RVP ZV: Geometrie v rovině a v prostoru 

Učivo v RVP ZV: základní útvary v prostoru – kvádr, krychle, jehlan, koule, kužel, válec 

Tematická oblast v RVP G: Geometrie 

Učivo v RVP G: geometrie v prostoru – polohové a metrické vlastnosti; základní tělesa, 

povrchy a objemy, volné rovnoběžné promítání 

Ročník: 9. ročník ZŠ – 3. ročník SŠ 

Předpokládaná časová dotace: 20 minut 

Cíle aktivit: 

• žák by měl umět načrtnout síť pravidelného čtyřstěnu  

Prostředky a pomůcky: pracovní list, model pravidelného čtyřstěnu, tužka, pravítko 

Metodický komentář: 

Pracovní list je primárně určen pro procvičování v hodině, jedná se o rozšiřující učivo 

Stereometrie, konkrétně o téma týkající se jehlanu. Žáci se naučí načrtnout síť čtyřstěnu 

podle modelu – uvědomí si, že povrch pravidelného čtyřstěnu je tvořen čtyřmi 

rovnostrannými trojúhelníky. 
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Obrázek 87 - Pracovní list č.1 
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PRACOVNÍ LIST č. 2 – Pravidelný čtyřstěn 

Autor: Kateřina Červenková 

Téma: Pravidelný čtyřstěn 

Vzdělávací oblast: Matematika a její aplikace 

Vzdělávací obor: Matematika a její aplikace 

Vzdělávací předmět: Matematika 

Tematická oblast v RVP ZV: Geometrie v rovině a v prostoru 

Učivo v RVP ZV: základní útvary v prostoru – kvádr, krychle, jehlan, koule, kužel, válec 

Tematická oblast v RVP G: Geometrie 

Učivo v RVP G: geometrie v prostoru – polohové a metrické vlastnosti; základní tělesa, 

povrchy a objemy, volné rovnoběžné promítání 

Ročník: 9. ročník ZŠ – 3. ročník SŠ 

Předpokládaná časová dotace: 30 - 40 minut 

Cíle aktivit: 

• žák by měl umět vysvětlit pojem pravidelný čtyřstěn a odvodit výpočet povrchu  

a objemu 

• žák by měl umět popsat čtyřstěn jako trojboký jehlan a sestavit jeho model  

Prostředky a pomůcky: pracovní listy, nůžky, lepidlo, tužka 

Mezipředmětové vztahy: člověk a společnost 

Metodický komentář: 

Pracovní list je primárně určen pro procvičování v hodině, jedná se o rozšiřující učivo 

Stereometrie, konkrétně o téma týkající se jehlanu. Řekla bych, že je důležité, aby se žáci 

setkali i s pojmem čtyřstěn, neboť se jedná o trojboký jehlan. Na středních školách  

by se žáci měli setkat s pojmy pravidelný a polopravidelný mnohostěn. A jelikož jsou  

to pro žáky prázdné pojmy, volila bych seznámení s nimi pomocí sítí těles a sestavení 

modelů, aby si je žáci mohli osahat a například si do tabulky zaznamenat počty vrcholů, 

hran a stěn. Možnost osahat si model tělesa, o kterém se v hodině mluví, výrazně zvyšuje 

jeho názornost a usnadňuje porozumění tématu i u slabších žáků a žáků se SPU. Obrázky 

byly použity z [15], [17], [24]. 
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Obrázek 88 - Pracovní list č.2 
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PRACOVNÍ LIST č. 3 – Pravidelný čtyřstěn – modely 

Autor: Kateřina Červenková 

Téma: Pravidelný čtyřstěn – modely 

Vzdělávací oblast: Matematika a její aplikace 

Vzdělávací obor: Matematika a její aplikace 

Vzdělávací předmět: Matematika 

Tematická oblast v RVP ZV: Geometrie v rovině a v prostoru 

Učivo v RVP ZV: základní útvary v prostoru – kvádr, krychle, jehlan, koule, kužel, válec 

Tematická oblast v RVP G: Geometrie 

Učivo v RVP G: geometrie v prostoru – polohové a metrické vlastnosti; základní tělesa, 

povrchy a objemy, volné rovnoběžné promítání 

Ročník: 9. ročník ZŠ – 3. ročník SŠ 

Předpokládaná časová dotace: 45 minut 

Cíle aktivit: 

• žák by měl umět vysvětlit pojem pravidelný čtyřstěn a sestavit jeho model  

Prostředky a pomůcky: pracovní list, nůžky, lepidlo 

Metodický komentář: 

Pracovní list je primárně určen pro procvičování v hodině, jedná se o rozšiřující učivo 

Stereometrie, konkrétně o téma týkající se jehlanu. Žáci se setkají s více možnými modely 

téhož tělesa. Možnost osahat si model tělesa, o kterém se v hodině mluví, výrazně zvyšuje 

jeho názornost a usnadňuje porozumění tématu i u slabších žáků a žáků se SPU. 

Obrázky byly použity z [15], [22]. 
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Obrázek 89 - Pracovní list č.3 
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Metodický komentář ke skládání papíru 

Obdélníkový list papíru, jehož vrcholy nazveme 𝐴𝐵𝐶𝐷 , přeložíme na polovinu – 

vytvoříme osu obdélníku. Vrchol 𝐴 přeložíme na osu obdélníku, vzniknou body 𝐴‘ a 𝐸. 

Dále přeložíme bod 𝐵 na hranu 𝐸𝐷 a bod 𝐶 na hranu 𝐸𝐸‘. 

 

Obrázek 90 - Skládání rovnostranného trojúhelníka z papíru 

Důkaz, že trojúhelník 𝑫𝑬𝑬′je rovnostranný  

Vycházíme z Obrázku 90. Platí, že |𝐴𝐸| = |𝐸𝐴′| z překladu bodu 𝐴 na osu obdélníku, 

dále platí, že ∆ 𝐷𝐴𝐸 ≅ ∆𝐷𝐴′𝐸 . Úsečka 𝐷𝐴‘  je osou souměrnosti pro bod 𝐸 , jehož 

obrazem je bod 𝐸′ , platí tedy |𝐴′𝐸| = |𝐴′𝐸′| . Úsečka 𝐷𝐴‘  je společná pro ∆𝐸𝐴′𝐷  

a ∆𝐸′𝐴′𝐷  a jako osa souměrnosti je kolmá k úsečce 𝐸𝐸′ . Z toho plyne,  

že ∆𝐸𝐴′𝐷 ≅ ∆𝐸′𝐴′𝐷  dle věty 𝑠𝑢𝑠 , a proto platí ∆𝐷𝐴𝐸 ≅ ∆𝐷𝐴′𝐸  a rovněž jsou 

trojúhelníky 𝐷𝐴𝐸, 𝐷𝐴′𝐸, 𝐷𝐴′𝐸′ pravoúhlé. Úhel při vrcholu 𝐷 je tedy dělen na třetiny, 
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|∡𝐴𝐷𝐸| = |∡𝐸𝐷𝐴′| = |∡𝐴′𝐷𝐸′| =
90°

3
= 30°. 

Ze znalosti součtu úhlů v trojúhelníku snadno odvodíme, že 

 

|∡𝐸𝐷𝐸′| = 2 ∙ 30° = 60°, |∡𝐷𝐸𝐴′| = |∡𝐷𝐸′𝐴′| = 180° − (30° + 90°) = 60°. 

 

Úhly v trojúhelníku 𝐷𝐸𝐸′ jsou shodné a měří 60°, strany v trojúhelníku jsou shodné. 

Trojúhelník 𝐷𝐸𝐸′ je rovnostranný. 

 

Nyní, když jsme si dokázali, že skládáním papíru nám vznikne rovnostranný trojúhelník, 

si ukážeme, jak složit pravidelný čtyřstěn. Přeložme list formátu A4 napůl tak, aby vznikl 

užší obdélník – obdélník 𝐴𝐵𝐶𝐷. Hrana přehybu nám bude tvořit úsečku 𝐴𝐵. Tento 

obdélník znovu přeložíme, abychom vytvořili osu obdélníku 𝐴𝐵𝐶𝐷. Začneme taktéž  

jako u trojúhelníku, tedy přeložíme bod 𝐴 na osu obdélníku 𝐴𝐵𝐶𝐷, čímž nám vzniknou 

body 𝐴′  a 𝐸 . Nyní přehneme bod 𝐷  na hranu 𝐸𝐵 , čímž vytyčíme body 𝐹, 𝐺 . Dále 

přehneme bod 𝐸 na hranu 𝐹𝐶, bod 𝐹 na hranu 𝐺𝐵. Zbývající trojúhelník 𝐻𝐼𝐶 přeložíme 

dovnitř. 

V hraně 𝐴𝐷  nám vznikla kapsa, do které vložíme čtyřúhelník 𝐺𝐵𝐼𝐻 , čímž vznikne 

čtyřstěn. 

Obrázek 91 - Skládání pravidelného čtyřstěnu z papíru 

Obrázek 92 - Poslední krok před složením pravidelného čtyřstěnu  
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PRACOVNÍ LIST č. 4 – Krychle a čtyřstěny 

Autor: Kateřina Červenková 

Téma: Sítě pravidelného čtyřstěnu 

Vzdělávací oblast: Matematika a její aplikace 

Vzdělávací obor: Matematika a její aplikace 

Vzdělávací předmět: Matematika 

Tematická oblast v RVP ZV: Geometrie v rovině a v prostoru 

Učivo v RVP ZV: základní útvary v prostoru – kvádr, krychle, jehlan, koule, kužel, válec 

Tematická oblast v RVP G: Geometrie 

Učivo v RVP G: geometrie v prostoru – polohové a metrické vlastnosti; základní tělesa, 

povrchy a objemy, volné rovnoběžné promítání 

Ročník: 9. ročník ZŠ – 3. ročník SŠ 

Předpokládaná časová dotace: 70 minut 

Cíle aktivit: 

• žák by měl umět vysvětlit pojem pravidelný čtyřstěn, pravoúhlý čtyřstěn a krychle 

• žák by měl umět popsat vzájemnou polohu krychle a čtyřstěnu, dokáže vyplnit 

krychli čtyřstěny 

Prostředky a pomůcky: pracovní list, nůžky, lepidlo, tužky 

Metodický komentář: 

Pracovní list je primárně určen pro procvičování v hodině, jedná se o rozšiřující učivo 

Stereometrie, konkrétně o téma týkající se jehlanu. Žáci se pokusí vyplnit krychli 

čtyřstěny a zjistí, jaká je vzájemná poloha krychle a pravidelného čtyřstěnu. Dozví se,  

že hrany čtyřstěnu jsou stěnové úhlopříčky krychle. Dokáží vypočítat délku hrany 

pravidelného čtyřstěnu, pokud znají délku hrany krychle. Obrázky byly použity z [14], 

[15], [16]. 
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Obrázek 93 - Pracovní list č.4 přední strana 
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Obrázek 94  - Pracovní list č.4 zadní strana 
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Závěr 
 

Cílem mé práce bylo poskytnout čtenáři základní informace o čtyřstěnech a jejich 

vlastnostech. V práci jsou popsány prostorové analogie známých vlastností trojúhelníku 

pro čtyřstěn.  Při zpracovávání tohoto tématu jsem si obohatila vědomosti z oblasti 

geometrie čtyřstěnu, ale i z oblasti geometrie trojúhelníku, se kterými bych se jinak 

neseznámila. Součástí práce jsou obrázky vytvořené v geometrickém programu 

GeoGebra 3D, bez kterých by bylo velmi složité pochopit jednotlivé pojmy a vztahy mezi 

nimi. 

Myslím si, že geometrie čtyřstěnu je velice zajímavým oborem matematiky,  

jemuž ve školách bohužel není věnován čas. Mezi žáky není geometrie příliš oblíbená,  

a to zejména proto, že při konstrukčních úlohách je nutná přesnost a pečlivost. Geometrie 

v prostoru je náročná zejména kvůli potřebné prostorové představivosti. Navrhovala bych 

proto využití programu GeoGebra 3D v hodinách matematiky, neboť není nutné mít 

model tělesa fyzicky v hodině. V programu GeoGebra 3D si učitel může sestrojit jakýkoli 

model tělesa během chvíle a pomocí projektoru jej tak ukázat celé třídě, a to z různých 

úhlů pohledu.  

Práci mohou využívat učitelé základních i středních škol v geometrii rovinné  

i prostorové. Mohou zde najít mnoho ukázek zajímavých vlastností trojúhelníku  

či čtyřstěnu. Samozřejmě se mohou inspirovat i pracovními listy. Poznatky z této práce, 

zejména vlastnosti běžně vyučovaných bodů, bych ráda aplikovala ve své učitelské praxi. 
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Obrázek 123 - Přiložení dvou zrcadlových pravoúhlých čtyřstěnů k sobě 

 

 
Obrázek 124 - Přiložení dalších dvou pravoúhlých čtyřstěnů 



 

 
Obrázek 125 - Přiložení posledních dvou pravoúhlých čtyřstěnů 

 

 
Obrázek 126 - Šest pravoúhlých čtyřstěnů tvořících krychli 

 



 

 
Obrázek 127 - Čtyři pravoúhlé čtyřstěny v krychli 

 

 
Obrázek 128 - Šest pravoúhlých čtyřstěnů v krychli 

 

 


