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Uvod

Jako téma své bakalarské prace jsem si zvolil interpretaci odlehlych hodnot
v kompozi¢nich datech, mnohorozmérnych pozorovanich nesoucich relativni in-
formaci (specidlné procenta ¢i proporce), se kterymi se muzeme setkat ve velkém
mnozstvi oboru, naptiklad geologie, chemie, ekonomie atd. Kompoziéni data jsou
v ramci statistiky stéle relativné novou disciplinou, a jejich specifické vlastnosti je
treba pfi statistickém zpracovani zohlednit. Standardni metody, aplikované pirimo

na puvodni kompozi¢ni data, totiz udavaji nepresné, ¢i zcela chybné vysledky.

Odlehla pozorovani se vyskytuji témér v kazdém datovém souboru, ale ne
vzdy jsme schopni pfesné urcit, jak vznikaji. V nékterych piipadech se tato po-
zorovani z datového souboru vylouci tplné. Timto se vSak muzeme ptipravit
o dulezité informace o jevech, jez se vyskytuji s nizkou pravdépodobnosti. Na misto
toho je vhodné odlehld pozorovani detekovat a nasledné vhodné interpretovat

v ramci mnohorozmérné struktury datového souboru.

V teoretické casti této bakalarské prace nejdiive strucné predstavim kom-
pozicni data a jejich vybérovy prostor, Aitchisonovu geometrii, dale roli odlehlych
pozorovani, metody jejich detekce, néastroje pro vizualizaci odlehlych hodnot
v kompozi¢nich datech, a knihovny mvoutlier a robCompositions statistického

softwaru R.
V praktické ¢asti se jiz budu zabyvat konkrétnimi datovymi soubory, s primar-
nim tkolem nalézt a vhodné interpretovat odlehld pozorovani. Prvni datovy

soubor se tyka struktury vzdélani, druhy struktury zameéstnanosti na tzemi



Némecka. V préci se zamérim predevsim na to, zda se projevi néjakym zpusobem
spolkovou republiku. Na oba datové soubory budu aplikovat metody pro detekci
odlehlych hodnot pomoci knihovny mvoutlier a robCompositions statistického

softwaru R.



1. Kompozicni data

P1i psani této kapitoly jsem vychézel zejména ze zdroju [1], [].

Kompozicni data fadime mezi mnohorozmérna pozorovani. Na rozdil od stan-
dardnich mnohorozmérnych dat nenesou absolutni informaci, nesou vsak infor-
maci relativni. Popularné jsou kompoziéni data reprezentovana s konstantnim
souc¢tem slozek. Pod tim si muzeme predstavit napiiklad procentualni podily
(coz jsou data s konstantnim souctem slozek 100) nebo proporce (jejichz soucet
slozek je roven 1). Mame-li kompoziéni data reprezentovana takto, neni mozné

interpretovat jejich jednotlivé slozky zvlast, ale pouze jako soucést celku.

Standardni metody v pripadé pouziti na puvodni kompozi¢ni data selhavaji
z nékolika duvodu. Jednim z nich je fakt, ze tyto postupy jsou sestrojeny pro
data, ktera mohou nabyvat libovolnych hodnot na realné ose. Pro tento typ dat
nam bézné metody poskytuji Sirokou paletu moznosti jejich statistické analyzy.
Oproti tomu kompoziéni data mohou vzdy nabyvat pouze kladnych hodnot a
v piipadé procent pouze hodnot mezi 0 a 100. Pokud hodnota jedné slozky kompo-
zice vzroste, hodnota alespon jedné libovolné jiné slozky musi poklesnout, protoze
se jednd o data s konstantnim souctem. Toto tizce souvisi s vybérovym prosto-
rem kompozi¢nich dat; D-slozkovou kompozici budeme rozumét sloupcovy vektor
x = (z1,...,2p)7T, jestlize jsou viechny jeho slozky kladnd &fsla, a jenz je mozné

beze ztraty informace reprezentovat s libovolnym souctem slozek.



Definice 1.1. Vybérovy prostor D-slozkovjch kompozicnich dat x = (x4, . .. 7xD)T

je tzv. simplex, definovany jako

D
SP = {x:(xl,xz,...,xD)T,xi >O,i:1,2,...,D;in:/§}.
i=1

Dalsim duvodem proti statistickému zpracovani puvodnich kompozic¢nich dat
je skutecnost, ze se kompozicni data netidi standardni euklidovskou geometrii, ale
tzv. Aitchisonovou geometrii na simplexu. Abychom mohli aplikovat standardni
metody na kompoziéni data, musime nejdiive kompozice vhodné prevést pomoci

logratio soufadnic z D-slozkového simplexu do redlného prostoru RP~!, resp. RP.

1.1. Vlastnosti kompozicnich dat

P1i psani této kapitoly jsem vychézel zejména ze zdroju [3] [5].

Jakakoliv statistickd metoda pouzita pro analyzu kompozi¢nich dat by méla
mit tyto tfi vlastnosti: invariantnost na zménu skaly, invariantnost na permutaci

slozek kompozice a podkompoziéni soudrznost.

VVVVVV

pouze relativni informaci. Toto si nejlépe ukazeme na prikladu. Méjme ttislozkové
kompozice s hodnotami slozek [140,40,20] a [35, 10,5]. Je vidét, ze se absolutni
hodnoty lisi, nicméné pokud se podivame na relativni zastoupeni slozek, zjistime,
ze dostaneme v obou piipadech stejné procentudlni zastoupeni, a to [70, 20, 10].

Invariantnost na zménu skaly pak tika, ze libovolna reprezentace kompozic nema
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mit vliv na vysledek jejich statistické analyzy.

Invariance na permutaci slozek znamena, ze pii statistické analyze nezalezi
na poradi jednotlivych slozek kompozice. I pti ruznych permutacich dostaneme

stejné vysledky.

Podkompozice ziskame jako podvektory z celkovych kompozic, které pripadné
reprezentujeme se zvolenym konstantnim souctem slozek. Podstatou podkom-
pozicni soudrznosti je pozadavek, aby se podkompozice chovaly jako ortogonalni
projekce ve standardnim euklidovském prostoru. Specidlné vzdalenost mezi kom-
pozicemi musi byt vétsi nebo rovna vzdalenosti mezi dvéma odpovidajicimi pod-

kompozicemi.

Jak jiz bylo zminéno, uvedené geometrické vlastnosti kompozi¢nich dat jsou
charakterizovany pomoci tzv. Aitchisonovy geometrie, ktera téz respektuje je-
jich relativni méritko. Pro predstavu si uvedeme jednoduchy piiklad. Méjme
tiislozkové kompozice (5,65, 30), (10,60, 30), (50,20, 30) a (55, 15,30). Na prvni
pohled muzeme intuitivné vycitit, ze rozdil mezi kompozicemi (5, 65, 30) a
(10,60, 30) neni stejny jako u kompozic (50,20,30) a (55,15,30), prestoze eu-
klidovska vzdalenost mezi nimi je naprosto totozna. V obou pripadech je rozdil
mezi hodnotami prvni slozky u prvni a druhé kompozice presné pét jednotek.
Pritom ovsem u prvni dvojice kompozic se jedna o zdvojndsobeni puvodni hod-
noty, kdezto u druhé dvojice je tento ndrust jen 10 %. Préavée tento relativni rozdil
se zda byt vhodnéjsi pro popis variability kompoziénich dat, a je tak dalsim

duvodem, pro¢ euklidovska geometrie neni pro kompoziéni data vhodna.

Pii konstrukci Aitchisonovy geometrie nejprve zavedeme dvé operace, diky
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nimz na simplexu ziskame vektorovy prostor. Jedna se o operace perturbace a
mocninnd trasformace. V pripadé perturbace jde o analogii k vektorovému sc¢itani
v realném prostoru, v ptipadé mocninné transformace se jedna o obdobu néasobeni
vektoru skalarem. Operaci uzavéru (znacime C') uzivame pro piipadné vyjadieni

kompozice s predepsanym souctem slozek k.

Definice 1.2. Perturbace kompozic x € SP a'y € SP je kompozice

x @y = C(r1y1, T2Y2, - - - anyD)T'

Definice 1.3. Mocninnd transformace kompozice x € SP redlnym céislem o € R
je kompozice

aox=Cxf,25,. .., 05)".

Takto vznikly vektorovy prostor budeme znacit (SP, @, ®). Kromé pravé zminé-
nych operaci jsme na simplexu schopni definovat skalarni soucin, k nému ptislusnou

normu a vzdalenost.

Definice 1.4. Aitchisoniiv skaldrni soucin kompozic x,y € SP je definovdn jako

(x,y) ) DZZI 1 ?/z

i=1 =1

Definice 1.5. Aitchisonova norma je zavedena jako norma kompozice x € SP

Il = £33 (m2).

i=1 j=1
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Definice 1.6. Aitchisonova vzddlenost je zavedena jako vzddlenost mezi kompo-

zicemi x,y € SP

| 2D 2
d(x,y) = xOyl =55 > 1n——1n -
2D = j=1 Yi
Vektorovy prostor (SP,®,®), a na ném definovany skaldrni soucin, norma a

vzdalenost se souhrnné nazyva Aitchisonova geometrie na simplexu a mé stejné

vlastnosti jako euklidovskd geometrie v realném prostoru.

1.2. Odlehla pozorovani

Odlehl& pozorovani jsou v piipadé jednorozmérnych dat hodnoty, které se
vyrazneé lisi od zbylého datového souboru. Neni vzdy jednoduché urcit, jak tato
pozorovani vznikaji. Muze se jednat o selhdani métictho zafizeni nebo pouhy
preklep, pokud data vypisuje clovék. Nicméné odlehld pozorovani mohou vznik-
nout i pouhym vlivem nahody, kdy se nemusi jednat o zadnou systematickou
chybu.

vvvvvv

jsou odlehla, protoze pozorovani napi. nemusi byt odlehlé v zadné z jednotlivych
proménnych, ale jen v jejich urcité kombinaci. Pti praci s odlehlymi pozorovanimi
muzeme narazit na nékteré efekty, které nam jejich detekci jesté zkomplikuji.
Muze se jednat o tzv. maskovaci efekt, ktery spoc¢iva ve skryti jednoho odlehlého
pozorovani néjakym jinym. Pfi analyze (podmnoziny) statistickych znaku se po-

zorovani nejevi jako odlehlé. Odlehlost zavisi na celkové struktufe nasich po-

12



zorovani. V dusledku shluk odlehlych pozorovani zkresluje vybérovy prumér a
vybérovou varian¢ni matici jako odhady prislusnych teoretickych charakteristik.

Tomuto problému se snazime vyhnout pouzitim robustnich metod. V praktické
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Obréazek 1: Shluk odlehlych pozorovani (Cervené) v ramci datového souboru

¢asti si ukdzeme pouziti standardnich i robustnich metod a budeme zjistovat,
zda a jak se méni pocet nalezenych odlehlych pozorovani. Dalsim z téchto efektu
muze byt tzv. swamping efekt. Ten naopak fika, ze pozorovani je odlehlé, ale
pouze v pritomnosti jiného odlehlého pozorovani. Pokud bychom prvni pozo-
rovani odstranili, z druhého, které bylo puvodné povazovano za odlehlé, se stane

pozorovani, které jiz za odlehlé nepovazujeme.
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1.3. Detekce odlehlych hodnot

P1i tvorbé této kapitoly jsem vychézel zejména z [1], [2].

Pro detekci mnohorozmérnych odlehlych pozorovani se nejcastéji pouziva
jedna, ze dvou nasledujicich metod. Prvni z nich je tzv. projekce, zalozend na ptreve-
deni dat do jednorozmérného prostoru. To je vyhodné z duvodu snadnéjsi detekce
odlehlych pozorovani v pripadé jednorozmérnych dat. Tato metoda je vhodna pro
data s velkym poctem proménnych a malym rozsahem vybéru. Druhd metoda je
zalozena na odhadu ciselnych charakteristik polohy a variability neboli urceni
vzdalenosti pozorovani od stiedu souboru pozorovani vzhledem k jeho varianc¢ni
strukture. Stdle je nutno mit na paméti, ze vypocty s kompozicnimi daty se
neprovadi pomoci standardni euklidovské geometrie, ale v ramci Aitchisonovy

geometrie.

7 tohoto duvodu je nedfive nutno zvolit vhodné vyjadreni kompozic v lo-
gratio soutadnicich, pomoci nichz kompozi¢ni data vyjadiime v realném prostoru
s euklidovskou geometrii a umoznime jejich dalsi statistické zpracovani. V ivahu
prichézeji tii typy logratio soutadnic. Jsou to alr (aditivni logratio), clr (cent-
rované logratio) a ilr (izometrické logratio) souradnice. Pro feseni problému de-
tekce odlehlych pozorovéni jsou nejvhodnéjsi izometrické logratio (ilr) soufadnice,
protoze s jejich pomoci ziskame idedlni vlastnosti dat. Takto vznikla D — 1
rozmérnd data jsou soufadnice vzhledem k ortonormalni bazi na simplexu. To
se ukazuje jako klicové pro statistickou analyzu a jeji interpretaci, jelikoz orto-
normalni soutradnice se fidi standardnimi pravidly euklidovské geometrie. Méjme

- .« . T Y , o “ .
D—slozkovou kompozici x = (x1,...,2p)" a jeji ortonormdlni (ilr) souradnice

14



T . oy
z = (z1,...,2p-1) . Konkrétni volbou pak dostaneme D — 1 rozmérné realné

vektory z() = (zfl), . ,zj(jl)_l)T,l = 1,...,D, kde jednotlivé souradnice jsou ve
tvaru

D—i "

zi(l): o) ,j_lln Ti (Z),izl,...,D—l;
—1 —i D
v \ Hj:i-i—l Ly
.. ) o @ ) - . D

piitom (z,°, ..., 2,7, 2, .., 7 ) jsou takovymi permutacemi slozek (z1,...,zp),
ze I-t4 kompoziéni slozka je vzdy na prvni pozici (zy, z1,...,2-1,Ti41, ..., Zp).

. e .- NN ( e .
Odtud nésledné vidime, ze prvni ilr proménna z§ ) vysvétluje veskerou relativni in-

formaci o slozce x; (resp. prislusné logaritmy podilu s touto slozkou) a souradnice

ROR ) 0 70 )T, Souradnice

. L
..., Zp_; reprezentuji podkompozici (zy’, ..., 2,7, 204, ..., T

@

zy) pak interpretujeme ve smyslu dominance slozky z;’ vzhledem k prumeéru

(prumérnému chovani) ostatnich slozek v kompozici.

L Vs +H++H O AAIBONA 00 O
‘g ¥".. I T T T T T T T T T 1
= h: +\ 22 12 02 0.8 1.8 2.8
g + . g e
S i ilr transformed original data
E= .
o
o
g
o 00 o o Lh@iniA 00 ©
e}
S T T T T T 1T 1T T T 1
§ : 22 12  -02 08 18 2.8
5 3 ilr transformed scaled data

First compositional part

Obrazek 2: Priklad transformovanych kompozi¢nich dat

Vzhledem ke geometrickym vlastnostem kompozic umime pocitat téz se spe-
cifiky tykajicimi se odlehlych pozorovani. Z obrézku je patrné, ze nezédlezi na

tom, v jaké vzdalenosti od pocatku pozorovani na paprsku lezi, protoze pozo-
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rovani lezici na témze paprsku nesou stejnou relativni informaci (podily mezi
jejich slozkami se neméni). Misto toho nds bude zajimat, jaky thel mezi sebou
sviraji, coz je rozhodujici pro posouzeni toho, zda pozorovani je, ¢i neni odlehlé

(a v nasem piipadé se ziejmeé jednd o pozorovani oznacené kiizkem).

Po vyjadieni kompozic v ilr souradnicich lze pouzit metodu detekce odlehlych
pozorovnani na zakladé Mahalanobisovy vzdalenosti. Ta se typicky pouziva k poci-
tani vzdélenosti pozorovani od stfedu datového souboru vzhledem k jeho va-
riancni strukture. Méjme napt. vybér zq,...,z, D — 1 rozmérnych pozorovani
vznikly vyjadienim kompozic v ilr soutadnicich. Mahalanobisovu vzdalenost spoci-

tame jako

kdeT =T (z,...,2zy,) je odhad polohy (stfedni hodnoty) a C' = C (24, ..., 2,)
jsou odhady variability (varianéni matice). Pro detekci odlehlych pozorovéni je

kvalita téchto odhadu zésadni.

Jako odhady téchto charakteristik totiz v praxi neni vétSinou vhodné vo-
lit klasicky aritmeticky prumér a vybérovou variancni matici, protoze tyto od-
hady mohou byt samy ovlivnény odlehlymi pozorovanimi. Z tohoto duvodu se
pro vypocet odhadu uvedenych charakteristik aplikuji robustni metody, které
vliv téchto odlehlych hodnot eliminuji. Casto se pouzivé tzv. MCD (Minimum
Covariance Determinant) odhad, jenz je pravé jednim z nejpopuldrnéjsich ro-
bustnich odhadu v mnohorozmérné statistice. Pti nalezeni MCD odhadu postu-
pujeme tak, ze hledame podmnozinu h z celkového poctu n pozorovani, jejichz

vybérova varian¢éni matice ma nejmensi determinant. Robustnim odhadem po-
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lohy je aritmeticky prumeér téchto pozorovani, robustnim odhadem variability
pak jejich vybérové varianéni matice (vynasobend faktorem pro konzistenci pfi
normalnim rozdéleni). Kromé vlastnosti robusnosti je dulezitou vlastnosti MCD
odhadu T" a C tzv. afinni ekvivariance. Tu mame zajisténu, pokud pro libovolnou
reguldrni matici A o rozméru (D — 1) x (D — 1) a libovolny vektor b € RP™!

jsou splnény podminky:

T(Az; +b,..., Az, +b) = AT(zy,...,2,) + b,
C(Az, +b,...,Az, +b) = AC(z,...,2z,)A".

Vzhledem k existenci ortogonalni transformace mezi ruznymi volbami ilr soutradnic
tak mame diky afinni ekvivarianci zaruc¢eno, ze jsou nalezené odlehlé hodnoty in-
variantni vuéi konkrétni volbé ortonormalnich souradnic. Pokud u daného vybéru
budeme predpokladat (vétsinové) mnohorozmérné normélni rozdéleni pak se druha
mocnina Mahalanobisovy vzdélenosti ¥{d{ x? rozdélenim o D—1 stupnich volnosti.
Toho se da vyuzit pti hledani odlehlych pozorovani, pokud za kritickou hodnotu
polozime napt. 0.975 kvantil uvedeného rozdéleni. Néasledné vSechna pozorovani,

ktera tuto kritickou hodnotu prekroc¢i, povazujeme za odlehla.
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2. Zpracovani ve statistickém softwaru

Ke zpracovani kompozi¢nich dat a nalezeni odlehlych pozorovani budeme
dale doplinuji pomoci knihoven, které sami vytvareji. Kromé toho, ze nam tento
software umoznuje provést samotnou statistickou analyzu, muzeme s jeho pomoci
vysledky interpretovat i graficky. Pro detekci odlehlych hodnot v kompozi¢nich
datech budeme pouzivat knihovnu mvoutlier, ale ukdzeme si i vyuziti knihovny
robCompositions. Knihovna mvoutlier jako vstup potfebuje neupravena kom-
pozi¢éni data minimélné se tfemi slozkami. Po aplikaci funkce mvoutlier.CoDa()
na tato data dostaneme vystup v celkem sedmi proménnych (polozkach seznamu).
Prvni z nich je matice izometrickych logratio souradnic. Dalsim vystupem je vek-
tor logickych hodnot TRUE , nebo FALSE podle toho, zda je konkrétni pozorovani
odlehlé ¢i nikoliv (na zdkladé Mahalanobisovy vzdélenosti, jak bylo popsano
zakladé budeme vysledna odlehld pozorovani interpretovat. Knihovna mvoutlier
pouziva pro vypocty a hledani odlehlych pozorovani pomoci Mahalanobisovy
vzdalenosti robustni odhady ¢iselnych charakteristik. Knihovnou robCompositi-
ons si budeme demonstrovat pouziti klasickych odhadu a bude nds zajimat, jak

a zda se budou nalezena odlehld pozorovani lisit.

2.1. Grafické zobrazeni

Pii tvorbé této kapitoly bylo pouzito zejména zdroje [1].
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Zjisténi, ktera pozorovani jsou odlehld, ndm nedd ucelenou predstavu o da-
tové struktute, pokud vysledky nebudeme schopni reprezentovat graficky. Protoze
kompozicni data reprezentujeme nejcastéji jako data s konstantnim souctem,
nelze na né pouzit ani v tomto ptripadé standardnich metod pro zobrazeni mnoho-
rozmérnych dat. Pokud mame tiislozkova kompozicni data, jsme schopni je zob-
razit v tzv. ternarnim diagramu. V ném zobrazujeme podily mezi tfemi slozkami
jako soutadnice v rovnostranném trojihelniku. Hodnoty slozek se rovnaji vzdaleno-
stem odpovidajicitho bodu trojihelniku od strany protilehlé k vrcholu reprezen-

tujiciho danou slozku.

Obrézek 3: Ternarni diagram s nékolika pozorovanimi z datového souboru skolstvi

Jednou z nejpouzivanéjsich metod pro zobrazovani kompozi¢nich dat je bi-
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plot. Biplot se konstruuje pomoci metody nejmensich komponent (PCA; Princi-
pal Component Analysis), kterd je jednou z nejpopularnéjsich metod standardni
mnohorozmérné statistiky. Princip metody hlavnich komponent spociva ve snizeni
dimenze dat a vyjadieni co nejvétsi variability s pomoci nékolika hlavnich kompo-
nent. V biplotu jsou zobrazeny skéry a zatéze prvnich dvou hlavnich komponent.
Skéry jsou zobrazeny jako body a zatéze jako sipky. Diky tomu, Ze biplot tradi¢né
konstruujeme v clr souradnicich (vzhledem ke generujicimu systému), danych pro

kompozici x = (z1,...,2p)T jako

T
x x
clr(x) = m— In—2 |
D\/ Hz’zl Li D\/ Hz'[il L
N D1 . 4 (1) (D) o . . . .
jez jsou 5 ndsobky z;7,..., 27, muzeme délky paprsku v biplotu vnimat

ve smyslu relativnich prispévku puvodnich jednotlivych kompoziénich slozek zob-
razenych hlavnich komponent. Skéry jsou tak vlastné souradnice pro kazdy ob-
jekt datového souboru na osich hlavnich komponent. V ptipadé kompozic¢nich
dat nas u biplotu nejvice zajima vzdéalenost mezi paprsky, ktera aproximuje roz-
ptyl logaritmu podilu pifslusné dvojice slozek. Cim je tato vzdalenost mensi, tim
je uvedeny podil stabilngjsi a vztah mezi slozkami (ve smyslu piimé imérnosti)
silnéjsi. Poznamenejme, Ze prestoze jsou pro konstrukci kompoziéniho biplotu pre-
ferované clr souradnice pro robustni detekci odlehlych hodnot se nehodi, protoze

MCD odhady vyzaduji pozitivné definitni varian¢ni matici.

Grafické néastroje nam poskytuje jiz zminénd knihovna mvoutlier, s jejiz po-

moci jsme schopni vykreslit nejenom biplot, ale také tzv. bodovy graf (scatter
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plot) ¢i spojnicovy graf (parallel plot) pro jednotlivé soutadnice z%l), o ,ziD).

Vsechny tyto grafy si ukdzeme v prubéhu samotného zpracovani redlnych da-

tovych soubort.

2.2. Predstaveni datovych soubori

V dalsi c¢éasti se jiz budeme zabyvat nasbiranymi daty. Prvni datovy sou-
bor je tvoren strukturou zaméstnanosti v Némecku, druhy se zabyva strukturou
vzdélani obyvatel v téze zemi. U obou datovych souboru se jednd o celkem 37
oblast{ & mést. Skolstvi je rozdéleno na ¢tyii podskupiny, a to podle stupné
vzdélani. Jmenovité se jedna o stupen zakladni, sttedni, odborného vyuceni a vy-
sokoskolsky. V pripadé zaméstnanosti se jedna o pét podskupin. Jsou to: lesnictvi
a rybarstvi, vyroba, obchod, finan¢nictvi, a nakonec sluzby. Analyzovana data
jsou z roku 2011; zdrojem je Spolkovy statisticky tufad [0]. Bude nds napiiklad
zajimat, zda uvidime rozdily pro oblasti byvalé Némecké demokratické republiky
a Némecké spolkové republiky ve struktufe vzdélani a zaméstnanosti, potazmo
ktera bude generovat vice odlehlych hodnot, nebo zda-li se zadny rozdil nepro-
jevi. Ve struktute vzdélani muzeme napiiklad o¢ekavat vyssi podil vysokoskolsky
vzdélanych obc¢anu v oblastech velkych mést v dusledku vyssiho vyskytu univer-
zit a vzdélavacich instituci. U zaméstnanosti pak ocekavame vétsi podil obyvatel
ve sluzbéach a financ¢nictvi v oblastech byvalé Nemecké spolkové republiky. Zda se

tato ocekavani potvrdi, nebo ne, zjistime az po analyze, ktera bude néasledovat.
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2.3. Analyza skolstvi

V nésledujicich dvou kapitolach jsem ¢erpal zejména z [1], [4].

Nyni pristoupime k samotné analyze datového souboru skolstvi pomoci soft-
waru R. Jak uz bylo zminéno, jedna se o 37 oblasti Némecka, pticemz kazda
z nich m4 ¢tyti vzdélanostni kategorie (viz priloha A). Kromé samotnych vystupu

a grafu si zde uvedeme i pouzivané prikazy.

Ze vseho nejdiive si v R-ku nastavime pracovni adresari piikazem setwd() a

poté aktivujeme knihovnu na detekci odlehlych pozorovani piikazem
> library(mvoutlier)
Nyni muzeme nacist data z datového souboru skolstvi.cvs do matice y
> y = read.csv2("skolstvi3.csv", header = TRUE)

Pomoci parametru header = TRUE nastavime nacteni dat s hlavickou. V tom-
to bodeé si muzeme ukazat nékolik radku vysledné datové matice, abychom vidéli,

jak nase data vypadaji v R-ku.
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>y

Zakladni Stredni Odborne Vysokoskolske
1 5.4 26.8 40.4 27.4
2 5.8 26.8 40.0 27.4
3 5.2 29.5 40.0 25.3
4 5.1 28.1 41.1 25.7
5 5.8 24.8 42.8 26.6

Na takto pripravena kompozi¢ni data jiz budeme aplikovat funkci mvoutlier.Co-

Da() a vystup si ulozime do nové datové matice x.
> x = mvoutlier.CoDa(y)

Nyni se podivame, jak vypadaji nase data v izometrickych logratio souradnicich.

> X
Zakladni Stredni Odborne  Vysokoskolske
[1,] -1.5122472 0.33758649 0.8115078 0.36315286
[2,] -1.4474895 0.31983048 0.7822621 0.34539685
[3,] -1.5467497 0.45750053 0.8090944 0.28015484
[4,] -1.5618904 0.40863959 0.8477012 0.30554956
[5,] -1.4360777 0.24168567 0.8717993 0.32259272

V dalsim kroku zjistime, jakd pozorovani jsou odlehld, pomoci vektoru lo-

gickych hodnot TRUE nebo FALSE. Tento vektor jsme také ziskali jako vystup

funkce mvoutlier.CoDa() jako druhou polozku seznamu.

1  FALSE
10 FALSE
19 TRUE
28 FALSE
37 FALSE

FALSE
FALSE
FALSE
FALSE

FALSE FALSE
TRUE  TRUE
FALSE FALSE
FALSE FALSE

FALSE FALSE FALSE FALSE
FALSE TRUE FALSE FALSE
FALSE FALSE FALSE FALSE
TRUE TRUE TRUE TRUE

FALSE
FALSE
FALSE
FALSE
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Odtud vidime, Ze v nasem datovém souboru je celkem osm odlehlych pozo-
rovani. Jedna se o oblasti Berlin, Brandenburg, Hamburg, Mecklenburg-Vorpom-

mern, Saarland, Chemnitz, Dresden a Leipzig.

Téchto osm odlehlych pozorovani bylo detekovano vyuzitim robustnich od-
hadu polohy a varianéni matice pti poc¢itani Mahalanobisovy vzdalenosti. Nyni
se podivame, jak by nas vektor hodnot TRUE nebo FALSE vypadal pfi pouziti
standardnich odhadu. K tomuto budeme vyuzivat knihovnu robCompositions a

funkci outCoDa. Nejprve si tuto knihovnu zavolame prikazem
> library(robCompositions) .

Zjisténi, ktera pozorovani jsou odlehla pti pouziti standardnich odhadt misto

robustnich, provedeme pomoci prikazu
> outStandard = outCoDa(y, quantile = 0.975, method = "standard")
Vystupem funkce outCoDa je
"2 out of 37 observations are detected as outliers."

Vidime, ze pfi nepouziti robustnich odhadi se ndm pocet nalezenych od-
lehlych pozorovani zmensil z osmi na dva. Nyni se muzeme podivat na presné

hodnoty Mahalanobisovy vzdélenosti pro kazdé pozorovani.
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Ty si vypiseme pouzitim prikazu

> outStandard$mahalDist

13
19
25
31
37

1.0637446
1.3022072
2.6641335
3.2599770
1.9447069
0.9468964
1.6318092

Wk, PP, O O

.9226057
.0277624
.9898690
.6483279
.1703291
.1642256

.2945767
.5942759
.4401218
.4443019
.3950050
.8529223

N = = N = =
N O = O = =

.2584830
.2210205
.1817467
.4892381
.1498318
.6725256

0.7392713 1.7885657
1.9039396 2.2264222
0.9342221 1.1885695
1.5513049 0.5690782
1.6949591 0.6648334
2.1818394 1.6935159

7 tabulky muzeme ur¢it dvé nejvyssi hodnoty Mahalanobisovy vzdélenosti

a takto identifikovat odlehld pozorovani (poznamenejme, ze v tomto piipadé je

kritickou hodnotou \/x3,0.975 = 3.058). Jednd se o pozorovéni ¢islo 19 a 32. Vektor

logickych hodnot TRUE a FALSE si vypiSeme pomoci ptrikazu

> outStandard$outlierIndex

1

10
19
28
37

FALSE FALSE
FALSE FALSE
TRUE FALSE
FALSE FALSE
FALSE

FALSE
FALSE
FALSE
FALSE

FALSE FALSE FALSE
FALSE FALSE FALSE
FALSE FALSE FALSE

FALSE TRUE

FALSE

FALSE
FALSE
FALSE
FALSE

FALSE
FALSE
FALSE
FALSE

FALSE
FALSE
FALSE
FALSE

Z tohoto vektoru bychom identifikovali jako odlehla pozorovani 19 a 32, coz se

shoduje s predchozim ur¢enim pomoci Mahalanobisovy vzdalenosti. V puvodnim

datovém souboru se jedna o oblasti Mecklenburg-Vorpommern a Saarland. Lze

ocekavat, ze tato pozorovani budou extrémni i v rdamci odlehlych pozorovani,

které nalezneme pomoci MCD odhadu. Pro srovnani si zde uvedeme i Mahala-

nobisovy vzdalenosti pii pouziti robustnich metod. Ty ziskame prikazem
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> outRobust$mahalDist

13
19
25
31
37

N~ P O DR

.1367811
.1809595
.8293950
.6132265
.7310130
.11856812
.2806777

D O, O O O

.9615621
.9127919
.8127244
.6392514
.9429459
. 1842207

1.4237895
1.6184366
4.3687689
1.5640287
1.1246369
3.8012098

P O O R -

.3789833
.2983081
.9955032
.6882259
.95563196
.0524519

Wk PP, OFr O

.5040644
.4333558
.8647634
.8189548
.6928298
.9623943

N O~~~ b -

.5099191
.0039476
.1331930
.1325073
. 7526766
.0279298

V dalsim textu se jiz budeme zabyvat pouze odlehlymi pozorovanimi, které

nalezneme pomoci knihovny mvoutlier s vyuzitim robustnich metod. Pro ptrehle-

dnost si prejmenujeme nase vzdélanostni proménné (kompoziéni slozky) pouze

s vyuzitim jejich pocatecniho pismena. V grafech tedy bude proménnd zakladni

reprezentovana pismenem Z atp.

V nasledujicim kroku zjistime, jak vypada celkova struktura vzdélanosti ve

vsech 37 oblastech dohromady. Strukturu budeme zkoumat graficky, a to nejdiive

pomoci spojnicového grafu, diky némuz ziskdme ucelenou predstavu o datech v ilr

soutadnicich, kdy ilr(x) vraci prvni souradnici takového systému, v némz slozka

X obsadila prvni pozici ve vstupni kompozici. Postupné tatko obdrzime hodnoty

1
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> plot(x, which = "parallel", bw = TRUE, onlyout = FALSE, symb =

FALSE, symbtxt = FALSE)

s

i) iir(s) iir(0) iir(v)

Obrazek 4: Celkova struktura vzdélanosti

Nyni mame zobrazenou mmnohorozmérnou strukturu kompozi¢nich dat po-
moci spojitych car. Z grafu lze vycist, ze hlavni ¢ast dat méa vyssi zastoupeni
u stfedniho a odborného vzdélani. Také si muzeme povsimnout rozdilu v odstinu,
kdy standardni pozorovani je zobrazeno svétlym odstinem a odlehlé pozorovani
odstinem tmavym. Lze tak vidét rozdil mezi mnohorozmérnou strukturou od-
lehlych pozorovani a pozorovani standardnich. Pro hlubsi analyzu se v dalsich

krocich zamétrime praveé na odlehla pozorovani.

Za timto ucelem vytvorime kompoziéni biplot, ktery se konstruuje pomoci
jiz zminéné metody hlavnich komponent (PCA), v némz jsou pouzity robustni
MCD odhady polohy a variability, ovSem spocitané v ilr soufadnicich a nasledné
vyjadrené v clr proménnych v nichz je PCA aplikovana. Pro vytvoreni kom-

pozi¢niho biplotu pouzijeme ptikaz
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> plot(x, which = "biplot", onlyout = FALSE, symb = TRUE, symbtxt

= TRUE)
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Obréazek 5: Kompozicni biplot pro data skolstvi

V tuto chvili mame vSechna pozorovani zobrazena v biplotu, v némz je po-
moci prvnich dvou hlavnich komponent zachyceno témér 91 % celkové variabi-
lity v datech. Z biplotu jsme schopni vycist nejsilnéjsi vztah mezi zakladnim
a odbornym vzdélanim, vzhledem k nejmensi vzdalenosti mezi odpovidajicimi
Sipkami. Oproti tomu vidime velmi slaby proporcialni vztah mezi stfednim a vy-
sokoskolskym vzdélanim. Barva je ptitazena na zékladé vyslednych ilr souradnic,
pro kazdou z nich je pocitdna jeji vzdalenost od piislusného medianu. Barva je
pak pfifazovana pomoci medidnu vSech téchto vzdalenosti, ¢ervend (tmava) pro

vysoké hodnoty a modra (svétld) pro hodnoty nizké.

Pro vétsi prehlednost si vykreslime stejny biplot s tim rozdilem, ze si v ném
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nechdme pouze identifikovana odlehla pozorovani. Toho docilime tpravou prikazu

na

> plot(x, which = "biplot", onlyout = TRUE, symb = TRUE, symbtxt

= TRUE)
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Obrazek 6: Odlehla pozorovani datového souboru skolstvi

7 obrazku je na prvni pohled vidét vyskyt odlehlych pozorovani u paprsku
reprezentujiciho vysokoskolské vzdélani. V puvodnim datovém souboru se jedna
o pozorovani 12, 13, 15 a 32. Odpovidajici oblasti jsou Berlin, Brandenburg,
Hamburg a Saarland. Berlin a Hamburg jsou dvé nejvétsi mésta v Némecku, da
se tedy ocekavat vysSi pocet univerzit a vysokych skol a s tim spojeny vyssi
vyskyt vysokoskolsky vzdélanych lidi. V pripadé oblasti Brandenburg je hodnota
u vysokoskolského vzdélani nejvyssi v celém datovém souboru. Tato oblast se

geograficky nachézi v okoli hlavniho mésta Berlina. Saarland je pak nejmensi

29



spolkovou zemi, pomineme-li méstské spolkové zemé Berlin, Hamburg a Bremen.
P#i pohledu na pozorovani majici v puvodnim datovém souboru ¢islo 19 naopak
vidime odlehlost ve sméru zakladniho vzdélani. Jednd se oblast Mecklenburg-
Vorpommern a v tomto pripadé je hodnota u zdkladniho vzdélani nejvyssi v celém
hustotou zalidnéni v celém Némecku a také slabsi ekonomikou. Toto pozorovani
bylo detekovano jako jedno ze dvou odlehlych i pfi pouziti standardnich odhadi

pro vypocet Mahalanabisovy vzdalenosti.

Nyni si ukédzeme rozlozeni pozorovani v jednorozmérnych bodovych grafech,
o : .y . l e e o . e

vytvorenych pro jednotlivé soutadnice zi) odpovidajici puvodnim kompozi¢nim

slozkdm. Nechame si rovnou vykreslit pouze odlehla pozorovéani, coz provedeme

prikazem

> plot(x, which = "uni", onlyout = TRUE, symb = TRUE, symbtxt = TRUE)
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Obrazek 7: Odlehld pozorovani pro jednotlivé slozky
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Povsimnéme si pozorovani ¢tyri. V puvodnim datasetu se jedna o ¢islo 19,
které jiz bylo zminéno v ptipadé kompozi¢niho biplotu. Opét zde vidime vysokou

hodnotu u zakladniho vzdélani a nizsi hodnoty u ostatnich typu vzdélani.

7 celkem osmi nalezenych odlehlych pozorovani se Sest nachézi na tzemi
byvalé Némecké demokratické republiky a pouze dvé na tzemi byvalé Némecké
spolkové republiky. Ve druhém piipadé se jedna o oblasti Hamburg a Saarland.
V puvodnim datovém souboru jsou oznacené ¢isly 15 a 32. VétSina deteko-
vanych odlehlych pozorovani tak byla extrémni v soutadnici odpovidajici vy-
sokoskolskému vzdéldni, af uz se jednd o mésta, jako jsou Hamburg ¢ Berlin,

nebo oblasti s témito mésty sousedicimi, napt. oblast Brandenburg.

2.4. Analyza zameéstnanosti

Analyzu tykajici se zaméstnanosti budeme provadét obdobné jako v predcho-
zim pripadé. Jedna se o stejnych 37 oblasti jako v minulém piikladu, kazda tato
oblast je rozdélena na pét zaméstnaneckych kategorii (viz priloha B). Konkrétné
se jednd o kategorie lesnictvi a rybafstvi, vyroba, obchod, finan¢nictvi a sluzby.
K analyze budeme opét pouzivat statisticky software R. V tomto ptikladu si jiz ne-
budeme vypisovat vsechny pouzivané piikazy. V prvnim kroku si opét nastavime

pracovni adresar a nacteme data do datové matice y pomoci ptikazu
> y = read.csv2("zamé&stnanost.csv", header = TRUE)

Ukazeme si nékolik prvnich fadku datové matice, abychom meéli predstavu

o tom, jak nase data vypadaji.

>y
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Lesnictvni a rybarstvi Vyroba Obchod Financnictvi Sluzby

1 1,6 33,6 21,7 17,9 25,2
2 1,1 28,4 23,1 18,9 28,5
3 2,5 31,4 24,4 12,3 29,4
4 2,5 33,7 22,2 12,5 29,1
5 2,1 23,2

24,6 21,3 28,8

V tomto bodé aktivujeme knihovnu mvoutlier a pomoci funkce mvoutlier.Co-
Da() ziskdame ortonormalni souradnice, zjistime, kterda pozorovani jsou odlehla,
atp. Obdrzené souradnice si uvadét nebudeme, nicméné uvedeme vektor logickych
hodnot TRUE nebo FALSE a na jeho zakladé rozhodneme, jakd pozorovani jsou

odlehla.

1 FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
10 FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE FALSE FALSE
19 FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
28 FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
37 FALSE
Z tohoto vystupu jsou jasné vidét ¢tyfi odlehld pozorovani (12, 14, 15 a 16).
V nagem puvodnim datovém souboru se jedna o oblasti Berlin, Bremen, Hamburg
a Darmstadt. I v tomto prikladu si ukdzeme pouziti knihovny robCompositions
a zjistime, zda bychom nalezli odlehla pozorovani vyuzitim standardnich od-

hadu pro vypocet Mahalanobisovy vzdalenosti. Samotné tyto vzdalenosti si opét

vypiSeme pomoci
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> outStandard$mahalDist

13
19
25
31
37

2.4077624
1.3227512
1.6752055
2.5566885
1.3817390
1.2035049
1

N O Fr Wk~

.5811082

.6662864
. 2448559
.6542198
.4178291
. 7055658
.1698295

. 2547527
.6612056
.2066997
.0640925
.0648947
.3632780

[l i =l S I i
= o= N W =

.5080643
.0699665
.1316164
.5390344
.3656016
. 7794139

2.1477962 1.7836693
1.56882499 4.2731671
1.4218284 0.9991804
1.6804150 1.5969496
1.3556859 2.3796075
1.9900709 2.1164318

Nejvyssi hodnota se nachazi u pozorovani ¢islo 12. Nicméné zatim nevime,

kolik odehlych pozorovani jsme zatim nalezli. Toto rozhodnuti udélame pomoci

vektoru logickych hodnot vytvofeného srovnéanim ziskanych Mahalanobisovych

vzdalenosti s odmocninou kvantilu x?%,0.975, tedy hodnotou 3.338. VypiSeme jej

pomoci piikazu

> outStandard = outCoDa(y, quantile =

> outStandard$outlierIndex

Vysledny vektor vypada takto

1

10
19
28
37

FALSE
FALSE
FALSE
FALSE
FALSE

FALSE
FALSE
FALSE
FALSE

FALSE
TRUE

FALSE

FALSE

0.975, method = "standard")

FALSE FALSE FALSE

FALSE TRUE

FALSE

FALSE FALSE FALSE
FALSE FALSE FALSE

FALSE
FALSE
FALSE
FALSE

FALSE
FALSE
FALSE
FALSE

FALSE
FALSE
FALSE
FALSE

Podarilo se nam tedy takto nalézt pouze dvé odlehla pozorovani, jedna se

o oblasti Berlin a Bremen. Pfi nasledné hlubsi analyze budeme zkoumat, ¢im

jsou tato pozorovani extrémni. Nyni se jiz ovSem vratime k pouziti knihovny

mvoutlier. Pro prehlednost opét proménné prejmenujeme pomoci jejich pocate-

¢nich pismen.
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Pomoci prikazu plot () si vykreslime spojnicovy graf a zobrazime tim celko-

vou strukturu nasich pozorovani.

/%x

[ [ [ [ |
iir(L) ilr(V) iir(0) ilr(F) iin(s)

Obrézek 8: Celkova struktura zaméstnanosti

Odlehla pozorovani jsou zobrazena tmavé a lze si povSimnout jejich odlisné
struktury. Naptiklad v souradnici odpovidajici finanénictvi se jednd o ¢tyti nejvyssi
hodnoty v celém datovém souboru. Nyni si vykreslime biplot a budeme zkoumat,

zda-li je mezi proménnymi ¢i skupinou proménnych néjaky vztah.
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Obréazek 9: Biplot

7 grafu, ve kterém mdame vysvétleno témer 94 % variability v datech, lze
vycist zavislost mezi skupinou proménnych obchod, sluzby a finan¢nictvi. Vztah
mezi nimi je tak tésny, ze se paprsky v naSem grafu témér prekryvaji. Také si
lze povsimnout skupinky odlehlych pozorovani v oblasti financ¢nictvi a jednoho
pozorovani lisictho se vyssi hodnotou u lesnictvi. Upravou parametru onlyout
= TRUE si zobrazime pouze odlehla pozorovéani, ktera jsou véechna ve smeéru fi-
nancnictvi. Jak uz bylo zminéno vyse, jedna se o oblasti Berlin, Bremen, Hamburg
a Darmstadt. Ve vSech piipadech se jedna o meésta, nikoliv vétsi tizemni celky.
D4 se usuzovat, ze v téchto méstech sidli velké financni spolecnosti, jako jsou
banky, pojistovny atp. MuZeme si také povsimout, Ze ndm zmizelo pozorovani,
které se mohlo zdat odlehlé ve sméru lesnictvi. V puvodnim datovém souboru

se jednd o oblast Luneburg. Hodnota tohoto pozorovani je v proménné lesnictvi
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Obréazek 10: Odlehla pozorovani

druha nejvyssi v celém datovém souboru, nicméné svou celkovou strukturou se

nelisi natolik, abychom jej detekovali jako odlehlé.

V poslednim kroku si zobrazime odlehla pozorovani v bodovém grafu jednot-

livych souradnic a detailnéji se podivame na jejich strukturu v ramci kompozic.

Povsimnéme si zde pozorovani ¢islo ¢tyfti, které reprezentuje mésto Darm-
stadt. To se lisi od ostatnich vyssi hodnotou u proménné lesnictvi, nicméné toto
plati, pouze pokud uvazujeme nase nalezena odlehld pozorovani. Pokud bychom
uvazovali cely datovy soubor, zjistili bychom, Ze se urcité v této proménné ne-
jednd o extrém. To, co déla pozorovani odlehlym, je opét celkova mnohorozmérna

struktura kompozic.

V nasSem datovém souboru o relativni struktufe zaméstnanosti se nachazi

celkem ctyii odlehld pozorovéani, z nichz tii jsou na tzemi byvalé Némecké spol-
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kové republiky. Timto se nam alespon ¢astecné potvrdilo nase o¢ekavani z ivodu
praktické ¢asti o vyssim zastoupeni obyvatel ve financnictvi na tizemi byvalého

kapitalistického ,,zapadniho Némecka”.
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Zaver

V této préci jsem se nejprve vénoval nezbytnym teoretickym zédkladem pro po-
chopeni rozdilu mezi standardnimi a kompoziénimi daty, véetné uvedeni nékterych
jejich specifickych vlastnosti. Predstavil jsem zde izomerické logratio souradnice,
které jsem s pomoci statistického softwaru R néasledné vyuzil pro detekci odlehlych
pozorovani pomoci Mahalanobisovy vzdalenosti. Na tomto misté bych zduraznil
dulezitost pouziti robustnich odhadu pfi jejich vypoctu, jelikoz i Mahalanobisovy
vzdalenosti samotné mohou byt pii pouziti klasickych odhadu (vybérovy prumér

a vybérova varian¢ni matice) odlehlymi pozorovanimi ovlivnény.

V praktické ¢ésti jsem jiz pracoval s knihovnou mvoutlier statistického soft-
waru R a ruznymi typy grafu, které poskytuje pro analyzu kompozic¢nich dat.
Vysledky jsem se snazil vhodné a objektivné interpretovat. Pomoci provedené
analyzy jsem byl schopen potvrdit nékterd ocekavani, jez jsem mél pied jejim

samotnym zacatkem.

V prubéhu psani jsem nabyl nové znalosti nejen o problematice kompozic¢nich
dat a odlehlych pozorovani, ale také o praci se statistickym softwarem R a ty-
pografickym systémem KTEX. Praveé préce s témito programy byla pro mne asi
nejvétsi vyzva. Doufam, ze tato prace bude napomocna vsem, kdo se zajimaji

o problematiku kompozi¢nich dat ¢i odlehlych pozorovani.
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Priloha A

Data tykajici se struktury skolstvi na tizemi{ Némecka. Data pochazeji z [0].

Zékladni | Sttedni | Odborna | Vysoka
Stuttgart 5,4 26,8 40,4 27,4
Karlsruhe 5,8 26,8 40,0 27,4
Freiburg 5,2 29.5 40,0 25,3
Tubingen 5,1 28,1 41,1 25,7
Oberbayern 5,8 24.8 42.8 26,6
Niederbayern 5,7 28,4 46,1 19,8
Oberpfalz 5,4 28 444 222
Oberfranken 5,5 25,8 44.5 242
Mittelfranken 7,3 25,7 40,4 26,6
Unterfranekn 9,1 25,8 44.3 24,8
Schwaben 6,3 28,1 448 20,8
Berlin 8,9 19,2 30,6 41,3
Brandenburg 8,3 15,1 25,8 50,8
Bremen 6,0 18,6 42,5 32,9
Hamburg 7,9 17,7 27,1 47,3
Darmstadt 6,9 19,7 40,5 32,9
Geiben 5,7 21,7 46,1 26.5
Kassel 6,7 21,6 46,9 24.8
Macklenburg- Vorpommern, 12,4 10,5 33,6 43,5
Braunschweig 5,9 15,6 472 31,3
Hannover 6,3 15,1 46,7 31,9
Liineburg 6,7 19,6 49,7 24 0
Weser-Ems 6,8 18,9 50,1 24,2
Disseldorf 6,6 19,4 39,1 34.9
Koln 5,4 18,6 38,8 37,2
Miinster 5,7 19,2 44,0 31,1
Detmold 5,7 18,1 43,0 33,2
Arnsberg 6,9 19,4 40,9 32,8
Koblenz 7,6 24,1 422 26,1
Trier 6,8 22,7 42,1 28,4
Rheinhessen-Pfaltz 6,0 21 38,9 34,1
Saarland 5,3 22.8 26,8 45,1
Chemnitz 7,8 8,1 47,0 37,1
Dresden 8,9 8,0 43,5 39,6
Leipzig 9,8 10 38,6 41,6
Schleswig - Holstein 7,0 28,0 36,8 28,2
Thuringen 7,2 12,3 38,3 42,2
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Priloha B

Data tykajici se zaméstnanosti na tizemi Némecka. Data pochazeji z [0].

Lesnictvi | Vyroba | Obchod | Financnictvi | Sluzby

Stuttgart 1,6 33,6 21,7 17,9 25,2
Karlsruhe 1,1 28,4 23,1 18,9 28,5
Freiburg 2,5 31,4 24,4 12,3 29.4
Tubingen 2,5 33,7 22,2 12,5 29,1
Oberbayern 2,1 23,2 24,6 21,3 28,8
Niederbayern 5,4 32,6 23,7 11,1 27,2
Oberpfalz 3,8 32,9 23,2 11,9 28,2
Oberfranken 3,1 33,0 23,3 12,4 28,2
Mittelfranken 2,2 27,7 23,2 18,3 28,6
Unterfranekn 2,9 30,6 24,8 12,7 29.0
Schwaben 3,3 31,8 25,1 12,8 27,0
Berlin 0,3 12,9 23,1 23,6 40,1
Brandenburg 3,6 22,7 24.5 14,2 35

Bremen 0,4 20,6 29,9 18,7 30,4
Hamburg 0,5 14,2 29,4 27,2 28,7
Darmstadt 1,0 19,0 27,0 27,1 25,9
Geiben 1,9 28,5 23,7 13,2 32,7
Kassel 2,5 26,8 26,1 13,1 31,5
Macklenburg- Vorpommern, 3,9 18,1 26 14,5 37,5
Braunschweig 1,8 28,3 22,6 15,3 32

Hannover 1,9 20,4 26,6 17,9 33,2
Liineburg 5,0 20,8 28,1 11,5 34,6
Weser-Ems 4.4 25,4 26,8 13,4 30,0
Diisseldorf 1,2 22,0 27,6 20,2 29,0
Koln 1,1 19,2 25,6 21,0 33,1
Miinster 2,6 24,2 26,4 14,8 32

Detmold 2,1 29,5 25,4 14,0 29,0
Arnsberg 1,3 28,2 25,1 15,1 30,3
Koblenz 2,3 25,9 25,6 12,6 33,6
Trier 4.1 25,3 27,1 10,0 33,5
Rheinhessen-Pfaltz 2.9 25,2 23,8 14,6 33,5
Saarland 0,8 27.8 24.8 16,1 30,5
Chemnitz 2,2 31,8 22,3 14,5 29,2
Dresden 2,2 25,3 22,5 16,3 33,7
Leipzig 1,9 21,1 24,0 20,9 32,1
Schleswig-Holstein 3,3 19,0 28,6 15,0 34,1
Thuringen 2,6 29,1 22,1 14,0 32,2
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