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Uvod

Diikazy a dokazovéni jsou nedilnou soucasti matematiky. Kazd4 matematickd véta musi byt
odvozena z axiomd, tj. tvrzeni nebo principd, které jsou poklddany za pravdivé bez nutnosti
zdivodnéni, ajiz ovéfenych vét, a jeji pravdivost musi byt navic dokazéna posloupnosti
logickych tvrzeni. Podle Hershe (2009) ,,moznost diikazu je to, co ¢ini matematiku tim, ¢im je,
a co ji odliSuje od ostatnich druhii lidského mysleni* (str. 17). Neni tedy pirekvapenim, Ze jiz
vice nez stoleti se ozyvaji hlasy, které zadaji, aby se dikazim davalo vice prostoru také ve
Skolské matematice, a to nejen pii hodindch geometrie, kde jejich pouziti pro rozvoj mysleni
zaki bylo povazovano za nejpiithodnéjsi (Bass 2011, str. 98). Navic od 90. let je mnohymi
vyzkumniky a u¢ebnimi plany doporucovano, aby dikazy a dokazovani mély ustfedni pozici
ve vSech oblastech a ro¢nicich skolské matematiky (Stylianides 2007, str. 289). Dokazovani se
nicméné ¢asto netési velkym sympatiim a je mnohdy povazovano za pfili§ narocné. Tento ndzor
je dokonce sdilen 1 nekterymi uciteli €1 studenty pfipravujici se na profesi ucitele matematiky,
jak pise naptiklad Koftistkova (2006). Toto je vSak pouze jeden z faktorii, ktery zabratiuje
vétSimu soustiedéni na dikazy v matematickém vzdelavani, blize se této problematice budu
vénovat pozdéji. Nicméné je ziejmé, ze dokazovani mize nést né¢jaky uzitek pouze ve chvili,

kdy budou dikazy srozumitelné vysvétleny, zaci jimi budou zaujati a aktivné se jimi zaobirat.

Jak muazeme vidét, problematika dikazt ve Skolské a tedy i stfedoskolské matematice je
komplexni. Za prvé musi byt rozhodnuto, do jaké miry, kdy a jak by me¢ly dikazy byt
vyucovany, a to musi byt artikulovano ve vzdélavacim programu. Za druhé musi byt zajistény
kvalitni podklady (naptiklad ucebnice, cvi€ebnice) a naleZita ptiprava uciteld s cilem zaclenit
pozadavky ze vzdélavaciho programu do praxe. Za treti by mélo byt zkoumano, do jaké miry
je ur€eny cil splnén, a poptipad€ navrhnout, jaké kroky by mély byt podniknuty, aby byl dany
zamger lépe napliovan. V této praci se zamétim predevsim na prvni dva body, z kterych jsem se
rozhodla vybrat pouze n€které aspekty, jelikoZ zaobirat se celou problematikou by celou praci
neumérné prodlouzilo. Jako prvni se tedy podivam na evropsky vzdélavaci ramec a poté na
cesky vzdélavaci program. Déle se budu zaobirat tim, jakou pozici zaujimaji ucitelé v plnéni
cili ze vzdé€lavacich programii. Zde se mé poznatky budou odvijet z ,,vyukového trojuhelniku‘
(Cohen, Raudenbush, & Ball, 2003). Nasledné se podivam do vybranych u¢ebnic matematiky

a budu zkoumat, v jakém mnozstvi a jaké form¢ se v nich ditkkazy nachazi. Za timto Gcelem



jsem vybrala stfedoskolské ucebnice pro gymnazia od nakladatelstvi Prometheus a Didaktis.
Poté navrhnu dal$i zpasoby, jak se daji prezentovat dikazy, které se v ucebnicich nachazeji,
a popiipadé ptidam ty, které jsou v nich opomenuty. Avsak jesté predtim se podivam na to, co
matematicky diikaz znamena, jaké formy ditkazl existuji a jaky je jejich vyznam v matematice

a ve vyuce matematiky.



Kapitola 1

Dukazy v matematice

1.1. Vyznam diikazu

Prestoze matematické ditkazy jsou nezbytnou soucasti matematiky, neexistuje uplna shoda
o tom, jaky maji plnit ucel. Existuji nejmén¢ dva rozsifené pohledy na to, co je diikkaz. Prvnim
je ,,formalni* pojeti diikazu a druhé je ,,praktické™ pojeti (CadwalladerOlsker 2011, str. 34-39).
Tyto rozdilné néhledy vznikly, jelikoz matematiku studuji jednotlivci ¢i skupiny v rozlisnych
matematickych komunitach. Formélni pojeti dikazu je pohled, ze ,dikazy mohou byt
v Uplnosti ¢teny, porozumény a ovéfeny v ramci axiomatického systému a formalnich pravidel
logiky* (CadwalladerOlsker 2011, str. 35). Formalni dikazy obsahuji vSechny kroky
deduktivniho uvazovani, a jsou tedy casto velmi dlouhé a ne vzdy napomahaji k hlubsimu
porozuméni dokazovaného vyroku. Praktické ditkazy jsou naproti tomu mén¢ formalni a ne tak
ptesné. Jejich cilem je pfesvéd¢it matematickou komunitu o pravdivosti tvrzeni. Toto vSak
znamena, ze existuje subjektivni strana ditkazu, jelikoz kazdému matematikovi, ¢i matematické
komunité se mize zdat jako presvéd¢ivé néco jiného. Z toho také plyne, Ze piijeti ditkazu zavisi
na tom, do jaké miry vyhovuje standardu, ktery je dany jistou matematickou komunitou. Tento
zpiisob dokazovani vyuzZiva riizné diagramy, ¢i grafy, které dobfe ilustruji hlavni mySlenku
vyroku. Tyto dva pohledy se také lisi v cili, kterého se snazi dosdhnout. Formalni pojeti se
predevs§im zaobird tim, jak tvrzeni ovéfit, kdeZzto praktické pojeti tim, jak poukazat na jeho
vyznam. Z toho vidime, Ze chapani diikazu a jeho formy jsou ovlivnény jeho hlavnim zamérem.

Tomuto se tedy budu vénovat v dalsi ¢asti.

Tyto rozdilné pohledy na formu diikazu se také objevuji u uciteli matematiky, coz ukazuje
naptiklad studie Dickersona (2014). Ucitelé z této studie by se rovnéz dali rozdélit na dve
skupiny podle toho, jaky typ ditkazu od zaki ocekévali a ptijimali. Nekteti vyzadovali dikaz
korektni po formalni strance, kdezto jini se spokojili, kdyz Zak zminil hlavni mySlenku dikazu,

jelikoz se tim piesvedcili, Ze dikaz chape. V této studii byl cil obou skupin velmi podobny, t;.
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prohloubeni matematického chépani zaka. Vidime tedy, Ze souvislost mezi jednotlivymi

formami dikazi a jejich hlavnimi cili neni Gplné jasné dana.

1.2. Cile dukazu

Dva cile dikazii jsem jiz zminila, tj. ovéreni a vysveétleni, existuje nicmén¢ vice zdmera, které
bych chtéla doplnit. Mezi nimi jsou ,,systematizace, objev, intelektudlni vyzva a komunikace*
(CadwalladerOlsker 2011, str. 39). Nejprve se vratim k ovérent, tento cil mnohé napadne
nejdiive, kazdy vyrok musi byt ovéfen diive, nez je piijat. Nicméné, pokud by toto byl jediny
davod, pro¢ se délaji dikazy, zaci by pii hodindch matematiky nejspi$ neméli ptili§ motivace
dokazovat tvrzeni, o kterych vi, ze uz byly dokazany. Za druhé je vnimani dikazi jako
vysvetleni, které je hodnotné jak pro zaky, tak pro matematiky. Napomdhaji lepSimu
porozuméni dokazovaného tvrzeni nebo pojmu tim, ze poskytuji odpoveéd’ na to, proc je to ¢i
ono pravda. Za tfeti mohou byt ditkazy také pouzity pro systematizaci. Diky systematizaci jsme
schopni najit nejmensi mnozinu axiomu a definici pro urcitou teorii, ktera postaci pro jeji
definovani. Dikazy jakychkoli tvrzeni pak musi obsahovat pouze axiomy a definice z té
mnoziny nebo jiz dokadzand tvrzeni. Za ctvrté mohou dikazy plnit i roli objevu, jelikoz
argumenty, které se pouzivaji k vytvafeni domnének, jsou v ,kognitivni jednoté*
(CadwalladerOlsker 2011, str. 39) s argumenty, které se pouZivaji k jejich dokazani. Navic jako
napiiklad historie neeuklidovské geometrie ukazuje, n¢kterd tvrzeni nové teorie mohou byt
odvozena dedukci zjiz existujicich, vtomto ptipadé¢ z euklidovské geometrie, z které
neeuklidovska geometrie vznikla nesplnénim 5. Euklidova postulatu. Za paté mohou byt
dikazy také intelektualni vyzvou a tim ptindSet uspokojeni a zabavu. A jako posledni mohou
dikazy slouzit ke komunikaci zavért dalSim matematikiim nebo ke komunikaci metody

dokazovani, ktera tak mize inspirovat dal$i matematiky pfi konstruovani jinych dikazu.
Do urcité miry se da vétSina cilli pfevést 1 na Skolskou matematiku, navic se tyto cile ¢asto

prekryvaji, nicméné, nékteré z nich mohou byt vhodnéjsi nez jiné. K tomuto se vSak vratim

pozdé&ji. Nyni predstavime typy ditkazl, které jsou ve stfedoSkolské matematice pouzivany.
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1.3. Typy matematickych diikazu

Existuje mnoho ptistupti, které se pouzivaji k dokazani néjakého tvrzeni, v této casti se budeme
zabyvat péti béznymi typy dtkaza: primy dukaz, neprimy dikaz, ditkaz sporem, matematicka
indukce, uplna indukce. VSechny tyto typy nejsou geometrické, a tedy nakonec zminim také
geometrické ditkazy a s tim spojeny dvousloupcovy dukaz. Piedtim vSak pfedstavim nckteré

dalezité pojmy a symboly matematické logiky, které budu v textu pouzivat.
1.3.1. Matematicka logika

Matematicka logika se zabyva logickym usuzovanim, je to jazyk matematiky, a tedy, tak jako
kazdy jiny jazyk, ma svou slovni zdsobu a strukturu. Zakladnim pojmem matematické logiky

je vyrok.

Definice 1
Vyrok je kazdé tvrzeni, u néhoz ma smysl se ptat, zda je pravdivé ¢i nikoli, pficemz miiZe nastat
pouze jedna z téchto moznosti. Vyrok pak nazveme pravdivym nebo nepravdivym (uvazujeme

dvouhodnotovou vyrokovou logiku).

Priklad 1

Nasledujici tvrzeni jsou vyroky, jelikoZ jsme schopni urcit, zda jsou ¢i nejsou pravdiveé.
a)2+3=95

b) Napoleon Bonaparte se dozil 105 let.

Nasledujici tvrzeni vSak nikoli:

¢) Kolik je hodin?

d) Zavri okno!

e) At se ti dari!

f) Gumicka lezi na stole.

g)x+1<7.

V poslednich dvou piipadech se miize zdat, Ze se to vyroky jsou, avSak neni tomu tak. V ptipadé
f) neni pfesné urceno, o jakou gumicku se jednd, a v ptipadé g) nam obdobné chybi informace

o proménné x, nejsme tedy schopni rozhodnout o pravdivosti téchto tvrzeni.

12



Vyroku se pak podle jeho pravdivosti pfifazuje pravdivosti hodnota ¢islicemi 1 nebo 0, kde
1 oznacuje pravdivé vyroky a 0 vyroky nepravdivé. Pomoci logickych spojek navic mizeme
tyto vyroky spojovat do sloZenych vyrokii. Vyrok, ktery zadnou logickou spojku neobsahuje, a
tedy se neda rozlozit na vice vyroki, pak nazyvame jednoduchy ¢i atomarni. Vyrokova logika
se pak zabyvd zkoumanim zavislosti pravdivosti slozenych vyrokli na pravdivostnich
hodnotach jeho jednotlivych jednoduchych vyrokd. Mezi zdkladni vyrokové spojky patii
negace, konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence. Pokud A, B jsou vyroky, pak nasledujici

tabulka urcuje pravdivost vyrokii spojenych témito logickymi spojkami.

nazev spojky symbolicky zéapis slovni vyjadieni logicky vyznam
negace —A neni pravda, ze 4 neni pravda, ze A4
konjunkce ANB A a soucasné B soucasné plati 4 1 B
disjunkce AV B A nebo B plati alespoii jeden z 4 B
implikace A=B jestlize 4, pak B z A plyne B
ekvivalence A B A prave tehdy, kdyz B | 4 a B jsou ekvivalentni

Tabulka 1. Logické spojky

A B —A4 ANB AV B A=>B Ae B
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Tabulka 2. Logické spojky — pravdivostni hodnoty

Vyroky obsahuji matematické objekty, které 1ze rozdé€lit na konstanty a proménné podle jejich
vyznamu. Konstanty maji jednozna¢né dany vyznam (napf. 1, ), kdeZto proménné nikoli (napf.

X, Y, Z).

Definice 2

Tvrzeni obsahujici proménné, z néhoz po dosazeni za tyto proménné ziskame vyrok, se nazyva
vyrokovda forma.

Soucasti vyrokové formy tedy také musi byt obor promennosti, tj. mnozina vSech prvk, které

za proménnou mohu dosazovat.
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Priklad 2
A:,x +1 <7,x € R”je vyrokova forma, kdyz dosadime za proménnou x, dostaneme vyrok

a miizeme urcit jeho pravdivostni hodnotu. Napftiklad pro x = 3 je vyrok ,,3 + 1 < 7% pravdivy.

Definice 3

Tautologie je vyrokova formule (vyrokova forma s vyroky jako proménnymi), z niz dosazenim
vyroku s jakoukoli kombinaci pravdivostnich hodnot dostaneme vzdy pravdivy vyrok.
Kontradikce je opakem tautologie, je to vyrokova formule, kterd po dosazeni libovolnych

pravdivostnich hodnot vyrokt dava vzdy vyrok nepravdivy.

Piiklad 3

Zjistéte, zda se jednd o tautologii ¢i kontradikei.
a) (A=>B) & ("B=>—4)
b) AN—A4
c) B=>A)AN—4

VyfteSime pomoci pravdivostni tabulky.

a)

A B -4 ~B | A=>B | -B=>-4 | (4> B)® (B> —4)
1 1 0 0 1 1

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1

b) c)

A A4 | AN—-4 A B A4 | B4 | B=>A) A4
1 0 0 1 1 0 1 0

1 0 0 1 0 0 1 0

0 1 0 0 1 1 0 0

0 1 0 0 0 1 1 1

Zjistili jsme, ze v prvnich dvou ptipadech se skutecné jedna o tautologii (a) nebo kontradikci

(b), v poslednim ptipad¢ vSak nikoli.
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Dalsi ¢asti matematické logiky je predikatova logika, ktera se na rozdil od vyrokové zabyva
vnitini strukturou vyrokl. Zkouma vlastnosti v§ech ¢i ¢asti prvkt (proménnych) ur€ité mnoziny
(obor promeénnosti). Zékladnim pojmem je jiz zmin€na vyrokova forma (neboli predikatova

formule).

Mezi zakladni symboly patii kvantifikator. Necht' S je neprazdnd mnozina prvki, pak

nasledujici tabulka popisuje dva bézné kvantifikatory.

nazev kvantifikatoru symbolicky zapis slovni vyjadieni
obecny (univerzalni) V x€S pro vSechna x z S
existencni Ix€eS existuje (alespoil jedno) x z S
Al xe S existuje prave jedno x z S

Tabulka 3. Kvantifikatory

Piiklad 4
Nasledujici tvrzeni jsou ptiklady predikatovych formuli:
a) Kazdy den ma néjaky clovék narozeniny.
b) Nekteri lidé maji radi matematiku.
c) daeNVbeEN:a<h
d) IxeR6<x<7
e) Ve>0VxeRIyeRx<y<x+e,

Nutna a postacujici podminka

Nutnd a postacujici podminka souvisi s definici implikace ,,4 = B, kde 4, B jsou libovolné

vyroky.
A B A=B
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Tabulka 4. Implikace

15



Rikame, Ze vyrok B je nutnd podminka pro A. Tedy aby vyrok A mohl byl pravdivy, musi byt
B nutné pravda. Jinak feceno, splnéni B je nezbytné pro splnéni A. Vyrok A4 nazyvame

postacujici podminka pro B. Pokud je vyrok A4 splnén, bude splnén i vyrok B.

Piiklad 5

Vyrok:¥Yn € N:10 [ n=5|n.

V tomto vyroku je délitelnost péti nutnd podminka pro to, aby piirozené ¢islo n mohlo byt
délitelné deseti. Neni mozné, aby se Cislo n nedalo délit péti, ale deseti ano. Postacujici
podminka pro délitelnost péti je délitelnost deseti. Pokud se Cislo # dé& délit deseti, urcité se bude

dat d&lit i péti.

Nékdy chceme nalézt zaroven postacujici a nutné podminky, v tomto pfipad¢ se jedna o hledani

dvou ekvivalentnich vyrokd, tj. ve tvaru ,,4 & B*.

Priklad 6
Najdéte nutné a postacujici podminky pro délitelnost deseti.
Reseni: Yn € N: (10 |n) © (5|n A 2| n). Piirozené ¢&islo n je tedy délitelné deseti pravé

tehdy, kdyz je délitelné péti a zaroven deseti.

Ekvivalentni a disledkové dpravy

V této Casti jeste kratce zminim rozdil mezi ekvivalentnimi a dusledkovymi (neekvivalentnimi)
Upravami rovnic ¢i nerovnic. Ekvivalentni tpravy jsou takové, které ptevedou danou rovnici na
rovnici, kterd ma stejnou mnoZzinu feSeni. Naproti tomu pii pouziti Uprav disledkovych se
mnozina feSeni rovnice muize zvétSit. Musi se tedy provadét zkouska (dosazenim do plivodni

rovnice), jelikoz ne vSechna feSeni upravené rovnice musi byt feSenimi rovnice piivodni.

Mezi ekvivalentni Gpravy patii napiiklad zdména stran rovnice, pficteni ¢i odecteni stejného
vyrazu k obéma strandm rovnice, nasobeni ¢i déleni obou stran rovnice stejnym nenulovym
¢islem. Dlsledkova uprava je naptiklad umocnéni ¢1 odmocnéni obou stran rovnice pfirozenym

¢islem.
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1.3.2. Pfimy diikaz

Ptimé diikazy dokazuji tvrzeni pomoci posloupnosti pravdivych implikaci. Tento typ dikaza
muze byt pouzit k dokézani jednoduchych nebo slozenych vyrokt ¢i vyrokovych forem. Dikaz
musi zac¢inat pravdivym tvrzenim nebo platnou implikaci a pak nasleduje fada pravdivych

implikaci, nez dosdhneme zadaného zavéru.

Jednoduchy vyrok (vyrokova forma) ,,B“

A... pravdivé tvrzeni, B... vyrok (vyrokova forma), ktery chceme dokazat

A= A1, A1 = Az, ..., An-1 = An, An = B ... pravdivé implikace
B ... pravdivy vyrok

Priklad 7

Vyrok: Pro vSechna realna Cisla x plati, ze

x2

1+ x4

N =

<

Reseni: Nejdiive ovétime, ze vyrokova forma dava smysl pro vSechna realna x. Poté se

snazime z dokazovaného tvrzeni ekvivalentnimi Gpravami ziskat tvrzeni obecné znamé.

21
—— x> (V(x)
2x% <1+ x* (A1(x))
0<x*-2x2+1 (Ax(x))
0<(x?-1)? (As(x))

V poslednim kroku jsme ziskali obecné zndmou nerovnost, jelikoz vime, ze jakékoli realné
¢islo umocnéné na druhou je vétsi nebo rovno nule.

Provadéli jsme pouze ekvivalentni Gpravy, a tedy ve vlastnim dikazu mizeme postup obratit
a zacit od platné nerovnosti z posledniho kroku (As(x)). Dale se implikacemi v obraceném

sméru, tj. Az(x) = Azx(x) = Ai(x) = V(x), dostaneme k dokazovanému tvrzeni.

Diikaz: Vime, Ze pro vSechna redlna ¢isla x plati nasledujici tvrzeni

0 < (x?-1)2
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Tato nerovnost 1ze vSak pomoci ekvivalentnich tiprav upravit nasledujicim zptisobem
0<x*-2x*+1
2x2 < 1+x*
x? 1
<-.
14+x*7 2

Timto jsme se dostali k dokazované nerovnosti a tvrzeni je tedy dokazano. L]

Slozeny vyrok (vyrokova forma) ,,4 = B

A= B ... vyrok (vyrokova forma), ktery chceme dokazat

A= A1, A1=> Az, ..., An-1= An, An = B ... pravdivé implikace

A = B ... také pravdiva implikace

Priklad 8

Vyrok: Pro vSechna reédlna ¢isla x, y plati
xX+y
2

Dutkaz: Zacneme levou stranou implikace tim, ze k obéma strandm nerovnosti pri¢teme stejné

x<y= x< < y.

¢islo. Tuto upravu mizeme provést bez znalosti hodnoty x a y, nebot to na platnosti nerovnosti
nic nezméni. Tuto Gpravu provedeme dvakrat, avSak odd€lené, nejdiive s redlnym cislem Eisly
x apoté s y. Dale vyuZijeme Gpravy déleni nerovnosti kladnym ¢islem, ktera platnost nerovnosti
téZ zachovava.

x+y

I. Vx,y e Rx<y=>x+x < y+x:>2x<x+y:>x<7,

2. Vx,y ERx<y=>x+y < y+y:>x+y<2y:>x+7y<y.

Spojenim téchto dvou bodil ziskdvame dokazovanou nerovnost.
xX+y
2
(inspirovano Moravcem 2012, ptiklad 4 u pfimého diukazu) L]

Vx,y E Rx<y= x< <y

1.3.3. Neprimy diikaz

Neptimy dikaz se mtize pouzit k dokézani slozeného vyroku nebo slozené vyrokové formy. Od
pfimého dikazu se liSi v tom, ze nedokazujeme piivodni vyrok, ale vétu k ni obménénou

(kontraponovanou), kterd ma stejnou pravdivostni hodnotu. Tedy misto ,,z 4 plyne B*

18



dokazujeme ,,z neplatnosti B plyne neplatnost 4,* tuto vétu pak dokazujeme posloupnosti

pravdivych implikaci.

SlozZeny vyrok (vyrokova forma) ,,4 = B
A= B ... vyrok (vyrokova forma), ktery chceme dokazat

(A= B) = ("B="4)

“B=>A;,A1= A>, ..., An-1 = An, An = —A ... pravdivé implikace
("B=—"4)= (A= B)
A= B ... také pravdivé

Piiklad 9

Vyrok: Necht' a € Z. Pokud 4 je liché, pak je i a liché.

Duikaz: Vyrok budeme dokazovat tim, Ze dokdZeme vétu obménénou: pokud a je sudé, pak je i
a® sudé.

Necht' a je sudé, tj. a = 2n, kde n € Z. Potom a’ = 4n’ = 2(2n°). Z toho plyne, Ze a’ je také
sudé. Dokazali jsme, Ze ze sudosti a plyne sudost a°. Plati tedy i véta obménéna, tj. pokud a° je
liché, pak je i a liché, a tvrzeni je tak dokazano.

(ptevzato z Dickerson 2014, str. 728) O

1.3.4. Diikaz sporem

Ditikaz sporem je metoda dokazovani, ktera se miize pouzit pro jednoduché i slozené vyroky a
jejich vyrokové formy. Princip diikazu spociva v tom, Ze nejdiive predpokladame, Ze dana véta
neni pravdiva, tj. plati jeji negace. Poté na zdklad¢ tohoto predpokladu vyvozujeme dalsi
tvrzeni, nez se dostaneme k vyroku, ktery je ve sporu s predpokladem, pfedeSlymi tvrzenimi
nebo obecné znamou pravdou. Z tohoto sporu plyne, ze vyrok v ptfedpokladu neni pravdivy a
jelikoz kazdy vyrok ma jednoznacné piifazenou pravdivostni hodnotu, musi platit negace

ptedpokladu, tj. plivodni tvrzeni.

Jednoduchy vyrok (vyrokova forma) B
B... vyrok (vyrokové forma), ktery chceme dokazat, P... obecné znamé pravda

B & —(—B)
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“B=2A1,A1=> A2, ..., An-1 D A, An > BV 41V A2V ...V 7 AV P) ... pravdivé
implikace, v poslednim kroku vSak dochazi ke sporu s predpokladem, ptedeslymi
tvrzenimi ¢i obecn€ zndmou pravdou
—-(—B)=B
B ... pravda

Priklad 10
Vyrok: log 7 je iracionalni ¢islo.
Duikaz: Predpokladame, Zze vyrok neplati, tj. log 7 je ¢islo raciondlni. To vSak znamenad, ze ho

1ze zapsat ve tvaru zlomku. Existuji tedy takova cela cisla p, ¢, ze plati

p
log7 = —.
q
Podle definice logaritmu ziskavame
p
109 = 7.
Dale upravime
107 = 79,
2P5P = 74,

V posledni rovnosti v§ak dochazi ke sporu se zakladni vétou aritmetiky, kterd tik4, ze ,.kazdé
pfirozené Cislo vétsi nez 1 lze jednoznacné rozloZit na soucin prvocisel” (Zakladni véta
aritmetiky 2019). JelikoZ jsme pravdivymi implikacemi dosli k neplatnému tvrzeni, predpoklad

je nepravdivy a plati jeho negace. Tedy log 7 je iracionalni ¢islo.

O

SloZeny vyrok (vyrokova forma) ,,4 = B*
A = B ... vyrok (vyrokova forma), ktery chceme dokazat, P... obecné znama pravda
A=>B & —(AN—B)
AN"B)=>A1,A1=> A2, ..., Ap-1 2 An, An = (CAV BV ~A; VA2V ...V~ AV P) ...

pravdivé implikace, v poslednim kroku vSak dochdzi ke sporu s pfedpokladem, predeslymi
tvrzenimi ¢i obecné zndmou pravdou
—“(AAN—B)=>(4=B)

A= B ... pravdivé
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Piiklad 11

Vyrok: Necht a € Z. Pokud a? je liché, pak je i a liché.

Dutkaz: V tomto piipadé chceme vyrok dokazat sporem, zacneme tedy dokazovat negaci
vyroku, tj. a® je liché a zarovei a je sudé. Necht a = 2n, kde n € Z, potom a® = 4n° = 2(2n?).
Tedy a’ je sudé a tim doch4zime ke sporu s po¢ate¢ni podminkou, plati tedy negace vyroku a
tedy: a® je liché, pak je i a liché. 0

1.3.5. Matematicka indukce

Matematickd indukce je metoda, kterd se pouziva k dokazani jednoduché nebo slozené
vyrokové formy na induktivni mnoziné'. Princip matematické indukce pak miZe definovat

nasledovné.

Necht’ P(x) je vyrokova forma a / je induktivni mnozina. Necht’ dale
(1) P(®) je pravdivy vyrok,
(i) P(x) = P(xVU{x}); Vx € I (tzv. indukcni krok),
(iii))  pokud soucasné plati bod 1) a i1), pak P(x) je pravdivé pro vSechna x €

1L

Analogicky miiZeme rozepsat princip matematické indukce pro piirozena ¢&isla®, s ¢imz se

setkdme nejbeéznéji.

Necht’ P(n) je vyrokova forma s proménnou n = ny,n € N, kde n, je nejmensi prvek

dané podmnoziny pfirozenych ¢isel. Necht’

! Mnozinu I nazveme induktivni, jestlize pro ni plati
PelN(Vxel:xU{x}el.

Prvky induktivni mnoziny tedy vypadaji nasledovné

1. Pel,

2. 9u{g}={B}el,

3. {(yu{{e}}=1{0 {B}}el,

4. ..
2 Pfirozena ¢isla jsou induktivni mnoZinou. V teorii mnoZzin se pfirozené &islo zavadi jako mnozina viech
ptirozenych Cisel k nému mensich, tedy

e 0=0,

e 1={0}={0},

e 2={01}={0, {9}},

e n={0,..,n—1}L
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(1) P(ny) je pravda,
(i) P(k)= P(k+1); Vk eN: k = n,,
(iii))  pokud soucasné plati bod i) a ii), pak P(n) je pravdivé pro vSechna n >

ng,n € N.

Jinymi slovy, v prvnim kroku ovétime vyrokovou formu pro nejmensi prvek n, (n¢kdy je to
tieba ukazat pro vice prvnich ¢lentt) a v druhém kroku provéfime pravdivost implikace P (k) =
P(k + 1); Vk € N: k = n,. Po splnéni téchto krokti obé ¢asti spojime a tim dojdeme k zavéru,

ze vyrokova forma je pravdiva pro vSechny prvky mnoziny.

Priklad 13
Vyrok: Vn,n € N: 6 | (n3 + 5n)
Diikaz: Plati, Ze mnozina pfirozenych ¢isel mé nejmensi prvek 1. Piejdeme tedy na prvni krok
a za n dosadime 1

6](1°+5.1)=>6]6,
toto plati a tim je prvni krok ovéten. Déle predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké ptirozené
¢islo £, tedy

6| (K + 5k),
a chceme dokazat, Ze pak tvrzeni plati 1 pro k + 1, tedy Ze

6|[(k+1)°+5k+1)].
Upravime vyraz (k + 1)* + 5(k + 1)

k+1P+5k+ D)= +32+3k+1+5k+5=kK+5k+ 3k +3k+6,
déle pouzijeme piedpoklad, Ze 6 | (K* + 5k), zbyva tedy dokazat, ze 6 | (3k* + 3k + 6). Vime, Ze
6=3.2a 3k +3k+6)=3(k*+ k+2). Staci tedy ovéfit, ze 2 déli K2 + k + 2. Pokud je k sudé,
pak podle véty dokazané v piikladu 2 je sudé i k%, soucet sudych ¢isel je &islo sudé a tedy tvrzeni
plati. Pokud je k liché, pak existuje pfirozené ¢islo m tak, e k= 2m + 1, a tedy k> = 4m?> + 4m
+1=202m*+ 2m) + 1, k? je tedy také liché. Jelikoz & + k+ 2 =22m* + 2m) + 1 +2m + 1 + 2
=2(2m? + 3m + 2), tvrzeni 2 | k¥ + k + 2 plati i pro k liché. Druhy krok je tudiz také ovéfen.
Z prvniho kroku tedy vime, ze vyrok plati pro ¢islo jedna, pouzitim druhého kroku pak
vyvozujeme, Ze plati i pro dvojku a vSechna dalsi nésledujici pfirozena ¢isla. Tvrzeni je tak
dokazéno.

(inspirovano Moravcem 2012, pfiklad 14 u dikazu matematickou indukci) [
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1.3.6. Uplna indukce

Uplna indukce je metoda, pii které se vyrok rozdéli na mensi &asti, které dohromady zahrnuji

vSechny mozné ptipady. Kazda ¢ést se pak fesi samostatn¢.

Piiklad 14
Vyrok: Pro kazdy trojuhelnik, jehoz vnitini uhly maji velikosti a, 8,y a strany délky a, b, c,
plati:
a’ = b%? + ¢? — 2bc cosa
b? = a? + ¢? — 2accos
c? =a”?+b?—2abcosy
Duikaz: Dtikaz provedeme pouze pro prvni rovnici, zbyvajici dva pak z ni dostaneme cyklickou

zaménou. Vétu dokazeme rozdélenim na tfi piipady podle velikosti thlu a. Uhel a je bud’ ostry,

pravy nebo tupy.
1. Uhel a je ostry, tedy 0° < o < 90° (obr. 1). E
Trojuhelnik CPB je pravouhly. Pro jeho strany podle
Pythagorovy véty plati
a? = |CP|? + |BP|.
Plati viak N[O

|IBP| = |AB| — |AP]|. AP €

7 trojtihelniku APC dostavame Obrazek 1. Kosinova véta — ostry thel
|AP| = b cosa,
|CP| = b sina.
A tedy
IBP| = c—b cosa.
Nyni v prvni rovnici dosadime za |CP| a |BP|, ¢imz ziskame dokazovanou rovnost
a? = (bsina)? + (c —bcosa)? =
= b%sina? + ¢? — 2bccosa + b% cosa? =
= b2 (sina? + cosa?) + ¢ — 2bccosa =

= b? + ¢c%? — 2bc cos a.
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2. Pokud a je pravy uhel, pak pro trojuhelnik ABC plati C.
Pythagorova véta (obr. 2)
a® = b? + c?

Pro thel a plati, ze a = 90°, tudiz cos « = 0. Plati tedy, ze

(a2
a? = b? + c? = b%? + c? — 2bc cos a. [ ]
A=P c B
Obrazek 2. Kosinova véta — pravy
thel

3. Uhel a je tupy, tedy 90° < a < 180° (obr. 3).
Trojuhelnik CPB je pravouhly. Pro jeho strany podle Pythagorovy véty plati

a? = |CP|? + |BP|2. ¢
Plati vsak
|BP| = |AB| + |AP|.
Z trojuhelniku CPA dostavame
|AP| = b cos(m — a), | | f\a
p A c B

|CP| = bsin(m — a). ,
Obrazek 3. Kosinova véta — tupy
Tyto rovnosti upravime pomoci souctovych vzorct thel
cos(m—a) =cosmcosa + sinwsina = —cos a,
sin(m — @) = sinmw cosa — coswsina = sina.
A tedy
|AP| = —b cos a,
|CP| = bsina.
Dosazenim do druhé rovnosti dostavame
|IBP| = ¢ — b cos a.
Nyni v prvni rovnici dosadime za |CP| a |BP|, ¢imz ziskame stejny vyraz jako v prvnim
ptipadé
a’? = (bsina)? + (c —bcosa)? =
= =b%+c?—2bccosa.
Kazdy trojuhelnik spada pravé do jednoho ze tii ptipadi, pokryli jsme tedy vSechny moznosti
a véta je tak dokéazéna.

(viz Prometheus goniometrie str. 99-101) O
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1.3.7. Geometricky diikaz

Geometrické ditkazy dokazuji pomoci grafického znazornéni dané¢ho vyroku. Existuje vice
piistupti, jak dokazovat pomoci obrazku. Napiiklad dvousloupcovy ditkaz® vyuziva jak
grafického znazornéni, tak i psané¢ho zapisu v podob¢ dvou sloupcti. V prvnim sloupci se uvadi
urcité tvrzeni, v druhém pak zdivodnéni, pro€ je tvrzeni pravdivé. Timto zplisobem se odvodi
platnost dokazovaného vyroku (piiklad 15). Existuji vSak také tzv. ditkazy beze slov®, jez

dokazuji obrazkem, ktery vSak miize byt doprovazen kratkym matematickym zapisem (piiklad

24

Priklad 15
Vyrok: (Pythagorova véta) V libovolném pravouhlém trojuhelniku plati, ze
¢t =a%*+b?

kde a, b jsou délky odvésen tohoto trojuhelniku a ¢ délka ptepony.

Diikaz:
C
b d
]
A P C B
Tvrzeni Zdtvodnéni

1. AABC je pravouhly trojuhelnik 1. predpoklad

XACB je pravy
2. CP je kolma na AB 2. <APC je pravy
3 £_ac_b 3. podobnost trojuhelnikit ABC a CBP

a y'b «x
4. a®=cy,b®=cx 4. nasobeni kladnym &islem
5. a?+bt=cy+cx 5. se¢teni dvou rovnosti
6. a?+b>=c(x+y) 6. distributivni zakon
7. a?+b?=c? T.x+y=c

3 Tento zplisob geometrického ditkazu se v n&kterych zemich pouzivéa ve $kolské geometrii
4 Anglicky ,,proofs without words*, piklad téchto ditkazli miZzeme nalézt napiiklad v publikacich od amerického
matematika Rogera B. Nelsena (1993, 2000)
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Priklad 16

Vyrok: (Pythagorova véta) Obsah ctverce sestrojeného nad pteponou libovolného pravotuhlého
trojihelniku je roven souctu obsaht ¢tvercti nad obéma jeho odvésnami.

Diikaz I:

Diikaz 2:

c? =a®+ b?

y S
a4
N
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Kapitola 2

Dukazy ve Skolské matematice

2.1. Vyznam dikaza ve vzdélavani

Pokud jde o ditkazy ve Skolské matematice, jednim z hlavnich cila by mélo byt vysvetleni
daného vyroku (CadwalladerOlsker 2011, str. 41). Tyto typy ditkazu mohou sice byt obsahlejsi,
jelikoz se v nich mohou nachdzet vysvétlujici odstavee, rizné grafy a obrazky, které pomohou
s objasnénim kli¢ové myslenky. Casto nam viak zprostfedkuji uzite¢ny vhled do dokazovaného
tvrzeni a navic ndm nejen ukdzi, Ze je to pravdivé, ale také odpovi na otazku proc tomu tak je.
Témto druhtim dikaza se také tika ,,ditkazy, které vysvetluji nebo ,,diikazy, které presvedcuji*
(CadwalladerOlsker 2011, str. 41). Dikazy, které maji za hlavni cil ovéfit tvrzeni a dikazy
s cilem vysvétlit se vSak vzajemné nevylucuji, jsou samoziejmé ditkazy, které dobie slouzi

k obojimu.

Nyni se vénujme tomu, jaky smysl diikazli v hodinach matematiky vnimaji ucitelé. Touto
problematikou se jiZ zaobiraly rizné studie, mezi nimi i studie provedend Dickersonem a spol.
(2014), ktera se soustredila na otazku, jaky vyznam dikazii a dokazovani pfisuzuji sttedoSkolsti
ucitelé matematiky v jejich hodindch. Tito ucitelé zminili dva hlavni dGvody, pro¢ si mysli, ze
se dikazy objevuji ve Skolské matematice. Za prvé, ze prohlubuji pochopeni matematickych
konceptt a struktur, coZ se dé brat jako ,,dlikaz, ktery vysvétluje,” a zaroven se Zaci uci, jak je
prezentovat ostatnim. Za druhé jim to pomaha rozvijet dalsi zpiisoby uvazovani, které mohou
pouzit i mimo matematiku. Tyto zahrnuji logické, kritické a metakognitivni mysSleni. Nékteti
ucitelé zminili, Ze logické mysSleni, které Zaci pouzivaji pfi hodindch matematiky, rozviji
zpusob, jakym pak ptemysleji v kazdodennim Zivotée (str. 720). Nékteti, ze dokazovani zakiim
napomahd uvédomit si, Ze ne vSechno, co sly$i, musi byt pravda, a tedy je podnécuje
k samostatnému zkoumani dikazi. Jsou tedy vedeni k posuzovani, zda jsou dané dikazy
divéryhodné a dostatecné (str. 721). Jeden ucitel navic zminil, Ze tim Zaci také rozviji

metakognitivni uvazovani, tj. schopnost pfemyslet o svém vlastnim mysleni, analyzovat, cemu
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Ve, jak dospéli k uritym zavérim a na jakych predpokladech stavéli. Mohou navic ziskat

lepsi porozuméni podstaty samotného védéni (str. 721-722).

Druhy zminény bod, tj. ziskani obecnych schopnosti uvazovani, mize také slouzit jako
»ospravedInéni® nebo ,,objasnéni,” pro¢ i naro¢néjsi matematické koncepty a principy jsou
uzite¢né pro vSechny zaky, nejen pro ty, ktefi je budou potiebovat v dal§im vzdelani. Navic
piinasi motivaci, jak pro zaky, tak pro ucitele. V nasledujicim textu se budu vice soustfedit na

zéky a jejich chapani dikaz.

2.2. Schémata dukazu

Zaci se b&hem svého matematického vzdélavani setkaji s riznymi piistupy k dikazim.
Diivodem je pfedevSim meénici se naro¢nost uiva podle jednotlivych stupni vzdélavani.
»Dukaz®, ktery byl vyhovujici na zdkladni Skole nebude nejspiSe stacit na stiedni Skole. DalSim
divodem muze byt to, co bylo zminéno v minulém odstavci, tedy Ze i ucitelé maji rizné
pohledy na podstatu a ucel dikazt v jejich hodinach. Z toho vyplyva, ze si zaci utvari rizné
predstavy o podstaté diikazu, pricemz nékteré jim pozdéji mohou znesnadnit spravné provedeni
dikazu. Harelova a Sowderova ,schémata dikazi“ nam vSak mohou pomoci s lepSim
pochopenim této problematiky, definuji je nasledovné: ,,schéma diikazu jedince (nebo
komunity) se skladd ztoho, co jedinec (nebo komunita) povazuje za piesvédCivé™ (vzato
z CadwalladerOlsker 2011, str. 43). Tato schémata dtikazt spadaji do tfech kategorii: vnéjsi

presveédcent, empirické, deduktivni.

Za prvé jsou zaci, ktefi maji schémata dikazi zalozend na vnéjsim presvédceni. Ti véfi, ze
dikaz je pravdivy z divodu, ktery neni matematicky. Do této kategorie patii diikazy, které jsou
pokladany za platné jen kvili tomu, Ze maji urcitou formu, kterd je pro dikazy bézna (ritualni
schémata diikazil), dale dikazy, ve kterych se provadi rizné operace se symboly, které vSak
nemaji z4dny vhodny systém referentd’ (nereferencni). Tento piipad mlze byt vidét
v nasledujicim piikladu (str. 43):

a+b a+b a

c+b c+b ¢

5V tomto pifpadé prvky uré¢ité mnoziny S, kde by se na (S, +, *) daly jednotlivé s¢itance ,kratit*
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Jednak tento zapis neudava obor proménnosti a, b, ¢ a navic provedena uprava ,,kraceni b neni
korektni, vezmeme-li v potaz bézné zavedeni operaci ndsobeni a s¢itani. Nakonec do této
kategorie patii dukazy, kterym Zzaci véfi jen na zakladé néjaké autority, naptiklad ucitele,
ucebnice nebo rodice, ktera jim to tvrdila (autoritativni). Toto posledni schéma se vSak neda
zavrhnout Uplné, nékteti matematici mohou véfit v platnost dikazu na zaklad¢ tvrzeni jisté
autority, napiiklad pokud porozuméni daného diikazu vyzaduje odborné znalosti z urcité
oblasti. Nicméné¢, tato autorita musi byt relevantni a navic ve Skolské matematice to nepiinasi

pozadované vysledky, nebot’ to nijak nezlepsuje schopnost zakli provadét dikazy.

Za druhé jsou to empiricka schémata dikaz. V tomto ptipadé jsou zéaci presvédceni
o pravdivosti dikazu tim, ze vidi n€kolik ptikladi, ve kterych vyrok plati (induktivni), nebo na
zaklad¢é néjaké hrubé predstavy v jejich myslich ¢i nepromysleného dojmu (perceptudlni).
Posledné jsou to deduktivni schémata diikazi, ve kterych je za presvéd¢ivy ditkaz povazovan
ten, ve kterém se k zdvéru dojde logickym uvazovanim. Tato schémata jsou trojiho druhu,
prvnim je piipad, kdy je mentalni piedstava konceptu plné€ rozvinutd a vSechny spojitosti jsou
dobfe pochopeny, a tedy diky tomu je jedinec schopen vyvodit pravdivé zavéry
(transformacni). Dlkaz ale navic mize byt chdpan i vramci axiomatického systému
(axiomaticky). Dal§im podtypem této kategorie je schéma dikazu, ve kterém se dikazy

zakladaji na operacich se symboly, které maji vhodny systém referentl (referencni symbolicky).

Tato schémata diikazti se mohou ménit ¢i rozvijet v prubéhu rocnikti. Mnoho zakti ma tendenci
pouzivat empirické dikazy, které se daji aplikovat v jinych pfedmétech, nicméné v hodinach
matematiky je tfeba poukdzat na jejich nelplnost, povzbudit zaky, aby premysleli obecné
a nastavit ve tfidé deduktivni schémata dikazi, kterd jsou pouzivana v matematické komunite.
Déle se budu soustiedit celistvéji na mozné problémy a piekazky, které mohou ovlivnit vyuku
matematiky, mé poznatky budou zaloZeny na analyzovani vztahii ve tfidé mezi ucitelem, zaky

a ucivem predmétu.
2.3. Vyukovy trojuhelnik

Na zaklad¢ ,,vyukového trojuhelniku® (Cohen, Raudenbush, & Ball, 2003) miizeme odvodit, Ze

vztahy mezi ucitelem, zaky a u¢ivem vidéného v jeho $irS§im prostiedi ovliviiuji vyuku, a tedy

29



kdyz né&jaky ze vztaht neni fadné realizovan, odrazi se to také na uceni zak a jejich prozitcich

ze studia. Budu se tedy zabyvat riiznymi problémy, které v téchto vztazich mohou nastat.

Jako prvni se podivame na vztah mezi ucitelem a uCivem. Tato oblast obsahuje ucitelovy
znalosti predmétu, ktery vyucuje. Mohou existovat nesrovnalosti mezi tim, co by mél ucitel
znat a cemu rozumét (tyto znalosti by mél ziskat béhem jeho vyssiho vzdélani), a jaké znalosti
opravdu ma. Nekteti vyzkumni pracovnici v minulosti upozornili, Ze mnoho studenti, véetné
téch s matematikou jako hlavnim oborem, a dokonce i nékteii ucitelé matematiky maji
problémy s chapanim a formulovanim diikazi (Thompson 2012, str. 254). Nenasla jsem
podobné vyzkumy v ¢eském prostiredi, ale predpokladam, ze obdobna situace je i u nas. Navic
1 ti ucitelé, ktefi dikaziim rozumi a umi je formulovat, nemusi byt pfesvédceni o jejich
dalezitosti ve vzdélani, a tedy nemusi jim davat tolik prostoru. Z toho plyne, ze diskuze
o ruznych cilech a moznych piinosech ditkazii a dokazovani ve §kolské matematice se mi jevi
jako uzitecna jak pro soucasné, tak budouci ulitele matematiky. Tyto mozné piinosy a cile

dikazi jsem jiz zminila v pfechozim textu.

Za druhé je to interakce mezi ucitelem a zaky. Tato oblast obsahuje, jak dobfe zna ucitel své
zaky, jak bere na védomi jejich jedine¢nost vyuzivanim riznorodych metod vyucovani a jak se
dokéze podivat na ucivo z riznych pohledl. V matematice se d4 tohoto cile dosdhnout pomoci
obrazku ¢i ptikladi ze Zivota. Pokud se jednd o dokazovéni, existuje vice zplsobu, jak
formulovat diikaz nebo jak odpoveédét na cvi¢eni na dokazovani. Ucitelé mohou uptednostiiovat
rizné pristupy, jak ukazuje vyzkum provedeny Dickersonem a spol. (2014). Nejvétsi rozdily
v jejich ocekavani byly, kdyz se jednalo o ,,hodnotu a nezbytnost (1) explicitni argumentace (2)
ptesného jazyku a peclivé predvedené logiky (3) dostatecnych a dikladnych detailli a uZziti (4)
vizudlnich a konkrétnich znaka* (str. 723). Nicméné piestoze se zplsoby provedeni ditkazii
mohou lisit podle ucitele, tyto rizné ptistupy se mohou dopliiovat, coz je pak ptinosné pro zaky,

ktefi tim mohou ziskat komplexnéjsi a hlubsi chapani diikazi a dokazovanych vyroki.

Za treti je to vztah mezi zdky a ucivem, ktery zahrnuje vybér obsahu uciva. Tento vybér
najdeme ve vzdélavacich programech jednotlivych Skol (vytvoieny na zakladé rdmcového
vzdélavaciho programu) a ucebnicich. Tato volba velmi ovliviiuje vyuku, nebot’ se ucitelé fidi
Skolnimi vzdélavacimi programy, a je pravdépodobné, Ze pouzivaji cviceni z ucebnic. Nicméné

predpokladam, Ze ne vSichni ucitelé jsou pfimo zapojeni do procesu vytvaieni téchto materiald.
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Muze se tedy stat, Ze se uclitelé neztotoziuji s dirazy kladenymi na urcité oblasti ¢i aspekty
matematiky a neda se tudiz predpokladat, ze vSechno dané ve vzdélavacich programech
aucebnicich bude stejné reflektovano v samotném uceni. Této nesrovnalosti se vSak v této praci
vénovat nebudu, neni to jejim cilem, budu se spiSe soustiedit na to, co je dané ve vzdélavacich

programech a zda je to v souladu s tim, co najdeme v ucebnicich.
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Kapitola 3

Diikazy ve vzdélavacich programech

3.1. Kli¢ové kompetence v matematickém vzdélavani v

Evropé

Evropsky referenéni ramec (Anon 2007) definuje klicové kompetence pro celozivotni
vzdglavani®, které by mély pfispét k rozvoji potencidlu Z4ki, zprostiedkovat jim znalosti,
schopnosti a postoje, které¢ by jim pomohly v jejich budoucim zaméstnani i osobnim Zivotg,
ptipravit je Celit vyzvam, které pfinasi stadle ménici se moderni svét, a povzbudit je, aby se
aktivné podileli na feSeni souCasnych politickych, socidlnich, ekonomickych a ekologickych
problémt. V tomto rdmci bylo urceno osm kliovych kompetenci, mezi nimiz je také
»matematicka kompetence a zdkladni kompetence ve véd¢€ a technologiich® (Anon 2001, str.
3). Budu se tedy hlavné sousttedit na tuto kompetenci a zamétenim se na to, jak velky diraz je
kladen na ditkkazy, dokazovani a typ uvazovani, ktery je s tim spojen, predevsim tedy logické a

kritické mysleni. Matematickd kompetence je definovana nasledovné:

»Matematicka kompetence je schopnost rozvinout a aplikovat matematické uvazovani s cilem
vyresit probléemy v kazdodennich situacich. Je postavena na dobrém zviadnuti zdkladnich
poctii, duraz je kladen na proces a aktivitu, stejné jako na vedomosti. Matematicka kompetence
obsahuje do urcité miry schopnost a ochotu pouZivat matematické styly mysleni (logické

a prostorové mysleni) a prezentace (vzorce, modely, koncepty, grafy, schémata,).

Jedinec by mél mit schopnosti aplikovat zakladni matematické principy a procesy
v kazdodennim kontextu doma a v praci a sledovat a posoudit ietézce argumentii. Jedinec by
mél byt schopen matematicky argumentovat, chdpat matematicky ditkaz, komunikovat

v matematickém jazyce a uzivat vhodné pomiicky.

6 Z anglického ,,/ifelong learning*
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Pozitivni pFistup v matematice je zalozen na respektovani pravdy a ochota hledat ditvody a

posoudit jejich platnost.”“ (Anon 2007, str. 6)

Casti, které se mi zdaly, Ze jsou spojené s dikazy a matematickym piemyslenim jsem
zvyraznila tuéné. Tedy pfrestoze slovo ,,dikaz se v textu objevuje pouze jednou, zda se, ze
schopnost dobfe logicky a kriticky pfemyslet a schopnost jasné¢ komunikovat domnénky
a presveédcit ostatni o jejich platnosti, vSechny spojené s hlubokym pochopenim diivodu, které
lezi za matematickymi koncepty nachazejici se v diikazech, byly autory vybrany jako jedny ze
stézejnich casti matematické kompetence. Tento ramec byl prezkouman evropskou komisi
v roce 2018 (European Commission 2018). Jednim z hlavnich cilii bylo posoudit vliv tohoto
rdmce, vhodnost pro naSi dobu a navrhnout, jaké zmény by mohly byt provedeny.
V matematické kompetenci jesté vice zdliraznovala dalezitost ,,zaméfeni na kritické dotazovani
a feSeni problémul, nebot’ to jsou prerekvizity pro fungovani technologicky vyspélych
a védomostn¢ zaméfenych spole¢nosti a ekonomik* (str. 47-48). Navic jesté vice kladla diraz
na vyznam schopnosti argumentace nad napiiklad schopnosti numerického pocitani (ne vsak,
ze by popirala dulezitost této ¢asti matematiky). Poukazala na to, Ze matematické uvazovani

spolu s ¢tenarskou gramotnosti je nezbytné i pro rozvoj dalSich klicovych kompetenci (str. 48).

Tento ramec slouzi jako zaklad pro narodni vzdélavaci programy v Evropské unii, jako dalsi se
tedy zaméfim na Cesky vzdéldvaci ramec znovu se zaméfenim na dilkazy, dokazovani

a matematické uvazovani.
3.2. Cesky ramcovy vzdélavaci program (RVP)

Cesky ramcovy vzdélavaci program (RVP) zminuje nasledujici kli¢ové matematické

kompetence:

,, Cilové zaméieni vzdélavaci oblasti
Vzdeldavani v dané vzdelavaci oblasti sméruje k utvareni a rozvijeni kli¢ovych kompetenci
tim, Ze vede Zdka k:

1. osvojovani zakladnich matematickych pojmii a vztahi postupnou abstrakci

a zobeciiovanim na zdaklade pozndvani jejich charakteristickych vlastnosti;
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10.
11.

12.

13.
14.

urcovani, zarazovani a vyuzivani pojmiu, k analyze a zobecfiovani jejich viastnosti;
vytvareni zasoby matematickych pojmii, vztahii, algoritmii a metod reseni uloh
a k vyuzivani osvojeného matematickeho aparatu,

analyzovani problému a vytvareni planu reSeni, k volbé spravného postupu pri
resent uloh a problémii, k vyhodnocovani spravnosti vysledku vzhledem k zadanym
podminkdam;

praci s matematickymi modely, k védomi, Ze k vysledku lze dospét riiznymi zpiisoby,
rozvoji logického mysleni a usudku, vytvareni hypotéz na zakladé zkuSenosti nebo
pokusu, k jejich ovéiovani nebo vyvraceni pomoci protipiikladii;

pochopeni vzdjemnych vztahii a vazeb mezi okruhy uciva a k aplikaci
matematickych poznatkii v dalsich vzdélavacich oblastech,

presnému vyjadiovani a zdokonalovini grafického projevu, k porozuméni
matematickym terminiim, symbolice a matematickému textu;

zduvodiiovani matematickych postupii, k obhajobé viastniho postupu;

rozvijeni dovednosti pracovat s riiznymi reprezentacemi,

uzivani kalkulatoru a modernich technologii k efektivnimu reseni uloh a k prezentaci
vysledkii;

rozvijeni zkuSenosti s matematickym modelovanim (k cinnostem, kterymi se uci
pozndvat a nalézat situace, v nichz se miize orientovat prostrednictvim
matematického popisu), k vvhodnocovani matematickych modelii, k pozndavani mezi
model miize byt vhodny pro vice situaci a jedna situace miize byt vyjadirena ruznymi
modely);

rozvijeni geometrického videéni a prostorové predstavivosti;

pochopeni matematiky jako soucdsti kulturniho dédictvi a nezaménitelného

zpusobu uchopovani svéta' (Balada et al. 2007).

Autofi zminuji 14 klicovych matematickych kompetenci, dikazy ani dokazovani se v nich
neobjevuji, zobecnime-li to vSak na dliraz na matematické mysleni, které se v dokazovani uci,
najdeme tuto kompetenci v odrazce 6. Jedna odrazka tykajici se osvojeni matematického
zpusobu premysleni se mize zdat malo, kdyz vime, jakou vahu této oblasti davaji vyzkumy
v oblasti Skolské matematiky i evropsky vzdélavaci ramec, avSak i v dalSich bodech mtizeme

najit ¢innosti s matematickym pifemyslenim souvisejici: ,,abstrakci a zobeciiovanim® (1),
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sanalyzovani probléemu,* ,,vyhodnocovani spravnosti*“ (4), ,,pochopeni vzajemnych vztahii* (7),
yzduvodiovani (9). 'V posledni odrazce dale zminuji ,,pochopeni matematiky jako

nezameénitelného zpusobu uchopovani svéta,* ¢imz také zdlraznuji dalezitost uvédomeéni si, ze
matematika je také zpusob pifemysleni o svété. Dalsi odrazky se tykaji spiS matematickych
dovednosti. Zda se tedy, ze autofi povazuji rozvoj matematického mysleni jako dulezitou ¢asti
Skolské matematiky, otazka vSak je, jestli mu dévaji ustfedni misto. Navic jelikoZ mnoho
z téchto kompetenci sice vyzaduje matematické mysleni, ale neni to v nich jasn¢ artikulovano,
muze to vést spiSe k zaméfovani se na matematické dovednosti a naucené postupy feseni
problémi. Déle se tedy podivam na Ceské ucebnice stfedoSkolské matematiky, v nichz budu

zkoumat, jak velky diiraz se v nich klade na diikazy, dokazovani a jakou formou to ¢ini.
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Kapitola 4

Stredoskolské ucebnice matematiky —

srovnani ucebnic

Budu se vénovat stitedoskolskym ucebnicim matematiky od dvou nakladatelstvi: Prometheus
a Didaktis. Zaméfila jsem se na oblast goniometrie (Odvarko 1997, Zemek 2014) a posloupnosti
a fad (Odvarko 1995, Zemek a Zemkova 2017). Nejdiive budu zkoumat, zda jsou v téchto
¢astech ucebnic prislusné matematické véty vzdy dokazany, jakou formou diikazu, a do jaké
miry se ve cvicenich objevuji tlohy na dokazovani ¢i rozvijejici schopnost matematického
uvazovani. V druhé ¢asti se budu zabyvat vétami ve zvolenych oblastech matematiky a navrhnu

dalsi zpiisob prezentace diikazti danych vét a dopliujici ditkazova cviceni na ptislusna témata.

Pro nasledujici porovnani uéebnic jsem se inspirovala vyzkumem Thompsona a spol. (2012).
Tito ameri¢ti matematici ve své praci analyzovali stfedoskolské ucebnice matematiky, pti¢emz
se zaméfili na pftilezitosti, které v nich Zaci maji pro rozvoj schopnosti argumentace
a dokazovani. Podle jejich vzoru okoduji matematické véty a cviceni kody z nasledujicich
tabulek a poté spocitam pocet u jednotlivych typl. Timto zptisobem zjistim, kolik a jaky druh

ditkazli a cvi€enich Ize ve vybranych uc¢ebnicich nalézt.

Kod Vysvétleni
O | Obecné: Vlastnost (véta) je dokazana dikazem.

Konkrétni: Vlastnost (véta) je odivodnéna uzitim deduktivniho argumentu: na

K zakladeé konkrétniho piikladu ¢i ptikladd.

p Ponechano zakovi: Odivodnéni vlastnosti (vety) je ponechdno zakovi, obvykle
v uloze, kde je potfebny n¢jaky druh vysvétleni.

B Bez odivodnéni: Zadné odtivodnéni se v textu nevyskytuje a ani neni vyslovné

feceno, Ze je to ponechéno zakovi.

Tabulka 5. Ramec pro kodovani dokazovani vlastnosti (véty) v textu ucebnice (prevzato z Fig. 4 v Thompson

2012, str. 261).
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Kod Vysvétleni
Vytvor i provéi domnénku
VO/VK | Vytvoir domnénku: Zaci maji na zakladé n&jakého vzoru utvorit domnénku
bud’ o obecném (napi. o n-tém prvku posloupnosti) nebo o konkrétnim
piipadu (napf. o stém prvku posloupnosti).
PO/PK | Provéi domnénku: Domnénka &i tvrzeni je vysloveno. Zak mé uréit, zda je
pravdivé ¢i ne, a zdtivodnit jeho volbu. Otazka nutné nemusi obsahovat slovo

,,domnénka“.

Vytvor & ohodnot’ argument
VAO/VAK | Vytvoi- argument: 74k ma napsat diikaz tvrzeni, bud’ o obecném nebo
konkrétnim piipadu.

OO/OK | Ohodnot argument: Zak ma uréit, zda je tvrzeni platné &i nikoli.
Dalsi druhy prikladii rozvijejicich schopnost usuzovani

PR ProtipFiklad: 7Zak mé nalézt protipiiklad k danému tvrzeni, &i dokazat, Ze je

tvrzeni neplatné.
ONO/ONK | Oprav ¢i najdi chybu: Je zadano Spatné fesSeni ptikladu nebo neplatny
argument. Zak ma v zdivodnéni najit chybu a poptipadé ji opravit.
PP Princip ditkazu: 74k ma vysvétlit, na ¢em je postaven hlavni argument, nema
vSak psat cely dikaz.

Tabulka 6. Ramec pro kodovani ptikladd, ktera rozviji typ uvazovani potfebny k dokazovani (ptevzato z Fig. 5 v

Thompson 2012, str. 262).

Néktera cviceni mohou mit vice variant, v zavorce tedy budu udavat ¢islo, které zapocitava i

kazdou variantu ptikladu.

4.1. Goniometrie

4.1.1. Uéebnice nakladatelstvi Prometheus

Prvni zkoumanou ucebnici byla Matematika pro gymnazia — Goniometrie (Odvéarko 1997),
zamg¢fila jsem se na goniometrické funkce a jejich pouziti, které se nachazeji mezi stranami 33
a 121. Tabulka 7 udava pocty vét, vlastnosti a feSenych ptikladi podle toho, zda obsahuji diikaz

nebo néjakou formu vysvétleni.

O K |P|B]| =z
n | 25 | 37 72
m) | 38 |39 | 7] 589

~
[98)
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% |34,7|51,4|9,7]4.2|100
(%) | 42,7 1 43,8 17,9 |5,6 | 100

Tabulka 7. Véty, vlastnosti nebo vyfesené vzorové piiklady ve vybrané Casti ucebnice Matematika pro gymnazia

— Goniometrie (Odvarko 1997).

Jak mizeme vidét, zadna forma diikazu ani vysvétleni nebyla podéna jen u 4,2 % (5,6 %) vét,
v 9,7 % (7,9 %) ptipadl byl dikaz ¢i vysvétleni ponechan pouze zakovi. V textu pfevazuji
konkrétni piipady nad obecnymi, toto je ovSem logické, jelikoZ obecna tvrzeni jsou cCasto

aplikovéana na nékolik konkrétnich ptipadu.

Pokud jde o formu diikazl a vysvétlujiciho textu, pfevazuje forma formalni, ktera je doplnéna
pomocnymi obrazky. Tyto diikazy jsou pfesné a uci zaky, jak spravné formulovat matematické
argumenty. Nevyhodou vSak je, ze nckteré dikazy jsou velmi dlouhé, naptiklad dikaz
soudtovych vzorch zabira pies tii stranky textu (Odvéarko 1997, str.76-82). Zaci i uditelé tedy
mohou ztratit motivaci se dikazem vubec zacit zabyvat, navic tato forma je pfistupna predevsim
matematicky nadan¢j$Sim zakim. Dalsi tabulka ukazuje, na co jsou zaméfeny dané feSené
vzorové priklady.

VO [ VK | PO [ PK [ VAO | VAK [ 00 | OK | PR [ ONO [ ONK | PD
n | 4] 1] 2]1] 7
m| 41 6| 1] 7
% | 75|19 38]1,9] 132
%] 67| 1,7] 10 | 1,7] 11,7

SOOI O

(e} Nl Nl N

(=) Nl Rl N

(o) Nl Nl N
(e} Nl Nl N
(e} Nl Nl N
() Nl Rl N

D |Jiné| X
n | 15 | 38 |53
(m) | 19 | 41 | 60
% | 283 | 71,7100
(%) | 31,7 68,3100

Tabulka 8. Re$ené vzorové piiklady ve vybrané ¢asti u¢ebnice Matematika pro gymnézia — Goniometrie

(Odvarko 1997).

Tabulka ukazuje, ze v feSenych vzorovych piikladech pfevazuji cvi€eni jina nez ta zaméfena
na dokazovani. Zastoupeni diikazovych piikladi je pfiblizné 28,3 % (31,7 %), kdeZto ostatnich
71,7 % (68,3 %). Piiklady na vytvéfeni ¢i provéfovani domnénky nebo argumentu jsou vSak

ruzného druhu a zdk ma tedy moznost rozvijet rizné zpisoby uvazovani. Typy cviceni by vSak
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mohly byt jesté pestiejsi, viibec se v nich neobjevuji tlohy napiiklad na hledani protiptikladu,
chyby ¢i nacrtnuti principu diikazu. Nicméné prilezitosti k feSeni dikazovych ptiklada v této

¢asti uCebnice jsou a je tedy na uciteli, jak velky prostor jim da.

VO | VK [ PO [ PK [ VAO | VAK [ 00 [ OK | PR | ONO | ONK | PD
n | 2| 1|5 ]2]10 ] 2
| 21 [10]7] 17 8
% | 1,708 4217 85 | 1,7
(%0804 [38[27] 65| 3

(==} el Ne )l N en]
(=) el el ]
(=) el el ]
(==} el New )l N
(==} el New )l N
(==} el New )l ]

XD [Jiné| X
n 22 96 | 118
(n) 45 218 | 263
% 18,7 | 81,3 | 100

(%) | 17,1 |82,9 100

Tabulka 9. Piiklady ve vybrané ¢asti u¢ebnice Matematika pro gymnazia — Goniometrie (Odvarko 1997).

Ptiklady nachdzejici se v dané casti uCebnice jsou vétSinou pocetni, avSak podobné jako
u feSenych vzorovych piikladi najdeme mezi nimi i ptiklady souvisejici s dokazovanim.
I ptesto, Ze je jejich zastoupeni podstatné nizsi: dikazové tvoii ptiblizné 18,7 % (17,1 %),
ostatni 81,3 % (82,9 %), stale plati to, ze zalezi na tom, ¢emu da ucitel pfi hodinach vétsi
prostor. Navic nckteré podkapitoly byly zamétené predev§im na schopnost pocitani, napf.
goniometrické rovnice, kde logicky byla cvifeni orientovana pfedev§im na procviovani

vypocti.
V analyzované ¢asti této ucebnice je tedy vétSina vét a vlastnosti dokdzéna. Nicméné uloh

souvisejicich s dokazovanim je znacné ménég. Stale se vSak v této ¢asti dané ucebnice nachazi

a zalezi tedy na rozhodnuti ucitele, jak hodné se na tyto tlohy zamé&fi.

4.1.2. Ucebnice nakladatelstvi Didaktis

Druhou zkoumanou ucebnici byla Matematika pro stfedni Skoly 5. dil — Funkce II (Zemek
2014), kde jsem se znovu zabyvala kapitolami tykajici se goniometrickych funkci

a trigonometrie (str. 43 — 93). Tato série ucebnic je uz na prvni pohled barevnéjsi, obsahuje vice
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obrazku (to jisté souvisi i1 s rokem vydanim, ktery je podstatné nov¢jsi) a text vypadd méné

formalnéji nez u ucebnice piedchozi.

o[ K|[P[B[X
n | 1941 | 18 | 8 | 86
@ | 21 | 71 | 18 [ 11121
% | 22,1]47,7]20,9(9,3]100
(%) | 174587149 9 [ 100

Tabulka 10. Véty, vlastnosti nebo vytesené vzorové piiklady ve vybrané ¢asti uéebnice Matematika pro stfedni
Skoly 5. dil — Funkce II (Zemek 2014).

V kapitolach o goniometrii v této ucebnici znovu prevazuje vysvétlovani konkrétnich uloh nad
dikazy obecnych tvrzeni. Jako uz vSak bylo poznamendno u piedeSlé ucebnice, toto je
pochopitelné. V tomto ptipadé ale vidime ndrlst tvrzeni a uloh, kde je dikaz ¢i vysvétleni
prenechano zakovi, vétSina téchto uloh spada pod ¢ast textu nazvanou ,,Zamyslete se!“. Dale
vidime, Ze nedokazanych vét je o trochu vice nez v pfedchozi uc¢ebnici, a navic jsou mezi nimi
1 zésadni véty goniometrie, jako napiiklad kosinova véta (Zemek 2014, str. 87) nebo souctové

vzorce (Zemek 2014, str. 81).

Co se tyka samotnych dikazu, tak ty se na prvni pohled nedaji rozeznat od zbylého textu. Spise
vysvétluji danou problematiku a neni explicitné fe¢eno, ze se jedna o diikaz. Podle jejich formy
usuzuji, ze jejich cilem je ptedevsim objasnit vyznam daného tvrzeni, formdlni stranka neni tak

dilezita. Casto jsou tedy neuplné nebo jen nastifiuji zptisob dokazovani ¢i je ponechavaji

zakovi.
VO | VK | PO | PK | VAO | VAK | OO | OK | PR | ONO | ONK | PD
n 7 8 2 5 1 4 0 0 0 0 1 1
(n) 7 8 2 16 1 4 0 0 0 0 1 1
% 104 11,9 3 | 7,5 1,5 6 0 0 0 0 1,5 | 1,5
(%) | 6,3 | 72 | 1,8 14,4 | 0,9 3,6 0 0 0 0 0,9 109

D |Jiné| X
n 29 | 38 | 67
m) | 40 | 71 | 111
% | 433 |56,7 | 100
(%) | 36 | 64 | 100

Tabulka 11. Redené vzorové piiklady a ulohy ,,Zamyslete se” ve vybrané ¢asti uéebnice Matematika pro stiedni

Skoly 5. dil — Funkce II (Zemek 2014).
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Zastoupeni pfikladli zaméfenych na dokazovani je v dané Casti ucebnice vyssi nez v prvni
zkoumané ucebnici. Diikazova cviceni je tvoii ptiblizn€ 43,3 % (36 %), pticemz ostatni 56,7 %
(64 %). Tyto ulohy jsou nepatrné riznorodé&j$i, obsahuji i cviceni na naleznuti chyby a nacrtnuti
principu dukazu, avSak pouze po jednom piikladu. Ptilezitost pro zaméfeni na tyto ulohy jsou
vSak v ucebnici v rozumném mnozstvi. Nicmén¢ piekdzkou mize byt, Ze ¢asto nejsou oznacena
jako cvi€eni, ale mnoho jich najdeme v ¢astech textu pod nazvem ,,Zamysleme se, ucitel si

jich tedy pfi hledani iloh nemusi povS§imnout.

4.1.3. Diikazy vét z oblasti goniometrie a trigonometrie

Diikazy beze slov

V této ¢asti se budu vénovat dikaziim vybranych vét goniometrie a trigonometrie: souctové
vzorce, sinova véta, kosinova véta, vzorec pro polomér kruznice opsané libovolnému
trojihelniku a vzorec pro obsah libovolného trojuhelnika. VSechny tyto véty jsou obsazeny
v obou ucebnicich. V ucebnici od nakladatelstvi Prometheus je ditkaz ¢i alespoii princip dikazu
proveden u Ctyt z péti zkoumanych vét, chybi pouze u vzorce pro polomér kruznice opsané
libovolnému trojuhelniku, ta se mi vSak nejevi jako stézejni. Naproti tomu v ucebnici od
nakladatelstvi Didaktis je z téchto vét dokazana pouze jedind, a to sinova véta. U ostatnich

tvrzeni je jen konstatovana jejich platnost.

Dtkazy, které se v ucebnicich nachazeji, jsou Casto velmi formalni (pfedev§im v ucebnici
Prometheus). Tato forma dikazu u¢i zZaky spravnému matematickému vyjadfovani a chapani
téchto formulaci, avsak mize byt pro mnoho zakl nepfistupna a jeho délka mize zplsobit ztratu
motivace se timto dikazem vibec zabyvat. Chtéla bych tedy navrhnou i jiny zptsob
prezentovani téchto dilkazli. Inspirovaly mé¢ jiz zminované Diikazy beze slov (Nelsen 1993,
2000). Pouzila jsem tedy téchto zndzornéni danych tvrzeni a vytvofila jsem z nich cviceni,
v kterych se véty (vzorce) postupné odvodi. Mym cilem nebylo diikazy v uc¢ebnicich nahradit,
ale pouze je obohatit jinym piistupem. Navic jelikoz jsou tato odvozeni formou uloh, zak je
muze ,,objevit sam, tedy si je také Iépe pamatovat ¢i znovu odvodit, pokud by na ptesné znéni

v, e

poznatkil (naptiklad z geometrie), a tim si u€ivo vice propoji.
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Véta 4.1.3.1. Souctové vzorce
Pro goniometrické funkce sinus a kosinus plati tyto véty:

Pro kazda dvé realna ¢isla x, y plati:

sin(x + y) = sin(x) * cos(y) + cos(x) * sin(y) (1)
sin(x — y) = sin(x) * cos(y) — cos(x) * sin(y) (2)
cos(x + y) = cos(x) * cos(y) — sin(x) * sin(y) (3)
cos(x — y) = cos(x) * cos(y) + sin(x) * sin(y) (4)

Vzorce (1)-(4) se nazyvaji souctové vzorce pro sinus a kosinus.

(Odvarko 1997, str. 76, Zemek 2014, str. 81)

Dukaz tohoto tvrzeni se nachazi pouze v uc¢ebnici Prometheus. Tento dikaz je rozepsan na tii
strany, obsahuje par nazornych obrazka, ale ptedevsim jde o formalni zapis. Tyto vzorce se
vSak daji odvodit také nasledujicim zptisobem zvIast’ pro souctové a rozdilové vzorce (cviceni

ateSeni 1.1.-4.,2.1.-4.).

Véta 4.1.3.2. Sinova véta
Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoz vnitini tthly maji velikost «, B,y a strany délky a, b, c,
plati:

a b c

sin(@) _ sin(B) _ sin(y)

(Odvarko 1997, str. 94, Zemek 2014, str.84).

Ditikaz této véty se jako jediny nachazi v obou uéebnicich. V ucebnici Prometheus je dikaz
proveden cely (az na cyklickou zdménu), naproti tomu v ucebnici Didaktis je véta dokazana
pouze pro piipad, kdy je thel a ostry, ostatni piipady jsou ponechany zakovi. Dikazové cvi¢eni

k této vété ma oznaceni Cviceni (ReSeni) 3.1.-3.

Véta 4.1.3.3. Kosinova véta

Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoZ vnitini Ghly maji velikost a, 8, y a strany délky a, b, c, plati:

a?=b*>+c?>—2x+bx*cxcos(a),
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b%? =a?+c?—2=xa=xc=*cos(B),

c?=a%?+b?>—-2xaxbx*cos(y).

(Odvarko 1997, str. 99, Zemek 2014, str. 87)

Dtikazové cviceni se nachazi pod oznacenim Cviceni (ReSeni) 4.1. a 4.2.

Véta 4.1.3.4. Vzorec pro polomér kruZnice opsané libovolnému trojihelniku

Pro polomér r kruznice opsané trojuhelniku ABC plati:

B a B b B c
T sin(a) 2 *sin(f) 2 *sin(y)’

(Odvarko 1997, str. 99, Zemek 2014, str. 86)

Dtikazové cvi¢eni ma oznaceni Cviceni (feSeni) 5.1.-2.
Véta 4.1.3.5. Vzorec pro obsah libovolného trojihelniku

Pro obsah S kazdého trojuhelniku ABC, jehoz vnitini thly maji velikosti a, 8,y a strany délky
a, b, c, plati:

S = E*a*b*sin(y)=§*b*c*sin(a)=E*a*c*sin(ﬁ).

(Odvarko 1997, str. 106, Zemek 2014, str. 93)

Dtikazové cviceni se nachazi pod oznacenim Cviceni (Reseni) 6.1.-2.
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u
1
v
B8
Cviceni 1.1. Souctove vzorce
a
sin(8) \ o
cos(3)
: ¥
d
Cviceni 1.3. Souctové vzorce
u
1
v
B
Reseni 1.1. Souctové vzorce
a
sin(3) \ o
cos(3)
a "
d

Reseni 1.3. Souctové vzorce

Cviceni 1.2. Souctové vzorce

u="7

v=7
=1
bh=17
c=
d=

u = sin(3)
v = cos(3)

b

a = sin(a) = sin(3)
= cos(cx) * sin(/3)

¢ = sin(a) * cos(3)

d = cos(«) * cos(3)

.

y

Cvicent 1.4. Souctové vzorce

@

90° —a

Reseni 1.2. Souctové vzorce

-

y

Reseni 1.4. Souctové vzorce
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Doka%, Ze a = 1

Vyjadrete x a y dvéma zpusoby
pomoci funkci sinus a kosinus
(prvni, kde je argument soucet Uhld,
druhy odvozenim z minulé ¢asti),
tyto zapisy pak porovnejte.

=7

Dokaz, ze v = .

Z obrazku:
~= 180%— (90° — ] —

Vyjadrete x a y dvéma zpusoby
pomoci funkei sinus a kosinus
(prvni, kde je argument soucet uhla,
druhy odvozenim z minulé casti),
tyto zapisy pak porovnejte.

x = sin(a + 3)
x = c+ b = sin(a) = cos(3) + cos(a) * sin(ﬁ)

y = cos(a + 3)
y = d — a = cos(a) * cos(/ i} — sin(n)* sin( )



Cviceni 2.1. Rozdilové vzorce

cos(9)

d

Cviceni 2.3. Rozdilové vzorce

Reseni 2.1. Rozdilové vzorce

cos(/3)

d

Reseni 2.3. Rozdilové vzorce

e
=1
b a=7
b=7
c=7
d=7
c
u = sin(3)
v = cos(/3)
b

a = cos(a) * sin(3)
b = sin(a) * sin(3) ¥
¢ = cos(a) * cos(/3)
d = sin(«) = cos(/3)

Cviceni 2.2. Rozdilové vzorce

X

[ |

Cviceni 2.4. Rozdilové vzorce

=

Reseni 2.2. Rozdilové vzorce

X

a—p

Regeni 2.4. Rozdilové vzorce
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Dokaz. Ze a Y d.

Vyjadrete x a y dvéma zpusoby
pomoci funkei sinus a kosinus
(prvni, kde je argument rozdil thld,
druhy odvozenim z minulé ¢asti),
tyto zapisy pak porovnejte.

w=17

y=7?

Dokaz,ze o = =4.

Uhly ov a ~ jsou stfidavé, tedy
a=7
Pro thel £ plati:
£=180°-90° -~ =90°— a.
E Trojuhelnik FED je pravouhly,
pro uhel § tedy plati:
4 =180°—90° — (90° — ) = .
Tedy:
=" =0

Vyjadrete x a y dvéma zplsoby
pomoci funkci sinus a kosinus
(prvni, kde je argument rozdil ahld,
druhy odvozenim z minulé casti),
tyto zapisy pak porovnejte.

x = sin{a — )

— a = sin(a) * cos(7) — cos(a) * sin(3)

y = cos(av — )

y = b + ¢ = cos(a) * cos({J) SIn(t\ sin({ j



A) 0 < a < 907

-

B) a =90°

Vyjadri vysku v dvéma zpusoby
pomaci goniometrickych funkci
o Ghlu @ nebo /3.

€
Cviceni 3.1. Sinova véta

C) 90° < o < 180°

Vyjadfi vy$ku v dvéma zplsoby pomaci
goniometrickych funkci o thlu o nebo /7.

C
Cviceni 3.3. Sinova véta

A) 0 < a < 90°

H

(24

.

Vyjadfi stranu b dvéma zpusoby
pomoci goniometrickych funkci
o thlu o nebo .

c

Cviceni 3.2. Sinova véta

B) o = 90°

Vyjadfi vysku v dvéma zpusoby
pomaci goniometrickych funkci
o thlu & nebo /7.
v = b« sin(a)
v =a=sin(4)
a b
= sin(a) ~ sin(3)

(Obdobné odvodime posledni rovnost:
El b c
sin(a) ~ sin{3)  sin(7) 2

Reseni 3.1. Sinova véta

C) 90° < a < 180°

Vyjadfi vy$ku v dvéma zpusoby pomoci
goniometrickych funkci o thlu & nebo /3.
v = a *sin(3)
v = b *sin(180° — a)
b # (sin(180°) % cos(ar) — cos(180”) * sin(«r))

= b # sin(a)

5 _a __b
sin(a) ~ sin(8)

(Obdobné odvodime posledni rovnost:
a b

sin(a) ~ sin(3)  sin(y) =

Reseni 3.3. Sinova véta
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o

o

Vyjadfi stranu b dvéma zpusoby
pomoci goniometrickych funkci
ouhlu @ nebo? .
b = a +sin(3)
b=b#*1=bx*sin(90") = b *sin(a)
—— a _ b
7 sin(a) T~ sin(A3)

(Obdobné odvodime posledni rovnost:

a b [=
sin(a) ~ sin(#) _ sin(+) !

(i

Resent 3.2. Sinové véta
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Cviceni 4.1. Kosinova véta

£y )

x = b * sin(a)
X y = b * cos(a) u
o M u= (b= sin(n'))2
y v=(c—bs COS(_H)JJ
32 =u+ v
a? = (b *sin(a))’+ (c — b * cos(a))?

a’ = b s sin’(a) + c® — 2 c * b x cos(a) + b? * cos’(a)

a’? = b? * (1 — cos®(a)) + c — 2% c * b * cos(a) + b? * cos?(a)

aZ =b? +c2-2*b*c*cos(a)

C

Reseni 4.1. Kosinova véta
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N

" L

.
57,

X

><
|
S

Cviceni 4.2. Kosinova véta (tupy uhel)

0

b v 24

7.

LY

g ="
vl
2
da —
a
4 = 180
x = b xsin(d) = b *sin(180" — )
x = b *sin(a)
y = b cos(d) = b * cos(180° — a)
os( )
u = b? #sin’(a)
(c — b * cos(a)) u
ad=u+v

a? = b? x sin’(a) + (c — b * cos(a))?

a2 = b2 x sin®(a) + ¢ — 2 x b x ¢ x cos(ax))+
+b? = cos?(a)

a? = b? % (sin?(a) + cos’(a)) + ¢?

—2 % b % ¢ x cos(a)

a’ =b%+ c® — 2% b *c*cos(a)

Reseni 4.2. Kosinova véta (tupy thel)
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Dokaz, 7e v = 4.

r=7
¢
Cviceni 5.1. Vzorec pro polomér kruZnice opsané C_‘viéem' 3.2. Vzorec pro polomér kruznice opsané
libovolnému trojuhelniku libovolnému trojuhelniku
> o
Dokaz, ze v = 4.
Vime, Ze stiedovy Uhel je c
dvojnasobkem obvodového uhlu: sin('*,') = 2
a=2=%7. r
Tedy C
68 rrTe)
iV, o i :
@/
H

Reseni 5.1.1. Vzorec pro polomér kruZnice opsané Reseml _lstzy ) Vzlm:ec p{o Pl?ﬁo?lgzukruzmce
libovolnému trojuhelniku opsane fibovoinemu trojunhetn

C

Dokaz, ze v = 9.

V trojuhelniku ASC

180° =2xv+x (1)

V trotihelniku SBC

180° =2+ w+y (2)
Secteme rovnice (1) a (2)
360° =2%v4+x+2xw+y
360° —x—y=2x%(v+w)=2%7.
Platf

360° =x+y+a
a=360°—x—y.

Reseni 5.1.2. Vzorec pro polomér kruznice opsané
libovolnému trojahelniku (rozepsané)
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X = 7 (dvéma zplsoby)

Vyjadrete obsah daného trojuhelniku.

o =7
b b
X
u
y z y z
Cviceni 6.1. Vzorec pro obsah libovolného trojuhelniku Cviceni 6.2. Vzorec pro obsah libovolné¢ho trojuhelniku

x = b % cos(d)
X = a * cos(&)
y = b * sin(4d)

z = a *sin(g)

-

Vyjadrete obsah daného trojuhelniku.
1 1
Szzsx+y+2sxaz

1 il
S= pras cos(z) * b = sin(d) + 5 b = cos(d) * a  sin(c)

7]
]

=a*b = sin(d) = cos(=) + %* a * b # cos(d) = sin(c)
#a%b = (sin(d) = cos(c) + cos(d) * sin(e))

S=

w
]
LI ST ST

*a % hvsin(ri+5):;*arhfsin(‘;]

1
* ::b:-‘g i &
5 *ad sin(7)

-

y z

z

Reseni 6.1. Vzorec pro obsah libovolného trojithelniku Reseni 6.2. Vzorec pro obsah libovolného trojithelniku

4.1.4. Dikazové ulohy z oblasti goniometrie a trigonometrie

Dale bych chtéla doplnit uc¢ebnice o dalsi ulohy, které rozviji Zakovu schopnost spravné

matematicky usuzovat a vyjadiovat se. Cilem téchto uloh je pfedevs§im rozhodnout o platnosti

vyroku a v ptipad¢ nepravdivosti také opravit chybu ¢i nalézt protipiiklad. Zvolila jsem tyto

typy uloh, nebot’ pravé ony v danych ucebnicich chybély. Piiklady na nalezeni chyb jsou

pfedevSim zamétfeny na dulezitost presného matematického jazyka, tj. definovani vSech

pouzivanych proménnych, symboll a spravné pouZiti vyrokové logiky. V tlohach na hledani

protipiikladu si Zaci mohou procvicit 1 grafické zndzornéni funkei. Navic v obou cvi€enich Zaci

rozviji své kritické pfemysleni, jelikoZ nejprve musi rozhodnout, zda je vyrok platny ¢i nikoli.

I'Jlohy:

1. Rozhodni, zda jsou nasledujici formulace spravné. Pokud ne, uprav je do spravné podoby.

a) Mé&jme trojuhelnik ABC, jehoZ strany maji délky a, b, c a velikost vnitiniho thlu

pfi vrcholu 4 je a. Funkce sinus je pak definovana nasledujicim zpisobem:

sin(a) = %

50



b) Pocet feseni rovnic ve tvaru
g(x) =a,
kde g je jednou z goniometrickych funkci sinus, kosinus, tangens a kotangens, a, x € R,
je 0 nebo 2.
¢) VSechny grafy ptimek, které neprotnou graf funkce tangens, jsou rovnob&zné s osou
y.
d) Pro x plati:
sin?(x) + cos?(x) = 1.
e) Pro kazdy pravouhly trojihelnik ABC, jehoz odvésny maji délky a, b, pfepona délku
c a uhly velikost a, 3, y, kde y je thel pravy, plati:
a b
sin(a) sin(B) sin(y)’
Tato véta se nazyva sinova véta.

f) V trojuhelniku ABC plati:

B a B b B c
T2 sin(a) 2 *sin(f) 2 *sin(y)

ReSeni:

1. Rozhodni, zda jsou nasledujici formulace spravné. Pokud ne, uprav je do spravné podoby.

a) Spatné. Mé&jme pravouhly trojihelnik ABC, jehoz odvésny maji délky a, b, pFepona
délku c a velikost vnitiniho uhlu pii vrcholu A je a. Funkce sinus je pak definovana
nasledujicim zpisobem: sin(a) = %
b) Spatné. Pocet zakladnich feseni rovnic ve tvaru
g(x) =a,

kde g je jednou z goniometrickych funkei sinus, kosinus, tangens a kotangens, a, x € R,
je 0, 1 nebo 2.
(Goniometrické tlohy jsou periodické, takze by jinak existovalo bud’ zadné nebo
nekonecné mnoho feseni.)
c) Spravne.
d) Spatné. Pro kazdé x € R plati:

sin?(x) + cos?(x) = 1.

e) Spatné. (Ptivodni formulace sice plati, ale nenazyva se sinovou vétou.)
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Pro kazdy praveuhly trojuhelnik ABC, jehoz strany maji délky a, b, ¢ a Ghly velikost
a,B,v, plati:

a b ¢
sin(a)  sin(B)  sin(y)’

Tato véta se nazyva sinova veéta.

f) Spatné. Pro polomér r kruZnice opsané trojuhelniku ABC plati:

_ a _ b _ c
T2 sin(a) 2 #*sin(f) 2 =sin(y)’

Ulohy:
2. Rozhodni, zda plati nésledujici tvrzeni. Pokud vyrok neni platny, najdi protiptiklad.

a) VSechny funkce, které neprotnou funkci sin(x), maji graf rovnobézny s osou x.
b) Neexistuje ptimka, kterd by protnula tangens pouze v jednom bodgé.
c¢) Graf funkce tangens je vzdy stfedoveé soumérny podle pocatku kartézské soustavy
soufadné.
d) Kazda rovnice tvaru
cotg(x) =ax*x+b,
kde x € R je neznama, a a b jsou redlna Cisla a a je navic nenulové, mé vzdy prave 2
zékladni feseni.
¢) Rovnice tvaru
sin(x) =axx+b,
kde x € R je neznama, a, b € R, a # 0, ma vzdy alespoii jedno feSeni.
f) Méame-li trojiihelnik ABC, ve kterém zname délky stran a, b a velikost thlu y, jsme
schopni spocitat jeho obsah pouze jedinym zplisobem, tj. pouzitim nasledujiciho vzorce:

1
S = E*a*b*sin(y).

g) K spocitani poloméru » kruznice opsané trojuhelniku ABC ndm staci znat délku jedné

strany a velikost jednoho thlu.

ReSeni:

2. Rozhodni, zda plati nésledujici tvrzeni. Pokud vyrok neni platny, najdi protiptiklad.
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a) Neplati. Napt.

b) Neplati. Napt.

tg(x)

c¢) Neplati. Napf.

tg(x—1)
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d) Neplati. Napt.

@

IS

w

N

—2xx+3

e) Plati.

-3

-2

f) Neplati. Je to sice nejjednodussi moznost, ale existuji 1 jiné zplsoby. MiZzeme

napiiklad podle kosinové véty dopocitat délku strany ¢ a poté pouzit Herontiv vzorec:

S=\/s*(s—a)*(s—b)*(s—c),

kde s =

a+b+c

g) Neplati. Uhel musi byt protilehly k dané strané. Tvrzeni neplati napiiklad v piipads,

kdy zname délku strany « a velikost thlu S.

4.2. Posloupnosti a rady

4.2.1.

Ucebnice nakladatelstvi Prometheus

Druhou oblasti matematiky, na kterou jsem se v ucebnicich zamétila, byly posloupnosti a fady.

Nejprve jsem zkoumala ucebnici od nakladatelstvi Prometheus (Odvarko 1995).

olk[P[B[=x
n | 121 3 [ 1127
m | 141 5 | 18]38
% | 44,4 (3,7 11,1]40,7]100
(%) | 36,8 2,6 | 13,2 47,4100

Tabulka 13. Véty (vlastnosti) v ucebnici Matematika pro gymnazia — Posloupnosti a fady (Odvarko 1995).
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V této oblasti matematiky bylo v u€ebnici podobné zastoupeni vét, které byly dokdzany a téch,
u kterych zadna forma vysvétleni nebyla, tj. 44,4 % (36,8 %) vét s dikazem, 40,7 % (47,4 %)
bez ného. Zapocitame-li vSechny variace rtznych tvrzeni, véty bez dikazu dokonce
pievazovaly. Nicmén¢, z poctu 11 (18) nedokazanych tvrzeni byla 2 (6) udana pouze
informativné, u dalSich 5 (6) z téchto vét se mi dikazy jevi, ze odpovidaji spise vysokoskolské
urovni, jejich vynechéni mi tedy pfipada vhodné. U zbylych tvrzeni bez zadné formy vysvétleni
se bud’ jedna o obdobu dokazanych vét nebo primy disledek predeslych tvrzeni. Tyto pripady
mi ptipadaji jako dobra ptilezitost pro procviceni psani diikazi, v dalsi casti tedy navrhnu jejich
zaclenéni do uloh. Forma dokazanych vét je stejné jako v prvni zkoumané ucebnici od tohoto

nakladatelstvi velmi formalni.

VO | VK | PO | PK | VAO | VAK | OO | OK | PR | ONO | ONK | PD
n 12 7 1 10 0 9 0 0 1 0 1 0
(n) | 12 8 1 11 0 9 0 0 1 0 1 0
% | 148 | 8,6 | 1,2 | 123 0 1,1 | O 0 | 1,2 0 1,2 0
(%) | 143 | 9,5 | 1,2 | 13,1 0 10,7 | O 0 | 1,2 0 1,2 0

LD |Jiné| T
n | 41 | 40 | 81
(m) | 43 | 41 | 84
% | 50,6 |49,4 100
(%) | 512 [488] 100

Tabulka 14. Resené vzorové piiklady v uéebnici Matematika pro gymnazia — Posloupnosti a fady (Odvarko 1995).

U teSenych ptikladl, naproti téch z oblasti goniometrie, kde pfevazovaly jiné lohy tvofici
71,7 % (68,3 %) vSech cviceni, je v této ucebnici zastoupeni diikazovych a jinych uloh témer
identicke, tj. 50,6 % (51,2 %) vuci 49,4 % (48,8 %). Jednim z divodi vySsiho podilu
ditkazovych tloh v této oblasti matematiky povazuji Casté tlohy na matematickou indukci,

ktera se v této ucéebnici zavadi.

Dan¢ dikazové ulohy jsou pestré, avSak znovu chybi ptiklady na ohodnoceni argumentu ¢i
nacrtnuti principu diikazu a ulohy na vymysleni protiptikladu a opraveni chyby jsou zastoupeny
pouze jednou. Analogicky je tomu i s nefeSenymi cvi¢enimi, kde dikazové ulohy mirné
prevazuji, jejich podil na celkovém poctu je ptiblizné 53,6 % (56,7 %). Zastoupeni riznych
typt dikazovych cviceni je kromé podstatnéj$iho rozdilu u uloh typu ,,VO* a ,,VAO* téz

obdobné, jak je zfejmé ze srovnani tabulek 14 a 15.
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VO | VK | PO | PK | VAO | VAK | OO | OK | PR | ONO | ONK | PD
n 2 9 4 17 13 25 0 0 3 1 1 0
(n) | 2 15 | 4 62 14 50 0 0 3 1 1 0
% | 14|64 |29 (121| 93 | 179 | 0O 0 |2,1] 0,7 0,7 0
(%) | 0,756 | 15(231| 52 | 187 | O 0 |1,1] 04 0,4 0

D |Jiné| X
n | 75 | 65 | 140
(m) | 152 | 116 | 268
% | 53,6 |464 100
(%) | 56,7 | 43,3100

Tabulka 15. Ptiklady v u¢ebnici Matematika pro gymnazia — Posloupnosti a fady (Odvarko 1995).

4.2.2. Uc¢ebnice nakladatelstvi Didaktis

Nyni se podivam na téma posloupnosti a fady v ucebnici od nakladatelstvi Didaktis (Zemek

a Zemkova 2017, str. 6-33, 44-59).

O[K[P[B]=x
n| 7 (0] 4|2 ]13
m| 7 o] 14 ] 5 |26
% | 53,8]0][30,8]154]100
(%) | 26,9] 0 |53,8]19,2 1100

Tabulka 16. Véty (vlastnosti) ve vybrané ¢asti uéebnice Matematika pro stiedni Skoly — 9. dil: Posloupnosti, fady,

finanéni matematika — Ucebnice (Zemek a Zemkova 2017, str. 6-33, 44-59).

V kapitolach o posloupnostech a fadach je 53,8 % (26,9 %) vét dokazano, vSechna tvrzeni jsou
obecna. Tyto dikazy jsou napsany spise formalné podobné jako v minulé ucebnici. Zastoupeni
vét, kde je diikaz ponechéan zékovi je 30,8 % (53,8 %), je tedy dostatek moznosti k procvicovani
dokazovani. Asi v tfetin€ pfipadli se jednd o vytvofeni dilkazu analogickym zplsobem
k ptedchozi dokézané vété, ¢imz Zak rozviji pfedevsim korektni tvofeni matematickych texta.
Mezi tvrzenimi bez zadné formy vysvétleni jsou hlavné véty, jejichz dikazy jsou podle mé

vhodnéjsi pro vysokoskolskou uroveil matematiky.

VO | VK | PO | PK | VAO | VAK | OO | OK | PR | ONO | ONK | PD
n | 10 | 6 3 24 3 4 0 0 0 1 0 0
(m) | 10 | 6 3 36 3 4 0 0 0 1 0 0
% |94 |57 |28 (226 28 3.8 0 0 0 0,9 0 0
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(%) 694121248 21 [ 28 [0 o0o]o0o][o07] 0o |o

XD (Jiné| X
n 51 55 | 106

(n) 63 82 | 145
% | 48,1 |51,9] 100

(%) | 43,4 | 56,6 | 100

Tabulka 17. Reené vzorové piiklady a tlohy ,,Zamyslete se ve vybrané &asti u¢ebnice Matematika pro stiedni

Skoly — 9. dil: Posloupnosti, fady, finan¢ni matematika — Ucebnice (Zemek a Zemkova 2017, str. 6-33, 44-59).

Podobné jako u ucebnice od nakladatelstvi Prometheus je zastoupeni feSenych dikazovych
a jinych piikladl velmi vyrovnané, tj. 48,1 % (43,4 %) ku 51,9 % (56,6 %). Tyto ulohy jsou
ruzného druhu, ale znovu nékteré typy tloh chybi Gplné. V nasledujici ¢asti tedy doplnim druhy
uloh, které v uc¢ebnicich nebyly ¢asté. Pridam také grafické zndzornéni vybranych vzorci z této

oblasti matematiky.

4.2.3.  Grafické odvozeni vybranych vzorcii z oblasti posloupnosti a Fad

Pii vytvareni nasledujicich cviceni pro odvozeni vybranych vzorcli jsem postupovala
analogicky jako u ptikladl v goniometrii. V knize Dlikazy beze slov (Nelsen 1993, 2000) jsem
k vzorci nasla piislusny ,,dtikaz bez slov* a ten jsem rozpracovala do formy cvigeni. Zak si tedy

vzorce pomoci obrazkli a pomocného textu mize odvodit sam.

14+2+3+44+5+6=7

(Odvod z poctu puntiku v celém obdélniku.)

®0O00000 OO OO OOO e e e s
obdélniku).

®0[00000 L O e

0000000 00900000

000060000 00006 00O

00000600 000006000
0000000 0000000

Cviceni 7.1. Soucet prvnich n pfirozenych ¢isel Cviceni 7.2. Soucet prvnich n pfirozenych ¢isel
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.IO O O OOO 1+24+3+4+5+6=7 .@OO OOO Odvod vzorec pro n séitanci na zakladé
. . O O O O O (Odvod' z poétu puntiki v celém obdélniku) . . O O O O O mi"lf::?kh p-oznatkﬂ (vyjadfeni jako &ast
Q@00 0000  vekmosstii 0000000 M .
....OOO 6+(6+1)=6%7=42 ....OOO 1+2+...+n=5n*(n+1)
.....OO Ezla;mvnééasl: .....OO

—=2]
0000000 - 0000000

ReSeni 7.1. Soucet prvnich n ptirozenych Cisel Reseni 7.2. Soudet prvnich n ptirozenych ¢isel

. . - — X Na zakladé minulych poznatk( odvod'
Q000000 ... coencveren . . . . . . . e
(Zjisti bez s&itani s&itanci.) vzorec pro soucet nasledujici rady.

gy =7
1434547494+11413=7 1+3+..+(2%n-1)

eooeoe

Cviceni 8.1. Soucet prvnich n lichych ¢isel Cviceni 8.2. Soucet prvnich n lichych ¢isel

. Na zakladé minulych poznatki odvod’

. . . . . . . Jaky je pocet puntiki v daném ¢tverci? . . . . . .
. (Zjisti bez scitani scitancu.) . . . . . . .

vzorec pro soucet nasledujici Fady.

1+3-}-...+(2=|=n—1]|=n2

. 1+34+54+7+94+114+13=7

. Pocet puntika v étverci:
14+3+..+13=72=49

oeo0oe

Reseni 8.2. Souéet prvnich n lichych ¢isel

1
§+x+y+z+...:?

Cviceni 9.1. Soucet geometrické fady Cviceni 9.2. Soucet geometrické fady s kvocientem 1/2
s kvocientem 1/2
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X— M 11,
] g3 1 248
1 2! 1 24
2 27 2
4 1
22 2
1 1

Reseni 9.1. Souget geometrické fady

Reseni 9.2. Soucet geometrické fady s kvocientem 1/2
s kvocientem 1/2

Vyjadri, jak velkou €ast trojuhelniku
tvofi vyznagené plochy:

1 1 1 -
1 + 12 ol 15 +
a
b= (Jak velkou &ast vySrafované plochy tvofi a?)
EBi=
d

Cviceni 10.1. Soucet geometrické fady

Cviceni 10.2. Soucet geometrické fady s kvocientem 1/4
s kvocientem 1/4

Vyjadri, jak velkou &ast trojuhelniku

d

tvofi vyznaéené plochy: A } Fi i B l s - }

v 442" 48" " 3
a —1
T
1
b = F
1
A

: \

d= 4

Reseni 10.1. Soudet geometrické fady

Reseni 10.2. Soudet geometrické fady s kvocientem 1/4
s kvocientem 1/4
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4.2.4. Diikazové ulohy z oblasti posloupnosti a rad

Ulohy:

1. Rozhodni, zda jsou nasledujici formulace spravné. Pokud ne, uprav je do spravné podoby.

a) Posloupnost je funkce, jejimz definicnim oborem je mnozina piirozenych Cisel.
b) Posloupnost (a,, ) =1 je klesajici, pravé kdyz pron € Nje a, > a,41.
¢) Abychom dokazali, ze posloupnost (a,)y=, je shora omezena, staci najit néjaké
realné Cislo, které je vétsi nez kazdy ¢len této posloupnosti.
d) V aritmetické posloupnosti (a,)n=; plati pro kazdé n € N:
a,=a,+n—1) d.
e) Matematické indukce se skladé z nésledujicich krokd.
1. Dokazeme, ze V (n) je platné pron = 1. (V(n) je né&jaké tvrzeni o pfirozenych
¢isel vyjadfené rovnici, nerovnici apod.)
ii. Dokazeme, ze plati V(k)a ze pro vSechna k € N plati implikace:
V(k)=V(k +1).
Spojenim kroki i. a ii. je V(n) dokdzano pro vSechna n.
f) Mame-li geometrickou posloupnost (a,)n=; s kvocientem ¢, pak pro soucet s,
prvnich n ¢lent této posloupnosti plati nasledujici vzorec:
q"—1
q—1

Sp = aq *

ReSeni:

1. Rozhodni, zda jsou nasledujici formulace spravné. Pokud ne, uprav je do spravné podoby.

a) Spravne.
b) Spatné. Posloupnost (a,)sw-, je klesajici, pravé kdyz pro viechna n € N je a,, >
Apy1-
c) Spravne.
d) Spatné. V aritmetické posloupnosti (a,)%-, s diferenci d pro kazdé pfirozené ¢islo
n:
a,=a,+(n—-1) d.
(Jinak nevime, jaky je defini¢ni obor d, z definice diference vime, Ze je to mnozina

realnych cisel.)
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e) Spatné. Matematicka indukce se sklad4 z nasledujicich krokt. (V(n) je tvrzeni o
ptirozenych c¢isel vyjadiené obvykle rovnici nebo nerovnici.)
i. Dokazeme, ze V (n) je platné pron = 1.
ii. Dokazeme, #e—plati ¥V (lk)ya Z7e pro vSechna k € N plati implikace:
V(k)=V(k +1).
Spojenim krokii i. a ii. je V(n) dokdzano pro vSechna n.
(U kroku ii. dokazujeme pouze platnost implikace.)
f) Spatné. Mame-li geometrickou posloupnost (a,)s-, s kvocientem ¢, g # 1, pak pro
soucet s, prvnich n ¢leni této posloupnosti plati nasledujici vzorec:
q"—1
q—1

Sp = aq *

I'Jlohy:

2. Rozhodni, zda plati. Pokud vyrok neni platny, najdi protiptiklad.

a) Pokud je posloupnost shora omezena, pak je nerostouci.

b) Pro kaZzdou posloupnost existuje takové d € R, ze po pficteni tohoto C¢isla
k jakémukoli €lenu posloupnosti, ziskdme jeho nésledujici ¢len.

c¢) Nasledujici vzorec miizeme pouzit pro soucet prvnich n ¢lenil jakékoli aritmetické

posloupnosti (@) y=q:
n
Sn = E* (aq + ay).

d) Geometricka posloupnost (a,)n=; s kvocientem g je klesajici, pravé kdyz
a,>0ANg<1.

e¢) Kazda posloupnost (a,,)s=; ma pravé jednu vlastni limitu.

f) Geometrickd posloupnost (a,)n=; je konvergentni s limitou rovnou 0 pouze

v pfipadé, ze pro kvocient ¢ plati:

0< g<l1.

ReSeni:
2. Rozhodni, zda plati. Pokud vyrok neni platny, najdi protiptiklad.

o)

a) Neplati. Naptiklad posloupnost (ﬁ) je shora omezena a zaroven je rostouci.
n=1

1. Posloupnost je shora omezena, existuje tedy redlné Cislo, které je vétsi nez

vSechny ¢leny posloupnosti:
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n
n+1
n<n+1,

0<1.

<1,

ii. Posloupnost je rostouci, tj. pro vSechna n € N plati:
by, < bpy1.
Plati tedy

n < n+1
n+l (nm+1)+1’

n*x(n+2)< n+1)2?
n+2n<n?+2n+1,
0<1.

b) Neplati. Pravda jen pro aritmetickou posloupnost. Neplati naptiklad pro posloupnost

m*xm+1D)pqia; = 2,a, =6,a3 =12, ...

c) Plati.

d) Neplati. Nestaci, aby byl kvocient mensi nez 1, musi byt také vétsi nez nula, tedy
0<g<l1.

Vyrok tedy neplati naptiklad pro posloupnost, kterd ma g = —0,5 a a; = 4, ta neni ani

klesajici ani rostouct.

e) Neplati. Existuji posloupnosti, které nemaji zadnou vlastni limitu, naptiklad (2™),-;.

f) Neplati. Naptiklad posloupnost, kterd mad g = —0,5 a a; = 4, je také konvergentni

s limitou v nule, na obrazku vidime prvnich par ¢lent:
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Ulohy:
3. Nacrtni princip dikazu.

a) Posloupnost (a,)n=, je neklesajici, pravé kdyz pro vSechnan € N je a, < ap4q.

b) Kazda rostouci posloupnost je neklesajici.

ReSeni:

3. Nacrtni princip dikazu.

a) Posloupnost (a,)n=, je neklesajici, pravé kdyz pro vSechnan € N je a, < apqq.
Princip dukazu:

Z definice neklesajici posloupnosti vime, ze posloupnost je neklesajici, pokud pro kazda
dvé ptirozena Cisla r, s plati, Ze pokud r je mensi nebo rovno s, pak a, je mensi nebo
rovno ag. Vezmeme tedyr =nas=n+ 1.

b) Kazda rostouci posloupnost je neklesajici.

Princip dvkazu:

Odvozeni z vét o rostouci a neklesajici posloupnosti. Pokud je posloupnost rostouci, tak
kazdy nasledujici prvek je vétsi nez prvek predchozi. Tim je vSak splnén i poZadavek
neklesajici posloupnosti, Ze je kazdy nésledujici prvek vétsi nebo roven prechozimu

prvku.
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Z.avér

V této praci jsem zkoumala, jak velky duraz je kladen na dikazy a dokazovani ve Skolské
matematice. Zjistila jsem, Ze v evropském vzdélavacim ramci se tento diraz na dokazovani
a schopnosti s tim spojené objevuje pomémné zietelné. V ¢eském rdmcovém vzdelavacim
programu uz vSak toto zaméfeni neni tak jasné stanovené, coz miize znamenat, Ze ani
v samotném vyucovani dokazovani nemusi hrat tak vyznamnou roli. Dale jsem se zabyvala
vybranymi ¢astmi uCebnic nakladatelstvi Prometheus a Didaktis. Zde se dikazy stézejnich vét
danych oblasti ne vzdy vyskytovaly, n¢kdy i1 pfestoze existuje zakim pfistupny dikaz
(pfedevsim u goniometrickych vét ucebnice Didaktis). Ucebnice nakladatelstvi Prometheus
obsahovaly hlavné ditkazy formalni a jasn¢ oddélené od ostatniho vykladu, kdezto v u¢ebnicich
nakladatelstvi Didaktis byly diikkazy méné formdlni, ¢asto nastinéné v ramci textu, bez jasného
oznaceni, ze se o ditkaz jedna. V obou ptipadech §lo predevsim o dikazy formou psaného textu,
popripade s nazornymi obrazky. V dalsi ¢asti jsem tedy vytvofila cvi¢eni pro odvozeni nékolika
zakladnich matematickych vét, které jsou pojaté graficky a které maji za ukol ucebnice obohatit
o jiny piistup k dokazovanym tvrzenim. Ulohy souvisejici s dokazovanim se také objevovaly
v obou ucebnicich, sice neptevazovaly, ale domnivam se, ze jejich mnozstvi dava dostatecné
prileZitosti k jejich zafazeni do vyuky. Tyto Glohy byly rizného druhu, doplnila jsem je vSak
jesté o ty zaloZzené na procvicovani pifesnych matematickych formulaci, rozhodovani
o pravdivosti tvrzeni a nalezeni protiptikladu, vSechny s cilem rozvijet matematické
vyjadfovani a kritické schopnosti zakt. Zalezi vSak predevsim na uditeli, jakym druhtim uloh

da pti vyuce prednost.
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