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Uvod

Vzhledem k tomu, Ze mymi studijnimi obory jsou matematika a informac¢ni vychova,
rozhodl jsem se zvolit takové téma své diplomové prace, které by spojovalo oba tyto
obory. Zaroven jsem chtél zpracovat téma, které¢ by bylo mozno pouzit pfimo ve vyuce
matematiky za vyuziti ICT. V soucasné dob¢ se hodné¢ hovoii o aplikaci pocitacové
techniky ve vyuce matematiky, a proto si myslim, ze by tato prace mohla slouzit 1 jako
prakticka ptirucka pro ucitele matematiky, kteii by radi své hodiny aktivizovali pomoci
ICT.

Cilem prace tedy je vytvorit metodickou ptirucku pro uZivatele, kteti by méli zajem
naucit se pracovat s 3D objekty v programu GeoGebra, konkrétnéji s platonskymi télesy.
Jak tento program, tak dané téma lze vyuzit také pifi vyuce geometrie na zakladni i stfedni

skole.

Teoreticka ¢ast prace je rozdélena na dvé kapitoly. Prvni kapitola je zamétena na Zivot
Platona a na pét platonskych téles. Soustfedim se zde na vysvétleni, co jsou platonska
télesa, kolik jich je, jaké maji vlastnosti a vztahy mezi sebou a jaké dal$i pojmy jsou

s témito télesy spojeny.

Ve druhé kapitole se zamétuji na program GeoGebra, konkrétnéji na jeho vyvoj,
zakladni popisy a vysvétleni jednotlivych néstroji pfi praci s 3D objekty. Dale je zde

zminéna 1 mozZnost vyuziti mobilni aplikace 3D graficka kalkulacka.

Praktickou ¢ast prace tvofi tieti a ¢tvrtd kapitola. Ve tieti kapitole ukazuji, jak sestrojit
jednotliva platonska télesa v programu GeoGebra. U kazdého télesa existuje nékolik

zpiisobt, jak jej zkonstruovat.

Ve ¢tvrté kapitole popisuji prace s platonskymi télesy, jako naptiklad sestrojeni siti
téles nebo vypocet obecného objemu téles, kdyz je znam pouze polomér kulové plochy

opsan¢ télesu, a jiné.



I. Teoreticka ¢ast

1. Platon

1.1 Zivot Platéna

Recky filozof, pedagog a matematik Platon, jehoZ pravé jméno bylo Aristoklés, se
narodil roku 427 pf. n. l. v Athénach do velmi zdmozné rodiny. Byl vojakem a dvakrat
vyhral Isthmické hry — starofeckou soutéz potfddanou na pocest boha Poseidona. Na
téchto hrach se soutézilo v atletice, jezdectvi, ale navic také v recitaci a hudbé. Zvlastnosti
je, ze pouze na téchto hrach se soutézilo i v malifstvi. Platon byl odbornikem hlavné
Vv zapase. Nebylo zvykem, aby takové dospivani vedlo k zivotu filozofa. Za svého mladi
se setkal se svym budoucim ucitele Sokratem. Pod jeho vedenim nalezl zalibeni
v ,,dialektické* hife — rozmlouvani — a ptfechazel od pouhé debaty k podrobné analyze

a plodné diskuzi. Stal se z n&j vyznava¢ moudrosti a svého ucitele Sokrata (Durant, 2003).

V Platénovych osmadvaceti letech Sokrates zemiel, coZ mélo poznamenat kazdou
oblast jeho mysleni. Naplnil jej obrovsky odpor k demokratickém zfizeni, k ldze,
a dokonce i k jeho vlastnimu aristokratickému ptivodu. V tomto obdobi se snazil hajit
odkaz svého ucitele, coZ mu vyneslo podezirani ze strany demokratickych vidci. Jeho
pratelé na ng naléhali, Ze Athény pro né nejsou bezpecné, a tak se roku 399 pf. n. 1.

Platon rozhodl z Athén odejit (Durant, 2003).

Neni zcela jisté, kde se pohyboval, ale mnoho odkazu tika, ze se nejdiive vydal do
Egypta, kde zacal psat své dilo ,,Utopie“. Dale pak cestoval na Sicilii a do Italie, kde se
na néjaky cas piipojil ke Skole, kterou zaloZzil dalsi zndmy matematik Pythagoras. Platon
cestoval 12 let, z kazdého mnozného zdroje informaci sbiral cenné védomosti, zastavil se
u kazdé svatyné a vyzkousel kazdou viru. Podle nékterych zdroju odcestoval do Judey
nebo si naSel cestu az na biehy Gangy. Do Athén se vratil v roce 387 pf. n. l. a zaloZil
slavnou Akademii, ktera pietrvala az do roku 529 n. 1. Vroce 347 pt. n 1. Platon
v Athénach umira (Durant, 2003).



1.2 Platonska télesa

V dobé, kdy Platon psal své dilo ,,Timaios*, se matematika a filozofie navzajem
vyznamn¢ ovliviiovaly. V tomto svém dile tika, Ze svét je vytvofen vesmirem a Ctyimi
zivly (ohen, voda, zem¢ a vzduch), a dal je do souvislosti s péti pravidelnymi mnohostény
v prostoru — Ctyistén, Sestistén — krychle, osmistén, dvanactistén a dvacetistén. Z toho
divodu vznikl pojem platonskd télesa. Na jeho nazory navazal ve 4. stoleti pf. n. l.
Theaitetos z Athén, ktery popsal geometrické konstrukce platonskych téles a dokazal, ze

jich neni vic nez pét (Bedvat, Stoll, 2005).

Z matematického hlediska povazujeme platonskd télesa za pravidelné konvexni
mnohostény v prostoru. Aby bylo téleso konvexni, musi pro néj platit Eulerova véta:
Necht' je dan libovolny mnohostén, pocet jeho vrcholii oznacime V, pocet jeho stran
S a pocet jeho hran h, pak jej miizeme nazvat konvexnim mnohosténem, pravé kdyz plati:

v +s—h =2 (Kodejska, 2017).

Kazdému z péti pravidelnych mnohosténti v prostoru je mozné opsat i vepsat kulovou
plochu. Také je mozné kazdému télesu sestrojit kulovou plochu, ktera protina stredy
jednotlivé hran. Stredy vSech takovych kulovych ploch lezi v t€Zisti daného télesa, tudiz

vSechny tfi kulové plochy jsou soustedné.

1.2.1 Ctyf¥stén

Ctyistén neboli tetraedr (Obr. 1) je téleso tvofené &tyfmi rovnostrannymi
trojuhelniky. V kazdém vrcholu se setkavaji téi z nich. Z nazvu je ziejmé, ze ma téleso
Ctyfi stény, dale mé Sest hran a Ctyfi vrcholy. Platon tento tvar spojil s Zivlem ohné prave
kvali pronikavé ostrosti hran a vrcholi a také proto, ze je nejzakladné;si
a nejjednodussi z pravidelnych téles. Recky nazev pro &tyfstén je puramis a je z néj
odvozeno slovo pyramida. Zajimavosti jisté¢ je, ze fecké slovo pro oheni je pur
(Ashton, 2015).



Obr. 1 - Ctyfstén

Télesu ptislusi tii sféry: kulova plocha opsana télesu, kulova plocha vepsana télesu
(zminéno jiz diive) a kulova plocha prochazejici stfedy hran (Obr. 2). Polomér kulové

plochy vepsané je jedna tfetina poloméru kulové plochy opsané (Ashton, 2015).

Obr. 2 - kulova plocha opsana ¢tyf'sténu, kulova plocha vepsana ¢tyisténu a kulova plocha

prochézejici stiedy hran Ctyfsténu

1.2.2 Sestistén

Recky néazev pro toto téleso je hexaedr a je znamgjsi pod pojmem krychle (Obr. 3).
Krychle ma Sest stén, dvanact hran a osm vrchold. Dale pak kvtli tomu, ze je krychle,
stabilni ji Platon ptifadil k Zivlu zemé, a také proto, Ze jeji stény jsou otoceny dopiedu,
dozadu, doleva, doprava, nahoru a dolii, coz odpovida Sesti smerim: sever, jih, vychod,
zapad, zenit a nadir. Zenit (neboli nadhlavnik) je astronomicky bod na obloze, ktery se
nachazi ptimo nad pozorovatelem stojicim na povrchu Zemé. Zenit je priasecikem

kolmice na horizontalni rovinu pozorovaciho mista s nebeskou sférou. Nebeskou sféru si



1ze ptedstavit jako kouli nebo polokouli, v jejimz stfedu je pozorovatel, ktery se diva na
no¢ni oblohu. Nadir (neboli podnoznik) je opakem zenitu. Tedy v astronomii je to bod,
ktery lezi pfimo pod pozorovatelem, na ¢asti nebeské sféry, kterou nemutze pozorovatel
vidét. Nadir, stejné¢ jako zenit, je prusecikem kolmice na horizontdlni rovinu

pozorovaciho mista s nebeskou sférou. (Ashton, 2015).

Obr. 3 - Krychle

Krychle je oznaovéna za dokonalé téleso, protoze ma Sest stén a Cislo Sest je praveé
prvnim  dokonalym  cislem. To znamena, ze je souctem svych délitelt
(1 +2 + 3 =6). Pokud se sectou vSechny hrany krychle s jejich sténovymi thlopti¢kami
a t€lesovymi thlopfickami, dostane se ¢islo dvacet osm. Dvacet osm je druhé dokonalé
cislo (L +2+4+7+ 14 =28). Jak uz bylo zminéno, i u krychle Ize sestrojit tii soustiedné
kulové plochy — kulovou plochu opsanou krychli, kulovou plochu vepsanou krychli

a kulovou plochu prochazejici stfedy hran krychle (Obr. 4). Polomér kulové plochy
opsané krychli je v/3 krat vétsi nez polomér kulové plochy vepsané (Ashton, 2015).

Obr. 4 - kulova plocha opsana krychli, kulova plocha vepsana krychli a kulova plocha

prochazejici stiedy hran krychle
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To, Ze jsou poloméry v poméru 1:4/3, bude nyni dokazano. Strana krychle se definuje
jako 1. Potom polomér kulové plochy opsané télesu bude ?, protoze je to polovina délky

télesové uhlopticky, a polomér kulové plochy vepsané télesu bude x. Spojenim stiedu

krychle (bod T), stfedu jedné stény (bod S) a vrcholu (bod B) vznikne pravouhly
trojihelnik BST (viz Obr. 5).

B

Obr. 5 — Krychle s pravouhlym trojuhelnikem
Velikost tisecky BS je rovna poloving velikosti sténové uhlopticky, tedy g VyuZzitim
Pythagorovy véty se snadno vypocita velikost Gisecky ST:

2

2 =(9) - (D)
x2=3_1

4 4
x=1

2

Pomér velikosti poloméru kulové plochy vepsané télesu ku poloméru kulové plochy
L ex . 1. 43 - . ‘ “ . :
opsané télesu je e 1: /3. Tim je dokazano, Ze polomér kulové plochy opsané

krychli je v/3 krét vétsi nez polomér kulové plochy vepsané krychli.

11



1.2.3 Osmistén

Osmistén neboli také oktaedr (Obr. 6) je tvofen osmi rovnostrannymi trojuhelniky,
a proto md osm stén, dvanact hran a Sest vrcholii. Platonem mu byl pfifazen Zivel
vzduchu, protoze jej povazoval za ptechod mezi ohném a vodou neboli Ctyfsténem

a dvacetisténem. Objev tohoto télesa se pripisuje Theaitetovi z Athén (Ashton, 2015).

Obr. 6 - Osmistén

Na Obr. 7 jsou znazornény kulové plochy opsané a vepsané télesu a kulova plocha,

ktera se dotyka stfedii hran. Poloméry kulovych ploch opsané a vepsané tomuto télesu

jsou ve stejném poméru jako u krychle, tedy v/3: 1(Ashton, 2015).

de@

Obr. 7 - kulova plocha opsana osmisténu, kulova plocha vepsana osmisténu a kulova plocha

prochazejici stiedy hran osmisténu

Duikaz, ze velikosti poloméri kulové plochy opsané a vepsané osmisténu jsou

v poméru v3: 1, bude nyni piedlozeno. Opét bude strana osmisténu definovana jako 1.

Velikost poloméru kulové plochy opsané télesu se rovna poloving velikosti uhlopiic¢ky

12



¢tverce ADEC, tedy g (viz Obr. 8). Pro zjisténi velikosti isecky CT je nutno z jedné stény
osmisténu vytvofit pravothly trojuhelnik. V tomto trojuhelniky se pomoci Pythagorovy

véty vypocita velikost § vysky trojuhelniku, tedy |CT| = ? Spojenim stfedu osmisténu

A%

trojtthelnik CTO (viz Obr. 8).

Obr. 8 — Osmistén s pravouhlym trojuhelnikem

Pouzitim Pythagorovy véty se vypocita velikost poloméru kruhové plochy vepsané

télesu, tedy usecky x:

2

o (@ (9
x2 ==

6
L L_YE

Ve 6

Pomér mezi poloméry kruhové plochy opsané a vepsané télesu je:

2 6 6 6 ) NG 6 2 1
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1.2.4 Dvanactistén

Dvanactistén, jinak také dodekaedr (Obr. 9) je tvofen dvanacti pravidelnymi
péetitthelniky. Mé dvanact stén, tficet hran a dvacet vrcholl, v kazdém z nich se setkavaji
pravé tii stény. Jelikoz Platon uz vSechny zivly prifadil k ostatnim télesiim, ve svém dile
,»T1maios‘ k tomuto télesu zdhadné napsal: ,, Zbyld pata konstrukce, kterou Biith pouzil na
vyzdobeni celého nebe souhveézdimi“. Z této véty bylo vydedukovano, Ze tomuto télesu

odpovida vesmir — kosmos (Ashton, 2015).

<

Obr. 9 - Dvanactistén

Je-li dvanactistén polozen na vodorovnou plochu, pak budou jeho vrcholy lezet ve

¢tyfech vodorovnych rovinach, které rozd€luji dvanactistén na tii ¢asti (viz Obr. 10).

Obr. 10 — Dvanactistén rozdéleny rovinami
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Téleso ma opét tii sféry (viz Obr. 11): kulovou plochu opsanou télesu, kulovou plochu

vepsanou télesu a kulovou plochu prochazejici stiedy hran (Ashton, 2015).

Obr. 11 - kulova plocha opsana dvanactisténu, kulova plocha vepsana dvanéctisténu a kulova

plocha prochazejici stiedy hran dvanactisténu

1.2.5 Dvacetistén

Recky nazev pro dvacetistén je ikosaedr (Obr. 12). Sestavé z dvaceti rovnostrannych
trojihelnikt, ma tedy dvacet stran, tficet hran a dvanact vrchold. Jak jiz bylo zminéno,
Platon tomuto télesu piifadil Zivel vody, a to proto, Ze kdyz je ze stejnych trojuhelnikd
sestrojen Ctyfstén, osmistén a dvacetistén, tak pravé dvacetistén z nich bude nejvetsi.
Protilehlé stény dvacetisténu tvofi tzv. zlaty obdélnik, coz je obdélnik, jehoz strany jsou

VvV poméru zlatého rezu — vice v kapitole 1.5 (Ashton, 2015).

Obr. 12 - Dvacetistén

15



Zajimavosti je, ze pokud jsou spojeny oba konce jedné hrany se sttedem dvacetisténu,
vznikne rovnoramenny trojuhelnik a tento trojuhelnik je podobny s trojuhelniky, které

tvoti stény Velké pyramidy v Gize v Egypt¢ (viz Obr. 13).

Obr. 13 — Dvacetistén s rovnoramennym trojihelnikem

Jak je vidét na Obr. 14, ma i dvacetistén kulové plochy opsané a vepsané dvacetisténu

a také kulovou plochu, ktera prochazi stiedy hran télesa (Ashton, 2015).

Obr. 14 - kulova plocha opsana dvacetisténu, kulova plocha vepsana dvacetisténu a kulova

plocha prochazejici stiedy hran dvacetisténu

1.3 Pouze pét platonskych teles
Nyni bude dokazano, Ze platonskych téles je opravdu pouze pét. Dulezité je si
uvédomit, Ze pravidelny mnohouhelnik ma shodné strany i uhly, pravidelny mnohostén

ma shodné stény a nerozliSitelnost vrcholll. NerozliSitelnost vrcholl 1ze chapat tak, Ze
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jeden vrchol je mozno prevést pomoci symetrie objektti na druhy. Jedinymi konvexnimi
pravidelnymi mnohostény je pravé pét platonskych téles, coz je vysvétleno nize

(Ashton, 2015).

Aby se mohl vymezit prostorovy thel, budou vzdy zapotiebi alespon tii
mnohouhelniky. Nelze sestrojit takové téleso, kde by se u jednoho vrcholu setkavaly
pouze dvé stény — mnohouhelniky. Pro Ctyfstén, osmistén a dvacetistén pouzijeme
rovnostranné trojuhelniky a prostorovy thel je mozno vymezit pravé se tiemi (Obr. 15),
¢tyfmi (Obr. 16) a péti (Obr. 17) trojuhelniky okolo jednoho bodu. Se Sesti trojuhelniky
by vysledek lezel uz v roviné (Obr. 18) (Ashton, 2015).

S A A

Obr. 15 — Pouziti tif rovnostrannych trojtthelniku Obr. 16 — Pouziti ¢tyf rovnostrannych trojuhelniku
Obr. 17 — Pouziti péti rovnostrannych trojuhelniku Obr. 18 — Pouiti Sesti rovnostrannych trojithelniku

U obrazkt 16 a 17 Ize vidét, Ze jsou to jen ¢asti danych platonskych téles, osmisténu,
respektive dvacetisténu. Pouziji-li se tii ¢tverce, vytvoii se polovina krychle (Obr. 19),
pii pouziti ¢tyt ¢tvercu (Obr. 20) bude podobny zavér jako u Sesti trojuhelnikd, tedy
vysledek by se zobrazil do roviny. Tfi pravidelné pétithelniky, které se setkavaji
Vv jednom bod¢, maji pouze jedno feseni velikosti prostorového thlu (Obr. 21). Pro tfi
pravidelné Sestithelniky, které maji jeden spole¢ny bod, lezi uz vysledek v roviné
(Obr. 22), a je tedy jasné, Ze dal$i mnohouhelniky nemohou byt pouzity. Jelikoz se

pomoci pravidelnych mnohouhelnikii vymezilo pouze pét prostorovych uhli, existuje

pravé pét konvexnich pravidelnych mnohosténd (Ashton, 2015).

17
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Obr. 19 — Pouziti tii tverct Obr. 20 — Pouziti &tyr ¢tverci
Obr. 21 — Pouziti t¥ pétiahelnikt Obr. 22 — Pouriti ti{ Sestichelnik(

Pokud se zda tento diikaz pfilis slozity, je zde i jiné, jednodussi vysvétleni. Z obrazku
23 lze vidét, ze minimalné tii stény té€lesa maji spole¢ny praveé jeden vrchol. Vnitini ahly,
které maji spole¢ny pravé jeden vrchol musi byt v sou¢tu mensi nez 360° (Obr. 24).
Obrazek 25 ukazuje, ze pokud by byl thel roven 360°, pak se tvar ,,vyrovnd“ — zobrazi
se do roviny (Pierce, 2018).

n v il

Obr. 23 — Spole¢ny vrchol stén Obr. 24 — Spole¢ny vrchol thld Obr. 25 — Vyrovnani tvaru

Jelikoz jsou stény platonskych téles pravidelné mnohostény, pak ptipadaji v tvahu

pouze nasledujici moznosti:

Rovnostranny trojahelnik, jehoZ vnitini tthly maji velikost 60°, dava:
e Tti trojuhelniky setkavajici se v jednom vrcholu (3 - 60° = 180°)
e Ctyfi trojuhelniky setkavajici se v jednom vrcholu (4 - 60° = 240°)

® Nebo pét trojuhelnikil setkavajicich se v jednom vrcholu (5 - 60° = 300°)

18



Ctverec, ktery ma velikost vnitinich thlé 90°, umoZiuje pouze jednu variantu:

e Tii étverce setkavajici se v jednom vrcholu (3 - 90° = 270°)

Pravidelny pétiuhelnik, jehoz vnitini thly maji velikost 105°, davaji opét pouze jednu
moznost:

e Tii pétithelniky setkavajici se v jednom vrcholu (3 - 108° = 324°)

Pravidelny Sestiuhelnik, ktery ma vnitini thly o velikosti 120°, nebude mozno
sestrojit v prostoru, protoze 3 - 120° = 360°, a tudiz by se tvar zobrazil do roviny. Z toho
jasné vyplyva, ze pravidelny pétiuhelnik je nejvétsi mozny pravidelny mnohouhelnik,

ktery je mozno pouzit pro vytvoieni pravidelného télesa (Pierce, 2018).
Shrnuti téchto vysledkd zobrazuje Tabulka 1:

Tabulka 1 — Shrnuti vysledkt vlastnosti pravidelnych mnohosténi

Utvary setkavajicise | Uhly se spole¢nym
_ Téleso
v jednom vrcholu vrcholem
) Ctyistén
3 trojuhelniky 180°
(tetrahedron)
) Osmistén
4 trojuhelniky 240°
(octahedron)
Dvacetistén
5 trojuhelnikt 300° ]
(icosahedron)
Sestistén
3 &tverce 270°
(krychle)
Dvanactistén
3 pétiuhelniky 324°
(dodecahedron)
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1.4 Pary platonskych téles

Existence part neboli také dualita pravidelnych mnohosténti znamena, ze Ize jednomu
télesu vepsat téleso druhé, a to takovym zpiisobem, Ze vrcholy jednoho télesa jsou
zaroven stfedy stén druhého télesa. Z toho vyplyva, Ze je nutné, aby pocet vrcholl

jednoho t€lesa byl stejny jako pocet stén té€lesa druhého a naopak (Ashton, 2015).

Jako prvni bude popsan Ctyi'stén. Spojenim stiedt jeho stén se vytvoii dalsi Ctyfstén,

a tedy Ctyfstén je dualni sam se sebou (Obr. 26).

+

Obr. 26 — Dualita ¢tyisténu

Ze spojeni stiedt stén krychle vznikne osmistén a stejné tak ze spojeni stfedd stén

osmisténu vznikne krychle (Obr. 27).

&

Obr. 27 — Dualita Sestisténu a osmisténu
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Zbyvaji posledni dvé télesa, dvanactistén a dvacetistén, ktera jsou navzajem dualni

(Obr. 28).

Obr. 28 — Dualita dvanactisténu a dvacetisténu

1.5 Zlaty rez
V kapitole 1.2.5 byl zminén tzv. zlaty obdélnik a zlaty rez. V této kapitole budou tyto

dva pojmy vice pfiblizeny, protoze maji spojitost s platonskymi télesy.

Zlaty rez je pojem s téméf pétitisiciletou historii sahajici az do starého Egypta, kde se
pouzival pfi stavbé pyramid. Prvni pisemné zminky 0 tomto pricnipu pochazeji z dila
feckého matematika Euklida — ,,Zaklady*. Zlaty rez je rozd¢leni iseCky na dva dily tak,
7e pomér veEtsi Casti useCky Ku mensi Casti iseCky je roven poméru celé tiseCky k veétsi

¢asti usecky (Obr. 29). Tomuto poméru se fika zlaty pomeér (Livio, 2006).

d
= -
1 1
:__. X a-x .'Ju
@ o )

Obr. 29 — Rozd¢€leni usecky v poLr.néru zlatého fezu
Vztah pro zlaty pomér je: ﬁ = % Tento pomér je dan konstantou, kterd je nazyvana

1+V5

2

zlaté cislo, znaCi se feckym pismenem ¢ a jeho hodnota je ¢ = = 1,618033989 ...

Existuje nékolik zptsobu, jak sestrojit zlaty fez. Na obr. 30 je zkonstruovan jeden

z moznych zpisobu sestrojeni zlatého rezu v programu GeoGebra.
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Postup:
AB; libovolné velikost
g;9 1L AB
E ;|BE| = |AB|

D;D€knAE
I;1(4;1AD])

1
2
3
4. k;k (E;|BE))
5
6
7. C;C€elnAB

Obr. 30 — Konstrukce zlatého fezu

Bod C deli Gsetku AB Vpoméru zlatcho femu. Tedy o= =15

Protoze trojuhelnik ABE je pravothly, pak |BE| = a a |AB| = 2a. Pouzitim Pythagorovy

vety se zjisti:

|AE| = \/|AB|2 + |BE|2 =V4 a2 + a2 = a5

Dale,

|AD| = a-V5—|BCl=a-V5—a=a-(V5-1) = |AC|
Nasledné,

|IBC| =2a—-]AC|=2a—a-(V5—-1)=a-(3-5)
Prava strana vztahu pro zlaty pomeér je % (viz vyse), tedy:

2a _  2a 2 2(V5+1) _ 1+
lac| — a(vV3-1)  (V5-1) 4 2

A to se musi rovnat levé strané vztahu pro zlaty pomér ﬁ (viz vyse), tedy:

lac| _ a(¥5-1) _ 2:(1+V5) _ 1+V5
IcB|  a(3—V5) 4 2

Je dokazano, ze bod C déli tisecku AB Vv poméru zlatého rezu.
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Pojem zlaty rez byl zaveden hlavné kvili odvozenému pojmu zlaty obdélnik. Je to
obdélnik, jehoz strany jsou v poméru zlatého rezu. Vyskytuje se u dvou platonskych téles,
konkrétn¢ u dvanactisténu a dvacetisténu. U dvacetisténu zlaty obdélnik vznikne
spojenim dvou protilehlych stén. Vezmou-li se tii zlaté obdélniky, které lezi v navzajem
kolmych rovinach, vytvoii dvanéct vrcholii dvacetisténu. Prasecikem téchto obdélnika je
stied ikoseadru (Obr. 31). Vychazi se z poznatki o pravidelném pétitihelniku, které jsou
popsany v kapitolach 4.2.2.4 a 4.2.2.5. Ve dvanactisténu se sestroji zlaty obdélnik
spojenim protilehlych sttedt stén (Obr. 32). Obou teélesiim je mozno vepsat tf1 navzajem

kolmé zlaté obdélniky (Livio, 2006).

Obr. 31 — Zlaté obdélniky ve dvacetisténu

Obr. 32 — Zlaté obdélniky ve dvanactisténu
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2. Program GeoGebra
Program GeoGebra lIze definovat jako dynamicky matematicky software. Spojenim
geometrie, algebry, tvorby grafl, statistiky a tabulkového procesoru do jednoho baliku je

umoznéno GeoGebru vyuzivat na v§ech urovnich vzdélavani. (GeoGebra, 2013)

V roce 2001 Markus Hohenwarter vyvinul GeoGebru na univerzit¢ v Salzburgu jako
program pro vyuku a uceni matematiky. Tento program ziskal nékolik ocenéni za
nejlepsi  vzdélavaci software a je mozné ho bezplatné ziskat na adrese:
https://www.geogebra.org/, a to pro operaéni systémy Microsoft Windows, Linux a Mac
OS X (GeoGebra, 2013).

Nejnovéjsi verzi je GeoGebra Klasik 6. V této se bude pracovat s verzi GeoGebra
Klasik 5.

Pii spusténi programu se zobrazi hlavni okno, které si miize uzivatel dle vlastnich
potieb uspofadat. Pro potieby této prace je nutné si zobrazit Graficky nahled 3D, a to je
mozno udélat dvéma zpusoby. Prvni zpisob je, Ze se v panelu Menu najde moznost
Zobrazit a pot¢ se klikne na Graficky nahled 3D. Druhy zpusob je pouziti
klavesové zkratky CTRL+SHIFT+3. Nasledné se zobrazi okno, které uzivatel potiebuje
(viz Obr. 33). Jelikoz tvirci GeoGebry chtéli, aby se s programem pracovalo co nejlépe,
jsou zde dvé moznosti, jak s nim pracovat: bud’ za pomoci mysi, kdy se pod panelem
Menu z Panelu nastroja zvoli néktery z nastroji, anebo se mohou zadavat ptikazy do
Vstupniho pole, které se nachazi ve spodni ¢asti okna. Geometrické objekty, 3D objekty,
se zobrazuji do Grafického nahledu 3D, ktery zaujima nejvétsi ¢ast okna. V levé cCasti
okna se nachazi Algebraické okno, ve kterém se zobrazi seznam vytvotenych objektl
a jejich popis (soufadnice bodu, velikost tUsecek, analytické vyjadieni narysovanych
objektt jako ptimka, kruznice, koule atd.). Zapis konstrukce, ve kterém se objevuji
jednotlivé kroky konstrukce, se nachazi v pravé Casti okna. Jak jiz bylo zminéno dfive,
tak vzhled okna si uzivatel miZze pfizpisobit dle svych predstav, a tedy pro lepsi

viditelnost objektll je mozné Algebraické okno i Zapis konstrukce zavfit.

24



€2 GeoGebra Classic 5 - ] x

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

4 . A
[2] Al Dbl e]») 41@) £IIN w6,
» Algebraické okno X | » Graficky nahled 3D X |~ Zapis konstrukce
SRR
&.[ Nazev| Popis[H

L3 X |0/0

Vstup:

Obr. 33 - Okno programu GeoGebra — Graficka nahled 3D

2.1 Prehled nastrojit v prostiedi GeoGebra pro praci s 3D objekty

Prace s programem je pro uzivatele velice jednoducha. Jen pomoci mysi lze
vytvafet rizné objekty jak vroving€, tak v prostoru. Tyto objekty jsou svazany
vzajemnymi vztahy, a tim vznikaji geometrické obrazce.

Objekty se vytvareji jedinym kliknutim mysi do plochy. Prostiedi je vybaveno
kvalitné zpracovanou napovédou, struéné vysvétlujici pouziti jednotlivych nastroji.
Grafické zpracovani funk¢nich tlacitek je 1 samo o sobé napovédou. Modie oznacené
objekty jsou ty, které musi uZzivatel uz mit vytvorené. Cervené objekty jsou pak ty, jeZ se
vytvoii programem.

Prace s programem je podobna klasickému rysovani pomoci pravitka a kruzitka na
papir nebo na Skolni tabuli. Naptiklad u naro¢néjSiho rysovani rovnobézek staci pouze
vybrat nastroj Rovnobézka, oznacit bod, kterym bude nove vytvofena piimka prochézet,
a poté staci oznacit pfimku, se kterou ma byt vytvoiena pfimka rovnobézna.

GeoGebra se snazi byt pro uzivatele nejvhodné&j$im programem pro praci
s geometrickymi objekty, a proto Ize s hotovymi objekty mysi lehce pohybovat.

vvvvv

tlacitek, kterd maji v dolnim pravém rohu Sipku, pod kterou se skryvaji dalsi tlacitka
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s jinymi funkcemi. Posledni volba uzivatele se po kliknuti stava aktualni a zistava na
tla¢itku zobrazena.

NizZe jsou popsana jednotliva tlacitka v Panelu nastroji.

! Tlacitko Ukazovatko umozni uchopeni jakéhokoli objektu.

7/

] |

e Tla¢itko Bod vytvoii novy bod na pracovni plose. Dale jsou pod timto

tlacitkem skryty moznosti vytvorit Bod na objektu, Priisecik mezi nékolika objekty, Stred

mezi dvéma body a funkce Pripojit/Oddeélit bod.

Pomoci tlagitka PFimka vytvoti program piimku. Dalsi volbami jsou: Usecka,

Usecka s pevnou délkou, Poloprimka, Vektor a Vektor z bodu.

H

Tlacitko Kolmice vytvoti kolmici k pfimce nebo roving. Funkce Rovrnobézka,
Osa uhlu, Tecny z bodu, Poldra a Mnozina bodii jsou dal$i moznosti skryté po timto

tlacitkem.

.

> Mnohouhelnik je tlacitko, které vytvoii libovolny mnohouhelnik podle toho,
kolik bodu bude oznaceno. Toto tladitko v Grafickém nahledu 3D vice moznosti

neskryvaji.

@ Tlacitko Kruznice dand osou a bodem pod sebou skryva tyto funkce: Kruznice
dand stredem, polomérem a smérem, KruZmice dana tremi body, Kruhovy oblouk,
Kruhovy oblouk prochazejici tremi body, Kruhova vysec, Kruhovda vysec k oblouku danad

tremi body, Elipsa, Hyperbola, Parabola a Kuzelosecka dana péti body.

Prunik dvou ploch je samostatné tlacitko bez dalSich moznosti.

E Vybérem tlacitka Rovina prochdzejici tremi body a kliknutim na tfi body se
vytvoii rovina. Dal$imi moznostmi skrytymi pod timto tlac¢itkem jsou: Rovina, Kolma

rovina a Rovnobéznad rovina.

Tlacitko Jehlan pod sebou ukryva nékolik dalsich téles, jako jsou Hranol,
Kuzel, Vilec, Ctyistén a Krychle. Dale tu jsou tlagitka Vytazeni do jehlanu nebo kuzele,

Vytazeni do hranolu nebo valce a Sit.
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Tlacitko Koule zadand stredem a bodem ma pod sebou jesté jednu moznost

pro vytvoteni koule, a to Koule zadana stiedem a polomérem.

2] [&)

Pod tlagitkem Uhel jsou dale skryta tlagitka Vzddlenost, Obsah a Objem.

Tlacitko Rovinnad soumérnost ma pod sebou dalsi funkce, které vytvoii shodna

~]

nebo podobnd zobrazeni: Osovad soumérnost, Stredova soumérnost, Otoceni kolem

primky, Posunuti a Stejnolehlost.
Pro vytvoteni textu je vhodné pouzit samostatn¢ lezici tlacitko.

Tlac¢itko Otocit Graficky ndhled 3D umozni libovolné otacet vzniklymi
objekty. Dale jsou zde tlacitka Pohybovat s ndkresnou, pro piipad, Ze chceme zobrazit i
pohled v 2D, Zvetsit, Zmensit, Zobrazit/skryt objekt, Zobrazit/skryt popis, Kopirovat
format, Zrusit a Pohled podle objektu.

2.2 3D graficka kalkulacka

Na webovych strankach GeoGebry (https://www.geogebra.org/) je moznost Si
stahnout mimo jiné i aplikaci 3D grafickd kalkulacka. Tato aplikace je vytvofena
primarné pro mobilni zafizeni, ale lze ji spustit také na pocitaci, a to jako online verzi.
Neni vSak mozné si ji do pocitace stdhnout a pracovat v ni. Kliknutim na tlacitko
»stahnout™ bude stranka presmérovana na stranky Google Play, kde je mozné si aplikaci
stdhnout pfimo do mobilniho zafizeni. Pokud je mobilni zafizeni synchronizované
s pocitatem, jakmile se na svém mobilnim zafizenim uzivatel piipoji k internetu, zacne
se aplikace sama stahovat a po nainstalovani ji mize uzivatel zacit pouzivat. V této

aplikaci je mozno pracovat pouze s 3D objekty, nikoli s objekty v roving.

Po spusténi aplikace na pocita¢i v online rezimu Se v nové karté (pfipadné v novém

okn¢) zobrazi uvodni obrazovka aplikace (viz Obr. 34).
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= GeoGebra 3D Graficka kalkulatka < @ 0

s

+

Obr. 34 - Okno programu 3D Graficka kalkulacka

Nahote vlevo se nachazi rolovaci menu, nazev programu a aplikace. Pod timto jsou
dva znaky, znak kalkulacky a dva geometrické utvary (kruh a trojiihelnik). Pod znakem
kalkulacky se zatim zobrazi pouze textové pole s napisem Vstup. Po kliknuti do textového
pole se zobrazi klavesnice s pomocnymi symboly a ¢isly, kterou uzivatel miize zménit na

pismennou klavesnici (viz Obr. 35).

= GeoGebra 3D Grafické kalkulacka < # @)

o

+

123 fix) ABC apy e X

x
v oo 3

7
4 5
1
o

A o ©
+
|

Obr. 35 - Okno programu 3D Graficka kalkulacka s klavesnici

Po kliknuti na tfi tecky, které lezi v pravé horni ¢asti klavesnice, Se zobrazi napovéda

funkci, jez mize uzivatel potfebovat (viz Obr. 36).
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Matematické funkce Zobrazit online ndpovédu Zaviit

random() Matematické funkce
sqrt(x) cbrt(x) ntaOdmocnina(x, n) z \;iuechny piikazy
abs(x) sgn(x) @ Algebra
arg(x) sdruzene(x) realna(x) Im(x) f Diskrétni matematika
floor(x) ceillx) round(x) desetinnaCast(x) ; :L":k";""& Kalkulus
log(b,x) exp(x) In(x) lglx) 1d(x) ® GeoGebra |
sin(x) cos(x) tg(x) ® Geometrie
® Graf
sec(x) cosec(x) cot(x) ® Kuielosecka
asin(x) acos(x) atan(x) ® Logicke
. ® Pravdépodobnost
asindl) acosdl) atadb) ® Pfikazy pro optimalizaci
atan2(y, x) ® Seznam
sinh(x) cosh(x) tanh(x) ® Skriptovani
@ Statistika
sech(x) cosech(x) coth(x) ® Tabulkovy procesor
asinh(x) acosh(x) atanh(x) ® Text
T @ Transformace e
123 f(x) ABC aBy
X y z m 7 8 9 x +
2 X N e 4 5 6 + -
< > < > 1 2 3 = &
( ) (Eel Y < > «

Obr. 36 — Klavesnice s napovédou

Uzivatel si zvoli funkei podle toho, jakou praci prave potiebuje délat. Pokud uzivatel
zna presny nazev ptikazu, ktery chce pouzit, je jednodussi kliknout na Vsechny prikazy
a tam si potfebny ptikaz najit. Na obr. 37 je zvolen piikaz Dvandctistén a v levé Casti
okna se zobrazi moznosti, jak toto té€leso vytvofit. Princip sestrojeni je stejny jako v plné

verzi programu GeoGebra, ktery je popsan v dalsi ¢asti préace.

Dvanactisten Zobrazit online napovédu Zavrit

Dvanactisten( <Bod>, <Bod> ) DelaunayTriangulace

Dvanactisten( <Bod>, <Bod>, <Bod> ) Deleni

Dvanactisten( <Bod>, <Bod>, <Smér> ) DeliciPomer
Delitele
Delka

DelkaHlavniPoloosy
DelkaVedlejsiPoloosy
Derivace
Determinant
Dokazat
DolniPodstava
DolniSoucet
DoSoustavy
Dvacetisten

Dvanactisten

Obr. 37 — Napovéda — vybrana funkce — dvanactistén
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Pod znakem kruhu a trojuhelniku se zobrazi moznosti zakladnich nastroju
a tvaru, které se mohou pouzit (viz Obr. 38). Po kliknuti na Vice bude zobrazeno vice

moznosti nastrojl.

g & <

Zakladni nastroje

KA ees
N

Upravy
IR |
Body

AN

Pfimky a mnohothelniky

I gl S
e

Telesa

AWOOLE T
B

Obr. 38 — Z4kladni funkce

Prostfedi aplikace v mobilni verzi je dosti podobné, jen samoziejmé zéalezi na
rozlideni displeje zaiizeni. Uvodni obrazovka aplikace (viz Obr. 39) zobrazi pouze 3D
nakresnu. Ve spodni ¢asti obrazovky jsou opét moznosti, které se skryvaji pod znakem
kalkulacky (viz Obr. 40), piikazovy fadek a pod znakem kruhu s trojuhelnikem utvary
k sestrojeni (viz Obr. 41).

= = e =

' RAhdHOwBD
AA ° B
B & A Body
Obr. 39 — Uvodni obrazovka Obr. 40 — Moznosti kalkulacky Obr. 41 — Moznosti utvart
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Il. Prakticka ¢ast

3. Sestrojeni platonskych téles v GeoGebi'e

3.1 Cuistén
Ctyistén je v GeoGebie mozné sestrojit Gtyfmi zpiisoby. Prvni, nejjednodussi
zpusob je, ze se z listy Panel nastrojii vybere kolonka Jehlan a v moznostech, které
jsou ukryty pod touto ikonou, se zvoli Ctyrstén (viz Obr. 42). Pokud kurzor mysi chvili
zlstane na této ikong, pak se zobrazi napovéda, co se ma délat. Nejprve je nutné vybrat
libovolnou rovinu a pak zvolit dva body. Vybrana rovina urCuje rovinu podstavy
StyFsténu a body jsou vrcholy &tyfsténu na této sténd. Po vybrani funkce Ctyristén
a kliknuti na libovolné misto v Grafickém ndahledu 3D se zobrazi bod A a po dal§im
Kliknuti, opét na libovolné misto, se vytvoii bod B a zaroven ctyrstén ABCD

(viz Obr. 43).

@J .é: N asc :G:
@. Jehlan
Ij Hranol

f

VytaZeni do jehlanu nebo kuzele

ﬁ VytaZeni do hranolu nebo vélce

— -

Kuzel

Valec

Ctyfstén

Krychle

® &% @ e

Sit

Obr. 42 - Vybér ikony Ctyistén Obr. 43 - Ctyistén ABCD — pomoci Panelu nastrojt

31



Dalsi zplsoby sestrojeni jsou si dosti podobné. Vsechny se provadéji pomoci

Prikazového radku, ktery je umistén dole v okné programu, kde je napsano Vstup. Pokud

M 6C

je nastavena ceska verze programu, do textového pole staci napsat ,,Cétyfstén™ a hned se

objevi tfi moznosti sestrojeni tohoto télesa (viz Obr. 44).

Ctyrsten{ <Bod=, <Bod> )
Ctyrsten( <Bod=, <Bod=, <Bod= )
Ctyrsten( <Bod=, <Bod=, <5mér=)
Vstup: &tyfstén|

Obr. 44 - Moznosti sestrojeni Gtyfsténu

Prvni moznosti je ,ctyrsten (<Bod>, <Bod>)“. Pro pouziti tohoto postupu je nutné
mit nejprve sestrojené objekty, které program vyzaduje. Témito objekty jsou dva body.
Nejdtive se v Panelu nastroji vybere druha funkce Novy bod a klikne se tam, kde chce
uzivatel mit sestrojen prvni bod, nasledné kliknutim zvoli misto druhého bodu. Jsou
sestrojeny dva body. Do Prikazového radku se zacne opét psat slovo ,,Ctyfstén™ a zvoli se
prvni moznost, stisknutim klavesy Enter. Po stisknuti se ithned oznaéi prvni bod, misto
n¢j se zada nazev bodu, v tomto piipadé to je bod A. Je nutné si davat pozor na velka
a malé pismena. Poté se stisknutim tabuldtoru oznaceni pfesune na dal$i bod, bod B.
Jakmile se zadda nazev druhého bodu, program okamzité vytvoii Ctyfstén ABCD

(viz Obr. 45). Body oznacené ¢ernou barvou jsou body vytvoiené uzivatelem.

D

Obr. 45 - Ctyistén ABCD - pomoci (<Bod>, <Bod>)

Stisknutim pravého nebo levého tlacitka mysi mimo objekty je mozné pohybovat

celou pracovni plochou. K jejimu piiblizeni nebo oddaleni slouzi kolecko u mysi.
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Uchopenim bodu B a potdhnutim doleva nebo doprava je mozno Ctyfstén libovolné
zv€tSovat nebo zmensovat. Bodem C je také mozné hybat, ale tim se bude téleso pouze
otacet podél osy, kterou tvoti hrana AB. Body A a D jsou pevné fixované, kliknutim na

n¢ se bude pouze otacet pracovni plochou.

ato z toho diivodu, Ze se musi vytvofit tfi body, které musi tvofit rovnostranny trojuhelnik
(podstavu ¢tytsténu). Aby byl postup konstrukce co nejjednodussi jsou soufadnice tii
bodu zvoleny nasledovné: A = [1,0,0], B[0,1,0] a C = [0,0,1]. Nyni jsou sestrojeny tfi
body a stejné jako u pfedchoziho postupu, se budou do Prikazového radku postupné
zadavat nazvy vytvorenych bodl pro vybranou moznost sestrojeni. Zadanim posledniho
bodu se vytvofi ¢tyistén ABCD (viz Obr. 46). Body oznacené ¢ernou barvou jsou body

vytvofené uzivatelem.

Obr. 46 - Ctyistén ABCD - pomoci (<Bod>, <Bod>, <Bod>)

Ctvrty a posledni zptisob sestrojeni &ty¥sténu je ,.ctyrsten (<Bod>, <Bod>, <Smer>).
Smérem se mysli vektor. Je nutno sestrojit dva body, které budou urcovat hranu télesa,
avektor. V Panelu nastrojii pod ikonou Primka se nachazi ikona Vektor. Po jejim vybrani

je tieba zadat pocateéni a koncovy bod vektoru. U vektoru je nutno dat pozor, jak je
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sestrojen. Vektor musi byt kolmy k roviné spodni stény télesa, protoze vektor ma
reprezentovat vysku ke spodni sténé télesa a vyska je k této sténé kolma. Pokud by vektor
kolmy nebyl, &tyfstén vytvofeny pomoci tohoto piikazu nebude definovan. Pro
jednoduchost je v prikladu vybran vektor, jehoz pocatecni bod je pocatek soustavy
soufadnice a zaroven je to tfeti bod roviny, ve které bude spodni sténa télesa, a koncovy
bod lezi na ose z, jez je kolma k ose X, na které jsou body A a B. Jelikoz byl za pocateéni
bod vektoru zvolen jiz diive vytvofeny bod A, pak rovina, jejiz soucasti bude spodni sténa
télesa, bude rovina dana osou x a osou y. Na velikosti vektorti nezaleZi, protoze program
si sdm vypocitd, jak ma byt vySka dlouhd, aby vytvofila ¢tyistén. Po zadani bodl
a vektoru program ihned vytvori ¢tyistén ABDE (viz Obr. 47). Bod C byl pouzit jako
koncovy bod vektoru u. Uzivatelem vytvofené body maji barvu €ernou a vektor barvu

zelenou. Zbytek objektil i samotné téleso vytvofil program sam.

Obr. 47 - Ctyistén ABDE - pomoci (<Bod>, <Bod>, <Smer>)
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3.2 Sestistén

Stejné jako Ctyfstén ma i Sestistén (krychle), v GeoGebie ¢tyfi moznosti sestrojeni.
Prvni moznost je opét ikona v Panelu ndstrojit — Krychle, ktera lezi pod ikonou Jehlan.
Postup, jak se k této ikoné dostat, je totozny jako u Ctyfsténu, jen musi byt vybrana funkce
Krychle (viz Obr. 48). Po kliknuti na ikonu sta¢i pouze vybrat dva body, coz budou body

dolni stény krychle. Po urceni pozice druhého bodu program dotvoii krychli
(viz Obr. 49).

@ £ N asc]|i=l>)
& Jehlan
Eg Hranol

T& VytaZeni do jehlanu nebo kuzele

VytaZeni do hranolu nebo vélce

Kuzel

Vdlec

@ &L @ d

Ctyfstén

Krychle

Sit | 1 9 )
Obr. 48 - Vybér ikony Krychle Obr. 49 - Krychle ABCDEFGH — pomoci Panelu nastrojt

Dalsi zplisoby sestrojeni jsou opét pomoci Prikazového radku, ktery po zadani slova

,.krychle® nabidne tfi moZnosti (viz Obr. 50).

Krychle( <Bod=, <Bod= )

Krychle{ <Bod=, <Bod=, <Bod=)
Krychle{ <Bod=, <Bod=, =<5mér= )
Vstup: | krychle

Obr. 50 - Moznosti sestrojeni krychle

Prvni moznost ,,krychle (<Bod>, <Bod>)“ je z téchto tii nejjednodussi a staci si

sestrojit pouze dva body, stejné jako tomu bylo u ¢étyisténu. Po zadani nazvt bodu se
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vytvoii krychle ABCDEFGH (viz Obr. 51). Body, které maji ¢ernou barvu, jsou body

vytvofené uzivatelem, zbyvajici body a téleso dotvofil program sam.

pocitani anebo vyhodné umisténé body. V ptikladu je zvolen bod A jako pocatek soustavy
soufadnic, tedy A = [0,0,0], bod B =[3,0,0] a bod C = [3,3,0]. Tfeti bod musi byt
soucasti spodni podstavy a musi byt umistén tak, aby u bodu B byl thel o velikosti 90°.
Po sestrojeni téchto tii bodu se pouZije Prikazovy rdadek, kam se napisSe slovo ,,krychle®,
a vybere se druhy zpisob sestrojeni. Krychle ABCDEFGH (viz Obr. 52) se vytvoii po
zadani posledniho bodu. Cerné zbarvené body jsou body vytvoiené uzivatelem a zbytek

doplnil program.
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Obr. 52- Krychle ABCDEFGH — pomoci (<Bod>, <Bod>, <Bod>)

Posledni zpusob, jak sestrojit krychli, je ,krychle (<Bod>, <Bod>, <Smer>)“.
Obdobn¢ jako u Ctyfsténu musi byt vektor kolmy k prvni spodni sténé télesa. Po zapsani
nazvu vsech objektt do Prikazového radku pod posledni moznosti sestrojeni program
vytvoii krychli ABDEFGHI (viz Obr. 53). Cerné zbarvené body jsou body, které vytvotil

uzivatel, a vektor je zbarven barvou zelenou. Zbyvajici objekty sestrojil program.
4

Obr. 53 - Krychle ABDEFGHI — pomoci (<Bod>, <Bod>, <Smer>)
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3.3 Osmistéen
Sestrojeni osmisténu je mozné pouze ttemi zpiisoby, a to pomoci Prikazového radku.
Stejné jako u predchozich dvou téles je tieba napsat nazev télesa, které ma byt sestrojeno,

a program nabidne moznosti sestrojeni (viz Obr. 54).

Osmisten( <Bod>, <Bod= )
Osmisten{ =<Bod=, <Bod=, =Bod=)

' Osmisten( <Bod=, <Bod=, <cmér=)
Vslup:osmistén

Obr. 54 - Moznosti sestrojeni osmisténu

Prvni moznosti je ,,osmisten (<Bod>, <Bod>)“. Tento piikaz vyzaduje, aby byly
vytvoreny dva body. Po zadani druhého bodu program vSe ostatni vytvoii sam
a vysledkem je osmistén ABCDEF (viz Obr. 55). Cerné body jsou opét body, které

vytvoftil uzivatel.

Obr. 55 - Osmistén ABCDEF - pomoci (<Bod>, <Bod>)
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U moznosti ,,osmisten (<Bod>, <Bod>, <Bod>)", se bude postupovat obdobn¢ jako
u Ctyfsténu pii vybéru té samé moznosti. Soufadnice bodi budou tedy stejné jako
u Ctyfsténu: A = [1,0,0], B[0,1,0] a C = [0,0,1]. Do Piikazového radku se napise slovo
,osmistén*“ a vybere se druha moznost. Po zadani nazvu tietiho bodu program dokonci

zbytek osmisténu ABCDEF (viz Obr. 56).

Obr. 56 - Osmistén ABCDEF - pomoci (<Bod>, <Bod>, <Bod>)

Tteti moznosti je ,,osmisten (<Bod>, <Bod>, <Smer>)“. Sestrojeni vektoru ma stejna
pravidla jako u pfedchozich dvou platonskych téles, tedy ze vektor musi byt kolmy
ke spodni stén¢ télesa, protoze reprezentuje smér vysky télesa ke spodni sténé. Poté co se
do Prikazového radku zada nazev vektoru, GeoGebra sama dotvoti zbytek télesa. Vytvori
se osmistén ABDEFG (viz Obr. 57). Body, které maji ¢ernou barvu, jsou body vytvotené
uzivatelem stejné tak vektor, ktery ma zelenou barvu. V ndzvu osmisténu je vynechan

bod C, protoZe tento bod byl programem pouzit jako koncovy bod vektoru u.
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2 B
P! 3 4
Obr. 57 - Osmistén ABDEFG - pomoci (<Bod>, <Bod>, <Smer>)

3.4 Dvanactistén
Dvandctistén se bude tvotit pomoci Prikazového radku, ktery po zadani slova

,,dvanactistén* zobrazi tii moznosti, diky kterym je mozné téleso sestrojit (viz Obr. 58).

Dvanactisten{ <Bod=, <Bod=)

Dvanactisten( <Bod=, <Bod=, <Bod=)
Dvanactisten( <Bod=, <Bod=, <Smér= }
Vstup:|dvanactistén

Obr. 58 - Moznosti sestrojeni dvanactisténu

Nejjednodussi z moznosti je hned ta prvni: ,,dvanactisten (<Bod>, <Bod>)“. Staci,
aby byly vytvoteny dva body, a po zadani nazvu téchto bodu se zobrazi cely dvanactistén
(viz Obr. 59).
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soufadnice tfetiho bodu neni tak jednoduchd jako u ptedchozich téles, a to predevsim
z toho divodu, ze sténou télesa je pravidelny pétithelnik a vSechny tfi body musi lezet

V roving, jejiz soucasti bude spodni st€na dvanactisténu.

Pro sestrojeni tietiho bodu (bodu C), je nutné si pfipomenout vlastnosti pravidelného
pétithelniku. Dilezitou vlastnosti je, Zze soucet vnitinich thlu pétitthelniku je 540°.
Protoze se jedna o pravidelny pétithelnik, tak u kazdého vrcholu bude uhel o stejné
velikosti, a to 108°. Nalezeni bodu C v GeoGebie je jednoduché, ale ptedchazi tomu
nékolik krokt. Jako prvni bude tfeba zapnout Ndkresnu, a to pomoci klavesové zkratky
CTRL+SHIFT+1. Vedle Grafického ndhledu 3D se zobrazi Ndakresna. Cokoli je
vytvoieno V jednom okné&, zobrazi se i ve druhém, jen Ndkresna zobrazuje 2D pohled.
V Nakresné jsou sestrojeny body A a B, které program ihned vytvoii i v Grafickém
ndhledu 3D. Pii praci v Nakresné se Panel nastrojii ptizpusobi pro praci v 2D prostiedi.
Pod ikonou Uhel je skryta funkce Uhel dané velikosti. Po vybrani této funkce je nutno
kliknout postupné na bod A a poté na bod B, protoze u bodu B se ma vytvofit tthel dané
velikosti. Nasledné se zobrazi vyskakovaci okno s textovym polem, kam se zadava
velikost thlu, v tomto ptipadé jiz zminénych 108°. Dale je nutné vybrat moznost ve sméru
hodinovych rucicek (-), abych byl ziskan bod C v kladnych ¢astech obou os. Vytvofii se
uhel ABC o velikosti 108° a bod C. Vzdalenost bodu C od bodu B je stejna jako vzdalenost
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bodu A od bodu B. Pro kontrolu je mozné vyuzit funkci Kruznice dana stiedem a bodem
Z Panelu nastroji. Stied této kruznice bude bod B a bod A je vybran jako bod, ktery bude
urcovat vzdalenost bodu A od stiedu B, tedy velikost poloméru. Kruznice prochazi jiz

diive vytvofenym bodem C (viz Obr. 60).

Obr. 60 - Nékresna a Graficky nahled 3D

Nyni jsou sestrojené tii body a dalsi postup je stejny jako u vSech predchozich téles.

M b6

Do Prikazového radku je zadan ,,dvanactistén®, vybranim druhé moznosti a zadanim
nazvu vSech tfi bodd se vytvori dvanactistén (viz Obr. 61). VSechny tii body vytvoiené
uzivatelem maji Cernou barvu. Pomocna kruZnice neni potiebna, a proto je skryta.

Velikost uhlu @ je ponechana, aby bylo vidét, Ze tthel ma opravdu velikost 108°.
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Obr. 61 - Dvanactistén - pomoci (<Bod>, <Bod>, <Bod>)

Tteti moznost ,,dvanactisten (<Bod>, <Bod>, <Smer>)“ neni tak slozita jako druha
moznost. Staci vytvofit dva body a vektor, ktery musi byt opét kolmy ke spodni sténé
télesa ze stejného divodu, jako tomu bylo u ostatnich téles. Opét do Prikazového radku
jsou zadavany nazvy objektd. Jakmile je zadan nazev vektoru, GeoGebra dotvoii

dvanactistén (viz Obr. 62).

Obr. 62 - Dvanactistén - pomoci (<Bod>, <Bod>, <Smer>)

43



3.5 Dvacetistéen

Stejné jako u osmisténu a dvanactisténu, tak i u dvacetisténu je nutno pouzit Prikazovy

Fadek programu, ktery nabidne tfi moznosti sestrojeni dvacetisténu (viz Obr. 63).

Dvacetisten{ <Bod=, <Bod=)
Dvacetisten( <Bod=, <Bod=, <Bod=)
Dvacetisten{ <Bod=, <Bod=, <Gmér=)

Vstup:|dvacetistén

Obr. 63 - Moznosti sestrojeni dvacetisténu

Prvni moznosti  je opét zkonstruovani pomoci dvou bodl

»dvacetisten (<Bod>, <Bod>)*. Vytvofenim dvou boda a naslednym zadanim nazvi bodu

do Piikazového Fadku se zobrazi dvacetistén vytvofeny programem (viz Obr. 64). Cerng

zbarvené body jsou zadany uZivatelem.

£

Obr. 64 - Dvacetistén — pomoci (<Bod>, <Bod>)

Druhy zpusob ,,dvacetisten (<Bod>, <Bod>, <Bod>)“ je zpocatku stejny jako
u Ctyfsténu a osmisténu, a to proto, ze vSechna tfi télesa jsou tvoiena z rovnostrannych
trojuhelnikt. Soutadnice bodu budou tedy stejné: A = [1,0,0], B[0,1,0] a C = [0,0,1].

Po zadani nazvu bodt do Prikazového radku program dotvoti dvacetistén (viz Obr. 65).
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Obr. 65 - Dvacetistén — pomoci (<Bod>, <Bod>, <Bod>)

Ttreti zplisob konstrukce dvacetisttnu je pomoci dvou bodl a vektoru:
»dvacetisten (<Bod>, <Bod>, <Smer>)“. Postup vytvoieni potiecbnych objekti je stejny
jako u predchozich téles. Vektor musi byt kolmy ke spodni sténé télesa, na které jsou
vytvoteny body A a B. Stejné jak tomu bylo u predeslych téles, i zde po zapsani nazvii
objektl program vytvoii konecné téleso, tedy dvacetistén (viz Obr. 66). Objekty, které

vytvoril uzivatel (body a vektor), maji ¢ernou, resp. zelenou barvu.

Obr. 66 - Dvacetistén - pomoci (<Bod>,<Bod>,<Smer>)
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4. Prace s platonskymi télesy
Tato kapitola popisuje rizné prace s platonskymi télesy, které lze v GeoGebie

provadét.

4.1 Site teles

Jedna z praci je sestrojeni a zobrazeni siti platonskych téles. U vsech téles je vyuzit
stejny postup, takze tento postup bude demonstrovan pouze U jednoho télesa a poté budou

zobrazeny jiz hotové konstrukce siti zbyvajicich téles.

Z Panelu nastroji je vybrana funkce Jehlan a pod ni se nachazi funkce Sit. Po vybrani
této funkce staci pouze kliknout na dané téleso, vtomto piipadé na pravidelny

Ctyfuhelnik, a vytvoii se sit’ télesa pod hlavni sténou ABC (viz Obr. 67).

Obr. 67 — Sit &tyfsténu

Pokud se zobrazi Ndkresna, tedy zobrazeni v roving, je mozno vidét sit’ télesa
Vv roving (viz Obr. 68). Zaroven se vytvoii i posuvnik, diky kterému lze vidét, jak se sit’

rozevira a zavira, kdyz se posuvnik posouva (viz Obr. 69).
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Obr. 68 — Sit’ ¢tyfsténu v 2D

b=069¢

Obr. 69 — ¢aste¢né rozeviena sit’ Ctyfsténu v 2D a 3D

Sit’ télesa lze vytvofit i pomoci Prikazového radku. Staéi napsat ,,sit™ a program sam
da na vybér ze dvou moznosti, prvni je ,,Sit(<Mnohostén>, <Cislo>). Za mnohostén je

nutno napsat pismeno piidélené mnohosténu a za Cislo se zada bud’ 0 nebo 1. Zaddnim
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¢isla O se zobrazi sit’ slozena do télesa a Cislo 1 ukaze sit’ rozlozenou pod stranou ABC,

tedy je to stejna sit” jako pii pouziti funkce z Panelu nastrojii.

Druhd moznost, kterou program nabizi, je ,,Sit(<Mnohostén>, <Cislo>, <Sténa>,
<Hrana>, <Hrana>, ...)“. Za mnohostén a Cislo se dosazuji stejné hodnoty jako
u piedchoziho zptisobu. Dale je moznost vybrat si sténu, podle které se sit’ vytvoii, to
znamena, Ze dand sténa bude pii rozevirani na téZe pozici a ostatni stény se promitnou do
sité. Dale je moZzno doplnit ndzev hrany, ptfes kterou se Zadna sténa do sit¢ nepieklopi.
Na obrazku 70 je vytvofena sit’ podle stény ACD. Doplnénim hrany AC se tvar sité
Vv rovin¢ zméni tak, ze u hrany AC neni zadna sténa, ktera se pfi rozevieni kolem dané

hrany nepteklopi (viz Obr. 71).

Obr. 71 — Sit(<Mnohostén>, <Cislo>, <Sténa>, <Hrana>)
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Jelikoz jsou sité vytvorené podle stény, kde se teti bod nenachazi v roviné dané osami
X a 'y, tak sit’ se nezobrazi v Ndkresné. Jeji otevieni a zavieni se provadi uchopenim

jednoho bodu sité a pohybovanim kurzorem mysi.

Jak bylo zminéno na zacatku kapitoly, postupy tvoreni siti dalSich téles ukazany

nebudou. Budou zobrazeny jiz hotové konstrukce.

Dalsim télesem, u kterého bude vytvofena sit, je krychle. Vytvofena sit' je
zkonstruovana podle hlavni stény ABCD (viz Obr. 72), tedy podle stény, ktera pfi
rozevieni sité do roviny zistane na své pozici. Dalsi sit’ krychle je vytvotena podle stény
BDGF, tedy tato sténa pii rozevieni sité do prostoru zlstane na téze pozici, a hrany CD,

pies kterou se zadna sténa nepieklopi do roviny (viz Obr. 73).

Obr. 72 — Sit krychle podle stény ABCD

Obr. 73 — Sit krychle podle stény BDGF a hrany CG
49



Je jedenact moznosti, jak mize sit' krychle vypadat. Prvni dvé moznosti jsou
vytvofeny vyse a jejich tvar v roving je zobrazen na obrazku 74- A, B. Dal$i moznosti

4%
SRR
TL%

Obr. 74 — Moznosti sestrojeni sité krychle
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Vsechny tyto sité 1ze sestrojit pomoci GeoGebry.

Nasledné zobrazené sit¢ budou vytvoreny z osmisténu. Nejprve sit’ podle stény ABC,
opét tato strana zustane na své pozici (viz Obr. 75), a poté sit’ podle stény BCE, ktera se
ze své pozice pii rozevieni sit€ nepohne, a hrany AB, podél které se nepteklopi zadna
sténa (viz Obr. 76). VSechny moznosti siti je mozno v GeoGebfe sestrojit, ale zde budou

ukéazany jen tyto dvé.

Obr. 76 — Sit’ osmisténu podle stény BCE a hrany AB
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Nasledujici ptiklady siti budou vytvofeny z dvanactisténu. Jako prvni bude sit’
vytvortena podle hlavni stény ABCDE (viz Obr. 77) a poté sit’ podle stény BCGLF a hrany
AB (viz Obr. 78). Stény, podle kterych se ma sit’ zobrazit, maji stejné vlastnosti jako

u predchozich téles. Pro hranu AB plati opét tataz vlastnost, jako u Etyfsténu, Sestisténu

a osmisténu.

Obr. 78 — Sit’ dvanactisténu podle stény BCGLF a hrany AB
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Poslednimi piiklady budou sité vytvofené z dvacetisténu. Prvni bude sit’ podle stény
ABC (viz Obr. 79) a nasledné¢ sit’ podle stény BCE a hrany AB (viz Obr. 80). Vlastnosti

stén a hran jsou stejné jako u ptechozich téles.

Obr. 79 — Sit’ dvacetisténu podle stény ABC

Obr. 80 — Sit’ dvacetisténu podle stény BCE a hrany AB
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4.2 Vypocet povrchu a objemu téles

V této kapitole bude popsano, jak vypocitat povrch a objem téles. Prvni ¢ast se
zamé&fuje na povrch a objem téles, které vypocita program sam. V dalsi ¢asti nasleduje
podrobny vypocet objemu téles za predpokladu, Ze je znam jeden parametr a tim je

polomér kulové plochy opsané jednotlivym télesim.

4.2.1 Povrch a objem téles uréeny pomoci programu GeoGebra

Jako prvni je spo¢itan povrch a objem u ¢tyisténu. Pomoci programu GeoGebra je to
velice jednoduché. Objem télesa ani neni nutno pocitat, protoze v Algebraickém okné lze
nastavit, aby se u kazdého objektu, ktery je vytvoten, zobrazila hodnotu, jakou ma.
U bodi to jsou jejich soufadnice, u usecek to budou jejich délky, u rovinnych ttvari to
jsou jejich obsahy a u téles to jsou jejich objemy (viz Obr. 81). Pokud jde o objem,
Z obrazku 82 lze jednoduse zjistit, ze objem ¢tyisténu je a = 5,06 jednotek krychlovych.
Pro vypocet objemu lze také do Prikazového radku zadat: ,,V=objem(<T¢leso>)“
a program spocita objem daného télesa — Ctyfsténu. Vypocitat povrch lze tak, ze se
vynasobi obsah jedné stény poctem stén télesa. Z obrazku 82 také lze vycist, Ze obsah
jedné stény je 5,31 jednotek ctverecnich a povrch celého Etytsténu bude: 4 - 5,31 = 21,24

jednotek ¢tvereénich.

~ Algebraické okno X
[ i~ fiv
Bod

----- A=(0,0,0)

----- B=(3.5,0,0)

""" C=(1.75,3.03,0)

----- D = (1.75, 1.01, 2.86)
Trojuhelnik

----- ® stenaABC =5.31

----- ® stenaABD =5.31

----- ® stenaACD =5.31

----- stenaBCD = 5.31
Usetka

----- ® hranaAB =3.5

----- ® hranaAC =3.5

----- ® hranaAD=3.5

----- ® hranaBC =3.5

----- ® hranaBD =3.5

----- ® hranaCD=3.5
Ctyfstén

Obr. 81 — Algebraické okno &tyfsténu
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Dalsim télesem, u kterého se bude zjist'ovat hodnota povrchu a objemu, je krychle.
Stejné jak tomu bylo u pfedchoziho télesa, i u krychle se da povrch dopoéitat z obsahu
stény krychle a objem vypo¢itad program sam (viz Obr. 82). Povrch krychle se dopocita
jako Sestinasobek obsahu jedné stény: 6 - 9 = 54 jednotek ¢tverecnich. Objem krychle se

op¢t skryva pod: a = 27 jednotek krychlovych.

¥ Algebraické okno X
i~ S
Bod
A= (U, 0, 0]
B=(3,0,0)
C=(3,3,0)
D=(0,3,0)
E=(0,0,3)
F=(3,0,3)
G=(3,3,3)
H= [U, 3, 3]
- Krychle
. a= 2?
Usetka
- ® hranaAB =3
hranaAD = 3
hranaAE =3
hranaBC = 3
hranaBF =3
hranaCD = 3
hranaCG =3
hranaDH = 3
hranaEF = 3
hranaEH = 3
hranafFG =3
hranaGH = 3
Ctyfstranny
stenaABCD =9
stenaABFE =9
stenaADHE =9
stenaBCGF =9
stenaCDHG =9
stenaEFGH =9

Obr. 82 — Algebraické okno krychle

Nyni pfichazi na fadu osmistén. Povrch se vypocita tak, Ze obsah
rovnostranného trojihelniku, ktery tvofi stény osmisténu, je vynasoben poctem stén
osmisténu: 8- 3,46 = 26,68 jednotek ¢tvereCnich a objem se opét jednoduse vycte
z Algebraického okna: a = 10,64 jendotek krychlovych (viz Obr. 83).
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~ Algebraické okno o X
[~ fi
Bod
A= (n, n, 0)
B =(2.83,0,0)
C=(1.41,2.45,0)
D =(1.41,-0.82, 2.31)
E =(2.83,1.63,2.31)
F=(0,1.63,2.31)
Osmistén
- ® a=10.64
Trojdhelnik
stenaABC = 3.46
stenaABD = 3.46
stenaACF = 3.46
stenaADF = 3.46
stenaBCE = 3.46
stenaBDE = 3.46
stenaCEF = 3.46
stenaDEF = 3.46
Jsecka
hranaAB = 2.83
hranaAC = 2.83
hranaAD = 2.83
hranaAF = 2.83
hranaBC = 2.83
hranaBD = 2.83
hranaBE = 2.83
hranaCE = 2.83
hranaCF = 2.83
hranaDE = 2.83
hranaDF = 2.83
hranaEF = 2.83

o000 cece0e0e0 _ 00000000

Obr. 83 — Algebraické okno osmisténu

Predposlednim télesem bude dvandactistén. Stény dvanactisténu tvoii pravidelny
pétithelnik, proto se jeho povrch vypocita jako dvanactinasobek obsahu pétithelniku:
12-15,48 = 185,76 jednotek Ctvereénich. Objem télesa program spocitd sam jako
a = 206,9 jednotek krychlovych (viz Obr. 84).

Posledni télesem je dvacetistén. Povrch tohoto télesa se vypocita jako dvacetindsobek
obsahu jedné stény (kterou tvoii rovnostranny trojuhelnik): 20-3,9 = 78 jednotek
¢tvereénich. Jako to bylo u vSech ostatnich téles, i u dvacetisténu je objem télesa napsan

V Algebraickém okne: a = 58,91 jednotek krychlovych (viz Obr. 85).

56



~ Algebraické okno = [X ~ Algebraické okno X
=i~ fiv =[ i+ fiv
Bod Bod
A=(0,0,0) - A=(0,0,0)
B=(3,0,0) B=(3,0,0)
C =(3.93, 2.85,0) C=(1.5,286,0)
D =(1.5,4.62, 0) D =(1.5,-1.94, 1.73)
E =(-0.93, 2.85, 0) E =(3.93,2.27,1.73)
F =(3.93, -1.28, 2.55) F=(-0.93,2.27,1.73)
G =(5.43, 3.34, 2.55) G =(-0.93, -0.54, 2.8)
H=(1.5,6.19, 2.55) H=(3.93, -0.54, 2.8)
1=(-2.43, 3.34, 2.55) 1=(1.5, 3.67,2.8)
J=(-0.93, -1.28, 2.55) J=(1.5,-0.87, 4.53)
K=(1.5,-2.06,4.13) K=(3,1.73, 4.53)
L=(5.43,0.79,4.13) - L=(0,1.73,4.53)
M=(3.93,5.41,4.13) Dvacetistén
N =(-0.93, 5.41, 4.13) - ® a=5891
0=(-2.43, 0.79, 4.13) Trojthelnik
P =(1.5,-0.49, 6.68) - @ stenaABC =39
Q=(3.93, 1.28, 6.68) -@® stenaABD =39
R =(3,4.13, 6.68) ® stenaACF=3.9
S =(0,4.13, 6.68) ~® stenaADG = 3.9
T=(-0.93,1.28, 6.68) ® stenaAFG =39
Dvandctistén - ® stenaBCE =3.9
~-® a=206.9 - @ stenaBDH =3.9
Pétithelnik - @ stenaBEH = 3.9
~® stenaABCDE = 15.48 - @ stenaCEl=3.9
@ stenaABFKJ = 15.48 ® stenaCFl=39
® stenaAEIOJ = 15.48 @ stenaDGJ =3.9
--@ stenaBCGLF = 15.48 ® stenaDHJ =39
@ stenaCDHMG =15.48 --@ stenaEHK =3.9
® stenaDEINH = 15.48 - @ stenaEIK = 3.9
@ stenaFKPQL = 15.48 --@ stenaFGL = 3.9
® stenaGLQRM =15.48 --@ stenaFIL=3.9
~-@® stenaHMRSN = 15.48 ® stenaGJL =39
@ stenalNSTO = 15.48 - @ stenaHJK = 3.9
® stenaJKPTO =15.48 ® stenalKL=39
--@ stenaPQRST=15.48 - @ stenaJKL = 3.9

Obr. 84 — Algebraické okno dvanactisténu Obr. 85 — Algebraické okno dvacetisténu

4.2.2 Obecny vypocet objemii téles
Na zacatku kapitoly bylo fec¢eno, Ze obecny vypocet objemi platonskych téles se bude
provadét za pomoci pouze jednoho parametru. Timto parametrem je polomér r kulové

plochy opsané danému télesu.

4221 Cty¥stén

Stfed kulové plochy opsané Ctyfsténu se nachazi v tézisti télesa a polomér r je
vzdalenost mezi stfedem a kazdym vrcholem télesa. Pro vyjadieni objemu télesa
v zavislosti na poloméru r je tfeba nejprve zjistit sténovou vysku vg a télesovou vysku v,

(viz Obr. 86).
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Obr. 86 — Ctyfstén s vyskami

Sténova vyska vg se vypocita z trojihelniku ABC pomoci Pythagorovy véty:

V}QN

Il

Q

N

I
~—
NN Q
—

a
v:=a%?-—
s 4
. 2
1752:3 a
4
3-a
-
s 2

Nyni Se vypocitaji dvé tietiny vysky, aby se mohla tato hodnota pouzit pro trojihelnik

ADTp:

v3ra 2 +3-a
X —_— =
2 3 3

|ATP| =
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U trojuhelniku ADTp je znama strana ATp a télesova vyska v se vyjadii pomoci
poloméru kulové plochy opsané télesu v, =1 +§. Nyni se vyjadii hrana a pomoci

poloméru r:

ot () (2

a2 = 1612 3-a?

9 9
9-a?=16-1%+3"qa?
6-a*=16-1?

_ 4T

=7 (1)

oy ros , 2 "
Objem Ctyfsténu se vypocitd pomoci vztahu V = £a3. Na tento vztah se piijde

. < . g V3a L
nasledovné: dosazenim sténové vysky vy = — do vztahu pro vypocet obsahu

. ) o :
a:“ vznikne vztah pro vypocet obsahu podstavy: S) = %- a?.

trojuhelniku: S, =
Z pravouhleho trojihelniku AT, D se vyjadii t€lesova vyska v, pomoci Pythagorovy véty

V zavislosti na strané a:

3-a
- (22
3
3-a?
v} =a?——
9
2
2 2-a
Vi = —
t 3
V6
‘Ut=—'a

3

Pomoci télesové uhlopticky a obsahu podstavy je mozno vypocitat objem Ctyfsténu,
jestlize se bude na Ctyfstén pohliZet jako na jehlan. Tedy do vztahu pro vypocet objemu

: 1 ] o
jehlanuV = gSp - v se dosadi vypocitané parametry:
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13 V6
V=-—ra’"—-a
3 4 3
2
V==a3

Do tohoto vztahu se dosadi vztah (1). Poté vznikne vztah pro vypocet objemu

Ctyfsténu pomoci poloméru kulové plochy opsané télesu:

4.2.2.2 Sestistén

vvvvv

ACG je hrana a a télesova uhlopficka v;, ktera ma délku 2r a sténova thlopiicka

vs = av/2 (viz Obr. 87). Pouzitim Pythagorovy véty se zjisti hrana a.

Obr. 87 — Krychle s vyskami

2
(2-1)?%=a*+(a-V2)
4:r2=3-q?

(2)

a =

I3
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Objem krychle se vypogita pomoci vztahu V = a3. Do tohoto vztahu se dosadi vztah

(2):

(2-r>3 8:r® 8:1*-V3
3:3 9

4.2.2.3 Osmistén

Na obrazku 88 je osmistén, ve kterém lze vidét ¢tverec ADEC. Stiedem Ctverce je
prusecik uhlopiicek Ctverce, ktery je zaroven i tézistém télesa, protoze pokud by se vedl
fez Ctvercem, osmistén S€ rozdé€li na dva shodné jehlany. Vyskou takového jehlanu je
polovina uhlopficky u ¢tverce. Ta se rovnd poloméru r kulové plochy opsané osmisténu,

a proto se pouzitim Pythagorovy véty vyjadii hrana a pomoci poloméru r.

E

Obr. 88 — Osmistén s vyskami

a=VrZ+rz=r-v2 (3)

Objem osmisténu se vypocitd pomoci vztahu V =

“ |5

-a3. Jak jiz bylo
zminéno na zacatku kapitoly, je mozné rozdélit osmistén na dva jehlany s podstavami

¢tverce o stran¢ a a vySkou rovnou poloméru r kulové plochy opsané osmisténu.
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Tedy pokud se to do vztahu pro vypocet objemu jehlanu V = gSp-v dosadi

parametry z jednoho takového jehlanu vytvofeného z osmisténu, pak dostaneme:

N

V==-4a
6

Poté se objem jehlanu vynasobi dvéma a tim vznikne vztah pro vypocet objemu
osmisténu:

Do tohoto vztahu se dosadi vztah (3):

V2 3 V2-r3-2:42 413
Vo= (rV2) = 3 "3

4.2.2.4 Dvanactistén

Nejprve se dvanactistén rozdéli na dvanact pétibokych jehlant (viz Obr. 89) a pak se
spocita objem jednoho takového jehlanu (viz Obr. 90). Vysledny objem se poté vynasobi
dvanacti, aby se zjistil objem celého télesa — dvanactisténu. Jedinym zndmym

parametrem bude polomér r kulové plochy opsané dvanactisténu.
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A

B

Obr. 89 — Dvanactistén rozdélen na jehlany
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Obr. 90 — Dvanactistén s jehlanem

Na obrazku 91 je zobrazen jehlan ABCDEU, u kterého je tieba vypocitat objem, a to

i _1
podle vztahu: V = 3 Sy v.

Obr. 91 — Jehlan ABCDEU

Nejdiiv je nutné zjistit, jak se vypocitd obsah podstavy jehlanu, tedy obsah
pravidelného pétithelniku ABCDE (viz Obr. 92). V tomto obrazku jsou dale vyznacené
I body a usecky, které pomohou pravidelny pétiuhelnik sestrojit, a tedy pomohou

1 vypocitat obsah mnohouhelniku.
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Postup:

1. kk(S;g=1)

2. X;X€k

3. X';1XS| = |SX|

4, p;p LXX'AS€ED

5 D;Deknp

6. P;,P=S+X

7. DP

8. L;L(P;|DP)])

9. G;GelnXxx’

10. m;m (D; |DG))

11. C;C€eknm
E;Eeknm

12. ny;ny(C; |DG))

13. n,;n,(E; |DG|)

14. B;Beknn,

15. A;A€knn,

16. pétithelnik ABCDE

Obr. 92 — Pétitthelnik ABCDE s postupem

Pfi sestrojovani pravidelného pétitthelniku je sestrojen dilezity pravouhly trojahelnik
DSG, protoze velikost piepony DG je velikosti stany pétithelniku a. Pokud se velikost
poloméru g kruznice opsané pétithelniku definuje jako 1, pak z obrazku plyne, ze
|SP| = |PX'| = %, protoze bod P je podle postupu konstrukce ve stiedu tGsecky SX'.

Pomoci Pythagorovy véty se zjisti:

|IDP|?> = |DS|? + |PS|? =1+

V5
IDP| = —

-M»—\
-Mm

Z konstrukce pravidelného pétithelniku se vi, ze |DP| = |GP|, protoze body G, D
1+\/—

lezi na kruznici I[(P;|DP|), a proto: |GX'| = |GP| + |PX'| = +—= a to je
hodnota poméru zlatého rezu ¢ (= 1,618033989 ...), ktera byla zminéna jii v kapitole
1.5. Tuto zkuSenost je mozné si zjistit ptimo v GeoGebie pii konstrukci pravidelného
petiuhelniku.

5

Dale plati: |GS| = |GP| — |SP| =2 -~ = % ... prevrécena hodnota zlatého cisla.
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Jelikoz se velikost strany a pravidelného pétithelniku rovna velikosti Gsecky |DG|,
tedy: |[DG| = |CD|. Pak je mozné podle nasledujicich vypoctd vyjadiit polomér

g kruznice opsané pravidelnému pétiahelniku pomoci strany a.

1

IDG|? = |GS|* + |DS|* ==+ 1=
¢

2+1

G| =Y¥ -

Velikost poloméru q se jiz diive definovala jako 1, pak:

2+1
epj ="
%
A dale pak plati:
%

Ve*+1)

Podstatnou vlastnosti diagonaly (Ghlopficky) v pravidelném pétiuhelniku je, ze
velikost uhlopticky v pravidelném pétithelniku je |AD| = ¢ - a. Tato vlastnost se pouzije
jak u vypoctu objemu dvanactisténu, tak i u vypoétu objemu dvacetisténu. Dikaz této

vlastnosti je proveden nize:

Jelikoz |SB| je velikost poloméru ¢ kruZnice opsané pravidelnému pé&titthelniku

a velikost |AF| = %, pak plati:

2 2 2 4
@ a 3-p°—1 @
FS|? = |AS|? — |AF)? = l——="T - . p2=—*r @ .,
|[FS|* = |AS|* — |AF]| (p2+1a 2 4'(<p2+1)a 4_((p2+1)a
2
2:4/(p*+1)

Ve druhém tadku vypoctu byla u Ccitatele pouzita jedna ze specialnich vlastnosti
zlatého disla: 3 = @? + %. Diky této vlastnosti se &itatel 3 - @? — 1 zménil na @*.

U dalsich vypoctt bude zapotiebi vyuzit dalsich specialnich vlastnosti zlatého cisla.

66



Dale plati:

¢ “a+ 4 .a_—<p2+2<p a
2:\(p2+1) V(p?+1) 2-4/(p*+1)
_ e o+ e @+ .<\/(<p2+1)>_a

2-(p? +1) 2:J(@*+ 1) \J(@*+1)

e @+ D J(@*+D) e+ D)
- 2 (@2 + 1) ¢= 2 ¢

|DF| = |FS| + |DS| =

V tomto vypoétu je pouzita dalsi specidlni vlastnost zlatého cisla: ¢ + 1 = @2,

Vlastnost se pouzila ve druhém tadku vypoctu, kde se ¢ast Citatele v zavorce rozdélila:

@+ 2=¢+ 1+ 1apoté se vyuzilo jiz zmifiované specialni vlastnosti.

Velikosti usecek AF, DF jsou jiz zndmy a nyni je tfeba vyjadfit velikost thlopticky
AD, a to pomoci Pythagorovy véty:

|AD|? = |AF|? + |DF|?
a? @ (p2+1
S G ) B

AD|? =
|AD| 2 2

, o+ +1 . (P+e)+e*+1 . (pP+e)teP+e’+1
|AD|* = ————-a° = at = “a

4 4 4
39+ +1 4 - ¢?

japjz = 22 4"’ -a? = 4(p-a2=<p2'a2
|AD| = ¢ - a

Zde byly pouzity tii specialni vlastnosti zlatého cisla. Prvni je uplatnéna V tietim
fadku vypodtu hned na zacatku - ¢* = @3 + @2. Druh4 specidlni vlastnost je aplikovana
hned po té prvni - 3 = @2 + ¢@. A posledni specialni vlastnosti, ktera se pouzila jiz pfi
piedchozich vypoctech, konkrétné je to vlastnost - ¢ + 1 = 2. Pomoci t&chto vlastnosti

se dokézalo, Ze Uhlopficka v pravidelném pétitthelniku ma velikosti ¢ - a.

Kdyz se do obrazku 92 doplni rovnoramenné trojuhelniky (viz Obr. 93) a vypocita se
obsah jednoho z nich a poté se tento obsah vynasobi péti, pak se ziska obsah podstavy

pétibokého jehlanu z obrazku 91.
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Obr. 93 — Pé&titthelnik ABCDE rozdéleny na trojthelniky

Obsah trojuhelniku ABS se vypocita pomoci vztahu pro vypocet obsahu trojuhelniku:

s=21
2
S_a-|FS|
2
2
e .,
g__ 2@+ _ e*-a
2 4- (g2 +1)
_ - ¢2_a2
Sp =5 4/ (p?+1)

Pro dalsi vypocty je tieba vytvofit dva pravidelné pétithelniky FGHIJ a KLMNO
(viz Obr. 94).
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Obr. 94 — Dvanactistén s pétithelniky

Uhlopticky obdélniku JGMO jsou zaroveii praméry kulové plochy opsané
dvanactisténu, protoze thlopricky obdélniku se pili ve svém stfedu a timto stfedem je
bod U, tedy stfed kulové plochy opsané télesu. Delsi strany obdélniku JG a MO jsou
uhlopticky v pétithelnicich, jejichz strany maji délku thlopticky sténového pétithelniku,
tedy ¢ - a, jak jiz bylo zminéno vySe. Tedy uhlopticky KL a OK maji stejnou velikost
jako uhlopticka AD (u konstrukce pétitthelniku), jejiz velikost byla jiz diive dokazéana.
Z toho plyne, ze |MO| = ¢ - ¢ - a = @? - a, protoze strany pétitthelniku KLMNO jsou
zaroven uhloptfickami stén, tedy pravidelnych pétithelnikti. Nyni se vyjadii strana

a pomoci poloméru r:
|0G|? = [MO|? + |GM|?

10G12 =¢* a?+a?=a’ (p*+ 1) =a?-[B-p+2)+1]=a?-[3:-(p+1)]
=a%-3-¢?
0G| =a-¢-V3

Opét se zde pouzily specialni vlastnosti zlatého cisla. Nejprve to byla vlastnost
@* = 3¢ + 2 apoté vlastnost ¢ + 1 = @?2. Jelikoz |0G| = d, pak pro vypocet poloméru

r staci primér podélit dvéma:
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0G| a-¢@-V3
r = =

2 2

Z toho plyne:
-2

a=gor 4

. _ . 9*ad? “ . . "
Pokud obsah podstavy je Sp =5 TR polomér kruznice opsané podstaveé

a3

|AS| = —=—2—-qa |AU| =7 = :

N
vyjadfit velikost vysky h (viz Obr. 91), ktera se zjisti z Pythagorovy véty:

, pak se pro vypocet objemu potiebuje uz jen

h? = |SU|? = |AU|? — |AS|?
_3_(p2_a2 (pZ_a2_3_(p2_((p2+1)_4(p2

h2 _ — 2
4 p2+1 4-(p?2+1)
o3t et L _ 9Bt -D ,_ 9tet
4-(p?+1) 4-(p?+1) 4-(p?+1)
3
[

2-\/(p?+1)

Kdyz je znama vyska jehlanu, je mozné se pustit do objemu, ktery se vypocita:

v, = % - Sp * v, kde se za v dosadi vyska h:
1 5. (p2 . a2 (P3

1 _ ‘a _ 5-¢9°ad
34 J(@2+ D 2P+ D) 24 (9*+ 1)

Y

Je-li znam objem jehlanu, je mozné vypocitat objem dvanactisténu. Objem jehlanu se

vynasobi dvanacti. Nasledné do tohoto vypoctu dosadime vztah (4):

5-(,05-(13 B 5-<p5-a3

=12- =
Viz 24 (p2+1) 2-(p2+1)

—_ . r]l = T
P2 @+ V3 3-v3- (@2 +1)
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4.2.2.5 Dvacetistén

Stejné jako u predchoziho télesa, i u dvacetisténu se rozdéli t€leso na nékolik mensich
téles, v tomto piipad¢ na tiiboké jehlany s podstavou rovnostranného trojuhelniku — stény
dvacetisténu. Aby se zjistil objem dvacetisténu, musi se nejprve zjistit objem tfibokého
jehlanu a poté vynasobit poc¢tem stran, tedy dvaceti. Jak jiz bylo feCeno u ostatnich téles,
jediny zndmy parametr bude polomér r kulové plochy opsané télesu. Obrazek 95

zobrazuje, jak vypada jeden takovy jehlan.

Obr. 95 — Dvacetistén s jehlanem

Pro lepsi znazornéni se ,,vytahne* jehlan mimo dvacetistén (viz Obr. 96). Objem
jehlanu se vypocitad jako: V = %-Sp v. Podstavou je rovnostranny trojihelnik

(viz Obr. 97) a jeho obsah je nutné vyjadfit pomoci strany trojuhelniku a (hrany

dvacetisténu).
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Obr. 96 — Jehlan ABCO

Obr. 97 — Jehlan ABCO

Pro vyjadreni vysky v pomoci strany a se vyuzije Pythagorova véta:

a

2_% _ 2
a 2 v

v A2 A2

4 a4 a _ 2
B 3a?

V= 2
v=§-a (6)

Nyni je tieba vypocitat obsah podstavy podle vztahu: S, = =2, kde se za vysku v,

dosadi vypocet (6):
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V3
a—-a  a?+3

— =

Kdyz je vyjadfen obsah podstavy, je nutné se zaméfit na vyjadieni vysky jehlanu

Sp =

h, aby se mohl spoc¢itat objem jehlanu. K tomu se vyuzije pravouhly trojahelnik CTO, kde

Bl

velikost usecky |CT| = % S a=ga Obrazek 98 ukazuje dva pravidelné pétithelniky

ADHEC a GJKIF.

Obr. 98 — Dvacetistén s pétithelniky

V ptedchozi kapitole bylo zminéno, Ze uhlopticka pravidelného pétithelniku se rovna
@ - a, kde ¢ je zlaté cislo. Strana pétithelniku je hrana dvacetisténu a. Nyni se vytvoii
obdélnik AEKG (viz Obr. 99).
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Obr. 99 — Dvacetistén s obdélnikem

V obdélniku se sestroji thlopricka AK a jeji stied O, ktery je zaroven i sttedem kulové
plochy opsané télesu. Vznikne pravouhly trojuhelnik AKG, kde strana |KG| = ¢ - a,
strana |AG| = a a strana |AK| = 2-r. Opét se pouzitim Pythagorovy véty vyjadii

I pomoci strany a:

4-1r%2 = |AG|* + |KG|?
4-r2=a’>+@?-a*=a* (p*+1)
2:r=a-(p?+1)

ay/(¢?+1)

@D (g)

r =

U jehlanu (viz Obr. 96) je znama velikost usecky CT a velikost poloméru r = |CO|.
Uz jen zbyva vyjadtit vysku jehlanu h = |OT|:
h? = |0T|*> = r? — |CT|?

2

B2 a-+(p>+1) ( 1 )2

= ——————— —_ —a

2 V3

2. (02
p2 =@ ((;ZL +1)—%-a2
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h 12

39— 1 "
2 a2 2
h VRV
h=2.qa (9)

Stejné jako u dvanactisténu, i zde se pouzila specidlni vlastnost zlatého cisla

3-@? —1 = @* Ze vztahu (8) se vyjadii a:

_aJp*+ 1)
2
2

V(p?+1)

Vztah pro vypocet objemu jehlanu je V = § S, - v, kde v je h. Do tohoto vztahu se

a= T (10)

postupné dosadi pfedchozi vypocty, za S,, se dosadi vztah (7) a za h vztah (9):

Objem jehlanu se vynasobi dvaceti a tim se zjisti objem dvacetisténu. Nasledné se za

stranu a dosadi vztah (8):

2 5 2
V20=20'(p_'a3= i 'a3

24 6
. 5. 2 ( 2 >3 20 @? 13
= . T =
T \Jr+D 3- (@2 + 1)@+ 1)
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Zaveér

Cilem této prace bylo vytvorit metodickou piirucku pro uzivatele, ktefi by se chtéli
naucit pracovat s programem GeoGebra, konkrétné s 3D objekty. Dale také pro ucitele
matematiky, kteti by chtéli aktivizovat svou vyuku vyuzitim ICT. Z toho diivodu jsem ve
své praci zminil né€kolik mozZnosti, jak v programu GeoGebra sestrojit vSech pét
platonskych téles. Kazdy uzivatel si tak mize vybrat, jaky zpusob je pro néj nejvhodné;jsi.
Jelikoz se v dnesni dob¢ zacinaji ¢im dal vice pouZzivat mobilni zafizeni i ve Skolach,
rozhodl jsem se ve své diplomové praci zminit i moznost prace s GeoGebrou v mobilnim

zatizeni, hlavné co se tyce operaci s 3D objekty.

Dale jsem uvedl dva dikazy, Ze existuje pravé pét platonskych téles, a vénuji se
otazce, pro¢ jich nemuze byt v prostoru vice. Jak je feceno v dané kapitole, pravé druhy

dikaz je vhodnéjsi pro ucitele pti vysvétlovani dikazi zaktim zékladnich a stfednich skol.

V praci jsou zminény pojmy zlaty rez, zlaty obdélnik, zlaty pomér a zlaté cislo. Tyto
terminy jsou uzce spjaty s pravidelnymi konvexnimi télesy, hlavné s dvanéctisténem

a dvacetistén, a proto jsem do své prace zapojil i toho téma.

Pti vysvétlovani prace S télesy jsem se zaméril na vytvareni sité téles. Na zakladnich
i stfednich Skolach se nejvice vyuziva téleso krychle (napf. v Sesté tfideé se probira ucivo
zndzornéni hranolii a zavadi se pojem volné rovnobézné promitani, a pti nazorné ukazce
se nejcastéji pouziva prave krychle). Proto jsem v praci zminil v§echny mozné tvary siti
krychle. Toto téma totiz maze byt pro zaky zédbavné, stai jim ukazat, Ze krychle se da
Vv podobg sité rozlozit do roviny, a nato zadat tikol, at’ sami naleznou vsechny moznosti

tvart sité krychle do roviny.

Poté jsem se soustiedil na zjisténi povrchi a objemu platonskych téles. Povrch i objem
1ze vycist pfimo z program GeoGebra, ktery objem vypocita sam ihned po sestrojeni
vyjadfit obecny vztah pro vypocet objemu téles, pokud zndme pouze polomér kulové
plochy opsané télesu. Pti téchto vypoctech jsem musel vyuzit mnohych znalosti, abych
se dopracoval k pottebnému vysledku. Dale jsem musel uplatnit nékolik specialnich

vlastnosti zlatého cisla ¢, které mi pomohly dostat se ke kone¢nému vyslednému vztahu.
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Ptedlozena diplomova prace mize tedy predevsim ve své praktické ¢asti slouzit jako
metodicka prirucka umoznujici aplikovat ICT postupy ve vyuce matematiky, a prispet tak

K jejimu zpfistupnéni zakim v duchu Komenského zasady nazornosti vyuky.

Vsechny obrazky v mé praci jsou vytvorené v programu GeoGebra a jsou uloZeny na

ptilozeném CD.
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