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Abstrakt

Stochasticka konvergence, zadkon velkych ¢isel a centralni limitni véta predstavuji
dulezitou c¢ast teorie pravdépodobnosti, ktera se Casto uziva v matematické statistice.
Cilem této prace je popsat tuto teorii a demonstrovat ji na prikladech a grafickych simu-
lacich. Kromé simulaci stochastické konvergence, zakona velkych ¢isel a centralni limitni
véty pro néktera diskrétni a spojita rozdéleni pravdépodobnosti prace obsahuje i nékolik
zajimavych simulaci a to simulaci Galtonovy desky, Buffonovy tlohy a Bertrandova pa-
radoxu. K vytvoreni grafickych simulaci byl pouzit programovaci jazyk matlab.

Summary

Stochastic convergence, law of large numbers and central limit theorem is an impor-
tant part of probability theory, which is often used in mathematical statistics. The aim of
this work is to describe this theory and demonstrate it with examples and graphical simu-
lation. In addition simulation of stochastic convergence, law of large numbers and central
limit theorem for some discrete and continuous probability distribution the work contains
several interesting simulations for example simulation of Galton’s box, Buffon’s needle
problem and Bertrand’s paradox. To create a graphic simulation were used programming
language matlab.
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1 Uvod

Zakon velkych ¢isel, stochastickd konvergence a centralni limitni véty predstavuji di-
lezitou cast teorie pravdépodobnosti, kterd se casto vyuziva v matematické statistice. V
dnesni dobé neni obtizné demonstrovat tuto teorii pomoci pocitacovych simulacich, které
lze snadno zprogramovat v nejiznéjsich programovacich prostfedich. V této praci jsem
se pokusil demonstrovat na prikladech a grafickych simulacich stochastickou konvergenci,
zdkon velkych ¢isel a centralni limitni vétu. K vytvoreni simulaci mi pomohl programovaci
jazyk matlab.

V casti Zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti jsou uvedeny vyznamné véty a
definice vztahujici se k této problematice. Nékteré véty jsou uvedeny véetné ditkazu. Roz-
sahlejsi dikazy nebo diikazy zamérené mimo ramec této prace nejsou provedeny ale je
uveden odkaz na prislusnou literatiru. Nasledujici kapitola Simulace a piiklady se vénuje
demonstraci zdkona velkych ¢isel a centralni limitni véty na simulacich a prikladech. Po-
pis je zde ¢etné doplnén obrazky. Posledni kapitola obsahuje navod na pouziti priloZeného
programu, ktery jsem sam vytvoril a pouzil k vytvoreni obrazki pro tuto praci.



2 Zakladni pojmy z teorie
pravdépodobnosti

V této praci se bude predpokladat znalost zakladnich pojmii z teorie pravdépodobnosti.
V teoretické ¢asti jsou uvedena nékterd diskrétni a spojitd rozdéleni pravdépodobnosti,
charakteristickd funkce a jeji vlastnosti, stochastickd konvergence, zakony velkych cisel a
centralni limitni véty. Tato teorie je zpracovana podle monografii [1], [2] a [5].

2.1 Neéktera rozdéleni pravdépodobnosti

Priiklady diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti

e Alternativni
Néhodna veli¢ina X mé alternativni rozdéleni (znacime X ~ A(0)), kdyz nabyva
pouze hodnot 0,1 a to s pravdépodobnosti

p(z)=P(X =2)=0°(1-0)"", x¢c{0,1}.
EX =0, DX =0(1—6)

e Binomické
Budiz n pfirozené ¢islo a # € (0,1). Nahodn4 veli¢ina X ma binomické rozdéleni
(zna¢ime X ~ Bi(n,d)), kdyz nabyva pouze hodnot 0,1,...,n a to s pravdépodob-
nostmi

p(z) = P(X = 2) = (”)eﬂcu O 2 =0,1,...,n.
X
EX =nf, DX =nb(1—6)

e Hypergeometrické
Necht N, K,n jsou pfirozena ¢isla, piicemz K < N, n < N. Ndhodna veli¢ina X
mé hypergeometrické rozdéleni (znac¢ime X ~ Hg(N, K,n)), kdyZ nabyva pouze
celoc¢iselnych hodnot s pravdépodobnostmi

plz) =P(X =12) = <x>(<Nn)x) pro max{0, K + n — N} <z < min{K, n}.

_ nK _ nK(N-K)
EX =1K  px = nKICK)

e Poissonovo
Necht A > 0 je parametr rozdéleni. Nahodné veli¢ina X mé Poissonovo rozdéleni
(zna¢ime X ~ Po()\)), kdyz nabyva pouze hodnot 0,1,...,n a to s pravdépodob-
nostmi

)\ZE
p(:z:):P(X:x):—'e_)‘, r=0,1,....
x!



2.1 NEKTERA ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI

Priklady spojitych rozdéleni pravdépodobnosti

e Rovnomérné

Necht (a, b) je kone¢ny interval. Ndhodné veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim (znac¢ime
X ~ R(a,b)) ma hustotu

0 prox ¢ (a,b).

7 Dprox e (a,b).

_ atb _ (b—a)?
EX = %, DX = 4

e Exponencidlni
Necht A > 0. Nahodna veli¢ina s exponencidlnim rozdélenim (znac¢ime X ~ Ez()))

maé hustotu
0 prox <O0.

EX =) DX =\

e Cauchyovo
Necht a € R a b > 0 jsou dand ¢isla. Ndhodna veli¢ina s Cauchyovym rozdélenim
(zna¢ime X ~ C(a, b)) mé hustotu

[ P—

T2+ (z—a)?

Stiredni hodnota a rozptyl Cauchyova rozdéleni neexistuji.

e Beta
Necht a > 0,b > 0. Nahodna veli¢ina s beta rozdélenim (znacime X ~ B(a,b)) ma
hustotu Fast)
a+ a— —
rar e (=)t prox € (a,b).
flz) =
0 prox ¢ (a,b).
—_ _a _ ab

EX = a+b’ DX = (a+b)2(a+b+1)

e Normalni
Necht 1 € R,o0 > 0. Ndhodné veli¢ina s normélnim rozdélenim (znacime X ~

N(u,0?)) mé hustotu
1 —e-w?
flz) = e 2 zeR.
2mo

EX =pu, DX =o?

e Logaritmicko normalni
Necht a € R,m € R,b > 0. Ndhodn4 veli¢ina s logaritmicko normalnim rozdélenim
(zna¢ime X ~ LN (a,b,m)) ma hustotu

()

1 —(In(z—a)—m)?

= — € 2b2 5 T > Q.
V2mh(x — a)

EX =a+e™s, DX = (EX)2(e” — 1)



2.2 CHARAKTERISTICKA FUNKCE

e Fischer-Snedecorovo F rozdéleni
Necht m,n € Nam > 1,n > 1. Ndhodn4 veli¢ina s F rozdélenim o m a n stupnich
volnosti (znac¢ime X ~ F(m,n)) ma hustotu

El m_y m o\ e
(S;) (%) <> (1 + :c> , x>0.

Je-li n > 2, existuje EX = - a je-li n > 4, existuje konecny rozptyl DX =
2n2(m+n—2)
m(n—2)2(n—4)"

fx) =

2.2 Charakteristicka funkce

Definice 2.1 Charakteristickou funkci 1 (t) ndhodné veliciny X definujeme vzorcem
Y(t) = Be™ = EcostX +iEsintX, teR.

S, ep(z)  pro diskrétni ndhodnou velicinu X.
Téz se da vyjddrit ve tvaru ¥ (t) =
[ e f(x)dx  pro spojitou ndhodnou veli¢inu X.

Pro prehlednost budeme znacit charakteristickou funkci nahodné velicin X ¥x(t) a nd-
hodné veliciny Y 1y (t).
Véta 2.2 (vlastnosti charakteristické funkce)

1. 9(0)=1alp(t) <1

2. Y(t) je vidy stejnomeérné spojitd.

3. Jestlize a,b jsou konstanty a Y = a + bX, pak vy (t) = ey (bt).

4. Jestlize Xy, ..., X, jsou nezdvislé nahodné veliciny a 'Y =>" | X;, pak
t) =[] vx(t)
i=1

5. Existuge-li prunich n obecnych momentd (1}, . .., . ndhodné veliciny X a jsou-li tyto
momenty konecné, pak jeji charakteristicka funkce 1(t) md pronich n derivact a plati

") =ik, k=1,...,n

Dale plati
= (i) n
kde o(t) je funkce malé o (f(x) = o(g(z)) pro x — a, kdyz (z§ — 0 pro x — a).
6. Je-li (t) charakteristickd funkce odpovidajici distribucni funkci F(x) a jsou-li a, b
(a < b) body spojitosti funkce F(z), pak plati:
_—ith

FO) - Pl = o [ (0055

eita _ eitb
—Y(—t)——— | dt.
2w v(=1) 2t )

Odtud zeyména plyne, Ze charakteristickd funkce jednoznacné urcuje distribucni funkci.

5



2.2 CHARAKTERISTICKA FUNKCE

7. Exzistuje-li hustota, mize byt rovnéZ vypoctena pomoci charakteristické funkce. Po-
kud pro charakteristickou funkci 1(t) plati [ |(t)|dt < oo, md X spojitou hustotu
f(x) a lze ji vypocist podle vzorce

1

5 /_ Oow(t)e’mdt.

flx) =
8. Budiz dana posloupnost distribucénich funkei Fy(x), Fo(z), ... a jim odpovidajici po-
sloupnost charakteristickych funkciyr (t), (), . ... K tomu, aby posloupnost { F,,(x)}
konvergovala k néjaké distribucni funkci F'(x) ve vsech bodech spojitosti této funkce,
je nutné a staci, aby posloupnost {1, (t)} konvergovala v kaZdém bodé k néjaké
funkei 1(t), kterd je spojitd v bodé t = 0. Je-li tato podminka splnéna, pak ¥ (t) je
charakteristicka funkce odpovidagici distribucni funkci F(z) a posloupnost {1, (t)}
konverguje k 1)(t) stejnomérné v kaZdém koneéném intervalu.

Dikaz: Viz [5]. O

Priiklad 2.1 Stanoveni charakteristické funkce ¢ x(t) ndhodné veliciny X ~ N(0,1)
a charakteristické funkce 1y (t) ndhodné veliciny Y ~ N(u, o?).

Vx(t) = Be"™X —/ e f(x dx—/ cos(tx) f(z )d$+i/

— —00

WP ( = / cos(tx) f(x)dx

JelikoZz cos(tx) f(z) a & cos(tx) f(z) jsou spojité na (—oo, 00) lze prejit ze vztahu

o0 o0

sin(t:v)f(:r)da::/ cos(tz) f(x)dx

—00

jt /_ O:O cos(tz)f(z)dr  na ” jcos(ta:) f(z)da
P (t) = — /_O:o zsin(tx) f(x)dr = \/_/ sin(tz)( xe‘é)dx =
1

2 flf $2
= sin(tx)e” 7 |3° / t cos(tx)e” E da: = —t/ cos(tx e zdx = —t(t
lsin(ta)e T - —— T v(1)
Dostéavame tak diferencidlni rovnici, jejiz poc¢ateéni podminka ¢x(0) = 1 plyne z Véty 2.4
U (t) = —twx(t)
Jeji Teseni je
2

Inyx(t) = —Z; +InC

2
Ux(t) = Ce™ 7
Dosazenim pocatecni podminky dostaneme C' =1 a tedy
2
bx(t)=e T, teR

ProtoZze Y = i+ 0 X pak zfejmé ~ N (u,0?). Uzitim 3. vlastnosti charakteristické funkce
dostaneme )
. . t
Yy (1) = ey (ot) = 77, tER.

6



2.3 KONVERGENCE NAHODNYCH VELICIN
2.3 Konvergence nahodnych velicin

Definice 2.3 (konvergence nahodnych veli¢in) Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni

prostor a na ném je definovana posloupnost nahodnych velicin X1, Xs,... a ndhodnd ve-
licina X.
Rekneme, Ze posloupnost X,,, n=1,2,... konverguje k X skoro jisté, jestlize

P{w: lim Xp(w)=X(w)}) =1.
Rekneme, Ze X,, n = 1,2,... stochasticky konverguje k X (budeme znacit X, 2, X),
kdyz pro kazdé € > 0 plati

P({w: ] lim X,(w) — X(w)| >¢}) =0.

Rekneme, Ze X,,, n = 1,2,... konverguje k X podle stredu, je-li EX? < oo a pron =
1,2,... platt
E(X, — X)* —0.

Necht X,, mad distribucni funkci F,, a necht X ma distribucni funkci F. Jestlize F,(x) —
F(z) v kazdém takovém bodé x, ve kterém je funkce F spojitd, pak Tikime, Ze veli¢iny X,
konvergugi k nahodné veliciné X v distribuct a rozdéleni nahodnych velicin X,, nazyvame
asymptotické rozdéleni. Konvergence v distribuci se ¢asto znaci L(X,) — L(X).

Véta 2.4 (Cebysevova nerovnost) Necht ndhodnd velicina X md stvedni hodnotu EX
a konecny rozptyl DX. Pak pro kaZdé € > 0 plati

‘ S
<

P(|X —EX|>¢) < =
Diikaz: Pro jednoduchost uvadim dtikaz jen pro spojity pripad. Obecny diikaz lze najit v

[5].

Uvazujme mnozinu
M.={z:|r—EX|>¢c}aM.=R— M..

Dale

DX = E(X—EX)? = / (e— EX)f(x)da = / (e—EX)2f(x)dat [ (z—EX)*f(z)dz

—00 A R—M,

> / (r—EX)2f(x)dz > /M 2 f(z)dx = 52/ f(a)de = 2P(X € M.) = 2P(|X—EX| > ¢).

€

DX
€



2.4 SLABY ZAKON VELKYCH CISEL
2.4 Slaby zakon velkych ¢isel

Definice 2.5 (Slaby zakon velkych &isel) Rekneme, Ze posloupnost ndhodnyjch veli-
an X;, 1=1,2,. .. splnuje slaby zakon velkych cisel, kdyzZ posloupnost nahodnych velicin

v, =13 (x - EX)

n i=1
stochasticky konverguje k 0.
(T5. Ve > 0 : lim, o0 P(|2 30 (X; — EX;)| > €) =0.)

Véta 2.6 Posloupnost nahodnych velicin X;, i=1,2,... splnuje slaby zakon velkych cisel
(SIZVC), kdyz posloupnost

2D('X:X)—>0 pro n — oo.

Diikaz: Necht je dana posloupnost ndhodnych veli¢in Y,, = % » L (X;—EX;).Pak EY, =0
a pro jeji rozptyl plati
DY, = D(= ZX EX;) = =D Xi =Y EX;) = —=D(}. X;) =0 pron — oo.
iz n i=1 i=1 [ —]

Tudiz pro vSechna e > 0 za pouziti CebySevovy nerovnosti dostavame

DY, DY | X,
lim P(]Y, — 0| > ¢) = lim P(|Y, — BY,| >¢) < _ fim D=t

Proto Y,, — 0 stochasticky a tedy X; spliiuje SIZVC. 0

Véta 2.7 (Cebysevova) Necht X;, i=1,2,...je posloupnost nezdvislijch ndhodnych ve-
licin s omezenymi rozptyly DX; < c, kde c je dand konstanta. Pak posloupnost X; splnuje
Sizve.

Diikaz: Za uvedenych predpokladi plati

0<7 ZX

a v limitnim ptipadé dostavame

1 1
0< lim — ZX ) < hm — =0 proto lim —D() X;)=0.
N

- n—oo
i=1 n i—1

n—oo 12
Protoze X; spliiuje podminku véty 2.6 tak X; spliiuje SIZVC. U

Véta 2.8 (Chinéinova) Necht X;, i=1,2,...je posloupnost nezdavislyjch a stejné rozdé-
lengjch ndhodnyjch veli¢in s konecnou stiedni hodnotou EX; = . Pak X; spliuje SIZVC
a tedy

Dikaz: Viz [5].



2.5 SILNY ZAKON VELKYCH CISEL
2.5 Silny zakon velkych cisel

Definice 2.9 (Silny zakon velkych &isel) Rekneme, Ze posloupnost ndhodnych velicin
X;, 1=1,2,... spliuge silny zdakon velkych cisel, kdyZ posloupnost nahodnych velicin

Y, = L > (X — EX;)

n;3

konverguje skoro jisté k 0. (Tj. lim, .., P(: S0 (X; — EX;) =0) = 1.)

Véta 2.10 (Kolmogorova) Necht X;, i=1,2,. .. je posloupnost nezdvislych stejné rozdé-

lengch ndhodnych velicin s konecnou stredni hodnotou EX; = u. Pak plati

_ 12
X, =- ZXZ» — skoro jiste.
iz

Da se tez rict, Ze veliciny X1, Xo, ... splnugi silny zakon velkych cisel.

Dikaz: Viz [5)].

2.6 Centralni limitni véta

Véta 2.11 (Lindenbergova) Necht X1, Xs, ... jsou nezavislé ndhodné veliciny se stej-
nym rozdélenim, které md stvedni hodnotu p a konec¢nyj rozptyl 0. Oznacme

1 & T Xj—np

WZ(XJ‘ —p) = Jno

Jj=1

Y, =

Pak pro n — oo Y,, konverguje v distribuci k rozdéleni N(0,1).

Dikaz: PoloZzme
7. Xy —
e =

k=1,2,...
g

Veli¢iny Zy, Zs, ... jsou nezavislé, maji stejné rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a s
rozptylem DZ; = 1. Ozna¢me 1 (t) charakteristickou funkci tohoto rozdéleni. Z véty 2.2

plyne
2 2

w(t)zl—t2+o(t2):1—7;+R(t),

kde R(t)/t* — 0 pti t — 0. Charakteristickd funkce kazdé veli¢iny Z.//n je
EetZe/Vn — pettVimZe — y(t/\/n) =1 — i + R(t/v/n).
Protoze Y,, = Z1/v/n+ -+ -+ Z,/\/n, je charakteristické funkce v,,(t) veli¢iny Y,, rovna
0ult) = B = BN [T (o] i) = (1 o ROV

9



2.6 CENTRALNI LIMITNI VETA
Jelikoz pro kazdé pevné t pii n — oo plati

orof i = o= (1 s MU o

t2/n 2n n

7Z prikladu 2.1 je znamo, ze e~t*/2 je charakteristickd funkce rozdéleni N (0, 1), a tak z véty
2.2 plyne Fy, (z) — ®(z). O

Véta 2.12 Necht ndhodnd veli¢ina X,, ma binomické rozdéleni s parametry n a 6 (X; ~
Bi(n,0)), kde 0 € (0,1). Pak nahodnd velic¢ina Yy,

X,, —nb
nb(1 —0)

Y, =

pro n — oo konverguge v distribuci k rozdéleni N (0, 1).

Dikaz: Necht jev A nastava v kazdém z n nezéavislych pokusii s pravdépodobnosti 8 Necht
Zr = 1, kdyZ v k-tém pokusu jev A nastal a necht 7, = 0, kdyZ nenastal. Pak 71, ..., Z,
jsou nezavislé nahodné velic¢iny, které maji alternativni rozdéleni se stfedni hodnotou
p = 0 a rozptylem o2 = 0(1 —0). Veli¢ina X,, = Z; + - - - + Z,, m4 rozdéleni Bi(n, #). Tedy

_ Diq Zi — np
Vno

a tvrzeni véty plyne z centralni limitni véty. [J

Y,

Véta 2.13 Necht X,, ma Poissonovo rozdéleni s parametrem n\ (X,, ~ Po(n))), kde

A > 0. Pak ndhodnd velicina Y,
X, — nA

VnA

pro n — oo konverguge v distribuci k rozdéleni N (0, 1).

Y, =

Dikaz: Necht Zy,Z, ... jsou nezéavislé nahodné veliciny s rozdélenim Po(\), které ma
stfedni hodnotu y = X a rozptyl 0 = \. Potom X,, = Z; + - -+ Z, ~ Po(n)). ProtoZe

Y Zi—nA
vVnA ’

ditkaz véty plyne z centralni limitni véty. [UJ

Y, =

10



3 Simulace a priklady

3.1 Stochasticka konvergence-aproximace rozdéleni

V této Casti popisi a demonstruji na ptikladech, jak lze aproximovat néktera rozdéleni
pravdépodobnosti jinymi. To je ukdzano na piikladé aproximace binomického rozdéleni
Poissonovym a hypergeometrického binomickym. Tyto aproximace jsou jednak odvozeny
na prikladech, ale také demonstrovany na obrazcich, které byly vytvoreny tpravou simu-
laci z prilozeného programu v matlabu.

Nejprve na prikladé ukazi aproximaci binomického rozdéleni Poissonovym.

Priklad 4.1 Odvozeni pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni z pravdépodob-
nostni funkce binomického rozdéleni.
Necht X ~ Bi(n,0) mé pravdépodobnostni funkci p(z) pak

plo) = (1)1 = 1m0 = Snla 1) (0 (-0
= 1= )1 D) (1= T gy =
(S (B B R ) S R s

Uzitim nf — \ se pro lim,, . limg .o p(x) dostava

lim Tim p(z) = —(1 — 0)(1 — 0)--- (1 — 0)(\)*(1 — 0)~* Tim (1 — 2)@

n—oo f—0 E n—00

Aplikaci vzorce lim, .(1 — %)" = e~ obdrzime
lim lim p(z) = l/\xe_’\
n—oo 9—>0p o ;p' ’

coz je prvdépodobnostni funkce Po(\).

0.25

Po(5)
Bi(100,0.05)
Bi(50,0.1)
Bi(25,0.2)
Bi(10,0.5)

0.2

0.15

0.1

0.05

X

Obrazek 3.1: Konvergence pravdépodobnostni funkce B7 k pravdépodobnostni funkci Po.
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3.1 STOCHASTICKA KONVERGENCE-APROXIMACE ROZDELENI

Na obrazku 3.1 je nazorné demonstrovana rychlost konvergence pravdépodobnostni
funkce Bi k pravdépodobnostni funkci Po. V8echna rozdéleni Bi(n,0) spliuji, ze nf =
A = 5. Na prvni pohled je z obrazku patrny rozdil v aproximaci u rozdéleni Bi(10,0.5)
a Bi(100,0.01). Tim je ukazano, Ze pro dobrou aproximaci musi byt splnéno: n — oo a
0@ — 0. Abychom vsak dostali dostatecné pfesnou aproximaci nemusime jit s hodnotami
n a 0 az k oo respektive k 0. V knize [4] se uvadi, ze staci n > 30 a 6 <0, 1.

Na nasledujicim piikladé bude ukazana aproximace hypergeometrického rozdéleni bi-
nomickym.

Priiklad 4.2 Aproximace pravdépodobnostni funkce hypergeometrického rozdéleni prav-
dépodobnostni funkci binomického rozdéleni.
Necht X ~ Hg(N, M,n) méa pravdépodobnostni funkci p(z) pak

(Af) (]\:L:f) - (ME)!Q;! (Nf]\/[(ivnjr]\a/:[))!!(nfa:)!

p(l‘) = N - N! -
()

n (N=n)inl
oo MM-1)-(M—-2+1)(N-M)(N-M~-1)---(N-M-—n+z+1) 5=
~(n—x)la! N(N—1)---(N—n+1) En
:(n)%<%—&>-~-<%—T>W<W—}V>---<W—"—;s—1>
’ (1= %) (1=

Uzitim & — 6 se pro limys y—.oo p() ziskavé

W\ BB —0)- (6—0)(1—6)(1—0—0)---(1—0-0) (n\.
(x):@ 1010 ‘@9 (=6,

lim =
M,N—oco

coz je pravdépodobnostni funkce rozdéleni Bi(n, ).

0.45

0.4r

Bi(10,0.5)
Hg(200,100,10)
03k Hg(70,35,10)
Hg(30,15,10)
0.25F Hg(14,7,10)

0.2+

0.15F

0.1

0.05f

Obrazek 3.2: Konvergence pravdépodobnostni funkce Hg k pravdépodobnostni funkci Bi.

Na obrazku 3.2 je opét patrné, ze pro aproximaci je nutné % — 0, NNM — ooa g — 0,
Vétsinou staci volit £ < 0, 1. Spojenim tivahy o aproximaci binomického rozdélenim Pois-
sonovym s aproximaci hypergeometrického binomickym se d& ukazat, ze 1ze aproximaovat
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3.2 DEMONSTRACE ZAKON VELKYCH CISEL

hypergeometrické rozdéleni Poissonovym. K tomu je nutno splnit podminky z jednotlivych
aproximaci. Pokud je & — 0, % — 0 — 0 an — oo lze aproximovat hypergeometrické

rozdéleni Poissonovym a to s parametrem n% — A\

3.2 Demonstrace zakon velkych ¢isel

Nyni se zaméfim na zakon velkych ¢isel. Jeho princip nejprve osvétlime na prikladé.
Priiklad 4.3

Méjme kostku a opakované s ni hazejme. Jev A znamend, Ze na kostce padlo predem
dané ¢islo. Neht X}, = 1 padne-li v k-tém hodé dané ¢islo a X}, = 0 nepadne-li. Hody jsou
navzajem nezavislé. X ~ A(6), kde § = % = 0,16 je pravdépodobnost padnuti daného
¢isla v jednom hodu. Rozdéleni ma stfedni hodnotu pu = 6 = é. Potom Y, = >7/_; X}, ~
Bi(n,0). Necht m udava pocet priznivych vysledki pokusi a n celkovy pocet pokusi. Z
Chincinovy véty pak plyne

p =0.166  chyba=0.00066667
0.191

0.18
0171 A

VAv \/J\/\,\/
o 0.16 \I

0.15

0.14

0.13 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

n—pocet hodu

Obrazek 3.3: Simulace hodu kostkou.

Tato konvergence je graficky znazornéna na obrazku 3.3. Pro vysoce pfesnou aproximaci
je vsak treba znacny pocet hodu. Pro predstavu, aby byla presnost na pét desetinnych
mist (¢ = 0.5-107°) se spolehlivosti 95% (o = 0, 05) je tieba vice nez 1,5 - 10 hod.

P(ll—0)<e)>1—a

1
P<|Yn—6’]<5>21—o¢
n

Y —nb ne
(< s 21

2
1 1
n > (U1—a 0(1_0)) :(u0795 6(1_6)> %1,5.1010

- € 0.5-10-5
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3.2 DEMONSTRACE ZAKON VELKYCH CISEL

Nahradime-li pokus s hazénim kostkou hazenim minci dospéje se k podobnému vy-
sledku, jen s rozdilem p =6 = %
Aplikace nasledujictho postupu na jevy, u nichz pravdépodobnost nastoupeni je dana
pomoci geometrické pravdépodobnosti vede k zajimavéjsim vysledkiim. Necht Q je méri-
telna podmnozina n-rozmérného euklidovského prostoru s kladnou a kone¢nou n-rozmérnou
Lebesgueovou mirou. Déale necht A je systém vSech méfitelnch podmnozin mnoziny Q) a
1(A) necht je n-rozmérnd Lebesgueova mira méfitelné mnoziny A € A potom
A
P(A) = 1A)
()
Uvazujme nyni konkrétni ptipad. Pro € bude platit: 2 = {(z,y) : 0 <2 <1,0<y <1}
a A= {(r,y) € Q:2?+y? < 1}. Pravdépodobnost nastoupeni jevu A je
A
P(A) = pA) _ T
u(2 4
Mé¢jme nahodnou veli¢inu X;, ktera nabyva hodnot X; = 1, pokud i-ty nahodné zvoleny
bod z € nalezi do A a X; = 0 pokud nenélezi do A. Potom Y,, = >, X; ~ Bi(n, ).

Relativni ¢etnost nastoupeni jevu A pfi n pokusech je Z:TIX = ™. 7 Chincinovy véty se
dostava
m st
4. — =S,
n

Tohoto vysledku jsem uzil ve svém programu pii simulaci vypoctu 7 v sekci Zakon velkych
¢isel. Jinému zptlisobu aproximace 7 za uziti geometrické pravdépodobnosti je vénovana
kapitolka 3.4.1-Buffonova tloha.

Podobné tvahy, jako byly pouzity v ptikladé 4.3 lze pouzit i na ostatni rozdéleni prav-
dépodobnosti, ktera splnuji pottebné predpoklady. Na otazku za jakych okolnosti nelze
pouzit aproximace stfedni hodnoty rozdéleni pomoci relativni ¢etnosti odpovida sama
definice zakona velkych c¢isel a véty od néj odvozené. Pozadavky pro splnéni jsou vzdy
kone¢na stfedni hodnota a omezeny rozptyl. Tento pozadavek nespliuje naptiklad Cau-
chyovo rozdéleni. To jak vypada aproximace stfedni hodnoty, kterd neexistuje pro C(0,1)
je vidét na obrazku 3.4. Velké vykyvy na obrazku jsou zptisobeny tim, Ze toto rozdéleni
nema ohraniceny rozptyl. To ma za nasledek, Ze se obcas vygeneruje obrovské ndhodné
¢islo, které zptsobi prudky nartist nebo pokles relativni ¢etnosti.

I I I I I I I ,
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n-pocet hodu x10*

Obréazek 3.4: Demonstrace zakona velkych ¢isel pro C(0,1).

14



3.3 DEMONSTRACE CENTRALNI LIMITNI VETY
3.3 Demonstrace centralni limitni véty

V sekci 2.6 Centralni limitni véta jsem uvedl Lindenbergovu vétu a také dvé konkrét-
n€jsi limitni véty jednu pro rozdéleni Bi a druhou pro Po. Nyni se pokusim ilustrovat plat-
nost této véty na simulaci. V prilozeném programu je k dispozici demonstrace centralni
limitni véty pro binomické, Poissonovo, rovnomérné, beta, exponencialni, logaritmicko-
normalni, norméalni, Fischerovo a Cauchyovo rozdéleni. U vSech vySe zminénych rozdéleni
je demonstrovana rychlost konvergence k rozdéleni N (0, 1). Na piikladé Cauchyova rozdé-
leni je ukazana situace, kdy rozdéleni nespliiuje centralni limitni vétu. Z divodu postradani
generatoru nahodnych ¢isel s Cauchyho rozdélenim v matlabu jsem pouzil pro odsimu-
lovani Cauchyhova rozdéleni studentovo rozdé€leni s parametrem rovnym jedné, které je
rovno standartnimu Cauchyovu rozdéleni C'(0, 1).

Na néasledujicich obrazcich bude demonstrovana centralni limitni véta pro rozdéleni
Poissonovo, exponencialni, rovnomérné a Cauchyovo. Na vsech obrazcich je zobrazen his-
togram a empiricka distribu¢ni funkce pro 500 ndhodnych veli¢in Y,

n
1 Xi —np
2 3

Y, =
no

kde 11 je stiedni hodnota zvoleného rozdéleni a o2 je rozptyl.
Na obréazcich 3.5, 3.6 a 3.7 je X; ~ Po(1) a n=1,10 a 28. Hodnota n = 28, pfi kterém
byla simulace ukonc¢ena, byla ur¢ena pomoci K-S testu na hladiné vyznamnosti o = 0, 1.

Obrazek 3.5: Centralni limitni véta pro Po(1) pii n = 1.

n =10

Obrazek 3.6: Centralni limitni véta pro Po(1) pfi n = 10.
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3.3 DEMONSTRACE CENTRALNI LIMITNI VETY

n =28

alpha-sign. level

pecet gen. cisel

Obrazek 3.7: Centralni limitni véta pro Po(1) pii n = 28.

Na obrazcich 3.8, 3.9 a 3.10 je ukézka pro X; ~ FEz(1). Hodnota n = 12 byla opét
ziskana K-S testem pii o = 0.1.

Start

Slop

Close

max n

lambda
1

alpha-sign. level

pcet gen, cizel

W vymazavat

o 04 -
alpha-sign. level o0zl i
pcet gen, cizel 0

Obrazek 3.9: Centrélni limitni véta pro Ex(1) pii n = 5.
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3.3 DEMONSTRACE CENTRALNI LIMITNI VETY

n=12

Obrazek 3.10: Centrélni limitni véta pro Fxz(1) pii n = 12.

Na obrazku 3.11 je ukdzka pro X; ~ R(—1,1). Z hodnoty n = 2, ktera byla ziskdna K-S
testem pii o = 0.1, je patrné, Ze rychlost konvergence k rozdéleni N (0, 1) je velika.

Obréazek 3.11: Centrélni limitni véta pro R(—1,1) pfin = 2.

Neplatnost centralni limitni véty pro X; ~ C(0,1) demonstruji obrazky 3.12, 3.13 a 3.14.

Start

Slop

Close

C(0,1

max n

alpha-sign. level
0.1

pcet gen, cizel

W vymazavat

Obréazek 3.12: Centralni limitni véta pro C'(0,1) pfin = 1.
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3.4 ZAJIMAVE PRIKLADY

n =10

L )
-150 -100 200

L L L L
-150 -100 -50 0 50 100 150 200

Obrazek 3.13: Centralni limitni véta pro C'(0,1) pti n = 10.

n =100

1
0.8

0 L L L L ,
-800 —600 —400 -200 0 200 400
n

0 L L L L
-800 -600 —-400 -200 0 200 400
n

Obréazek 3.14: Centralni limitni véta pro C'(0,1) pfi n = 100.

Z provedenych simulaci, které byly zde ukadzany na obrazcich se da usoudit rychlost kon-
vergence jednotlivych rozdéleni k rozdéleni N(0,1). Pro rozdéleni R(—1,1) stacilo volit
n = 2, aby K-S test provedeny pro 500 ndhodnych ¢isel Y,, = %, kde p je stiedni
hodnota uvazovaného rozdéleni a o? je rozptyl, nezamitl hypotézu, ze jsou z rozdéleni
N(0,1). Rozdéleni Fz(1) potfebovalo n=12 a Po(1) muselo mit n = 28. Pro rozdéleni

C'(0,1) nenastala situace, Ze by byla hypotéza nezamitnuta.

3.4 Zajimavé priklady

3.4.1 Buffonova uloha

Méjme tlohu: V roviné jsou narysovany rovnobézky, jejichz vzdalenost je d. Na tuto
rovinu ndhodné hazime jehlu délky L, L < d. Jaka je pravdépodobnost, ze jehla pretne
nékterou z rovnobézek?

Tuto tlohu vymyslel v roce 1777 francouzsky matematik Georges Louis Leclerc, Comte
de Buffon (*1707-+1788).

Reseni tlohy je nasledujici: Necht x je vzdalenost stfedu jehly od nejblizsi pfimky a
¢ thel, ktery svird jehla s rovnobézkami. Potom Q = {(p,2) : 0 < ¢ < 7,0 < z <
< g} je prostor elementarnich jevi. To, Ze jehla protne primku, vyjadiime jevem A, A =
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3.4 ZAJIMAVE PRIKLADY

{(p,2) € Q:x < Lsinp}. Definice geometrické pravdépodobnsti udavé, ze P(A) = %.

Dosazenim za m(A) a m()) se dostane

_ Jo(gsinp)dp 2L
W%l wd’

P(A)

Pravdépodobnost P(A) se d4 odhadnout pomoci relativni ¢etnosti P(A) ~ ™, kde n
je pocet hodu jehlou a m je pocet hodu v nichz jehla protla rovnobézku. Z geometrické

pravdépodobnosti jevu A a relativni Cetnosti tohoto jevu se d4 odhadnout ¢islo 7.

m 2L 2In

n Pi4) = md e md
K tomuto vztahu se da téz dojit za pouziti ZVC. Méjme ndhodnou velicinu X ~ A(6),
kde EX =6 = % udava pravdépodobnost s jakou jehla pti dopadu protne rovnobézku.
V piipadé, Ze jehla protla rovnobézku je X = 1 v opacném X = 0. Necht n-krat hodime
jehlou. Pocet protnuti v n hodech je vyjadfen ndhodnou veli¢inou Y ~ Bi(n, ). Y =
iz Xi = m, kde X; = {0,1}. Relativni Cetnost pfi n hodech je ™, kde m je pocet
protnuti. To lze vyjadrit = = % * 1 X;. Aplikovanim Chincinovy véty na tento priklad

st. , s s
dostaneme @ = 1" X, 25 9 = 2L Spadnou Gpravou se dostava
n n &~i=1<*1 wd
2Ln st.
— =5 7.
dm

Tento vztah byl v minulosti mnoha autory pouzit k urceni priblizné hodnoty . Né-
které z nich véetné jejich vysledklt uvadim pro nazornost v nésledujici tabulce, ktra byla
prevzata z knihy [3].

experimentator | rok | pocet hodi | zjiséna hodnota 7
Volf 1850 5000 3,15
Smith 1859 3024 3,1553
Fuchs 1894 1120 3,1419
Lazzarini 1901 3408 3,1415929

Uzitim simulace jsem dostal nasledujici hodnoty:

pocet hodt 100 | 1000 | 5000 | 10 000 | 50 000 | 100 000 | 500 000 | 1 000 000

Zjiséna hodnota 7 || 3,36 | 3,136 | 3,1432 | 3, 1372 | 3,1442 | 3,1445 | 3,1427 | 3,1416

Z porovnani hodnot zjisténych simulaci a hodnot od experimentatorii v minulosti se
zda patrné, ze vysledky, kterych dosahl tfeba Lazzariny, musely byt zna¢né nahodné. Z
hodnot zjisténych simulaci je patrné, ze hodnota 7 se s rostoucim poctem hodt pomalu
zpresnuje. Presnost aproximace 7 je u sta hodu jen na jednu platnou cifru u desetitisice
na jedno desetinné misto a u statisici hodt se zlepsi na dvé desetinnd mista. Naskyta se
tedy otéazka, jak moc velké stésti mél Lazzariny pfi svém pokuse. Pro hodnotu 7, kterou
obdrzel Lazzariny existuje pouze jedna hodnota poctu protnuti jehlou m pfi poc¢tu hodu
jehlou n = 3408. Pravdépodobnost P, (m), ze Lazzariny pfi svém pokuse mél pravé m
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3.4 ZAJIMAVE PRIKLADY

protnuti pii n hodech se da odhadnout za pomoci CLV. Jelikoz pfi n hodech vyjadiuje
pocet protnuti ndhodnd veli¢ina Y, ~ Bi(n, 6), lze pro velkd n uzitim CLV obdrzet, Ze Y},
mé piiblizné rozdéleni N(nf,nd(1 — 0)). Tedy

1 _ (m7n9)2
Pn(m ~ ——— ¢ 2n0(1-0)
\/2mnb(1 — 0)

mfn9)2

(
Pro pripad d = 2L a jelikoz e 20-9) < 1 dostavame

1 1
V2mnf(1—0) \/2m-3408- 1(1- 1)

7 tohoto vysledku je patrné, ze Lazariny ve svém pokuse musel mit znacné velké Stésti.

~ 0,015.

pocet hodu =100

Buffonova uloha -

pocet hodu m=3.2258 chyba=0.084214

[ 100 101
delka jehly (0,2) 8k
61
£ .l
2L

0

I I I I I I I I I ,
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
pocet hodu jehlou

aproximace Tt

Obrazek 3.15: Simulace Buffonovy tlohy.

3.4.2 Galtonova deska

Galtonova deska je zafizeni vynalezené anglickym védcem Sirem Francisem Galtonem
(*1822-11911) k demonstrovani normalniho rozdéleni.

Necht 6 predstavuje pravdépodobnost vychyleni koule vlevo a 1 — 6 pravdépodobnost
vychyleni vpravo pii dopadu na klin. Méjme Galtonovu desku s n fadami klinti a nechme
ji projit m kouli. UvaZzujme nahodnou veli¢inu X;;, ¢ = 1,...,m a j = 1,...,n, kterd
popisuje pohyb i-té koule po dopadu na klin v j-té fadé¢ Galtonovy desky. Pro X;; plati,
ze nabyva jen hodnot 0 a 1 . Hodnoty 0 v pfipadé, ze koule pokracuje po narazu na klin
vlevo a 1, jestlize vpravo. Tedy X;; ma alternativni rozdéleni X;; ~ A(f). Pro ideélni
kouli a idedlni klin je 6 =1 — 6 = %

V ptipadé Galtonovy desky s n fadami klini predstavuje pohyb koule po desce n al-
ternativnich nezavislych pokusi. Méjme nahodnou velicinu Y; udavajici ¢islo prihradky,
do které dopadla i-ta koule po projiti Galtonovy desky. Potom Y; = 77 ; X;;. Je znamo,
ze soucet nezavislych nahodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim dava ndhodnou ve-
li¢cinu s binomickym rozdélenim. V naSem pfipadé Y; ~ Bi(n, ). Pravdépodobnostni
fukce nahodné veli¢iny Y; popisujici dopadeni koule do i-té prihradky zleva je pro 6 = %
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3.4 ZAJIMAVE PRIKLADY

Obrézek 3.16: Galtonova deska.

Z véty 1.14 je zndmo, Ze ndhodnd velicina (Z,, = Y; — nf)/(y/nf(1 — 0)) pro n — oo
konverguje v distribuci k rozdéleni N (0, 1), kde Y; ~ Bi(n, #). Upravou vztahu pro Z, se
dostava

;= /nbd(1 —60)Z, + nd.
Odtud je jiz zfejmé, ze Y; ~ N(nf,nf(1 — 0)) a pro § = 1 dostaneme Y; ~ N(%,%), kde
n je pocet fad klind.

padet 1181

koull 51
[%]

hustota rozdeleni N{10,5)

-~ -simulace Galtonovy desky

.06
0.06
0.04

0.0z

0
i 5 ., 15 20 25
piihradka

Obrazek 3.17: Simulace Galtonovy desky s 20 fadami klintt pro 1000 kouli.

3.4.3 Bertranduv paradox

Uvazujme tulohu: K dané kruznici zvolime nahodné tétivu a chceme védét, jaka je
pravdépodobnost, ze tétiva bude delsi nez strana rovnostranného trojuhelnika vepsaného
kruznici.

Tuto tlohu zformuloval v roce 1888 Joseph Bertrand ve své praci Calcul des probabi-
lités.

Problémem této tlohy je ndhodna volba tétivy. Ta se da realizovat vice zpiisoby. Tii
z nich autor zvefejnil spolu s touto tlohou. To, Ze tato uloha byla pojmenovana jako
paradox, bylo zpiisobeno tim, Ze kazdy z téchto tii zptisobu volby ndhodné tétivy prinasi
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3.4 ZAJIMAVE PRIKLADY

jiné feseni.

Prvni pojeti. Poloha tétivy je urcena polohou jejiho stredu. To se prakticky provadi
ndhodnou volbou stfedu tétivy uvnitf kruznice pomoci soufadnic x a y stiedu tétivy ,
pricemz stfed zakladni kruznice je pocatkem kartézské soustavy soutradnic. Pti této volbé
bude tétiva delsi nez strana rovnostranného trojuhelnika vepsaného kruznici, kdyz stred
tétivy padne dovnitt kruznice vepsané tomuto trojuihelniku. Kruznice vepsana trojuhel-
niku je soustiedna se zakladni kruznici a jeji polomér je polovinou poloméru zakladni
kruznice. Obsah plochy ohrani¢ené zakladni kruznici je mr? a obsah plochy ohranicené
kruznici vepsanou trojihelniku je W(%)? Hledana pravdépodobnost se rovna

2 4

/\
/\

1

Obrazek 3.18: Prvni po- Obrazek 3.19: Druhé po-
jeti. jeti.

<

/N

Obrazek 3.20: TTeti pojeti.

Druhé pojeti. Délka tétivy je urcena vzdalenosti jejiho stfedu od stfedu kruznice.
Stfed tétivy je v polarnich soufadnicich jednoznaéné uréen vzdélenosti od pocatku (stfed
kruznice) a thlem svirajicim s pfedem zvolenou osou. Nahodn4 volba tétivy se realizuje
nahodnou volbou stfedu tétivy, ktery volime pomoci ndhodné vzdélenosti od pocatku a
uhlu. Tétiva bude delsi nez strana pravidelného trojihelnika, jestlize vzdalenost stfedu
tétivy bude mensi nez polovina poloméru kruznice. Pravdépodobnost, ze ndhodné zvolena
tétiva bude delsi nez strana trojihelnika, je

1

r
2
ro 2
Tteti pojeti. Z divodu symetrie mizeme predpokladat, ze jeden koncovy bod tétivy je
pevny a je umistén do vrcholu trojihelnika. Druhy zvolime ndhodné na kruznici. Tétiva
bude delsi nez strana trojuhelnika, kdyz druhy bod padne do oblouku, ktery se nachéazi
mezi ostatnimi dvéma vrcholi trojuhelnika. Délka tohoto oblouku kruzniice je tfetina
délky celé kruznice. Pravdépodobnost, Ze tecna bude delsi nez strana trojuhelnika, je
%27rr 1

2nr 3
Tyto tfi zplisoby volby ndhodné tétivy jsem téz zprogramoval a jejich simulaci si lze
spustit v prilozeném programu.
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4 Popis programu

V této kapitole popisuji stru¢né moznosti a ovladani prilozeného programu. Po zadani
prikazu beprogram do prikazového fadku v matlabu se spusti program a na obrazovce se
obévi okno.

Program k bakalarske praci Martina Chabicovskeho

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

V pravém rohu jsou umisténa pod sebou tii tlac¢itka: Start, Stop, Close. Start slouzi
ke spusténi vybranné simulace. Stop ukon¢i pravé probihajici simulaci a tlacitko Close
ukondi cely program. Pod tlac¢itkem Close je umistén napis Vybér simulace. Déale nésle-
duje skupina tlacitek, ktera slouzi k vybéru jednoho ze ¢tyr typt simulaci: Stochasticka
konvergence, Zakon velkych ¢isel, Centralni limitni véta a Zajimavé priklady. Pod touto
skupinou tlacitek je rozklikavaci nabidka simulaci podle zvoleného typu.

e Stochastickd konvergence
Na vybér jsou tyto simulace: Hg k Bi cdf, Hg k Bi pdf, Bi k Po cdf, Bi k Po pdf. Zde
se jednd vzdy o ukézku konvergence pravdépodobnostni (pdf) 4i distribuéni (cdf)
funkce prvniho rozdéleni k druhému. Napis Hg k Bi cdf tedy oznacuje ukazku jak
distribu¢ni funkce hypergeometrického rozdéleni konverguje k binomickému rozdé-
leni.

P1i volbé Hg k Bi se pod timto oknem zobrazi pole na zadani vstupnich parame-
tri: maxN, n a theta. To jsou parametry rozdéleni Bi(n,theta) a Hg(N,Mn), kde
maxN oznacuje hodnotu N pfi niz se ukazka zastavi. Parametr M je urcovan v pru-
béhu vykreslovani ze vztahu M=theta-N, kde N=1,... maxN.

Pti volbé Bi k Po se zobrazi pole na zadani vstupnich parametr: maxN a lambda.
To jsou parametry rozdéleni Bi(n,theta) a Po(lambda), kde maxN oznac¢uje hodnotu
n, pfi niz se ukazka zastavi. Parametr theta je urcovan v pribéhu vykreslovani ze
vztahu theta=lambda/n, kde n=1,... maxN.

e Zékon velkych cisel
V této nabidce jsou na vybér tyto simulace: Hod minci, Hod kostkou, Pi a Cauchy.
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Pod touto nabidkou je k disozici volba parametru n, ktery oznacuje pocet vygene-
rovanych nadhodnych ¢isel, pii kterém je simulace ukoncena.

Centralni limitni véta

Zde jsou na vybér tyto simulace: Po(lambda), Ex(lambda), B(a,b), R(a,b), LN(mu,sigma),
Bi(n,theta), N(0,1), F(a,b) a C(0,1). Pro tyto simulace jsou nastavitelné parametry:

max n, parametry zvoleného rozdéleni, alpha a pocet generovanych ¢isel. Parametr

max n vychazi ze vztahu pro centralni limitni vétu

_ 2ic Xi —np
Vno

a oznacuje n, pii kterém se nejpozdéji zastavi simulace. Parametr alpha znaci hla-
dinu vyznamnosti v K-S testu, ktery pti kazdém n (n = 1, - - - ;max n) testuje veli¢iny
Y zda jsou z rozdéleni N(0,1) na hladiné vyznamnosti alpha. Pokud test nezamitne
hypotézu, Ze ndhodné veli¢iny Y jsou z N(0,1) je ukonéena simulace. Pocet generova-
nych ¢isel oznacuje pocet Y, pro ktery je vykreslen histogram, empiricka distribuc¢ni
funkce a délan test.

Ya

Zajimavé piiklady Na vybeér jsou: Galtonova deska, Buffonova tloha, Bertrandtv
paradox 1, Bertrandv paradox 2 a Bertrandv paradox 3. U Galtonovy desky je
na vybér volba poc¢tu fad Galtonovy desky a pocet kouli, ktery se necha projit
Galtonovou deskou. Pro Buffonovu tlohu se voli pocet hodi jehlou a délka jehly.
Délka jehly se voli v rozsahu od 0 do 2, kde 2 oznacuje vzdalenost rovnobézek. Pro
simulace Bertrandova paradoxu se voli jen pocet ndhodnych voleb tétiv, pricemz
oznaceni simulaci Bertrandova paradoxu odpovida pojeti volby tétivy z kapitolky
3.4.3.
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T 4

5 Zaver

Cilem prace bylo popsat stochastickou konvergenci, zakony velkych ¢isel, centralni li-
mitni vétu a pouziti vylozené teorie demonstrovat na vybranych prikladech a grafickych
simulaci. Popisu vybrané teorie jsem vénoval kapitolu Zakladni pojmy z teorie pravdé-
podobnosti. Zde je navic definovana charakteristicka funkce, ktera byla uzita k dikazu
centralni limitni véty. Demonstraci této teorie jsem vénoval nasledujici kapitolu, kde jsou
uvedeny i nékteré zajimavé priklady, jakoz jsou Galtonova deska, Buffonova tloha a Ber-
trandtv paradox, které slouzi k demonstrovani této teorie. Vsechny mnou vytvorené gra-
fické simulace jsem vlozil do jediného programu, kde se daji pohodlné spustit. Popisu
tohoto programu jsem pak vénoval posledni kapitolu.
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6 Seznam pouzitych zkratek
a symbolu

EX stfedni hodnota

DX rozptyl

Y charakteristicka funkce
YAY® zakon velkych ¢isel

S1ZVC slaby zakon velkych cisel
CLV centralni limitni véta

st. stochasticka konvergence
p(z) pravdépodobnostni funkce
f(z) hustota

F(z) distribuéni funkce

O(x) distribuéni funkce rozdéleni N(0,1)
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7 Seznam priloh

e prilozené CD
Toto CD obsahuje:

— tuto bakalafskou praci ve formatu pdf

— program pro matlab bcprogram.m
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