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Abstrakt 
Stochast ická konvergence, zákon velkých čísel a centrá lní l imitní vě ta předs tavuj í 

důleži tou část teorie p ravděpodobnos t i , k t e r á se často užívá v ma tema t i cké statistice. 
Cílem t é to práce je popsat tuto teorii a demonstrovat j i na př íkladech a grafických simu
lacích. Kromě simulací s tochast ické konvergence, zákona velkých čísel a centrá lní l imitní 
vě ty pro něk te rá d iskré tní a spoj i tá rozdělení p ravděpodobnos t i práce obsahuje i několik 
zaj ímavých simulací a to simulaci Galtonovy desky, Buffbnovy úlohy a Bertrandova pa
radoxu. K vytvoření grafických simulací by l použi t programovací jazyk matlab. 

Summary 
Stochastic convergence, law of large numbers and central l imit theorem is an impor

tant part of probability theory, which is often used in mathematical statistics. The aim of 
this work is to describe this theory and demonstrate it wi th examples and graphical simu
lation. In addition simulation of stochastic convergence, law of large numbers and central 
l imit theorem for some discrete and continuous probability distribution the work contains 
several interesting simulations for example simulation of Galton's box, Buffon's needle 
problem and Bertrand's paradox. To create a graphic simulation were used programming 
language matlab. 
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1 Úvod 
Zákon velkých čísel, s tochast ická konvergence a centrální l imitní věty představuj í dů

ležitou část teorie p ravděpodobnos t i , k t e rá se často využívá v ma tema t i cké statistice. V 
dnešní době není obt ížné demonstrovat tuto teorii pomocí počí tačových simulacích, k teré 
lze snadno zprogramovat v nejůznějších programovacích prostředích. V t é t o práci jsem 
se pokusil demonstrovat na př íkladech a grafických simulacích stochastickou konvergenci, 
zákon velkých čísel a centrální l imitní větu. K vytvoření simulací mi pomohl programovací 
jazyk matlab. 

V část i Základní pojmy z teorie p ravděpodobnos t i jsou uvedeny v ý z n a m n é věty a 
definice vztahující se k t é t o problematice. Některé věty jsou uvedeny včetně důkazu. Roz
sáhlejší důkazy nebo důkazy zaměřené mimo rámec t é to práce nejsou provedeny ale je 
uveden odkaz na př ís lušnou literaturu. Následující kapitola Simulace a př ík lady se věnuje 
demonstraci zákona velkých čísel a centrální l imitní věty na simulacích a příkladech. Po
pis je zde četně doplněn obrázky. Poslední kapitola obsahuje návod na použi t í při loženého 
programu, k te rý jsem sám vytvoři l a použi l k vytvoření obrázků pro tuto práci . 
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2 Základní pojmy z teorie 
pravděpodobnosti 

V t é t o práci se bude p ředpok láda t znalost základních p o j m ů z teorie p ravděpodobnos t i . 
V teoretické části jsou uvedena něk te rá diskrétní a spoj i tá rozdělení p ravděpodobnos t i , 
charakter is t ická funkce a její vlastnosti, s tochast ická konvergence, zákony velkých čísel a 
centrální l imitní věty. Tato teorie je zpracována podle monografií [1], [2] a [5]. 

2.1 Některá rozdělení pravděpodobnost i 
P ř í k l a d y d i s k r é t n í c h r o z d ě l e n í p r a v d ě p o d o b n o s t i 

• Al te rna t ivn í 
N á h o d n á veličina X m á a l te rna t ivn í rozdělení (značíme X ~ ^4(0)), když nabývá 
pouze hodnot 0,1 a to s p ravděpodobnos t í 

p(x) = P(X = x) = 6X(1-6)1-X, x e {0,1}. 

EX = 9, DX = 9(1 - 9) 

• Binomické 
Budiž n přirozené číslo a 9 G (0,1). N á h o d n á veličina X m á binomické rozdělení 
(značíme X ~ Bi(n, 9)), když nabývá pouze hodnot 0 , 1 , . . . , n a to s p ravděpodob
nostmi 

p(x) = P(X = x)= Q 9X(1 - 9)n~x, x = 0 , 1 , . . . , n. 
EX = n9, DX = - 9) 

• Hypergeometr ické 
Nechť N,K,n jsou př i rozená čísla, př ičemž K < N, n < N. N á h o d n á veličina X 
m á hypergeometr ické rozdělení (značíme X ~ Hg(N, K, n)), když nabývá pouze 
celočíselných hodnot s p ravděpodobnos tmi 

(í)( 
N-K 
n—x p(x) = P(X = x) = ~JŇ\— P r o rnax{0, K + n — N} < x < mm{K, n}. 

n 

EX = ^f, M = « 

• Poissonovo 
Nechť A > 0 je parametr rozdělení. N á h o d n á veličina X m á Poissonovo rozdělení 
(značíme X ~ Po(X)), když nabývá pouze hodnot 0 , 1 , . . . , n a to s p ravděpodob
nostmi 

\x 

p(x) = P(X = x) = — e _ A , a; = 0 , 1 , . . . . 

EX = A, DX — A 
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2.1 NĚKTERÁ ROZDĚLENÍ PRAVDĚPODOBNOSTI 

P ř í k l a d y s p o j i t ý c h r o z d ě l e n í p r a v d ě p o d o b n o s t i 

• Rovnoměrné 
Nechť (a, b) je konečný interval. N á h o d n á veličina s rovnoměrným rozdělením (značíme 
X ~ R(a, b)) m á hustotu 

0 pro x ^ (a, b). 

b—a pro x G (a, b). 

a+b n v — (b-a)2 

EX = e±*, M 2 ' 12 

• Exponenciá ln í 
Nechť A > 0. N á h o d n á veličina s exponenciá ln ím rozdělením (značíme X ~ .Er(A)) 
m á hustotu 

0 pro x < 0. 

/(*) 
l g x / A x > g 
A 

E X = A, M = A 2 

• Cauchyovo 
Nechť o e K a í ) > 0 jsou d a n á čísla. N á h o d n á veličina s Cauchyovým rozdělením 
(značíme X ~ C(a,b)) m á hustotu 

f ( x ) = I 6  

J W nb2 + (x-a)2' 

Střední hodnota a rozptyl Cauchyova rozdělení neexistují . 

• Beta 
Nechť a > 0, b > 0. N á h o d n á veličina s beta rozdělením (značíme X ~ -B(a, &)) m á 
hustotu 

/(*) 

r M _ x a - i ( 1 _ x ) 6 - i p r o x e ( a > 6 ) -

0 pro x ^ (a, 6). 
ař) EX — a " 6 , - D X — ( a + 6 ) 2 ( a + 6 + 1 ) 

• Normáln í 
Nechť /x G M , a > 0. N á h o d n á veličina s no rmá ln ím rozdělením (značíme X 
X(/x , a 2 )) m á hustotu 

1 - ( x - r í 2 

f(x) = e 2CT2 j e l 
V27rcr 

E X = /X, D X = a 2 

• Logaritmicko normáln í 
Nechť o e l , m G l , í ) > 0 . N á h o d n á veličina s logaritmicko no rmá ln ím rozdělením 
(značíme X ~ LN(a, b,m)) m á hustotu 

\ —(ln(x — a)—m)^ 

/ ( x ) = ^Ťf=77 Ňe ^ ' x > a -
V2irb(x — a) 

£ I = o + e m + T , D X = (EX)2(eb2 — 1) 
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2.2 CHARAKTERISTICKÁ FUNKCE 

• Fischer-Snedecorovo F rozdělení 
Nechť m, n G N a m > 1, n > 1. N á h o d n á veličina s F rozdělením o m a n s tupních 
volnosti (značíme X ~ F(m,n)) m á hustotu 

Í ( X ) = f ( # ( f ) ( ň ) 1 2 + ' I > 0 ' 

Je-li n > 2, existuje £ X = ^ 2 a j e—li n > 4, existuje konečný rozptyl D X = 
2n2(m+n—2) 

m(n—2)2(n—4) " 

2.2 Charakter is t ická funkce 
Definice 2.1 Charakteristickou funkci ip(ť) náhodné veličiny X definujeme vzorcem 

ip(t) = Eeitx = E cos tX + %E sin tX, t e R. 

Í Y^T=o éltxp(x) pro diskrétní náhodnou veličinu X. 

/ ľ ^ o ettxf(x)dx pro spojitou náhodnou veličinu X. 

Pro přehlednost budeme značit charakteristickou funkci náhodné veličin X ipx(t) a ná
hodné veličiny Y ipy(t)-

V ě t a 2.2 (vlastnosti c h a r a k t e r i s t i c k é funkce) 

1. ip(0) = 1 a \ip(t)\ < 1. 

2. ip(ť) je vždy stejnoměrně spojitá. 

3. Jestliže a, b jsou konstanty aY = a + bX, pak ijjyit) = eltaipx(bt). 

4- Jestliže Xi,..., Xn jsou nezávislé náhodné veličiny a Y = YH=I pok 

n 

i=l 

5. Existuje-li prvních n obecných momentů [/,[,..., [/,'n náhodné veličiny X a jsou-li tyto 
momenty konečné, pak její charakteristická funkce ip(ť) má prvních n derivací a platí 

^ f c ) ( 0 ) = i V f c , k=l,..., n. 

Dále platí 

kde o(ť) je funkce malé o (f(x) = o{g{x)) pro x —> a, když ^0: —> 0 pro x —> a). 

6. Je-li ip(ť) charakteristická funkce odpovídající distribuční funkci F (x) a jsou-li a, b 
(a < b) body spojitosti funkce F(x), pak platí: 

1 POO ( p—ita _ p-itb „ita _ pitb\ 

n»)-F(a) = -J_x(m—t—*H)-SÍ-)*-
Odtud zejména plyne, že charakteristická funkce jednoznačně určuje distribuční funkci. 
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2.2 CHARAKTERISTICKÁ FUNKCE 

7. Existuje-li hustota, může být rovněž vypočtena pomocí charakteristické funkce. Po
kud pro charakteristickou funkci ip(ť) platí f \ip(ť)\dt < oo, má X spojitou hustotu 
f(x) a lze ji vypočíst podle vzorce 

/(*) = 7T / me-ttxdt. 
Z7T J-oo 

8. Budiž dána posloupnost distribučních funkcí F^x), F2(x),... a jim odpovídající po
sloupnost charakteristických funkcíipi(ť), ip2(t), K tomu, aby posloupnost {Fn(x)} 
konvergovala k nějaké distribuční funkci F(x) ve všech bodech spojitosti této funkce, 
je nutné a stačí, aby posloupnost {ipn(t)} konvergovala v každém bodě k nějaké 
funkci ip(ť), která je spojitá v bodě t = 0. Je-li tato podmínka splněna, pak ip(ť) je 
charakteristická funkce odpovídající distribuční funkci F(x) a posloupnost {^n(č)} 

konverguje k ip(t) stejnoměrně v každém konečném intervalu. 

Důkaz: V i z [5]. • 

P ř í k l a d 2.1 Stanovení charakter is t ické funkce ipxif) n á h o d n é veličiny X ~ ÍV(0,1) 
a charakter is t ické funkce ipyif) n á h o d n é veličiny Y ~ N(fi,a2). 

/

oo /*oo /*oo /*oo 

eltxf(x)dx = / cos(tx)f(x)dx+i / sin(tx)f(x)dx = / cos(tx)f(x)dx 
-oo J—oo J — oo J — oo 

d f°° 
ip'x(t) — ~r cos(tx)f(x)dx dt 

Jelikož cos(tx)f(x) a cos(tx)f(x) jsou spoji té na (—oo, oo) lze přejít ze vztahu 

d f°° f°° d 

— / cos(tx)f(x)dx na I ~T cos(tx)f(x)dx 
Cit J — oo J — oo Cit 

/
OO 2 ľ 0 0

 x 2 

xsin{tx)f{x)dx = — / sin (£#)(—xe~~)dx = 
-oo v27T JO 

[sin(íx)e 2 ]g° — = / t c o s ( í x ) e 2 dx =—t / cos(tx) —e 2 dx =—tip(t) 
V27T J0 J - o o V27T 

27T 

Dos táváme tak diferenciální rovnici, jejíž počá tečn í p o d m í n k a ipx{ty = 1 plyne z Věty 2.4 

V4(ť) = -tipx{t) 

Její řešení je 
l n ^ x ( í ) = - | + l n C 

ýx(t) = Ce-^ . 

Dosazením počá tečn í p o d m í n k y dostaneme C = 1 a tedy 

V>x(č) = e-^, í e l . 

Pro tože V = \x + crX pak zřejmě ~ N(/j,, a2). Uži t ím 3. vlastnosti charakter is t ické funkce 
dostaneme 

ýY (t) = {ať) = é 1 ^ 2 t , t e R. 
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2.3 KONVERGENCE NÁHODNÝCH VELlClN 

2.3 Konvergence náhodných veličin 
Definice 2.3 (konvergence n á h o d n ý c h v e l i č i n ) Nechť (O, A, P) je pravděpodobnostní 
prostor a na něm je definována posloupnost náhodných veličin Xj_, X2,... a náhodná ve
ličina X. 
Řekneme, že posloupnost Xn, n = 1, 2 , . . . konverguje k X skoro jistě, jestliže 

P ( { W : k L ( W ) = ^ ) } ) = l . 

Řekneme, že Xn, n = 1 ,2, . . . stochasticky konverguje k X (budeme značit Xn ^ X), 
když pro každé e > 0 platí 

P({u : I l i m XJu) - X(u)\ > e}) = 0. 
n—>oo 

Řekneme, že Xn, n = 1 ,2, . . . konverguje k X podle středu, je-li EX\ < oo a pro n = 
1,2, . . . platí 

E(Xn - X)2 -> 0. 

Nechť Xn má distribuční funkci Fn a nechť X má distribuční funkci F. Jestliže Fn (x) —> 
F(x) v každém takovém bodě x, ve kterém je funkce F spojitá, pak říkáme, že veličiny Xn 

konvergují k náhodné veličině X v distribuci a rozdělení náhodných veličin Xn nazýváme 
asymptotické rozdělení. Konvergence v distribuci se často značí £(Xn) —> C(X). 

V ě t a 2.4 ( Č e b y š e v o v a nerovnost) Nechť náhodná veličina X má střední hodnotu EX 
a konečný rozptyl DX. Pak pro každé e > 0 platí 

P(\X-EX\>e)< — 

Důkaz: Pro jednoduchost uvád ím důkaz jen pro spoj i tý př ípad . Obecný důkaz lze naj í t v 
[5]. 

Uvažujme množinu 

M£ = {x:\x- EX\ > e} a M e = R- M£. 

Dále 

/
OO ľ ľ 

(x-EXff(x)dx= / (x-EX)2f(x)dx+ (x-EX)2f(x)dx 
-oo JM£ JR-M£ 

> [ {x-EX)2f{x)dx> í e2f(x)dx = e2 í f{x)dx = e2P(X e M£) = e2P(\X-EX\ > e). 
JME JMe JME 

DX 
Odtud P ( | X - £ X | >e) < — . • 

e2 

7 
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2.4 SLABÝ ZÁKON VELKÝCH ČÍSEL 

2.4 Slabý zákon velkých čísel 
Definice 2.5 ( S l a b ý z á k o n v e l k ý c h č í s e l ) Řekneme, že posloupnost náhodných veli
čin Xi, i—1,2,... splňuje slabý zákon velkých čísel, když posloupnost náhodných veličin 

1 1 1 

Yn = -YJ{Xi-EXi) 
n i=i 

stochasticky konverguje k 0. 
{Tj. Ve > 0 : l i m ™ P ( | ± E ľ = i P Q - EXt)\ > e) = 0.) 

V ě t a 2.6 Posloupnost náhodných veličin Xi, i—1,2,.. .splňuje slabý zákon velkých čísel 
(SIZVC), když posloupnost 

I n 

—D( V Xi) —• 0 pro n > oo. 
II i=l 

Důkaz: Nechť je d á n a posloupnost náhodných veličin Yn — - Y^=i (Xi—EXi). Pak EYn = 0 
a pro její rozptyl p la t í 

i n i n n i n 

DYn = D{- J2(X, - EX,) = —D(J2xi -Y. EXi) = - £ > ( E X 0 - 0 pro n ^ oo. 
n i=i n i=i i=i n i=i 

Tudíž pro všechna e > 0 za použi t í Cebyševovy nerovnosti dos táváme 

DYn_ D^UXi_n 

E2
 n ^ o o n % 2 

Proto F„ —> 0 stochasticky a tedy splňuje S IZVC. • 

l im P(\Yn - 0| > e) = l im P(\Yn - EYn\ > e) < l im — ^ = l im 
n—>oo n—>oo n—>oo n—>oo n^c^ 

V ě t a 2.7 ( Č e b y š e v o v a ) Necht Xi, i—1,2,.. .je posloupnost nezávislých náhodných ve
ličin s omezenými rozptyly DXi < c, kde c je daná konstanta. Pak posloupnost Xi splňuje 
SIZVC. 

Důkaz: Za uvedených p ředpok ladů pla t í 
l n i n i n 

0 < -2DC£XÍ) = -2J2Dxt <-2J2c = -

n ~{ n t=i n t=í n 

a v l imi tn ím p ř ípadě dos táváme 
1 n c 1 n 

0 < l im — D(y XA < l im - = 0 proto l im — DÍT X A = 0. 
n—>oo f—J n—>oo n—>oo f—J 

Pro tože Xi splňuje p o d m í n k u věty 2.6 tak splňuje S1ZVČ. • 

V ě t a 2.8 ( C h i n č i n o v a ) Nechť Xi, i—1,2,.. .je posloupnost nezávislých a stejně rozde
lených náhodných veličin s konečnou střední hodnotou EXi = f-i- Pak Xi splňuje SIZVC 
a tedy 

-y n 
Xn = — \ Xi —> fl. 

n7ťi 
Důkaz: V i z [5]. 
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2.5 SILNÝ ZÁKON VELKÝCH ČÍSEL 

2.5 Silný zákon velkých čísel 
Definice 2.9 ( S i l n ý z á k o n v e l k ý c h č í s e l ) Řekneme, že posloupnost náhodných veličin 
Xi, i—1,2,... splňuje silný zákon velkých čísel, když posloupnost náhodných veličin 

1 n 

Yn = -Y,{Xi-EXi) 
n i=i 

konverguje skoro jistč k 0. (Tj. l i n i n^oo P(- J2Í=I{XÍ — EXj) = 0) = 1.) 

V ě t a 2.10 (Kolmogorova) Nechť Xi, i— 1,2,... je posloupnost nezávislých stejnč rozde
lených náhodných veličin s konečnou střední hodnotou EXi = \i. Pak platí 

1 « 
Xn = — Xi —> n skoro jistč. 

nf=í 

Dá se též říct, že veličiny X1: X2,... splňují silný zákon velkých čísel. 

Důkaz: V i z [5]. 

2.6 Centrální limitní věta 
V ě t a 2.11 (Lindenbergova) NechťXly X2,... jsou nezávislé náhodné veličiny se stej
ným rozdělením, které má střední hodnotu \i a konečný rozptyl a2. Označme 

y na pí ^na 

Pak pro n —> oo Yn konverguje v distribuci k rozdělení N(0,1). 

Důkaz: Položme 
Xk- fi 

Zk = k = 1,2,... 
a 

Veličiny Z\, Z2,... jsou nezávislé, maj í stejné rozdělení s nulovou s t řední hodnotou a s 
rozptylem DZk = 1. Označme ip(t) charakteristickou funkci tohoto rozdělení. Z věty 2.2 
plyne 

m = i-^+o(ť) = i-^+R(t), 

kde R(t)/t2 —> 0 při t —> 0. Charak te r i s t ická funkce každé veličiny Zk/y/n~ je 

Eeitzk/Vň = Eei(t/V^)zk = ^(t/^ň) = i-f- + R(t/y/n). 

Pro tože Yn = Z\j^Jn + • • • + Zn/y/n, je charakter is t ická funkce ipn(t) veličiny Yn rovna 

n J.2 

ÍJn(t) = EeitY" = Eei{t/^52Zk = [ ] ^{t/y/n) = (1 - ^— + R{t/^ň))n. 
k=i 2 n 
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2.6 CENTRÁLNÍ LIMITNÍ VĚTA 

Jelikož pro každé pevné t při n —> oo pla t í 

n / , ,— 2R(t/Jn) , , N / í 2 nR(t/Jn)\n t2 

Z př ík ladu 2.1 je známo , že e _ ť 2 / / 2 je charakter is t ická funkce rozdělení N(0,1), a tak z věty 
2.2 plyne FYn(x) -> • 

V ě t a 2.12 Nechť náhodná veličina Xn má binomické rozdělení s parametry nad ( A , 
Bi(n,0)), kde 9 G (0,1). Pak náhodná veličina Yn 

v Xn — n6 

!n0(l - 9) 

pro n —> oo konverguje v distribuci k rozdělení N(0,1). 

Důkaz: Nechť jev A nas t ává v každém z n nezávislých pokusů s p ravděpodobnos t í 9 Nechť 
Zk = 1, když v k- tém pokusu jev A nastal a nechť = 0, když nenastal. Pak Zj_,..., Zn 

jsou nezávislé n á h o d n é veličiny, k te ré maj í a l te rna t ivn í rozdělení se s t řední hodnotou 
fj, — 9 a rozptylem a2 = 9(1 — 9). Veličina Xn — Z\ H Y Zn m á rozdělení Bi(n, 9). Tedy 

v _ ^ = 1 Z i - n i i 

ma 

a tvrzení věty plyne z centrální l imitní věty. • 

V ě t a 2.13 Nechť Xn má Poissonovo rozdělení s parametrem n\ (Xn ~ Po(n\)), kde 
A > 0. Pak náhodná veličina Yn 

_Xn — n\ 
I n. — 

pro n —> oo konverguje v distribuci k rozdělení N(0,1). 

Důkaz: Nechť Z\, Z2... jsou nezávislé n á h o d n é veličiny s rozdělením Po(X), k teré m á 
s t řední hodnotu \i = X a rozptyl a2 = X. Potom Xn — Z\ + • • • Zn ~ Po(nX). P ro tože 

v _U=iZt-nX 

ynX 

důkaz věty plyne z centrální l imitní věty. • 
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3 Simulace a příklady 
3.1 Stochastická konvergence-aproximace rozdělení 

V t é t o části popíši a demonstruji na příkladech, jak lze aproximovat něk te rá rozdělení 
p ravděpodobnos t i j inými. To je ukázáno na př íkladě aproximace binomického rozdělení 
Poissonovým a hypergeometr ického b inomickým. Tyto aproximace jsou jednak odvozeny 
na příkladech, ale také demons t rovány na obrázcích, k teré byly vytvořeny úpravou simu
lací z při loženého programu v matlabu. 

Nejprve na př íkladě ukáži aproximaci binomického rozdělení Poissonovým. 
P ř í k l a d 4.1 Odvození p ravděpodobnos tn í funkce Poissonova rozdělení z p ravděpodob
nostní funkce binomického rozdělení. 
Nechť X ~ Bi(n, 6) m á p ravděpodobnos tn í funkci p(x) pak 

p(x) n' 77! 1 

(n — x)\x\ 

= I n * ( l - - ) ( l - - ) • • • (1 
x\ n n 

xl 

x — 1 

n 

ra(ra-l) • • • (n-x+l)9x(l-ey 

)9X{\ 

1/ l w 2 N  ( ! _ _ ( ! _ _ 
xl n n 

nO 
~x(\ — )n 

n 
Uži t ím n9 —> A se pro linin^oo l i m ^ o p(x) dos tává 

l im \imp(x) = -^(1 - 0)(1 - 0) • • • (1 - 0)(A) Z(1 - 0)~x l im (1 - - ) 
ra—>oo 6»—»0 X! »woov 

Aplikací vzorce l im r i e x obdrž íme 

l im l imp(x) -\xe 

což je p rvděpodobnos tn í funkce Po(\). 

- Po(5) 

-Bi(100,0.05) 

- Bi(50,0.1 

Bi(25,0.2) 

-Bi(10,0.5) 

15 

Obrázek 3.1: Konvergence p ravděpodobnos tn í funkce Bi k p ravděpodobnos tn í funkci Po. 
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3.1 STOCHASTICKÁ KONVERGENCE-APROXIMACE ROZDĚLENÍ 

N a obrázku 3.1 je názorně demons t rována rychlost konvergence p ravděpodobnos tn í 
funkce Bi k p ravděpodobnos tn í funkci Po. Všechna rozdělení Bi(n, 9) splňují, že n9 = 
A = 5. N a první pohled je z obrázku p a t r n ý rozdíl v aproximaci u rozdělení i?i(10, 0.5) 
a _Bi(100, 0.01). T í m je ukázáno, že pro dobrou aproximaci musí být splněno: n —> oo a 
9 —> 0. Abychom však dostali dos ta tečně přesnou aproximaci nemus íme j í t s hodnotami 
n a 9 až k oo respektive k 0. V knize [4] se uvádí , že stačí n > 30 a 9 < 0,1. 

N a následujícím př íkladě bude ukázána aproximace hypergeometr ického rozdělení bi
nomickým. 
P ř í k l a d 4.2 Aproximace p ravděpodobnos tn í funkce hypergeometr ického rozdělení prav
děpodobnos tn í funkcí binomického rozdělení. 
Nechť X ~ Hg(N, M,n) m á p ravděpodobnos tn í funkci p(x) pak 

p(x) 
(M\ (N-M\ Ml (N-M)\ 
\x) \ n-x ) _ (M-x)\x\ (N—M—n+x)\(n—x)\ 

(N-n)\n\ 

n\ M(M - 1) • • • ( M - x + 1)(N - M)(N - M - 1) • • • (N - M - n + x + 1) Nn 

(n-x)\x\ N(N -l)...(N - n + 1) 
M (M 1 \ (M x-\\N-M(N-M 1 \ (N-M n-x-1-

1 

JVVjy N' \N N ) N v N N' v N N n ' 

Uži t ím ^ —>• 0 se pro l im M i jv^oo p(^) získává 

um P W = M ^ - o ) - ( » - o ) ( i - » ) ( i - » - o ) - ( i - » - Q ) = 

m , a t ^ ~ W ( 1 - 0 ) • • • ( 1 - 0 ) W 

což je p ravděpodobnos tn í funkce rozdělení 5 i ( n , 9). 

\n—x 

Obrázek 3.2: Konvergence p ravděpodobnos tn í funkce H g k p ravděpodobnos tn í funkci B i . 

N a obrázku 3.2 je opět pa t rné , že pro aproximaci je n u t n é ^ —> 9, N, M —> oo a —> 0,. 
Větš inou stačí volit ^ < 0,1. Spojením úvahy o aproximaci binomického rozdělením Pois-
sonovým s aproximací hypergeometr ického b inomickým se dá ukáza t , že lze aproximaovat 
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3.2 DEMONSTRACE ZÁKON VELKÝCH ČÍSEL 

hypergeometr ické rozdělení Poissonovým. K tomu je nutno splnit p o d m í n k y z jednot l ivých 
aproximací . P o k u d je —> 0, ^ —> 9 —> 0 a n —> oo lze aproximovat hypergeometr ické 
rozdělení Poissonovým a to s parametrem n4C —> A. 

3.2 Demonstrace zákon velkých čísel 
Nyní se zaměř ím na zákon velkých čísel. Jeho princip nejprve osvětl íme na př íkladě. 

P ř í k l a d 4.3 
Mějme kostku a opakovaně s ní házejme. Jev A znamená , že na kostce padlo p ředem 

dané číslo. Nehť Xk = 1 padne-li v k - t ém hodě dané číslo a Xk = 0 nepadne-li. Hody jsou 
navzá jem nezávislé. Xk ~ A(9), kde 9 = | = 0,16 je p ravděpodobnos t p a d n u t í daného 
čísla v jednom hodu. Rozdělení m á s t řední hodnotu \i = 9 = | . Potom = Z)fc=i -̂ fe ~ 
Bi(n,9). Nechť m udává počet příznivých výsledků pokusů a n celkový počet pokusů . Z 
Chinčinovy věty pak plyne 

m 1 ™ s t 1 
n n ~[ 6 

p =0.166 chyba=0.00066667 
0.19r 

0.15 

0.14 

, l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 
n-pocet hodu 

Obrázek 3.3: Simulace hodů kostkou. 

Tato konvergence je graficky znázorněna na obrázku 3.3. Pro vysoce přesnou aproximaci 
je však t ř e b a značný počet hodů . Pro předs tavu , aby byla přesnost na pě t deset inných 
mís t (s — 0.5 • 10~ 5) se spolehlivostí 95% (a = 0, 05) je t ř e b a více než 1, 5 • 10 1 0 hodů . 

n 

n> = ' . . . « 1 , 5 - 1 0 10 
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3.2 DEMONSTRACE ZÁKON VELKÝCH ČÍSEL 

Nahradíme- l i pokus s házen ím kostkou házen ím mincí dospěje se k p o d o b n é m u vý
sledku, jen s rozdílem fj, — 9 — | . 

Aplikace následujícího postupu na jevy, u nichž p ravděpodobnos t nas toupen í je d á n a 
pomocí geometrické p ravděpodobnos t i vede k zajímavějším výs ledkům. Nechť O je měři
t e lná p o d m n o ž i n a n- rozměrného euklidovského prostoru s kladnou a konečnou n- rozměrnou 
Lebesgueovou mírou. Dále nechť A je sys tém všech měř i te lnch podmnož in množiny Q a 
(JJ(A) nechť je n - rozměrná Lebesgueova mí r a měři te lné množiny A G A potom 

P(A) -

Uvažujme nyní konkré tn í př ípad . Pro O bude platit: O = {(x,y) : 0 < x < l , 0 < y < l } 
a A = {(x, y) G O : x2 + y2 < 1}. P r avděpodobnos t nas toupen í jevu A je 

P(A) - -1 

Mějme n á h o d n o u veličinu X j , k t e r á nabývá hodnot X j = 1, pokud i-tý n á h o d n ě zvolený 
bod z O náleží do A a X j = 0 pokud nenáleží do A . Potom Yn = Y%=i ~ Bi(n, |). 

Relat ivní četnost nas toupen í jevu A při n pokusech je i = ] — - = —. Z Chinčinovy věty se 
dos tává 

, m st 
4 • — 7T. 

n 
Tohoto výsledku jsem užil ve svém programu při simulaci v ý p o č t u 7r v sekci Zákon velkých 
čísel. J i nému způsobu aproximace n za užit í geometrické p ravděpodobnos t i je věnována 
kapitolka 3.4.1-Buffonova úloha. 

Podobné úvahy, jako byly použi ty v př ík ladě 4.3 lze použí t i na os ta tn í rozdělení prav
děpodobnos t i , k t e rá splňují po t ř ebné předpoklady. N a o tázku za jakých okolností nelze 
použí t aproximace s t řední hodnoty rozdělení pomocí relat ivní četnost i odpovídá sama 
definice zákona velkých čísel a věty od něj odvozené. Požadavky pro splnění jsou vždy 
konečná s t řední hodnota a omezený rozptyl. Tento požadavek nesplňuje např ík lad Cau-
chyovo rozdělení. To jak v y p a d á aproximace s t řední hodnoty, k t e r á neexistuje pro C(0,1) 
je vidět na obrázku 3.4. Velké výkyvy na obrázku jsou způsobeny t ím, že toto rozdělení 
n e m á ohraničený rozptyl. To m á za následek, že se občas vygeneruje obrovské n á h o d n é 
číslo, k teré způsobí p rudký ná růs t nebo pokles relat ivní četnost i . 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
n-pocethodu x 1 0

4 

Obrázek 3.4: Demonstrace zákona velkých čísel pro C(0,1). 
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3.3 DEMONSTRACE CENTRÁLNÍ LIMITNÍ VĚTY 

3.3 Demonstrace centrální limitní věty 
V sekci 2.6 Cent rá ln í l imitní vě ta jsem uvedl Lindenbergovu vě tu a t aké dvě konkrét 

nější l imitní věty jednu pro rozdělení B i a druhou pro Po. Nyní se pokus ím ilustrovat plat
nost t é t o věty na simulaci. V při loženém programu je k dispozici demonstrace centrální 
l imitní věty pro binomické, Poissonovo, rovnoměrné , beta, exponenciální , logaritmicko-
normální , normáln í , Fischerovo a Cauchyovo rozdělení. U všech výše zmíněných rozdělení 
je demons t rována rychlost konvergence k rozdělení N(0,1). N a př ík ladě Cauchyova rozdě
lení je u k á z á n a situace, kdy rozdělení nesplňuje centrální l imitní větu. Z důvodu pos t r ádán í 
generá toru náhodných čísel s Cauchyho rozdělením v matlabu jsem použil pro odsimu-
lování Cauchyhova rozdělení studentovo rozdělení s parametrem rovným jedné , k teré je 
rovno s t a n d a r t n í m u Cauchyovu rozdělení C(0 ,1 ) . 

N a následujících obrázcích bude demons t rována centrální l imitní vě ta pro rozdělení 
Poissonovo, exponenciální , rovnoměrné a Cauchyovo. N a všech obrázcích je zobrazen his
togram a empirická dis t r ibuční funkce pro 500 náhodných veličin Yn 

v Eľ= i Xi ~ 

kde \i je s t řední hodnota zvoleného rozdělení a o2 je rozptyl. 
N a obrázcích 3.5, 3.6 a 3.7 je Xi ~ -Po(l) a n=l ,10 a 28. Hodnota n = 28, při k t e rém 

byla simulace ukončena, byla u rčena pomocí K - S testu na hladině významnos t i a = 0,1. 
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3.3 DEMONSTRACE CENTRÁLNÍ LIMITNÍ VĚTY 

Obrázek 3.7: Cent rá ln í l imitní vě ta pro -Po(l) při n = 28. 

N a obrázcích 3.8, 3.9 a 3.10 je ukázka pro ~ Ex(l). Hodnota n — 12 byla opět 
získána K - S testem při a = 0.1. 

Obrázek 3.8: Centrá ln í l imitní vě ta pro Ex(l) při n — 1. 

Obrázek 3.9: Centrá ln í l imitní vě ta pro Ex(l) při n = 5. 
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3.3 DEMONSTRACE CENTRÁLNÍ LIMITNÍ VĚTY 

Obrázek 3.10: Centrá ln í l imitní vě ta pro Ex(l) při n = 12. 

N a obrázku 3.11 je ukázka pro ~ R(—1,1). Z hodnoty n = 2, k t e rá byla získána K - S 
testem při a = 0.1, je pa t rné , že rychlost konvergence k rozdělení N(0,1) je veliká. 

Obrázek 3.11: Cent rá ln í l imitní vě ta pro R(—l, 1) při n — 2. 

Neplatnost centrální l imitní věty pro ~ C(0 ,1) demonst ru j í obrázky 3.12, 3.13 a 3.14. 

200 250 

Obrázek 3.12: Cent rá ln í l imitní vě ta pro C(0 ,1) při n — 1. 

1 7 



3.4 ZAJÍMAVÉ PŘÍKLADY 

200 

Obrázek 3.13: Centrá ln í l imitní vě ta pro C(0 ,1) při n = 10. 

Obrázek 3.14: Cent rá ln í l imitní vě ta pro C(0 ,1) při n = 100. 

Z provedených simulací, k teré byly zde ukázány na obrazcích se dá usoudit rychlost kon
vergence jednot l ivých rozdělení k rozdělení N(0,1). Pro rozdělení R(—l, 1) stačilo volit 

n = 2, aby K - S test provedený pro 500 náhodných čísel Yn = — , kde \x je s t řední 
hodnota uvažovaného rozdělení a a2 je rozptyl, nezamí t l hypotézu , že jsou z rozdělení 
iV(0,1) . Rozdělení Ex(l) po t řebova lo n=12 a -Po(l) muselo mí t n = 28. Pro rozdělení 
C(0 ,1) nenastala situace, že by byla hypo téza nezamí tnu ta . 

3.4 Zajímavé příklady 

3.4.1 Buffonova úloha 
Mějme úlohu: V rovině jsou narýsovány rovnoběžky, jejichž vzdálenost je d. N a tuto 

rovinu n á h o d n ě ház íme jehlu délky L, L < d. J a k á je p ravděpodobnos t , že jehla p ře tne 
něk te rou z rovnoběžek? 

Tuto úlohu vymyslel v roce 1777 francouzský matematik Georges Louis Leclerc, Comte 
de Buffon (*1707-tl788). 

Řešení úlohy je následující: Nechť x je vzdálenost s t ředu jehly od nejbližší p ř ímky a 
ip úhel , k te rý svírá jehla s rovnoběžkami . Potom O = {(</?, x) : 0 < < ^ < 7 r , 0 < x < 
< | } je prostor e lementárních jevů. To, že jehla protne př ímku, vyjádř íme jevem A , A — 
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3.4 ZAJÍMAVÉ PŘÍKLADY 

{((p, x) G O : x < % sin tp}. Definice geometrické p ravděpodobns t i udává , že P (A) = ^[^y. 

Dosazením za m(A) a m(O) se dostane 

P(A) 
sin ip)áp = 2L 

7r| 7 r ď 

Pravděpodobnos t P(-A) se dá odhadnout pomocí relat ivní četnost i P (A) ~ —, kde n 
je poče t hodů jehlou a m je počet h o d ů v nichž jehla protla rovnoběžku. Z geometrické 
p ravděpodobnos t i jevu A a relat ivní četnost i tohoto jevu se dá odhadnout číslo TT. 

m „ . 2 L 2 L n 
— pa P (A) = — : =>- 7T pa 
n na md 

K tomuto vztahu se dá též dojít za použi t í Z V C . Mějme n á h o d n o u veličinu X ~ ^4(#), 
kde EX = 9 = udává p ravděpodobnos t s jakou jehla při dopadu protne rovnoběžku. 
V př ípadě , že jehla protla rovnoběžku je X = 1 v opačném X = 0. Nechť n-krá t hod íme 
jehlou. Počet p ro tnu t í v n hodech je vyjádřen n á h o d n o u veličinou Y ~ Bi(n,9). Y = 
y^=1 Xi = m, kde Xi = {0,1}. Rela t ivní četnost při n hodech je —, kde m je počet 
p ro tnu t í . To lze vyjádři t — = - Y%=i Xi. Apl ikováním Chinčinovy věty na tento příklad 

dostaneme — = - YH=I ^ ® = ^fr Snadnou úpravou se dos tává n n ^—'i—í 1 Trd' 

dm 
7T. 

Tento vztah by l v minulosti mnoha autory použi t k určení přibližné hodnoty 7r. Ně
které z nich včetně jejich výsledků uvád ím pro názornost v následující tabulce, k t r á byla 
p řevza ta z knihy [3]. 

expe r imen tá to r rok počet h o d ů zjišěná hodnota n 
Volf 1850 5000 3,15 

Smith 1859 3024 3,1553 
Fuchs 1894 1120 3,1419 

Lazzarini 1901 3408 3,1415929 

Uži t ím simulace jsem dostal následující hodnoty: 

počet h o d ů 100 1000 5000 10 000 50 000 100 000 500 000 1 000 000 
zjišěná hodnota n 3,36 3,136 3,1432 3, 1372 3,1442 3,1445 3,1427 3,1416 

Z porovnání hodnot zjištěných simulací a hodnot od expe r imen tá to rů v minulosti se 
zdá pa t rné , že výsledky, k te rých dosáhl t ř eba Lazzariny, musely být značně náhodné . Z 
hodnot zjištěných simulací je pa t rné , že hodnota n se s ros toucím p o č t e m h o d ů pomalu 
zpřesňuje. Přesnos t aproximace n je u sta h o d ů jen na jednu platnou cifru u desetitisíce 
na jedno deset inné mís to a u statisíci h o d ů se zlepší na dvě dese t inná mís ta . Nasky tá se 
tedy otázka , jak moc velké štěst í měl Lazzariny při svém pokuse. Pro hodnotu TV, kterou 
obdržel Lazzariny existuje pouze jedna hodnota p o č t u p ro tnu t í jehlou m při p o č t u h o d ů 
jehlou n = 3408. P ravděpodobnos t Pn(m), že Lazzariny při svém pokuse měl právě m 
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3.4 ZAJÍMAVÉ PŘÍKLADY 

pro tnu t í při n hodech se d á odhadnout za pomoci C L V . Jelikož při n hodech vyjadřuje 
počet p ro tnu t í n á h o d n á veličina Yn ~ Bi(n, 0), lze pro velká n už i t ím C L V obdrže t , že Yn 

m á přibližně rozdělení N(n9,n9(l — 0)). Tedy 

\ (m-n0)2 

PJm) sa ; = e 2„9( i -9) . 
'271710(1 - 0) 

Pro p ř ípad d = 2L a jelikož e 2 » ř ' ( 1 - ' ' ) < 1 dos táváme 

1 1 
P „ ( m ) < , = . « 0,015. 

' 27T7 l0 ( l -0 ) J27T • 3408 • ̂ (1 - ! ) 

Z tohoto výsledku je pa t rné , že Lazariny ve svém pokuse musel mí t značně velké štěst í . 

3.4.2 Galtonova deska 
Galtonova deska je zařízení vynalezené angl ickým vědcem Sirem Francisem Galtonem 

(*1822-tl911) k demons t rování normáln ího rozdělení. 
Nechť 0 předs tavuje p ravděpodobnos t vychýlení koule vlevo a 1 — 9 p r avděpodobnos t 

vychýlení vpravo při dopadu na klín. Mějme Galtonovu desku s n ř a d a m i klínů a nechrne 
jí proj í t m koulí. Uvažujme n á h o d n o u veličinu X ^ , i = 1, . . . ,m a j = 1,. . . , n , k t e r á 
popisuje pohyb i-té koule po dopadu na klín v j - t é ř adě Galtonovy desky. Pro X^ p lat í , 
že nabývá jen hodnot 0 a 1 . Hodnoty 0 v př ípadě , že koule pokračuje po ná razu na klín 
vlevo a 1, jestliže vpravo. Tedy m á a l te rna t ivn í rozdělení ~ ^4(0)- Pro ideální 
kouli a ideální klín j e 0 = l — 9 = \. 

V př ípadě Galtonovy desky s n ř a d a m i klínů předs tavuje pohyb koule po desce n al
te rna t ivn ích nezávislých pokusů . Mějme n á h o d n o u veličinu Y^ udávající číslo př ihrádky, 
do které dopadla i-tá koule po proj i t í Galtonovy desky. Potom Yi = YľJ=1 XÍJ. Je známo, 
že součet nezávislých náhodných veličin s a l t e rna t ivn ím rozdělením dáva n á h o d n o u ve
ličinu s b inomickým rozdělením. V našem př ípadě Yi ~ Bi(n,9). P r avděpodobnos tn í 
fukce n á h o d n é veličiny Yj popisující dopadení koule do i-té p ř ih rádky zleva je pro 9 = \ 
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p(0 = (ľ)(|)B
 « G { 0 , 1 , . . . , n } . 

3.4 Z A J Í M A V É PRÍKLADY 

• o 
* o * 

* o • 
* Q * 

Obrázek 3.16: Galtonova deska. 

Z věty 1.14 je známo, že n á h o d n á veličina (Zn = Yi — n6)/{\Jn6{l — 6)) pro n —y oc 
konverguje v distribuci k rozdělení N(0,1), kde Yí ~ i?i(rz, 0). Úpravou vztahu pro Z„ se 
dos tává 

)Zn + 710. K- ra0(l 

Odtud je již zřejmé, že Yi ~ N(n9,n9(l — 6)) a pro # = ^ dostaneme Yi ~ i V ( | , | ) , kde 
n je poče t ř a d klínů. 

hustota rozdě l en i N(10,5) 

s imulace Galtonovy desky 

Obrázek 3.17: Simulace Galtonovy desky s 20 ř a d a m i klínů pro 1000 koulí. 

3.4.3 Bertrandův paradox 
Uvažujme úlohu: K dané kružnici zvolíme n á h o d n ě t ě t ivu a chceme vědět , j aká je 

p ravděpodobnos t , že t ě t iva bude delší než strana rovnos t ranného t ro júheln íka vepsaného 
kružnici . 

Tuto úlohu zformuloval v roce 1888 Joseph Bertrand ve své práci Calcul des probabi-
lités. 

P r o b l é m e m t é t o úlohy je n á h o d n á volba tět ivy. Ta se dá realizovat více způsoby. Tř i 
z nich autor zveřejnil spolu s touto úlohou. To, že tato ú loha byla po jmenována jako 
paradox, bylo způsobeno t ím, že každý z těchto t ř í způsobu volby n á h o d n é tě t ivy přináší 
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3.4 ZAJÍMAVÉ PŘÍKLADY 

j iné řešení. 
P rvn í pojet í . Poloha tě t ivy je u rčena polohou jejího s t ředu. To se prakticky provádí 

n á h o d n o u volbou s t ředu tě t ivy uvn i t ř kružnice pomocí souřadnic x & y s t ředu tě t ivy , 
přičemž s t řed základní kružnice je p o č á t k e m kartézské soustavy souřadnic . P ř i t é to volbě 
bude tě t iva delší než strana rovnos t ranného t ro júheln íka vepsaného kružnici , když s t řed 
tě t ivy padne dovni t ř kružnice vepsané tomuto t ro júheln íku. Kružnice vepsaná t rojúhel
níku je sous t ředná se základní kružnicí a její poloměr je polovinou poloměru základní 
kružnice. Obsah plochy ohraničené základní kružnicí je 7rr2 a obsah plochy ohraničené 
kružnicí vepsanou t ro júhe ln íku je 7r( | ) 2 . Hledaná p ravděpodobnos t se rovná 

*(í)2 _ 1 
nr2 4 

Druhé pojet í . Délka tě t ivy je u rčena vzdálenost í jejího s t ředu od s t ředu kružnice. 
St řed tě t ivy je v polárních souřadnicích jednoznačně určen vzdálenost í od p o č á t k u (střed 
kružnice) a úh lem svírajícím s p ř e d e m zvolenou osou. N á h o d n á volba tě t ivy se realizuje 
n á h o d n o u volbou s t ředu tět ivy, k t e rý volíme pomocí n á h o d n é vzdálenost i od p o č á t k u a 
úhlu. Tě t iva bude delší než strana pravidelného t ro júhelníka , jestl iže vzdálenost s t ředu 
tě t ivy bude menší než polovina po loměru kružnice. P ravděpodobnos t , že n á h o d n ě zvolená 
t ě t iva bude delší než strana t ro júhelníka , je 

- 1 
2 _ _ 
r 2 ' 

Tře t í pojet í . Z důvodu symetrie můžeme p ředpok láda t , že jeden koncový bod tě t ivy je 
pevný a je umís těn do vrcholu t rojúhelníka. Druhý zvolíme n á h o d n ě na kružnici . Tě t iva 
bude delší než strana t ro júhelníka , když d ruhý bod padne do oblouku, k te rý se nachází 
mezi os ta tn ími dvěma vrcholí t ro júhelníka . Délka tohoto oblouku kružniice je t ř e t i na 
délky celé kružnice. P r avděpodobnos t , že t ečna bude delší než strana t rojúhelníka, je 

\2irr _ 1 

2irr ~ 3 ' 

Tyto t ř i způsoby volby n á h o d n é tě t ivy jsem též zprogramoval a jejich simulaci si lze 
spustit v při loženém programu. 
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4 Popis programu 
V t é t o kapitole popisuji s t ručně možnost i a ovládání při loženého programu. Po zadání 

př íkazu bcprogram do příkazového ř á d k u v matlabu se spust í program a na obrazovce se 
oběví okno. 

V p ravém rohu jsou umís t ěna pod sebou t ř i t lačí tka: Start, Stop, Close. Start slouží 
ke spuštění vyb ranné simulace. Stop ukončí právě probíhající simulaci a t lač í tko Close 
ukončí celý program. P o d t lač í tkem Close je umís t ěn nápis Výběr simulace. Dále násle
duje skupina t lačí tek, k t e r á slouží k výběru jednoho ze čtyř t y p ů simulací: Stochast ická 
konvergence, Zákon velkých čísel, Centrá ln í l imitní vě ta a Zajímavé příklady. Pod touto 
skupinou t lačí tek je rozklikávací nab ídka simulací podle zvoleného typu. 

• Stochast ická konvergence 
N a výběr jsou tyto simulace: Hg k B i cdf, Hg k B i pdf, B i k Po cdf, B i k Po pdf. Zde 
se j e d n á vždy o ukázku konvergence p ravděpodobnos tn í (pdf) 4i dis t r ibuční (cdf) 
funkce p rvn ího rozdělení k d ruhému. Nápis H g k B i cdf tedy označuje ukázku jak 
dis t r ibuční funkce hypergeometr ického rozdělení konverguje k binomickému rozdě
lení. 

P ř i volbě H g k B i se pod t í m t o oknem zobrazí pole na zadání vs tupních parame
t rů : m a x N , n a theta. To jsou parametry rozdělení Bi(n,theta) a Hg(N,M,n) , kde 
m a x N označuje hodnotu N při níž se ukázka zastaví . Parametr M je určován v prů
běhu vykreslování ze vztahu M=theta-N, kde N = l , . . . ,maxN. 

Př i volbě B i k Po se zobrazí pole na zadání vs tupních p a r a m e t r ů : m a x N a lambda. 
To jsou parametry rozdělení Bi(n,theta) a Po(lambda), kde m a x N označuje hodnotu 
n, při níž se ukázka zastaví . Parametr theta je určován v p r ů b ě h u vykreslování ze 
vztahu theta=lambda/n, kde n = l , . . . ,maxN. 

• Zákon velkých čísel 
V t é to nabídce jsou na výběr tyto simulace: H o d mincí, Hod kostkou, P i a Cauchy. 
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P o d touto nab ídkou je k disozici volba parametru n, k te rý označuje počet vygene
rovaných náhodných čísel, při k t e r ém je simulace ukončena. 

Cent rá ln í l imitní vě ta 
Zde jsou na výběr tyto simulace: Po(lambda), Ex(lambda), B(a,b), R(a,b), LN(mu,s igm 
Bi(n,theta), N(0,1), F(a,b) a C(0,1). Pro tyto simulace jsou nas tavi te lné parametry: 
max n, parametry zvoleného rozdělení, alpha a poče t generovaných čísel. Parametr 
max n vychází ze vztahu pro centrální l imitní vě tu 

v E ľ = i Xi ~ nu 

a označuje n, při k t e r ém se nejpozději zastaví simulace. Parametr alpha značí hla
dinu významnos t i v K - S testu, k t e rý při každém n (n — 1, • • • ,max n) testuje veličiny 
Y zda jsou z rozdělení N(0,1) na h ladině významnos t i alpha. Pokud test nezamí tne 
hypotézu , že n á h o d n é veličiny Y jsou z N(0,1) je ukončena simulace. Počet generova
ných čísel označuje poče t Y , pro k te rý je vykreslen histogram, empirická dis t r ibuční 
funkce a dělán test. 

Zajímavé př ík lady N a výběr jsou: Galtonova deska, Buffonova úloha, B e r t r a n d ů v 
paradox 1, B e r t r a n d ů v paradox 2 a B e r t r a n d ů v paradox 3. U Galtonovy desky je 
na výběr volba p o č t u ř ad Galtonovy desky a počet koulí, k te rý se nechá proj í t 
Galtonovou deskou. Pro Buffonovu úlohu se volí poče t hodů jehlou a délka jehly. 
Délka jehly se volí v rozsahu od 0 do 2, kde 2 označuje vzdálenost rovnoběžek. Pro 
simulace Bertrandova paradoxu se volí jen počet náhodných voleb tě t iv , př ičemž 
označení simulací Bertrandova paradoxu odpovídá poje t í volby tě t ivy z kapitolky 
3.4.3. 
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5 Závěr 
Cílem práce bylo popsat stochastickou konvergenci, zákony velkých čísel, centrá lní l i 

mi tn í vě tu a použi t í vyložené teorie demonstrovat na vybraných př íkladech a grafických 
simulací. Popisu vybrané teorie jsem věnoval kapitolu Základní pojmy z teorie pravdě
podobnosti. Zde je navíc definována charakter is t ická funkce, k t e r á byla už i ta k důkazu 
centrální l imitní věty. Demonstraci t é t o teorie jsem věnoval následující kapitolu, kde jsou 
uvedeny i některé zaj ímavé příklady, jakož jsou Galtonova deska, Buffonova ú loha a Ber-
t r a n d ů v paradox, k te ré slouží k demons t rování t é t o teorie. Všechny mnou vytvořené gra
fické simulace jsem vložil do jed iného programu, kde se dají pohodlně spustit. Popisu 
tohoto programu jsem pak věnoval poslední kapitolu. 
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6 Seznam použitých zkratek 
a symbolů 

EX s t řední hodnota 

DX rozptyl 

V charakter is t ická funkce 

Z V C zákon velkých čísel 

S1ZVC slabý zákon velkých čísel 

C L V centrální l imitní vě ta 

st. s tochast ická konvergence 

p(x) pravděpodobnos tn í funkce 

hustota 

F (x) dis t r ibuční funkce 

dis t r ibuční funkce rozdělení A^(0,1) 
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Seznam příloh 
přiložené C D 
Toto C D obsahuje: 

- tuto bakalářskou práci ve formátu pdf 

- program pro matlab bcprogram.m 
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