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Úvod 
Elektromotory jsou velmi komplexní a komplikované systémy, k te ré maj í mnoho 

jak řídících, tak poruchových vs tupů , k te ré je snaha simulovat. Mez i jedny z hlav­

ních poruchových faktorů, k teré jsou řešeny i v t é to práci , jsou např ík lad paraz i tn í 

indukčnost i cívek, k te ré vznikají samotnou rotací motoru. 

Synchronní motory s p e r m a n e n t n í m i magnety ( P M S M ) jsou jednou z klíčových 

technologií zejména v elektromobil i tě , a to z důvodu jejich vysoké účinnost i , výkonu 

a vynikajících dynamických vlas tnost í . 

Mezi jedny z možných p ř í s tupů řízení pa t ř í tzv. "vektorové" řízení, známé také 

jako F O C (Field-Oriented Control), k teré umožňuje přesnou regulaci točivého mo­

mentu a rychlosti motoru. Třífázové proudy e lek t romotorů jsou t ransformovány 

do dvoufázového systému, což zjednodušuje jejich řízení. F O C rozděluje proudy do 

dvou složek: magne t izačn í id a točivého momentu iq, což umožňuje jejich nezávislou 

regulaci. 

Řízení e lek t romotorů je stále ak tuá ln í t é m a a neus tá le dochází k ob jevům nových 

p ř í s tupů řízení těch to moto rů . Pro kvali tní řízení je t ř e b a dobře nas tavený regulátor , 

k te rý kompenzuje poruchy. Existuje ř a d a t y p ů regulá torů , avšak mezi základní typy 

regulá torů pro spojité řízení pa t ř í regulá tory P (proporční složka), P I (proporční a 

integrační složky) a P ID (proporční , integrační a derivační složka). 

Jednou z modern ích metod řízení je řízení frakčním ř á d e m P I D (FOPID) regu­

látorů, k teré je v t é to práci popsáno a s rovnáno s ř ízením pomocí klasických, tedy 

celočíselným, P I D regulá torů . 

Cíle práce jsou rozděleny do t ř í část í . P r v n í část práce se zabývá seznámením 

a vy tvořen ím ma tema t i ckého modelu P M S M v pros t řed í M A T L A B Simulink, k teré 

je řízeno pomocí vektorového řízení. D r u h á část je věnována n á v r h ů m regulá torů 

proudových složek D a Q, a náv r hem regulá toru otáček. V t ř e t í část i je pak popsán 

frakční řád, jeho použi t í v P I D regulátorech a metody ladění. Dále jsou zde imple­

mentovány regulá tory s frakčním řádem, seznámení s hodnocen ím kvality regulace 

a porovnán í výsledků regulá torů frakčních ř á d ů s regulá tory klasických řádů . 
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1 Modelování 
V té to části je popsán úvod do problematiky modelování synchronního motoru s 

pe rmanen tn ími magnety. P ř i tvorbě ma tema t i ckého modelu P M S M jsou uvažovány 

následující zjednodušující předpoklady, k te ré Neborák definoval v [2] jako: 

• P r ů b ě h magnet ické indukce ve vzduchové mezeře je sinusový 

• Motor je symetr ický: odpor, indukčnost i a př íspěvky od pe rmanen tn í ch mag­

ne tů jsou to tožné v každé fázi 

• Z t r á ty v železe jsou zanedbány 

• Tlumíc í účinky mate r i á lu rotoru se zanedbávaj í 

• Nulový vodič není př ipojen 

Následující sekce popisuje m a t e m a t i c k ý model P M S M v časové doméně . 

1.1 Matemat ický model P M S M 

Napěťové rovnice popisující chování P M S M v referenčním rámci rotoru zmiňuje Sul 

v [1] jako: 

Ud = R s Í d + L d — - UJeLgig 
d i d 

dt 

dir, 
Uq — RsÍg + Lq—j^ + W e L d Í d + X p m U e , (1.1) 

kde: 

[V] napě t í v referenčním rámci rotoru d-q 

^di Iq [A] proudy v referenčním rámci rotoru d-q 

R s [íl] odpor s ta torové fáze 

Ld) L q [H] indukčnost i v referenčním rámci rotoru d-q 

Apm [Wb] tok od pe rmanen tn í ch m a g n e t ů 

[rad/s] elektrická úhlová rychlost. 

t [8] čas 

Soubor rovnic (1.1) lze zapsat ve tvaru (1.2), ve k t e r ém jsou osamos ta tněny derivace 

proudů: 

d i d Ud + CJeLqiq - R s Í d d i q Uq - U e L d Í d ~ R S Í q ~ ^e^pm 
; i .2) 

dt L d dt L q 

Magnet ické toky od př ímé a kvad ra tu rn í složky proudu lze p o t é vyjádři t jako: 

Ad = Ldíd + A p m \ q = Lgig. (1.3) 

10 



Rovnice popisující mechanické chování P M S M (převod p r o u d ů na točivý moment a 

moment na úhlovou rychlost) lze po t é vyjádři t jako: 

T e = ^Pp{^pmÍq + (Ld ~ L q ) Í d Í q ) J - ~ = Te - Tioad (1.4) 

kde Tioad = sign(um)Tdry+Bum+T0 a v ý z n a m proměnných a konstant je následující: 

T 
-1- e 

[Nm] elektromechanický točivý moment 

Pp [-] počet pólových dvojic 

J [kg-m2] moment setrvačnost i 

[rad/s] mechanická úhlová rychlost 
T 
± load 

[Nm] zátěžný moment (brzdný moment) 

[Wb] tok od d a q složky proudu 
T 
± dry 

[Nm] suché t ření 

B [Nm-s/rad] koeficient vizkózního t ření 

T0 [Nm] př ídavný zá těžný moment 

Ekvivalentně lze rovnici popisující e lekt romagnet ický moment vyjádři t i s použ i t ím 

toků \ d a \ p jako Te = \Pp(\diq — \qid). Elektrickou a mechanickou úhlovou rychlost 

lze po t é p řepoč í t a t skrze počet pólových dvojic: 

ue = Pp-um (1.5) 

Výše popsaný model byl realizován v pros t ředí M A T L A B Simulink. Obrázek 1.1 

zachycuje realizaci modelu P M S M v tomto pros t ředí . Do modelu se parametry pře­

dávají pomocí p roměnné masky. N a v ý s t u p u č. 3 v pravé dolní části dos táváme 

elektrickou úhlovou rychlost. Dále je možné vidět křížové zapojení mezi D a Q slož­

kou, k teré neutralizujeme v p roudovém regulá toru decouplingem (viz 1.4). 

11 



Obr. 1.1: Model P M S M realizovaný v pros t řed í M A T L A B Simulink. 

V simulaci byly použi ty následující parametry: 

Rs = 112,1 [míl] odpor s ta torové fáze 

Ld = 1751 [tiH] indukčnost v př ímé ose 

Lq = 1696 W\ indukčnost v kvad ra tu rn í ose 

•̂ pm = 5, 522 [mWb] tok od pe rmanen tn í ch m a g n e t ů 

Pp = 10 ["] počet pólových dvojic 

J = 0,0112 [kg-m 2 moment set rvačnost i 

Tdry = 0,22619 [Nm] suché t řen í 

B = 0,0014643 [Nm-s/rad] koeficient viskózního t řen í 

TO = 2 [Nm] zá těžný moment 

Obr. 1.2: Seznam p a r a m e t r ů simulovaného motoru 
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1.2 Přenos proudové smyčky dynamického systému 

A b y bylo možné odvodit přenosy v proudové smyčce z diferenciálních rovnic (1.2) po­

pisujících chování d-q p roudů , je uvažováno, že elektrická úhlová rychlost je pomalu 

se měnící parametr s přibl ižně kons tan tn í hodnotou na k r á t k é m časovém okamžiku: 

(jje{ť) ~ konst. t 0 < t < Či, ;i.6) 

kde časový interval t\ — to zaobaluje pouze několik vzorkovacích period. Platnost (1.6) 

umožňuje mimo j iné realizaci kaskádního řízení úhlové rychlosti, k teré je běžnou 

součást í vektorového řízení P M S M [1]. Potom lze diferenciální rovnice (1.2) vyjádři t 

ve tvaru l ineárního časově-invariantního sys tému jako: 

dt \i„ 

-R* 
%d 

+ 
0 

0 ^ 
ud 

u„ + 
0 

;i .7) 

Sys tém (1.7) lze po t é převézt do Laplaceova obrazu následujícím způsobem: 

dí[t) 

dt Ai(t) + Bu{ť) + x 

A££ {i{t)} + BS£ {u{t)} + {x} 

pliv) = AI {v) + BU (v) + -x 
P 

f (p) = (pí - A)-1 B Ú{p) + (pi - A)-1-x 
' p 

S(P) 
V(P) 

Matice sys tému bez působení poruch S (p) a matice poruch bez působení akčního 

zásahu od regulá toru V(p) jsou po t é spočteny jako: 

/ i 

S{p) 

V(p) 

L d V 2 + ( t + !t)P+T7Ľ-+^ 

( 1 A p m q ; e
2 \ 

L d P p 2 + ( R s + R s ) p + R , 
L

d

 Lq' Lt4-L-

;i.9) 

;i.io) 
V L " P P 2 + ( t d + ^ ) P + ^ L - q + ^ 2 J 

Pro řízení výše popsaného sys tému je po t é využ i ta mat icová struktura regulátoru, 

k t e rá m á následující tvar: 

'Ru(p) R M ' 

R21ÍP) R22ÍP)/ 

Diagram, k te rý zobrazuje řízení p r o u d ů P M S M motoru ma t i covým regulá torem R(p) 

R(p) '1.111 
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je znázorněn na obrázku 1.3. 

V(p) v 

) E R(p) 
Ú 

e-\TaV S(p) 
Ys + 

R(p) e-\TaV S(p) * 

Obr. 1.3: Schéma zpětnovazební proudové smyčky 

Jak lze vypozorovat v obrázku 1.3, regulační smyčka obsahuje dopravní zpoždění 1,5 

Ts, k te ré je tvořeno diskretizací regulá torů (zpoždění o 0,5 Ts) a konečnou dobou 

v ý p o č t u algoritmu v řídicích j edno tkách (zpoždění o 1 Ts). A b y bylo možné provádět 

ladění p a r a m e t r ů regulá torů v uzavřené smyčce, lze dopravní zpoždění aproximovat. 

V prvotn í myšlence bylo pro náv rh regulá torů dopravní zpoždění aproximováno Pa-

dého rozvojem [3] jako e~^TaP ~ P

p- Tento př í s tup však nebyl dos ta tečně přesný 

a vedl na návrh , k t e rý nezajistil stabilitu uzavřené smyčky otáček. Z toho důvodu 

bylo využi to definice sys tému bez aproximace dopravního zpoždění a náv rh regulá­

toru otáček byl realizován za pomoci M A T L A B Control System Designéru. Signály 

v diagramu na obrázku 1.3 maj í po t é následující význam: 

E Regulační odchylka p roudů 

U Akční veličina napě t í 

Uzp Zpožděná akční veličina napě t í 

Ys Výs tupn í proud z matice sys tému 

Yv Výs tupn í proud z matice poruchy 

Př i analýze zpětnovazebního zapojení je p o d s t a t n é vypočís t , jak se řídicí a poru­

chové signály propaguj í na výs tup regulované soustavy. Z obrázku 1.3 po t é vyplynou 

následující definice matice poruch Fu{p) a matice přenosů řízení Fw(p): 

Fu(p) = Fv(p)V(p) = (I + S(p)R(p))-1V(p) 

Fw{p) = S{p)R{p){l + S{p)R{p))-\ (1.12) 

Vzhledem k vysoké komplikovanosti vzniklých přenosů je zde konkré tně nevypisuji. 

Nicméně, při uvážení požadavku na autonomnost p l a tného při řízení M I M O sys­

t é m ů [3] (hodnoty na vedlejších diagonálách Fw(p) musí být nulové tzn. Fwl2(p) = 

FW2i(p) = 0) lze j ednoznačně stanovit regulá tory R\2Íp) a i?2i(ř>), k teré závisejí na 
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Rn(p) a R22{v)- Matice regulá toru (1.11) po t é přejde do tvaru: 

R(p) 
Rn(p) R s + L q P

R M 
; i . i 3 ) 

Pokud zanedbáme dopravní zpoždění a uvážíme závislosti R^ijp) — / ( - ^ ( ř O ) a 

Rviip) — f(Rn(p)) obdrž íme značně z jednodušenou matici poruch a přenosů řízení, 

k teré nabývaj í následujícího tvaru: 

/ 

KÍP) 

2 2 

a_ 

P + ^ P + ^ P + ^ L q P 

L 1 P LdLq ~ P + LdLq 

4 i LdR22+2LdRs + LqRs 3 LdL^j+2LqRj+R22LqRs+LdRj + L d R 2 2 R s ? (f l 2 2 +fl 3 )(flf+L d L, M g) 

\ p + Ld^ p + 1^ p + 1^ V 

Ä1 
L dp+iíii+H 3 

o 
o 

R22 
; i . i 4 ) 

L<,p+Ä22+Äs 

Všimněte si, že speciální struktura regulá toru efektivně realizuje odvazbení proudo­

vých složek, což se také shoduje s poznatky prezentovanými v [4]. Akční zásahy od 

proudového regulá toru jsou p o t é realizovány dle následujícího obrázku: 

ed(t) 

eq(t) 

Ru(p) o -

LdRnwe 

Rs+Ldp 

R22ÍP) 

LqR22we 

Rs+Lqp 

ud(t) 

uq(t) 

Obr. 1.4: Mat icový regulá tor p roudů . 

V obrázku 1.4 je využívána hodnota úhlové rychlosti spoč tena v každém kroku. 

Konkré tn ími návrhy proudových regulá torů se zabývá následující sekce (2.1). 

Parametry typicky závisejí na provozním bodě , tzn. s teplotou roste odpor a 

s proudem se mění indukcnosti vl ivem magnet ické saturace. Robustnost náv rhu 

při změnách p a r a m e t r ů Ld,Lq a Rs s imulovaného motoru je u k á z á n a na obráz­

cích 1.5 a 1.6. Zde si vykreslujeme reakci sys tému na jednotkový skok pro každý 

parametr se změnou až o ± 50 % od námi nas tavené hodnoty. 
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N a obrázku 1.5 zkoumáme pouze skok iq složky rovné 50A, kdež to na obrázku 1.6 

roztáčíme motor pomocí iq složky a v moment us tá lení o táček po t é posí láme poža­

davek id = — 50A a opět zkoumáme, jak n á m tato změna ovlivňuje sys tém s různě 

nas tavenými parametry. 

Z grafů 1.5 můžeme vidět rostoucí kmit id s poklesem Rs a naopak rostoucí kmit 

id při rostoucí indukčnost i Lq. 

U grafů 1.6 pozorujeme vl iv id na již us tá lenou iq složku. J e m n é kmity můžeme 

pozorovat při vyšší indukčnost i Ld, nebo nižší indukčnost i Lq, k teré n á m ovlivňují 

us tá lení s amotné id složky. 
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Obr. 1.5: V l i v y změn p a r a m e t r ů Rs,Ld a Lq na p růběhy proudových složek při skoku 

iq 
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Obr. 1.6: V l i v y změn p a r a m e t r ů RS,LD a LQ na p růběhy proudových složek při skoku 

id 



2 Návrhy regulátorů 
Pro naše řešení budeme po t řebova t navrhnout regulá tor proudu 2.1 a nás ledně re­

gulá tor o táček 2.13. 

2.1 Návrh regulátoru proudové smyčky 

Pro proudovou smyčku jsem se rozhodl navrhnout P I regulá tor tvarováním frek­

venčních charakteristik [3]. Pro P I jsem se rozhodl po analýze l imitních s tavů 2.1, 

protože tento typ regulá toru v kombinaci se speciální strukturou prezentovanou na 

obrázku 1.4 výše zajistí nulovou us tá lenou regulační odchylku při skoku proudů . 

P řenos regulační odchylky si spoč í t áme z přenosu řízení Fw(p) 1.14. 

lim Fe(p) = l i m ( l — Fw(p)) — l im 
p—5-0 p—5-0 p—5-0 

Ldp + Rs 

LdP + Rn + Rs — Rn 
Ldp + Rn + Rs 

l im 
Ldp2 + Rsp 

l im — ±±±±± 

P^O LdP + K 1 1

T u f 1 + Rs Ldp2 + KnTnP + Kn + Rsp 

° 0 
(2.1) 

Tento výpočet us tá lené odchylky je pro prvek Fwll(p) z matice přenosu řízení Fw(p) 

1.14, ale obdobně se dostaneme k nulové us tá lené odchylce i pro prvek F w 2 2 ( p ) . 

Pro náš náv rh regulá toru je t ř eba si vyjádři t frekvenční přenos o tevřené smyčky 

z přenosu v Laplaceově obrazu. P l a t í po t é vztah mezi Laplaceovým ope rá to rem p a 

frekvencí u: p = ju, kde j je imaginárn í jednotka, matici p řenosů o tevřené smyčky 

lze po odvazbení proudových složek vyjádři t jako: 

Fo(p) 
(RiÁP) 

\ 
0 

e 2 

R22ÍP) 

0 

1 

\ 

R.&P+1) 
-e 2 

(2.2) 

Př i náv rhu P I regulá toru n a h r a d í m e obecné tvary Rn(p) a -R22O?) konkré tn í struk­

turou PI , tedy: 

Rn{p) = Ku 

Tup + 1 

P 
R22ÍP) = K 22-

T22P + 1  
P 

(2.3) 

P řenosy otevřené smyčky (2.2) jsou po té vyjádřeny jako: 

0 
F0(p) 

ÍK,, T l l P + 1 1  

P Rs(^P+I) 

{ Rs(^P+I) 
-e 2 

(2.4) 
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V 2.4 vykompenzujeme póly pomocí dosazení za Tu = | ^ a T 2 2 = ^ a t í m dosta­

neme zjednodušený přenos: 

F 0 < P ) = [ 0 ftje-^J ' ( 2 ' 5 ) 

Následnou n á h r a d o u Laplaceova ope rá to ru p = ju obdrž íme: 

W = ( * * - „ ^ . H ' * ) - ( 2 ' 6 ) 

Můžeme vidět , že tvary jednot l ivých složek v (2.6) jsou si podobné , a proto můžeme 

dále poč í t a t namís to s Ku a K22 pouze s obecným zesílením K. Obdrž íme po té 

amplitudu a fázi ve tvaru: 

V = - ^ - \ T s u | í o N I = - 4 " . (2.7) 

Navrhujeme po té regulá tor s fázovou bezpečnost í P M = 60° = | . 

\F0(ju) \ = 1 ̂  K = Rsujr 

P M = 7r + i p ^ - = 7T T8ur 

3 2 2 
^ u j = ^ K = R JL (2.8) 

9T S 9 T S ' v ; 

kde uir je frekvence řezu a dosazením do -Rn(p) a i?22(p) dostaneme: 

Ä n ( p ) = Ä ^ 5 ^ = ^ f l + T

1 r '9T S p 9T, \ fp 

^ > = * ^ , = 9 ^ M 1 + 5 i > ( 2 ' 9 ) 
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2.2 Průběhy regulované proudové smyčky 

Po dosazení 2.1 do modelu 1.4 v M A T L A B Simulink jsem si nechal vykreslit reakci 

sys tému na vs tupn í proud %d = 50A (2.1) a iq = 50A (2.2). 

w [rad/s] 

Reakce otacek motoru na jednotkový skok i složky 

0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 

Reakce proudové smyčky s regulátorem na jednotkový skos id složky 

0.9995 

0.5 1.5 2.5 
t [ s ] 

3.5 

Detail prechodového deje ustáleni proudu 

4.5 

1.002 

Obr. 2.1: Reakce proudové smyčky na jednotkový skok id složky o velikosti 50 A 

V př ípadě 2.1, kdy je j ednotkový skok 50 A na id složce, jsou o táčky hřídele 

ooe nulové. To znamená , že id složky v našem způsobu řízení n e m á vl iv na otáčky 

motoru, a proto můžeme uvažovat i*d = 0 při řízení otáček. 

Naopak iq složka je ta, co řídí otáčky. D ů k a z e m je i graf 2.2, kde je vidět l ineární 

ná růs t rychlosti ue. 
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Obr. 2.2: Reakce proudové smyčky na jednotkový skok iq složky o velikosti 50 A 

V grafech 2.1 a 2.2 je vidět přiblížený detail přechodového děje us tá lení p roudů . 

2.3 Návrh regulátoru otáček 

Př i náv rhu otáčkového regulá toru vycházíme z upraveného schématu 1.3. N a obrázku 

2.3 můžeme vidět proudovou zpětnovazební smyčku Fwq a přenos sys tému otáček 

FS0Je. Poč í t áme zde již pouze s proudovou složkou iq, protože v naší regulační smyčce 

považujeme příspěvek k momentu od D složky proudu za poruchu a náv rh řízení se 

opírá pouze o Q složku. To je možné vidět i na obrázcích 1.5 a 1.6. 

Signály s bloky v diagramu na obrázku 2.3 maj í následující významy: 
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Obr. 2.3: Schéma zpětnovazební otáčkové smyčky 

ELOe 

i* 

Riip) 
L wq 

S(p) 

Žádaná hodnota otáček 

Regulační odchylka otáček 

Otáčkový regulá tor 

Žádaná hodnota proudu 

Proudový regulátor 

P řenos řízení proudové smyčky 

Zpožděná akční veličina napě t í 

Řízený sys tém ( P M S M ) 

Převod na elektromechanický točivý moment 

Výs tupn í o táčky (= elektrická úhlová rychlost) 

Složka Su vychází z e lektromechanického točivého momentu 1.1 oproš těného o iď-

3Pp2X 
S,. 

- 2 \ 1 
J P 

(2.10) 

Z v ý p o č t u regulá torů p roudů (2.7) známe přenos o tevřené smyčky F0 (v t é to části 

značíme jako F0q) 

fí — 
2 £ l . e 2±ap 

Rsp 

7T 1 

9TsP 
• e~3žT°p (2.11) 

a tedy i přenos řízení pro proudovou smyčku Fwq = F0q/(1 + F0q). V diagramu 

2.3 m á m e Fwq reprezentováno jako zpětnovazební smyčku s bloky Ri(p) a S(p). 

Následným dosazením dostaneme soustavu, na kterou navrhujeme regulátor . 

3 Pp2\pm 1 
wq J p 

(2.12) 

Pro náv rh regulá toru jsme použili Control System Designer (nástroj volaný příka­

zem "sisotooľv p ros t ředí M A T L A B ) a zvoli l i regulá tor tak, aby nedošlo k překmi tu , 

fázová bezpečnost , aby byla alespoň 60 s tupňů a zároveň, aby doba n á b ě h u byla do 
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jednotek milisekund. V kořenovém hodografu je možné vidět p ř ídavné póly a nu ly 

k te rými Designér aproximoval dopravní zpoždění . 

Obr. 2.4: Okno nas tavení v nást roj i Control System Designer 

T í m t o nas taven ím dos táváme P I regulá tor 2.13: 

Kp = 2.8378 

T, = - L -
6.155 

R*.(p) = P + - = Kp + ^ -V Ti p 
]_ 7 4667 

RWe(p) = 2.8378 + — (2.13) 
p 

2.4 Průběhy regulované otáčkové smyčky 

P r ů b ě h y pro požadované úhlové rychlosti u* můžeme vidět na 2.5. Požadavky byly 

na 500 rad/s, 1000 rad/s a 1500 rad/s. 
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Obr. 2.5: Odezva sys tému na požadavky ue rovno 500, 1000 a 1500 rad/s. 

V grafech 2.5 můžeme vidět , že z důvodu zasa turování v ý s t u p u proudu nejsme 

schopni dosáhnou t rychlejšího n á b ě h u otáček. Toto zastřešení proudu n á m dále ur­

čuje sklon n á r ů s t u uje. V př ípadě , že by nedošlo k saturaci proudu, sys témem by 

protékalo příliš velké množs tv í proudu, k te ré by mohlo reálný fyzický motor poni­

čit p ř eh řá t ím . Tato saturace n á m však způsobuje windup jev (naintegrování příliš 

velké hodnoty) a t í m dochází u řízení k p ř ekmi tu požadovaných otáček. To řešíme 

nás ledným clamping antiwindup zapojením 2.6. 

c j y -
reg. odchylka 

•Q-

P|A 

frak. integrator 

-M* 

sat. akc. zásah 

==0 

Obr. 2.6: Clamping antiwindup zapojení . 

Z grafu lze dále vyčíst , že proud je tak dlouho dodáván do systému, dokud 

soustava nedosáhne požadované rychlosti otáčení . Po dosažení požadované hodnoty 

otáček, dojde ke snížení proudu na hodnotu kolem 30 A , to je proud po t ř ebný 
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na udržení kons tan tn ích (požadovaných) otáček. Tuto hodnotu ovlivňujeme hlavně 

zá těžným momentem, k te rý je z fyzikální podstaty p ř í tomen v každém motoru. 

Detail proudového prekmitu pri regulaci otacek 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 
t [s] x10" 3 

Obr. 2.7: Detail grafu 2.5 

V grafu 2.7 zobrazujeme prvn í dvě milisekundy, kde můžeme vidět proudový 

překmi t . 
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3 Frakční řád PID 
P I D regulace s frakčním ř á d e m je varianta t rad ičn ího P I D regulá toru , k t e rá je roz­

šířená pro složitější systémy. Tradiční P I D regulá tor pracuje s celočíselnými řády, 

za t ímco P I D regulace s frakčním ř á d e m umožňuje použi t í diferenciálních a integrál­

ních ope rá to rů s neceločíselnými řády. 

Tato metoda se čas to používá v si tuacích, kdy t rad ičn í P I D regulace není schopna 

dosáhnou t požadovaného výkonu, ze jména u sys témů s poma lými nebo p roměnnými 

dynamikami. P I D regulace s frakčním ř á d e m může být už i tečná při modelování a 

řízení komplexních systémů, jako jsou např ík lad biologické, chemické nebo termo­

dynamické procesy, kde jsou dynamiky často neklasické. Neklasické dynamiky se 

obvykle vyskytuj í v systémech, k teré nejsou dobře modelovate lné l ineárními nebo 

konvenčními diferenciálními rovnicemi. [5] 

Mezi další výhody p a t ř í schopnost modelovat složité dynamiky, př izpůsobivost 

nes tac ionar i tě a vyšší přesnost . 

Mezi výhody pa t ř í robustnost, tedy odolnost vůči šumu, menší citlivost na změny 

p a r a m e t r ů a menší náchylnost k oscilacím, nebo nestabi l i tě . Naopak jako hlavní 

nevýhoda je komplikovanost návrhu p a r a m e t r ů regulá toru . 

Pro popsán í frakčních ř á d ů a nadefinování ma tema t i ckých operací , ke k t e rým 

dochází při poč í t án í těchto ř á d ů si vysvět l íme dle [6]. 

3.1 Úvod do počtů s frakčními řády 

Poč í tán í s frakčním ř á d e m je obecná generalizace integrace a diferenciace na operá to r 

s neceločíselným ř á d e m a3>ti kde a a, t označují l imity operace a a označuje frakční 

ř ád takový, že: 

£ » ( a ) > 0, 
1 J ř (a ) = 0, (3.1) 

J a

ť ( d í ) - « B ( a ) < 0 . 

Obvykle se očekává a 6 l , ale může se jednat i o komplexní číslo [7]. Existuje mnoho 

definic frakčního diferintegrálu. Jednou z často používaných je Riemann-Lioviellova 

definice [9]: 

= i x s b j ( é ) " í < r $ ^ i T ( 3 - 2 ) 

pro m — 1 < a < m, m E N, kde T(-) je Gamma funkce [8] (někdy také označovaná 

jako Eule rův integrál d ruhého druhu). Mez i výhody t é t o metody pa t ř í její re la t ivně 

j ednoduchá definice a snadná aplikovatelnost. Mez i nevýhody pak p a t ř í numerická 
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nestabilita a složitější numer ický výpočet , tedy při numerických výpoč tech může 

vést k nepřesnos tem a trvat déle v porovnán í s os ta tn ími metodami. Dále se používá 

Grúnwald-Letnikova definice: 

flá?/(t) = l i m - £ ( - 1 ) ' l.jfit-jh), (3.3) 

kde [•] označuje celočíselnou část . Zde je definice méně příznivá pro analyt ické ope­

race, ale výhodou t é to metody je její a lgori tmický charakter, díky k t e r ému se používá 

v numerických me todách . 

N a základě konceptu odvozeného v [6] může být l ineární časově invar iantní sys­

t é m s frakčním ř á d e m reprezentován následujícím s tavovým modelem: 

@qx{ť) = Ax(t) + Bu{t) (3.4) 

y(t) = Cx{t)+Du{t). 

Více je možné si o poč tech s frakčními ř ády přečíst v těchto l i t e ra turách [9], [10], 

[11], [12]. 

3.2 Metody ladění PID regulátorů s frakčním řádem 

Př i ladění frakčních ř á d ů P I D regulá torů měníme pě t p a r a m e t r ů namís to klasických 

t ř í . V našem př ípadě pro P I regulá tor ne ladíme derivační složku Kd a /z, k teré tuto 

složku váhuje. Za t ím neexistuje žádná univerzální metoda ladění, k t e rá by byla 

použi te lná pro všechny aplikace. Ladící metody dle Valerio a Costa [14] lze rozdělit 

na 3 kategorie: 

• Metody podle pravidel 

• Analyt ické metody 

• Numerické metody 

Mezi návrhové metody, k teré se řídí pravidly pa t ř í t ř e b a Ziegler-Nichols metoda. 

Zesílení Kp a Kj jsou získány klasickým postupem, A a \x jsou získány z nel ineárních 

rovnic a poč í t ány ze specifikací fázové a ampl i tudové bezpečnost i . Parametr Ko je 

poč í t án metodou Astrom-Hagglund pro urč i tou fázovou bezpečnost . 

Pro analyt ické ladění je t ř e b a nejprve získat požadované specifikace pro regulo­

vaný systém, pak řešit rovnice pro získání p a r a m e t r ů regulá toru na základě těchto 

specifikací a nakonec porovnat výkon navrženého frakčního P I D regulá toru s výko­

nem klasického P I D regulá toru pomocí simulací, nebo exper imentů . 

Numerické metody pracují na základě v ý p o č t ů rovnic, k te ré pak porovnávají 

výsledky mezi jednot l ivými běhy programu a vyhodnocuj í nejlepší výsledek dle po­

žadavků. Mez i požadavky může být : doba náběhu , p řekmi t , doba ustá lení , metoda 

nej menších čtverců atp. [5] 
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V naší práci volíme něco mezi ana ly t ickým a numer ickým p ř í s t u p e m ladění, 

neboť sys tém simulujeme a výs tupy si necháváme vykreslovat, ale zároveň hodno t íme 

výsledky na základě kri téri í kvality regulace, k teré spadaj í spíše do numerických 

metod. 

3.3 Použitý nástroj FOMCON 

Název tohoto nás t ro je je zkratkou pro "Fractional-Order Model ing and Control". 

F O M C O N je freeware rozšíře pro M A T L A B , určený pro modelování a řízení L T I 

SISO sys témů s frakčními řády. Mez i hlavní funkce a vlastnosti pa t ř í : 

• Modelování s frakčním ř á d e m - umožňuje modelovat dynamiku sys témů s F O 

pomocí diferenciálních rovnice nebo přenosových funkcí. 

• Návrh regulá torů s frakčními ř ády - pro řízení sys témů se speciálními dynami­

kami. 

• Ana lýza v las tnos t í - stabilita, výkon a citlivost regulovaných sys témů. 

• Simulace - chování sys témů s F O , za různých podmínek a pro ověření náv rhů 

regulátorů. 

Součást í balíčku je i knihovna bloků do M A T L A B Simulink, kterou mi používáme 

v naší práci , konkré tně blok "Fractional P I D controller", (viz [6]) 

Pro výpočet frakčních ř á d ů používá nás t ro j vyladěný Ous t a loupův rekurzivní 

filtr, k te rý je nadefinovaný pro sa následovně [13]: 

s * ~ ( ^ A a ( ds2 + buhs \ 

kde OJI, značí dolní l imit frekvence a ooh značí horní limit frekvence, dále plat í : 

GP= n ^ 
k=-N S + W* 

00 Í 

a + 2k 

'bu>h\2N+1  

, d ) 
a — 2k 
2 J V + 1 du>b 

(3.6) 

Hodnoty konstant d a b doporučuje autor m a n u á l u pro nás t ro j F O M C O N [6], jako 

& = 1 0 a c ř = 9. R á d aproximace a l imitní frekvence je možné si zvolit pro každý 

blok. M y používáme aproximaci 7. ř á d e m a [u^u^] = [0.01,10000]. 
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3.4 Implementace FOPI regulátorů a hodnocení kva­
lity regulace 

Pro každý P I regulá tor v p ů v o d n í m schématu jsme nahradili bloky F O P I regulá torů 

("FOPI" je zkratka pro "Fractional Order Proportional Integrál") , k te ré mají tvar 

Abychom byl i schopní pozorovat rozdílné reakce, m á m e v sys tému vždy pouze 

jeden F O P I regulátor , k t e rému měn íme již zmíněný parametr A a nás ledně si vy­

kreslujeme reakci pro danou regulovanou veličinu (uje, iq, id)-

N a všech grafech v následující kapitole znázorňující průběhy, je vždy zobrazen 

p růběh pro několik A. P r ů b ě h , k te rý je značen černou čárkovanou čárou je vždy náš 

původn í navržený regulá tor bez frakčního řádu , a j e d n á se tedy vždy o A = 1. 

Kval i tu regulace posuzujeme na základě analýzy dynamických v las tnos t í regulač­

ního obvodu a to konkré tně dle kvadra t ického integrálního kr i tér ia (JK) a I T A E kr i ­

té r ia (JITAE) (zkratka pro "Integrál of Time multiplied by Absolute value of Error") 

[3]. Výhodou I T A E kr i tér ia je násobení odchylky časem, čímž váhujeme rychlost 

us tá lení p řechodného děje, k te rý je pro řízení m o t o r ů důležitý. Tato kr i tér ia jsou 

nadefinovány následovně: 

Př i t é to regulaci využíváme již zmíněné clamping antiwindup zapojení 2.6 a regulu­

jeme na požadovanou hodnotu u* = 3000rad/s. Z důvodu již zmíněného zasaturo-

vání proudové složky Q při řízení otáček, můžeme vidět na 3.1 pozvolný náběh . Zde 

nejsou žádné rozdíly mezi normáln í a frakčním řádem. Rozdíl je vidět kolem druhé 

v teř iny simulace, kterou si zobrazujeme na detai lnějším obrázku 3.2. 

RFOPI = KP + pf. 

3.5 Regulace otáček frakčním řádem 
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Regulace otacek - skok 3000 rad/s 

Obr. 3.1: Zobrazení p r ů b ě h u v celém CclSG cl hodno tovém rozsahu 

N a obrázku 3.2 můžeme v p rvn ím okně vidět detail ustálení . V tomto př ípadě 

A = 1 m á nejrychlejší us tá lení , k teré se projeví v I T A E kri tér iu, což je vidět v grafu 

3.3 v p ravém okně (Juae)- Dále si zde můžeme vš imnout p řekmi tu pro A = 1.25 a 

pomalejš ího ustá lení pro A = 0.5 
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Obr. 3.2: Deta i ln í zobrazení p řechodného děje z obrázku 3.1 

Kdybychom však hodnotili kvali tu regulace pouze na základě kvadra t ického in­

tegrá ln ího kri tér ia , prohlásili bychom, že nejlépe regulujeme při A = 0.5. 
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x 1 0 

Kvalita regulace otacek - skok 3000 rad/s 

1870 

_ = 1865 5.59957 

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 
A [-] A [-] 

Obr. 3.3: Zobrazení kvality regulace pro jednot l ivé A 

3.6 Regulace proudové složky Q frakčním řádem 

Jako další, jsme nahradili P I regulá tor pro řízení proudu iq. V grafu 3.4 si zob­

razujeme p r ů b ě h pouze do pě t i milisekund, pro tože zde vidíme nejlépe odpovědí 

jednot l ivých A na proudový skok. 

Regulace q složky - skok 50 A 
•A=0.5 - — A=0.75 -A=1 A=1.25 

Obr. 3.4: Zobrazení p růběhu v čase do pě t i milisekund a v p lném hodno tovém roz­

sahu 

N a obrázku 3.4 vidíme kmi tavý děj pro A = 0.5, a pro tože pro nás kmi tavý 
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Obr. 3.5: Deta i ln í zobrazení p řechodného děje z obrázku 3.4 

N a obrázku 3.5, si můžeme vš imnout , že k us tá lení na požadovanou hodnotu 

do pě t i milisekund dochází pouze pro A = 1. V následujícím grafu 3.6 si proto 
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zobrazujeme detailnější p růběh , co se amplitudy týká , ale na delším časovém úseku 

a to konkré tně do půl vteřiny, tedy s tonásobek oproti předchozímu grafu 3.5.. 

Obr. 3.6: Deta i ln í zobrazení p řechodného děje pro delší časový rozsah 

N a tomto grafu 3.6 si můžeme vš imnout , že ješ tě p řed us tá len ím p r ů b ě h A = 1.25 

lehce p řekmi tne a až nás ledně se ustál í , což z předchozího grafu není možné vyčíst . 

Co se hodnoty kvality regulace týká , tak z grafu 3.7 vidíme, že ani pro jedno z 

kritéri í hodnocení kvality regulace pro námi nas tavený regulá tor na čistý skokový 

požadavek proudové složky Q není vhodné frakční ř ád použí t . 

Kvalita regulace u q složky - skok 50 A 
1.2 -

1 • 

~ ^ 0.8 -

0.6 -

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 
A [-] A [-] 

Obr. 3.7: Zobrazení kvality regulace pro jednot l ivé A 
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3.7 Regulace proudové složky D frakčním řádem 

Jako v př ípadě 1.6, nejdříve roztočíme motor pomocí iq na požadovanou hodnotu 

otáček ue a pak pošleme požadavek na proudovou složku id = — 5 0 A 

Regulace d složky - nejprve Qskok 50A, pak D skok -50 A 
A=0.5 - — A=0.75 -A=1 A=1.25 

20 -

0.5 1.5 2.5 
t [s] 

3.5 4.5 

0.5 1.5 2.5 
t [s] 

3.5 4.5 

Obr. 3.8: Zobrazení p r ů b ě h u Q složky v celém CclSG cl hodno tovém rozsahu 

Zde v 3.8 není t ř e b a vykreslovat detail, neboť n á b ě h na požadovanou hodnotu je 

stejný jako v předchozí podkapitole "Regulace proudové složky Q frakčním řádem". 

Jediný rozdíl j e v čase kolem druhé vteřiny, kdy je zapnut požadavek na id složku a 

to způsobí lehký rozkmit i již us tá lené složky iq. Více k v l ivu proudové D složky na 

proudovou složku Q v 1.6. 
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Regulace d složky - skok -50 A 

Obr. 3.9: Zobrazení p r ů b ě h u v celém CclSe cl hodno tovém rozsahu 

Opě t si zde na 3.9 ukazujeme p r ů b ě h celého ampl i tudového rozsahu, ale i celého 

časového rozsahu. To z toho důvodu , že pozorujeme vl iv proudové složky Q. 

V de ta i ln ím zobrazení 3.10 si můžeme ukáza t již jednot l ivé A, k te ré reagují na 

požadavek id = — 5 0 A Opě t je zde velmi kmi t avý p r ů b ě h pro A = 0.5. 

37 



Regulace d složky - skok -50 A 

Obr. 3.10: Deta i ln í zobrazení p řechodného děje z obrázku 3.9 

V grafech 3.11 kritéri ích hodnocení kvality je j ednoznačně vidět , že námi navr­

žený regulá tor je jednak rychlejší, ale i méně kmitavý. 
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Obr. 3.11: Zobrazení kvality regulace pro jednot l ivé A 

3.8 Výsledky netypického signálu 

Jako poslední část t é to práce bych rád ukázal srovnání různých A pro regulaci prou­

dové složky Q pro signály typu skok, záporný jednotkový skok (změna směru) a 

rampa. Rozdíl od p r ů b ě h u 3.4 je v množs tv í a velikostech zobrazených A. 

Regulace q složky - netypicky signal 
100 

50 

„ 0 

< 
cr 

- -50 

-100 

-150 

50 0 

0 4 

/ 
% 

/ 
<* 

--

— I 

q 
— A=0.5 

A=0.6 
— A=0.7 

A=0.8 
A=0.9 

— • A=1 
— A=1.1 
— A=1.2 

A=1.3 
— A=1.4 
— A=1.5 

-500 

- 1 0 0 0 
4 

t [s] 

Obr. 3.12: Zobrazení celého p r ů b ě h u - netypický signál 
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Regulace q složky - netypicky signal 
100 i 1 1 1 1 

-400 1 1 1 1 1 1 1 

0.499 0.5 0.501 0.502 0.503 0.504 0.505 
t [ s ] 

Obr. 3.13: Detai lní zobrazení v čase 0.5 s - netypický signál 

Regulace q složky - netypicky signal 

0.999 1 1.001 1.002 1.003 1.004 1.005 
t [S] 

Obr. 3.14: Detai lní zobrazení v čase 1 s - netypický signál 
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Regulace q složky - netypicky signal 

-400 1 1 1 1 1 1 1 

1.499 1.5 1.501 1.502 1.503 1.504 1.505 
t [S] 

Obr. 3.15: Detai lní zobrazení v čase 1.5 s - netypický signál 

Regulace q slozky - netypicky signal 

t [ s ] 

Obr. 3.16: Detai lní zobrazení v čase 3.5 s - netypický signál 

41 



Obr. 3.17: Detai lní zobrazení v čase 4.5 s - netypický signál 

Obr. 3.18: Detai lní zobrazení v čase 6 s - netypický signál 
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Obr. 3.19: Kval i ta regulace - netypický signál 

Účelem celé podkapitoly bylo zobrazit p růběhy pro více různých A. Z důvodu 

však velkého množs tv í čar nejsou grafy dos ta tečně přehledné. P ř i bližším zkoumání 

jsem našel frakční řády, k te ré vykazovaly rychlejší dobu ustá lení , ale pomalejší dobu 

náběhu . Konkré tně se jednalo o A = 1.1 a A = 1.2. 
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Závěr 
V práci byl p ředs taven m a t e m a t i c k ý model P M S M a jeho vymodelování v pros t ředí 

M A T L A B Simulink 1.1. 

N a tento sys tém byl navržen P I regulá tor p roudů (id a iq) metodou tvarování 

frekvenčních charakteristik pro fázovou bezpečnost 60 s tupňů a nás ledně vykreslení 

reakce sys tému po implementaci tohoto regulá toru do sys tému (viz 2.1 a 2.2). Pro 

návrh regulá toru bylo použi t tzv. "decoupling"1.4, k t e rý se postaral o odvazbení 

proudových složek tak, aby je bylo možné řídit každou zvlášť. 

Regulá tor o táček byl navrhnut za pomocí nás t ro je Control System Designer, je­

hož nas tavení je zobrazeno na obrázku 2.4. Reakce sys tému na požadavek jednotko­

vého skoku je možné vidět na 2.5 a 2.7. V rámci tohoto náv rhu bylo implementováno 

do Simulink "clamping ant iwindup"zapojení , k teré je možné vidět na obrázku 2.6. 

Popis frakčních ř á d ů je možné nají t na začá tku t ř e t í kapitoly, kde je t aké popsán 

použi tý nás t ro j F O M C O N , k te rý velmi usnadnil implementaci F O P I regulá toru do 

sys tému Simulink. 

Kval i ta regulace je hodnocena pomocí kvadra t ického integrálního kr i tér ia a I T A E 

kri téria , k t e rá je možné vidět vykreslená na grafech 3.3, 3.7 a 3.11. 

Vykreslení p r ů b ě h ů regulace otáček při reakci na jednotkový skok je možné vidět 

na grafech 3.1 a 3.2. Vykreslení p r ů b ě h ů regulace proudové složky Q při reakci na 

jednotkový skok je možné vidět na grafech 3.4 a 3.5. O b d o b n ě pak pro proudovou 

složku D na obrázcích 3.9 a 3.10. 

V poslední části jsou pak vykresleny reakce jednot l ivých A pro různé požadované 

signály, jako je j ednotkový skok, nebo rampa. 

N a základě pozorování p r ů b ě h ů a hodnocen í kvality regulace tato práce pou­

kazuje na to, že regulace frakčním ř á d e m v námi nas t aveném motoru a na námi 

požadované signály n e m á smysl, protože klasický P I regulá tor vykazuje rychlejší 

reakce a menší odchylku. 

Věřím, že volbou j iné návrhové metody F O P I regulá toru lze získat výsledky, 

k teré vykážou lepší chování. Frakční ř á d y jsou velmi komplexní a re la t ivně m l a d ý m 

vědním oborem, regulá tory těchto ř á d ů mají bezpochyby větší možnost i než klasické 

P I D regulátory. 
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