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Abstrakt

Diplomova préace se zabyva rozdélenim extrémnich hodnot. V prvni ¢ésti je zformulovana
a dokazana limitni véta pro rozdéleni maxim. Daéle jsou rozebrany zakladni vlastnosti
rozdéleni extrémniho typu. Ustiedn{ roli diplomové prace hraji neparametrické odhady
indexu extrémni hodnoty. Predevsim je zde odvozen Hilluv a momentovy odhad, pro které
je na zakladé vysledku z matematické analyzy navrzena volba indexu prahové statistiky
pomoci metody bootstrap. Odhady indexu extrémni hodnoty jsou srovnéany na zaklade
simulaci z vhodné vybranych rozdéleni, ktera jsou blizka rozdéleni srazkovych tdhrnu z
vybrané destové fady. Pro tuto fadu je doporuéen vhodny odhad a zvolen index prahové
statistiky, coz patii mezi nejtézsi ilohy z oblasti extrémnich hodnot.

Summary

The concern of this diploma thesis is extreme value distributions. The first part formulates
and proves the limit theorem for distribution of maximum. Further there are described
basic properties of class of extreme value distributions. The key role of this thesis is on
non-parametric estimations of extreme value index. Primarily, Hill and moment estima-
tor are derived, for which is, based on the results of mathematical analysis, suggested
an alternative choice of optimal sample fraction using a bootstrap based method. The
estimators of extreme value index are compared based on simulations from proper chosen
distributions, being close to distribution of given rain-fall data series. This time series is
recommended a suitable estimator and suggested choice of optimal sample fraction, which
belongs to the most difficult task in the area of extreme value theory.

Klicova slova
rozdéleni extrémnich hodnot, index extrémni hodnoty, Hilluv odhad, Momentovy odhad,
bootstrap

Keywords
extreme value distribution, extreme value index, Hill estimator, Moment estimator, bo-
otstrap
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1. UVOD

1. Uvod

Teorie extrémnich hodnot je jedinecnou statistickou disciplinou pro vytvareni technik
a modelu k popisu predevsim neobvyklych jevi. Nalezne své uplatnéni predevsim v ob-
lastech hydrologie, finan¢énictvi, pojistovnictvi, strojirenstvi a v mnoha dalsich odvétvich.
Slouzi naptiklad k predikci extrémnich zaplav, povodni, velkych boufi, prirodnich pozaru,
plnéni velkych pojistnych udalosti, akciového rizika, rizika denntho trhu, zivotnosti vyrobkai,
doby pfeziti jedincu populace a k mnoha dalsim tucelum.

Existuji dva ruzné pristupy k analyze extrémnich hodnot. Prvni z nich je zalozen na vy-
tvoreni blokovych maxim. V mnoha situFacich je zvykem uvazovat rotni maxima (metoda
AMS-Annual Maxima Series). Druhd takzvana prahova metoda je zalozena na vybéru
nejvétsich pozorovani z celého pozorovaného vybéru (metoda POT-Point Over Thre-
shold).

Analyza blokovych maxim vede na parametrické modely, které vychazeji z limitni
véty pro rozdéleni maxim. Jako model predpokladaji tiidu rozdéleni extrémnich hodnot.
Parametry rozdéleni lze odhadnout naptiklad pomoci metody maximalni vérohodnosti.
Ukazuje se, ze konvergence je velmi pomala. Vzhledem k omezeni se na blokova maxima je
potieba velmi rozsahlych ndhodnych vybéru a néktera vyznamna velka pozorovani nemusi
byt zohlednéna. Vyhodou muze byt eliminace cyklické a periodické slozky. V nékterych
piipadech 1ze pomoci blokovych maxim ziskat nezavisla stejné rozdélend pozorovani.

V pripadé prahovych metod lze vzhledem k limitnimu rozdéleni velkych pozorovani
provést statistickou indukei na zakladé zobecnéného Paretova rozdéleni. Mensi pozornost
je v praxi vénovana metodam semi-parametrickym, na které je zamérena tato prace.
Statistickd indukce je sice oproti blokovym maximédm zalozena na vice pozorovanich,
v praxi se ale ¢asto jednd o casové tady, které neptfedstavuji nezavisla pozorovani. Mira
vlivu stochastickych procesu na semi-parametrické metody je predmétem mnoha jinych
studii. Velkym problémem vSech prahovych metod je volba prahu, kterd bude navrzena
v této praci.



2. Zakladni pojmy

Nejprve budou uvedeny nékteré zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti, které bu-
dou ¢asto uzivany v dalsich ¢dstech textu. Budeme se ¢astecné drzet znaceni podle [15],
pripadné [1].

Predpokladejme, ze je pevné dan pravdépodobnostni prostor (€2, .4, P), kde € je li-
bovolnd neprazdnd mnozina elementarnich jevu, A je mnozinova o-algebra na 2 a P je
pravdépodobnost na jevovém poli (2, A).

Definice 2.1 Ndhodnou velic¢inou vzhledem k jevovému poli A rozumime zobrazeni

X : Q — R, kdy pro kazdé x € R plati {w: X(w) <z} € A. Q je mnoZina vSech
elementdrnich jevi.

Definice 2.2 Necht X je ndhodnd velicina definovand na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P). Funkci F(z) = P(X < z) definovanou pro viechna x € R nazjvame distribucni
funkci nahodné veliciny X .

Definice 2.3 Necht X, X5, Xs,... je posloupnost ndhodnijch velicin s prislusnou po-
sloupnosti distribucnich funkci Fy, Fy, Fs, . ... Pak rekneme, Ze posloupnost X1, Xo, X3, ...
konverguje v distribuct k ndhodné velicine X s distribucni funkci F', prdvé kdyz

lim F,(z) = F(x)

n—o0

alespon ve vsech bodech spojistosti x distribucni funkce F. Piseme X, L X. Rozdélent
ndahodné veliciny X nazyvdme limitni nebo asymptotické.

Definice 2.4 Rekneme, e posloupnost ndhodnijch velicin X1, Xo, X3, . .. konverguje k ndhodné
velicine X podle pravdépodobnosti, jestlize pro kazdé e > 0 plati

Jim P(IX;, — X| >¢) =0

. P
a piseme X,, — X.

Véta 2.1 (Centrdlni limitni véta.) Necht X, X5, X3, ... je posloupnost nezdvislijch
stejné rozdeélenych ndhodnych velicin s konecnou stredni hodnotou pu a konecnym rozptylem
o > 0. Pak posloupnost
Lsw X, —
Nt G N
o
Diikaz. Napriklad v [51] nebo [22].

Definice 2.5 Necht F je distribucni funkci. Pravy koncovy bod x* distribucéni funkce F
definujeme jako
x* =sup{z: F(z) < 1}.

Pozndmka. Pripoustime i moznost z* = oo

Definice 2.6 Necht X je ndhodnd velicina, kterd md distribucni funkci F. Rekneme, Ze
ndhodnd velicina X mad degenerované rozdélent, jestlize existuje xo € R, takové, Ze plati

)0, prox<ux
F(x)_{l, x> xp.



2. ZAKLADNI POJMY

Definice 2.7 (Normdlni (Gaussovo) rozdélent). Rekneme, Ze ndhodnd velicina X
md normdlni rozdélent, je-li hustota pravdépodobnosti tvaru

1 (z—p)?
f(z) = e,

o2r

kde u € R a 0® > 0 jsou nezndmé parametry. Znacime X ~ N(u;0?). Stredni hodnota
X je EX = p a roxptyl DX = 0% Rozdéleni N(0,1) bijvd oznacovino jako normované
(nebo standardizované) normdlni rozdélend.

Definice 2.8 (standardizované zobecnéné Paretovo rozdéleni). Rekneme, Ze ndhodnd
velicina X md standardizované zobecnéné Paretovo rozdélend, je-li distribucni funkce

11— (]' + 7‘7“)_1/77 i 7é 07

H’Y(‘I) = { 1 . 6736, y= 0 (21)

kdexZOpm’yZOaogxg%lpmfy<0. Znacime X ~ GP(y)

Definice 2.9 Necht h je neklesagici funkce na mnoZiné redlngjch céisel. Funkci h™ uréenou
predpisem
h™ () = inf{y : h(y) > x}

nazveme zleva spojitou pseudo-inverzi k funkci h. Specidiné, je-li F' distribucni funkct, pak
F* nazyvdme kvantilovou funkci k F'. Je-li h bijektivni funkct, pak h*™ je rounéz obycejnou
mverzni funkci k h.

Lemma 2.10 Necht f, je neklesajici posloupnost funkci, g je neklesajici funkce. Ddle
predpoklddejme, Ze x je bod spojitosti funkce g, x € (a,b), a,b € R a

lim f,(z) = g(x).

n—00

Pak pro kazdy bod spojitosti x € (g(a),g(b)) plati

lim f," (z) = g (v).

n—oo

Dikaz. Viz. [15] (str. 5).

Definice 2.11 Necht F je distribucni funkce. Funkci U urcenou predpisem

U(t):F‘_<1—1>, t>1,

nazveme kvantilovou funkci chvostu k distribucni funkci F'.
Poznamka. Polozme t = ﬁ(U) a vyjadreme

t—tF(U) = 1
FU) = ——=1-"-.



Protoze F' je neklesajici, dostavame

U(t) = F~ (1_1).

Tedy U(t) je zleva spojitou pseudo-inverzi k %
1

Na obrédzku (2.1) je vykreslena distribuéni funkce F(z) = H,(z), funkce {5, kvan-
tilova funkce F* (u) a kvantilovd funkce chvostu U(t) pro zobecnéné Paretovo rozdélent
GP(y). Vsimneéme si, ze = > 0, % € (1,00), t > 1.

Distribuéni funkce F(x) Funkce 1/(1-F(x))
: . . : 20 T ; :
/7
Ve
7/
Ve
15 [ /'
7/
7
= ’
T 10 /
= 7/
— 7/ —
, -
f PR
5 " - —v=0.8
24 -7 [ — —
ad - Y_1
L - - —vy=2
0 ; ' 0
0 5 10 15 20 25 30 0 1 2 3 4 5
X X
Kvantilova funkce F‘1(u) Kvantilova funkce chvostu U(t)
20 T T 20 — . :
! -
/ 7
/ -
151 15F / -
/ L7
/ -
— / P
= 10} = 10+ / ~ -
" > / %
/ 7
7
/ -
L / -
5 5 ;o —v=0.8
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Obrézek 2.1: Zobecnéné Paretovo rozdéleni GP(v) s distribuéni funkef F(x) = H,(x), kvantilo-
vou funkei F< (u) = % ((1 —=u)™7 — 1) a kvantilovou funkeci chvostu U (t) = % (t" — 1) pro razné
hodnoty ~.

Definice 2.12 Necht X1, X5 ..., X, je konecnd posloupnost nezdvislijch stejné rozdélengjch
ndhodnych velicin z rozdéleni o distribucni funkci F. Posloupnost Xy, Xs..., X, pak
nazyvame nahodnym vybérem rozsahu n z rozdélent o distribucni funkci F.



2. ZAKLADNI POJMY

Definice 2.13 Méjme ndhodny vgbér X1 = X1 (w), Xo = Xo(w) ..., X, = X, (w), w € Q
z rozdeélent o distribucni funkci F', ktery uspordddme vzestupné podle velikosti. Dostaneme
ndhodny vektor (X1, (w), Xon(w), ..., Xnn(w)), kde

Xin(w) = Xg,(w), prol <i<n, {ki,ke,....k}={1,2,...,n}, weQ,

)

Xin(w) < Xon(w)... < X,n(w).

Specidlné
Xin(w) =min{X; (w), Xo(w),..., Xp(w)},Vw € £,
Xy (w) = max{X;(w), Xo(w), ..., Xu(w)}, Vw € Q.
Velicindm
Xl,rw X2,n7 s 7Xn,n
se 1kd usporddany nahodny vybér rozsahun. Jeho realizact pak znacime xy ,, Tap, .., Typ-

Definice 2.14 Méjme ndahodny vyber Xi, Xo ..., X, z rozdéleni o distribucni funkci F.

Funkci
R 0, < Xl,n-
Fn(x> - %7 Xi,n S T < Xi—l—l,n
L,  z>Xun
nazgvame vijbérovou (empirickou) distribucni funkci nahodného vijbéru Xy, Xo ..., X,.

Pozndamka. Empiricka distribu¢ni funkce Fn(x) je prirozené odhadem distribuéni funkce
F' a hraje velmi vyznamnou roli pii neparametrickych odhadech a u neparametrické me-
tody bootstrap, ke které se dostaneme pozdéji. Dale budou uvedeny nékteré jeji zakladni
vlastnosti a ukazeme, ze ﬁn(x) je nestrannym a konzistentnim odhadem F'. Na obrazku

(2.2) je priklad empirické distribuéni funkce ndhodného vybéru z normdlniho rozdéleni
N(0,1).
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Obrézek 2.2: Empiricka distribuéni funkce Fho(x) na zékladé dvaceti pozorovani z normalniho
rozdéleni N(0,1). Teckovana ¢éra zna¢i skuteénou distribuéni funkci F. Realizace ndhodného
vybéru je znazornéna pomoci symbolu X.



e Empirickd distribuéni funkce F, (x) je distribuéni funkce rovnomérného diskrétniho
rozdéleni na mnoziné {X;,}7 ;.

e Nihodnd veli¢ina Z € R s rozdélenim o distribu¢n{ funkei F, je diskrétni a plati
P(Z =x;,) = % pokud hodnoty {z;,}i~; jsou ruzné, coz pro vybéry ze spojitého
rozdéleni plati s pravdépodobnosti 1.

e /iejme A
A Faln) = I Fle) =0,
Jn Fulw) = Jim Fle) =1,

e Ozna¢me R, (x) pocet prvku, které jsou mensi nez x. Ziejmeé R, (z) = nFn(az) a

P(R,(z) =k) = <Z> F'(z)(1— F(x))"* ke{0,1,2,...,n}.

R, (x) ma tedy binomické rozdéleni Bi(n, F'(x)) se stfedni hodnotou nF(z) a roz-
ptylem nF'(z)(1 — F(x)). Odtud

E(F(2)) = F(x)

n

a tedy pro kazdé z € R je Fn(:c) nestrannym odhadem F'(z).

e Protoze F,(z) je nestrannym odhadem F(zr) a D(F,(z)) — 0 pro n — oo, plat
(viz. [1] nebo [21]), ze F,,(z) konverguje v pravdépodobnosti k F(z) t;

lim P(|F,(z) — F(z)] >¢€) =0, pro viechna e > 0,

n—oo
a tedy F),(z) je konzistentnim odhadem F(z) pro kazdé 2 € R. Odtud zfejmé

E(F,(z) — F(z))*> = 0.
e 7 centrdlni limitni véty (2.1) podle [31] str. 265 plyne
Vi(Ey(x) = F(x)) 5 N(0, F(x)(1 - F(x))).

Pozndmka o znaceni. V praci se vyskytuji pouze ptirozené logaritmy. Veskera oznaceni
logaritmu predstavuji prirozeny logaritmus. Vybérovy prumér je obvykle znacen vodorov-
nou carou, napiiklad X. Vyuzivaji se zékladni pojmy z teorie odhadii, které lze nalézt

v [1]. Bud 6 odhadem parametru 6. Vychyleni odhadu 6 znacime jako blas(ﬁ) Podobne
stiedn{ kvadratickou chybu odhadu 6§ znacéime MSE(6).



3. ROZDELENI EXTREMNICH HODNOT
3. Rozdéleni extrémnich hodnot
3.1. Uvod

Meéjme posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych velicin X, X, ... s disti-
ribucni funkci F'. Centralni limitni véta popisuje limitni chovani ¢astecnych sum X; +
Xy + -+ X, pro n — o0, zatimco teorie extrémnich hodnot popisuje limitni chovani
extrému

M, = M, (w) = max{X;(w), Xa(w), ..., X,(w)},w e Q

nebo min{X;(w), Xo(w),..., X,(w)},w € Q pro n — oco. Omezime se vSak pouze na
pripad vybérového maxima M, protoze

min{ X, (@), Xo(@), ..+, Xa(@)} = = max{=X, (@), ~Xo(w), ..., ~X,(@)}, weN,
Nasim cilem v této kapitole je najit mozna rozdéleni vybérovych maxim M. Plati, ze

P(M, <z)=P(X; <z, Xo<wz,.... X, <z)=][P(X; <z)=F"(). (3.1)
i=1
Daéle
: nin __} 0, prox <uaz*
nh—>noloF (z) = { 1, jinak,

kde z* < 0o je pravy koncovy bod distribu¢ni funkce F'.

Degenerovana limitni distribuéni funkce ndm ovSem neposkytuje pfilis mnoho infor-
mace. V centralni limitni vété 2.1 se vyskytuje parametr polohy p a parametr méritka
o > 0. Analogicky se muzeme zabyvat standardizovanymi maximy, kde parametry polohy
a tvaru jsou realna ¢isla zavisejici na rozsahu vybéru n. Dale uvazujme realné posloupnosti
a, > 0,b,,n=1,2,... takové, ze nahodna velic¢ina % ma pro n — oo nedegenerova-
nou limitni distribuéni funkci G(z). Timto z (3.1) plyne

lim P ( < x) = lim F™(apz + b,) = G(x) (3.2)

n—oo a

pro kazdy bod spojitosti x funkce G. Tedy

My —bn 2N G(x).

Qp
Distribuéni funkce G(x) popisuje chovani maxim, proto definujme

Definice 3.1 Necht X1, Xs, ... je posloupnost nezdvisljch stejné rozdélenych ndhodnsjch
velicin s distribucni funkci F. Necht a, > 0 a b, jsou posloupnosti realnijch cisel, G
nedegenerovand distribucni funkce a plati 3.2. Pak mnoZinu

D(G) ={F: lim F"(anx + b,) = G(z) pro vSechny body spojitosti x funkce G}
nazveme oborem atraktivity rozdélend o distribucni funkci G. Rozdélend s distribucni funkci
G(x) nazveme rozdéleni extrémni hodnoty.

Pozndmka. Je mozné ukazat, ze v podstaté vSechna v praxi bézné uvazovand spojita
rozdéleni jsou prvky mnoziny D(G). Piikladem rozdéleni, které nelezi v oboru atraktivity
funkce G, je von Mises rozdéleni s distribuéni funkel F(z) =1 — e 5% 2 > ( [15].
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Véta 3.1 Jestlize a, > 0 a b, jsou posloupnosti realnych cisel a G nedegenerovand dis-
tribucni funkce, pak jsou ndsledugici vztahy ekvivalentni:

1.
lim F"(anz +bn) = G(z) (3.3)
pro kazdy bod spojitosti x funkce G tj. F' € D(G).
2.
lim n(l — F(a,z +b,)) = —log G(z) (3.4)

pro kazdy bod spojitosti x funkce G, pro ktery 0 < G(x) < 1.
3. Je-li U kvantilovd funkce chvostu k distribucni funkci F', pak

M = D(z) (3.5)

lim
n—oo an

1

pro kazdy bod spojitosti x > 0 funkce D(x) = G* (6_5).
Dukaz. Pokud z je bod spojitosti G, pak
log lim F"(anz + b,) = lim log F"(anz + by)
a rovnici (3.3) 1ze po zlogaritmovani prepsat jako
Jim. nlogF (a,x + b,) =logG(z) Vz:0<G(z) < 1. (3.6)
Aby posloupnost nlogF(a,z + b,) nedivergovala pro n — oo, musi F(a,z +b,) — 1. Plati

. —log(F(anz + by))
| =1 3.7
5o 1 — Flant + by) ’ (3.7)

nebot pomoci L'Hospitalova pravidla je (3.7) ekvivalentni s

1
lim —— = 1.
nt00 F(a,z + by,)

Timto z (3.7)
lim —log(F(anz + b,)) = lim (1 — F(a,z +b,)).

n—o0

Do vztahu (3.6) pak lze za levou stranu dosadit vyraz [—(1 — F(a,x + b,))], tudiz
lim n(1 — F(a,z + by,)) = —log G(x),

n—oo
coz lze ekvivalentné prepsat na

1 1
I SR .
A (= Flags +5))  logGla) (3:8)

Nyni sestrojime zleva spojitou pseudo-inverzi k obéma strandm rovnice (3.8). Vyuzijeme

vlastnosti kvantilové funkce chvostu U, ktera je zleva spojitou pseudo-inverzi k ﬁ,

U= (=5) -

10



3. ROZDELENI EXTREMNICH HODNOT

i) Polozme x = L 7 pak

n(1—F(any+bn

1
11— Flayy +by)’

nx

1
U =U = Un bny
(na) <1 - F(any+bn)> nd
a tedy
U(nx) — by,
y=—"
G,
ii) Déle, je-li z = —@, dostaneme
log G/(y) = —~
0 = ——
gLy z
a tedy )
y=G" (675) )
Vratime-li se ke vztahu (3.8) a vyuzijeme lemma (2.10), (i) a (ii) dostavame
— by, 1
tim T =0 e (o
n—o0 an
pro x > 0, protoze x = m > 0. n

Poznamka. Véta plati i pro pripad, kdy misto indexu n uvazujeme spojitou proménnou
t. Staci pouzit a(t) = ap a b(t) = by). Index [t] znaci celouciselnou ¢ast proménné ¢. Viz.
[15] str. 6.

Véta 3.2 (Fisher a Tippet (1928), Gnedenko(1943)) Tvrida rozdéleni extrémnich
hodnot je tvaru G (ax +b), a > 0,b € R, kde

_1
G,Y(ZL’): eXp(—(_l—i—fyx) W)7 1—|—’YZ‘>O,’}/#0 (39)
exp(—e :0)7 7 =0.

Diikaz. Vychézime ze vztahu (3.5). Predpoklddejme, ze D je spojitd v bodé 1. Pro jeji

bod spojitosti x > 0 polozme

E(z) = D(z) — D(1) = lim Ultz) —b(t) Ut) —b(t) _
t—00 a(t) t—00 a(t) t—00 a(t)
Déle pro y > 0 dosadime zy za x a dostaneme po jednoduché upraveé

Ultzy) = U(t)  Ultey) —U(t) = Ulty) + Ulty)  Ultzy) — Ul(ty) a(ty) +U (ty) = U(1)
)

a(t) a(t) a(ty) a(t a(t)
Z véty (3.1) plyne existence limit lim;_, %, atedy 1 limy_, %@U(w) alimy oo %

)
a(ty)
a(t)

Ziejme pak musi existovat 1 limy_, . “a(fty)). Déle polozme A(y) = limy oo

vztahu dostaneme pro x,y > 0

_ iy YUry) = Ulty)alty) | Ulty) —U@)
E(zy) = t1—>oo a(ty) a(t) + t1—>oo alt)

. 7 ptedchozich

= E(x)A(y) + E(y).

11



3.1. UVOD

Daéle pro (z,y > 0) A (z,y # 1) polozme s = logz, t = logy a H(z) = E(e*), pak z
predchoziho vztahu

E(e’e’) = E(e®)A(e) + E(e")
H(t+s) = H(s)A(e") + H(t). (3.10)

Protoze H(0) = F(e”) = D(1) — D(1) = 0, muzeme rovnici (3.10) napsat jako

H(t — H(t H(s)—H(0O
(t5) = HW) _ H()=HO) -
s s
Funkce H je monoténni, nebot H(t) = E(e') = D(e') — D(1) = G* (e_eft) — G (e7h).
Proto existuje ¢t € R, kde funkce H ma derivaci H'(t). Podrobnéji o derivacich funkei
napiiklad v [27]. Z rovnosti funkei (3.11) plyne, ze H mé derivaci vsude a odtud pro
s —=0

H'(t) = H(0)A(). (3.12)

Nyni ukdzme sporem, ze H'(0) # 0. Predpokladame-li, ze H'(0) = 0, pak z (3.12)
H'(t) = 0 pro Vt, ale H neni konstantni funkce.
Z rovnice (3.10) vyjadieme

H(t+s)— H(t) H(s)A(e")

H'(0) - H'(0)
a polozme Q(t) = 5—(& Dost4vame
Qt+s)— Q) = Q(s)A(e"). (3.13)
Z (3.12) dostaneme A(e') = 48 = Q'(1), pak z (3.13)
Qt+s) = Q(s)Q'(t) + Q1) (3.14)
Ve vztahu (3.14) zaménme proménné ¢ a s, tedy
Qs +1) = Q)Q'(s) + Q(s) (3.15)

a dosadme Q(s)Q'(t) + Q(t) z (3.14) do (3.15). Dostavame
Q(s)Q'(t) + Q(t) = Q()Q'(s) + Q(s)

a po jednoduché tpraveé

Q(Q'(s) = 1) = Qs)(Q'(t) = 1). (3.16)
Protoze Q(0) = H’((O) 0aQ(0)= g,égg =1, dostdvame z (3.16)

Odtud pro s — 0
Q()Q"(0) = (Q'(t) - 1)

12



3. ROZDELENI EXTREMNICH HODNOT

a z rovnosti funkci a existence derivace levé strany plyne existence derivace pravé strany

Q"(0Q'(t) = Q"(1). (3.17)
Polozme v = Q"(0). Z (3.17)
LW
TS0 (log Q'())"

Dostdme jednoduchou diferencidlni rovnici v = (logQ(t)’) s podminkami @'(0) = 1,
(Q(0) = 0. Piimou integraci a vyuzitim podminky @’(0) = 1 dostaneme

Q'(t)=¢e" (3.18)

s pocateéni podminkou @Q(0) = 0. Abychom mohli integrovat jesté jednou a pouzit
podminky Q(0) = 0, je tfeba rozlisit 2 pripady, kdy

a) v # 0. Resenfm (3.18) je

= = ey T mo)
Odtud .
D(et) = & 7_ L) + pay
Vyjadreme R
D(t) = D(1) + H’(O)t ; L (3.19)

a k ni zleva spojitou pseudo-inverzi

D(1)>W7 |44 D)

T —
DT (x)= |1 —_— > 0.
= (15 70
Protoze D(z) = G (e ), dostaneme dosazenfm vyrazu D* (z) = —m do
predchozi rovnice
x—D(1)\ x— D(1)
logG(z) = — 14+ v——> 1
ou6io) =~ (1077l ) et o
a odtud )
G (H'(0)z 4+ D(1)) = exp (—(1 + 793)7> , 14+~y2>0.
b) pro v = 0. Resenfm (3.18) je
Qt) =t. (3.20)
Pripomenme, ze Q(t) = Ilf,((%)) = D(e;},z(f;(l). Z (3.20) dostaneme
D(t) = D(1) + H'(0) log t. (3.21)

13



3.1. UVOD

7 ozmaceni na (3.5) je D(t) = G*(e"1) a odtud

o+

G(D(1)+ H'(0)logt) = e .
Polozime-li logt = x, dostavame

G (H'(0)z 4+ D(1)) = exp (—e’“) :

[ |
Definice 3.2 Parametr v z véty 3.2 nazyvame index extrémni hodnoty.
Véta 3.3 Pro v € R jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni [15]:
1. Existuji posloupnosti realnych cisel a, > 0 a b, takové, Ze
1
n—00 exp (_e_x) , v = 0.
2. Existuje kladnd funkce a(t) takovd, Ze pro vSechna x > 0
. Ulte) = U(1) T, v #0
1 =D = v 2
i a(t) /() { logz, ~=0. (3.23)
3. Ezistuje kladnd funkce a(t) takovd, Ze
. _ 1—|—’yx)*% l+~vx >0, v#0
lim ¢(1 — Fla(t)e + U(£)) = 4 ¢ ’ 3.24
lim ¢(1 — Fla(t)z + U(1) { o (321
4. Fxistuje kladna neklesajici funkce h takovd, Ze
1
et 1— F(t) e’ v =0,

kde z* je pravy koncovy bod distribucni funkce F'. Navic h(t) = a (%F(t)) .

Dikaz. Ze vztahu (3.19) plyne rovnost D, (x) = ﬁw—_l pro v # 0. Podobné z (3.21) plyne
e

D.(x) = e ® pro v = 0. Ekvivalence vyrazu (1), (2) a (3) byly rozebrany ve vété (3.1).
Dikaz, ze vyrazy (2) a (4) jsou ekvivalentni, je technického razu a lze nalézt v [15] str.
11.

|

14



3. ROZDELENI EXTREMNICH HODNOT
3.2. Zakladni typy rozdéleni extrémnich hodnot

V této kapitole budou rezebrany nékteré zédkladni vlastnosti rozdéleni extrémniho typu.
Vyjdeme z véty 3.2, v které vystupuje parameter . Situaci trochu zjednodusime tim, ze
budeme uvazovat rozdéleni ve standardizovanych tvarech.

Obrazek 3.1 znézornuje distribuéni funkce z tiidy rozdéleni extrémnich hodnot pro

ruzné hodnoty indexu extrémni hodnoty v dané predpisem

) = exp (— (1+7$)_%), 1+ >0,7v#0
Gy (x) { exp (—¢%) V=0, (3.26)

Je patrné, ze rozdéleni jsou rozdilného typu pro~y >0, v =0, v < 0.

Obrézek 3.1: Distribu¢ni funkce G z tiidy rozdéleni extrémnich hodnot

Uvazime-li moznosti v > 0, v = 0, v < 0 oddélené dostaneme:

a) v > 0: polozime-li z rovno %= a dosadime do (3.26) dostaneme rozdélen{ takzvaného
Fréchetova typu s distribuéni funkei

0, <0
o, () = { e (3.27)

15



3.2. ZAKLADNI TYPY ROZDELENI EXTREMNICH HODNOT

kde o =
r € R. Tato skupina rozdéleni mé spise tézké chvosty, nebot velké hodnoty z jsou
vice pravdépodobné. Distribuéni funkce ®,(z) konverguje ,,velmi pomalu” k 1 pro
T — 00.

%. Pravy koncovy bod je zde roven nekoneénu, tedy ®,(z) < 1, pro vsechna

Ukazme, Ze pro p > «, p > 0 neexistuje p-ty obecny moment.

E(X?) = /OO 2P f(x)de = /OOO:E”(

)dx—/ooa:vp a—le=2™"qyp
0

1)
g i’

o P o0 D —t
= / thetdt = / 08 qr=r ( > ,
0 0 t

kde gamma funkce a integral dany gamma funkef, konverguje absolutné pro 1 —2 >
0. Tedy p-ty moment existuje pouze pro p < a.

SR a(l’_
t
0

e tdt

_ e _1
Y dt = —ar e x=t"a

= _ (3.28)

P

(07

Distribuéni funkce Fréchetova typu

Kevantilova funkice chvostu Fréchetova typu

0ot
08t
07t
06t
Zosp
04t

031

02

01k

20 30

Obrazek 3.2: Distribu¢ni funkce ®,(z) a k ni kvantilovd funkce chvostu U(t)

o =

16

b) ~

_1
= log(t_%) o
1
-

Prubéhy distribu¢nich funkei a kvantilovych funkei chvostu pro rozdéleni Frechétova

typu jsou na obrazku 3.2. Vzhledem k dosazeni =1 za  se zméni poloha a méiitko
1

distribuéni funkce G,. V uvedeném obrazku jsou cervené (y = - = 1) a Cerné
(v = ~ = 3) znazornéna rozdéleni, ktera nemaji konecnou stfedni hodnotu. Modfe
je znazorneno rozdéleni, které jiz ma konecnou stiedni hodnotu, ale neméa konecny
rozptyl.

= 0: rozdéleni Gumbelova typu s distribuéni funkei

Go(z) =€ ¢



3. ROZDELENI EXTREMNICH HODNOT

Pravy koncovy bod je zde roven nekoneénu, tedy Go(x) < 1, pro vsechna x € R.
Jedna se o rozdéleni s lehéfm chvostem, nebot velké hodnoty  jsou méné pravdépodobné.
Vsechny p-té momenty, p > 0, existuji, nebot

E(X”):/Oo Z‘pf(x)dx:/ x”( ) dx—/Oo rPe e "da
“oo -~ i o (3.29)
r=—logt; dox = —tdt‘ = / (—=1)P(logt)Pe"dt < oo.
0

o0

V piipadé p = 1 je E(X?) = E(X) a integral (3.29) je roven Euler-Mascheroniho
konstanté 7e,; ~ 0.577. V piipadé p=2 je E(X?) = 72, + %2. Momenty pro Gum-
blovo rozdéleni je také vhodné pocitat pomoci charakteristické funkce, tj. Fourierovy
transformace hustoty. Viz [17] str. 11.

Distribuéni funkce Gumbelova typu Kwantilova funkce chwostu Gumbelova typu

¥=0

-4 -2 0 2 4 6 ) 200 400 600 00 1000
x t

Obrézek 3.3: Distribuéni funkce Go(z) a k ni kvantilovd funkce chvostu
U(t) = —log(—log(1 — 7))

¢) v < 0: pravy koncovy bod je roven ’71, takze rozdéleni ma kratké chvosty. Polozime-

li —Z misto 2 a dosadime do (3.26), dostaneme takzvané extremdlni (reverzni)

Weibullovo rozdéleni s distribuéni funkei

—(-z)*

e , <0

U, (x) = { 1. v 0, (3.30)
kde & = —1 > 0. Po této transformaci je pravy koncovy bod roven 0. Ukazme, ze

pro p > 0 vsechny obecné momenty existuji:

o0 0 a\/ 0 @
E(X?) :/ 2P f(z)dx :/ z? (e’(’z) ) dz :/ axP(—x)* e Dy

%0 . ta
- _ _1\P+a -t
_ /O (1P e
- p“/ thetdt = (1) /oot(l )—dt (—1)P+'T <1+p).
0 [0

Protoze integral, ktery gamma funkce predstavuje, konverguje absolutné v piipadé
1+ g > 0, tak p-ty moment existuje pro vsechna p > 0.

:’t:(—x )% dt = —a(—2)* tda; T = —ta

Na obrézku 3.4 vidime, ze kvantilova funkce chvostu jde k nule, kdyz t — oco. Pravy
koncovy bod je skutecné roven nule. Pro malé hodnoty ~ konverguje distribuc¢ni

17



3.3. OBOR ATRAKTIVITY
funkce ,,pomalu” k nule, kdyz * — —oo. Malé hodnoty z se tak vyskytuji ¢astéji.

Ty maji velky vyznam, pokud pracujeme s minimem.

Kvantilova funkee chvostu Weibullova typu
T

————————————

Distribugni funkee Weibullova typu
T T T 0

09rF

08

07

06+
Z05-

04+

0ar B

v=05]| |
|
———y=1 |

02

0.1+
———y=5 )

Obrazek 3.4: Distribuéni funkce ¥ _ 1 (z) s kvantilovou funkei chvostu
vy

Ut)=—(—log(1—1))7".

3.3. Obor atraktivity

V nadchézejici ¢asti textu se budeme zabyvat oborem atraktivity pro rozdéleni Fréchetova,
Gumbelova a Weibullova typu a volbou realnych posloupnosti a, > 0 a b,. Uvedeme
nékteré dulezité podminky na distribu¢ni funkei ndhodného vybéru, popripadé kvantilo-
vou funkei chvostu. Podle [5] uvedeme nékolik zékladnich rozdéleni, kterd lezi v oboru

atraktivity rozdéleni extrémnich hodnot.
Nejprve uved me dvé nasledujici véty, kde prvni mé spiSe teoreticky charakter a druhd

je potieba pfi odhadu indexu extrémni hodnoty v a v jinych situacich.

Véta 3.4 Necht F je distribucni funkce s praviym koncovym bodem x*. Predpoklddejme,
ze F"(x) existuje a F'(x) > 0 pro vsechna x leZici v libovolném levém okoli bodu x*.

Jestlize
. 1-F
lim < I

ttr*

/
) =1,
pak F leZi v oboru atraktivity G..

Dikaz. Viz. [15].
Véta 3.5 Distribucni funkce F' s pravym koncovym bodem x* a s kvantilovou funkci
chvostu U(t) je v oboru atraktivity distribucni funkce G, prdavé kdyz

1. pro v eR:
_Ultr) = U(t) B ‘”77_1, v#0
tll{& T =D,(z) = logz, =0, (3.31)

pro vhodnou kladnou funkci a(t) a pro vsechna x > 0.

18



3. ROZDELENI EXTREMNICH HODNOT

2. proy>0:2"* =00 a

1— F(tx) 1

lim =7, (3.32)

t=oo 1 — F(t)
pro kazdé x > 0.
3. pro~y > 0:z* = oo, floo(ki&dx<0 a

Jr(A = F(x)%

fim = o (3.33)
4. proy>0:2" =00 a
Jlim [?](é? =27, x>0,, (3.34)
navic pro a(t) spliugici (3.31) plati
Jim “((’?) _ (3.35)
5. proy<0:z* <00 a .
Jim m =2, >0 (3.36)
6. proy < 0:
Jim UU(?)) =1, >0 (3.37)

Dikaz. Vztah (3.31) ptimo plyne z véty 3.3. Podrobnosti a dukaz zbyvajicich tvrzeni lze
nalézt v [15] sekce 1.2. |

Disledek vety 5.5. Je-li ' € D, v > 0, pak pro ndhodnou veli¢cinu X s distribu¢ni
funkei F' plati (vzhledem k vztahu (3.33)):

Jim E(log X —logt|X > t) = ~.

Dikaz. Rozepisme

. .. 7 (logxz —logt) f(x)dx
jim E(log X —log?|X > 1) = lim P(X > 1)

00 0 3.38
i 2 f(x)logxdx —logt [ f(x)dx (3.38)
a pouzijeme-li integraci per partes
(3.38) = lim limy o0 [F () log 2]t — [ F(z)tdx — log t limy, o0 [F(2)]} _
freo 1— F(t)
. limy oo (F(u) logu) —logt — [° F@) 1p Ll - e F() 4,
= lim z — lim x x
e 1— F(t) t=00 1— F(t)

R
=500 1— F(t) ’
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3.3. OBOR ATRAKTIVITY
Z (3.33) pak vidime, ze

[ (logx — logt) f(x)dx
1—F(1)) '

v = Jim E(log X —logt|X > t) = Jlim (3.39)
[
Predchozi dusledek je zakladem pro Hilluv odhad parametru . Timto odhadem se

budeme zabyvat v kapitole 5.2.

Nékdy samotny pozadavek F' € D(G.,) nestaci. Je tieba klast silnéjsi podminku na
distribuéni funkei, tzn. podminku druhého druhu. Nejdiive pomoci (3.31) definujme:

Definice 3.3 Rekneme, Ze kvantilovd funkce chvostu U (popiipadé k ni prislusnd dis-
tribucni funkce F') spliiuje podminku druhého druhu, jestlize existuji funkce a(t) > 0 a
funkce A takovd, Ze neméni znaménko a lim,_,., A(t) =0, a plati

Ul(tz)-U
¢ a)(t) @ D, ()

Jim o) = H(z), x>0,
kde - ,
=, 7#0
— Y
Dy(z) { logz, v=0 }

a H je funkce, kterd neni ndasobkem funkce D (z). Zejména H nend identicky rovna nule.
Paramter p nazijvame parametrem druhého druhu.

Pokud kvantilova funkce chvostu U splnuje podminku druhého druhu, pak je splnéna i
podminka atraktivity, tedy F' € D.,. Obréacend implikace ale neplati. Prikladem, kdy ne-
plat{ podminka druhého druhu, je rozdéleni s distribuéni funkei F'(z) = 1+z~! exp(sinlog z),
x>0 [3].

V nasledujici vété je uveden specialni pripad podminky druhého druhu, kdy se ome-
zujeme pouze na obor atraktivity Fréchetova typu.

Veéta 3.6 Predpoklidejme, Ze distribucni funkce ' spliiuje podminku druhého druhu. Po-
tom pro vSechna x > 0 plat?

x p_1
lim V0" _ T (3.40)
kde v >0, p <0 a A je funkce, kterda neméni znaménko, pricemz lim;_,., A(t) = 0.

Dikaz. Viz. [15].

Definice 3.4 Lebesgueovsky meéritelnou funkei | : RT — R na (0,00) nazveme requldrné
se ménici (v nekonecnu), jestlize pro néjaké o € R plati

«

=z% x>0 (3.41)

. (tx)
Hm 1(t)

Cislo o se nazgvd index zmény. Funkci, kterd pro o = 0 spliuge (3.41), nazgvame pomalu
se ménici.
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3. ROZDELENI EXTREMNICH HODNOT

Vztah (3.34) znamend, ze kvantilova funkce chvostu U je reguldarné se ménici s indexem
v. Proto se u Fréchetovy ttidy casto klade pozadavek, aby U byla regularné se ménici.

Uved'me jesté tvrzeni spise teoretického charakteru, protoze v praxi vét§inou nezndme
distribuéni funkci F'.

Tvrzeni 3.5 Necht F je distribucni funkci, U kvantilovou funkci chvostu k F, a necht
F € D(G), kde G je distribuce Fréchetova typu. Pak existuji requldrné se ménici funkce
lp(z) aly(t) takové, Ze

1—F(z) =2 7lp(z) a Ul)=t1(t), (3.42)

pricemz mezi funkcemi lp a ly existuje jednoznacny vztah.

Diikaz. Viz. [5] sekce 2.3.2.

Pozndamka. Zavést rozdéleni z Fréchetova oboru atraktivity je mozné nejen pomoci dis-
tribu¢ni funkce, ale také pomoci kvantilové funkce chvostu U. Pro snazsi odvozeni tvaru
funkce I pomoci kvantilové funkce U lze z (3.42) vyvodit vztah

£ = U (U()) .

Podrobnéjsi analyzu reguldrné se ménicich funkef lze najit v [5],[15].

3.3.1. Obor atraktivity pro rozdéleni Fréchetova typu

V tabulce 1 jsou néktera rozdéleni pattici do Fréchetova oboru atraktivity se vztahy pro
distribu¢ni funkci F' a kvantilovou funkci chvostu U. Kvantilovou funkci F~ pak dosta-
neme snadno ze vztahu F*< (u) = U (ﬁ), 0 <wu < 1. VSimnéme si, ze je zde obsazeno
také Fréchetovo rozdéleni s distribuéni funkei @, (x) podle (3.27). Cauchyho rozdéleni je
specidlnim piipadem Studentova rozdéleni s jednim stupném volnosti. Velky vyznam pro
parametrické modelovani chvostu mé zobecnéné Paretovo rozdéleni, na kterém je zalozena
prahovd metoda maximélni vérohodnoti v sekci (5.1). Zobecnéné Paretovo rozdéleni obecné
muze mit parametr tvaru v také nulovy nebo zaporny. Pro v € R muzeme napsat dis-

tribu¢ni funkci zobecnéného Paretova rozdéleni H., jako

1= 4y2)7, 0 <a < (sup(0, =)',y #0,
(x)—{ 1—e7, 0<z<oo, =0 (3.43)

Odtud, podobné jako u extrémalniho rozdéleni, rozlisujeme u zobecnéného Paretova rozdéleni
tti pripady v zavislosti na ~:

v>0: H, (@) =1- x_%, x>0, rozdéleni je Paretovo
Y
v=0: Ho(x) =1—e7, x>0, rozdéleni je exponencidlni
—(x+1 -1 —
y<0: Hy(F2) =1-(-2)7  o0<z<Z

V piipadé, kdy parametr v = 0, dostaneme exponencialni rozdéleni, které lezi v Gumbe-
lové oboru atraktivity. Dalsim specidlnim piipadem je i samotné Paretovo rozdéleni, které
dostaneme pro v > 0. Toto rozdéleni bylo puvodné pouzivano k popisu rozdéleni bohat-
stvi mezi jednotlivce. Pokud zlogaritmujeme nahodnou velicinu s Paretovy rozdélenim,
dostaneme transformovanou nahodnou veli¢inu, kterd méa exponencidlni rozdéleni.

21



3.3. OBOR ATRAKTIVITY

Tabulka 1: Rozdéleni pattici do Fréchetova oboru atraktivity (v > 0)

Index
Rozdéleni Distribuéni funkce F(z) a kvantilova funkce chvostu U(t) extrémni
hodnoty
Pa(y) Flz)=1—-2"7, v>0; 2>1
Y
(Paretovo) Ui)y=t", t>1
GP(7v) Flz)y=1—-(1+~x) ", >0, >0
v
(Zobecnéné Pa) U(t) = % tr—-1), t>1
A
Burr(n, 7, \) F(x) = —( 7) , 1,7, A>0; >0
n+x 1
1 A
(Typ XII) U(t) = (n(t% - 1)) Tot>1
A
Burr(n, 7, \) F(z) = (n+g”) , n,T,A>0; >0 )
Typ III —(—r =) T, >
(Typ 1) 0=ty -n) ot
m—+n m —(m+n
F(m,n) F(z) = [y F?S);(z) (=) [2ym/2=1 (1+ Zw) (mam)/2 dw, m,n>0; >0
2 2 2
(Fisher-Snedecor) predpis pro U(t) neni znam
F(z) = [ f=e MY w ™ ldw, \,a >0; 2>0
Invl'(\, @) 0 e 1
predpis pro U(t) neni zndm
F(z) = [} F?‘Z)w*)"l(logw)a’ldw,)\,a >0; x>1
logl'(\, o) 3
predpis pro U(t) neni zndm
F(x) =exp (—x_%), v >0; x,0
Fréchet () ~y
-
Ut) = (logﬁ) , t>1
Flo) = 7 TCR) (1 w2) Ty L zeR
tn (x)—f_mm(+7) w,n>0,x€ N
(Studentovo) predpis pro U(t) neni znam
Cauchy F(z) =1+ Llarctanz; 2z €R
1
(t1) Ut) =tan (n(*22 - 1), t>1

22




3. ROZDELENI EXTREMNICH HODNOT

V nasledujicim tvrzeni bude ukazano, jak 1ze pro Fréchetovu tiidu rozdéleni vhodné
standardizovat maxima.

Tvrzeni 3.6 Necht distribucni funkce F patri do Fréchetova oboru atraktivity, pak
. n - _1
Jim (o 4-b0) = exp (—277)

pro x > 0 pri volbé
a,=U(n) a b,=0.

Dikaz. Vyjdeme z véty 3.31. Pro v > 0 a x > 0 plati (3.34):

. Unz)
Jim () =2z, (3.44)
UvazuLme lemma 2.10. Pripomenme, ze z definice kvantilové funkce chvostu plyne U =
(1EF) . Sestrojme inverzi k U(””T) tak, ze polozime z = U(("y) Pak
Un) =V ( U(ny)
xU(n) = ———— | = U(ny).
1— F(zU(n)) Y
Odtud |
1— FzUm)) "7

a pouzijeme-li lemma 2.10, muzeme (3.44) pfepsat na

lim —— — lim n{l — F(zU(n))} =2 .

n—o0 ( ) n—00
Vzhledem k vété 3.1 je lim, oo n{l — F(zU(n))} = —logG(x). Odtud dostavame dis-
1
tribu¢ni funkei Fréchetova typu G(z) = exp ( x ?), x> 0. Déle z 3.1 je

lim F"(zU(n)) = exp (—x_?), x> 0.

n—oo

Odtud vidime, ze a, = U(n) a b, = 0. [

3.3.2. Obor atraktivity pro rozdéleni Gumbelova typu

Vybrana rozdéleni patiici do Gumblova oboru atraktivity jsou uvedena v tabulce 2
Rozdéleni gamma ptedstavuje sirokou tiidu rozdéleni, pod kterou spada i exponencidlni.
To dostaneme snadno, pokud polozime parametr rozdéleni gamma m = 1. Pokud zlo-
garitmujeme nahodnou veli¢inu s log-normalnim rozdélenim, dostaneme, jak samotny
nazev napovida, ndhodnou veli¢inu, kterda ma normalni rozdéleni. Pomoci log-normélniho
rozdéleni muzeme v ekonomice modelovat napriklad navratnost. Pomoci rozdéleni gamma,
log-normélniho & Weibullova muZeme modelovat desfové thrny.
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3.3. OBOR ATRAKTIVITY

Tabulka 2: Nékterd rozdéleni patiici do Gumbelova oboru atraktivity (y = 0)

Rozdéleni

Distribuéni funkce F'(z) a kvantilova funkce chvostu U(t)

Weibull(\, a)

Fl)=1-exp(=(5)"), Aa>0a>0

2mou

exp(\) Flx)=1—exp(=Az), A>0 >0
(Exponencidlni) Ut) = 71§g %7 t>1
Log-normal(o, 1) F(z) = [y o= exp (— 5z (log(u) — p)?)du, o >0,u€R; >0

(Logaritmicko-normadlni)

predpis pro U(t) neni zndm

F(z) = ; % exp(—Au)u™ tdu, A,m >0; x>0

Gamma(m, A)

predpis pro U(t) neni zndm

Logistické

Ut)=log(t—1), t>1
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3. ROZDELENI EXTREMNICH HODNOT

Z nésledujicich tvrzeni plyne, jak pro Gumbelovou tiidu rozdéleni vhodné standardi-
zovat maxima.

Tvrzeni 3.7 Necht distribucni funkce F patri do Gumbelova oboru atraktivity, pak

lim F"™(a,z +b,) = Go(z) = e ¢ "

n—oo

plati pro x € R pri volbé
a, =h(U(n)) a b,=U(n),

kde h je neklesagici funkce splrugici (3.25).

Dikaz. [15] str. 21.

Piiklad 3.8 Necht F je distribucni funkce standardizovaného normdlniho rozdéleni a

1
b, = (2logn — loglogn — log(47r))%7 n = 7= (3.45)

redlné posloupnosti. Pak pro x > 0

lim n(1 — F(a,z + b,)) = -logG(z) = e *.

n—oo

G(z) je tedy Gumbelova distribucni funkce s parametrem v = 0.

22

Odvozend. Standardizované normélni rozdéleni ma hustotu f(x) = \/%e_?, x € R. Deri-
vovanim dostaneme

—in(l — F(apx +b,)) = na, f(a,x +b,) =

dx
Vor

R S
! n x? b,>
=exp|log——=|exp| =5 —2z— — | =
P\ Van ) P\ T2 2

2
— e(log n—log bnfé log(27r))€fb”76_2;57€*1 _

b2 1 _ a2
_ 6—("T+logbn—logn+5log(27r))e 202 g%

x

— e 7, pron— o0

protoze

b, 1
- +logb, —logn + 3 log(2m) — 0, —

2b2—>0, pro n — oo.

Timto na zakladé Lebesgueovy véty o zaméné limity a integralu
2

n(l — F(an;c + bn)) = 1= e*(#ﬂogbnflogwr%10g(2,r)) /ff 6_2;:?67’“(11,6

—00

lim n(1 = F(apz + b)) = /OO e du=e".
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3.3. OBOR ATRAKTIVITY

Na obrazku 3.5 je zndzornéna konvergence standardizovanych maxim ke Gumblové dis-
tribuéni funkei, ktera je vyznacena cervené. Bylo nasimulovano MV, M2 . M%) blo-

kovych maxim ze standardizového normélniho rozdéleni rozsahu n = 1000. Empiricka dis-
M7(L )—bn M b, M by,

PRI

tribu¢ni funkce byla sestavena ze standardizovanych maxim =
Zelenda barva pak predstavuje empirickou distribuéni funkci pro volbu Gy a by, podle (3 45).

Volime-li a,, = h(U(n)) a b, =U(n) = F~ (1 — E) podle tvrzeni 3.7, pak muzeme podle

[15] str. 22 zvolit h(U(n)) = % DeHaan namisto h pouziva znaceni f. Pro takto

zvolené konstanty je empirickd distribu¢ni funkce znazornena modre.

Standardizovand maxima

empiricka funkce
0.9r empirické funkce
08 Gumblova distribueni funkce

07}
06}
= 05}
0.4}
03}
02t

0.1

Obrazek 3.5: Gumblova distribuéni funkce Go(x) (Cervené). Empirickd distribuéni funkce ze
standardizovanych maxim pro volbu a, a b, podle (3.45) - zelené nebo podle tvrzeni 3.7 -
modfe.

3.3.3. Obor atraktivity pro rozdéleni Weibullova typu

Néktera rozdéleni patiici do Weibullovy tiidy jsou uvedena v tabulce 3. Extremélni Wei-
bullovo rozdéleni, nékdy také nazyvané reverzni Weibullovo rozdéleni, je zde totozné s
rozdélenim s distribuéni funkei ¥, podle (3.30). Obycejné Weibullovo rozdéleni, které
se pouziva ve spolehlivosti, ma vSak nenulovou distribuc¢ni funkci pro x > 0, respektive
Flx)=1—-¢", 2> 0,a > 0. Castéji totiz ve spolehlivosti pracujeme s minimem nez
maximem. Toto rozdéleni vzhledem k nekoneé¢nému pravému koncovému bodu spada do
Gumblovy sféry. Obdobné je tomu u reverzniho Burrova rozdéleni. Z obrazku 3.6 je patrna
urcitd symetrie. Distribuéni funkce jsou vuéi sobé pouze pootoceny.
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Tabulka 3: Rozdélen{ patiici do Weibullova oboru atraktivity (v < 0)

Inde
Rozdélen{ Distribuéni funkce F(x) a kvantilova funkce chvostu U (t) e?(t r;nm’
hodnoty
R(a,b) F(r)=%{%, —-oco<a<b<oo; a<z<b
-1
(Rovnomeérné) Ut)=0b—-a)+a, t>1
F(z) = 2t JouP=H(1 — u)itdu >0, 0<z<1
T(p)I(g) Jo R
Betal(p, q) _1
q
predpis pro U(t) nen{ zndm
A
Reverzni Burr(n, 7, \) Flx)=1- (W) T, A>0; <0
.
1
(Typ XII) U(t) = — (n(w - 1)) Tot>1
Weibull(«) Fx)=e 2% a>0; <0
_1
1
(extremé&lni) Ut)=—(-log(1-1))~, t>1
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Reversni Burr XII

——— Extrémaini Weibull'¥,, —
—— Burr Xil z Fréchetovy sféry|

——— Weibull z Gumblovy sféry

L L L E| L L L E}
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
x x

Obrazek 3.6: Srovnani distribuénich funkci. Vlevo extremalni (y = —1) a obycejné (v = 0)
Weibullovo rozdéleni; o = 1. Vpravo reversni (7 = —1) a oby¢ejné (v = 1) Burrovo rozdéleni
typu XII; A=7=1.

Specidlnim piipadem Beta rozdéleni je rovnomérné rozdéleni: Beta(1l,1) =R(0,1).
Zajimavy piipad nastdva pro Beta(1/2,1/2), ktery vede na arcsinus rozdéleni. Toto rozdéleni
ma vyznam pro teorii ndhodné prochazky. Naptiklad rozdéleni doby, kdy symetricka
ndhodna prochdzka nabyva vyssich hodnot nez pocdtecni, ma zdklad v Beta(1/2,1/2)
rozdéleni.

Z nasledujiciho tvrzeni plyne, jak pro Weibullovu tiidu rozdéleni vhodné standardizo-
vat maxima.

Tvrzeni 3.9 Necht distribucni funkce F patri do Weibullova oboru atraktivity, pak

lim F™(anz + b,) = e~

n—oo

2=

plati pro x < 0 pri volbe

*

a,=z"—-U(n) a b,=2z"

Diikaz. Podobné jako u dukazu tvrzeni 3.6 vyjdeme z véty 3.31. Pro v < 0 a > 0 plati
(3.36):

. xt=Ulte)
z*—U(tx)
z*—=U(t)

tak, 7ze polozime z = =YW pyk

Sestrojme inverzi k U

v — 2@ —Un) = U ( ! ) — Ulny).

Odtud .
1-Fr —a(z—Um) Y
a pouzijeme-li lemma 2.10, muzeme (3.46) prepsat na
1 1
lim — = lim n{l — F(z* —2(z* - U(n)))} =x" .
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Ziejmé x* — U(n) > 0 pro vSechna n. Vzhledem k véte 3.1 je

lim n{l — F(z* +z(z* —U(n)))} = —log G(—x)

n—oo

pro x < 0. Odtud dostdvame distribuéni funkei Weibullova typu G(x) = exp (—(—x)_%),
x < 0. Dale z 3.1 je

lim F"(z* 4+ x(z" — U(n))) = exp (—(—x)_%), z <0.

n—o0

Odtud vidime, ze a, = z* — U(n) a b, = x*. [
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4. Metoda bootstrap

Metoda bootstrap je intenzivni numerickou pocitacovou metodou pro statistickou
analyzu dat. Jako prvni priSel s touto metodou Bradley Efron v roce 1979, ktery se
inspiroval metodou jacknife. Jeho prvni ¢ldnek o bootstrapu [11] vyvolal velky ohlas a
nasel uplatnéni v mnoha oblastech aplikaci matematické statistiky. V prvotnich pocatcich
byla metoda v praxi obtizné vyuzitelna kvili casové naroc¢nosti. Postupem casu s vyvojem
informacnich technologii dochazi k jejimu velkému rozvoji. Booststrap je v soucastnosti
stale atraktivnim tématem.

Metoda bootstrap kombinuje tzv. substitucni princip a metodu Monte Carlo. Nejprve
struéné uvedeme tyto metody. V této kapitole bylo ¢erpano z [2].

4.1. Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo je numerickd metoda vyuzivajici pseudonahodna ¢isla. Zaklady této
metody se objevuji v mnoha ¢lancich a knihach jako je [30]. Vychézi ze zédkona velkych
¢isel. Zakladni myslenkou je odhad stredni hodnoty na zdkladé opakovani, respektive simu-
laci. Snad nejjednodussim prvotnim piikladem je Buffonova tloha o jehle, kdy se snazime
vycislit hodnotu 7 na zakladé opakovaného hazeni jehlou. Pokus byl casové narocny a
nepfesny. S poc¢tem pozorovani klesa chyba a pomoci Cebysevovy nerovnosti lze ukézat,
ze chyba je timérna ﬁ V dnesni dobé s rozvojem informacnich technologii muzeme
dosahnout daleko vyssich presnosti.

Metoda ma Siroké pole uplatnéni. Typickym vyuzitim metody Monte Carlo je vypocet
integralu, které jsou analyticky velmi obtizné resitelné. Pomoci této metody také muzeme
simulovat nahodné vybéry z nékterych rozdéleni, kde je neznamy tvar kvantilové funkce.
Jde napiiklad o metody zalozené na Markovskych fetézcich viz. algoritmy Gibbs sam-
pling, Metropolis Hastings a dalsi. Tyto algoritmy lze najit napiiklad v [2], [28]. Také ve
stochastickém programovani a v mnoha dalsich odvétvi optimalizace najde Monte Carlo
své uplatnéni. Napiiklad muzeme stanovit interval spolehlivosti nalezeného optimalniho

feseni viz. [24].

4.2. Substituc¢ni metoda (”Plug-in principle”)

Predpokladejme nahodny vybér Xi, Xs,... X, o distribu¢ni funkci F', ktera je z néjaké

-----

distribu¢nich funkei tj. P = F. Obvykle predpokldadame, ze F' je prvkem parametrické
tiidy rozdéleni P = {Fy : 0 € O}, kde parametr 0 je konetné dimenze. Kazdé 6 € ©
koresponduje jednoznacné s Fy € P.

e Pokud # € R", n € N, mluvime o parametrickych modelech. Naptiklad Fy =
{vSechna rozdéleni extrémniho typu G,y € R}.

e Pokud 6§ € R”, kde n znac¢i nekoneénou dimenzi, mluvime o neparametrickych mo-
delech. Napiiklad mnozina vSech spojitych rozdéleni.

e Jestlize # muze byt rozdélena na #; € R™ a 6y € R", kde n znaci koneénou dimenzi a
m nekonecnou dimenzi, a chceme ¢init statistickou indukci o 81, pak mluvime o semi-
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4. METODA BOOTSTRAP

parametrickych modelech. Napiiklad mnozina vsech distribu¢nich funkei lezicich v
oboru atraktivity rozdéleni extrémnich hodnot.

Meéjme zobrazeni 7 : © — R. Jestlize § = 7(F') je néjaka charakteristika rozdéleni, kte-
rou chceme odhadnut na zdkladé realizace ndhodného vybéru, substitucni metoda spociva
v nahrazeni F' odhadem F'. Dostavame odhad

A

0 =7(F).

Substituéni metoda také funguje s empirickou distribuén{ funkef F, jako odhadem F.
Napriklad stfedni hodnotu

6= r(F) = E(X) = / of(z)dz = / 2dF ()

odhadneme vzhledem ke schodovitosti empirické distribuéni funkce jako

ZXi7
=1

~

0= T(F) = /xdﬁn(x) =

kde uvedeny integrél je Lebesgue-Stieltjesuv integral.

4.3. Princip metody bootstrap

Nasim cilem je pristoupit ke kvalité odhadu 0. Zajimame se tedy o rozptyl odhadu D(é),
interval spolehlivosti Iy, vychyleni E6—0.V praxi tyto hodnoty vétsinou nejsou znamy a
musi byt odhadnuty.

Dale ukazeme Monte Carlo aproximaci k vyhodnoceni kvality odhadu 0. Predpokladejme,
ze mame velky pocet MC' nezavislych nahodnych vybéru

XXy X i=1,2,...,MC

ze stejného rozdéleni o stejném rozsahu n s prislusnymi odhady 6; = 6;( X}, X3, ..., X!).
P (X, X3, X)) o 6
(X%7X227X3) EEE—— é2
(Xf\ylchycv"'erer\/lc) —» éMC

Obréazek 4.1: Schéma Monte Carlo

Pro dostatecné velké MC bychom mohli aproximovat hustotu rozdéleni ¢ pomoci his-
togramu ze vSech 0;, 1 =1,2,..., MC'". Plati

1 MC . . )
D(f) = lim WZ(QZ —0nc)’,

MC—oo :
i=1
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4.3. PRINCIP METODY BOOTSTRAP

bias; = Ef — 0 = M%rgm(QMc —0),
Problémem ovsem je, ze distribu¢ni funkci F' nezname. Proto definujme bootstrapovy
nahodny vybér:

Definice 4.1 Méjme ndhodny vybér X1, Xo, ..., X,, z rozdéleni o distribucni funkci F.
Necht X}, X5, ..., X} je ndhodnij vijbér z empirické distribucéni funkce E,, t3. pri danyjch
pozorovant jsou Xi, X5, ..., X} nezdvislé (podminéné), stejné rozdélené ndhodné veliciny,
z nichz kazdd nabyvd hodnot X1, Xa, ..., X, s pmvdépodabnostz’%. Soubor X7, X5,..., X}
nazyvame bootstrapovy viyber.

Abychom dostali pocitatelnou verzi, nezndmou distibu¢ni funkci F* nahradime empiric-
kou distribuc¢ni funkci Fj, a z ni vygenerujeme B nezavislych bootstrapovych ndhodnych
vybera X X3P 0 XY p* =1,2,..., B. Dostaneme parametery

o= 0 (XY XY XYY, b =1,2,...,B.

Viz. obrazek 4.2.

A

*,1 *,1 *, ~
P (Xl 7X2 7"'»Xn'1) > 93‘
(X;zvX;Qv""X;’Q) _—> é;

*,B *,B * )%
(le 7X2' ""7X7L,B) —_— 93

Obrazek 4.2: Schéma bootstrap

Pocet vsech ruznych bootstrapovych vybéru je (2nn 1). Jednd se o kombinace s opa-

kovanim. Napiiklad jiz pro n = 20 dostdvdme 6.8923 - 10'° moznosti. Proto uvazovat
vSechny bootstrapové vybéry je mozné jen pro vybéry velmi malého rozsahu. Pro rozsahlejsi
vybéry je potieba aplikovat metodu Monte Carlo, kdy generujeme libovolny pocet B bo-
otstrapovych nahodnych vybéru. Dostaneme odhady

B
D) = lim —— > (65 —05)* = D.(67),
=1
l;as\é = lim (0% — 0) = bias*(6%),
00

kde 0% = LB §*

— B Zui=1Yi"
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4. METODA BOOTSTRAP

Puvodni model Bootstrap
Model P P
Rozdélen{ F F,
Nahodny vybér X, X, Xi, .. X;
Parametr 0=06(F) 0 = 0(F)
Odhad 0=0(X,,...,X,)=0(F,) ;

Tabulka 4.1: Vztah mezi puvodnim modelem a jeho aproximaci metodou bootstrap. F’;
zde predstavuje empirickou distribu¢ni funkci bootstrapového nahodného vybéru.

model

P:{F929€@},

Vyse popsand metoda je neparametrickd. Pokud bychom ptedpokladali parametricky

pak je vhodnéjsi opomenout empirickou distribuéni funkci a pomoci Monte Carla simulo-
vat nahodné vybéry ptimo z této tfidy rozdéleni. Mluvime o takzvaném parametrickém
bootstrapu. Zajisté, pokud je analyticky vysledek znam, bootstrap postrada smysl.
Pomoci metody bootstrap muzeme dale napiiklad konstruovat intervaly spolehlivosti
odhadu a neparametricky testovat nékteré statistické hypotézy. Podrobnéji v [12].
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5. Odhady indexu extrémni hodnoty

Hlavnim predmétem statistiky extrémnich hodnot je predpovidani vzacnych (ziidka se
vyskytujicich) jevi, které mohou byt dokonce za hranici dostupnych pozorovani. K tomu
je primarné potieba co nejkvalitnéjsi odhad parametru tvaru tj. indexu extrémni hodnoty
.

Nejprve bude uvedena prahova metoda maximalni vérohodnosti, ktera vychazi z ma-
ximalizace vérohodnostni funkce zobecnéného Paretova rozdéleni. Déale uvedeme nékolik
semi-parametrickych metod véetné Pickandsova odhadu, ktery bude popsan pouze struéné.
déleni pravdépodobnosti tj. F' € D(G). Vsechny tyto metody jsou zalozeny na tdvahach
o nejvétsich poradovych statistikdch a substituéni metodé popsané v sekci 4.2. Sdili
ovsem jeden velky spoleény problém, kterym je spravna volba takzvané prahové statistiky.
Otéazkou je, ktera pozorovani povazovat za velka.

5.1. Metoda maximalni vérohodnosti (y > —3)

Uvazujme tfidu distribuénich funkei spliujicich F' € D(G,),vy € R a posloupnost stejné
rozdélenych ndhodnych velicin X, Xs, ..., X,, o této distribu¢ni funkci F. Pro stanoveni
odhadu v pomoci metody maximalni vérohodnosti je potfebné nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.1 Necht h je kladnd neklesajici funkce spliiugici (3.25), pak ndhodnd velic¢ina

% ma za podminky X >t pro t T x* zobecnéné Paretovo rozdéleni pravdépodobnosti s
distribucni funkct
L= (1+7y2)™7, 0<a < (sup(0,—)) "y #0,
H’Y('I) = —x
1—e™*, 0<zr<oo, ~v=0.

Diikaz. 7 (3.25) dostaneme

L F(t+ah(t)) . P(X>t+ah(t) .
b —pa T sy U (5.1)

pro v # 0 a pro vSechna z splaujici nerovnost 1 + ~vx > 0. Pro zh(t) > 0 zfejmé plati
P(X >t+zh(t)) = P(X >t+xh(t),X >1t).
Timto z (5.1)

limP(%>yg,X>t)

imp (St
= 111m — T
tha P(X >1t) tha* h(t)

X > t) = (1+72) 7 =1-H,(2)

pro vSechna z : 1 +~vyx > 0 Az > 0, respektive

o v>0=

1
<J;>—7Ax>0>:>x€(0,oo),
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5. ODHADY INDEXU EXTREMNI HODNOTY

1 1
<x<—/\x>0>:>a:€ (O,—),
v v

V piipade, ze v = 0, je prava strana rovnice (5.1) nahrazena vyrazem e~ pro = € (0, 00).

[ |

Tvrzeni (5.1) ndm poskytuje informaci o tom, ze velkd pozorovani maji pfiblizné

zobecnéné Paretovo (GP) rozdéleni. Tato tiida rozdéleni je parametrizovdna jednim pa-

rametrem . K odvozeni jeho odhadu se nabizi moznost pouzit na upravena nejvétsi pozo-

rovani metodu maximéalni vérohodnosti a vyuzit pritom zobecnéného Paretova rozdéleni
jako model.

o V< 0=

Lemma 5.2 Necht X, X, Xs, ..., X, je ndhodny vijbér z rozdélend s distribucni funkci F
a Xin, Xop, ..., Xnn je jeho uspordadany nahodny vybér rozsahu n. Pak pro X, _p, =t,

kde k = 1,...,n — 1, je sdruzené rozdéleni veli¢in (X,—g+1n, Xn—k+2ns---> Xnn) TOURO
sdruzenému rozdéleni usporddanému ndhodnému vibéru (X, X5y, ..., Xi ) s distribucnid
funkct
PX <z, X>t) F(z)—F(t)
Fx«(z)=P(X <z|X >t) = = > t. 5.2
Dikaz. Viz. [15].

Na zakladé lemmatu 5.2 jsme schopni ekvivalentné nahradit nejvétsi pozorovani
(Xo—kens Xo—kt 1y - - s Xnn)
nezavislymi velicinami
(Z1,Zs, ..., Zk) = (Xo—kt1m — Xn—kn, Xnekt2n — Xnkms - - - s Xnn — Xn—kn)s
které vzhledem k (5.2) a t = X,,_, maji distribu¢ni funkci

F(z+1t)— F(t)

Fy(t+2)=P(X —t<z|X >t)= , > 0.
Att) = PX —t<alX > 1) = =00
Nyni sestavime vérohodnostni funkci pro 7, Zs, ..., Z; a nasledné ji maximalizujeme
pro realné parametry o > 0, 7. RozliSme piipady, kdy

a) v#0
K sestaveni vérohodnostni funkce potfebujeme hustotu zobecnéného Paretova rozdéleni

OH,(2) 01— (1+2z)" V) 1 v\
h p = BAY:; = z = — <1 - ) )
3o (2) 0z 0z o + o’
kde o > 0. Sdruzené rozdéleni veli¢in 7y, Z,, ..., Z je pak tvaru

k ko v o\ 5L
hoyo(2) = ] o (25 0) = [ = (1 + z) .

i=1 i=19 g
Vsimnéme si, ze pro g — —Z%_ je mocnénec (1 + gzz> = 0, a pro v < —1 mocnitel
! oo) x (0, 00).

-
Hodnoty v € (—1, —1/2] nebudeme uvazovat kvuli numerické stabilité.

(—% — 1) < 0.Proto se déle omezme pouze na oblast (y,0) € (
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5.1. METODA MAXIMALNI VEROHODNOSTI (y > —1)

36

Déle urc¢ime logaritmickou vérohodnostni funkci
el —y1
l(z,7,0) =logh,,(z Zlog( ( ) ) =
1 1
= Zlog - (— — 1) log (1 + 7&) .
8

=1

Protoze logaritmus je rostouci funkce, logaritmicka vérohodnostni funkce I(z,~, o)
dosahuje svého maxima pro stejnd v a o jako sdruzena hustota h. ,(z). Tedy h, ,(2)

je maximalni pravé tehdy, kdyz m(%ﬁ =0, a w = 0. Derivaci logaritmické
vérohodnostni funkce dostavame
ol L 1 i i
(z’770)2210g<1+72ﬁ)— 9 i_ g i:
0y i=17 o Yyzi+oo vzt oo
g 1 -
3 ( ) —(241)[—=—) =0,
272 A" <7+ ><1+Zzz‘>
ol(z,, 1 ool o — o
(2.7 ):—*"‘Z_* zz + %Zi:
do o = v ’}/Zl—i-O' o Yz oo
1 &1 % 2
S Z o 0
a1

Odtud

=1 < 1)— 41 o =0 5.3
;72 A ;<v+>(1+3%> (53)
P11 X2 1

Vyndsobime-li (5.4) vyrazem Z a dosadime do (5.3) dostdvdme
k
1
Z ( Zi + 1> - = OJ
Zk: Loy 1
=\ Tz +1 o

Timto dostavame soustavu dvou nelinarnich rovnic

Zlog zi + 1> = 9, (5.5)

1

e
g = , (5.6)

v+1

q@

které je potifeba numericky tesit pro nezndmé parametry 7y, o. Nalezené feSeni této
soustavy vede na maximalné vérohodné odhady a znacime a5, OrrrE-



5. ODHADY INDEXU EXTREMNI HODNOTY

b) v = 0. Sdruzend hustota
k k1.
ho(z) = [[ M(zi,0) = [ e~

i=1 i=19

a k ni logaritmicka vérohodnostni funkce

I(2,0) fjl L oge ® —klog L3
zZ,0) = og — oge o — og — — —.
0) =2 Jog - +log 8,72,
Resenim .

l(z,0) 1 1

=9 i SN =0,

oo o + o2 Z:ZIZ

dostavame

R 1
0 == Z 2 =7 Z Tn—i+1,n — Tn—kn-
k i=1 k =1

5.1.1. Vlastnosti maximalné vérohodného odhadu

Soustavu nelinedrnich rovnic (5.5) je v praxi potieba vyftesit pro kazdé k € {1,2,...,n — 1}.
Jednou z moznosti feSeni je vyuziti matlabovské funkce fsolve pro systém nelinearnich

rovnic. Tato itera¢ni metoda vyzaduje vhodné urcéeni pocatecniho bodu a mohou nastat

problémy s konvergenci k feseni. Mnohem vyhodnéjsi je vyuzit matlabovskou funkci gp-

fit, ktera je urcena primo pro odhady parametru v, c zobecnéného Paretova rozdéleni.

Tato funkce vyuziva metodu nelinearni optimalizace, ktera je obecné bez omezeni ticelové

funkce. Jmenovité se jedna o simplex search metodu, pro kterou neni potieba numericky

nebo analyticky pocitat gradient. Jako startovaci bod algoritmu se vyuziva momentovych

odhadu parametru v, o pro zobecnéné Paretovo rozdéleni. Podrobnéji o téchto funkcich a

metodach v [20].

Odhad je zavisly na volbé prahového indexu k. Spravna volba tohoto indexu je pod-
statna pro praktické pouziti tohoto odhadu. Volime-li k£ prilis malé, roste rozptyl odhadu.
Naopak volime-li k prilis velké, klesa rozptyl, ale roste vychyleni odhadu. Navic konver-
gence k zobecnénému Paretovu rozdéleni muze byt nékdy velmi pomala. Vice o volbé k
pro vérohodny odhad napfiklad v [6].

7 obrazku 5.1 lze pozorovat rostouci vychyleni. Nejmensi stfedni kvadratickd chyba
byla vypoctena pro k& = 136. Dolni ¢ast obréazku znézornuje ptresnost odhadu indexu
extrémni hodnoty na Fréchetové rozdéleni.

Vérohodny odhad je konzistentnim odhadem parametru ~ pro k,n — oo,% — 0.
Rovnéz je invariantni viic¢i zméné méfitka i posunuti. Za urcitych predpokladu je asympto-
ticky normalni viz. [15] str. 92.
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5.1.

METODA MAXIMALNI VEROHODNOSTI (y > —3)

T T T T T
— MLE estimator
True value of y

0.8

0.6

0 50 100 150 200 250
k

Distribuéni funkce Fréchetova typu <I>1/y(x)

0.2 v=1 1
11244

Kvantilova funkce " (u)
500

7#1

400 TMLE

=1.1244 1

0.96

0.4

0.3F

0.25F

@
2 o2r
0.15
0.1
0.05
0 . . . . .
0 50 100 150 200 250
k
Funkce 1/(1_¢1/7(X))
20
151 1
z
S
ef 10} 1
5l ]
— Y=1
— Yy e=1-1244
0 .
0 1 2 3 4 5
X
Kvantilova funkce chvostu U <I>(t)
20
=1
— Yy e=1-1244
151 1
510 1
5 ]
0 .
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Obrézek 5.1: Primérny maximalné vérohodny odhad parametru v na simulovanych datech o
rozsahu n = 1000 z rozdéleni Burr(1,0.5,2) (typ XII) s parametrem tvaru v = 1 (vlevo nahote).
Sttedni kvadraticka chyba odhadu (vpravo nahote). Charakteristiky rozdéleni Fréchetova typu
pro yyre(k) = 1.124, k = 136 a teoretickou hodnotu v = 1 (dole). Pocet opakovani M C' = 500.
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5. ODHADY INDEXU EXTREMNI HODNOTY
5.2. Hilluv odhad

Necht X1, Xy, ..., X, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s distribuéni funkei
spliujici F' € D(G,),y > 0, a cilem je odhadnout index extrémni hodnoty 7. Pak
nejznaméjsim odhadem ~ je Hillav odhad 4y z roku 1975 [16]:

. 1
A (k) = P Zlog Xo—it1n —log Xp_gn- (5.7)

i=1

Zavést Hilluv odhad lze vice zpusoby. Muzeme naptiklad vyjit z kvantilového grafu pro
Paretovo rozdéleni viz. [5] str. 101. Zde vyjdeme z (3.39):

[ (logz — logt)dF(x)

v = lim E(log X —logt|X >t) = Jim = F (1) , (5.8)
kde uvedeny integral je Lebesgue-Stieltjesuv integral viz. [29] str. 163. Nahrad me para-

metr ¢ k-tou nejvyssi poradovou statistikou X,,_j,, pficemz volime k = k(n) tak, aby
k — o0, % — 0 pro n — oo. Déle, kdyz F' nahradime empirickou distribuéni funkei F,,(x)
podle definice (2.14), z (5.8) dostaneme

. fxn,k n (logz — log ankm,)dﬁn(x)
fyf{ : _— 2 —
1 Fn<Xn—k,n)>

f)‘?y’kkn log xdﬁn(x) —log Xy—kn [x an(x)

n—k,n .
1 — n=k -
(R togadBy (@) + [, logadBy(x)) — log Xo k([ dEu(2) + [T dFu(e)
- n—n+k -
- ( f:l % 1Og Xn—i+1,n + O) - 1Og Xn—k,n(% + 0)

k
n

k
Z log aniJrl,n - log ank,n-
i=1

| =

5.2.1. Vlastnosti Hillova odhadu
Véta 5.1 Predpokldadejme nahodny vybér Xy, Xs, ..., X, z distribuéni funkce F' € D(G.),
~v > 0, potom pron — oo, k — o0, % — 0 plati
Yo =
Diikaz [15] str. 70.

Véta 5.2 Predpokladejme nahodny vgbér Xy, Xo, ..., X, z distribucni funkce F' € D(G.),
~v > 0. Ddle predpoklddejme, Ze kvantilovd funkce U k funkci F' splnuje pro néjaké p <
<0 a funkci A, kterd neménd znaménko a limy_,o, A(t) =0, podminku (3.40). Potom pro
n — 00, k — 00, %—>Oplat{

VEGu —7) 3 N<A,72> :

L—p

39



5.2. HILLUV ODHAD

kde

A= lim VkA (n) )
n—00 k

Diikaz [15] str. 74.

e 7 véty 5.1 plyne, ze za uvedenych predpokladu je Hilluv odhad konzistentnim od-
hadem ~.

e Pokud na distribu¢ni funkci ndhodného vybéru navic klademe podminku druhého
druhu (tj. za pfedpokladu véty 3.6), pak vzhledem k vété 5.2 ma vVEk(5g — )
asymptoticky normalni rozdéleni. Tato vlastnost byva zakladem pro sestaveni inter-
valu spolehlivosti pro 45 (k) a optimélni volbu prahu k.

e Pro kazdou volbu k dostavame jiny odhad . Otazka spravné volby k je podstatna
pro praktické pouziti tohoto odhadu. Volime-li £ prili§ malé, odhad je poc¢itan z mala
pozorovani a roste rozptyl odhadu. Naopak volime-li k prilis velké, klesa rozptyl, ale
roste vychyleni odhadu viz. ilustrativni obrazek 5.2.

0.6 0.8 1.0 1.2
1

Chyba Hillova odhadu

0.2
|

Rozptyl
Vychyleni

0 20 40 60 80 100

Obrazek 5.2: Priklad vychyleni a rozptylu Hillova odhadu v zédvislosti na & [3].

e Zatimco rozptyl statistiky vk(yux — ) je asymptoticky roven 2, asymptotické
vychyleni zavisi na parametru druhého druhu p. Obrazek 5.3 ilustruje vychyleni
Hillova odhadu v zavislosti na parametru p pro Burrovo rozdéleni typu XII. Byly
vygenerovany Ctyii nahodné vybéry rozsahu 1000 pro ruzné hodnoty p. V pripadé
rovnosti parametru p dostaneme identické odhady pro k =1,2,...n — 1.

40



5. ODHADY INDEXU EXTREMNI HODNOTY

Hilluv odhad

0 50 100 150 200 250 300
Kk

Obrazek 5.3: Hilliv odhad pro rizné hodnoty p na simulovanych datech o rozsahu n = 1000 z
rozdéleni Burr(1, —p, }m) (typ XII) s parametrem tvaru vy = %

e Hilliv odhad je invariantni vii¢i zméné meétitka. Neni vSak invariantni vici posunuti
stejné jako mmnoho dalsich odhadu zalozenych na logaritmické transformaci dat.
Na obrazku 5.4 je Hilluv odhad pro simulovana data posunuta o konstanty 41,42
(Gervené), piipadné -1,-2 (zelené). Odhad bez posunuti je vyznacen modre.

Pokud chceme zajistit invarianci vuci posunuti, je potfeba odhad modifikovat. Napriklad
podle [13] se zavadi dalsi poradovy index ki, ki, < k, ktery vede na modifikovany
Hilluv odhad i
1 & Xp_iv1in—log X, 1
~ kznk - = 1 n—j+1l,n n ,n‘
/YHm( ? ) kj Z Og Xn_k”“n _ log Xn_k,n

n j=1

Lze ukézat, ze pro n — oo, k — 00, ki, — 00, % — 0, k;" — 0 je Am,, (kin, k)

konzistentni. Podrobnéji jak volit k;, je uvedeno v [13].

e Podle [3] (Corollary 1) je Hillav odhad konzistentni i pro zavisla data jako je ARMA
a ARCH proces. Hilliv odhad v souvislosti s ARMA procesem je studovan v [18].
Obecné o stochastickych procesech v [1].
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0.7 data i
data+1
| — — —data+2
0.65t data-1 ]
data-2

o
o

0.551

Hilluv odhad

o
o

0.45H

0.4

0 50 100 150 200 250
k

Obrazek 5.4: Hilliv odhad na rtzné posunutych simulovanych datech ze zobecnéného Paretova

rozdéleni o rozsahu n = 10000 s parametrem tvaru v = %

5.2.2. Optimalni prahovy index k
Optimalni prah
Obvyklym pristupem k optimalizacnimu problému ve statistice je pozadavek minimalni
sttedni kvadratické chyby. V nasem piipadé bychom radi volili
_ : ~ N2
ko(n) = arg min E(yx (k) —7)
neboli
{ko =k € [1,n) : MSE(4x(k)) = bias*(4x(k)) — D(4z(k)) je minimalni}. (5.9)
Pozndamka. V nasledujicim tvrzeni ukazeme, ze stiedni kvadratickou chybu lze rozlozit na
vychyleni a rozptyl.
Tvrzeni 5.3 Bud 0 odhadem parametru 0, potom stredni kvadratickd chyba
E(0 —7)? = D(f) + (Ef — 6)2.
Diikaz.
0)> = E() —E0 + B — )% =

~

MSE(f) = E(f —
[(0 — E)? +2(6 — EO)(EH — 0) + (BEO — 0)%] =
0—

A~

E0)? + 2E(4 — EO)(Ef — 0) + E(E — 0)* =
)+ 2E[(0 — EO)(EO — 0)] + E(EI — 0)> = D(0) + (Ef — 0)* =
) + bias?().

b =

(
=D(f
=D(0
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5. ODHADY INDEXU EXTREMNI HODNOTY
Pritom
E[(6 — E0)(Ef — 6)] = E(AEA — 66 — EOE) + 0EF) =
— EAE) — 9E) — EIE) + 9EF = 0.
[
Stredni kvadraticka chyba MSE (podle (5.9)) obecné nemusi existovat. Pripomenme, ze
predpokldddme v > 0 a podminku atraktivity F' € D(G,). Predpoklddejme navic, ze pro
néjaké p < 0 a funkei A, kterd neméni znaménko a lim; ., A(t) = 0, je splnéna podminka

druhého druhu (podminka (3.40)). Potom konvergenci z véty 5.2 muzeme pomoci linearni
transformace standardizovaného normélntho rozdéleni N ~ N(0, 1) pfepsat na

A
Vi —7) 5 - + N,
kde A = lim, oo VEA (%) Odtud se nabizi ve dvou krocich aproximovat

Vi (=pVE  VE (1-p)
Nyni muzeme odhadnout vychyleni

An Aln
bias(k,n) = E(yg —7v) ~ E (7\/_]\; + § Ekg)) ] Ekg, (5.11)

(5.10)

a asymptotickou stfedni kvadratickou chybu
Al A2 (n
v AR N)+E (&)

2
) N AR VN
E(g —7)?*~E | =+ =E +2— .
( ) vk (1-p) k Vk (1= p) (1—p)?
Prostfedni ¢len se vyrusi, nebot stiedni hodnota standardizovaného normalniho rozdélen{

E(N) je rovna nule. Stiedni hodnota E(N?) = D(N). Z (5.12) dostdvdme odhad asympto-
tické stredni kvadratické chyby

(5.12)

e [T A0
AMSE(k,n) = E(j5 — ) ~(,€+<1_p)2>7

kterd je zavisla na velikosti ndhodného vybéru n a volbé indexu prahové statistiky k. Nyni
kone¢né muzeme definovat optimalni prahovy index jako

ko(n) = arg min AMSE(k,n).

1<k<n

Analyticky vztah pro ko(n) je komplikovany a v praxi nepouzitelny, protoze zavisi na
nékolika nezndmych parametrech. Lze jej nalézt napiiklad v [10]. Nez prejdeme k samotné
bootstrap procedute, musime navic predpokladat specialni tvar funkce

Alt)y=Ctr, C+£0,p<0, (5.13)

kterd vyhovuje podmince druhého druhu (tj. plati (3.40)). Tento ptredpoklad je velmi
casty v aplikacich teorie extrémnich hodnot viz [15]. Toto zjednoduseni ale neni piipustné
pro p = 0.
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5.2. HILLUV ODHAD

Odhad optimalniho prahového indexu k; pomoci metody bootstrap

Existuje vice pristupt, jak kg odhadnout. Uvedeme jeden z moznych algoritmu popsany
v [14].

Distribu¢ni funkci F' ndhodného vybéru Xi, X, ..., X,, nezndme. Pouzijeme empiric-
kou distribuén{ funkei F jako odhad F. Uvazujme bootstrapovy vybér X7, X5, ..., X} |
ny < n, z rozdéleni o empirické distribucéni funkci F'. Hilliwv odhad z tohoto bootstrapoveho
vybéru oznacme 7y, p.

Daéle ozna¢me néjakou pocatecni hodnotu prahového indexu £ jako kyy.. Index aux
znadi, ze se jednd o pomocnou hodnotu. Pozadujeme, aby odhad 4y (k,u:) byl konzistentn{
tj. Kguz — 00, k“% — 0. Pro 7, y dostaneme bootstrapovy odhad stredni kvadratické

chyby

MSE*(n1, k1) = B, 5 (k1) = An (Faus))? (5.14)
pro 1 < k; < ny. Statistika §y (kqeus) zde hraje jakousi referencni roli.
7 ¢lanku [7] za platnosti (5.13) pro k; — oo, & =+ — 0 plati
Ko, ("1)2”21 LY (5.15)
ko(n) \ n ’ '

kde kg ,,, minimalizuje bootstrapovy odhad stredni kvadratické chyby tj.

k*

0,n1

=arg min MSE"(nq, k). (5.16)

1<ki<ng

Z (5.15) muzeme odhadnout

—2p

n 2p—1
ko(n) ~ kg i,y (nl)

Odtud dostaneme odhad, ktery je zavisly na parametru druhého druhu p. Abychom ji
odstranili, budeme uvazovat dalsi bootstrapovy nahodny vybér rozsahu ny < n z rozdélent
o empirické distribu¢ni funkci F'. Dostaneme

—2p

ko n, = arg min  MSE"(ng, k), ko(n) = kg, <n2) o
, n

1<ka<ng

Odtud

n% ;ip —2p
B ) G o o ) N P o A
o n? nsy '

ko(n) K e (@) 21 ks

Pokud zvolime ny = %%, ko(n) na p nebude zdviset. Kone¢né pomoci dvojtého bootstrapu
dostavame odhad optimélniho indexu prahové statistiky

—~ —~ kX
ko(n) = ko(n; kaue, n1) = [kf ml” ) (5.17)
n2

i/n

ktery zavisi na volbé ny a kyy..
Na zacatku byl problém volby pouze jednoho parametru k. Problém jsme ptevedli
na dva nové nezndmé parametry k., a n;. Otazka je, zda se timto tuloha jesté vice
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5. ODHADY INDEXU EXTREMNI HODNOTY

nezkomplikovala. Jeste pred tim nez navrhneme volbu téchto parametri, ukazeme jejich
vliv na ko(n1, kaue) na simulovanych datech.

Na obrazku 5.5 je znézornéna citlivost odhadu l/fg(n) na volbu k.., a n; pro Burrovo
rozdéleni s parametry v =1, p = —0.5 a pro zobecnéné Paretovo rozdéleni s parametrem
tvaru v = 0.5. Byl zvolen rozsah nahodnych vybéru n = 1000, pocet bootstrapovych
vybéru n* = 250, hodnoty indexu poc¢dtecni prahové statistiky kuue = 10, kgue = 24/ =
63, koue = 100 a rozsah bootstrapového nahodného vybéru n; = 50,60, 70, ..., 1000.
Aby byla snizena variabilita odhadu, simulace byla opakovana 1000 krat. Do grafu jsou

vynaseny prumérné hodnoty
_ 1000

1
ko=-——3 ko,
’ 100(); o

a odmocnina ze sttedni kvadratické chyby

1 looo
MSE = | — ko, — ko)?.

Spravné hodnoty kg byly zjistény rovnéz na zdkladé simulace Monte Carlo. Viz. simula¢ni
program uvedeny v piiloze.

GP(0.5) GP(0.5)

140 T T T T T T T T T 150
k  =2n"'=63
aux

140
120 b —k_ =100
130 ‘aux
|
|

110+

aux))

v

|
sor !

k =2n7"-63|
aux
——k, =100
aux
60 k=10
aux

100

Ky, K
MSE(ky(n, k

90

k,=36 80
40 E ,

701

L L L L L L L L L 60 L L L L L L L L L
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n, n

20
0

il

Burr(1,0.5,2) Burr(1,0.5,2)
T T T T T T

140

160

——k_ =2n"'=63
aux

120 — a0 Ky, =100

(A k =10
aux’
100 V’\W

1201

aue))

)

! o
8ok k=2~ =63| |
—k_ =100

‘aux
60 kaux:“)
k0:38

ki, K
MSE(k(n, k

100+

40t

L L L L L L L L L 60 L L L L L L L L L
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

L M

20
0

Obrazek 5.5: ?O(n) v zavislosti na kg, a n1 (vlevo) na datech z: a) Burr(1, —p, }m) (typ XII)
s p = —0.5 a parametrem tvaru v = 1 (nahofe) b) GP(0.5) s parametrem tvaru v = 0.5 (dole).
Stredni kvadratickd chyba RMSE (vpravo).

Obdobné byla studovéana dalsi rozdéleni s tézsimi chvosty. Na zakladé téchto studii
muzeme usoudit, ze volba hodnoty n; na odhad témér nemé vliv. Stredni kvadraticka
chyba je totiz priblizné konstantni pro ruzné hodnoty n,. Zavisi ale na volbé k,,,.. Drees
a Kaufmann voli v [10] ke = 24/n. Dalsim fesenim by mohlo byt zavedeni dalsi metody,
kterd by opét volila kg, adaptivné nebo uvazovat jiny tvar vyrazu (5.16) viz. [7].
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5.2. HILLUV ODHAD

Na zékladé 5.11 muzeme podle [14] pomoci bootstrapu odhadnout vychyleni:
— bias, (k)2 2
Bias,, (k) = oy gy g =
bias,, (k) n
kde

bias, (k) = B3, (k) — 1 (kas)), 1= 1,2

Hilluv odhad pak lze opravit o vychyleni tak, ze polozime
457 (k) = A4u (k) = bias,, (Yu(k)), 1<k <ns.

Na obrazku 5.6 je znazornéna oprava vychyleni pomoci metody bootstrap pro Burrovo
rozdéleni. Byl zvolen rozsah nahodnych vybéra n = 1000, pocet bootstrapovych vybéru
n* = 250, kg = 63 a rozsah bootstrapového nahodného vybéru n; = 975. Simulace byla
opakovana 1000 krat. Lze pozorovat zlepseni vychyleni, ale vysledek stale neni idedlni.

Hill
Hill — bias

50 100 150 200 250
k

Obrézek 5.6: Prumérny Hilliv odhad a primérny opraveny Hilliv odhad % na simulovanych
datech rozsahu n = 1000 z rozdéleni Burr(1, —p, }m) (typ XII) s parametrem tvaru v = 2 a
p=—0.5.
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5. ODHADY INDEXU EXTREMNI HODNOTY
5.3. Momentovy odhad

Se samotnym Hillovym odhadem nevystac¢ime, pokud obecné uvazujeme v € R. V piipadeé,
kdy v <0, je pravy koncovy bod x* < 0 a logaritmus pro takové hodnoty neni definovan.
Tento problém bychom mohli fesit jednoduchym posunutim pozorovani o kladnou kon-
stantu. Je ovsem treba jisté opatrnosti, protoze samotny Hilluv odhad neni invariantni
vudéi posunuti. V tomto piipadé je tieba zavést novy obecnéj$i odhad, ktery vychézi z
Hillova odhadu.

Abychom mohli zavést momentovy odhad (vzah (5.26)), musime klast obdobné podminky
jako pro Hilluv odhad. Pro nahodny vybér s distribuéni funkci F' pozadujeme, aby pravy
koncovy bod z* > 0 a byla splnéna podminka atraktivity tj. F' € D(G,), v € R. Potom z
véty 3.3 pro > 0 a vhodnou kladnou funkei a(t) plati

. Ulte) = U(1) Ty #£0,
2 A — 2!
it a(t) D) logz, v =0. (5.18)
Nyni rozlisme dva pripady:
a) Uvazime-li v < 0, pak z (3.37)
im Ultz) =1 >0

a pouzijeme-li logaritmus, muzeme ekvivalentné psat
Jim (logU(tz) —logU(t)) = 0.

Limitu z (5.18) pro v < 0 upravime na

Ulte) 1 Y —1
logU(tx) —logU(t — 0
tlim U(tg(t) :tli{l'l 0og («Tl(t) og ( ) :{ | ~ ’Yf ) (519)
> U(t) > U(t) 08, 7=
b) Uvazime-li v > 0, pak z (3.34)
Ul(t
im (k) =x7, x>0
a pouzijeme-li logaritmus
log U(tx) — log U(t
li (08U (t) ZlogU®) (5.20)
t—ro0 y
Pokud jesté uvazime (vztah (3.35)) v = limy,oo g((?), prepiseme (5.20) na
. logU(tx) —logU(t)
Jim o = log . (5.21)

U(t)
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5.3. MOMENTOVY ODHAD

Ze vztahu (5.19) a (5.21) dostaneme pro né&jakou ,,velkou” hodnotu ¢ aproximaci

a(t) z7—1

) < 07
logU(tx) —logU(t) =~ { g((f)) i 7

Wlogx, 'YZO

(5.22)

Déle definujme j-ty moment M) jako odhad lim; . E((log X — logt)’|X > t) pro
j=1,2,...

k
M9 (k) = = 3" (10g Xn—is1n — 10g Xpoin). (5.23)
=1

~— I =

Vidime, 7e pro j = 1 je M{Y(k) roven Hillovu odhadu 4. Dale podle [5] vzhledem
n+1l

k vlastnostem empirické distribu¢ni funkce muzeme odhadnout U ( ; +1) = Xpkn 2
U (”TH> = X, —it1, Pro néjaké i € {1,2,...,k}. Timto lze na

n+1>

~(n+1 ~
log X, iv1n —log X, g =logU (| —— ) — logU
e b g0 () st (1

pohlizet jako na odhad vyrazu
n+1 n+1 n+1\ (k+1 n+1
IOgU( i )_logU<k+1>_logU<<k+1>< i >>_logU(k+1)'

Pokud dosadime t = 75, © = Bl do (5.22) a uvdzime
{1,2,...,k}

— 00, pak pro néjaké ¢ €

v <0,
log Xn—i-i—l,n - log Xn—k:,n ~

Dalsim cilem je eliminovat cleny a(%) a U (”—H) z (5.24). Toho docilime, pokud
polozime

Q

(Mr(zl)(k))2 — (% Zf:l IOg Xn—i+1,n - log Xn—k,n)2 %Zf:1((kj;rl)w—1)2 7 < 07
Mr(z2)(]€) % Zf:l(log Xn—i—l—l,n — log Xn—k,n)2 (

Jednotlivé sumy dale blize rozebereme. Jestlize k — oo, pak viz. [15]

a) proy <0
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5. ODHADY INDEXU EXTREMNI HODNOTY

b) Obdobné pro v > 0 s pomoci integrace per partes

1 1
kZbg(k—i__ >:—/0 logudu = 1,

1

;Z <log (T)) = /Ol(log u)?du = 2.

Odtud s vyuzitim (5.25) pro k,n — oo, £ — 0

1-2
(ngl))z A 2(1_:;)7 v <0,
M 120

Odtud po tpravé a s uvazenim principu spojitosti pro konvergenci podle pravdépodobnosti
(viz. véta B9 v [1]) dostaneme

132\ 1-2¢ \ 7!
(1_<Mn )) g{ (1_2(1_1)) ) 7<07

MY 2, v >0,
—1
1 — 1 1— (M7(Ll))2 £> Y, Y < 0,
2 M2 0, v>0.

Pomoci posledniho vztahu lze ziskat momentovy odhad pro v € R. Zajisté celou dobu
pracujeme s kladnymi hodnotami pozorovani, pro ktera je logaritmus definovan. V praxi
je proto treba dbat urcité opatrnosti.

Jednou z vlastnosti Hillova odhad je

A 0, v<0,
i v, 7> 0.

Koneéné dostavame momentovy odhad pro v € R jako

) ) ) 1 M2\ 1
A (k) = A +4. = MV +1 - 5 <1 . n(2)> ) : (5.26)

Momentovy odhad je tedy tvofen odhadem kladné ¢asti pomoci Hillova odhadu Ay a
odhadem zaporné ¢asti pomoci prvniho a druhého momentu.

5.3.1. Vlastnosti momentového odhadu

Momentovy odhad sdili s Hillovym spoustu vlastnosti, protoze se jedna o jeho zobecnéni.
Opét mame odhad, ktery je invariantni na zménu métitka, ale ne na posunuti. Pro ruzné
hodnoty k dostavame ruzné odhady. Pii zavedeni odhadu bylo ukazano, ze za podminek
x*>0,FED(GW),VERpron%oo,k%oo,%—)()platl'

. P

M =
Momentovy odhad je tedy konzistentnim odhadem . Pokud navic na distribu¢ni funkci
klademe podminku druhého druhu, pak podle [15] str. 104

Vi =) 3 N(b,,, D(7)),

kde Ab,, je vychyleni zavislé na parametrech p a . Momentovy odhad je tedy za urcitych
predpokladu asymptoticky normalni.
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5.3. MOMENTOVY ODHAD

5.3.2. Odhad optimalniho prahového indexu k; pomoci metody
bootstrap

Existuje vice pristupu, jak odhadnout optimélni index prahové statistiky ko vzhledem k
minimalizaci variability a vychyleni. V této ¢asti vyjdeme ze stejného pricipu popsaného
v sekei 5.2.2.

Zavedme alternativni odhad parametru ~:

2 MO (M -1
%Mm<k>=m+1_3<l_ (k) M <k>> |

(k)

Stejné jako v 5.2.2 predpokldadame ndhodny vybér Xi, X, ..., X,. Pouzijeme empiric-
kou distribuén{ funkei F jako odhad F. Uvazujeme bootstrapovy vybér X XS, X
n1 < n, z rozdéleni o empirické distribuc¢ni funkei F. Momentovy odhad z tohoto boot-
strapového vybéru oznacme 7, ;. Alternativni odhad z tohoto bootstrapového vybéru
oznacme odhad 7y (k).
Draisma v ¢lanku [9] navrhuje minimalizovat bootstrapovy odhad stiedni kvadratické
chyby
MSE"(n1, k1) = E(¥, ar (k1) = A, a, (K1) (5.27)

pro 1 < k; < ny. Pokud predpokldddme F' € D, a plati podminka druhého druhu pro
p <0,v# pa~vy# 0 anavic plati (5.13), pak podle [9] (Corollary 3.1) pro k; — oo,
% — 0 plati

Koy (1 % P
L — 1 2
ko(n) ( n ) o (5.28)

kde kg ,,, minimalizuje bootstrapovy odhad stfedni kvadratické chyby (5.27) tj.

*
kO,nl

=arg min MSE*(nq, k).
Odtud dostaneme odhad, ktery je zavisly na parametru druhého druhu p. Abychom
zavislost odstranili, budeme uvazovat dalsi bootstrapovy ndhodny vybér rozsahu ny < n z
rozdéleni o empirické distribuéni funkci F. Stejnymi tpravami jako v sekci 5.2.2 dostaneme
odhad

(55 )

K

ko(n) = ko(n,ny) = , (5.29)

mi/n
ktery zavisi na volbé n;. Tato zavislost bude blize zkouména na simulovanych datech
v sekei 6.2.3.

Oproti odhadu (5.17) dostdvame odhad, ktery adaptivné odhaduje hodnotu pomocné
statistiky Yas,.. (k). Pokud neptedpoklddame specidlni tvar funkce A z (5.13), je potieba

zavést odhad parametru druhého druhu p, ktery byva znacné obtizny a nepresny. Tento
obecnégjsi pristup lze nalézt v [9].
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5. ODHADY INDEXU EXTREMNI HODNOTY
5.4. Pickandsuv odhad

Necht X1, X, ..., X, je ndhodny vybér z rozdélen{ o distribu¢ni funkef F' € D(G,), v € R.
Podle [15] str. 85 pro k — oo, % — 0 plati
Xokm = Xp_ogn p 47 —1

n—

— —1=2"
Xn—Zk,n - Xn—4k,n 27 —1

Odtud dostavame nejjednodussi a nejstarsi konzistentni odhad v z roku 1975:

Xy — X
’AYP(/?) = (log 2)*1 log n—k,n n—2k,n

1<k<
X X )
n—2k,n n—4k,n

n
7 ke N,

ktery se nazyvé Pickandsuv odhad viz. [20]. Jednd se o kvantilovy odhad zobecnéného
Paretova rozdéleni, pro které je medidn roven £=! a 0.75 kvantil roven %. Navic za

R
urcitych predpokladi podle [15] (Theorem 3.3.5) plati

\/E@P —7) N N<)‘bpm D(7)),

kde Ab,, je vychyleni zavislé na parametrech p a 7.
Pickandsuv odhad je velmi citlivy na volbu k. Dokonce mald zména k muze vyvolat
znac¢nou zménu hodnoty odhadu viz obrazek 5.7.

— Hill
Pickands

1.5-M

=
=
0.5F
0 -
-05 I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140
k

Obrézek 5.7: Pickandstv a Hilliv odhad na simulovaném nédhodném vybéru rozsahu n = 1000 z
Cauchyho rozdéleni.
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5.5. SHRNUTI NEKTERYCH ASYMPTOTICKYCH VLASTNOSTI ODHADU

5.5. Shrnuti nékterych asymptotickych vlastnosti od-
hadua

Maximalné vérohodny 4y/rz, Hilluv 45, momentovy 45, a Pickandsuv 4p odhad jsou
konzistentnimi odhady indexu extrémni hodnoty ~. Dalsi dulezitou vlastnosti vSech jme-
novanych odhadu je za splnéni uréitych predpokladu asymptotickd normalita, tj. pro
k— o0, £ =0
. D
VE® —7) = N (Aby,, D(7))

kde Ab, , je néjaké vychyleni zavislé na v a parametru druhého druhu p.

Obrazek 5.8 predstavuje zavislosti asymptotickych rozptylu danych odhadu na para-
metru . Hillav odhad mé nejmensi asymptoticky rozptyl D(7) pro kladné hodnoty ~.
Maximalné vérohodny odhad mé nejmensi asymptoticky rozptyl pro zaporné hodnoty
~. Pro srovnani odhadu je rovnéz potieba uvazit jejich vychyleni, které zavisi na dvou
neznamych parametrech. Poto je velmi komplikované odhady analyticky porovnat. Po-
drobngji viz. [15].

25 T T T T T
Hill
Mom

o0k MLE i
Pickands

10

Obrézek 5.8: Asymptoticky rozptyl.
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6. ANALYZA DESTOVYCH RAD

6. Analyza destovych rad
6.1. Data

Hydrologicka data jsou vyhodnocovéana za ti¢elem stanoveni odtokového mnozstvi z malych
povodi a predikci rozvodnéni toku. Tim bude docilen spolehlivy provoz méstského od-
vodnéni. Tyto systémy maji zabranit vypousténi odpadnich vod piekracujici mezni kon-
centrace fyzikalnich, chemickych a biologickych parametru, které ohrozuji kvalitu prirodni
vody. Navic tyto systémy maji zajistit ochranu osob a majetku ptred skodlivymi tcinky
hydrologickych situaci. Cilem je nalézt kompromis mezi hydrologickou a ekologickou spo-
lehlivosti a vzniklymi naklady. Odtoky z malych povodi jsou zpusobeny kratkodobymi
piivalovymi desti. U ptivalovych destt hlavné sledujeme jejich trvani, intenzitu a mnozstvi
napadlych srazek, které se méri ur¢itym druhem srazkoméru. Konkrétné se pouziva métici
pifstroj ombrograf, kterym se v Ceské republice obvykle méif od kvétna do za#i. Nevyhodou
ombrografu je, ze nedokédze zachytit méreni v dobé, kdy se teplota okolniho vzduchu po-
hybuje pod bodem mrazu a srazky jsou v pevném skupenstvi, proto pres zimni obdobi
neprobihaji vétsinou zadna méreni. Nicméné nejvice srazkovych ihrnt nastava praveé mezi
mésici kvéten a zafi.

Srazkové thrny byly vyvzorkovany pro prahovy model metodou PDS (Partial Duration
Series) podle [19], pficemz bylo ziskdano 12 ruznych fad trvajici 5, 10, 15, 20, 30, 45, 60, 90,
120, 180, 240, 360 minut. Stanovena kritéria ale nejsou schopna zcela zarucit statistickou
nezdvislost vzorkiu. Z tohoto pohledu by mély byt destové fady déle studovany. Vliv
zavislych pozorovani na semi-parametrické metody odhadu parametru v a pohled na
fadu jako stochasticky proces je nad rdmec této prace. Statistickda analyza téchto tad s
vyuzitim metody maximaélni vérohodnosti jiz byla provedena v [23].

Casova rada srazkovych thrnfi
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Obrazek 6.1: Casové fada 16ti let vyvzorkovanych srazkovych tdhrnt trvajicich 360 minut ze
stanice Brno - Zaboviesky. Celkem 781 méfeni.
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6.1. DATA

Statistickd analyza bude ddle zaméiena na kratké destové fady z oblasti Brno -
Zabovtesky, pro kterou byla vybrana nejkratsi fada obsahujici 781 pozorovani s dobou
trvani 360 minut. Méfeni probéhla béhem 16ti let, konkrétné mezi lety 1987 a 2003 viz.
obrazek 6.1. Aby bylo mozné kvalitné predikovat ziidka se vyskytujici jevy, je potfeba co
nejkvalitnéji odhadnout index extrémni hodnoty 7. Cilem je doporuc¢it pomoci simulaci
nékterou z metod odhadu parametru +v uvedenou v této praci.

6.1.1. Testy dobré shody

V tomto odstavci je cilem nalézt vhodnd rozdéleni, ktera by co nejlépe popisovala jiz
zminénou desfovou fadu. Utelem je pouze orienta¢né navrhnout vhodné rozdéleni k si-
mula¢nim studiim pro neparametrické metody. Za pomoci statistického softwaru minitab
16 budou vykresleny probability ploty (pravdépodobnostni grafy) a proveden Aderson-
Darlinguv test. Testy budou provedeny na vSech moznych rozdélenich, které knihovna v
Minitabu obsahuje. Konkrétné se jedna o rozdéleni lognormalni, normalni, exponencialni,
Weibullovo, extrémni hodnoty, gamma, logistické, loglogistické.

Probability plot ma stejny vyznam jako kvantilovy graf. Odlisnost spociva pouze v
hodnotach na osach, které jsou v ptripadé kvantilového grafu kvantily teoretického testo-
vaného rozdéleni a kvantily empirické distribu¢ni funkce. V minitabu u probability plotu
jsou funkéni hodnoty teoretické distribuéni funkce vynaseny v procentech na svislé ose.
Idealni shoda by nastala, pokud by vSechny hodnoty lezely na vyznacené tsecce. Malda
hodnota testovaci statistiky indukuje dobrou shodu s testovanym rozdélenim.

Na obrazku 6.2 jsou uvedeny vysledky Anderson-Darlingovych testu a popisné statis-
tiky srazkové rady. Na zakladé p-hodnot u jednotlivych rozdéleni zamitame hypotézu, ze
data pochézi z nékterého testovaného rozdéleni, na hladiné vyznamnosti o = 0.05.

Distribution ID Plot for Zaboviesky PDS 360

Descriptive Statistics

N N+ Mean StDev Median Minimum Maximum Skewness Eurtosis
781 0 5,12455 7,23387 2,1 0,1 57,7 2,85243 10,8505
Box—Cox transformation: Lambda = 0

Goodness of Fit Test

Distribution ZD P LRT P
Normal 78,864 <0,005
Box—Cox Transformation 2,343 <0,005
Lognormal 2,343 <0,005
3-Parameter Lognormal 2,022 * 0,044
Exponential 37,612 <0,003
2-Parameter Exponential 45,805 <0,010 0,000
Weibull 7,876 <0,010
3-Parameter Weibull 4,425 <0,005 0,000
Smallest Extreme Value 124,510 <0,010
Largest Extreme Value 48,186 <0,010
Gamma 12,445 <0,005
3-Parameter Gamma 7,031 * 0,000
Logistic 55,379 <0,005
Loglogistic 3,825 <0,005
3-Parameter Loglogistic 3,075 * 0,000

Obrazek 6.2: Vysledky Anderson-Darlingovych testii pro 360 minutovou destovou fadu ze stanice
Brno - Zaboviesky. Celkem 781 méfeni.
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6. ANALYZA DESTOVYCH RAD

Z probability plotu na obrazku 6.3 je patrnd bimodalita. Je mozné pozorovat celou
skupinu odlehlych pozorovani. Jednou z pticin je, ze ombrograf nékdy zaznamenava velmi
malé intenzity. Muze se naptiklad jednat o rosu. Pro lepsi shodu s teoretickym rozdélenim
je potreba tyto hodnoty odfiltrovat. Déale budou provadény testy dobré shody na kratsi
destové fade, kterd obsahuje srdzkové tihrny vyssi nez 5mm.

Probability Plot pro Zaboviesky PDS, 360minut

Goodness of Fit Test

3-Parameter Weibull - 95% CI 2-Parameter Exponential - 95% CI
L e 3-Parameter Weibull
90+ 90 AD = 4,425
201 20 P-Value < 0,005
T 10 e 10
§ (] § 2-Parameter Exponential
g 1 g 1 AD = 45,805
P-Value < 0,010
L ]
0,014 ‘ . ‘ ‘ ‘ . ‘ ‘ 0,01 ‘ . . ‘ . Lognormal
> > > DS Q} N N0 ® 0,0001 0,001 0,01 0,1 1 10 100 AD = 2,343
QQQQ & Q‘QQ oF of A P-Value < 0,005
1 o @ I
3-Parameter Gamma
Lognormal - 95% CI 3-Parameter Gamma - 95% CI AD =7,031
gg,gg gg’gg P-Value =*
* 90
99+ 50
gO T 10
= =
& 5o 5 i
d g !
10 :
1 .
L
0,01 0,01
0,01 01 1 10 100 1000 0,001 001 01 1 10 100

Obrazek 6.3: Nékteré probability ploty pro 360 minutovou destovou fadu ze stanice Brno -
Zaboviesky. Celkem 781 méfeni.

Z vysledki na obrazku 6.4 jiz nezamitame hypotézu, ze data pochazi z Weibullova nebo
exponencialniho rozdéleni, na hladiné vyznamnosti o = 0.05. p-hodnota pro exponencialni
rozdéleni je hrani¢ni. Pficinou jsou velké odchylky pro malé kvantily, které vzhledem k
zajmu modelovani chvostu nejsou podstatné. Vzhledem k vysledkum téchto testu déle
zaméime simulacni studie na Weibullovo a exponencidlni rozdéleni.

Minitab navic doporucuje na zakladé maximalizace vérohodostni funkce Weibullova
rozdéleni odhad parametru tvaru a = 0.91 a méritka A = 7.61. Distribuéni funkce pro
Weibullovo rozdéleni je tvaru

F(a:):l—exp(— <§>a), x> 0.

Pro exponencidlni rozdéleni dostaneme parameter méritka % = 7.9. Distribué¢ni funkce je
tvaru

F(z)=1—exp(—Az), z>0.

Vzhledem k tomu, ze odhady jsou invariantni viuci zméné meéritka a rozdéleni lezi v Gu-
mblové oboru atraktivity, neni nutné brat tyto parametry v potaz.
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6.1. DATA

3-Parameter Weibull - 95% CI
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2-Parameter Exponential - 95% CI

Probability Plot pro Zaboviesky, PDS, 360minut

0,01 0,1 1 10

3-Parameter Gamma - 95% CI

100

01 1 10

100

Goodness of Fit Test

3-Parameter Weibull
AD = 0,451
P-Value = 0,290

2-Parameter Exponential
AD = 1,291
P-Value = 0,050

Lognormal
AD = 3,880 1
P-Value < 0,005

3-Parameter Gamma
AD = 0,620
P-Value = *

Obrazek 6.4: Nékteré probability ploty pro 360 minutovou destovou fadu ze stanice Brno -
Zaboviesky. Rada obsahuje pouze hodnoty vyssi nez 5.
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6. ANALYZA DESTOVYCH RAD
6.2. Porovnani odhadu na zakladé simulaci

Obvykle se ve statistice hodnoti kvalita odhadu podle stfedni kvadratické chyby. Idealni
odhad je takovy, ktery ma nulové vychyleni a co nejmensi rozptyl. Tyto charakteristiky
jsou ale analyticky velmi obtizné odvoditelné. Prostor dostéavaji numerické simulacni me-
tody, pfedevsim metoda Monte Carlo.

6.2.1. Popis simulaci

Simulaéni studie bude zamérena na maximéalné vérohody odhad 4y, g, Hilluv odhad g,
momentovy odhad 74,; a Pickandsuv odhad 4p. Jako vychozi testovaci model bude pouzito
Gumblovo a exponencialni rozdéleni z sekce 6.1.1.

Nejprve bylo z daného rozdéleni vygenerovano M C' = 500 ndhodnych vybéri o rozsahu
n = 781 a provedeny vyse zminované odhady. Za 1celem jesté vyssiho snizeni variability
byla simulace opakovana R = 5 krat. Simulaci velmi zpomaluje maximélné vérohodny
odhad, u kterého je potieba tesit R x M C' x (n — 1) nelinearnich rovnic. Pro tento odhad
byla vyuZita matlabovskd funkce gpfit. Pro zbylé odhady byla navic zvlast provedena
simulace rozsahu MC = 5000, R = 100 za uc¢elem zvyseni piesnosti.

Optimalni index prahové statistiky je poc¢itan jako

R

- 12 1 2
ko= & > (arglrgl,ggnMSE ) RX; (arglfgl,ggnz Vri (k) =) ) ;

r=1 r=

kde 7, ; zna¢i momentovy, Hilliv nebo maximélné vérohodny odhad. V piipadé Pickand-
sova odhadu je potieba dbat zietel na to, pro které hodnoty k je definovany. Mez pro
optimalni index prahové statistiky je potifeba upravit. Konkrétné se pro Pickansuv odhad
spocte

R MC
2
2:: arg1<ri1gllg4 Z TP, ) 7) )

m \

6.2.2. Vysledky simulaci

Na obréazku 6.5, pripadné 6.6, jsou porovnany vsSechny zminéné odhady na Weibullove,
piipadné exponencialnim, rozdéleni. Oba obrazky davaji priblizné podobné vysledky. Pic-
kandsuv odhad je v tomto piipadé definovan pouze pro k < 195. Vzhledem k poctu
opakovani dochazi k vyhlazovani prubéhu odhadu. Neni prekvapujici, ze Hilliv odhad
je s rostoucim k nejvice vychyleny, ptrestoze je stale konzistentnim odhadem parametru
v =0, pro k — o0 % — 0. Tento odhad se hodi predevsim pro vyssi hodnoty ~, pro
které je dokonce odhadem s nejmensim rozptylem vuci ostatnim zminovanym odhadum.
Jestlize je ~y blizka nule, hrozi, ze Hilluv odhad ptresahne skute¢nou hodnotu ~. Tato situ-
ace muze mit za nasledek prilis pesimistické predikce. Pickandsuv odhad dava rozumnéjsi
vysledky, ale obecné neni tolik doporuc¢ovan kvili jeho vysoké citlivosti na volbu k a
navic je pocitan z velmi malého poctu pozorovani. Nejlepsi vysledky davaji momentovy
a maximalné vérohodny odhady. Z grafu plyne podezieni, ze stfedni kvadraticka chyba
momentového nebo vérohodného odhadu muze dale klesat pro & > 194. Tyto dva odhady
budou porovnéany jesté jednou.
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Obrazek 6.5: Simulace z Weibullova rozdéleni o rozsahu 781 s poctem opakovani R = 5 krat
MC = 500. Prumérné odhady parametru 7 v zavislosti na k (vlevo). Stfedni kvadraticka chyba
v zavislosti na k (vpravo).
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Obréazek 6.6: Simulace z exponencialniho rozdéleni o rozsahu 781 s poétem opakovani R = 5
krat MC = 500. Prumérné odhady parametru v v zavislosti na k (vlevo). Stiedni kvadraticka

chyba v zévislosti na k (vpravo).
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6. ANALYZA DESTOVYCH RAD

Srovnani momentového a maximalné vérohodného odhadu na Weibullové rozdéleni je
znazornéno na obrazku 6.7. Pro hodnoty k blizké n muze dochéazet k numerické nestabiliteé.
Momentovy odhad je totiz poéitan pomoci zlogaritmovanych hodnot. Mald pozorovani
mohou byt blizkd nule, ale nejsou az tak zajimava. Vétsi pozornost si zaslouzi hodnoty
momentového odhadu pro k£ = 100, ...,250, pro které vychéazi stiedni kvadraticka chyba
tohoto odhadu nejmensi a dava velmi podobné hodnoty. Oproti maximélné vérohodnému
odhadu je momentovy odhad vice vychylen, a tim dava o néco horsi vysledky.

0.3 01

0.25

0.2

(k)

01r

~

0.05-

-0.05-

I I I I
0 100 200 300 400 500 600
k

0 I I I I I I I
700 0 100 200 300 400 500 600 700
k

Obrazek 6.7: Simulace z Weibullova rozdéleni o rozsahu 781 s poCtem opakovani R = 5 krat

MC = 500. Prumérné odhady parametru v v zavislosti na k (vlevo). Stfedni kvadratickd chyba
v zavislosti na k (vpravo).

Srovnani momentového a maximalné vérohodného odhadu na exponencialnim rozdéleni
je znazornéno na obrazku 6.7. Dostavame obdobné prubéhy jako u Weibullova rozdéleni.
Opét dochézi k numerické nestabilité pro hodnoty £ blizké n. Stiedni kvadratickd chyba je
ale u momentového odhadu nizka pro k = 150, ...,300. Neni piekvapujici, Ze maximalné
vérohodny odhad dosahuje nejmensi chyby pro &£ = 780. Tento odhad vychazi z rozdéleni
,,velkych pozorovani”, ktera maji priblizné zobecnéné Paretovo rozdéleni. Pro v = 0 je
exponencialni rozdéleni specidlnim pripadem zobecnéného Paretova rozdéleni.
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Obrazek 6.8: Simulace z exponencialniho rozdéleni o rozsahu 781 s poc¢tem opakovani R = 5

krét MC = 500. Prumérné odhady parametru v v zavislosti na k (vlevo). Stiedni kvadraticka
chyba v zavislosti na k (vpravo).

Hill MLE Mom Pickands
Weibull(7.6,0.92), MC = 5000, R = 100, ~ =0
ko 3 - 136 152
3 (ko) 0.17254 - 0.06821 0.08546
RMSE 0.19420 - 0.11938 0.17099
Weibull(7.6,0.92), MC =500, R=5, =0
ko 2 474 142 156
3 (ko) 0.16332 0.01460 0.07356 0.08413
RMSE 0.19252 0.06053 0.12067 0.16604
exponencialni(0.13), MC = 5000, R = 100, v =0
ko 2 - 184 194
3 (ko) 0.10154 - 0.05233 -0.00337
RMSE 0.18054 - 0.10154 0.12962
exponencialni(0.13), MC' =500, R=5,v=0
ko 2 780 213 194
3 (ko) 0.15224 -0.00551 0.05732 -0.00648
RMSE 0.17984 0.03731 0.10019 0.12998

Tabulka 6.1: Vysledky simulaci

Souhrn vysledki simulaci je uveden v tabulce 6.1. Statistika RMSE piedstavuje od-
mocninu ze stiedni kvadratické chyby pro 5 (ko). Dale je uvedena priimérnd hodnota od-

hadu parametru v opét pro kg. Pickandstv odhad je kvantilovym odhadem zobecnéného
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6. ANALYZA DESTOVYCH RAD

Paretova rozdéleni. Proto pro tento odhad v pfipadé exponencialniho rozdéleni vychazi
nejmensi kvadratickd chyba pro maximalni mozné k. Na zakladé téchto vysledku vychazi
vitézné maximalné vérohodny odhad. OvSsem momentovy odhad také nedava Spatné
vysledky:.

6.2.3. Momentovy odhad pomoci metody bootstrap

V praxi byva velmi obtizné odhadnout prahovy index kq. V této ¢asti bude blize zkoumana
volba tohoto prahu pro momentovy odhad pomoci metody bootstrap na simulovanych
datech z rozdéleni, kterd co nejlépe popisuji zminénou destovou fadu. Jako model tedy
uvazujme opét Weibullovo a exponencidlni rozdéleni.

Uvazujme metodu popsanou v sekci 5.3.2. Odhad &y definovany vztahem (5.29) zavisi
na volbé velikosti bootstrapového vybéru n; < n. Nejlépe bychom volili n; takové, ze
hodnota kg (n1) je rovna hodnotam z tabulky 6.1. Generujeme proto M C' = 500 ndhodnych
vybéru, pro které vypocitame

= 1 MO
ko(ni) = UC > koi(m),
=1

kde volime n; = n'~¢ € € (0,1). Potet bootstrapovych vybért n* je zvolen podle zvyklosti
250. _

Na obrazku 6.9 je zndzornén prubéh kg(ni) pro ruzné zvolené hodnoty e. V piipadé
Weibullova rozdéleni lze pozorovat mirny pokles stfedni kvadratické chyby s rostoucim
ny.

Weibull Weibull
T T
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Obrazek 6.9: Zavislost boostrapového odhadu indexu kg na volbé rozsahu boostrapového
ndhodného vybéru n; na simulovanych datech z exponencidlniho (modie) a Weibullova(Gerveneé)
rozdéleni s rozsahem n = 781 a poctem opakovani MC = 500, n* = 250. Prumérné odhady

k:Ao(nl) (vlevo). Odmocnina ze stfedni kvadratické chyby odhadu 4as(ko(n1)) (vpravo).
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6.2. POROVNANI ODHADU NA ZAKLADE SIMULACI

Souhrn vysledkiu této simulace je uveden v tabulce 6.2. Nejlepsi vysledky jsou dosazeny
pro € = 0,005, respektive ny = 756. V piipadé exponencidlniho rozdéleni se odhad indexu
ko prilis nelisi od vysledku z tabulky 6.1. V piripadé Weibullova rozdéleni dostavame stale
rozumné vysledky vzhledem k stiedni kvadratické chybé z obrazku 6.7.

’ Vstup H Weibull(7.6,0.92), v =0 | exponencialni(0.13), v =0 ‘
€ ni N ko Am(ko) RMSE(Yy (ko)) | ko Ya(ko) RMSE(y) (ko))
0,000 781 781 | 206 0,09560 0,12535 227 0,06328 0,10417
0,006 756 732 | 197 0,09270 0,12385 220 0,06199 0,10540
0,010 731 684 | 201 0,09313 0,12378 221 0,06219 0,10518
0,015 707 640 | 201 0,09313 0,12378 222 0,06222 0,10452
0,020 684 599 | 206 0,09560 0,12535 223 0,06204 0,10394
0,025 662 561 || 199 0,09316 0,12378 224 0,06254 0,10392
0,030 640 524 || 201 0,09313 0,12378 226  0,06282 0,10409
0,035 619 491 | 205 0,09453 0,12489 225 0,06250 0,10440
0,040 599 459 || 207 0,09605 0,12552 225 0,06250 0,10440
0,045 579 429 | 209 0,09658 0,12657 219 0,06100 0,10450
0,050 560 402 | 204 0,09415 0,12479 225 0,06250 0,10440
0,150 288 106 || 215 0,09897 0,12830 221 0,06219 0,10518

Tabulka 6.2: Vysledky simulaci
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6. ANALYZA DESTOVYCH RAD
6.3. Odhady na realnych datech

Vratme se k srdzkdm ze stanice Brno - Zaboviesky s dobou trvan{ 360 minut, které jsou
udavény v milimetrech na 3 desetinnd mista. Rady srdzkovych dhrnti mohou obsahovat
stejné hodnoty. Nejcastéjsi pricinou muze byt zaokrouhlovani a nepfesna métreni. Odhady
parametru v byly odvozeny s tvahou ruznych hodnot ndhodného vybéru. Proto je do
téchto dat vnesen Sum, ktery ma rovnomeérné rozdéleni R(-0.0005,0.0005).

Na obrazku 6.10 je znazornén prubéh vsech odhadu zavedenych v této praci na vybrané
destové fadé. Vidime, ze Pickandstuv odhad mé vysokou variabilitu. Hillav odhad je zna¢né
vychylen kvili hodnotam 4, které jsou blizké nule. Pro k = 1,2, ...,80 davaji momentové
a maximalné vérohodné odhady velmi podobné vysledky.

0.8F §

-0.2 Hill estimator i
MLE estimator

-0.4r —— Moment estimator | 7
Pickands estimator

I 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180
k

Obrazek 6.10: Odhady parametru v na desfové fadé vyvzorkovanych srazkovych ihrnt trvajicich
360 minut ze stanice Brno - Zaboviesky. Celkem 781 méreni.

Pro momentovy odhad je dale proveden odhad ky; pomoci metody bootstrap. Byl
zvolen rozsah bootstrapového ndhodného vybéru n; = 756, n* = 250. Odhad byl opakovan
MC = 1000 krdt. Odhady jsou znézornény pomoci histogramu 6.11. Vzhledem k nékterym
odlehlym odhadum kg je vhodnéjsi misto vybérového pruméru pouzit robustni medidnovy
odhad stredni hodnoty. Vysledny odhad prahového indexu je zaznamenan v tabulce 6.3
véetné smérodatné odchylky odhadu 9y (ko), kterd muze poslouzit k sestaveni intervalu
spolehlivosti.
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250
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Obrézek 6.11: Histogramy odhadu kAo(Vlevo) a 'AyM(kAg) (vpravo).

Stanice Brno - Zaboviesky. Srazky s dobou trvani 360 minut.

Vstup Vystup
n € n ng MC n* Aar(ko) ko smér. odchylka
781 0.005 756 732 1000 250 0.0701 41 0.0814

Tabulka 6.3: Vysledky momentového odhadu na realnych datech
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< ’ odhad k; = 41
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0 L
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k

Obrazek 6.12: Momentovy odhad parametru v a odhad optiméalniho prahu kg pomoci metody
bootstrap na datech ze Stanice Brno - Zaboviesky. Srazky s dobou trvani 360 minut.
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6. ANALYZA DESTOVYCH RAD
6.4. Shrnuti

Srazkové thrny vybrané destové fady lze priblizné popsat pomoci Weibullova nebo expo-
nencidlniho rozdéleni. Tato rozdéleni lezi v oboru atraktivity rozdéleni Gumbelova typu.
Pti simulac¢nich studiich na téchto rozdélenich vychdazi vitézné parametricky odhad ma-
ximalni vérohodnoti zalozeny na vérohodnostni funkci zobecnéného Paretova rozdéleni.
Rozumné vysledky dava i semi-parametricky momentovy odhad, ktery muze byt mirné
vychyleny. Pro tento odhad lze déle rozumné odhadnout index prahové statistiky na
zakladé metody bootstrap i ptresto, ze index extrémni hodnoty v = 0. S touto ,,sin-
gularitou” ma vétsina semi-parametrickych odhadu problémy a byva predmétem mnoha
dnesnich studii. Rovnéz lze dale zkoumat zavislost odhadu na volbé poctu bootstrapovych
vybéru n* nebo uvazovat rozdéleni z jiné nez Gumbelovy sféry.

Na konkrétni destové radé byl proveden zminény momentovy odhad parametru -~y
za pomoci metody bootstrap, ktery vychazi podle o¢ekavani blizko nule. V modelu se
predpoklada mimo jiné nezavislost a stejné rozdéleni pozorovani, splnéni podminky druhého
druhu pro parametr p < 0, p # 7 a specidlni tvar funkce A podle vztahu 5.13. Destovou
fadu nejspis netvori nezavisla stejné rozdélena pozorovani. Déle je vhodné zkoumat vliv
stochastickych procest na momentovy odhad. Rovnéz lze zkoumat odhad parametru p,
pomoci kterého lze ziskat odhad optimalni prahové statistiky pro obecny tvar funkce A.

65



7. Z.aver

Prvni ¢ast diplomové prace je vénovana teorii rozdéleni extrémnich hodnot. Je zde
zformulovana a dokézana limitni véta pro rozdéleni maxim a uvedeny zakladni vlastnosti
rozdéleni extrémniho typu. Tato ¢ast také obsahuje spoustu teoretickych poznatku, které
jsou déle vyuzity pii zavadéni odhadu parametru rozdéleni extrémniho typu.

Stézejni cast diplomové prace tvori semi-parametrické metody odhadu indexu extrémni
hodnoty. Tyto metody vcetné parametrické metody maximélni vérohodnosti jsou teore-
ticky popsany a implementovany s ohledem na vypocetni rychlost. Dale jsou srovnany
na zakladé simulaci z vhodné vybranych rozdéleni, ktera jsou velmi blizka rozdéleni
srazkovych thrnt z vybrané destové fady. Z téchto simula¢nich studii vychdzi vitézné
parametricky maximalné vérohodny odhad. Pro danou fadu je déle navrzen novy od-
had, ktery kombinuje momentovy odhad s metodou bootstrap. Tento odhad vznikl zjed-
nodusenim odhadu uvedeného v ¢ldnku [9] a jeho hlavni vyhodou je nepotieba odhadu
parametru druhého druhu. Navrzeny odhad nalezne uplatnéni i pro jina data nez srazkové
rady.

Soucasti prace je simulacni program s propracovanym uzivatelskym prostfedim pro
odhad optimalniho prahového indexu pro vybrana rozdéleni patiici do oboru atraktivity
rozdéleni Fréchetova typu. V programu lze mimo jiné odhadovat index extrémni hodnoty
z realnych dat.
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A. SIMULACNI PROGRAM

A. Simulaéni program

Program obsazeny v ptiloze slouzi k vypoctum odhadu indexu extrémni hodnoty a k
volbé optiméalniho prahového indexu pro rozdéleni z Fréchetova oboru atraktivity. K jeho
spusténi je nutny Matlab se statistickym toolboxem nejlépe verze R2012b a novéjsi. Pro-
gram se spousti souborem My _guide2 (je potfeba se nachazet ve spravném adresaii s timto
souborem).

Program se déli na tii ¢dsti. Prvni z nich je zaméfena na srovnani odhadt na simu-
lovanych ndhodnych vybérech z vybranych rozdéleni. Druhou ¢ést tvori Hilluv odhad s
metodou bootstrap pro simulované ndhodné vybéry s tézkymi chvosty. Predpokladaji se
uzivatelem korektné zadané vstupni parametry. Vstupy a vystupy pro tyto dvé ¢asti jsou
detailné popsany nize.

Hilluv odhad s bootstrapem lze provést na realnych datech v treti ¢asti. Zde lze rovnéz
vypocitat a vykreslit maximélné vérohodny, Pickandsuv a momentovy odhad v zavislosti
na k. Momentovy odhad s bootstrapem na redlnych datech popsanych v sekci 6.1 lze
provést samostatné mimo tento program v souboru Data_Mom_boot.

Odhady jsou naprogramovéany s ohledem na vypocetni ¢as. Napiiklad Hilluv a momen-
tovy odhad jsou pocitany iterativné pro kazdy index prahové statistiky k. Jesté rychlejsich
vypoctu lze dosdhnout pomoci matlabovské funkce matlabpool, ktera dovede vyuzit k
vypoctu vice procesort najednou. S touto funkei mohou nastat problémy u starsich verzi
Matlabu a muze byt potieba prepsat cykly parfor na for.

74 Optimal choise of sample fraction k

— Input parameters. — Hill, MLE, Moment and Pickands of g:
k_optimal RMSE of g(k_optimal) Input Parameters
Distribution Run Hil MLE Mom Pic Hill MLE Mom Pic Distribution 9 n T Mc Run time
Fréchet | ¥ Hin R 122 218 126 79  0.217 0.214 0.198 0.352 Burr XII 2 lo00 250 100 170.25 .
Runz 187 243 242 248 0.127 0.178 0.128 0.164 G. Parsto 1.5 1000 250 100 50.62
g (gamma) [¥IMLE |Run3 152 243 245 183  0.083 0.119 0.084 0.148 Fréchet 1 1ooo 250 100 48.2s
1 [¥] Mom
[¥] Pick -
n
P [ Remove ] Plot ]
T l Simulate l [ Help ]
250
— Hill estimator with Bootstrap
MC k_optimal Bootstr Input Parameters ————————
Run Ensuap MomeCarlo‘ ‘g(k'}B\as" alk) Distribution g n T MC n° epsilon | Runtime
100
Runl 166 102 2.08238 2.2188 Burr XII 2 1000 9S00 100 250 0.001 3.8s =
n Run2 250 176 1.5013 1.5868 G. Pareco 1.5 1000 900 100 250 0.001 4.6s
Run3 266 200 1.0134 1.0814 Frécher 1 1000 500 100 250 0.001 5.1s
250
epsilon
0.001
l Remove | | Plot ]
l Simulate ] [ Help l
Real dat
— Input parameters — Hill estimator with B p-
p Input P
Load data Run k_optimal glk*)-Bias* alk?) ‘ ‘ Data name n T n*  epsilon MLE Mom Pic | Run time
o Runi 162 0.41556 0.42299 15.txt 6608 1000 250 0.001 N N N 1.6s .
Hill
6608
- [IMLE
T [ Mom
1000 [ Pick
-
[ Remave ] | Plot ]
250
; | Calculats .
epsilon
0.001
Start Matlabpoo! | Stop Matlabpool
&

Obréazek A.1: Simulaéni program.
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Hilltv, maximalné vérohodny, momentovy a Pickandsiv odhad
parametru v na simulovanych nahodnych vybérech

Vstupni parametry

Vstupni udaje, které uzivatel zadava jsou:

e Distribution - typ rozdéleni vétsinou ve standardizovaném tvaru. Ze zvoleného

rozdéleni je pak pomoci kvantilové funkce F*<(u) = U (ﬁ) generovano MC
nahodnych vyberi X, XY . X0 j =12 ... MC. Podrobnosti o rozdélenich
jsou uvedeny nize v tabulce. Sloupec s ndzvem Vstupni parametry obsahuje para-
metry, které nejsou mozné zadat uzivatelem. Uzivatel tak pro zvolené rozdéleni voli

pouze index extrémni hodnoty v a rozsah nahodného vybéru n.

Tabulka A.1: Vybrand rozdéleni patfici do Fréchetova oboru atraktivity (y > 0)
Rozdélent Distribuéni funkce F(z) a kvantilovd funkce chvostu U(t); Vstupni
parametry
B ) Fo)=1- (%) A>0, >0
urr(nv T, ($) - n+ax’ ) mT, y T T=—p= 0.5
. 1l
(Typ XII) Ut) = (n(ﬁ - 1)) Tot>1 no=LoA=
e
F(m) m/2 —(m+n)/2

F F _[* 2 m m/2-1 (1 m .

(m,n) (z) fo I‘(%})F(%)(n) w ( +nw) dw,m,n>0;z>0 a2

’ ¥
(Fisher-Snedecor) Pfedpis pro U(t) nenf zndm. F* (u) v matlabu pomoci funkce (1,2/7)
_1
G. Pareto(a, ) F(x):l—(l—l—%) Y, ¢>0,z>0
oc=1
(Zobecnéné Paretovo) U(t) = % " —-1), t>1
1
Paret Flzy)=1—2 7, z>1
Pa(y) U=, t>1
F(z) =exp (fzp ‘Y),x>0
Frechet(v)
-
Ut)=(n25)"", t>1
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Tlacitka Hill, MLE, Mom a Pick urcuji, zda bude proveden Hilluv, maximalné
vérohodny, momentovy a Pickandsuv odhad.

g - index extrémni hodnoty v > 0.
n - rozsah nahodného vybéru.
T - prahovy index. Je mozné zadat:

— T €{2,3,...,n} pro Hilluv a maximalné vérohodny odhad.
— T €{3,4...,n} pro momentovy odhad.
— 7 <T <n, T €N pro Pickandstiv odhad.

MC - pocet nahodnych vybéru.




A. SIMULACNI PROGRAM

Vystup
e k_optimal - volba poradového indexu kg takova, ze

MC

ko(n) = arg min Z k) —7)?,

1<k<T— 1

49(k), v prfpadé Hillova odhadu,

5) k), v ptipadé maximélné vérohodného odhadu,
)(k), v pripadé momentového odhadu,

)(k‘), v piipadé Pickandsova odhadu.

50 = 1 Zlogxn”m log Xy, j=1,...,MC, 1<k<T-1,

) ()

hn  Tneghn i MO, 1<k<T-1,

kdepI‘O’}/ﬁ)(k),jzl, L MC,2<k<T-—1jsou

@2\
. W (k 1k NN
FD(k)_=1- 7 i) , M,?):fz(logxn iin —log XY, )7

o

Odhad 49 (k)yypg, J=1,...,MC, 2 <k < T —1 je provadén na zdkladé ma-
ximalizace vérohodnostni funkce G. Pareto rozdéleni pomoci matlabovské funkce
gpfit(2V)(k)), kde

Z(j) (k) - (X'r(z]—)k:—H n T(zj)k n’ X7(Lj—)]€+2n - X(])

proj=1,... MC, 1<k<T-1.

e RMSE of g(k_optimal) - odmocnina ze stfedni kvadratické chyby pro k = kg, tedy

RMSE(ke) = \| MSE(ko) = | 772 S (79 (ko) = 7%

e tlacitko Simulate - nasimuluje ndhodné vybéry a provede odhady zadané uzivatelem,
které jsou uvedeny vyse. Vysledky dané simulace i se vstupnimi parametry se vypisi
v prislusné listeé.

e tlacitko Remove - smazani oznaceného radku z listy.

e tlacitko Plot - vykresleni 5(k) = 5 Z;W AW (k), MSE(k) a charakteristiky

rozdéleni extrémniho Fréchetova typu pro parametry 7(ko) a .
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Hilltv odhad parametru v > 0, volba prahového indexu k£ a oprava
vychyleni pomoci metody bootstrap na simulovanych nahodnych
vybérech (pro p < 0)

Vstupni parametry

Vstupni ddaje, které uzivatel zadava jsou:

e Distribution - typ rozdéleni vétsinou ve standardizovaném tvaru. Ze zvoleného
rozdelenl je pak pomoci kvantilové funkce generovano MC nahodnych vybéru
X1 ,X 2 , XU j=1,2,..., MC. Podrobnosti o rozdélenich jsou uvedeny vyse
v tabulce A.1. Sloupec Vstupnl’ parametry obsahuje parametry, které nejsou mozné
zadat uzivatelem. Uzivatel tak pro zvolené rozdéleni voli pouze index extrémni hod-
noty 7 a rozsah ndhodného vybéru n.

e g - index extrémni hodnoty ~, v > 0.
e 1 - rozsah ndhodného vybéru.

e T - prahovy index. Je mozné zadat T € {2,3,...,ns}, pficemz ny a ny jsou zvolena
tak, ze ny = round (n?/n), n; = round(0.975 - n).

e MC - pocet nahodnych vybéru.

e n* - pocet bootstrapovych n&ihodnych vybéru z rovnomérného diskrétniho rozdéleni
na mnoziné {a:z(j) i =12...,MC.

e cpsilon - prahovd hodnota €, ktera zabranuje déleni nulou. Doporu¢eno nemeénit
prednastavenou hodnotu.

Vystup
e k optimal, MonteCarlo - volba poradového indexu kq takova, ze
MC
_ N2
Fo(n) = arg | _min 12 7%
kde
) . 1k
9 (k) = %Z log XV 1 n—log XY 0 j=1,2,...,MC, 1<k<T-1,

e k optimal, Bootstrap - volba pofadového indexu round (k) takova, ze

o 1 M 1 E ko™ ()]
k kaum7 j ’
601 Ko ) Z " MOJZ1 ko™ (n2)
pfitom ny a m; jsou zvolena tak, Ze ny = round (n?/n) a n; = round(0.975n).

Déle volime referenéni index kque = round(2y/n), pro kterou pocitdme 3V) (k) =

kalw Shaue Jog X9 1, — log X, kounm- Odhad pofadové statistiky

*

() () — S~ (0 (1) _ 20) > i .
ko™ (n;) = arg1<11€11<17q1b2(7n2 (k) =AY (kauz))®, J=1,2,...,MC i=1,2,
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A. SIMULACNI PROGRAM
kde pro bootstrapovy nahodny vybér Xf(j)’b*,X;(j)’b*, e ,X;Ej)vb*, b* =1,...,n",

j = 1,2,...,MC, i = 1,2 z rovnomérného diskrétniho rozdéleni na mnoziné
{q:“ noi=1,2,...,MC,i=1,2je

k
—(5),b* )w 1
v njz <k) =7 TL]“ %Z Oan fz+1n IOgX U )km

pro b*=1,....n% 7=12,....,MC, 1=1,2.

g(k*) - prumérny Hillav odhad A(k) parametru v pro k = k§, kde 5(k§) =
L MO F0) (kF)
MC ~j=1 0

o L, , T —=*() ~—
Bias* - primérny bootstrapovy odhad vychyleni Bias (ki) = 0= S0 ’

takovy, ze pro ny = round (n?/n) a n; = round(0.975n) je

=)

—x Bi k)12
Bzas(j)(k):[/uf*(j)(ﬂ, 1<k<T—1, j=12...,MC,
Bias,,, (k)
kde
Bias( —7275 V=D (kguz)), 1<k<T—1,j=1,2...,MC, i=,1,2.
n — (3

V piipadé, ze nékterd z hodnot ]?ias;(;)(k), j=12....MC, 1 <kE<T-—1]je
blizka nule, dochazi k numerickym chybam. Tento ptipad je oSetfen podminkou
Eizs;i])(k) >e€ 5 =12....MC, 1 < k < T — 1. Hodnotu € voli uzivatel.
V piipadé, ze podminka neni splnéna pro nékterou dvojici (k, 7), je generovan novy
bootstrapovy ndhodny vyber X ;U x0T XU bt =1,... n*. Pii §patné
volbé vstupniho parametru e tedy hrozi zacykleni simulace. Pocet vygenerovanych
bootstrapovych nahodnych vybéru, které jsou blizké nule, lze béhem simulace
sledovat v Command Window u proménné num _cl_to_0.
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(Xl(j),Xéj)...,X(j)) j=1,2,...,MC, 1<k<T—1

*(7),1 *(7),1 *(7), /;(.)71 *(7), *(7), (i /;(A)vl
(X9 x0T X6y Vot (F) (X7 X XG0 Y (k)
LGB yrr ()b () b =) (1) )b () L
(X7 G X0 ey () (VXG0 ey ()

*(j),n* * 'r'z* *(5),n* ’;(). " *(j),n* * ':n* «(5),n* /i():’”*
(X0 xg@et Xy 7O (k) (X gD Xty Yoo (k)

\J
~0)

/WH (k““”))\
ko™ O(ny)  Bias.” (k) ko™ (ny)  Bias. (k)
ko Bias " (k)
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Obrazek A.2: Algoritmus pro volbu k-té poradové statistiky a opravu vychyleni

tla¢itko Simulate - nasimuluje nahodné vybéry a provede odhady, které jsou uvedeny
vyse. Vysledky dané simulace i se vstupnimi parametry se vypisi v prislusné liste.

tlacitko Remove - smazani oznaceného radku z listy.

tlacitko Plot - vykresleni prumérného Hillova odhadu 7 (k) (modfe) a jeho korekci

vychyleni metodou bootstrap 5 (k) — Bias (k) (Cervené). Na dalsfm obrdzku se vy-
kresli charakteristiky rozdéleni Fréchetova typu pro parametry 5(kg) a 7.
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