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Abstrakt
Diplomová práce se zabývá rozděleńım extrémńıch hodnot. V prvńı části je zformulována
a dokázána limitńı věta pro rozděleńı maxim. Dále jsou rozebrány základńı vlastnosti
rozděleńı extrémńıho typu. Ústředńı roli diplomové práce hraj́ı neparametrické odhady
indexu extrémńı hodnoty. Předevš́ım je zde odvozen Hill̊uv a momentový odhad, pro které
je na základě výsledk̊u z matematické analýzy navržena volba indexu prahové statistiky
pomoćı metody bootstrap. Odhady indexu extrémńı hodnoty jsou srovnány na základě
simulaćı z vhodně vybraných rozděleńı, která jsou bĺızká rozděleńı srážkových úhrn̊u z
vybrané dešťové řady. Pro tuto řadu je doporučen vhodný odhad a zvolen index prahové
statistiky, což patř́ı mezi nejtěžš́ı úlohy z oblasti extrémńıch hodnot.

Summary
The concern of this diploma thesis is extreme value distributions. The first part formulates
and proves the limit theorem for distribution of maximum. Further there are described
basic properties of class of extreme value distributions. The key role of this thesis is on
non-parametric estimations of extreme value index. Primarily, Hill and moment estima-
tor are derived, for which is, based on the results of mathematical analysis, suggested
an alternative choice of optimal sample fraction using a bootstrap based method. The
estimators of extreme value index are compared based on simulations from proper chosen
distributions, being close to distribution of given rain-fall data series. This time series is
recommended a suitable estimator and suggested choice of optimal sample fraction, which
belongs to the most difficult task in the area of extreme value theory.

Kĺıčová slova
rozděleńı extrémńıch hodnot, index extrémńı hodnoty, Hill̊uv odhad, Momentový odhad,
bootstrap

Keywords
extreme value distribution, extreme value index, Hill estimator, Moment estimator, bo-
otstrap
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Prohlašuji, že jsem diplomovou práci
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Vı́t Blachut





OBSAH

Obsah
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1. ÚVOD

1. Úvod
Teorie extrémńıch hodnot je jedinečnou statistickou discipĺınou pro vytvářeńı technik

a model̊u k popisu předevš́ım neobvyklých jev̊u. Nalezne své uplatněńı předevš́ım v ob-
lastech hydrologie, finančnictv́ı, pojǐst’ovnictv́ı, stroj́ırenstv́ı a v mnoha daľśıch odvětv́ıch.
Slouž́ı např́ıklad k predikci extrémńıch záplav, povodńı, velkých bouř́ı, př́ırodńıch požár̊u,
plněńı velkých pojistných událost́ı, akciového rizika, rizika denńıho trhu, životnost́ı výrobk̊u,
doby přežit́ı jedinc̊u populace a k mnoha daľśım účel̊um.

Existuj́ı dva r̊uzné př́ıstupy k analýze extrémńıch hodnot. Prvńı z nich je založen na vy-
tvořeńı blokových maxim. V mnoha situFaćıch je zvykem uvažovat ročńı maxima (metoda
AMS-Annual Maxima Series). Druhá takzvaná prahová metoda je založena na výběru
největš́ıch pozorováńı z celého pozorovaného výběru (metoda POT-Point Over Thre-
shold).

Analýza blokových maxim vede na parametrické modely, které vycházej́ı z limitńı
věty pro rozděleńı maxim. Jako model předpokládaj́ı tř́ıdu rozděleńı extrémńıch hodnot.
Parametry rozděleńı lze odhadnout např́ıklad pomoćı metody maximálńı věrohodnosti.
Ukazuje se, že konvergence je velmi pomalá. Vzhledem k omezeńı se na bloková maxima je
potřeba velmi rozsáhlých náhodných výběr̊u a některá významná velká pozorováńı nemuśı
být zohledněna. Výhodou může být eliminace cyklické a periodické složky. V některých
př́ıpadech lze pomoćı blokových maxim źıskat nezávislá stejně rozdělená pozorováńı.

V př́ıpadě prahových metod lze vzhledem k limitńımu rozděleńı velkých pozorováńı
provést statistickou indukci na základě zobecněného Paretova rozděleńı. Menš́ı pozornost
je v praxi věnována metodám semi-parametrickým, na které je zaměřena tato práce.
Statistická indukce je sice oproti blokovým maximám založena na v́ıce pozorováńıch,
v praxi se ale často jedná o časové řady, které nepředstavuj́ı nezávislá pozorováńı. Mı́ra
vlivu stochastických proces̊u na semi-parametrické metody je předmětem mnoha jiných
studíı. Velkým problémem všech prahových metod je volba prahu, která bude navržena
v této práci.
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2. Základńı pojmy
Nejprve budou uvedeny některé základńı pojmy z teorie pravděpodobnosti, které bu-

dou často už́ıvány v daľśıch částech textu. Budeme se částečně držet značeńı podle [15],
př́ıpadně [1].

Předpokládejme, že je pevně dán pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P ), kde Ω je li-
bovolná neprázdná množina elementárńıch jev̊u, A je množinová σ-algebra na Ω a P je
pravděpodobnost na jevovém poli (Ω,A).

Definice 2.1 Náhodnou veličinou vzhledem k jevovému poli A rozumı́me zobrazeńı
X : Ω → R, kdy pro každé x ∈ R plat́ı {ω : X(ω) ≤ x} ∈ A. Ω je množina všech
elementárńıch jev̊u.

Definice 2.2 Necht’ X je náhodná veličina definovaná na pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,A, P ). Funkci F (x) = P (X ≤ x) definovanou pro všechna x ∈ R nazýváme distribučńı
funkćı náhodné veličiny X.

Definice 2.3 Necht’ X1, X2, X3, . . . je posloupnost náhodných veličin s př́ıslušnou po-
sloupnost́ı distribučńıch funkćı F1, F2, F3, . . . . Pak řekneme, že posloupnost X1, X2, X3, . . .
konverguje v distribuci k náhodné veličině X s distribučńı funkćı F , právě když

lim
n→∞Fn(x) = F (x)

alespoň ve všech bodech spojistosti x distribučńı funkce F . Ṕı̌seme Xn
D→ X. Rozděleńı

náhodné veličiny X nazýváme limitńı nebo asymptotické.

Definice 2.4 Řekneme, že posloupnost náhodných veličin X1, X2, X3, . . . konverguje k náhodné
veličině X podle pravděpodobnosti, jestlǐze pro každé ε > 0 plat́ı

lim
n→∞P (|Xn −X| > ε) = 0

a ṕı̌seme Xn
P→ X.

Věta 2.1 (Centrálńı limitńı věta.) Necht’ X1, X2, X3, . . . je posloupnost nezávislých
stejně rozdělených náhodných veličin s konečnou středńı hodnotou µ a konečným rozptylem
σ > 0. Pak posloupnost

√
n

1
n

∑n
i=1Xi − µ
σ

D→ N(0, 1).

D̊ukaz. Např́ıklad v [31] nebo [22].

Definice 2.5 Necht’ F je distribučńı funkćı. Pravý koncový bod x∗ distribučńı funkce F
definujeme jako

x∗ = sup{x : F (x) < 1}.

Poznámka. Připoušt́ıme i možnost x∗ =∞
Definice 2.6 Necht’ X je náhodná veličina, která má distribučńı funkci F . Řekneme, že
náhodná veličina X má degenerované rozděleńı, jestlǐze existuje x0 ∈ R, takové, že plat́ı

F (x) =

{
0, pro x < x0

1, x ≥ x0.
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2. ZÁKLADNÍ POJMY

Definice 2.7 (Normálńı (Gaussovo) rozděleńı). Řekneme, že náhodná veličina X
má normálńı rozděleńı, je-li hustota pravděpodobnosti tvaru

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 ,

kde µ ∈ R a σ2 > 0 jsou neznámé parametry. Znač́ıme X ∼ N(µ;σ2). Středńı hodnota
X je EX = µ a rozptyl DX = σ2. Rozděleńı N(0, 1) bývá označováno jako normované
(nebo standardizované) normálńı rozděleńı.

Definice 2.8 (standardizované zobecněné Paretovo rozděleńı). Řekneme, že náhodná
veličina X má standardizované zobecněné Paretovo rozděleńı, je-li distribučńı funkce

Hγ(x) =

{
1− (1 + γx)−1/γ, γ 6= 0,
1− e−x, γ = 0.

(2.1)

kde x ≥ 0 pro γ ≥ 0 a 0 ≤ x ≤ −1
γ

pro γ < 0. Znač́ıme X ∼ GP(γ)

Definice 2.9 Necht’ h je neklesaj́ıćı funkce na množině reálných č́ısel. Funkci h← určenou
předpisem

h←(x) = inf{y : h(y) ≥ x}
nazveme zleva spojitou pseudo-inverźı k funkci h. Speciálně, je-li F distribučńı funkćı, pak
F← nazýváme kvantilovou funkćı k F . Je-li h bijektivńı funkćı, pak h← je rovněž obyčejnou
inverzńı funkćı k h.

Lemma 2.10 Necht’ fn je neklesaj́ıćı posloupnost funkćı, g je neklesaj́ıćı funkce. Dále
předpokládejme, že x je bod spojitosti funkce g, x ∈ (a, b), a, b ∈ R a

lim
n→∞ fn(x) = g(x).

Pak pro každý bod spojitosti x ∈ (g(a), g(b)) plat́ı

lim
n→∞ fn

←(x) = g←(x).

D̊ukaz. Viz. [15] (str. 5).

Definice 2.11 Necht’ F je distribučńı funkce. Funkci U určenou předpisem

U(t) = F←
(

1− 1

t

)
, t > 1,

nazveme kvantilovou funkćı chvostu k distribučńı funkci F .

Poznámka. Položme t = 1
1−F (U)

a vyjádřeme

t− tF (U) = 1

F (U) =
t− 1

t
= 1− 1

t
.
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Protože F je neklesaj́ıćı, dostáváme

U(t) = F←
(

1− 1

t

)
.

Tedy U(t) je zleva spojitou pseudo-inverźı k 1
1−F (x)

.

Na obrázku (2.1) je vykreslena distribučńı funkce F (x) = Hγ(x), funkce 1
1−F (x)

, kvan-

tilová funkce F←(u) a kvantilová funkce chvostu U(t) pro zobecněné Paretovo rozděleńı
GP(γ). Všimněme si, že x > 0, 1

1−F (x)
∈ (1,∞), t > 1.
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Obrázek 2.1: Zobecněné Paretovo rozděleńı GP(γ) s distribučńı funkćı F (x) = Hγ(x), kvantilo-
vou funkćı F←(u) = 1

γ ((1− u)−γ − 1) a kvantilovou funkćı chvostu U(t) = 1
γ (tγ − 1) pro r̊uzné

hodnoty γ.

Definice 2.12 Necht’ X1, X2 . . . , Xn je konečná posloupnost nezávislých stejně rozdělených
náhodných veličin z rozděleńı o distribučńı funkci F . Posloupnost X1, X2 . . . , Xn pak
nazýváme náhodným výběrem rozsahu n z rozděleńı o distribučńı funkci F .
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2. ZÁKLADNÍ POJMY

Definice 2.13 Mějme náhodný výběr X1 = X1(ω), X2 = X2(ω) . . . , Xn = Xn(ω), ω ∈ Ω
z rozděleńı o distribučńı funkci F , který uspořádáme vzestupně podle velikosti. Dostaneme
náhodný vektor (X1,n(ω), X2,n(ω), . . . , Xn,n(ω)), kde

Xi,n(ω) = Xki(ω), pro 1 ≤ i ≤ n, {k1, k2, . . . , kn} = {1, 2, . . . , n}, ω ∈ Ω,

X1,n(ω) ≤ X2,n(ω) . . . ≤ Xn,n(ω).

Speciálně
X1,n(ω) = min{X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)}, ∀ω ∈ Ω,

Xn,n(ω) = max{X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)}, ∀ω ∈ Ω.

Veličinám
X1,n, X2,n, . . . , Xn,n

se ř́ıká uspořádaný náhodný výběr rozsahu n. Jeho realizaci pak znač́ıme x1,n, x2,n, . . . , xn,n.

Definice 2.14 Mějme náhodný výběr X1, X2 . . . , Xn z rozděleńı o distribučńı funkci F .
Funkci

F̂n(x) =





0, x < X1,n.
i
n
, Xi,n ≤ x < Xi+1,n

1, x ≥ Xn,n

nazýváme výběrovou (empirickou) distribučńı funkćı náhodného výběru X1, X2 . . . , Xn.

Poznámka. Empirická distribučńı funkce F̂n(x) je přirozeně odhadem distribučńı funkce
F a hraje velmi významnou roli při neparametrických odhadech a u neparametrické me-
tody bootstrap, ke které se dostaneme později. Dále budou uvedeny některé jej́ı základńı
vlastnosti a ukážeme, že F̂n(x) je nestranným a konzistentńım odhadem F . Na obrázku
(2.2) je př́ıklad empirické distribučńı funkce náhodného výběru z normálńıho rozděleńı
N(0, 1).

Obrázek 2.2: Empirická distribučńı funkce F̂20(x) na základě dvaceti pozorováńı z normálńıho
rozděleńı N(0, 1). Tečkovaná čára znač́ı skutečnou distribučńı funkci F . Realizace náhodného
výběru je znázorněna pomoćı symbolu ×.
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• Empirická distribučńı funkce F̂n(x) je distribučńı funkce rovnoměrného diskrétńıho
rozděleńı na množině {Xi,n}ni=1.

• Náhodná veličina Z ∈ R s rozděleńım o distribučńı funkci F̂n je diskrétńı a plat́ı
P (Z = xi,n) = 1

n
pokud hodnoty {xi,n}ni=1 jsou r̊uzné, což pro výběry ze spojitého

rozděleńı plat́ı s pravděpodobnost́ı 1.

• Zřejmě
lim

x→−∞
F̂n(x) = lim

x→−∞
F (x) = 0,

lim
x→∞ F̂n(x) = lim

x→∞F (x) = 1,

• Označme Rn(x) počet prvk̊u, které jsou menš́ı než x. Zřejmě Rn(x) = nF̂n(x) a

P (Rn(x) = k) =

(
n

k

)
F n(x)(1− F (x))n−k, k ∈ {0, 1, 2, . . . , n}.

Rn(x) má tedy binomické rozděleńı Bi(n, F (x)) se středńı hodnotou nF (x) a roz-
ptylem nF (x)(1− F (x)). Odtud

E(F̂n(x)) = F (x)

a

D(F̂n(x)) =
F (x)(1− F (x))

n
,

a tedy pro každé x ∈ R je F̂n(x) nestranným odhadem F (x).

• Protože F̂n(x) je nestranným odhadem F (x) a D(F̂n(x)) → 0 pro n → ∞, plat́ı
(viz. [1] nebo [21]), že F̂n(x) konverguje v pravděpodobnosti k F (x) tj.

lim
n→∞P (|F̂n(x)− F (x)| > ε) = 0, pro všechna ε > 0,

a tedy F̂n(x) je konzistentńım odhadem F (x) pro každé x ∈ R. Odtud zřejmě

E(F̂n(x)− F (x))2 → 0.

• Z centrálńı limitńı věty (2.1) podle [31] str. 265 plyne

√
n(F̂n(x)− F (x))

D→ N(0, F (x)(1− F (x))).

Poznámka o značeńı. V práci se vyskytuj́ı pouze přirozené logaritmy. Veškerá označeńı
logaritmu představuj́ı přirozený logaritmus. Výběrový pr̊uměr je obvykle značen vodorov-
nou čarou, např́ıklad X. Využ́ıvaj́ı se základńı pojmy z teorie odhad̊u, které lze nalézt
v [1]. Bud’ θ̂ odhadem parametru θ. Vychýleńı odhadu θ̂ znač́ıme jako bias(θ̂). Podobně
středńı kvadratickou chybu odhadu θ̂ znač́ıme MSE(θ̂).
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT

3. Rozděleńı extrémńıch hodnot

3.1. Úvod

Mějme posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin X1, X2, . . . s disti-
ribučńı funkćı F . Centrálńı limitńı věta popisuje limitńı chováńı částečných sum X1 +
X2 + · · · + Xn pro n → ∞, zat́ımco teorie extrémńıch hodnot popisuje limitńı chováńı
extrémů

Mn = Mn(ω) = max{X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)}, ω ∈ Ω

nebo min{X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)}, ω ∈ Ω pro n → ∞. Omeźıme se však pouze na
př́ıpad výběrového maxima M , protože

min{X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)} = −max{−X1(ω),−X2(ω), . . . ,−Xn(ω)}, ω ∈ Ω.

Naš́ım ćılem v této kapitole je naj́ıt možná rozděleńı výběrových maxim M . Plat́ı, že

P (Mn ≤ x) = P (X1 ≤ x,X2 ≤ x, . . . , Xn ≤ x) =
n∏

i=1

P (Xi ≤ x) = F n(x). (3.1)

Dále

lim
n→∞F

n(x) =

{
0, pro x < x∗

1, jinak,

kde x∗ ≤ ∞ je pravý koncový bod distribučńı funkce F .
Degenerovaná limitńı distribučńı funkce nám ovšem neposkytuje př́ılǐs mnoho infor-

mace. V centrálńı limitńı větě 2.1 se vyskytuje parametr polohy µ a parametr měř́ıtka
σ > 0. Analogicky se můžeme zabývat standardizovanými maximy, kde parametry polohy
a tvaru jsou reálná č́ısla zavisej́ıćı na rozsahu výběru n. Dále uvažujme reálné posloupnosti
an > 0, bn, n = 1, 2, . . . takové, že náhodná veličina Mn−bn

an
má pro n→∞ nedegenerova-

nou limitńı distribučńı funkci G(x). T́ımto z (3.1) plyne

lim
n→∞P

(
Mn − bn
an

≤ x

)
= lim

n→∞F
n(anx+ bn) = G(x) (3.2)

pro každý bod spojitosti x funkce G. Tedy

Mn − bn
an

D→ G(x).

Distribučńı funkce G(x) popisuje chováńı maxim, proto definujme

Definice 3.1 Necht’ X1, X2, . . . je posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných
veličin s distribučńı funkćı F . Necht’ an > 0 a bn jsou posloupnosti realných č́ısel, G
nedegenerovaná distribučńı funkce a plat́ı 3.2. Pak množinu

D(G) = {F : lim
n→∞F

n(anx+ bn) = G(x) pro všechny body spojitosti x funkce G}

nazveme oborem atraktivity rozděleńı o distribučńı funkci G. Rozděleńı s distribučńı funkćı
G(x) nazveme rozděleńı extrémńı hodnoty.

Poznámka. Je možné ukázat, že v podstatě všechna v praxi běžně uvažovaná spojitá
rozděleńı jsou prvky množiny D(G). Př́ıkladem rozděleńı, které nelež́ı v oboru atraktivity
funkce G, je von Mises rozděleńı s distribučńı funkćı F (x) = 1− e−x−sinx, x > 0 [15].
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3.1. ÚVOD

Věta 3.1 Jestlǐze an > 0 a bn jsou posloupnosti realných č́ısel a G nedegenerovaná dis-
tribučńı funkce, pak jsou následuj́ıćı vztahy ekvivalentńı:

1.
lim
n→∞F

n(anx+ bn) = G(x) (3.3)

pro každý bod spojitosti x funkce G tj. F ∈ D(G).

2.
lim
n→∞n(1− F (anx+ bn)) = − logG(x) (3.4)

pro každý bod spojitosti x funkce G, pro který 0 < G(x) < 1.

3. Je-li U kvantilová funkce chvostu k distribučńı funkci F , pak

lim
n→∞

U(nx)− bn
an

= D(x) (3.5)

pro každý bod spojitosti x > 0 funkce D(x) = G←
(
e−

1
x

)
.

D̊ukaz. Pokud x je bod spojitosti G, pak

log lim
n→∞F

n(anx+ bn) = lim
n→∞ logF n(anx+ bn)

a rovnici (3.3) lze po zlogaritmováńı přepsat jako

lim
n→∞nlogF (anx+ bn) = logG(x) ∀x : 0 < G(x) < 1. (3.6)

Aby posloupnost nlogF (anx+ bn) nedivergovala pro n→∞, muśı F (anx+ bn)→ 1. Plat́ı

lim
n→∞

−log(F (anx+ bn))

1− F (anx+ bn)
= 1, (3.7)

nebot’ pomoćı L’Hospitalova pravidla je (3.7) ekvivalentńı s

lim
n→∞

1

F (anx+ bn)
= 1.

T́ımto z (3.7)
lim
n→∞−log(F (anx+ bn)) = lim

n→∞ (1− F (anx+ bn)).

Do vztahu (3.6) pak lze za levou stranu dosadit výraz [−(1− F (anx+ bn))], tudiž

lim
n→∞n(1− F (anx+ bn)) = − logG(x),

což lze ekvivalentně přepsat na

lim
n→∞

1

n(1− F (anx+ bn))
= − 1

logG(x)
. (3.8)

Nyńı sestroj́ıme zleva spojitou pseudo-inverzi k oběma stranám rovnice (3.8). Využijeme
vlastnosti kvantilové funkce chvostu U , která je zleva spojitou pseudo-inverźı k 1

1−F ,

U =
(

1

1− F
)←

.

10



3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT

i) Položme x = 1
n(1−F (any+bn)

, pak

nx =
1

1− F (any + bn)
,

U(nx) = U

(
1

1− F (any + bn)

)
= any + bn,

a tedy

y =
U(nx)− bn

an
.

ii) Dále, je-li x = − 1
logG(y)

, dostaneme

logG(y) = −1

x
,

a tedy
y = G←

(
e−

1
x

)
.

Vrát́ıme-li se ke vztahu (3.8) a využijeme lemma (2.10), (i) a (ii) dostáváme

lim
n→∞

U(nx)− bn
an

= G←
(
e−

1
x

)

pro x > 0, protože x = 1
n(1−F (any+bn)

> 0. �
Poznámka. Věta plat́ı i pro př́ıpad, kdy mı́sto indexu n uvažujeme spojitou proměnnou

t. Stač́ı použ́ıt a(t) = a[t] a b(t) = b[t]. Index [t] znač́ı celouč́ıselnou část proměnné t. Viz.
[15] str. 6.

Věta 3.2 (Fisher a Tippet (1928), Gnedenko(1943)) Tř́ıda rozděleńı extrémńıch
hodnot je tvaru Gγ(ax+ b), a > 0, b ∈ R, kde

Gγ(x) =

{
exp(− (1 + γx)−

1
γ ), 1 + γx > 0, γ 6= 0

exp (−e−x) , γ = 0.
(3.9)

D̊ukaz. Vycháźıme ze vztahu (3.5). Předpokládejme, že D je spojitá v bodě 1. Pro jej́ı
bod spojitosti x > 0 položme

E(x) = D(x)−D(1) = lim
t→∞

U(tx)− b(t)
a(t)

− lim
t→∞

U(t)− b(t)
a(t)

= lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
.

Dále pro y > 0 dosad́ıme xy za x a dostaneme po jednoduché úpravě

U(txy)− U(t)

a(t)
=
U(txy)− U(t)− U(ty) + U(ty)

a(t)
=
U(txy)− U(ty)

a(ty)

a(ty)

a(t)
+
U(ty)− U(t)

a(t)
.

Z věty (3.1) plyne existence limit limt→∞
U(tx)−U(t)

a(t)
, a tedy i limt→∞

U(txy)−U(ty)
a(ty)

a limt→∞
U(ty)−U(t)

a(t)
.

Zřejmě pak muśı existovat i limt→∞
a(ty)
a(t)

. Dále položme A(y) = limt→∞
a(ty)
a(t)

. Z předchoźıch
vztah̊u dostaneme pro x, y > 0

E(xy) = lim
t→∞

U(txy)− U(ty)

a(ty)

a(ty)

a(t)
+ lim

t→∞
U(ty)− U(t)

a(t)
= E(x)A(y) + E(y).
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3.1. ÚVOD

Dále pro (x, y > 0) ∧ (x, y 6= 1) položme s = log x, t = log y a H(x) = E(ex), pak z
předchoźıho vztahu

E(eset) = E(es)A(et) + E(et)

H(t+ s) = H(s)A(et) +H(t). (3.10)

Protože H(0) = E(e0) = D(1)−D(1) = 0, můžeme rovnici (3.10) napsat jako

H(t+ s)−H(t)

s
=
H(s)−H(0)

s
A(et). (3.11)

Funkce H je monotónńı, nebot’ H(t) = E(et) = D(et)−D(1) = G←
(
e−e

−t)− G← (e−1).

Proto existuje t ∈ R, kde funkce H má derivaci H ′(t). Podrobněji o derivaćıch funkćı
např́ıklad v [27]. Z rovnosti funkćı (3.11) plyne, že H má derivaci všude a odtud pro
s→ 0

H ′(t) = H ′(0)A(et). (3.12)

Nyńı ukážme sporem, že H ′(0) 6= 0. Předpokládáme-li, že H ′(0) = 0, pak z (3.12)
H ′(t) = 0 pro ∀t, ale H neńı konstantńı funkce.

Z rovnice (3.10) vyjádřeme

H(t+ s)−H(t)

H ′(0)
=

H(s)A(et)

H ′(0)

a položme Q(t) = H(t)
H′(0)

. Dostáváme

Q(t+ s)−Q(t) = Q(s)A(et). (3.13)

Z (3.12) dostaneme A(et) = H′(t)
H′(0)

= Q′(t), pak z (3.13)

Q(t+ s) = Q(s)Q′(t) +Q(t). (3.14)

Ve vztahu (3.14) zaměňme proměnné t a s, tedy

Q(s+ t) = Q(t)Q′(s) +Q(s) (3.15)

a dosad’me Q(s)Q′(t) +Q(t) z (3.14) do (3.15). Dostáváme

Q(s)Q′(t) +Q(t) = Q(t)Q′(s) +Q(s)

a po jednoduché úpravě

Q(t)(Q′(s)− 1) = Q(s)(Q′(t)− 1). (3.16)

Protože Q(0) = H(0)
H′(0)

= 0 a Q′(0) = H′(0)
H′(0)

= 1, dostáváme z (3.16)

Q(t)
(Q′(s)−Q′(0))

s
=
Q(s)−Q(0)

s
(Q′(t)− 1).

Odtud pro s→ 0
Q(t)Q′′(0) = (Q′(t)− 1)

12



3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT

a z rovnosti funkćı a existence derivace levé strany plyne existence derivace pravé strany
a derivujeme-li ještě jednou, dostaneme

Q′′(0)Q′(t) = Q′′(t). (3.17)

Položme γ = Q′′(0). Z (3.17)

γ =
Q′′(t)

Q′(t)
= (logQ′(t))′.

Dostáme jednoduchou diferenciálńı rovnici γ = (logQ(t)′)′ s podmı́nkami Q′(0) = 1,
Q(0) = 0. Př́ımou integraćı a využit́ım podmı́nky Q′(0) = 1 dostaneme

Q′(t) = eγt (3.18)

s počátečńı podmı́nkou Q(0) = 0. Abychom mohli integrovat ještě jednou a použ́ıt
podmı́nky Q(0) = 0, je třeba rozlǐsit 2 př́ıpady, kdy

a) γ 6= 0. Řešeńım (3.18) je

Q(t) =
eγt − 1

γ
=

H(t)

H ′(0)
=
D(et)−D(1)

H ′(0)
.

Odtud

D(et) =
eγt − 1

γ
H ′(0) +D(1).

Vyjádřeme

D(t) = D(1) +H ′(0)
tγ − 1

γ
, (3.19)

a k ńı zleva spojitou pseudo-inverzi

D←(x) =

(
1 + γ

x−D(1)

H ′(0)

) 1
γ

, 1 + γ
x−D(1)

H ′(0)
> 0.

Protože D(x) = G←(e−
1
x ), dostaneme dosazeńım výrazu D←(x) = − 1

logG(x)
do

předchoźı rovnice

logG(x) = −
(

1 + γ
x−D(1)

H ′(0)

)− 1
γ

, 1 + γ
x−D(1)

H ′(0)
> 0

a odtud
G (H ′(0)x+D(1)) = exp

(
−(1 + γx)−

1
γ

)
, 1 + γx > 0.

b) pro γ = 0. Řešeńım (3.18) je
Q(t) = t. (3.20)

Připomeňme, že Q(t) = H(t)
H′(0)

= D(et)−D(1)
H′(0)

. Z (3.20) dostaneme

D(t) = D(1) +H ′(0) log t. (3.21)
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3.1. ÚVOD

Z označeńı na (3.5) je D(t) = G←(e−
1
t ) a odtud

G(D(1) +H ′(0) log t) = e−
1
t .

Polož́ıme-li log t = x, dostáváme

G (H ′(0)x+D(1)) = exp
(
−e−x

)
.

�

Definice 3.2 Parametr γ z věty 3.2 nazýváme index extrémńı hodnoty.

Věta 3.3 Pro γ ∈ R jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı [15]:

1. Existuj́ı posloupnosti realných č́ısel an > 0 a bn takové, že

lim
n→∞F

n(anx+ bn) = Gγ(x) =

{
exp

(
−(1 + γx)−

1
γ

)
, 1 + γx > 0, γ 6= 0

exp (−e−x) , γ = 0.
(3.22)

2. Existuje kladná funkce a(t) taková, že pro všechna x > 0

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= Dγ(x) =

{
xγ−1
γ
, γ 6= 0

log x, γ = 0.
(3.23)

3. Existuje kladná funkce a(t) taková, že

lim
t→∞

t(1− F (a(t)x+ U(t))) =

{
(1 + γx)−

1
γ , 1 + γx > 0, γ 6= 0

e−x γ = 0.
(3.24)

4. Existuje kladná neklesaj́ıćı funkce h taková, že

lim
t↑x∗

1− F (t+ xh(t))

1− F (t)
=

{
(1 + γx)−

1
γ , 1 + γx > 0, γ 6= 0

e−x γ = 0,
(3.25)

kde x∗ je pravý koncový bod distribučńı funkce F . Nav́ıc h(t) = a
(

1
1−F (t)

)
.

D̊ukaz. Ze vztahu (3.19) plyne rovnost Dγ(x) = xγ−1
γ

pro γ 6= 0. Podobně z (3.21) plyne

Dγ(x) = e−x pro γ = 0. Ekvivalence výrazu (1), (2) a (3) byly rozebrány ve větě (3.1).
Důkaz, že výrazy (2) a (4) jsou ekvivalentńı, je technického rázu a lze nalézt v [15] str.
11.

�
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT

3.2. Základńı typy rozděleńı extrémńıch hodnot

V této kapitole budou rezebrány některé základńı vlastnosti rozděleńı extrémńıho typu.
Vyjdeme z věty 3.2, v které vystupuje parameter γ. Situaci trochu zjednoduš́ıme t́ım, že
budeme uvažovat rozděleńı ve standardizovaných tvarech.

Obrázek 3.1 znázorňuje distribučńı funkce z tř́ıdy rozděleńı extrémńıch hodnot pro
r̊uzné hodnoty indexu extrémńı hodnoty γ dané předpisem

Gγ(x) =

{
exp (− (1 + γx)−

1
γ ), 1 + γx > 0, γ 6= 0

exp (−e−x) , γ = 0.
(3.26)

Je patrné, že rozděleńı jsou rozd́ılného typu pro γ > 0, γ = 0, γ < 0.
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Obrázek 3.1: Distribučńı funkce Gγ z tř́ıdy rozděleńı extrémńıch hodnot

Uváž́ıme-li možnosti γ > 0, γ = 0, γ < 0 odděleně dostaneme:

a) γ > 0: polož́ıme-li x rovno x−1
γ

a dosad́ıme do (3.26) dostaneme rozděleńı takzvaného
Fréchetova typu s distribučńı funkćı

Φα(x) =

{
0, x ≤ 0

e−x
−α
, x > 0,

(3.27)
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3.2. ZÁKLADNÍ TYPY ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT

kde α = 1
γ
. Pravý koncový bod je zde roven nekonečnu, tedy Φα(x) < 1, pro všechna

x ∈ R. Tato skupina rozděleńı má sṕı̌se těžké chvosty, nebot’ velké hodnoty x jsou
v́ıce pravděpodobné. Distribučńı funkce Φα(x) konverguje ,,velmi pomalu” k 1 pro
x→∞.

Ukažme, že pro p ≥ α, p > 0 neexistuje p-tý obecný moment.

E(Xp) =
∫ ∞

−∞
xpf(x)dx =

∫ ∞

0
xp
(
e−x

−α)′
dx =

∫ ∞

0
αxp−α−1e−x

−α
dx

=
∣∣∣t = x−α; dt = −αx−α−1dx; x = t−

1
α

∣∣∣ =
∫ ∞

0
t
t−

1
α

(p−1)

t−
1
α

(−α−1)
e−tdt

=
∫ ∞

0
t−

p
α e−tdt =

∫ ∞

0
t(1− p

α) e
−t

t
dt = Γ

(
1− p

α

)
,

(3.28)

kde gamma funkce a integrál daný gamma funkćı, konverguje absolutně pro 1− p
α
>

0. Tedy p-tý moment existuje pouze pro p < α.

Obrázek 3.2: Distribučńı funkce Φα(x) a k ńı kvantilová funkce chvostu U(t) = log( t
t−1)

− 1
α ,

α = 1
γ .

Pr̊uběhy distribučńıch funkćı a kvantilových funkćı chvostu pro rozděleńı Frechétova
typu jsou na obrázku 3.2. Vzhledem k dosazeńı x−1

γ
za x se změńı poloha a měř́ıtko

distribučńı funkce Gγ. V uvedeném obrázku jsou červeně (γ = 1
α

= 1) a černě
(γ = 1

α
= 3) znázorněna rozděleńı, která nemaj́ı konečnou středńı hodnotu. Modře

je znázorněno rozděleńı, které již má konečnou středńı hodnotu, ale nemá konečný
rozptyl.

b) γ = 0: rozděleńı Gumbelova typu s distribučńı funkćı

G0(x) = e−e
−x
.
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT

Pravý koncový bod je zde roven nekonečnu, tedy G0(x) < 1, pro všechna x ∈ R.
Jedná se o rozděleńı s lehč́ım chvostem, nebot’ velké hodnoty x jsou méně pravděpodobné.
Všechny p-té momenty, p > 0, existuj́ı, nebot’

E(Xp) =
∫ ∞

−∞
xpf(x)dx =

∫ ∞

−∞
xp
(
e−e

−x)′
dx =

∫ ∞

−∞
xpe−xe−e

−x
dx

=
∣∣∣∣x = − log t; dx = −1

t
dt
∣∣∣∣ =

∫ ∞

0
(−1)p(log t)pe−tdt <∞.

(3.29)

V př́ıpadě p = 1 je E(Xp) = E(X) a integrál (3.29) je roven Euler–Mascheroniho
konstantě γeul ≈ 0.577. V př́ıpadě p=2 je E(X2) = γ2

eul + π2

6
. Momenty pro Gum-

blovo rozděleńı je také vhodné poč́ıtat pomoćı charakteristické funkce, tj. Fourierovy
transformace hustoty. Viz [17] str. 11.

Obrázek 3.3: Distribučńı funkce G0(x) a k ńı kvantilová funkce chvostu
U(t) = − log(− log(1− 1

t )).

c) γ < 0: pravý koncový bod je roven −1
γ

, takže rozděleńı má kratké chvosty. Polož́ıme-

li −x+1
γ

mı́sto x a dosad́ıme do (3.26), dostaneme takzvané extremálńı (reverzńı)
Weibullovo rozděleńı s distribučńı funkćı

Ψα(x) =

{
e−(−x)α , x < 0
1, x ≥ 0,

(3.30)

kde α = − 1
γ
> 0. Po této transformaci je pravý koncový bod roven 0. Ukažme, že

pro p > 0 všechny obecné momenty existuj́ı:

E(Xp) =
∫ ∞

−∞
xpf(x)dx =

∫ 0

−∞
xp
(
e−(−x)α

)′
dx =

∫ 0

−∞
αxp(−x)α−1e−(−x)αdx

=
∣∣∣t = (−x)α; dt = −α(−x)α−1dx; x = −t 1

α

∣∣∣ = −
∫ ∞

0
(−1)pt

p
α t

t−
1
α

t
1
α

(α−1)
e−tdt

= (−1)p+1
∫ ∞

0
t
p
α e−tdt = (−1)p+1

∫ ∞

0
t(1+ p

α) e
−t

t
dt = (−1)p+1Γ

(
1 +

p

α

)
.

Protože integrál, který gamma funkce představuje, konverguje absolutně v př́ıpadě
1 + p

α
> 0, tak p-tý moment existuje pro všechna p > 0.

Na obrázku 3.4 vid́ıme, že kvantilová funkce chvostu jde k nule, když t→∞. Pravý
koncový bod je skutečně roven nule. Pro malé hodnoty γ konverguje distribučńı
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3.3. OBOR ATRAKTIVITY

funkce ,,pomalu” k nule, když x → −∞. Malé hodnoty x se tak vyskytuj́ı častěji.
Ty maj́ı velký význam, pokud pracujeme s minimem.

Obrázek 3.4: Distribučńı funkce Ψ− 1
γ
(x) s kvantilovou funkćı chvostu

U(t) = −
(
− log

(
1− 1

t

))−γ
.

3.3. Obor atraktivity

V nadcházej́ıćı části textu se budeme zabývat oborem atraktivity pro rozděleńı Fréchetova,
Gumbelova a Weibullova typu a volbou reálných posloupnost́ı an > 0 a bn. Uvedeme
některé d̊uležité podmı́nky na distribučńı funkci náhodného výběru, popř́ıpadě kvantilo-
vou funkci chvostu. Podle [5] uvedeme několik základńıch rozděleńı, která lež́ı v oboru
atraktivity rozděleńı extrémńıch hodnot.

Nejprve uved’me dvě následuj́ıćı věty, kde prvńı má sṕı̌se teoretický charakter a druhá
je potřeba při odhadu indexu extrémńı hodnoty γ a v jiných situaćıch.

Věta 3.4 Necht’ F je distribučńı funkce s pravým koncovým bodem x∗. Předpokládejme,
že F ′′(x) existuje a F ′(x) ≥ 0 pro všechna x lež́ıćı v libovolném levém okoĺı bodu x∗.
Jestlǐze

lim
t↑x∗

(
1− F
F ′

)′
(t) = γ,

pak F lež́ı v oboru atraktivity Gγ.

D̊ukaz. Viz. [15].

Věta 3.5 Distribučńı funkce F s pravým koncovým bodem x∗ a s kvantilovou funkćı
chvostu U(t) je v oboru atraktivity distribučńı funkce Gγ, právě když

1. pro γ ∈ R:

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= Dγ(x) =

{
xγ−1
γ
, γ 6= 0

log x, γ = 0,
(3.31)

pro vhodnou kladnou funkci a(t) a pro všechna x > 0.
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT

2. pro γ > 0: x∗ =∞ a

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= x

−1
γ , (3.32)

pro každé x > 0.

3. pro γ > 0: x∗ =∞,
∫∞

1
(1−F (x))

x
dx < 0 a

lim
t→∞

∫∞
t (1− F (x))dx

x

1− F (t)
= γ; (3.33)

4. pro γ > 0: x∗ =∞ a

lim
t→∞

U(tx)

U(t)
= xγ, x > 0, , (3.34)

nav́ıc pro a(t) splňuj́ıćı (3.31) plat́ı

lim
t→∞

a(t)

U(t)
= γ. (3.35)

5. pro γ < 0: x∗ <∞ a

lim
t→∞

x∗ − U(tx)

x∗ − U(t)
= xγ, x > 0. (3.36)

6. pro γ ≤ 0:

lim
t→∞

U(tx)

U(t)
= 1, x > 0. (3.37)

D̊ukaz. Vztah (3.31) př́ımo plyne z věty 3.3. Podrobnosti a d̊ukaz zbývaj́ıćıch tvrzeńı lze
nalézt v [15] sekce 1.2. �

D̊usledek věty 3.5. Je-li F ∈ Dγ, γ > 0, pak pro náhodnou veličinu X s distribučńı
funkćı F plat́ı (vzhledem k vztahu (3.33)):

lim
t→∞

E(logX − log t|X > t) = γ.

D̊ukaz. Rozepǐsme

lim
t→∞

E(logX − log t|X > t) = lim
t→∞

∫∞
t (log x− log t)f(x)dx

P (X > t)

= lim
t→∞

∫∞
t f(x) log xdx− log t

∫∞
t f(x)dx

1− P (X ≤ t)

(3.38)

a použijeme-li integraci per partes

(3.38) = lim
t→∞

limu→∞[F (x) log x]ut −
∫∞
t F (x) 1

x
dx− log t limu→∞[F (x)]ut

1− F (t)
=

= lim
t→∞

limu→∞(F (u) log u)− log t− ∫∞t F (x)
x

dx

1− F (t)
= lim

t→∞

∫∞
t

1
x
dx− ∫∞t F (x)

x
dx

1− F (t)

= lim
t→∞

∫∞
t (1− F (x))dx

x

1− F (t)
.
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Z (3.33) pak vid́ıme, že

γ = lim
t→∞

E(logX − log t|X > t) = lim
t→∞

∫∞
t (log x− log t)f(x)dx

1− F (t))
. (3.39)

�
Předchoźı d̊usledek je základem pro Hill̊uv odhad parametru γ. T́ımto odhadem se

budeme zabývat v kapitole 5.2.
Někdy samotný požadavek F ∈ D(Gγ) nestač́ı. Je třeba klást silněǰśı podmı́nku na

distribučńı funkci, tzn. podmı́nku druhého druhu. Nejdř́ıve pomoćı (3.31) definujme:

Definice 3.3 Řekneme, že kvantilová funkce chvostu U (popř́ıpadě k ńı př́ıslušná dis-
tribučńı funkce F ) splňuje podmı́nku druhého druhu, jestlǐze existuj́ı funkce a(t) > 0 a
funkce A taková, že neměńı znaménko a limt→∞A(t) = 0, a plat́ı

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a(t)

−Dγ(x)

A(t)
= H(x), x > 0,

kde

Dγ(x) =

{
xγ−1
γ
, γ 6= 0

log x, γ = 0

}

a H je funkce, která neńı násobkem funkce Dγ(x). Zejména H neńı identicky rovna nule.
Paramter ρ nazýváme parametrem druhého druhu.

Pokud kvantilová funkce chvostu U splňuje podmı́nku druhého druhu, pak je splněna i
podmı́nka atraktivity, tedy F ∈ Dγ. Obrácená implikace ale neplat́ı. Př́ıkladem, kdy ne-
plat́ı podmı́nka druhého druhu, je rozděleńı s distribučńı funkćı F (x) = 1+x−1 exp(sin log x),
x > 0 [8].

V následuj́ıćı větě je uveden speciálńı př́ıpad podmı́nky druhého druhu, kdy se ome-
zujeme pouze na obor atraktivity Fréchetova typu.

Věta 3.6 Předpokládejme, že distribučńı funkce F splňuje podmı́nku druhého druhu. Po-
tom pro všechna x > 0 plat́ı

lim
t→∞

U(tx)
U(t)
− xγ

A(t)
= xγ

xρ − 1

ρ
, (3.40)

kde γ > 0, ρ ≤ 0 a A je funkce, která neměńı znaménko, přičemž limt→∞A(t) = 0.

D̊ukaz. Viz. [15].

Definice 3.4 Lebesgueovsky měřitelnou funkci l : R+ → R na (0,∞) nazveme regulárně
se měńıćı (v nekonečnu), jestlǐze pro nějaké α ∈ R plat́ı

lim
t→∞

l(tx)

l(t)
= xα, x > 0. (3.41)

Čı́slo α se nazývá index změny. Funkci, která pro α = 0 splňuje (3.41), nazýváme pomalu
se měńıćı.
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Vztah (3.34) znamená, že kvantilová funkce chvostu U je regulárně se měńıćı s indexem
γ. Proto se u Fréchetovy tř́ıdy často klade požadavek, aby U byla regulárně se měńıćı.

Uved’me ještě tvrzeńı sṕı̌se teoretického charakteru, protože v praxi většinou neznáme
distribučńı funkci F .

Tvrzeńı 3.5 Necht’ F je distribučńı funkćı, U kvantilovou funkćı chvostu k F , a necht’

F ∈ D(G), kde G je distribuce Fréchetova typu. Pak existuj́ı regulárně se měńıćı funkce
lF (x) a lU(t) takové, že

1− F (x) = x−
1
γ lF (x) a U(t) = tγlU(t), (3.42)

přičemž mezi funkcemi lF a lU existuje jednoznačný vztah.

D̊ukaz. Viz. [5] sekce 2.3.2.
Poznámka. Zavést rozděleńı z Fréchetova oboru atraktivity je možné nejen pomoćı dis-
tribučńı funkce, ale také pomoćı kvantilové funkce chvostu U . Pro snažš́ı odvozeńı tvaru
funkce lF pomoćı kvantilové funkce U lze z (3.42) vyvodit vztah

tγ = U(t)l−γF (U(t)) .

Podrobněǰśı analýzu regulárně se měńıćıch funkćı lze naj́ıt v [5],[15].

3.3.1. Obor atraktivity pro rozděleńı Fréchetova typu

V tabulce 1 jsou některá rozděleńı patř́ıćı do Fréchetova oboru atraktivity se vztahy pro
distribučńı funkci F a kvantilovou funkćı chvostu U . Kvantilovou funkci F← pak dosta-
neme snadno ze vztahu F←(u) = U

(
1

1−u

)
, 0 ≤ u ≤ 1. Všimněme si, že je zde obsaženo

také Fréchetovo rozděleńı s distribučńı funkćı Φα(x) podle (3.27). Cauchyho rozděleńı je
speciálńım př́ıpadem Studentova rozděleńı s jedńım stupněm volnosti. Velký význam pro
parametrické modelováńı chvostu má zobecněné Paretovo rozděleńı, na kterém je založena
prahová metoda maximálńı věrohodnoti v sekci (5.1). Zobecněné Paretovo rozděleńı obecně
může mı́t parametr tvaru γ také nulový nebo záporný. Pro γ ∈ R můžeme napsat dis-
tribučńı funkci zobecněného Paretova rozděleńı Hγ jako

Hγ(x) =

{
1− (1 + γx)−1/γ, 0 < x < (sup(0,−γ))−1, γ 6= 0,
1− e−x, 0 < x <∞, γ = 0.

(3.43)

Odtud, podobně jako u extrémálńıho rozděleńı, rozlǐsujeme u zobecněného Paretova rozděleńı
tři př́ıpady v závislosti na γ:

γ > 0 : Hγ

(
(x−1)
γ

)
= 1− x− 1

γ , x > 0, rozděleńı je Paretovo

γ = 0 : H0(x) = 1− e−x, x > 0, rozděleńı je exponenciálńı

γ < 0 : Hγ

(−(x+1)
γ

)
= 1− (−x)−

1
γ 0 < x < −1

γ
.

V př́ıpadě, kdy parametr γ = 0, dostaneme exponenciálńı rozděleńı, které lež́ı v Gumbe-
lově oboru atraktivity. Daľśım speciálńım př́ıpadem je i samotné Paretovo rozděleńı, které
dostaneme pro γ > 0. Toto rozděleńı bylo p̊uvodně použ́ıváno k popisu rozděleńı bohat-
stv́ı mezi jednotlivce. Pokud zlogaritmujeme náhodnou veličinu s Paretový rozděleńım,
dostaneme transformovanou náhodnou veličinu, která má exponenciálńı rozděleńı.
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Tabulka 1: Rozděleńı patř́ıćı do Fréchetova oboru atraktivity (γ > 0)

Rozděleńı Distribučńı funkce F (x) a kvantilová funkce chvostu U(t)
Index
extrémńı
hodnoty

Pa(γ) F (x) = 1− x− 1
γ , γ > 0; x ≥ 1

γ

(Paretovo) U(t) = tγ , t > 1

GP(γ) F (x) = 1− (1 + γx)
− 1
γ , γ > 0; x > 0

γ

(Zobecněné Pa) U(t) = 1
γ (tγ − 1), t > 1

Burr(η, τ, λ) F (x) = 1−
(

η
η+xτ

)λ
, η, τ, λ > 0; x > 0

1
λτ

(Typ XII) U(t) =
(
η(t

1
λ − 1)

) 1
τ

, t > 1

Burr(η, τ, λ) F (x) =
(

η
η+x−τ

)λ
, η, τ, λ > 0; x > 0

1
τ

(Typ III) U(t) =

(
η

(1−t−1)
1
λ
− η
)− 1

τ

, t > 1

F(m,n) F (x) =
∫ x

0

Γ(m+n
2 )

Γ(m2 )Γ(n2 )

(
m
n

)m/2
wm/2−1

(
1 + m

n w
)−(m+n)/2

dw, m, n > 0; x > 0
2
n

(Fisher-Snedecor) předpis pro U(t) neńı znám

InvΓ(λ, α)
F (x) =

∫ x
0

λα

Γ(α)e
−λ/ww−α−1dw, λ, α > 0; x > 0

1
α

předpis pro U(t) neńı znám

logΓ(λ, α)
F (x) =

∫ x
1

λα

Γ(α)w
−λ−1(logw)α−1dw,λ, α > 0; x > 1

1
λ

předpis pro U(t) neńı znám

Fréchet(γ)
F (x) = exp

(
−x− 1

γ

)
, γ > 0; x¿0

γ

U(t) =
(

log t
t−1

)−γ
, t > 1

tn F (x) =
∫ x
−∞

Γ(n+1
2 )√

nπΓ(n2 )

(
1 + w2

n

)−n+1
2

dw, n > 0; x ∈ R
1
n

(Studentovo) předpis pro U(t) neńı znám

Cauchy F (x) = 1
2 + 1

π arctanx; x ∈ R
1

(t1) U(t) = tan
(
π( t−1

t − 1
2

)
, t > 1
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V následuj́ıćım tvrzeńı bude ukázáno, jak lze pro Fréchetovu tř́ıdu rozděleńı vhodně
standardizovat maxima.

Tvrzeńı 3.6 Necht’ distribučńı funkce F patř́ı do Fréchetova oboru atraktivity, pak

lim
n→∞F

n(anx+ bn) = exp
(
−x− 1

γ

)

pro x > 0 při volbě
an = U(n) a bn = 0.

D̊ukaz. Vyjdeme z věty 3.31. Pro γ > 0 a x > 0 plat́ı (3.34):

lim
n→∞

U(nx)

U(n)
= xγ. (3.44)

Uvažujme lemma 2.10. Připomeňme, že z definice kvantilové funkce chvostu plyne U =(
1

1−F

)←
. Sestrojme inverzi k U(nx)

U(n)
tak, že polož́ıme x = U(ny)

U(n)
. Pak

xU(n) = U

(
1

1− F (xU(n))

)
= U(ny).

Odtud
1

1− F (xU(n))
= ny

a použijeme-li lemma 2.10, můžeme (3.44) přepsat na

lim
n→∞

1

y(n)
= lim

n→∞n{1− F (xU(n))} = x−
1
γ .

Vzhledem k větě 3.1 je limn→∞ n{1 − F (xU(n))} = − logG(x). Odtud dostáváme dis-

tribučńı funkci Fréchetova typu G(x) = exp
(
−x− 1

γ

)
, x > 0. Dále z 3.1 je

lim
n→∞F

n(xU(n)) = exp
(
−x− 1

γ

)
, x > 0.

Odtud vid́ıme, že an = U(n) a bn = 0. �

3.3.2. Obor atraktivity pro rozděleńı Gumbelova typu

Vybraná rozděleńı patř́ıćı do Gumblova oboru atraktivity jsou uvedena v tabulce 2.
Rozděleńı gamma představuje širokou tř́ıdu rozděleńı, pod kterou spadá i exponenciálńı.
To dostaneme snadno, pokud polož́ıme parametr rozděleńı gamma m = 1. Pokud zlo-
garitmujeme náhodnou veličinu s log-normálńım rozděleńım, dostaneme, jak samotný
název napov́ıdá, náhodnou veličinu, která má normálńı rozděleńı. Pomoćı log-normálńıho
rozděleńı můžeme v ekonomice modelovat např́ıklad návratnost. Pomoćı rozděleńı gamma,
log-normálńıho či Weibullova můžeme modelovat dešt’ové úhrny.

23



3.3. OBOR ATRAKTIVITY

Tabulka 2: Některá rozděleńı patř́ıćı do Gumbelova oboru atraktivity (γ = 0)

Rozděleńı Distribučńı funkce F (x) a kvantilová funkce chvostu U(t)

Weibull(λ, α)

F (x) = 1− exp
(
−
(
x
λ

)α)
, λ, α > 0; x > 0

U(t) = λ
(
− log 1

t

) 1
α , t > 1

exp(λ) F (x) = 1− exp (−λx) , λ > 0 x > 0

(Exponenciálńı) U(t) =
− log 1

t

λ , t > 1

Log-normal(σ, µ) F (x) =
∫ x

0
1√

2πσu
exp

(
− 1

2σ2 (log(u)− µ)2
)

du, σ > 0, µ ∈ R; x > 0

(Logaritmicko-normálńı) předpis pro U(t) neńı znám

Gamma(m,λ)

F (x) =
∫ x

0
λm

Γ(m) exp(−λu)um−1du, λ,m > 0; x > 0

předpis pro U(t) neńı znám

Logistické

F (x) = 1
1+e−x = 1

2 + 1
2 tanh

(
x
2

)
, x ∈ R

U(t) = log(t− 1), t > 1

24



3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT

Z následuj́ıćıch tvrzeńı plyne, jak pro Gumbelovou tř́ıdu rozděleńı vhodně standardi-
zovat maxima.

Tvrzeńı 3.7 Necht’ distribučńı funkce F patř́ı do Gumbelova oboru atraktivity, pak

lim
n→∞F

n(anx+ bn) = G0(x) = e−e
−x

plat́ı pro x ∈ R při volbě
an = h(U(n)) a bn = U(n),

kde h je neklesaj́ıćı funkce splňuj́ıćı (3.25).

D̊ukaz. [15] str. 21.

Př́ıklad 3.8 Necht’ F je distribučńı funkce standardizovaného normálńıho rozděleńı a

bn = (2 log n− log log n− log(4π))
1
2 , an =

1

bn
(3.45)

reálné posloupnosti. Pak pro x > 0

lim
n→∞n(1− F (anx+ bn)) = -logG(x) = e−x.

G(x) je tedy Gumbelova distribučńı funkce s parametrem γ = 0.

Odvozeńı. Standardizované normálńı rozděleńı má hustotu f(x) = 1√
2π
e−

x2

2 , x ∈ R. Deri-
vováńım dostaneme

− d

dx
n(1− F (anx+ bn)) = nanf(anx+ bn) =

=
n

bn

1√
2π

exp


−

(
x
bn

+ bn
)2

2


 =

= exp

(
log

n

bn
√

2π

)
exp

(
− x2

2bn
2 − x−

bn
2

2

)
=

= e(logn−log bn− 1
2

log(2π))e−
bn

2

2 e
− x2

2bn2 e−x =

= e−( bn
2

2
+log bn−logn+ 1

2
log(2π))e

− x2

2bn2 e−x

→ e−x, pro n→∞

protože

bn
2

2
+ log bn − log n+

1

2
log(2π)→ 0, − 1

2bn
2 → 0, pro n→∞.

T́ımto na základě Lebesgueovy věty o záměně limity a integrálu

n(1− F (anx+ bn)) = 1− e−( bn
2

2
+log bn−logn+ 1

2
log(2π))

∫ x

−∞
e
− u2

2bn2 e−udu

lim
n→∞n(1− F (anx+ bn)) =

∫ ∞

x
e−udu = e−x.
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3.3. OBOR ATRAKTIVITY

Na obrázku 3.5 je znázorněná konvergence standardizovaných maxim ke Gumblově dis-
tribučńı funkci, která je vyznačena červeně. Bylo nasimulováno M (1)

n ,M (2)
n . . .M (500)

n blo-
kových maxim ze standardizového normálńıho rozděleńı rozsahu n = 1000. Empirická dis-

tribučńı funkce byla sestavena ze standardizovaných maxim M
(1)
n −bn
an

, M
(2)
n −bn
an

, . . . , M
(500)
n −bn
an

.
Zelená barva pak představuje empirickou distribučńı funkci pro volbu an a bn podle (3.45).

Voĺıme-li an = h(U(n)) a bn = U(n) = F→
(
1− 1

n

)
podle tvrzeńı 3.7, pak můžeme podle

[15] str. 22 zvolit h(U(n)) = 1−F (U(n))
F ′(U(n))

. DeHaan namı́sto h použ́ıvá značeńı f . Pro takto
zvolené konstanty je empirická distribučńı funkce znázorňena modře.
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Standardizovaná maxima

 

 

empirická funkce

empirická funkce

Gumblova distribuèní funkce

Obrázek 3.5: Gumblova distribučńı funkce G0(x) (červeně). Empirická distribučńı funkce ze
standardizovaných maxim pro volbu an a bn podle (3.45) - zeleně nebo podle tvrzeńı 3.7 -
modře.

3.3.3. Obor atraktivity pro rozděleńı Weibullova typu

Některá rozděleńı patř́ıćı do Weibullovy tř́ıdy jsou uvedena v tabulce 3. Extremálńı Wei-
bullovo rozděleńı, někdy také nazývané reverzńı Weibullovo rozděleńı, je zde totožné s
rozděleńım s distribučńı funkćı Ψα podle (3.30). Obyčejné Weibullovo rozděleńı, které
se použ́ıvá ve spolehlivosti, má však nenulovou distribučńı funkci pro x > 0, respektive
F (x) = 1 − e−xα , x > 0, α > 0. Častěji totiž ve spolehlivosti pracujeme s minimem než
maximem. Toto rozděleńı vzhledem k nekonečnému pravému koncovému bodu spadá do
Gumblovy sféry. Obdobně je tomu u reverzńıho Burrova rozděleńı. Z obrázku 3.6 je patrná
určitá symetrie. Distribučńı funkce jsou v̊uči sobě pouze pootočeny.
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT

Tabulka 3: Rozděleńı patř́ıćı do Weibullova oboru atraktivity (γ < 0)

Rozděleńı Distribučńı funkce F (x) a kvantilová funkce chvostu U(t)
Index
extrémńı
hodnoty

R(a, b) F (x) = x−a
b−a , −∞ < a < b <∞; a ≤ x ≤ b

−1

(Rovnoměrné) U(t) = t−1
t (b− a) + a, t > 1

Beta(p, q)

F (x) = Γ(p+q)
Γ(p)Γ(q)

∫ x
0
up−1(1− u)q−1du, p, q > 0; 0 ≤ x ≤ 1

− 1
q

předpis pro U(t) neńı znám

Reverzńı Burr(η, τ, λ) F (x) = 1−
(

η
η+(−x)−τ

)λ
, η, τ, λ > 0; x ≤ 0

− 1
λτ

(Typ XII) U(t) = −
(
η(t

1
λ − 1)

)− 1
τ

, t > 1

Weibull(α) F (x) = e−(−x)α , α > 0; x ≤ 0

− 1
α

(extremálńı) U(t) = −
(
− log

(
1− 1

t

)) 1
α , t > 1
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Obrázek 3.6: Srovnáńı distribučńıch funkćı. Vlevo extremálńı (γ = −1) a obyčejné (γ = 0)
Weibullovo rozděleńı; α = 1. Vpravo reversńı (γ = −1) a obyčejné (γ = 1) Burrovo rozděleńı
typu XII; λ = τ = 1.

Speciálńım př́ıpadem Beta rozděleńı je rovnoměrné rozděleńı: Beta(1, 1) ≡R(0, 1).
Zaj́ımavý př́ıpad nastává pro Beta(1/2, 1/2), který vede na arcsinus rozděleńı. Toto rozděleńı
má význam pro teorii náhodné procházky. Např́ıklad rozděleńı doby, kdy symetrická
náhodná procházka nabývá vyšš́ıch hodnot než počátečńı, má základ v Beta(1/2, 1/2)
rozděleńı.

Z následuj́ıćıho tvrzeńı plyne, jak pro Weibullovu tř́ıdu rozděleńı vhodně standardizo-
vat maxima.

Tvrzeńı 3.9 Necht’ distribučńı funkce F patř́ı do Weibullova oboru atraktivity, pak

lim
n→∞F

n(anx+ bn) = e−(−x)
− 1
γ

plat́ı pro x < 0 při volbě
an = x∗ − U(n) a bn = x∗.

D̊ukaz. Podobně jako u d̊ukazu tvrzeńı 3.6 vyjdeme z věty 3.31. Pro γ < 0 a x > 0 plat́ı
(3.36):

lim
t→∞

x∗ − U(tx)

x∗ − U(t)
= xγ. (3.46)

Sestrojme inverzi k x∗−U(tx)
x∗−U(t)

tak, že polož́ıme x = x∗−U(ty)
x∗−U(t)

. Pak

x∗ − x(x∗ − U(n)) = U

(
1

1− F (x∗ − x(x∗ − U(n)))

)
= U(ny).

Odtud
1

1− F (x∗ − x(x∗ − U(n)))
= ny

a použijeme-li lemma 2.10, můžeme (3.46) přepsat na

lim
n→∞

1

y(n)
= lim

n→∞n{1− F (x∗ − x(x∗ − U(n)))} = x−
1
γ .
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT

Zřejmě x∗ − U(n) ≥ 0 pro všechna n. Vzhledem k větě 3.1 je

lim
n→∞n{1− F (x∗ + x(x∗ − U(n)))} = − logG(−x)

pro x < 0. Odtud dostáváme distribučńı funkci Weibullova typu G(x) = exp
(
−(−x)−

1
γ

)
,

x < 0. Dále z 3.1 je

lim
n→∞F

n(x∗ + x(x∗ − U(n))) = exp
(
−(−x)−

1
γ

)
, x < 0.

Odtud vid́ıme, že an = x∗ − U(n) a bn = x∗. �
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4. Metoda bootstrap
Metoda bootstrap je intenzivńı numerickou poč́ıtačovou metodou pro statistickou

analýzu dat. Jako prvńı přǐsel s touto metodou Bradley Efron v roce 1979, který se
inspiroval metodou jacknife. Jeho prvńı článek o bootstrapu [11] vyvolal velký ohlas a
našel uplatněńı v mnoha oblastech aplikaćı matematické statistiky. V prvotńıch počátćıch
byla metoda v praxi obt́ıžně využitelná kv̊uli časové náročnosti. Postupem času s vývojem
informačńıch technologíı docháźı k jej́ımu velkému rozvoji. Booststrap je v součastnosti
stále atraktivńım tématem.

Metoda bootstrap kombinuje tzv. substitučńı princip a metodu Monte Carlo. Nejprve
stručně uvedeme tyto metody. V této kapitole bylo čerpáno z [2].

4.1. Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo je numerická metoda využ́ıvaj́ıćı pseudonáhodná č́ısla. Základy této
metody se objevuj́ı v mnoha článćıch a knihách jako je [30]. Vycháźı ze zákona velkých
č́ısel. Základńı myšlenkou je odhad středńı hodnoty na základě opakováńı, respektive simu-
laćı. Snad nejjednodušš́ım prvotńım př́ıkladem je Buffonova úloha o jehle, kdy se snaž́ıme
vyč́ıslit hodnotu π na základě opakovaného házeńı jehlou. Pokus byl časově náročný a
nepřesný. S počtem pozorováńı klesá chyba a pomoćı Čebyševovy nerovnosti lze ukázat,
že chyba je úměrná 1√

n
. V dnešńı době s rozvojem informačńıch technologíı můžeme

dosáhnout daleko vyšš́ıch přesnost́ı.
Metoda má široké pole uplatněńı. Typickým využit́ım metody Monte Carlo je výpočet

integrál̊u, které jsou analyticky velmi obt́ıžně řešitelné. Pomoćı této metody také můžeme
simulovat náhodné výběry z některých rozděleńı, kde je neznámý tvar kvantilové funkce.
Jde např́ıklad o metody založené na Markovských řetězćıch viz. algoritmy Gibbs sam-
pling, Metropolis Hastings a daľśı. Tyto algoritmy lze naj́ıt např́ıklad v [2], [28]. Také ve
stochastickém programováńı a v mnoha daľśıch odvětv́ı optimalizace najde Monte Carlo
své uplatněńı. Např́ıklad můžeme stanovit interval spolehlivosti nalezeného optimalńıho
řešeńı viz. [24].

4.2. Substitučńı metoda (”Plug-in principle”)

Předpokládejme náhodný výběr X1, X2, . . . Xn o distribučńı funkci F , která je z nějaké
tř́ıdy rozděleńı pravděpodobnosti P . Neǰsirš́ı uvažovaná tř́ıda může být množina všech
distribučńıch funkćı tj. P = F . Obvykle předpokládáme, že F je prvkem parametrické
tř́ıdy rozděleńı P = {Fθ : θ ∈ Θ}, kde parametr θ je konečné dimenze. Každé θ ∈ Θ
koresponduje jednoznačně s Fθ ∈ P .

• Pokud θ ∈ Rn, n ∈ N, mluv́ıme o parametrických modelech. Např́ıklad Fθ =
{všechna rozděleńı extrémńıho typu Gγ, γ ∈ R}.

• Pokud θ ∈ Rn, kde n znač́ı nekonečnou dimenzi, mluv́ıme o neparametrických mo-
delech. Např́ıklad množina všech spojitých rozděleńı.

• Jestliže θ může být rozdělena na θ1 ∈ Rm a θ2 ∈ Rn, kde n znač́ı konečnou dimenzi a
m nekonečnou dimenzi, a chceme činit statistickou indukci o θ1, pak mluv́ıme o semi-
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parametrických modelech. Např́ıklad množina všech distribučńıch funkćı lež́ıćıch v
oboru atraktivity rozděleńı extrémńıch hodnot.

Mějme zobrazeńı τ : Θ→ R. Jestliže θ = τ(F ) je nějaká charakteristika rozděleńı, kte-
rou chceme odhadnut na základě realizace náhodného výběru, substitučńı metoda spoč́ıvá
v nahrazeńı F odhadem F̂ . Dostáváme odhad

θ̂ = τ(F̂ ).

Substitučńı metoda také funguje s empirickou distribučńı funkćı F̂n jako odhadem F .
Např́ıklad středńı hodnotu

θ = τ(F ) = E(X) =
∫
xf(x)dx =

∫
xdF (x)

odhadneme vzhledem ke schodovitosti empirické distribučńı funkce jako

θ̂ = τ(F̂ ) =
∫
xdF̂n(x) =

1

n

n∑

i=1

Xi,

kde uvedený integrál je Lebesgue-Stieltjes̊uv integrál.

4.3. Princip metody bootstrap

Naš́ım ćılem je přistoupit ke kvalitě odhadu θ̂. Zaj́ımáme se tedy o rozptyl odhadu D(θ̂),
interval spolehlivosti Iθ, vychýleńı Eθ̂− θ. V praxi tyto hodnoty většinou nejsou známy a
muśı být odhadnuty.

Dále ukážeme Monte Carlo aproximaci k vyhodnoceńı kvality odhadu θ̂. Předpokládejme,
že máme velký počet MC nezávislých náhodných výběr̊u

X i
1, X

i
2, . . . , X

i
n, i = 1, 2, . . . ,MC

ze stejného rozděleńı o stejném rozsahu n s př́ıslušnými odhady θ̂i = θ̂i(X
i
1, X

i
2, . . . , X

i
n).

F

(X1
1 , X

1
2 , . . . , X

1
n)

(X2
1 , X

2
2 , . . . , X

2
n)

(XMC
1 , XMC

2 , . . . , XMC
n )

P
θ̂1

θ̂2

θ̂MC

Obrázek 4.1: Schéma Monte Carlo

Pro dostatečně velké MC bychom mohli aproximovat hustotu rozděleńı θ pomoćı his-
togramu ze všech θ̂i, i = 1, 2, . . . ,MC. Plat́ı

D(θ̂) = lim
MC→∞

1

MC − 1

MC∑

i=1

(θ̂i − θMC)2,
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biasθ̂ = Eθ̂ − θ = lim
MC→∞

(θMC − θ),

kde θMC = 1
MC

∑MC
i=1 θ̂i.

Problémem ovšem je, že distribučńı funkci F neznáme. Proto definujme bootstrapový
náhodný výběr:

Definice 4.1 Mějme náhodný výběr X1, X2, . . . , Xn z rozděleńı o distribučńı funkci F .
Necht’ X∗1 , X

∗
2 , . . . , X

∗
n je náhodný výběr z empirické distribučńı funkce F̂n, tj. při daných

pozorováńı jsou X∗1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
n nezávislé (podmı́něně), stejně rozdělené náhodné veličiny,

z nichž každá nabývá hodnot X1, X2, . . . , Xn s pravděpodobnost́ı 1
n

. Soubor X∗1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
n

nazýváme bootstrapový výběr.

Abychom dostali poč́ıtatelnou verzi, neznámou distibučńı funkci F nahrad́ıme empiric-
kou distribučńı funkci F̂n a z ńı vygenerujeme B nezávislých bootstrapových náhodných
výběr̊u X∗,b

∗
1 , X∗,b

∗
2 , . . . , X∗,b

∗
n , b∗ = 1, 2, . . . , B. Dostaneme parametery

θ∗b∗ = θ̂b∗(X
∗,b∗
1 , X∗,b

∗
2 , . . . , X∗,b

∗
n ), b∗ = 1, 2, . . . , B.

Viz. obrázek 4.2.

F̂

(X∗,1
1 , X∗,1

2 , . . . , X∗,1
n )

(X∗,2
1 , X∗,2

2 , . . . , X∗,2
n )

(X∗,B
1 , X∗,B

2 , . . . , X∗,B
n )

P̂
θ̂∗1
θ̂∗2

θ̂∗B

Obrázek 4.2: Schéma bootstrap

Počet všech r̊uzných bootstrapových výběr̊u je
(

2n−1
n
)

. Jedná se o kombinace s opa-

kováńım. Např́ıklad již pro n = 20 dostáváme 6.8923 · 1010 možnost́ı. Proto uvažovat
všechny bootstrapové výběry je možné jen pro výběry velmi malého rozsahu. Pro rozsáhleǰśı
výběry je potřeba aplikovat metodu Monte Carlo, kdy generujeme libovolný počet B bo-
otstrapových náhodných výběr̊u. Dostaneme odhady

D̂(θ̂) = lim
B→∞

1

B − 1

B∑

b∗=1

(θ̂∗b∗ − θ∗B)2 = D∗(θ̂
∗),

b̂iasθ̂ = lim
B→∞

(θ∗B − θ̂) = bias∗(θ̂∗),

kde θ∗B = 1
B

∑B
i=1 θ̂

∗
i .
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Model

Rozděleńı

Náhodný výběr

Parametr

Odhad

P
F

X∗
1 , . . . , X

∗
n

X1, . . . , Xn

θ = θ(F )

θ̂ = θ̂(X1, . . . , Xn) = θ(F̂n) θ̂ = θ̂(X∗
1 , . . . , X

∗
n) = θ(F̂ ∗

n)

θ̂ = θ(F̂ )

F̂n

P̂

Původńı model Bootstrap

Tabulka 4.1: Vztah mezi p̊uvodńım modelem a jeho aproximaćı metodou bootstrap. F̂ ∗n
zde představuje empirickou distribučńı funkci bootstrapového náhodného výběru.

Výše popsaná metoda je neparametrická. Pokud bychom předpokládali parametrický
model

P = {Fθ : θ ∈ Θ},
pak je vhodněǰśı opomenout empirickou distribučńı funkci a pomoćı Monte Carla simulo-
vat náhodné výběry př́ımo z této tř́ıdy rozděleńı. Mluv́ıme o takzvaném parametrickém
bootstrapu. Zajisté, pokud je analytický výsledek znám, bootstrap postrádá smysl.

Pomoćı metody bootstrap můžeme dále např́ıklad konstruovat intervaly spolehlivost́ı
odhad̊u a neparametricky testovat některé statistické hypotézy. Podrobněji v [12].
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5. Odhady indexu extrémńı hodnoty
Hlavńım předmětem statistiky extrémńıch hodnot je předpov́ıdáńı vzácných (zř́ıdka se

vyskytuj́ıćıch) jev̊u, které mohou být dokonce za hranićı dostupných pozorováńı. K tomu
je primárně potřeba co nejkvalitněǰśı odhad parametru tvaru tj. indexu extrémńı hodnoty
γ.

Nejprve bude uvedena prahová metoda maximálńı věrohodnosti, která vycháźı z ma-
ximalizace věrohodnostńı funkce zobecněného Paretova rozděleńı. Dále uvedeme několik
semi-parametrických metod včetně Pickandsova odhadu, který bude popsán pouze stručně.
Metody nepředpokládaj́ı konkrétńı rozděleńı náhodného výběru, ale rozsáhleǰśı tř́ıdu roz-
děleńı pravděpodobnosti tj. F ∈ D(G). Všechny tyto metody jsou založeny na úvahách
o největš́ıch pořadových statistikách a substitučńı metodě popsané v sekci 4.2. Sd́ıĺı
ovšem jeden velký společný problém, kterým je správná volba takzvané prahové statistiky.
Otázkou je, která pozorováńı považovat za velká.

5.1. Metoda maximálńı věrohodnosti (γ > −1
2)

Uvažujme tř́ıdu distribučńıch funkćı splňuj́ıćıch F ∈ D(Gγ), γ ∈ R a posloupnost stejně
rozdělených náhodných veličin X1, X2, . . . , Xn o této distribučńı funkci F . Pro stanoveńı
odhadu γ pomoćı metody maximálńı věrohodnosti je potřebné následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.1 Necht’ h je kladná neklesaj́ıćı funkce splňuj́ıćı (3.25), pak náhodná veličina
X−t
h(t)

má za podmı́nky X > t pro t ↑ x∗ zobecněné Paretovo rozděleńı pravděpodobnosti s
distribučńı funkćı

Hγ(x) =

{
1− (1 + γx)−1/γ, 0 < x < (sup(0,−γ))−1, γ 6= 0,
1− e−x, 0 < x <∞, γ = 0.

D̊ukaz. Z (3.25) dostaneme

lim
t↑x∗

1− F (t+ xh(t))

1− F (t)
= lim

t↑x∗
P (X > t+ xh(t))

P (X > t)
= (1 + γx)−

1
γ (5.1)

pro γ 6= 0 a pro všechna x splňuj́ıćı nerovnost 1 + γx > 0. Pro xh(t) > 0 zřejmě plat́ı

P (X > t+ xh(t)) = P (X > t+ xh(t), X > t).

T́ımto z (5.1)

lim
t↑x∗

P
(
X−t
h(t)

> x,X > t
)

P (X > t)
= lim

t↑x∗
P

(
X − t
h(t)

> x

∣∣∣∣∣X > t

)
= (1 + γx)−

1
γ = 1−Hγ(x)

pro všechna x : 1 + γx > 0 ∧ x > 0, respektive

• γ > 0⇒ (
x > −1

γ
∧ x > 0

)
⇒ x ∈ (0,∞),
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• γ < 0⇒ (
x < −1

γ
∧ x > 0

)
⇒ x ∈

(
0,−1

γ

)
,

V př́ıpadě, že γ = 0, je pravá strana rovnice (5.1) nahrazena výrazem e−x pro x ∈ (0,∞).
�

Tvrzeńı (5.1) nám poskytuje informaci o tom, že velká pozorováńı maj́ı přibližně
zobecněné Paretovo (GP) rozděleńı. Tato tř́ıda rozděleńı je parametrizována jedńım pa-
rametrem γ. K odvozeńı jeho odhadu se nab́ıźı možnost použ́ıt na upravená největš́ı pozo-
rováńı metodu maximálńı věrohodnosti a využ́ıt přitom zobecněného Paretova rozděleńı
jako model.

Lemma 5.2 Necht’ X,X1, X2, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı F
a X1,n, X2,n, . . . , Xn,n je jeho uspořádaný náhodný výběr rozsahu n. Pak pro Xn−k,n = t,
kde k = 1, . . . , n − 1, je sdružené rozděleńı veličin (Xn−k+1,n, Xn−k+2,n, . . . , Xn,n) rovno
sdruženému rozděleńı uspořádanému náhodnému výběru (X∗1,k, X

∗
2,k, . . . , X

∗
k,k) s distribučńı

funkćı

FX∗(x) = P (X ≤ x|X > t) =
P (X ≤ x,X > t)

P (X > t)
=
F (x)− F (t)

1− F (t)
, x > t. (5.2)

D̊ukaz. Viz. [15].
Na základě lemmatu 5.2 jsme schopni ekvivalentně nahradit největš́ı pozorováńı

(Xn−k,n, Xn−k+1,n, . . . , Xn,n)

nezávislými veličinami

(Z1, Z2, . . . , Zk) = (Xn−k+1,n −Xn−k,n, Xn−k+2,n −Xn−k,n, . . . , Xn,n −Xn−k,n),

které vzhledem k (5.2) a t = Xn−k,n maj́ı distribučńı funkci

FZ(t+ x) = P (X − t ≤ x|X > t) =
F (x+ t)− F (t)

1− F (t)
, x > 0.

Nyńı sestav́ıme věrohodnostńı funkci pro Z1, Z2, . . . , Zk a následně ji maximalizujeme
pro reálné parametry σ > 0, γ. Rozlǐsme př́ıpady, kdy

a) γ 6= 0
K sestaveńı věrohodnostńı funkce potřebujeme hustotu zobecněného Paretova rozděleńı

hγ,σ(z) =
∂Hγ(

z
σ
)

∂z
=
∂(1− (1 + γ

σ
z)−1/γ)

∂z
=

1

σ

(
1 +

γ

σ
z
)− 1

γ
−1

,

kde σ > 0. Sdružené rozděleńı veličin Z1, Z2, . . . , Zk je pak tvaru

hγ,σ(z) =
k∏

i=1

hγ,σ(zi, γ, σ) =
k∏

i=1

1

σ

(
1 +

γ

σ
zi

)− 1
γ
−1

.

Všimněme si, že pro γ
σ
→ − 1

zi
je mocněnec

(
1 + γ

σ
zi
)

= 0, a pro γ < −1 mocnitel(
− 1
γ
− 1

)
< 0.Proto se dále omezme pouze na oblast (γ, σ) ∈

(
−1

2
,∞

)
× (0,∞).

Hodnoty γ ∈ (−1,−1/2] nebudeme uvažovat kv̊uli numerické stabilitě.
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)

Dále urč́ıme logaritmickou věrohodnostńı funkci

l(z, γ, σ) = log hγ,σ(z) =
k∑

i=1

log

(
1

σ

(
1 +

γ

σ
zi

)− 1
γ
−1
)

=

=
k∑

i=1

log
1

σ
+

(
−1

γ
− 1

)
log

(
1 +

γ

σ
zi

)
.

Protože logaritmus je rostoućı funkce, logaritmická věrohodnostńı funkce l(z, γ, σ)
dosahuje svého maxima pro stejná γ a σ jako sdružená hustota hγ,σ(z). Tedy hγ,σ(z)

je maximálńı právě tehdy, když ∂l(z,γ,σ)
∂γ

= 0, a ∂l(z,γ,σ)
∂σ

= 0. Derivaćı logaritmické
věrohodnostńı funkce dostáváme

∂l(z, γ, σ)

∂γ
=

k∑

i=1

1

γ2
log

(
1 +

γ

σ
zi

)
− 1

γ

σ

γzi + σ

zi
σ
− σ

γzi + σ

zi
σ

=

=
k∑

i=1

1

γ2
log

(
γ

σ
zi + 1

)
−
(

1

γ
+ 1

)(
zi
σ

1 + γ
σ
zi

)
= 0,

∂l(z, γ, σ)

∂σ
= − 1

σ
+

k∑

i=1

−1

γ

(
σ

γzi + σ
· −γ
σ2
zi

)
+

σ

γzi + σ

γ

σ2
zi =

= − 1

σ
+

k∑

i=1

(
1

γ
+ 1

) γ
σ2 zi

γ
σ
zi + 1

= 0.

Odtud

k∑

i=1

1

γ2
log

(
γ

σ
zi + 1

)
−

k∑

i=1

(
1

γ
+ 1

)(
zi
σ

1 + γ
σ
zi

)
= 0 (5.3)

k∑

i=1

(
1

γ
+ 1

) γ
σ2 zi

γ
σ
zi + 1

=
1

σ
(5.4)

Vynásob́ıme-li (5.4) výrazem σ
γ

a dosad́ıme do (5.3) dostáváme

k∑

i=1

1

γ2
log

(
γ

σ
zi + 1

)
− 1

γ
= 0,

k∑

i=1

(
1

γ
+ 1

)
zi
σ

γ
σ
zi + 1

=
1

γ
.

T́ımto dostáváme soustavu dvou nelinárńıch rovnic

k∑

i=1

log
(
γ

σ
zi + 1

)
= γ, (5.5)

k∑

i=1

zi
σ

γ
σ
zi + 1

=
1

γ + 1
, (5.6)

které je potřeba numericky řešit pro neznámé parametry γ, σ. Nalezené řešeńı této
soustavy vede na maximálně věrohodné odhady a znač́ıme γ̂MLE, σ̂MLE.
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b) γ = 0. Sdružená hustota

hσ(z) =
k∏

i=1

h(zi, σ) =
k∏

i=1

1

σ
e−

zi
σ

a k ńı logaritmická věrohodnostńı funkce

l(z, σ) =
k∑

i=1

log
1

σ
+ log e−

zi
σ = k log

1

σ
−

k∑

i=1

zi
σ
.

Řešeńım
∂l(z, σ)

∂σ
= −k 1

σ
+

1

σ2

k∑

i=1

zi = 0,

dostáváme

σ =
1

k

k∑

i=1

zi =
1

k

k∑

i=1

xn−i+1,n − xn−k,n.

5.1.1. Vlastnosti maximálně věrohodného odhadu

Soustavu nelineárńıch rovnic (5.5) je v praxi potřeba vyřešit pro každé k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.
Jednou z možnost́ı řešeńı je využit́ı matlabovské funkce fsolve pro systém nelineárńıch
rovnic. Tato iteračńı metoda vyžaduje vhodné určeńı počátečńıho bodu a mohou nastat
problémy s konvergenćı k řešeńı. Mnohem výhodněǰśı je využ́ıt matlabovskou funkci gp-
fit, která je určena př́ımo pro odhady parametr̊u γ, σ zobecněného Paretova rozděleńı.
Tato funkce využ́ıvá metodu nelineárńı optimalizace, která je obecně bez omezeńı účelové
funkce. Jmenovitě se jedná o simplex search metodu, pro kterou neńı potřeba numericky
nebo analyticky poč́ıtat gradient. Jako startovaćı bod algoritmu se využ́ıvá momentových
odhad̊u parametr̊u γ, σ pro zobecněné Paretovo rozděleńı. Podrobněji o těchto funkćıch a
metodách v [20].

Odhad je závislý na volbě prahového indexu k. Správná volba tohoto indexu je pod-
statná pro praktické použit́ı tohoto odhadu. Voĺıme-li k př́ılǐs malé, roste rozptyl odhadu.
Naopak voĺıme-li k př́ılǐs velké, klesá rozptyl, ale roste vychýleńı odhadu. Nav́ıc konver-
gence k zobecněnému Paretovu rozděleńı může být někdy velmi pomalá. Vı́ce o volbě k
pro věrohodný odhad napřiklad v [6].

Z obrázku 5.1 lze pozorovat rostoućı vychýleńı. Nejmenš́ı středńı kvadratická chyba
byla vypočtena pro k = 136. Dolńı část obrázku znázorňuje přesnost odhadu indexu
extrémńı hodnoty na Fréchetově rozděleńı.

Věrohodný odhad je konzistentńım odhadem parametru γ pro k, n → ∞, k
n
→ 0.

Rovněž je invariantńı v̊uči změně měř́ıtka i posunut́ı. Za určitých předpoklad̊u je asympto-
ticky normálńı viz. [15] str. 92.
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Obrázek 5.1: Pr̊uměrný maximálně věrohodný odhad parametru γ na simulovaných datech o
rozsahu n = 1000 z rozděleńı Burr(1, 0.5, 2) (typ XII) s parametrem tvaru γ = 1 (vlevo nahoře).
Středńı kvadratická chyba odhadu (vpravo nahoře). Charakteristiky rozděleńı Fréchetova typu
pro γ̂MLE(k) = 1.124, k = 136 a teoretickou hodnotu γ = 1 (dole). Počet opakováńı MC = 500.
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5.2. Hill̊uv odhad

Necht’ X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s distribučńı funkćı
splňuj́ıćı F ∈ D(Gγ), γ > 0, a ćılem je odhadnout index extrémńı hodnoty γ. Pak
nejznáměǰśım odhadem γ je Hill̊uv odhad γ̂H z roku 1975 [16]:

γ̂H(k) =
1

k

k∑

i=1

logXn−i+1,n − logXn−k,n. (5.7)

Zavést Hill̊uv odhad lze v́ıce zp̊usoby. Můžeme např́ıklad vyj́ıt z kvantilového grafu pro
Paretovo rozděleńı viz. [5] str. 101. Zde vyjdeme z (3.39):

γ = lim
t→∞

E(logX − log t|X > t) = lim
t→∞

∫∞
t (log x− log t)dF (x)

1− F (t))
, (5.8)

kde uvedený integrál je Lebesgue–Stieltjes̊uv integrál viz. [29] str. 163. Nahrad’me para-
metr t k-tou nejvyšš́ı pořadovou statistikou Xn−k,n, přičemž voĺıme k = k(n) tak, aby

k →∞, k
n
→ 0 pro n→∞. Dále, když F nahrad́ıme empirickou distribučńı funkćı F̂n(x)

podle definice (2.14), z (5.8) dostaneme

γ̂H : =

∫∞
Xn−k,n(log x− logXn−k,n)dF̂n(x)

1− F̂n(Xn−k,n))
=

=

∫∞
Xn−k,n log xdF̂n(x)− logXn−k,n

∫∞
Xn−k,n dF̂n(x)

1− n−k
n

=

=
(
∫Xn,n
Xn−k,n log xdF̂n(x) +

∫∞
Xn,n

log xdF̂n(x))− logXn−k,n(
∫Xn,n
Xn−k,n dF̂n(x) +

∫∞
Xn,n

dF̂n(x))
n−n+k

n

=

=
(
∑k
i=1

1
n

logXn−i+1,n + 0)− logXn−k,n( k
n

+ 0)
k
n

=

=
1

k

k∑

i=1

logXn−i+1,n − logXn−k,n.

5.2.1. Vlastnosti Hillova odhadu

Věta 5.1 Předpokládejme náhodný výběr X1, X2, . . . , Xn z distribučńı funkce F ∈ D(Gγ),
γ > 0, potom pro n→∞, k →∞, k

n
→ 0 plat́ı

γ̂H
P→ γ

D̊ukaz [15] str. 70.

Věta 5.2 Předpokládejme náhodný výběr X1, X2, . . . , Xn z distribučńı funkce F ∈ D(Gγ),
γ > 0. Dále předpokládejme, že kvantilová funkce U k funkci F splňuje pro nějaké ρ ≤
≤ 0 a funkci A, která neměńı znaménko a limt→∞A(t) = 0, podmı́nku (3.40). Potom pro
n→∞, k →∞, k

n
→ 0 plat́ı

√
k(γ̂H − γ)

D→ N

(
λ

1− ρ, γ
2

)
,
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kde

λ = lim
n→∞

√
kA

(
n

k

)
.

D̊ukaz [15] str. 74.

• Z věty 5.1 plyne, že za uvedených předpoklad̊u je Hill̊uv odhad konzistentńım od-
hadem γ.

• Pokud na distribučńı funkci náhodného výběru nav́ıc klademe podmı́nku druhého
druhu (tj. za předpokladu věty 3.6), pak vzhledem k větě 5.2 má

√
k(γ̂H − γ)

asymptoticky normálńı rozděleńı. Tato vlastnost bývá základem pro sestaveńı inter-
valu spolehlivosti pro γ̂H(k) a optimálńı volbu prahu k.

• Pro každou volbu k dostáváme jiný odhad γ. Otázka správné volby k je podstatná
pro praktické použit́ı tohoto odhadu. Voĺıme-li k př́ılǐs malé, odhad je poč́ıtan z mála
pozorováńı a roste rozptyl odhadu. Naopak voĺıme-li k př́ılǐs velké, klesá rozptyl, ale
roste vychýleńı odhadu viz. ilustrativńı obrázek 5.2.

Obrázek 5.2: Př́ıklad výchýleńı a rozptylu Hillova odhadu v závislosti na k [8].

• Zat́ımco rozptyl statistiky
√
k(γ̂H − γ) je asymptoticky roven γ2, asymptotické

vychýleńı záviśı na parametru druhého druhu ρ. Obrázek 5.3 ilustruje vychýleńı
Hillova odhadu v závislosti na parametru ρ pro Burrovo rozděleńı typu XII. Byly
vygenerovány čtyři náhodné výběry rozsahu 1000 pro r̊uzné hodnoty ρ. V př́ıpadě
rovnosti parametru ρ dostaneme identické odhady pro k = 1, 2, . . . n− 1.
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Obrázek 5.3: Hill̊uv odhad pro r̊uzné hodnoty ρ na simulovaných datech o rozsahu n = 1000 z
rozděleńı Burr(1,−ρ, 1

−ργ ) (typ XII) s parametrem tvaru γ = 1
2 .

• Hill̊uv odhad je invariantńı v̊uči změně měř́ıtka. Neńı však invariantńı v̊uči posunut́ı
stejně jako mnoho daľśıch odhad̊u založených na logaritmické transformaci dat.
Na obrázku 5.4 je Hill̊uv odhad pro simulovaná data posunuta o konstanty +1,+2
(červeně), př́ıpadně -1,-2 (zeleně). Odhad bez posunut́ı je vyznačen modře.

Pokud chceme zajistit invarianci v̊uči posunut́ı, je potřeba odhad modifikovat. Např́ıklad
podle [13] se zavád́ı daľśı pořadový index kin, kin < k, který vede na modifikovaný
Hill̊uv odhad

γ̂Hm(kin, k) =
1

kin

kin∑

j=1

log
Xn−j+1,n − logXn−k,n
Xn−kin,n − logXn−k,n

.

Lze ukázat, že pro n → ∞, k → ∞, kin → ∞, k
n
→ 0, kin

n
→ 0 je γ̂Hm(kin, k)

konzistentńı. Podrobněji jak volit kin je uvedeno v [13].

• Podle [3] (Corollary 1) je Hill̊uv odhad konzistentńı i pro závislá data jako je ARMA
a ARCH proces. Hill̊uv odhad v souvislosti s ARMA procesem je studován v [18].
Obecně o stochastických procesech v [4].
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Obrázek 5.4: Hill̊uv odhad na r̊uzně posunutých simulovaných datech ze zobecněného Paretova
rozděleńı o rozsahu n = 10000 s parametrem tvaru γ = 1

2 .

5.2.2. Optimálńı prahový index k0

Optimálńı prah

Obvyklým př́ıstupem k optimalizačńımu problému ve statistice je požadavek minimálńı
středńı kvadratické chyby. V našem př́ıpadě bychom rádi volili

k0(n) = arg min
1≤k<n

E(γ̂H(k)− γ)2

neboli

{k0 = k ∈ [1, n) : MSE(γ̂H(k)) = bias2(γ̂H(k))−D(γ̂H(k)) je minimálńı}. (5.9)

Poznámka. V následuj́ıćım tvrzeńı ukážeme, že středńı kvadratickou chybu lze rozložit na
vychýleńı a rozptyl.

Tvrzeńı 5.3 Bud’ θ̂ odhadem parametru θ, potom středńı kvadratická chyba

E(θ̂ − γ)2 = D(θ̂) + (Eθ̂ − θ)2.

D̊ukaz.

MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)2 = E(θ̂ − Eθ̂ + Eθ̂ − θ)2 =

= E[(θ̂ − Eθ̂)2 + 2(θ̂ − Eθ̂)(Eθ̂ − θ) + (Eθ̂ − θ)2] =

= E(θ̂ − Eθ̂)2 + 2E(θ̂ − Eθ̂)(Eθ̂ − θ) + E(Eθ̂ − θ)2 =

= D(θ̂) + 2E[(θ̂ − Eθ̂)(Eθ̂ − θ)] + E(Eθ̂ − θ)2 = D(θ̂) + (Eθ̂ − θ)2 =

= D(θ̂) + bias2(θ̂).
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Přitom

E[(θ̂ − Eθ̂)(Eθ̂ − θ)] = E(θ̂Eθ̂ − θθ̂ − Eθ̂Eθ̂ + θEθ̂) =

= Eθ̂Eθ̂ − θEθ̂ − Eθ̂Eθ̂ + θEθ̂ = 0.

�
Středńı kvadratická chyba MSE (podle (5.9)) obecně nemuśı existovat. Připomeňme, že

předpokládáme γ > 0 a podmı́nku atraktivity F ∈ D(Gγ). Předpokládejme nav́ıc, že pro
nějaké ρ ≤ 0 a funkci A, která neměńı znaménko a limt→∞A(t) = 0, je splněna podmı́nka
druhého druhu (podmı́nka (3.40)). Potom konvergenci z věty 5.2 můžeme pomoćı lineárńı
transformace standardizovaného normálńıho rozděleńı N ∼ N(0, 1) přepsat na

√
k(γ̂H − γ)

D→ λ

1− ρ + γN,

kde λ = limn→∞
√
kA

(
n
k

)
. Odtud se nab́ıźı ve dvou kroćıch aproximovat

γ̂H − γ ≈
γN√
k

+
λ

(1− ρ)
√
k
≈ γN√

k
+

A
(
n
k

)

(1− ρ)
. (5.10)

Nyńı můžeme odhadnout vychýleńı

bias(k, n) = E(γ̂H − γ) ≈ E


γN√

k
+

A
(
n
k

)

(1− ρ)


 =

A
(
n
k

)

1− ρ , (5.11)

a asymptotickou středńı kvadratickou chybu

E(γ̂H − γ)2 ≈ E


γN√

k
+

A
(
n
k

)

(1− ρ)




2

= E
γ2N2

k
+ 2

γ√
k

A
(
n
k

)

(1− ρ)
E(N) + E

A2
(
n
k

)

(1− ρ)2
. (5.12)

Prostředńı člen se vyruš́ı, nebot’ středńı hodnota standardizovaného normálńıho rozděleńı
E(N) je rovna nule. Středńı hodnota E(N2) = D(N). Z (5.12) dostáváme odhad asympto-
tické středńı kvadratické chyby

AMSE(k, n) = E(γ̂H − γ)2 ≈

γ

2

k
+

A2
(
n
k

)

(1− ρ)2


 ,

která je závislá na velikosti náhodného výběru n a volbě indexu prahové statistiky k. Nyńı
konečně můžeme definovat optimálńı prahový index jako

k0(n) = arg min
1≤k<n

AMSE(k, n).

Analytický vztah pro k0(n) je komplikovaný a v praxi nepoužitelný, protože záviśı na
několika neznámých parametrech. Lze jej nalézt např́ıklad v [10]. Než přejdeme k samotné
bootstrap proceduře, muśıme nav́ıc předpokládat speciálńı tvar funkce

A(t) = Ctρ, C 6= 0, ρ < 0, (5.13)

která vyhovuje podmı́nce druhého druhu (tj. plat́ı (3.40)). Tento předpoklad je velmi
častý v aplikaćıch teorie extrémńıch hodnot viz [15]. Toto zjednodušeńı ale neńı př́ıpustné
pro ρ = 0.
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Odhad optimálńıho prahového indexu k0 pomoćı metody bootstrap

Existuje v́ıce př́ıstup̊u, jak k0 odhadnout. Uvedeme jeden z možných algoritmů popsaný
v [14].

Distribučńı funkci F náhodného výběru X1, X2, . . . , Xn neznáme. Použijeme empiric-
kou distribučńı funkci F̂ jako odhad F . Uvažujme bootstrapový výběr X∗1 , X

∗
2 , . . . , X

∗
n1

,

n1 < n, z rozděleńı o empirické distribučńı funkci F̂ . Hill̊uv odhad z tohoto bootstrapového
výběru označme γ̂∗n1,H

.
Dále označme nějakou počátečńı hodnotu prahového indexu k jako kaux. Index aux

znač́ı, že se jedná o pomocnou hodnotu. Požadujeme, aby odhad γ̂H(kaux) byl konzistentńı
tj. kaux → ∞, kaux

n
→ 0. Pro γ̂∗n1,H

dostaneme bootstrapový odhad středńı kvadratické
chyby

MSE∗(n1, k1) = E(γ̂∗n1,H
(k1)− γ̂H(kaux))

2 (5.14)

pro 1 ≤ k1 < n1. Statistika γ̂H(kaux) zde hraje jakousi referenčńı roli.
Z článku [7] za platnosti (5.13) pro k1 →∞, k1

n1
→ 0 plat́ı

k∗0,n1

k0(n)

(
n1

n

) −2ρ
2ρ−1 P→ 1, (5.15)

kde k∗0,n1
minimalizuje bootstrapový odhad středńı kvadratické chyby tj.

k∗0,n1
= arg min

1≤k1<n1

MSE∗(n1, k1). (5.16)

Z (5.15) můžeme odhadnout

k0(n) ≈ k∗0,n1

(
n1

n

) −2ρ
2ρ−1

.

Odtud dostaneme odhad, který je závislý na parametru druhého druhu ρ. Abychom ji
odstranili, budeme uvažovat daľśı bootstrapový náhodný výběr rozsahu n2 < n z rozděleńı
o empirické distribučńı funkci F̂ . Dostaneme

k∗0,n2
= arg min

1≤k2<n2

MSE∗(n2, k2), k0(n) ≈ k∗0,n2

(
n2

n

) −2ρ
2ρ−1

.

Odtud

k0(n) =
[k0(n)]2

k0(n)
≈ [k∗0,n1

]2

k∗0,n2

(
n2

1

n2

) −2ρ
2ρ−1

(
n2

n

) −2ρ
2ρ−1

=
[k∗0,n1

]2

k∗0,n2

(
n2

1

n2

n

n2

) −2ρ
2ρ−1

.

Pokud zvoĺıme n2 =
n2

1

n
, k0(n) na ρ nebude záviset. Konečně pomoćı dvojtého bootstrapu

dostáváme odhad optimálńıho indexu prahové statistiky

k̂0(n) = k̂0(n; kaux, n1) =
[k∗0,n1

]2

k∗
0,n2

1/n

, (5.17)

který záviśı na volbě n1 a kaux.
Na začátku byl problém volby pouze jednoho parametru k. Problém jsme převedli

na dva nové neznámé parametry kaux a n1. Otázka je, zda se t́ımto úloha ještě v́ıce
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5. ODHADY INDEXU EXTRÉMNÍ HODNOTY

nezkomplikovala. Ješte před t́ım než navrhneme volbu těchto parametr̊u, ukážeme jejich
vliv na k̂0(n1, kaux) na simulovaných datech.

Na obrázku 5.5 je znázorněna citlivost odhadu k̂0(n) na volbu kaux a n1 pro Burrovo
rozděleńı s parametry γ = 1, ρ = −0.5 a pro zobecněné Paretovo rozděleńı s parametrem
tvaru γ = 0.5. Byl zvolen rozsah náhodných výběr̊u n = 1000, počet bootstrapových
výběr̊u n∗ = 250, hodnoty indexu počátečńı prahové statistiky kaux = 10, kaux = 2

√
n =

63, kaux = 100 a rozsah bootstrapového náhodného výběru n1 = 50, 60, 70, . . . , 1000.
Aby byla sńıžena variabilita odhadu, simulace byla opakována 1000 krát. Do grafu jsou
vynášeny pr̊uměrné hodnoty

k̂0 =
1

1000

1000∑

i=1

k̂0i

a odmocnina ze středńı kvadratické chyby

RMSE =

√√√√ 1

1000

1000∑

i=1

(k̂0i − k0)2.

Správné hodnoty k0 byly zjǐstěny rovněž na základě simulace Monte Carlo. Viz. simulačńı
program uvedený v př́ıloze.
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Obrázek 5.5: k̂0(n) v závislosti na kaux a n1 (vlevo) na datech z: a) Burr(1,−ρ, 1
−ργ ) (typ XII)

s ρ = −0.5 a parametrem tvaru γ = 1 (nahoře) b) GP(0.5) s parametrem tvaru γ = 0.5 (dole).
Středńı kvadratická chyba RMSE (vpravo).

Obdobně byla studována daľśı rozděleńı s těžš́ımi chvosty. Na základě těchto studíı
můžeme usoudit, že volba hodnoty n1 na odhad téměř nemá vliv. Středńı kvadratická
chyba je totiž přibližně konstantńı pro r̊uzné hodnoty n1. Záviśı ale na volbě kaux. Drees
a Kaufmann voĺı v [10] kaux = 2

√
n. Daľśım řešeńım by mohlo být zavedeńı daľśı metody,

která by opět volila kaux adaptivně nebo uvažovat jiný tvar výrazu (5.16) viz. [7].
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5.2. HILLŮV ODHAD

Na základě 5.11 můžeme podle [14] pomoćı bootstrapu odhadnout vychýleńı:

b̂iasn1
(γ̂H(k)) =

[b̂ias
∗
n1

(k)]2

b̂ias
∗
n2

(k)
, 1 ≤ k < n2, n2 =

n2
1

n
,

kde
b̂ias

∗
ni

(k) = E(γ̂∗ni,H(k)− γ̂H(kaux)), i = 1, 2.

Hill̊uv odhad pak lze opravit o vychýleńı tak, že polož́ıme

γ̂CH(k) = γ̂H(k)− b̂iasn1
(γ̂H(k)), 1 ≤ k < n2.

Na obrázku 5.6 je znázorněna oprava vychýleńı pomoćı metody bootstrap pro Burrovo
rozděleńı. Byl zvolen rozsah náhodných výběr̊u n = 1000, počet bootstrapových výběr̊u
n∗ = 250, kaux = 63 a rozsah bootstrapového náhodného výběru n1 = 975. Simulace byla
opakována 1000 krát. Lze pozorovat zlepšeńı vychýleńı, ale výsledek stále neńı ideálńı.
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Obrázek 5.6: Pr̊uměrný Hill̊uv odhad a pr̊uměrný opravený Hill̊uv odhad γ̂CH na simulovaných
datech rozsahu n = 1000 z rozděleńı Burr(1,−ρ, 1

−ργ ) (typ XII) s parametrem tvaru γ = 2 a
ρ = −0.5.
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5.3. Momentový odhad

Se samotným Hillovým odhadem nevystač́ıme, pokud obecně uvažujeme γ ∈ R. V př́ıpadě,
kdy γ ≤ 0, je pravý koncový bod x∗ ≤ 0 a logaritmus pro takové hodnoty neńı definovan.
Tento problém bychom mohli řešit jednoduchým posunut́ım pozorováńı o kladnou kon-
stantu. Je ovšem třeba jisté opatrnosti, protože samotný Hill̊uv odhad neńı invariantńı
v̊uči posunut́ı. V tomto př́ıpadě je třeba zavést nový obecněǰśı odhad, který vycháźı z
Hillova odhadu.

Abychom mohli zavést momentový odhad (vzah (5.26)), muśıme klást obdobné podmı́nky
jako pro Hill̊uv odhad. Pro náhodný výběr s distribučńı funkćı F požadujeme, aby pravý
koncový bod x∗ > 0 a byla splněna podmı́nka atraktivity tj. F ∈ D(Gγ), γ ∈ R. Potom z
věty 3.3 pro x > 0 a vhodnou kladnou funkci a(t) plat́ı

lim
t→∞

U(tx)− U(t)

a(t)
= Dγ(x) =

{
xγ−1
γ
, γ 6= 0,

log x, γ = 0.
(5.18)

Nyńı rozlǐsme dva př́ıpady:

a) Uváž́ıme-li γ ≤ 0, pak z (3.37)

lim
t→∞

U(tx)

U(t)
= 1 x > 0

a použijeme-li logaritmus, můžeme ekvivalentně psát

lim
t→∞

(logU(tx)− logU(t)) = 0.

Limitu z (5.18) pro γ ≤ 0 uprav́ıme na

lim
t→∞

U(tx)
U(t)
− 1

a(t)
U(t)

= lim
t→∞

logU(tx)− logU(t)
a(t)
U(t)

=

{
xγ−1
γ
, γ < 0,

log x, γ = 0.
(5.19)

b) Uváž́ıme-li γ > 0, pak z (3.34)

lim
t→∞

U(tx)

U(t)
= xγ, x > 0

a použijeme-li logaritmus

lim
t→∞

logU(tx)− logU(t)

γ
= log x. (5.20)

Pokud ještě uváž́ıme (vztah (3.35)) γ = limt→∞
a(t)
U(t)

, přeṕı̌seme (5.20) na

lim
t→∞

logU(tx)− logU(t)
a(t)
U(t)

= log x. (5.21)
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Ze vztah̊u (5.19) a (5.21) dostaneme pro nějakou ,,velkou” hodnotu t aproximaci

logU(tx)− logU(t) ≈




a(t)
U(t)

xγ−1
γ
, γ < 0,

a(t)
U(t)

log x, γ ≥ 0.
(5.22)

Dále definujme j-tý moment M (j)
n jako odhad limt→∞ E((logX − log t)j|X > t) pro

j = 1, 2, . . .

M (j)
n (k) =

1

k

k∑

i=1

(logXn−i+1,n − logXn−k,n)j. (5.23)

Vid́ıme, že pro j = 1 je M (1)
n (k) roven Hillovu odhadu γ̂H . Dále podle [5] vzhledem

k vlastnostem empirické distribučńı funkce můžeme odhadnout Û
(
n+1
k+1

)
= Xn−k,n a

Û
(
n+1
i

)
= Xn−i+1,n pro nějaké i ∈ {1, 2, . . . , k}. T́ımto lze na

logXn−i+1,n − logXn−k,n = log Û
(
n+ 1

i

)
− log Û

(
n+ 1

k + 1

)

pohĺıžet jako na odhad výrazu

logU
(
n+ 1

i

)
− logU

(
n+ 1

k + 1

)
= logU

((
n+ 1

k + 1

)(
k + 1

i

))
− logU

(
n+ 1

k + 1

)
.

Pokud dosad́ıme t = n+1
k+1

, x = k+1
i

do (5.22) a uváž́ıme n
k
→ ∞, pak pro nějaké i ∈

{1, 2, . . . , k}

logXn−i+1,n − logXn−k,n ≈





a(n+1
k+1 )

U(n+1
k+1 )

( k+1
i )

γ−1

γ
, γ < 0,

a(n+1
k+1 )

U(n+1
k+1 )

log
(
k+1
i

)
, γ ≥ 0.

(5.24)

Daľśım ćılem je eliminovat členy a
(
n+1
k+1

)
a U

(
n+1
k+1

)
z (5.24). Toho doćıĺıme, pokud

polož́ıme

(M (1)
n (k))2

M
(2)
n (k)

=
( 1
k

∑k
i=1 logXn−i+1,n − logXn−k,n)2

1
k

∑k
i=1(logXn−i+1,n − logXn−k,n)2

≈





(
1
k

∑k

i=1(
k+1
i )

γ−1

)2

1
k

∑k

i=1((
k+1
i )

γ−1)
2 , γ < 0,

(
1
k

∑k

i=1
log( k+1

i )
)2

1
k

∑k

i=1(log( k+1
i ))

2 , γ ≥ 0.

(5.25)
Jednotlivé sumy dále bĺıže rozebereme. Jestliže k →∞, pak viz. [15]

a) pro γ < 0

lim
k→∞

1

k

k∑

i=1

((
i

k + 1

)−γ
− 1

)
=
∫ 1

0
(u−γ − 1)du =

γ

1− γ ,

lim
k→∞

1

k

k∑

i=1

((
i

k + 1

)−γ
− 1

)2

=
∫ 1

0
(u−γ − 1)2du =

[
u1−2γ

1− 2γ

]1

u=0

− 2

[
u1−γ

1− γ

]1

u=0

− 1 =

=
2γ2

(1− 2γ)(1− γ)
.
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b) Obdobně pro γ ≥ 0 s pomoćı integrace per partes

1

k

k∑

i=2

log

(
k + 1

i

)
= −

∫ 1

0
log udu = 1,

1

k

k∑

i=2

(
log

(
k + 1

i

))2

=
∫ 1

0
(log u)2du = 2.

Odtud s využit́ım (5.25) pro k, n→∞, k
n
→ 0

(M (1)
n )2

M
(2)
n

P→
{

1−2γ
2(1−γ)

, γ < 0,
1
2
, γ ≥ 0.

Odtud po úpravě a s uvážeńım principu spojitosti pro konvergenci podle pravděpodobnosti
(viz. věta B9 v [1]) dostaneme

(
1− (M (1)

n )2

M
(2)
n

)−1
P→




(
1− 1−2γ

2(1−γ)

)−1
, γ < 0,

2, γ ≥ 0,

1− 1

2

(
1− (M (1)

n )2

M
(2)
n

)−1
P→
{
γ, γ < 0,
0, γ ≥ 0.

Pomoćı posledńıho vztahu lze źıskat momentový odhad pro γ ∈ R. Zajisté celou dobu
pracujeme s kladnými hodnotami pozorováńı, pro která je logaritmus definován. V praxi
je proto třeba dbát určité opatrnosti.

Jednou z vlastnost́ı Hillova odhad je

γ̂H
P→
{

0, γ < 0,
γ, γ ≥ 0.

Konečně dostáváme momentový odhad pro γ ∈ R jako

γ̂M(k) = γ̂H + γ̂ = M (1)
n + 1− 1

2

(
1− (M (1)

n )2

M
(2)
n

)−1

. (5.26)

Momentový odhad je tedy tvořen odhadem kladné části pomoćı Hillova odhadu γ̂H a
odhadem záporné části pomoćı prvńıho a druhého momentu.

5.3.1. Vlastnosti momentového odhadu

Momentový odhad sd́ıĺı s Hillovým spoustu vlastnost́ı, protože se jedná o jeho zobecněńı.
Opět máme odhad, který je invariantńı na změnu měř́ıtka, ale ne na posunut́ı. Pro r̊uzné
hodnoty k dostáváme r̊uzné odhady. Při zavedeńı odhadu bylo ukázano, že za podmı́nek
x∗ > 0, F ∈ D(Gγ), γ ∈ R pro n→∞, k →∞, k

n
→ 0 plat́ı

γ̂M
P→ γ.

Momentový odhad je tedy konzistentńım odhadem γ. Pokud nav́ıc na distribučńı funkci
klademe podmı́nku druhého druhu, pak podle [15] str. 104

√
k(γ̂M − γ)

D→ N(λbρ,γ,D(γ)),

kde λbρ,γ je vychýleńı závislé na parametrech ρ a γ. Momentový odhad je tedy za určitých
předpoklad̊u asymptoticky normálńı.

49



5.3. MOMENTOVÝ ODHAD

5.3.2. Odhad optimálńıho prahového indexu k0 pomoćı metody
bootstrap

Existuje v́ıce př́ıstup̊u, jak odhadnout optimálńı index prahové statistiky k0 vzhledem k
minimalizaci variability a vychýleńı. V této části vyjdeme ze stejného pricipu popsaného
v sekci 5.2.2.

Zaved’me alternativńı odhad parametru γ:

γ̂Maux(k) =
√

0.5M
(2)
n (k) + 1− 2

3

(
1− M (1)

n (k)M (2)
n (k)

M
(3)
n (k)

)−1

.

Stejně jako v 5.2.2 předpokládáme náhodný výběr X1, X2, . . . , Xn. Použijeme empiric-
kou distribučńı funkci F̂ jako odhad F . Uvažujeme bootstrapový výběr X∗1 , X

∗
2 , . . . , X

∗
n1

,

n1 < n, z rozděleńı o empirické distribučńı funkci F̂ . Momentový odhad z tohoto boot-
strapového výběru označme γ̂∗n1,M

. Alternativńı odhad z tohoto bootstrapového výběru
označme odhad γ̂∗n1,Maux

(k).
Draisma v článku [9] navrhuje minimalizovat bootstrapový odhad středńı kvadratické

chyby
MSE∗(n1, k1) = E(γ̂∗n1,M

(k1)− γ̂∗n1,Maux
(k1))2. (5.27)

pro 1 ≤ k1 < n1. Pokud předpokládáme F ∈ Dγ a plat́ı podmı́nka druhého druhu pro
ρ < 0, γ 6= ρ a γ 6= 0 a nav́ıc plat́ı (5.13), pak podle [9] (Corollary 3.1) pro k1 → ∞,
k1

n1
→ 0 plat́ı

k∗0,n1

k0(n)

(
n1

n

) −2ρ
2ρ−1 P→ 1, (5.28)

kde k∗0,n1
minimalizuje bootstrapový odhad středńı kvadratické chyby (5.27) tj.

k∗0,n1
= arg min

1≤k1<n1

MSE∗(n1, k1).

Odtud dostaneme odhad, který je závislý na parametru druhého druhu ρ. Abychom
závislost odstranili, budeme uvažovat daľśı bootstrapový náhodný výběr rozsahu n2 < n z
rozděleńı o empirické distribučńı funkci F̂ . Stejnými úpravami jako v sekci 5.2.2 dostaneme
odhad

k̂0(n) = k̂0(n, n1) =
[k∗0,n1

]2

k∗
0,n2

1/n

, (5.29)

který záviśı na volbě n1. Tato závislost bude bĺıže zkoumána na simulovaných datech
v sekci 6.2.3.

Oproti odhadu (5.17) dostáváme odhad, který adaptivně odhaduje hodnotu pomocné
statistiky γ̂Maux(k). Pokud nepředpokládáme speciálńı tvar funkce A z (5.13), je potřeba
zavést odhad parametru druhého druhu ρ, který bývá značně obt́ıžný a nepřesný. Tento
obecněǰśı př́ıstup lze nalézt v [9].
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5.4. Pickands̊uv odhad

Necht’ X1, X2, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı o distribučńı funkćı F ∈ D(Gγ), γ ∈ R.
Podle [15] str. 85 pro k →∞, k

n
→ 0 plat́ı

Xn−k,n −Xn−2k,n

Xn−2k,n −Xn−4k,n

P→ 4γ − 1

2γ − 1
− 1 = 2γ.

Odtud dostáváme nejjednodušš́ı a nejstarš́ı konzistentńı odhad γ z roku 1975:

γ̂P(k) = (log 2)−1 log
Xn−k,n −Xn−2k,n

Xn−2k,n −Xn−4k,n

, 1 ≤ k ≤ n

4
, k ∈ N,

který se nazývá Pickands̊uv odhad viz. [26]. Jedná se o kvantilový odhad zobecněného
Paretova rozděleńı, pro které je medián roven 2γ−1

γ
a 0.75 kvantil roven 4γ−1

γ
. Nav́ıc za

určitých předpoklad̊u podle [15] (Theorem 3.3.5) plat́ı

√
k(γ̂P − γ)

D→ N(λbρ,γ,D(γ)),

kde λbρ,γ je vychýleńı závislé na parametrech ρ a γ.
Pickands̊uv odhad je velmi citlivý na volbu k. Dokonce malá změna k může vyvolat

značnou změnu hodnoty odhadu viz obrázek 5.7.
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Obrázek 5.7: Pickands̊uv a Hill̊uv odhad na simulovaném náhodném výběru rozsahu n = 1000 z
Cauchyho rozděleńı.

51



5.5. SHRNUTÍ NĚKTERÝCH ASYMPTOTICKÝCH VLASTNOSTÍ ODHADŮ

5.5. Shrnut́ı některých asymptotických vlastnost́ı od-

had̊u

Maximálně věrohodný γ̂MLE, Hill̊uv γ̂H , momentový γ̂M a Pickands̊uv γ̂P odhad jsou
konzistentńımi odhady indexu extrémńı hodnoty γ. Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı všech jme-
novaných odhad̊u je za splněńı určitých předpoklad̊u asymptotická normalita, tj. pro
k →∞, k

n
→ 0 √

k(γ̂ − γ)
D→ N (λbγ,ρ,D(γ)) ,

kde λbγ,ρ je nějaké vychýleńı závislé na γ a parametru druhého druhu ρ.
Obrázek 5.8 představuje závislosti asymptotických rozptyl̊u daných odhad̊u na para-

metru γ. Hill̊uv odhad má nejmenš́ı asymptotický rozptyl D(γ) pro kladné hodnoty γ.
Maximálně věrohodný odhad má nejmenš́ı asymptotický rozptyl pro záporné hodnoty
γ. Pro srovnáńı odhad̊u je rovněž potřeba uvážit jejich vychýleńı, které záviśı na dvou
neznámých parametrech. Poto je velmi komplikované odhady analyticky porovnat. Po-
drobněji viz. [15].
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Obrázek 5.8: Asymptotický rozptyl.
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD

6. Analýza dešt’ových řad

6.1. Data

Hydrologická data jsou vyhodnocována za účelem stanoveńı odtokového množstv́ı z malých
povod́ı a predikci rozvodněńı tok̊u. T́ım bude doćılen spolehlivý provoz městského od-
vodněńı. Tyto systémy maj́ı zabránit vypouštěńı odpadńıch vod překračuj́ıćı mezńı kon-
centrace fyzikálńıch, chemických a biologických parametr̊u, které ohrožuj́ı kvalitu př́ırodńı
vody. Nav́ıc tyto systémy maj́ı zajistit ochranu osob a majetku před škodlivými účinky
hydrologických situaćı. Ćılem je nalézt kompromis mezi hydrologickou a ekologickou spo-
lehlivost́ı a vzniklými náklady. Odtoky z malých povod́ı jsou zp̊usobeny krátkodobými
př́ıvalovými dešti. U př́ıvalových dešt’̊u hlavně sledujeme jejich trváńı, intenzitu a množstv́ı
napadlých srážek, které se měř́ı určitým druhem srážkoměru. Konkrétně se použ́ıvá měřićı
př́ıstroj ombrograf, kterým se v České republice obvykle měř́ı od května do zář́ı. Nevýhodou
ombrografu je, že nedokáže zachytit měřeńı v době, kdy se teplota okolńıho vzduchu po-
hybuje pod bodem mrazu a srážky jsou v pevném skupenstv́ı, proto přes zimńı obdob́ı
neprob́ıhaj́ı většinou žádná měřeńı. Nicméně nejv́ıce srážkových úhrn̊u nastává právě mezi
měśıci květen a zář́ı.

Srážkové úhrny byly vyvzorkovány pro prahový model metodou PDS (Partial Duration
Series) podle [19], přičemž bylo źıskáno 12 r̊uzných řad trvaj́ıćı 5, 10, 15, 20, 30, 45, 60, 90,
120, 180, 240, 360 minut. Stanovená kritéria ale nejsou schopna zcela zaručit statistickou
nezávislost vzork̊u. Z tohoto pohledu by měly být dešt’ové řady dále studovány. Vliv
závislých pozorováńı na semi-parametrické metody odhadu parametru γ a pohled na
řadu jako stochastický proces je nad rámec této práce. Statistická analýza těchto řad s
využit́ım metody maximálńı věrohodnosti již byla provedena v [23].

Obrázek 6.1: Časová řada 16ti let vyvzorkovaných srážkových úhrn̊u trvaj́ıćıch 360 minut ze
stanice Brno - Žabovřesky. Celkem 781 měřeńı.
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Statistická analýza bude dále zaměřena na kratké dešt’ové řady z oblasti Brno -
Žabovřesky, pro kterou byla vybrána nejkratš́ı řada obsahuj́ıćı 781 pozorováńı s dobou
trváńı 360 minut. Měřeńı proběhla během 16ti let, konkrétně mezi lety 1987 a 2003 viz.
obrázek 6.1. Aby bylo možné kvalitně predikovat zř́ıdka se vyskytuj́ıćı jevy, je potřeba co
nejkvalitněji odhadnout index extrémńı hodnoty γ. Ćılem je doporučit pomoćı simulaćı
některou z metod odhadu parametru γ uvedenou v této práci.

6.1.1. Testy dobré shody

V tomto odstavci je ćılem nalézt vhodná rozděleńı, která by co nejlépe popisovala již
zmı́něnou dešt’ovou řadu. Účelem je pouze orientačně navrhnout vhodná rozděleńı k si-
mulačńım studíım pro neparametrické metody. Za pomoćı statistického softwaru minitab
16 budou vykresleny probability ploty (pravděpodobnostńı grafy) a proveden Aderson-
Darling̊uv test. Testy budou provedeny na všech možných rozděleńıch, které knihovna v
Minitabu obsahuje. Konkrétně se jedná o rozděleńı lognormálńı, normálńı, exponenciálńı,
Weibullovo, extrémńı hodnoty, gamma, logistické, loglogistické.

Probability plot má stejný význam jako kvantilový graf. Odlǐsnost spoč́ıvá pouze v
hodnotách na osách, které jsou v př́ıpadě kvantilového grafu kvantily teoretického testo-
vaného rozděleńı a kvantily empirické distribučńı funkce. V minitabu u probability plotu
jsou funkčńı hodnoty teoretické distribučńı funkce vynášeny v procentech na svislé ose.
Ideálńı shoda by nastala, pokud by všechny hodnoty ležely na vyznačené úsečce. Malá
hodnota testovaćı statistiky indukuje dobrou shodu s testovaným rozděleńım.

Na obrázku 6.2 jsou uvedeny výsledky Anderson-Darlingových test̊u a popisné statis-
tiky srážkové řady. Na základě p-hodnot u jednotlivých rozděleńı zamı́táme hypotézu, že
data pocháźı z některého testovaného rozděleńı, na hladině významnosti α = 0.05.

Obrázek 6.2: Výsledky Anderson-Darlingových test̊u pro 360 minutovou dešt’ovou řadu ze stanice
Brno - Žabovřesky. Celkem 781 měřeńı.
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Z probability plot̊u na obrázku 6.3 je patrná bimodalita. Je možné pozorovat celou
skupinu odlehlých pozorováńı. Jednou z př́ıčin je, že ombrograf někdy zaznamenává velmi
malé intenzity. Může se např́ıklad jednat o rosu. Pro lepš́ı shodu s teoretickým rozděleńım
je potřeba tyto hodnoty odfiltrovat. Dále budou prováděny testy dobré shody na kratš́ı
dešt’ové řadě, která obsahuje srážkové úhrny vyšš́ı než 5mm.

Obrázek 6.3: Některé probability ploty pro 360 minutovou dešt’ovou řadu ze stanice Brno -
Žabovřesky. Celkem 781 měřeńı.

Z výsledk̊u na obrázku 6.4 již nezamı́táme hypotézu, že data pocháźı z Weibullova nebo
exponenciálńıho rozděleńı, na hladině významnosti α = 0.05. p-hodnota pro exponenciálńı
rozděleńı je hraničńı. Př́ıčinou jsou velké odchylky pro malé kvantily, které vzhledem k
zájmu modelováńı chvostu nejsou podstatné. Vzhledem k výsledk̊um těchto test̊u dále
zaměřme simulačńı studie na Weibullovo a exponenciálńı rozděleńı.

Minitab nav́ıc doporučuje na základě maximalizace věrohodostńı funkce Weibullova
rozděleńı odhad parametru tvaru α = 0.91 a měř́ıtka λ = 7.61. Distribučńı funkce pro
Weibullovo rozděleńı je tvaru

F (x) = 1− exp
(
−
(
x

λ

)α)
, x > 0.

Pro exponenciálńı rozděleńı dostaneme parameter měř́ıtka 1
λ

= 7.9. Distribučńı funkce je
tvaru

F (x) = 1− exp (−λx) , x > 0.

Vzhledem k tomu, že odhady jsou invariantńı v̊uči změně měř́ıtka a rozděleńı lež́ı v Gu-
mblově oboru atraktivity, neńı nutné brát tyto parametry v potaz.
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Obrázek 6.4: Některé probability ploty pro 360 minutovou dešt’ovou řadu ze stanice Brno -
Žabovřesky. Řada obsahuje pouze hodnoty vyšš́ı než 5.
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6.2. Porovnáńı odhad̊u na základě simulaćı

Obvykle se ve statistice hodnot́ı kvalita odhadu podle středńı kvadratické chyby. Ideálńı
odhad je takový, který má nulové vychýleńı a co nejmenš́ı rozptyl. Tyto charakteristiky
jsou ale analyticky velmi obt́ıžně odvoditelné. Prostor dostávaj́ı numerické simulačńı me-
tody, předevš́ım metoda Monte Carlo.

6.2.1. Popis simulaćı

Simulačńı studie bude zaměřena na maximálně věrohodý odhad γ̂MLE, Hill̊uv odhad γ̂H ,
momentový odhad γ̂M a Pickands̊uv odhad γ̂P . Jako výchoźı testovaćı model bude použito
Gumblovo a exponenciálńı rozděleńı z sekce 6.1.1.

Nejprve bylo z daného rozděleńı vygenerováno MC = 500 náhodných výběr̊u o rozsahu
n = 781 a provedeny výše zmiňované odhady. Za účelem ještě vyšš́ıho sńıžeńı variability
byla simulace opakována R = 5 krát. Simulaci velmi zpomaluje maximálně věrohodný
odhad, u kterého je potřeba řešit R×MC × (n− 1) nelineárńıch rovnic. Pro tento odhad
byla využita matlabovská funkce gpfit. Pro zbylé odhady byla nav́ıc zvlášt’ provedena
simulace rozsahu MC = 5000, R = 100 za účelem zvýšeńı přesnosti.

Optimálńı index prahové statistiky je poč́ıtán jako

k0 =
1

R

R∑

r=1

(
arg min

1≤k<n
M̂SEr

)
=

1

R

R∑

r=1


arg min

1≤k<n

MC∑

j=1

(γ̂r,j(k)− γ)2


 ,

kde γ̂r,j znač́ı momentový, Hill̊uv nebo maximálně věrohodný odhad. V př́ıpadě Pickand-
sova odhadu je potřeba dbát zřetel na to, pro které hodnoty k je definovaný. Mez pro
optimálńı index prahové statistiky je potřeba upravit. Konkrétně se pro Pickans̊uv odhad
spočte

k0 =
1

R

R∑

r=1


arg min

1≤k≤194

MC∑

j=1

(γ̂Pr,j(k)− γ)2


 .

6.2.2. Výsledky simulaćı

Na obrázku 6.5, př́ıpadně 6.6, jsou porovnány všechny zmı́něné odhady na Weibullově,
př́ıpadně exponenciálńım, rozděleńı. Oba obrázky dávaj́ı přibližně podobné výsledky. Pic-
kands̊uv odhad je v tomto př́ıpadě definován pouze pro k < 195. Vzhledem k počtu
opakováńı docháźı k vyhlazováńı pr̊uběh̊u odhad̊u. Neńı překvapuj́ıćı, že Hill̊uv odhad
je s rostoućım k nejv́ıce vychýlený, přestože je stále konzistentńım odhadem parametru
γ = 0, pro k → ∞ k

n
→ 0. Tento odhad se hod́ı předevš́ım pro vyšš́ı hodnoty γ, pro

které je dokonce odhadem s nejmenš́ım rozptylem v̊uči ostatńım zmiňovaným odhad̊um.
Jestliže je γ bĺızká nule, hroźı, že Hill̊uv odhad přesáhne skutečnou hodnotu γ. Tato situ-
ace může mı́t za následek př́ılǐs pesimistické predikce. Pickands̊uv odhad dává rozumněǰśı
výsledky, ale obecně neńı tolik doporučován kv̊uli jeho vysoké citlivosti na volbu k a
nav́ıc je poč́ıtán z velmi malého počtu pozorováńı. Nejlepš́ı výsledky dávaj́ı momentový
a maximálně věrohodný odhady. Z graf̊u plyne podezřeńı, že středńı kvadratická chyba
momentového nebo věrohodného odhadu může dále klesat pro k > 194. Tyto dva odhady
budou porovnány ještě jednou.
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Obrázek 6.5: Simulace z Weibullova rozděleńı o rozsahu 781 s počtem opakováńı R = 5 krát
MC = 500. Pr̊uměrné odhady parametru γ v závislosti na k (vlevo). Středńı kvadratická chyba
v závislosti na k (vpravo).
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Obrázek 6.6: Simulace z exponenciálńıho rozděleńı o rozsahu 781 s počtem opakováńı R = 5
krát MC = 500. Pr̊uměrné odhady parametru γ v závislosti na k (vlevo). Středńı kvadratická
chyba v závislosti na k (vpravo).
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD

Srovnáńı momentového a maximálně věrohodného odhadu na Weibullově rozděleńı je
znázorněno na obrázku 6.7. Pro hodnoty k bĺızké n může docházet k numerické nestabilitě.
Momentový odhad je totiž poč́ıtán pomoćı zlogaritmovaných hodnot. Malá pozorováńı
mohou být bĺızká nule, ale nejsou až tak zaj́ımavá. Větš́ı pozornost si zaslouž́ı hodnoty
momentového odhadu pro k = 100, . . . , 250, pro které vycháźı středńı kvadratická chyba
tohoto odhadu nejmenš́ı a dává velmi podobné hodnoty. Oproti maximálně věrohodnému
odhadu je momentový odhad v́ıce vychýlen, a t́ım dává o něco horš́ı výsledky.
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Obrázek 6.7: Simulace z Weibullova rozděleńı o rozsahu 781 s počtem opakováńı R = 5 krát
MC = 500. Pr̊uměrné odhady parametru γ v závislosti na k (vlevo). Středńı kvadratická chyba
v závislosti na k (vpravo).

Srovnáńı momentového a maximálně věrohodného odhadu na exponenciálńım rozděleńı
je znázorněno na obrázku 6.7. Dostáváme obdobné pr̊uběhy jako u Weibullova rozděleńı.
Opět docháźı k numerické nestabilitě pro hodnoty k bĺızké n. Středńı kvadratická chyba je
ale u momentového odhadu ńızka pro k = 150, . . . , 300. Neńı překvapuj́ıćı, že maximálně
věrohodný odhad dosahuje nejmenš́ı chyby pro k = 780. Tento odhad vycháźı z rozděleńı
,,velkých pozorováńı”, která maj́ı přibližně zobecněné Paretovo rozděleńı. Pro γ = 0 je
exponenciálńı rozděleńı speciálńım př́ıpadem zobecněného Paretova rozděleńı.
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6.2. POROVNÁNÍ ODHADŮ NA ZÁKLADĚ SIMULACÍ
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Obrázek 6.8: Simulace z exponenciálńıho rozděleńı o rozsahu 781 s počtem opakováńı R = 5
krát MC = 500. Pr̊uměrné odhady parametru γ v závislosti na k (vlevo). Středńı kvadratická
chyba v závislosti na k (vpravo).

Hill MLE Mom Pickands
Weibull(7.6, 0.92), MC = 5000, R = 100, γ = 0

k0 3 - 136 152

γ̂(k0) 0.17254 - 0.06821 0.08546
RMSE 0.19420 - 0.11938 0.17099

Weibull(7.6, 0.92), MC = 500, R = 5, γ = 0

k0 2 474 142 156

γ̂(k0) 0.16332 0.01460 0.07356 0.08413
RMSE 0.19252 0.06053 0.12067 0.16604

exponenciálńı(0.13), MC = 5000, R = 100, γ = 0

k0 2 - 184 194

γ̂(k0) 0.10154 - 0.05233 -0.00337
RMSE 0.18054 - 0.10154 0.12962

exponenciálńı(0.13), MC = 500, R = 5, γ = 0

k0 2 780 213 194

γ̂(k0) 0.15224 -0.00551 0.05732 -0.00648
RMSE 0.17984 0.03731 0.10019 0.12998

Tabulka 6.1: Výsledky simulaćı

Souhrn výsledk̊u simulaćı je uveden v tabulce 6.1. Statistika RMSE představuje od-

mocninu ze středńı kvadratické chyby pro γ(k0). Dále je uvedena pr̊uměrná hodnota od-

hadu parametru γ opět pro k0. Pickands̊uv odhad je kvantilovým odhadem zobecněného
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD

Paretova rozděleńı. Proto pro tento odhad v př́ıpadě exponenciálńıho rozděleńı vycháźı
nejmenš́ı kvadratická chyba pro maximálńı možné k. Na základě těchto výsledk̊u vycháźı
v́ıtězně maximálně věrohodný odhad. Ovšem momentový odhad také nedává špatné
výsledky.

6.2.3. Momentový odhad pomoćı metody bootstrap

V praxi bývá velmi obt́ıžné odhadnout prahový index k0. V této části bude bĺıže zkoumána
volba tohoto prahu pro momentový odhad pomoćı metody bootstrap na simulovaných
datech z rozděleńı, která co nejlépe popisuj́ı zmı́něnou dešt’ovou řadu. Jako model tedy
uvažujme opět Weibullovo a exponenciálńı rozděleńı.

Uvažujme metodu popsanou v sekci 5.3.2. Odhad k̂0 definovaný vztahem (5.29) záviśı
na volbě velikosti bootstrapového výběr̊u n1 < n. Nejlépe bychom volili n1 takové, že
hodnota k̂0(n1) je rovna hodnotám z tabulky 6.1. Generujeme protoMC = 500 náhodných
výběr̊u, pro které vypoč́ıtáme

k̂0(n1) =
1

MC

MC∑

i=1

k̂0i(n1),

kde voĺıme n1 = n1−ε, ε ∈ (0, 1). Počet bootstrapových výběr̊u n∗ je zvolen podle zvyklost́ı
250.

Na obrázku 6.9 je znázorněn pr̊uběh k̂0(n1) pro r̊uzně zvolené hodnoty ε. V př́ıpadě
Weibullova rozděleńı lze pozorovat mı́rný pokles středńı kvadratické chyby s rostoućım
n1.
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Obrázek 6.9: Závislost boostrapového odhadu indexu k0 na volbě rozsahu boostrapového
náhodného výběru n1 na simulovaných datech z exponenciálńıho (modře) a Weibullova(červeně)
rozděleńı s rozsahem n = 781 a počtem opakováńı MC = 500, n∗ = 250. Pr̊uměrné odhady

k̂0(n1) (vlevo). Odmocnina ze středńı kvadratické chyby odhadu γ̂M (k0(n1)) (vpravo).
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6.2. POROVNÁNÍ ODHADŮ NA ZÁKLADĚ SIMULACÍ

Souhrn výsledk̊u této simulace je uveden v tabulce 6.2. Nejlepš́ı výsledky jsou dosaženy
pro ε = 0, 005, respektive n1 = 756. V př́ıpadě exponenciálńıho rozděleńı se odhad indexu
k0 př́ılǐs nelǐśı od výsledk̊u z tabulky 6.1. V př́ıpadě Weibullova rozděleńı dostáváme stále
rozumné výsledky vzhledem k středńı kvadratické chybě z obrázku 6.7.

Vstup Weibull(7.6, 0.92), γ = 0 exponenciálńı(0.13), γ = 0

ε n1 n2 k̂0 γ̂M(k̂0) RMSE(γ̂M(k̂0)) k̂0 γ̂M(k̂0) RMSE(γ̂M(k̂0))

0,000 781 781 206 0,09560 0,12535 227 0,06328 0,10417
0,005 756 732 197 0,09270 0,12385 220 0,06199 0,10540
0,010 731 684 201 0,09313 0,12378 221 0,06219 0,10518
0,015 707 640 201 0,09313 0,12378 222 0,06222 0,10452
0,020 684 599 206 0,09560 0,12535 223 0,06204 0,10394
0,025 662 561 199 0,09316 0,12378 224 0,06254 0,10392
0,030 640 524 201 0,09313 0,12378 226 0,06282 0,10409
0,035 619 491 205 0,09453 0,12489 225 0,06250 0,10440
0,040 599 459 207 0,09605 0,12552 225 0,06250 0,10440
0,045 579 429 209 0,09658 0,12657 219 0,06100 0,10450
0,050 560 402 204 0,09415 0,12479 225 0,06250 0,10440
0,150 288 106 215 0,09897 0,12830 221 0,06219 0,10518

Tabulka 6.2: Výsledky simulaćı
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD

6.3. Odhady na reálných datech

Vrat’me se k srážkám ze stanice Brno - Žabovřesky s dobou trváńı 360 minut, které jsou
udávány v milimetrech na 3 desetinná mı́sta. Řady srážkových úhrn̊u mohou obsahovat
stejné hodnoty. Nejčastěǰśı př́ıčinou může být zaokrouhlováńı a nepřesná měřeńı. Odhady
parametru γ byly odvozeny s úvahou r̊uzných hodnot náhodného výběru. Proto je do
těchto dat vnesen šum, který má rovnoměrné rozděleńı R(-0.0005,0.0005).

Na obrázku 6.10 je znázorněn pr̊uběh všech odhad̊u zavedených v této práci na vybrané
dešt’ové řadě. Vid́ıme, že Pickands̊uv odhad má vysokou variabilitu. Hill̊uv odhad je značně
vychýlen kv̊uli hodnotám γ̂, které jsou bĺızké nule. Pro k = 1, 2, . . . , 80 dávaj́ı momentové
a maximálně věrohodné odhady velmi podobné výsledky.
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Obrázek 6.10: Odhady parametru γ na dešt’ové řadě vyvzorkovaných srážkových úhrn̊u trvaj́ıćıch
360 minut ze stanice Brno - Žabovřesky. Celkem 781 měřeńı.

Pro momentový odhad je dále proveden odhad k0 pomoćı metody bootstrap. Byl
zvolen rozsah bootstrapového náhodného výběru n1 = 756, n∗ = 250. Odhad byl opakován
MC = 1000 krát. Odhady jsou znázorněny pomoćı histogramů 6.11. Vzhledem k některým
odlehlým odhad̊um k̂0 je vhodněǰśı mı́sto výběrového pr̊uměru použ́ıt robustńı mediánový
odhad středńı hodnoty. Výsledný odhad prahového indexu je zaznamenán v tabulce 6.3
včetně směrodatné odchylky odhadu γ̂M(k̂0), která může posloužit k sestaveńı intervalu
spolehlivosti.
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Obrázek 6.11: Histogramy odhad̊u k̂0(vlevo) a γ̂M (k̂0) (vpravo).

Stanice Brno - Žabovřesky. Srážky s dobou trváńı 360 minut.
Vstup Výstup

n ε n1 n2 MC n∗ γ̂M(k̂0) k̂0 směr. odchylka
781 0.005 756 732 1000 250 0.0701 41 0.0814

Tabulka 6.3: Výsledky momentového odhadu na reálných datech
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Obrázek 6.12: Momentový odhad parametru γ a odhad optimálńıho prahu k0 pomoćı metody
bootstrap na datech ze Stanice Brno - Žabovřesky. Srážky s dobou trváńı 360 minut.
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD

6.4. Shrnut́ı

Srážkové úhrny vybrané deštové řady lze přibližně popsat pomoćı Weibullova nebo expo-
nenciálńıho rozděleńı. Tato rozděleńı lež́ı v oboru atraktivity rozděleńı Gumbelova typu.
Při simulačńıch studíıch na těchto rozděleńıch vycháźı v́ıtězně parametrický odhad ma-
ximálńı věrohodnoti založený na věrohodnostńı funkci zobecněného Paretova rozděleńı.
Rozumné výsledky dává i semi-parametrický momentový odhad, který může být mı́rně
vychýlený. Pro tento odhad lze dále rozumně odhadnout index prahové statistiky na
základě metody bootstrap i přesto, že index extrémńı hodnoty γ = 0. S touto ,,sin-
gularitou” má většina semi-parametrických odhad̊u problémy a bývá předmětem mnoha
dnešńıch studíı. Rovněž lze dále zkoumat závislost odhadu na volbě počtu bootstrapových
výběr̊u n∗ nebo uvažovat rozděleńı z jiné než Gumbelovy sféry.

Na konkrétńı dešt’ové řadě byl proveden zmı́něný momentový odhad parametru γ
za pomoćı metody bootstrap, který vycháźı podle očekáváńı bĺızko nule. V modelu se
předpokládá mimo jiné nezávislost a stejné rozděleńı pozorováńı, splněńı podmı́nky druhého
druhu pro parametr ρ < 0, ρ 6= γ a speciálńı tvar funkce A podle vztahu 5.13. Dešt’ovou
řadu nejsṕı̌s netvoř́ı nezávislá stejně rozdělená pozorováńı. Dále je vhodné zkoumat vliv
stochastických proces̊u na momentový odhad. Rovněž lze zkoumat odhad parametru ρ,
pomoćı kterého lze źıskat odhad optimálńı prahové statistiky pro obecný tvar funkce A.
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7. Závěr
Prvńı část diplomové práce je věnována teorii rozděleńı extrémńıch hodnot. Je zde

zformulována a dokázána limitńı věta pro rozděleńı maxim a uvedeny základńı vlastnosti
rozděleńı extrémńıho typu. Tato část také obsahuje spoustu teoretických poznatk̊u, které
jsou dále využity při zaváděńı odhad̊u parametru rozděleńı extrémńıho typu.

Stěžejńı část diplomové práce tvoř́ı semi-parametrické metody odhadu indexu extrémńı
hodnoty. Tyto metody včetně parametrické metody maximálńı věrohodnosti jsou teore-
ticky popsány a implementovány s ohledem na výpočetńı rychlost. Dále jsou srovnány
na základě simulaćı z vhodně vybraných rozděleńı, která jsou velmi bĺızká rozděleńı
srážkových úhrn̊u z vybrané dešt’ové řady. Z těchto simulačńıch studíı vycháźı v́ıtězně
parametrický maximálně věrohodný odhad. Pro danou řadu je dále navržen nový od-
had, který kombinuje momentový odhad s metodou bootstrap. Tento odhad vznikl zjed-
nodušeńım odhadu uvedeného v článku [9] a jeho hlavńı výhodou je nepotřeba odhadu
parametru druhého druhu. Navržený odhad nalezne uplatněńı i pro jiná data než srážkové
řady.

Součást́ı práce je simulačńı program s propracovaným uživatelským prostřed́ım pro
odhad optimálńıho prahového indexu pro vybraná rozděleńı patř́ıćı do oboru atraktivity
rozděleńı Fréchetova typu. V programu lze mimo jiné odhadovat index extrémńı hodnoty
z reálných dat.
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Brně, Fakulta strojńıho inženýrstv́ı, Matematické inženýrstv́ı. 2011.
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A. SIMULAČNÍ PROGRAM

A. Simulačńı program
Program obsažený v př́ıloze slouž́ı k výpočt̊um odhad̊u indexu extrémńı hodnoty a k

volbě optimálńıho prahového indexu pro rozděleńı z Fréchetova oboru atraktivity. K jeho
spuštěńı je nutný Matlab se statistickým toolboxem nejlépe verze R2012b a nověǰśı. Pro-
gram se spoušt́ı souborem My guide2 (je potřeba se nacházet ve správném adresáři s t́ımto
souborem).

Program se děĺı na tři části. Prvńı z nich je zaměřena na srovnáńı odhad̊u na simu-
lovaných náhodných výběrech z vybraných rozděleńı. Druhou část tvoř́ı Hill̊uv odhad s
metodou bootstrap pro simulované náhodné výběry s těžkými chvosty. Předpokládaj́ı se
uživatelem korektně zadané vstupńı parametry. Vstupy a výstupy pro tyto dvě části jsou
detailně popsány ńıže.

Hill̊uv odhad s bootstrapem lze provést na reálných datech v třet́ı části. Zde lze rovněž
vypoč́ıtat a vykreslit maximálně věrohodný, Pickands̊uv a momentový odhad v závislosti
na k. Momentový odhad s bootstrapem na reálných datech popsaných v sekci 6.1 lze
provést samostatně mimo tento program v souboru Data Mom boot.

Odhady jsou naprogramovány s ohledem na výpočetńı čas. Např́ıklad Hill̊uv a momen-
tový odhad jsou poč́ıtány iterativně pro každý index prahové statistiky k. Ještě rychleǰśıch
výpočt̊u lze dosáhnout pomoćı matlabovské funkce matlabpool, která dovede využ́ıt k
výpočtu v́ıce procesor̊u najednou. S touto funkćı mohou nastat problémy u starš́ıch verźı
Matlabu a může být potřeba přepsat cykly parfor na for.

Obrázek A.1: Simulačńı program.
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Hill̊uv, maximálně věrohodný, momentový a Pickands̊uv odhad
parametru γ na simulovaných náhodných výběrech

Vstupńı parametry

Vstupńı údaje, které uživatel zadává jsou:

• Distribution - typ rozděleńı většinou ve standardizovaném tvaru. Ze zvoleného
rozděleńı je pak pomoćı kvantilové funkce F←(u) = U

(
1

1−u

)
generováno MC

náhodných výběr̊u X
(j)
1 , X

(j)
2 . . . , X(j)

n , j = 1, 2, . . . ,MC. Podrobnosti o rozděleńıch
jsou uvedeny ńıže v tabulce. Sloupec s názvem Vstupńı parametry obsahuje para-
metry, které nejsou možné zadat uživatelem. Uživatel tak pro zvolené rozděleńı voĺı
pouze index extrémńı hodnoty γ a rozsah náhodného výběru n.

Tabulka A.1: Vybraná rozděleńı patř́ıćı do Fréchetova oboru atraktivity (γ > 0)

Rozděleńı Distribučńı funkce F (x) a kvantilová funkce chvostu U(t);
Vstupńı

parametry

Burr(η, τ, λ) F (x) = 1−
(

η
η+xτ

)λ
, η, τ, λ > 0, x > 0 τ = −ρ = 0.5

(Typ XII) U(t) =

(
η(t

1
λ − 1)

) 1
τ

, t > 1 η = 1, λ =
1
γτ

F(m,n) F (x) =
∫ x

0

Γ
(
m+n

2

)
Γ(m2 )Γ(n2 )

(
m
n

)m/2
wm/2−1

(
1 + m

n
w
)−(m+n)/2

dw,m, n > 0; x > 0
m = 1, n = 2

γ

(Fisher-Snedecor) Předpis pro U(t) neńı znám. F←(u) v matlabu pomoćı funkce (1, 2/γ)

G. Pareto(σ, γ) F (x) = 1−
(
1 + γx

σ

)− 1
γ , σ > 0, x > 0

σ = 1

(Zobecněné Paretovo) U(t) = σ
γ

(tγ − 1), t > 1

Paret F (x) = 1− x−
1
γ , x ≥ 1

Pa(γ) U(t) = tγ , t > 1

Frechet(γ)
F (x) = exp

(
−x−

1
γ

)
, x > 0

U(t) =
(
ln t
t−1

)−γ
, t > 1

• Tlač́ıtka Hill, MLE, Mom a Pick určuj́ı, zda bude proveden Hill̊uv, maximálně
věrohodný, momentový a Pickands̊uv odhad.

• g - index extrémńı hodnoty γ > 0.

• n - rozsah náhodného výběru.

• T - prahový index. Je možné zadat:

– T ∈ {2, 3, . . . , n} pro Hill̊uv a maximálně věrohodný odhad.

– T ∈ {3, 4 . . . , n} pro momentový odhad.

– n
4
≤ T ≤ n, T ∈ N pro Pickands̊uv odhad.

• MC - počet náhodných výběr̊u.
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A. SIMULAČNÍ PROGRAM

Výstup

• k optimal - volba pořadového indexu k0 taková, že

k0(n) = arg min
1≤k≤T−1

MC∑

j=1

(γ̂(j)(k)− γ)2,

kde pro j = 1, . . . ,MC

γ̂(j)(k) =





γ̂
(j)
H (k), v př́ıpadě Hillova odhadu,

γ̂
(j)
MLE(k), v př́ıpadě maximálně věrohodného odhadu,

γ̂
(j)
M (k), v př́ıpadě momentového odhadu,

γ̂
(j)
P (k), v př́ıpadě Pickandsova odhadu.

Přitom

γ̂
(j)
H (k) =

1

k

k∑

i=1

logX
(j)
n−i+1,n − logX

(j)
n−k,n, j = 1, . . . ,MC, 1 ≤ k ≤ T − 1,

γ̂
(j)
P (k) = (log 2)−1 log

X
(j)
n−k,n −X(j)

n−2k,n

X
(j)
n−2k,n −X(j)

n−4k,n

, j = 1, . . . ,MC, 1 ≤ k ≤ T − 1,

γ̂
(j)
M (k) = γ̂

(j)
H (k) + γ̂(j)(k)−, j = 1, . . . ,MC, 2 ≤ k ≤ T − 1,

kde pro γ̂
(j)
M (k), j = 1, . . . ,MC, 2 ≤ k ≤ T − 1 jsou

γ̂(j)(k)− = 1− 1

2


1−

(
γ̂

(j)
H (k)

)2

M
(2)
n




−1

, M (2)
n =

1

k

k∑

i=1

(
logX

(j)
n−i+1,n − logX

(j)
n−k,n

)2
.

Odhad γ̂(j)(k)MLE, j = 1, . . . ,MC, 2 ≤ k ≤ T − 1 je prováděn na základě ma-
ximalizace věrohodnostńı funkce G. Pareto rozděleńı pomoćı matlabovské funkce
gpfit(z(j)(k)), kde

z(j)(k) = (X
(j)
n−k+1,n −X(j)

n−k,n, X
(j)
n−k+2,n −X(j)

n−k,n, . . . , X
(j)
n,n −X(j)

n−k,n),

pro j = 1, . . . ,MC, 1 ≤ k ≤ T − 1.

• RMSE of g(k optimal) - odmocnina ze středńı kvadratické chyby pro k = k0, tedy

̂RMSE(k0) =

√
̂MSE(k0) =

√√√√√ 1

MC

MC∑

j=1

(γ̂(j)(k0)− γ)2.

• tlač́ıtko Simulate - nasimuluje náhodné výběry a provede odhady zadané uživatelem,
které jsou uvedeny výše. Výsledky dané simulace i se vstupńımi parametry se vyṕı̌si
v př́ıslušné lǐstě.

• tlač́ıtko Remove - smazáńı označeného řádku z lǐsty.

• tlač́ıtko Plot - vykresleńı γ̂(k) = 1
MC

∑MC
j=1 γ̂

(j)(k), M̂SE(k) a charakteristiky

rozděleńı extrémńıho Fréchetova typu pro parametry γ̂(k0) a γ.
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Hill̊uv odhad parametru γ > 0, volba prahového indexu k a oprava
vychýleńı pomoćı metody bootstrap na simulovaných náhodných
výběrech (pro ρ < 0)

Vstupńı parametry

Vstupńı údaje, které uživatel zadává jsou:

• Distribution - typ rozděleńı většinou ve standardizovaném tvaru. Ze zvoleného
rozděleńı je pak pomoćı kvantilové funkce generováno MC náhodných výběr̊u
X

(j)
1 , X

(j)
2 . . . , X(j)

n , j = 1, 2, . . . ,MC. Podrobnosti o rozděleńıch jsou uvedeny výše
v tabulce A.1. Sloupec Vstupńı parametry obsahuje parametry, které nejsou možné
zadat uživatelem. Uživatel tak pro zvolené rozděleńı voĺı pouze index extrémńı hod-
noty γ a rozsah náhodného výběru n.

• g - index extrémńı hodnoty γ, γ > 0.

• n - rozsah náhodného výběru.

• T - prahový index. Je možné zadat T ∈ {2, 3, . . . , n2}, přičemž n2 a n1 jsou zvolena
tak, že n2 = round (n2

1/n), n1 = round(0.975 · n).

• MC - počet náhodných výběr̊u.

• n* - počet bootstrapových náhodných výběr̊u z rovnoměrného diskrétńıho rozděleńı
na množině {x(j)

i }ni=1, j = 1, 2, . . . ,MC.

• epsilon - prahová hodnota ε, která zabraňuje děleńı nulou. Doporučeno neměnit
přednastavenou hodnotu.

Výstup

• k optimal, MonteCarlo - volba pořadového indexu k0 taková, že

k0(n) = arg min
1≤k≤T−1

MC∑

j=1

(γ̂(j)(k)− γ)2,

kde

γ̂(j)(k) = γ̂
(j)
H (k) =

1

k

k∑

i=1

logX
(j)
n−i+1,n−logX

(j)
n−k,n, j = 1, 2, . . . ,MC, 1 ≤ k ≤ T−1,

• k optimal, Bootstrap - volba pořadového indexu round(k∗0) taková, že

k∗0 = k∗0(n; kaux, n1) =
1

MC

MC∑

j=1

k
∗(j)
0 =

1

MC

MC∑

j=1

[k0
∗∗j(n1)]2

k0
∗∗j(n2)

,

přitom n2 a n1 jsou zvolena tak, že n2 = round (n2
1/n) a n1 = round(0.975n).

Dále voĺıme referenčńı index kaux = round(2
√
n), pro kterou poč́ıtáme γ̂(j)(k) =

1
kaux

∑kaux
i=1 logX

(j)
n−i+1,n − logX

(j)
n−kaux,n. Odhad pořadové statistiky

k0
∗∗(j)(ni) = arg min

1≤k≤T−1

n∗∑

b∗=1

(γ̂∗
(j),b∗

ni
(k)− γ̂(j)(kaux))

2, j = 1, 2, . . . ,MC i = 1, 2,

72



A. SIMULAČNÍ PROGRAM

kde pro bootstrapový náhodný výběr X
∗(j),b∗
1 , X

∗(j),b∗
2 , . . . , X∗(j),b

∗
ni

, b∗ = 1, . . . , n∗,
j = 1, 2, . . . ,MC, i = 1, 2 z rovnoměrného diskrétńıho rozděleńı na množině
{x(j)

i }ni=1, j = 1, 2, . . . ,MC, i = 1, 2 je

γ̂∗
(j),b∗

ni
(k) = γ̂∗

(j),b∗

ni,H
(k) =

1

k

k∑

i=1

logX
∗(j),b∗
ni−i+1,ni − logX

∗(j),b∗
ni−k,ni ,

pro b∗ = 1, . . . , n∗, j = 1, 2, . . . ,MC, i = 1, 2.

• g(k*) - pr̊uměrný Hill̊uv odhad γ̂(k) parametru γ pro k = k∗0, kde γ̂(k∗0) =
1

MC

∑MC
j=1 γ̂

(j)(k∗0)

• Bias* - pr̊uměrný bootstrapový odhad vychýleńı B̂ias
∗
(k∗0) = 1

MC

∑MC
j=1 B̂ias

∗(j)
(k∗0)

takový, že pro n2 = round (n2
1/n) a n1 = round(0.975n) je

B̂ias
∗(j)

(k) =
[B̂ias

∗(j)
n1

(k)]2

B̂ias
∗(j)
n2

(k)
, 1 ≤ k ≤ T − 1, j = 1, 2 . . . ,MC,

kde

B̂ias
∗(j)
ni

(k) =
1

n∗

n∗∑

b∗=1

(γ̂∗
(j),b∗

ni
(k)−γ̂(j)(kaux)), 1 ≤ k ≤ T−1, j = 1, 2 . . . ,MC, i =, 1, 2.

V př́ıpadě, že některá z hodnot B̂ias
∗(j)
n2

(k), j = 1, 2 . . . ,MC, 1 ≤ k ≤ T − 1 je
bĺızká nule, docháźı k numerickým chybám. Tento př́ıpad je ošetřen podmı́nkou

B̂ias
∗(j)
n2

(k) ≥ ε, j = 1, 2 . . . ,MC, 1 ≤ k ≤ T − 1. Hodnotu ε voĺı uživatel.
V př́ıpadě, že podmı́nka neńı splněna pro některou dvojici (k, j), je generován nový

bootstrapový náhodný výběr X
∗(j),b∗
1 , X

∗(j),b∗
2 , . . . , X∗(j),b

∗
n2

, b∗ = 1, . . . , n∗. Při špatné
volbě vstupńıho parametru ε tedy hroźı zacykleńı simulace. Počet vygenerovaných
bootstrapových náhodných výběr̊u, které jsou bĺızké nule, lze během simulace
sledovat v Command Window u proměnné num cl to 0.

73



(X
(j)
1 , X

(j)
2 . . . , X(j)

n )

(X
∗(j),1
1 , X

∗(j),1
2 , . . . , X∗(j),1n2

) (X
∗(j),1
1 , X

∗(j),1
2 , . . . , X∗(j),1n1

)

(X
∗(j),n∗
1 , X

∗(j),n∗
2 , . . . , X∗(j),n

∗
n2

)

(X
∗(j),b∗
1 , X

∗(j),b∗
2 , . . . , X∗(j),b

∗
n2

) (X
∗(j),b∗
1 , X

∗(j),b∗
2 , . . . , X∗(j),b

∗
n1

)

(X
∗(j),n∗
1 , X

∗(j),n∗
2 , . . . , X∗(j),n

∗
n1

)

γ̂∗
(j),1

n2,H
(k)

γ̂
(j)
H (kaux))

γ̂∗
(j),b∗

n2,H
(k)

γ̂∗
(j),n∗

n2,H
(k)

γ̂∗
(j),1

n1,H
(k)

γ̂∗
(j),b∗

n1,H
(k)

γ̂∗
(j),n∗

n1,H
(k)

B̂ias
∗(j)
n1

(k)k0
∗∗(j)(n1)B̂ias

∗(j)
n2

(k)k0
∗∗(j)(n2)

B̂ias
∗(j)

(k)k0
∗(j)

j = 1, 2, . . . ,MC, 1 ≤ k ≤ T − 1

Obrázek A.2: Algoritmus pro volbu k-té pořadové statistiky a opravu vychýleńı

• tlač́ıtko Simulate - nasimuluje náhodné výběry a provede odhady, které jsou uvedeny
výše. Výsledky dané simulace i se vstupńımi parametry se vyṕı̌si v př́ıslušné lǐstě.

• tlač́ıtko Remove - smazáńı označeného řádku z lǐsty.

• tlač́ıtko Plot - vykresleńı pr̊uměrného Hillova odhadu γ̂(k) (modře) a jeho korekci

vychýleńı metodou bootstrap γ̂(k)− B̂ias
∗
(k) (červeně). Na daľśım obrázku se vy-

kresĺı charakteristiky rozděleńı Fréchetova typu pro parametry γ̂(k∗0) a γ.
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