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Abstrakt 
Diplomová práce se zabývá rozdělením extrémních hodnot. V první části je zformulována 
a dokázána limitní vě ta pro rozdělení maxim. Dále jsou rozebrány základní vlastnosti 
rozdělení extrémního typu. Ústřední roli diplomové práce hrají neparametr ické odhady 
indexu ext rémní hodnoty. Především je zde odvozen Hillův a momentový odhad, pro které 
je na základě výsledků z matemat ické analýzy navržena volba indexu prahové statistiky 
pomocí metody bootstrap. Odhady indexu extrémní hodnoty jsou srovnány na základě 
simulací z vhodně vybraných rozdělení, k terá jsou blízká rozdělení srážkových úhrnů z 
vybrané deštové řady. Pro tuto řadu je doporučen vhodný odhad a zvolen index prahové 
statistiky, což pa t ř í mezi nejtěžší úlohy z oblasti extrémních hodnot. 

Summary 
The concern of this diploma thesis is extreme value distributions. The first part formulates 
and proves the limit theorem for distribution of maximum. Further there are described 
basic properties of class of extreme value distributions. The key role of this thesis is on 
non-parametric estimations of extreme value index. Primarily, H i l l and moment estima
tor are derived, for which is, based on the results of mathematical analysis, suggested 
an alternative choice of optimal sample fraction using a bootstrap based method. The 
estimators of extreme value index are compared based on simulations from proper chosen 
distributions, being close to distribution of given rain-fall data series. This time series is 
recommended a suitable estimator and suggested choice of optimal sample fraction, which 
belongs to the most difficult task in the area of extreme value theory. 
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rozdělení extrémních hodnot, index ext rémní hodnoty, Hillův odhad, Momentový odhad, 
bootstrap 

Keywords 
extreme value distribution, extreme value index, H i l l estimator, Moment estimator, bo
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1. ÚVOD 

1. Uvod 
Teorie extrémních hodnot je jedinečnou statistickou disciplínou pro vytváření technik 

a modelů k popisu především neobvyklých jevů. Nalezne své upla tnění především v ob
lastech hydrologie, finančnictví, pojišťovnictví, s trojírenství a v mnoha dalších odvětvích. 
Slouží například k predikci extrémních záplav, povodní, velkých bouří , přírodních požárů, 
plnění velkých pojistných událostí , akciového rizika, rizika denního trhu, životností výrobků, 
doby přežit í jedinců populace a k mnoha dalším účelům. 

Existují dva různé př ís tupy k analýze extrémních hodnot. P rvn í z nich je založen na vy
tvoření blokových maxim. V mnoha situFacích je zvykem uvažovat roční maxima (metoda 
A M S - A n n u a l Maxima Series). Druhá takzvaná prahová metoda je založena na výběru 
největších pozorování z celého pozorovaného výběru (metoda POT-Poin t Over Thre-
shold). 

Analýza blokových maxim vede na parametr ické modely, které vycházejí z limitní 
věty pro rozdělení maxim. Jako model předpokládaj í t ř ídu rozdělení extrémních hodnot. 
Parametry rozdělení lze odhadnout například pomocí metody maximální věrohodnosti . 
Ukazuje se, že konvergence je velmi pomalá . Vzhledem k omezení se na bloková maxima je 
po t řeba velmi rozsáhlých náhodných výběrů a některá významná velká pozorování nemusí 
být zohledněna. Výhodou může být eliminace cyklické a periodické složky. V některých 
případech lze pomocí blokových maxim získat nezávislá stejně rozdělená pozorování. 

V př ípadě prahových metod lze vzhledem k l imitnímu rozdělení velkých pozorování 
provést statistickou indukci na základě zobecněného Paretova rozdělení. Menší pozornost 
je v praxi věnována m e t o d á m semi-parametrickým, na které je zaměřena tato práce. 
Stat is t ická indukce je sice oproti blokovým max imám založena na více pozorováních, 
v praxi se ale často j edná o časové řady, které nepředstavují nezávislá pozorování. Míra 
vl ivu stochastických procesů na semi-parametrické metody je p ředmětem mnoha jiných 
studií. Velkým problémem všech prahových metod je volba prahu, k te rá bude navržena 
v té to práci. 
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2. Základní pojmy 
Nejprve budou uvedeny některé základní pojmy z teorie pravděpodobnost i , které bu

dou často užívány v dalších částech textu. Budeme se částečně držet značení podle [15], 
př ípadně [ ]. 

Předpokládejme, že je pevně dán pravděpodobnostn í prostor (fl,A, P), kde je l i 
bovolná neprázdná množina elementárních jevů, A je množinová a-algebra na íl a P je 
pravděpodobnost na jevovém poli (yt,A). 

Definice 2.1 Náhodnou veličinou vzhledem k jevovému poli A rozumíme zobrazení 

X : íž —> IR, kdy pro každé x G IR platí {OJ : X{uS) < x} G A. je množina všech 

elementárních jevů. 

Definice 2.2 Nechí X je náhodná veličina definovaná na pravděpodobnostním prostoru 

(fž, A, P). Funkci F(x) = P(X < x) definovanou pro všechna x G IR nazýváme distribuční 

funkcí náhodné veličiny X. 

Definice 2.3 Nechí X±, X2, X%,... je posloupnost náhodných veličin s příslušnou po

sloupností distribučních funkcíFi, F2, F3,.... Pak řekneme, že posloupnost Xi, X2, X3,... 
konverguje v distribuci k náhodné veličině X s distribuční funkcí F, právě když 

l im Fn(x) = Fix) 

alespoň ve všech bodech spojistosti x distribuční funkce F. Píšeme Xn —> X. Rozdělení 

náhodné veličiny X nazýváme limitní nebo asymptotické. 

Definice 2.4 Řekneme, že posloupnost náhodných veličin Xi,X2, X3,... konverguje k náhodné 

veličině X podle pravděpodobnosti, jestliže pro každé e > 0 platí 

l im P(\Xn-X\ >e) = 0 

a píšeme Xn —> X. 

V ě t a 2.1 (Centrální limitní věta.) Nechť X1,X2,X3,... je posloupnost nezávislých 

stejně rozdělených náhodných veličin s konečnou střední hodnotou \i a konečným rozptylem 

a > 0. Pak posloupnost 
1 J2i=i Xi — n D 

f n n ^ 1 - — ^ ^ N(0,1). 
a 

Důkaz. Například v [ 1] nebo [22]. 

Definice 2.5 Nechí F je distribuční funkcí. Pravý koncový bod x* distribuční funkce F 

definujeme jako 

x* = sup{x : F{x) < 1}. 

Poznámka. Př ipouš t íme i možnost x* = 00 
Definice 2.6 Nechí X je náhodná veličina, která má distribuční funkci F. Řekneme, že 

náhodná veličina X má degenerované rozdělení, jestliže existuje XQ G IR, takové, že platí 

F(x) 
0, pro X < XQ 

1, X > XQ. 
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2. ZÁKLADNI POJMY 

Definice 2.7 (Normální (Gaussovo) rozděleni). Řekneme, že náhodná veličina X 

má normálni rozděleni, je-li hustota pravděpodobnosti tvaru 

1 
JKX) = ^ , 

kde n G R a a 2 > O jsou neznámé parametry. Značime X ~ N(/j,;a2). Střední hodnota 

X je E X = n a rozptyl D X = a 2 . Rozdělení X(0,1) 6ýwá označováno jako normované 

(nebo standardizované) normální rozdelení. 

Definice 2.8 (standardizované zobecněné Paretovo rozděleni). Řekneme, že náhodná 

veličina X má standardizované zobecnené Paretovo rozdělení, je-li distribuční funkce 

^ ) = { ; : < l _ r i ) _ , / 7 ' ^ ™ 

kde x > O pro 7 > O a O < x < ^ pro 7 < 0. Značíme X ~ GP(7) 

Definice 2.9 Nechíh je neklesající funkce na množině reálných čísel. Funkci určenou 

předpisem 

h*~(x) = inf{y : h(y) > x} 

nazveme zleva spojitou pseudo-inverzí k funkci h. Speciálně, je-li F distribuční funkcí, pak 

F^~ nazýváme kvantilovou funkcí k F. Je-li h bijektivní funkcí, pak je rovněž obyčejnou 

inverzní funkcí k h. 

Lemma 2.10 Nechí fn je neklesající posloupnost funkcí, g je neklesající funkce. Dále 

předpokládejme, že x je bod spojitosti funkce g, x G (a, b), a, 6 G IR a 

Ľm fn(x) =g(x). 

Pak pro každý bod spojitosti x G (g (a), g (b)) platí 

j í™ fn^(x) = g*~(x). 

Důkaz. V i z . [ ] (str. 5). 

Definice 2.11 Nechí F je distribuční funkce. Funkci U určenou předpisem 

U(t) = F<" ( l - ^ ) , t > 1, 

nazveme kvantilovou funkcí chvostu k distribuční funkci F. 

Poznámka. Položme t = a vyjádřeme 

t-tF(U) = 1 
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Protože -F je neklesající, dostáváme 

U(t) = F<-(l 

Tedy U(t) je zleva spojitou pseudo-inverzí k 1_p^ • 
Na obrázku (2.1) je vykreslena distr ibuční funkce F(x) = H7(x), funkce , kvan-

tilová funkce F^(u) a kvantilová funkce chvostu U{t) pro zobecněné Paretovo rozdělení 
GP(7) . Všimněme si, že x > 0, G (1, co), t > 1. 

Distribuění funkce F(x) Funkce 1/(1-F(x)) 

Kvantilová funkce F 1(u 
20 

15 

-T 10 

Kvantilová funkce chvostu U(t) 
20 

15 / 

1 
1 

s 

y 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ t n n 

/ y ' y—u. o 
y=1 

1J^y 
AT 

7=2 1J^y 
AT 

10 
t 

15 20 

Obrázek 2.1: Zobecněné Paretovo rozdělení GP(7) s distribuční funkcí F (x) = i ř 7 ( x ) , kvantilo-
vou funkcí F^~(n) = i ((1 — u)~J — 1) a kvantilovou funkcí chvostu ř7(í) = ^ ( í 7 — 1) pro různé 
hodnoty 7. 

Definice 2.12 Nechť Xi, X2 . . . , Xn je konečná posloupnost nezávislých stejně rozdělených 

náhodných veličin z rozděleni o distribuční funkci F. Posloupnost Xi, X 2 . . . , Xn pak 

nazýváme náhodným výběrem rozsahu n z rozdělení o distribuční funkci F. 
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2. ZÁKLADNÍ POJMY 

Definice 2.13 Mějme náhodný výběr X\ = Xi(oj),X2 = X2{OJ) ... ,Xn = Xn{oj), OJ G Q 

z rozdelení o distribuční funkci F, který uspořádáme vzestupně podle velikosti. Dostaneme 

náhodný vektor (Xiin(oj),X2in(oj),... ,XntTl(u))), kde 

Xiin(co) = Xki(co), pro 1 < i < n, {ki, k2,..., kn} = { 1 , 2 , . . . , n}, OJ G O, 

X1:n(oj) < X%n{oj) < Xn^n{oj). 

Speciálně 

Xi}n(oj) = min{X 1 (a ; ) , X2(OJ), ..., Xn(oj)},\/oj G íž, 

Xnin(oj) = msLx{X1(oj)JX2(oj)J... ,Xn(oj)},Voj G O. 

Veličinám 

se říká uspořádaný náhodný výběr rozsahu n. Jeho realizaci pak značíme XiiTl, x 2 i T l , . . . , xn^n. 

Definice 2.14 Mějme náhodný výběr Xi,X2 ... ,Xn z rozdělení o distribuční funkci F. 

Funkci 
[ 0, x < X1>n. 

^n(x) = l ^, Xi>n <X< Xi+1>n 

I I x > X 

nazýváme výběrovou (empirickou) distribuční funkcí náhodného výběru Xi, X2 . . . , Xn. 

Poznámka. Empirická distr ibuční funkce Fn(x) je přirozeně odhadem distr ibuční funkce 
F a hraje velmi významnou roli při neparametr ických odhadech a u neparametr ické me
tody bootstrap, ke které se dostaneme později. Dále budou uvedeny některé její základní 
vlastnosti a ukážeme, že Fn(x) je nes t ranným a konzistentním odhadem F. N a obrázku 
(2.2) je příklad empirické distr ibuční funkce náhodného výběru z normálního rozdělení 
N(0,1). 

X 
Obrázek 2.2: Empirická distribuční funkce F2Q(X) na základě dvaceti pozorování z normálního 
rozdělení W(0,1). Tečkovaná čára značí skutečnou distribuční funkci F. Realizace náhodného 
výběru je znázorněna pomocí symbolu x . 
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• Empirická distr ibuční funkce Fn(x) je distr ibuční funkce rovnoměrného diskrétního 
rozdělení na množině { X j i n } " = 1 . 

• Náhodná veličina Z G IR s rozdělením o distr ibuční funkci Fn je diskrétní a plat í 
P (Z = Xi}Tl) = - pokud hodnoty {xi j n }™ = 1 jsou různé, což pro výběry ze spojitého 
rozdělení p la t í s pravděpodobnost í 1. 

• Zřejmě 
l im Fn(x) = l im Fix) = 0, 

X —> — OO X —> — oo 
l im Fn(x) = l im F(x) = 1, 
x—>oo x—>oo 

• Označme Rn[x) počet prvků, které jsou menší než x. Zřejmě Rn(x) = nFn(x) a 

= k) = Q - F{x))n-\ k G { 0 , 1 , 2 , . . . , n ) . 

Rn{x) m á tedy binomické rozdělení Bi(n, F(x)) se s t řední hodnotou nF(x) a roz
ptylem n F ( x ) ( l — F(x)). Odtud 

E(Fn(x)) = F{x) 

n 

a tedy pro každé x G IR je Fn(x) nes t ranným odhadem F(x). 
• Protože Fn(x) je nes t ranným odhadem F(x) a ~D(Fn(xj) —> 0 pro n —> oo, plat í 

(viz. [ ] nebo [21]), že Fn(x) konverguje v pravděpodobnost i k F{x) tj. 

l im P(\Fn(x) — F(x)\ > e) = 0, pro všechna e > 0, 

n—>oo 

a tedy Fn(x) je konzistentním odhadem F(x) pro každé i G R . Odtud zřejmě 

E(Fn(x) - F(x))2 -+ 0. 

• Z centrální l imitní věty (2.1) podle [31] str. 265 plyne 

yfíi(Fn(x) - F(x)) 4 N(0, F(x)(l - F(x))). 

Poznámka o značeni. V práci se vyskytují pouze přirozené logaritmy. Veškerá označení 
logaritmu představují přirozený logaritmus. Výběrový průměr je obvykle značen vodorov
nou čarou, například X. Využívají se základní pojmy z teorie odhadů, které lze nalézt 
v [1]. Buď 6 odhadem parametru 6. Vychýlení odhadu 6 značíme jako bias(#). Podobně 
střední kvadratickou chybu odhadu 9 značíme MSE(é'). 
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT 

3. Rozdělení extrémních hodnot 
3.1. Úvod 
Mějme posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin Xi,X2,... s disti-
r ibuční funkcí F. Centrá lní l imitní vě ta popisuje limitní chování částečných sum X\ + 
X2 + • • • + Xn pro n —> 00, zat ímco teorie extrémních hodnot popisuje limitní chování 
ext rémů 

Mn = Mn(u) = max{Xi(c<;),X2(c<;),..., Xn(oj)},oj G íl 

nebo mm{Xi(oj),X2(uj),... ,Xn(oj)},oj G íl pro n —> 00. Omezíme se však pouze na 
případ výběrového maxima M, protože 

min{Xi(a ; ) ,X2(a ; ) , . . . ,Xn(co)} = - m a x { - X i ( o ; ) , -X2(co),..., -Xn(co)}, co G íl. 

Naším cílem v té to kapitole je nají t možná rozdělení výběrových maxim M. Pla t í , že 
n 

P(Mn <x) =P(Xl <x,X2 < x , . . . , X n <x) = X\P{Xi <x) = Fn(x). (3.1) 

l im Fn(x) 
n—>oo 

Dále 
0, pro x < x* 

1, jinak, 

kde x* < 00 je pravý koncový bod distr ibuční funkce F. 
Degenerovaná limitní distr ibuční funkce n á m ovšem neposkytuje příliš mnoho infor

mace. V centrální l imitní větě 2.1 se vyskytuje parametr polohy \i a parametr měří tka 
a > 0. Analogicky se můžeme zabývat s tandardizovanými maximy, kde parametry polohy 
a tvaru jsou reálná čísla závisející na rozsahu výběru n. Dále uvažujme reálné posloupnosti 
an > 0, bn, n = 1, 2 , . . . takové, že n á h o d n á veličina M n ~ b n m á pro n —> 00 nedegenerova-
nou limitní distr ibuční funkci G(x). T ímto z (3.1) plyne 

l im P í M n ~ b n <x) = l im Fn(anx + bn) = G(x) (3.2) 
n—>oo \ q_ f n—>oc 

pro každý bod spojitosti x funkce G. Tedy 

M n - b n D 

G{x). 

Distr ibuční funkce G(x) popisuje chování maxim, proto definujme 

Definice 3.1 Nechí Xi,X2,... je posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných 

veličin s distribuční funkcí F. Nechí a„ > 0 a b„ jsou posloupnosti reálných čísel, G 

nedegenerovaná distribuční funkce a platí 3.2. Pak množinu 

T>(G) = {F : l im Fn(anx + bn) = G(x) pro všechny body spojitosti x funkce G} 

nazveme oborem atraktivity rozdělení o distribuční funkci G. Rozdělení s distribuční funkcí 

G(x) nazveme rozdělení extrémní hodnoty. 

Poznámka. Je možné ukázat , že v pods ta t ě všechna v praxi běžně uvažovaná spoji tá 
rozdělení jsou prvky množiny T>{G). Př ík ladem rozdělení, které neleží v oboru atraktivity 
funkce G, je von Mises rozdělení s distr ibuční funkcí F(x) = 1 — e ~ x ~ s i n x , x > 0 [15]. 
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3.1. UVOD 

V ě t a 3.1 Jestliže a„ > O a b„ jsou posloupnosti reálných čísel a G nedegenerovaná dis

tribuční funkce, pak jsou následující vztahy ekvivalentní: 

1. 

l im Fn(anx + bn) = G(x) (3.3) 

pro každý bod spojitosti x funkce G tj. F G T>(G). 

2. 

l i in n ( l - F(anx + bn)) = -\ogG(x) (3.4) 

pro každý bod spojitosti x funkce G, pro který O < G(x) < 1. 

3. Je-li U kvantilová funkce chvostu k distribuční funkci F, pak 

l im U { n x ) ~ K = D(x) (3.5) 
n->-oo n 

pro každý bod spojitosti x > O funkce D(x) = G^~ [e~ 

Důkaz. Pokud x je bod spojitosti G, pak 

log l im Fn(anx + bn) = l im l o g F n ( a n x + bn) 

a rovnici (3.3) lze po zlogaritmování přepsat jako 

l im nlogF(anx + bn) = \ogG(x) Vx : 0 < G(x) < 1. (3.6) 

Aby posloupnost nlogF(anx + bn) nedivergovala pro n —> co, musí F(anx + bn) —> 1. P la t í 

l im - M J K s + M ) = x ( 3 J ) 

neboť pomocí ĽHospi ta lova pravidla je (3.7) ekvivalentní s 

l im — —• = 1. 
rwoo F(aNX + bn) 

Tímto z (3.7) 

l im - l o g ( F ( a n x + bn)) = l im (1 - F(anx + bn)). 

Do vztahu (3.6) pak lze za levou stranu dosadit výraz [—(1 — F(anx + bn))], tudiž 

l im n ( l — F(anx + bn)) = — log G (x), 

což lze ekvivalentně přepsat na 
1 1 , s 

n ( l - F(anx + bn)) \ogG(x)' 

Nyní sestrojíme zleva spojitou pseudo-inverzi k oběma s t r anám rovnice (3.8). Využijeme 
vlastnosti kvantilové funkce chvostu U, k te rá je zleva spojitou pseudo-inverzí k 
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3. ROZDĚLENI EXTREMNÍCH HODNOT 

i) Položme x = —r,——ZíTT> pak 

1 - F(any + bn 

a tedy 

U { n x ) = U [ l - F ( l n y + b 7 1 ^ = a n y + bn> 

U (nx) — bv 

y = 

ii) Dále, je-li x = — 1o^q(u) , dostaneme 

IogG(y) = 

logG(y) • 

1 
X' 

a tedy 
y = G- ( c - i ) . 

Vrátíme-li se ke vztahu (3.8) a využijeme lemma (2.10), (i) a (ii) dostáváme 

U(nx) — fcy 
hm = CT ( . " i ) 

pro x > 0, protože x = „ ( 1 _ F ( ^ n b n ) > 0. • 
Poznámka. Věta plat í i pro případ, kdy místo indexu n uvažujeme spojitou proměnnou 

t. Stačí použít a(t) = d[t] a b(ť) = byty Index [t] značí celoučíselnou část proměnné t. V i z . 
[15] str. 6. 

V ě t a 3.2 (Fisher a Tippet (1928), Gnedenko(1943)) Třída rozdělení extrémních 
hodnot je tvaru G1(ax + b), a > 0, b € R, /čeře 

G 7 (x ) = í e x p C - a + T*)-*) , l + 7 * > 0 , 7 ^ 0 ( 3 Q ) 

[ exp (—e x ) , 7 = 0. 

Důkaz. Vycházíme ze vztahu (3.5). Předpokládejme, že D je spoji tá v bodě 1. Pro její 
bod spojitosti x > 0 položme 

/ x , U(tx)-b(t) , U(t)-b(t) ,. U(tx)-U(t) 
E(x) = D(x) - D l = l im 1 ; , . W - l im w = l im v % . w . 

W W W í^oo a ( t ) t^oo 0 ( í ) í^oo o ( í ) 

Dále pro y > 0 dosadíme xy za x a dostaneme po jednoduché úpravě 

g(tey) - U(t) = Ujtxy) - U(t) - U {ty) + U(ty) = Ujtxy) - U {ty) a(ty) | U (ty) - U(t) 
a(t) a(t) a(ty) a(t) a(t) 

Z věty (3.1) plyne existence limit l im^oo U { t x ^ { t ) , a tedy i l i n i í m U^xl\^ty) a l im^oo ^ ^ y ^ -

Zřejmě pak musí existovat i linn._j.oo Dále položme A(y) = l im^oo ^2£l. Z předchozích 
vz tahů dostaneme pro x, y > 0 

, , , UCtxy) -U(ty)a(ty) ,. U(ty)-U(ť) . 
E(xy) = l im , . v , fľ + l im 1 y ) . . . W = + _ y . 

a(ŕy) a( í) r ^ ° ° a(t) 

11 
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3.1. UVOD 

Dále pro (x,y > 0) A (x,y ^ 1) položme s = log x, t = logy a H(x) = E(ex), pak z 
předchozího vztahu 

E(esé) = E^A^e1) + E(é) 

H(t + s) = H(s)A(et) + H(t). (3.10) 

Protože H(0) = E(e°) = D(l) — D(l) = 0, můžeme rovnici (3.10) napsat jako 

-A(e*). (3.11) 
H(t + s) - H(t) _ H(s) - H(0) A l f. 

s s 
Funkce H je monotónní , neboť H(t) = E{é) = D{é) - D(l) = ( e - 6 " ' ) - (e" 1). 
Proto existuje ŕ £ K , kde funkce H m á derivaci H'(t). Podrobněji o derivacích funkcí 
například v [ 7]. Z rovnosti funkcí (3.11) plyne, že H m á derivaci všude a odtud pro 
s -> 0 

H\ť) = H\tí)A{é). (3.12) 

Nyní ukážme sporem, že H'(0) Ý 0- Předpokládáme-l i , že H'(0) = 0, pak z (3.12) 
H'(t) = 0 pro Ví, ale H není konstantní funkce. 

Z rovnice (3.10) vyjádřeme 

H(t + s)-H(t) H(s)A(é) 

a položme Q(t) = -§rr^- Dostáváme 

H'(0) H'(0) 

(O)" 

Q(t + s)-Q(t) = Q{s)A{é). (3.13) 

Z (3.12) dostaneme A(é) = f ^ g = Q'(t), pak z (3.13) 

Q(t + s) = Q(s)Q'(t) + Q(t). (3.14) 

Ve vztahu (3.14) zaměňme proměnné tas, tedy 

Q(s + t) = Q(t)Q'(s) + Q(s) (3.15) 

a dosaďme Q(s)Q'(t) + Q(t) z (3.14) do (3.15). Dostáváme 

Q(s)Q'(t) + Q ( í ) = Q(t)Q'(s) + Q ( s ) 

a po jednoduché úpravě 

Q(t)(Q'(s)-l) = Q(s)(Q'(t)-l). (3.16) 

Protože Q(0) = Jp ĵy = 0 a Q'(0) = -§7^y = 1, dos táváme z (3.16) 

s s 

Odtud pro s —> 0 
Q(t)Q"(0) = (Q'(t) - 1) 
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3. ROZDĚLENI EXTREMNÍCH HODNOT 

a z rovnosti funkcí a existence derivace levé strany plyne existence derivace pravé strany 
a derivujeme-li ještě jednou, dostaneme 

Q"(0)Q'(t) = Q"(t). (3.17) 

Položme 7 = Q"(0). Z (3.17) 

Dos táme jednoduchou diferenciální rovnici 7 = ( logQ( í ) ' ) ' s podmínkami Q'(0) = 1, 
Q(0) = 0. Př ímou integrací a využit ím podmínky Q'(0) = 1 dostaneme 

Q'{t) = e* (3.18) 

s počáteční podmínkou Q(0) = 0. Abychom mohli integrovat ještě jednou a použít 
podmínky Q(0) = 0, je t ř eba rozlišit 2 případy, kdy 

a) Řešením (3.18) je 

ď<1 - 1 H(t) D(é) - D(l) 
Qit) 

7 H'(0) H'(0) 

Odtud 

D(eť) = ^—±H'(0) + D(1). 
7 

Vyjádřeme 

D(t) = D(l) + H'(0)t—±, (3.19) 
7 

a k ní zleva spojitou pseudo-inverzi 

N / x-D(l)Ý< x-D(l) 

Protože D{x) = G^(e~^), dostaneme dosazením výrazu D*~(x) = — l o g d o 
předchozí rovnice 

, „1 a A a ; - D ( l ) \ " ^ 1 x-D(í) n 

a odtud 

G (if'(O)x + D ( l ) ) = exp ( - (1 + jx)~y) , 1 + 7 x > 0. 

b) pro 7 = 0. Řešením (3.18) je 

Q(t) = t. (3.20) 

Př ipomeňme, že Q(t) = = ^jjij§^- Z (3.20) dostaneme 
D(t) = D(l) + H'(0)\ogt. (3.21) 
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3.1. UVOD 

Z označení na (3.5) je D(t) = G^(e~^) a odtud 

G{D(1) + i f ' (0) logt) = e ~ i 

Položíme-li log í = x, dos táváme 

G (H'(0)x + D(l)) = exp (-e~x) . 

U 

Definice 3.2 Parametr 7 z věty 3.2 nazýváme index extrémní hodnoty. 

V ě t a 3.3 Pro 7 G IR jsou následující výroky ekvivalentní [15]: 

1. Existují posloupnosti reálných ěísel an > 0 a bn takové, že 

lim F-(anx + bn) = G1(x) = \ « p (-(1+7*)"*) , 1 + 7* > 0, 7 í 0 ( }  

1 ; 7 V ^ 1 e x p ( - e - a ) , 7 = 0. 1 ' 

2. Existuje kladná funkce a(ť) taková, že pro všechna x > 0 

U(tx)-U(t)_ 7 ^ 0 

a(r) " 7 1 j " 1 logx, 7 = 0. 1 j 

3. Existuje kladná funkce a(t) taková, že 

\unt(l-F(a(t)x + U(t))) = \ ( 1 + 7 x ) ~ " ' 1 + 7 X > ° ' 7 ^ ° (3.24) 
í->oo y e x 7 = 0. 

^. Existuje kladná neklesající funkce h taková, že 

Y i m

l - F { í + x h ^ = f (1 + 7 ^ ) " Í l + 7 ^ > 0 , 7 ^ 0 f 3 2 5 l 

Í Ť Z * 1 - \ e" x 7 = 0, 1 ' ; 

fcde x* je pravý koncový bod distribuční funkce F. Navíc h{t) = a ( j z ^ y 

Důkaz. Ze vztahu (3.19) plyne rovnost D7(x) = pro 7 / 0. Podobně z (3.21) plyne 
D1(x) = e~x pro 7 = 0. Ekvivalence výrazu (1), (2) a (3) byly rozebrány ve větě (3.1). 
Důkaz, že výrazy (2) a (4) jsou ekvivalentní, je technického rázu a lze nalézt v [15] str. 
11. 
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT 

3.2. Základní typy rozdělení ex t r émních hodnot 
V té to kapitole budou rezebrány některé základní vlastnosti rozdělení extrémního typu. 
Vyjdeme z věty 3.2, v které vystupuje parameter 7. Situaci trochu zjednodušíme t ím, že 
budeme uvažovat rozdělení ve standardizovaných tvarech. 

Obrázek 3.1 znázorňuje distr ibuční funkce z t ř ídy rozdělení extrémních hodnot pro 
různé hodnoty indexu ext rémní hodnoty 7 dané předpisem 

GJx) = { exp ŕ - ( 1 +7*)"*;, l + 7*> 0 ,7^0 ( } 

7 V ; \ e x p ( - e " x ) , 7 = 0. y ' 

Je pa t rné , že rozdělení jsou rozdílného typu pro 7 > 0, 7 = 0, 7 < 0. 

1 = 

0.9 -

0.8 -

0.7 -

0.6 -

0.5 -
LL 

0.5 -

0.4 -

0.3 -

0.2 -

0.1 -

0 = 
-4 0 

x 

Obrázek 3.1: Distribuční funkce G 7 z třídy rozdělení extrémních hodnot 

Uvážíme-li možnosti 7>0 , 7 = 0, 7 < 0 odděleně dostaneme: 

a) 7 > 0: položíme-li x rovno a dosadíme do (3.26) dostaneme rozdělení takzvaného 
Fréchetova typu s distr ibuční funkcí 

x<0 
", x > 0, 

(3.27) 
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3.2. ZÁKLADNÍ TYPY ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT 

kde a = K P ravý koncový bod je zde roven nekonečnu, tedy < 1, pro všechna 
i e R . Tato skupina rozdělení m á spíše těžké chvosty, neboť velké hodnoty x jsou 
více pravděpodobné. Distr ibuční funkce konverguje „velmi pomalu" k 1 pro 
x —> oo. 

Ukažme, že pro p > a, p > 0 neexistuje p-tý obecný moment. 

xpf(x)dx = yo xp[e-x~a) dx = yo axTa-1e-x "dx 

= \t = x~a; dt = -ax-a-ldx; x = r « | = / r e _ í dr (3.28) 
1 1 Jo í - ä í - " " 1 ) 

= r t - ^ d t = r t ( ^ ) e - d t = r ( i - i ) , 
Jo Jo t \ a/ 

kde gamma funkce a integrál daný gamma funkcí, konverguje absolutně pro 1 — - > 
0. Tedy p- tý moment existuje pouze pro p < a. 

Dist r ibuční funkce F réche tova h/pu Kvant i lová funkce chvostu Fréchetova typu 

t 

Obrázek 3.2: Distribuční funkce $ a ( x ) a k ní kvantilová funkce chvostu U(ť) = log(^-j-) a . 

P růběhy distribučních funkcí a kvantilových funkcí chvostu pro rozdělení Fréchetova 
typu jsou na obrázku 3.2. Vzhledem k dosazení za x se změní poloha a měřítko 
distr ibuční funkce G 7 . V uvedeném obrázku jsou červeně (7 = - = 1) a černě 
(7 = - = 3) znázorněna rozdělení, k te rá nemají konečnou s t řední hodnotu. Modře 
je znázorněno rozdělení, které již m á konečnou s t řední hodnotu, ale nemá konečný 
rozptyl. 

b) 7 = 0: rozdělení Gumbelova typu s distr ibuční funkcí 

GQ(X) = e~e 
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT 

Pravý koncový bod je zde roven nekonečnu, tedy GQ{X) < 1, pro všechna i G R . 
Jedná se o rozdělení s lehčím chvostem, neboť velké hodnoty x jsou méně pravděpodobné. 
Všechny p- té momenty, p > 0, existují, neboť 

E(XT 

x 

xpf(x)dx = 

- — log ŕ; dx 

xp l e dx xpe xe e dx 

-dt 
roo 

/ (-íyaogtfe-'dt < oo. 
Jo 

(3.29) 

V př ípadě p = 1 je E(XP) = E(X) a integrál (3.29) je roven Euler-Mascheroniho 
konstantě jeui ~ 0.577. V př ípadě p=2 je E(X2) = jjul + Momenty pro Gum-
blovo rozdělení je také vhodné počí ta t pomocí charakteristické funkce, tj. Fourierovy 
transformace hustoty. V i z [17] str. 11. 

Distribuční funkce Gurnbelova typu Kvanti lova funkce chvostu Gurnbelova typu 

Obrázek 3.3: Distribuční funkce Go(x) a k ní kvantilova funkce chvostu 
l/(r) = - l o g ( - l o g ( l - i ) ) . 

c) 7 < 0: pravý koncový bod je roven —, takže rozdělení m á krá tké chvosty. Položíme-
x+l místo x a dosadíme do (3.26), dostaneme takzvané extremální (reverzní) l i 

Weibullovo rozdělení s distr ibuční funkcí 

X 
e " ( _ x ) Q , x < 0 
1, x > 0 , 

(3.30) 

kde a = — ̂  > 0. Po té to transformaci je pravý koncový bod roven 0. Ukažme, že 
pro p > 0 všechny obecné momenty existují: 

xpf(x)dx = xp ( e " ( - x ) Q ) dx = / axp(-x)a-le-{-x)adx 
-OO J — OO J— OO 

_ J _ 

1 ľ CO f a 

= t = (-x)a; dt = - a ( - x ) a " 1 d x ; x =-t~ = - (-lYt^t -, „e^dt 
Jo í ä í " " 1 ) 

= (-i)p+1 r&e-tát = {-l)p+l dt = (-1)P+1F (l + 
Jo Jo t \ 

Protože integrál, který gamma funkce představuje, konverguje absolutně v př ípadě 
1 + - > 0, tak p-tý moment existuje pro všechna p > 0. 

N a obrázku 3.4 vidíme, že kvantilova funkce chvostu jde k nule, když t —> oo. Pravý 
koncový bod je skutečně roven nule. Pro malé hodnoty 7 konverguje distribuční 
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3.3. OBOR ATRAKTIVITY 

funkce „pomalu" k nule, když x —> —co. Malé hodnoty x se tak vyskytují častěji. 
Ty mají velký význam, pokud pracujeme s minimem. 

Obrázek 3.4: Distribuční funkce (x) s kvantilovou funkcí chvostu 

£/(*) = - ( - l o g ( l - } ) ) -

3.3. Obor atraktivity 
V nadcházející části textu se budeme zabývat oborem atraktivity pro rozdělení Fréchetova, 
Gumbelova a Weibullova typu a volbou reálných posloupností an > 0 a bn. Uvedeme 
některé důležité podmínky na distr ibuční funkci náhodného výběru, popř ípadě kvantilo
vou funkci chvostu. Podle [5] uvedeme několik základních rozdělení, k te rá leží v oboru 
atraktivity rozdělení extrémních hodnot. 

Nejprve uveďme dvě následující věty, kde první m á spíše teoretický charakter a druhá 
je po t řeba při odhadu indexu ext rémní hodnoty 7 a v j iných situacích. 

V ě t a 3.4 Nechí F je distribuční funkce s pravým koncovým bodem x*. Předpokládejme, 
že F"(x) existuje a F'(x) > 0 pro všechna x ležící v libovolném levém okolí bodu x*. 
Jestliže 

í\ - F\' 
! s h r (*) = 7, t\x* V F 

pak F leží v oboru atraktivity G1. 

Důkaz. Viz. [ ]. 

V ě t a 3.5 Distribuční funkce F s pravým koncovým bodem x* a s kvantilovou funkcí 
chvostu U{t) je v oboru atraktivity distribuční funkce G 7 , pravé když 

1. pro 7 G M : 

a(t) 7 \ loga;, 7 = 0, v J 

pro vhodnou kladnou funkci a(t) a pro všechna x > 0. 
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT 

2. pro 7 > 0: x* = co a 
1-F(tx) =i 

l im ±—'- = x i , 3.32 
Í ^ O O 1-F(t) v ' 

pro každé x > 0. 

3. pro 7 > 0: x* = co, Ji°° ( 1 ~ f ( x ) ) d x < 0 a 

i - = 7 ; ( 3 - 3 3 ) 

^. pro 7 > 0: x* = co a 

l i m ^ M = x 7 5 x > 0 , , (3.34) 

nowc pro a(t) splňující (3.31) platí 

l im ^ T T = 7. (3.35) 
í—7-OC Í7(í) 

5. pro 7 < 0: x* < co a 

6\ pro 7 < 0: 

l im = x 7 , x > 0. (3.36) 

l im = i x > o. (3.37) 

Důkaz. Vztah (3.31) přímo plyne z věty 3.3. Podrobnosti a důkaz zbývajících tvrzení lze 
nalézt v [15] sekce 1.2. • 

Důsledek věty 3.5. Je-li F G T>7, 7 > 0, pak pro náhodnou veličinu X s distribuční 
funkcí F p lat í (vzhledem k vztahu (3.33)): 

l im E ( l o g X - \ogt\X > ť) = 7. 

Důkaz. Rozepišme 

JÍ00 (log x - l o g í ) / ( x ) d x 
l im E( logX - l o g í l V > t) = l im ,_ 

v ff° f(x)\ogxáx -\ogtJt°° f(x)dx 
= l im — : 

í^oo 1 - P(X < t) 

a použijeme-li integraci per partes 

l i m ^ 0 0 [ F ( x ) logx]^ - J T F ( x U d x - log í l i m ^ 0 0 [ F ( x ) ] í ' 

(3.38) 

(3.38) = l im 
í^oo 1 _ F ( í ) 

l i m l i m ^ o o ( F ( « ) logu) - logj - r ^ d x = r ^dx - J ~ ^ d x 
A™ 1 - F ( í ) íi™ 1 - F ( í ) 

l im — T T 1 ^ -
í^oo 1 _ F ( í ) 
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3.3. OBOR ATRAKTIVITY 

Z (3.33) pak vidíme, že 

^ r i „ \ , íŕ°°(logx — logí) f (x)dx 
7 = l im E l o g X - logŕLY > t = l im ± ± J L J ^ > . 3.39 

Předchozí důsledek je základem pro Hillův odhad parametru 7. T ímto odhadem se 
budeme zabývat v kapitole 5.2. 

Někdy samotný požadavek F G T>{G1) nestačí. Je t řeba klást silnější podmínku na 
distr ibuční funkci, tzn. podmínku druhého druhu. Nejdříve pomocí (3.31) definujme: 

Definice 3.3 Řekneme, že kvantilová funkce chvostu U (popřípadě k ní příslušná dis
tribuční funkce F) splňuje podmínku druhého druhu, jestliže existují funkce a(t) > 0 a 
funkce A taková, že nemění znaménko a l i m ^ ^ A(t) = 0, a platí 

U(tx)-U(t) _ D , N 

l im a ( r ) - , . — = H(x), x > 0, 
í^oo A(t) K ' 

kde 

D7(x) = i , T 
x~i-l 7 ^ 0 
loga;, 7 = 0 

a H je funkce, která není násobkem funkce D1(x). Zejména H není identicky rovna nule. 
Paramter p nazýváme parametrem druhého druhu. 

Pokud kvantilová funkce chvostu U splňuje podmínku druhého druhu, pak je splněna i 
podmínka atraktivity, tedy F G T>1. Obrácená implikace ale neplatí . Př íkladem, kdy ne
plat í podmínka druhého druhu, je rozdělení s distr ibuční funkcí F{x) = \+x~l exp(sin log x) 
x > 0 [8]. 

V následující větě je uveden speciální př ípad podmínky druhého druhu, kdy se ome
zujeme pouze na obor atraktivity Fréchetova typu. 

V ě t a 3.6 Předpokládejme, že distribuční funkce F splňuje podmínku druhého druhu. Po
tom pro všechna x > 0 platí 

EM _ xi p _ , 
l im m

i f - = x<- - , (3.40) 

A(t) p v J 

kde 7 > 0, p < 0 a A je funkce, která nemění znaménko, přičemž l i m ^ ^ A(t) = 0. 

Důkaz. V i z . [ ]. 
Definice 3.4 Lebesgueovsky měřitelnou funkci l : IR + —> IR na (0, 00) nazveme regulárně 
se měnící (v nekonečnu), jestliže pro nějaké a G IR platí 

l im = x « , x > 0. (3.41) 

Číslo a se nazývá index změny. Funkci, která pro a = 0 splňuje (3.41), nazýváme pomalu 
se měnící. 
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT 

Vztah (3.34) znamená, že kvantilová funkce chvostu U je regulárně se měnící s indexem 
7. Proto se u Fréchetovy t ř ídy často klade požadavek, aby U byla regulárně se měnící. 

Uveďme ještě tvrzení spíše teoretického charakteru, protože v praxi většinou neznáme 
distr ibuční funkci F. 

T v r z e n í 3.5 Nechi F je distribuční funkcí, U kvantilovou funkcí chvostu k F, a nechi 
F G T>{G), kde G je distribuce Fréchetova typu. Pak existují regulárně se měnící funkce 
IF(X) a lu(t) takové, že 

1 - F(x) = x~ylF(x) a U(t) = ťlxj{ť), (3.42) 

přičemž mezi funkcemi lp alu existuje jednoznačný vztah. 

Důkaz. V i z . [5] sekce 2.3.2. 
Poznámka. Zavést rozdělení z Fréchetova oboru atraktivity je možné nejen pomocí dis
t r ibuční funkce, ale také pomocí kvantilové funkce chvostu U. Pro snazší odvození tvaru 
funkce lp pomocí kvantilové funkce U lze z (3.42) vyvodit vztah 

F = U(ť)ľ? {U(t)). 

Podrobnější analýzu regulárně se měnících funkcí lze najít v [5],[15]. 

3.3.1. Obor a t rakt ivi ty pro rozdě len í F réche tova typu 

V tabulce 1 jsou některá rozdělení patř ící do Fréchetova oboru atraktivity se vztahy pro 
distr ibuční funkci F a kvantilovou funkcí chvostu U. Kvantilovou funkci F^~ pak dosta
neme snadno ze vztahu F^(u) = U 0 < u < 1. Všimněme si, že je zde obsaženo 
také Fréchetovo rozdělení s distr ibuční funkcí $>a(x) podle (3.27). Cauchyho rozdělení je 
speciálním př ípadem Studentova rozdělení s jedním s tupněm volnosti. Velký význam pro 
parametr ické modelování chvostu m á zobecněné Paretovo rozdělení, na k terém je založena 
prahová metoda maximální věrohodnoti v sekci (5.1). Zobecněné Paretovo rozdělení obecně 
může mít parametr tvaru 7 t aké nulový nebo záporný. Pro 7 G IR můžeme napsat dis
t r ibuční funkci zobecněného Paretova rozdělení H1 jako 

í 1 - (1 + 1 X ) - l ' \ 0 < x < (sup(0, - 7 ) ) - 1 , 7 ŕ 0, 4 -
M ^ X ) ~ \ l - e - x , 0<x<oo, 7 = 0. 1 J 

Odtud, podobně jako u extrémálního rozdělení, rozlišujeme u zobecněného Paretova rozdělení 
tři př ípady v závislosti na 7: 

7 > 0 
7 = 0 
7 < 0 

1 

H7 y ^ j = l — x t, x > 0, rozdělení je Paretovo 
HQ{X) =l — e~x, x > 0, rozdělení je exponenciální 

V případě, kdy parametr 7 = 0, dostaneme exponenciální rozdělení, které leží v Gumbe-
lově oboru atraktivity. Dalším speciálním př ípadem je i samotné Paretovo rozdělení, které 
dostaneme pro 7 > 0. Toto rozdělení bylo původně používáno k popisu rozdělení bohat
ství mezi jednotlivce. Pokud zlogaritmujeme náhodnou veličinu s Paretový rozdělením, 
dostaneme transformovanou náhodnou veličinu, k te rá m á exponenciální rozdělení. 
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3.3. OBOR ATRAKTIVITY 

Tabulka 1: Rozdělení patřící do Fréchetova oboru atraktivity (7 > 0) 

Rozdělení Distribuční funkce F(x) a kvantilová funkce chvostu U(ť) 
Index 
extrémní 
hodnoty 

Pa( 7) F(ar) = l — a r " , 7 > 0; ar > 1 

7 
(Paretovo) U(t) = í 7 , t > 1 

7 

GP( 7 ) F(x) = 1 - (1 + jx)~^ , 7 > 0; x > 0 

7 
(Zobecněné Pa) U(t) = i (í 7 - 1), í > 1 

7 

Burr(?7, r, A) F(x) = l - ( ^ ) \ í?,r,A>0; a; > 0 
1 

(Typ XII) U(t)=(r1(Ú-l))\ í > l 
AT 

Burr(?7, r, A) ^ ) = ( ; ^ ) \ »?,r,A>0; a; > 0 
1 

(Typ III) ^ ) = ( ^ - , ) , *>1 
r 

F(m, n) ^(^) = Jo* r(™^(-) C™)" 1 7 2™" 1/2" 1 (1 + ™«;)- ( m + " ) / 2 d«; ) m,n>0; x > 0 
2 

(Fislier-Snedecor) předpis pro ř/(í) není znám 
n 

Invr(A, a) 
F (ar) = /o j ^ y e - ^ W ^ - M w , A, a > 0; a > 0 

1 Invr(A, a) 

předpis pro ř/(í) není znám 
a 

lo gr(A, a) 
F(ar) = Ié^yW-A-1(logw)Q !-1oíw,A,a > 0; ar > 1 

1 lo gr(A, a) 

předpis pro U(t) není znám 
A 

Frécliet(7) 
F(x) = exp (—ar" 7 > 0; x/,0 

7 Frécliet(7) 

tf(t) = ( l o g ^ ) " 7 , í > l 

7 

tf(t) = ( l o g ^ ) " 7 , í > l 

F(x) = ľ-00 ľJSQ) (l + ^Y^ dw,n>0;xeR 
1 

(Studentovo) předpis pro U(t) není znám 
n 

Caucliy F(x) = \ + - arctanar; ar G IR 
1 

(*l) U{t) =tan (7 r (^ - §), í > l 

1 
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT 

V následujícím tvrzení bude ukázáno, jak lze pro Fréchetovu t ř ídu rozdělení vhodně 
standardizovat maxima. 

T v r z e n í 3.6 Nechí distribuční funkce F patří do Fréchetova oboru atraktivity, pak 

l im Fn(anx + bn) = exp (—x~~A 

pro x > 0 při volbě 

o-n = U(n) a bn = 0. 

Důkaz. Vyjdeme z věty 3.31. Pro 7 > 0 a x > 0 plat í (3.34): 

l im = x \ (3.44) 
• U(n) 

Uvažujme lemma 2.10. Př ipomeňme, že z definice kvantilové funkce chvostu plyne U 
YZp) • Sestrojme inverzi k tak, že položíme x = 77^. Pak 

xU(n) = U ( -J— rr) = U(ny). 

Odtud 
1 

1 - F(xU(n)) ~ n y 

a použijeme-li lemma 2.10, můžeme (3.44) přepsat na 

l im —— = l im n{\ — F(xU(n))\ = x " . 

Vzhledem k větě 3.1 je l i m n _ í . 0 0 n { l — F(xU(n))} = —\ogG(x). Odtud dos táváme dis
tr ibuční funkci Fréchetova typu G{x) = exp (— x~i J, x > 0. Dále z 3.1 je 

l im Fn(xU{n)) = exp (— x T J , x > 0. 

Odtud vidíme, že an = U (n) a bn = 0. 

3.3.2. Obor a t rakt ivi ty pro rozdě len í Gumbelova typu 

Vybraná rozdělení patř ící do Gumblova oboru atraktivity jsou uvedena v tabulce 2. 
Rozdělení gamma představuje širokou t ř ídu rozdělení, pod kterou spadá i exponenciální. 
To dostaneme snadno, pokud položíme parametr rozdělení gamma m = 1. Pokud zlo-
garitmujeme náhodnou veličinu s log-normálním rozdělením, dostaneme, jak samotný 
název napovídá, náhodnou veličinu, k te rá m á normální rozdělení. Pomocí log-normálního 
rozdělení můžeme v ekonomice modelovat například návra tnos t . Pomocí rozdělení gamma, 
log-normálního či Weibullova můžeme modelovat dešťové úhrny. 
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3.3. OBOR ATRAKTIVITY 

T a b u l k a 2: N ě k t e r á r o z d ě l e n í p a t ř í c í d o G u m b e l o v a o b o r u a t r a k t i v i t y (7 = 0) 

R o z d ě l e n í D i s t r i b u č n í f unkce F(x) a k v a n t i l o v á funkce c h v o s t u U(t) 

W e i b u l l ( A , a) 

F(x) = 1 - e x p (- (f ) Q ) , A , a > 0 ; a ; > 0 
W e i b u l l ( A , a) 

U(t) = A ( - l o g f ) " , Í > 1 

e x p ( A ) 

( E x p o n e n c i á l n í ) 

F(x) = 1 - e x p (-Xx), A > 0 x > 0 e x p ( A ) 

( E x p o n e n c i á l n í ) [7(í) = ^ í t > i 

Log-normal(<7, ji) 

( L o g a r i t m i c k o - n o r m á l n í ) 

F(x) = fo véauexv( 2 ^ ( l o g ( u ) M ) 2 ) d u , 0 x>0 Log-normal(<7, ji) 

( L o g a r i t m i c k o - n o r m á l n í ) p ř e d p i s p r o U(t) n e n í z n á m 

G a m m a ( m , A) 

f ( i ) = / o j ^ y e x p ( - A u ) u m " 1 d u , A , m > 0; a; > 0 

G a m m a ( m , A) 

p ř e d p i s p r o ř7(í) n e n í z n á m 

L o g i s t i c k é 
í 1 ( a ; ) = T + ^ = é + é t a i i n ( f ) : ^ R 

L o g i s t i c k é 

ř7(t) = l o g ( ť - 1), t > 1 
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3. ROZDĚLENI EXTREMNÍCH HODNOT 

Z následujících tvrzení plyne, jak pro Gumbelovou t ř ídu rozdělení vhodně standardi
zovat maxima. 

T v r z e n í 3.7 Nechí distribuční funkce F patří do Gumbelova oboru atraktivity, pak 

l im Fn(anx + bn) = G0(x) = e~e~x 

platí pro x G IR při volbě 

an = h{U{n)) a bn = U{n), 

kde h je neklesající funkce splňující (3.25). 

Důkaz. [ ] str. 21. 

P ř í k l a d 3.8 Nechí F je distribuční funkce standardizovaného normálního rozdělení a 

bn = (2 log n - log log n - log(47r))*, an = j- (3.45) 

reálné posloupnosti. Pak pro x > 0 

l im n ( l — F(anx + bn)) = -logG(x) = e~x. 

G(x) je tedy Gumbelova distribuční funkce s parametrem 7 = 0. 

Odvození. Standardizované normální rozdělení m á hustotu f(x) = ^žf^e 2 5 x G IR. Deri
vováním dostaneme 

—^-n ( l - F ( a n x + &„)) = nanf(anx + 6„) = 
dx 

n 1 i (ů • '> V S 

bn V27T 
exp 

II \ I X 2 

= e x p l l o g ^ J e x H ~ ^ ~ x ~ ^ 
1 6 2 a : 2 

= g(logn-log6„-3 log(27r))e—\- e ~ = ^ 2 &-x 

= e-(^+fo&K-logn+±log(2n))e-^2e-x 

—> e _ x , pro n —>• 00 

protože 

1 . . 1 
2 0 0 2 & y ' ' 2b 

+ log bn — log n + - log(27r) —> 0, — ̂ —2 —>• 0, pro n —>• 00. 

Tímto na základě Lebesgueovy věty o záměně limity a integrálu 

n{l-F(anx + bn)) = i _ e - ( ^ + i ° s ^ - i ° s " + 2 i ° s ( 2 - ) ) / e ~ ^ e - " d í / 
J—oc 

/ • O O 

l im n ( l - F ( a n x + &„)) = / e~uáu = e~x. 
n->oo Jx 
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Na obrázku 3.5 je znázorněná konvergence standardizovaných maxim ke Gumblově dis
t r ibuční funkci, k te rá je vyznačena červeně. Bylo nasimulováno AfW, . . . blo
kových maxim ze standardizového normálního rozdělení rozsahu n = 1000. Empirická dis
t r ibuční funkce byla sestavena ze standardizovaných maxim M " ~ b n , M " ~ b n , . . . , — — — . 
Zelená barva pak představuje empirickou distr ibuční funkci pro volbu an a bn podle (3.45). 
Volíme-li an = h{U{n)) a bn = U{n) = (1 — - ) podle tvrzení 3.7, pak můžeme podle 

[15] str. 22 zvolit h(U{n)) = 1

Ff^^f • DeHaan namís to h používá značení / . Pro takto 
zvolené konstanty je empirická distr ibuční funkce znázorněna modře . 

Standardizovaná maxima 
11 1 1 1 

x 

Obrázek 3.5: Gumblova distribuční funkce GQ(X) (červeně). Empirická distribuční funkce ze 
standardizovaných maxim pro volbu an a bn podle (3.45) - zeleně nebo podle tvrzení 3.7 -
modře. 

3.3.3. Obor a t rakt ivi ty pro rozdě len í Weibul lova typu 

Některá rozdělení patř ící do Weibullovy t ř ídy jsou uvedena v tabulce 3. Extremální Wei-
bullovo rozdělení, někdy také nazývané reverzní Weibullovo rozdělení, je zde totožné s 
rozdělením s distr ibuční funkcí f a podle (3.30). Obyčejné Weibullovo rozdělení, které 
se používá ve spolehlivosti, m á však nenulovou distr ibuční funkci pro x > 0, respektive 
F(x) = 1 — e~xa, x > 0, a > 0. Častěji totiž ve spolehlivosti pracujeme s minimem než 
maximem. Toto rozdělení vzhledem k nekonečnému pravému koncovému bodu spadá do 
Gumblovy sféry. Obdobně je tomu u reverzního Burrova rozdělení. Z obrázku 3.6 je pa t rná 
urči tá symetrie. Distr ibuční funkce jsou vůči sobě pouze pootočeny. 
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3. ROZDĚLENÍ EXTRÉMNÍCH HODNOT 

T a b u l k a 3: R o z d ě l e n í p a t ř í c í d o W e i b u l l o v a o b o r u a t r a k t i v i t y (7 < 0) 

R o z d ě l e n í D i s t r i b u č n í f unkce F(x) a k v a n t i l o v á f u n k c e c h v o s t u U(ť) 
I n d e x 

e x t r é m n í 

h o d n o t y 

R ( o , b) 

( R o v n o m ě r n é ) 

F(x) = - 0 0 < a < b < 0 0 ; a < x <b 

1 

R ( o , b) 

( R o v n o m ě r n é ) U(t) = t-^-(b-a) + a, t>l 

1 

B e t a ( p , q) 

F ( x ) = ř w Ž ) % u P _ 1 ^ ~ u)"~ldu> P>Q > ° ; 0 < a; < 1 
1 
9 

B e t a ( p , q) 

p ř e d p i s p r o U(t) n e n í z n á m 

1 
9 

R e v e r z n í Burr(?7 , r, A) 

( T y p X I I ) 

F(_) = l - ( _ + ( _ ^ ) _ t ) A , T ? , T , A > 0 ; x < 0 
1 

AT 

R e v e r z n í Burr(?7 , r, A) 

( T y p X I I ) 

1 
U(t) = - (ri(ti - 1 ) ) 7 , Í > 1 

1 
AT 

W e i b u l l ( a ) 

( e x t r e m á l n í ) 

= e - ( - x ) ° , a > 0; _ < 0 

1 
a 

W e i b u l l ( a ) 

( e x t r e m á l n í ) [7(í) = - ( - l o g ( l - f ) ) « , í > l 

1 
a 

27 



3.3. OBOR ATRAKTIVITY 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 

Obrázek 3.6: Srovnání distribučních funkcí. Vlevo extremální (7 = — 1) a obyčejné (7 = 0) 
Weibullovo rozdělení; a = 1. Vpravo reversní (7 = —1) a obyčejné (7 = 1) Burrovo rozdělení 
typu XII; A = r = 1. 

Speciálním př ípadem Beta rozdělení je rovnoměrné rozdělení: B e t a ( l , l ) =R(0,1). 
Zajímavý př ípad nas tává pro Be ta ( l /2 ,1 /2 ) , který vede na arcsinus rozdělení. Toto rozdělení 
má význam pro teorii náhodné procházky. Například rozdělení doby, kdy symetrická 
náhodná procházka nabývá vyšších hodnot než počáteční, m á základ v Beta( l /2 ,1 /2) 
rozdělení. 

Z následujícího tvrzení plyne, jak pro Weibullovu t ř ídu rozdělení vhodně standardizo
vat maxima. 

T v r z e n í 3.9 Nechí distribuční funkce F patří do Weibullova oboru atraktivity, pak 

l im Fn(anx + bn) = e-{~x)~" 

platí pro x < 0 při volbě 
an = x* — U(n) a bn = x*. 

Důkaz. Podobně jako u důkazu tvrzení 3.6 vyjdeme z věty 3.31. Pro 7 < 0 a x > 0 plat í 
(3.36): 

x* - U(tx) 
í ^ o o x* - U(t) 

Sestrojme inverzi k ^ E ^ ^ tak, že položíme x = ^ « 1 ^ ^ • Pak 

x* — x(x* — U(n)) = U\ —, 7 —. . . . j = U(ny). 
v y " \l -F(x* -x(x* - U{n)))j y ' 

Odtud 
1 

1 — F(x* — x(x* — U (n))) 

a použijeme-li lemma 2.10, můžeme (3.46) přepsat na 

l im . . = l im n í l — F(x* — x(x* — U(n)))} = x " . 
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3. ROZDĚLENI EXTREMNÍCH HODNOT 

Zřejmě x* — U{n) > O pro všechna n. Vzhledem k větě 3.1 je 

l im n { l — F{x* + x(x* — U(n)))} = — log G{—x) 

pro x < 0. Odtud dos táváme distr ibuční funkci Weibullova typu G(x) = exp (—(—x)") , 
x < 0. Dále z 3.1 je 

l im Fn{x* + x(x* — U{n))) = exp (— ( — x ) " ) , x < 0. 

Odtud vidíme, že a n = x* — Č7(n) a 6 n = x*. • 
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4. Metoda bootstrap 
Metoda bootstrap je intenzivní numerickou počítačovou metodou pro statistickou 

analýzu dat. Jako první přišel s touto metodou Bradley Efron v roce 1979, který se 
inspiroval metodou jacknife. Jeho první článek o bootstrapu [11] vyvolal velký ohlas a 
našel upla tnění v mnoha oblastech aplikací matemat ické statistiky. V prvotních počátcích 
byla metoda v praxi obtížně využitelná kvůli časové náročnosti . Postupem času s vývojem 
informačních technologií dochází k jejímu velkému rozvoji. Booststrap je v součastnosti 
stále a t rak t ivním tématem. 

Metoda bootstrap kombinuje tzv. subst i tuční princip a metodu Monte Carlo. Nejprve 
stručně uvedeme tyto metody. V té to kapitole bylo čerpáno z [2]. 

4.1. Metoda Monte Carlo 
Metoda Monte Carlo je numerická metoda využívající pseudonáhodná čísla. Základy té to 
metody se objevují v mnoha článcích a knihách jako je [30]. Vychází ze zákona velkých 
čísel. Základní myšlenkou je odhad s t řední hodnoty na základě opakování, respektive simu
lací. Snad nejjednodušším prvotním příkladem je Buffonova úloha o jehle, kdy se snažíme 
vyčíslit hodnotu TT na základě opakovaného házení jehlou. Pokus byl časově náročný a 
nepřesný. S poč tem pozorování klesá chyba a pomocí Cebyševovy nerovnosti lze ukázat , 
že chyba je úměrná V dnešní době s rozvojem informačních technologií můžeme 
dosáhnout daleko vyšších přesností. 

Metoda m á široké pole uplatnění . Typickým využi t ím metody Monte Carlo je výpočet 
integrálů, které jsou analyticky velmi obtížně řešitelné. Pomocí té to metody také můžeme 
simulovat náhodné výběry z některých rozdělení, kde je neznámý tvar kvantilové funkce. 
Jde například o metody založené na Markovských řetězcích viz. algoritmy Gibbs sam-
pling, Metropolis Hastings a další. Tyto algoritmy lze najít například v [2], [28]. Také ve 
stochastickém programování a v mnoha dalších odvětví optimalizace najde Monte Carlo 
své uplatnění . Například můžeme stanovit interval spolehlivosti nalezeného opt imálního 
řešení viz. [24]. 

4.2. Subs t i tučn í metoda ("Plug-in principle") 
Předpokládejme náhodný výběr X L , X 2 , . . .Xn o distr ibuční funkci F, k te rá je z nějaké 
tř ídy rozdělení pravděpodobnost i V. Nejširší uvažovaná t ř ída může být množina všech 
distribučních funkcí tj. V = F. Obvykle předpokládáme, že F je prvkem parametr ické 
tř ídy rozdělení V = {Fg : 9 G O}, kde parametr 9 je konečné dimenze. Každé 9 G O 
koresponduje jednoznačně s FQ G V. 

• Pokud 9 G IR11, n G N , mluvíme o parametr ických modelech. Například FQ = 
{všechna rozdělení extrémního typu G 7 , 7 G IR}. 

• Pokud 9 G IR11, kde n značí nekonečnou dimenzi, mluvíme o neparametr ických mo
delech. Například množina všech spojitých rozdělení. 

• Jestliže 9 může být rozdělena na 9\ G IR™1, a 92 G IR™, kde n značí konečnou dimenzi a 
m nekonečnou dimenzi, a chceme činit statistickou indukci o 9±, pak mluvíme o semi-
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4. METODA BOOTSTRAP 

parametrických modelech. Například množina všech distribučních funkcí ležících v 
oboru atraktivity rozdělení extrémních hodnot. 

Mějme zobrazení r : G —> R. Jestliže 9 = T (F) je nějaká charakteristika rozdělení, kte
rou chceme odhadnut na základě realizace náhodného výběru, subst i tuční metoda spočívá 
v nahrazení F odhadem F. Dos táváme odhad 

Š = T(F). 

Subst i tuční metoda také funguje s empirickou distr ibuční funkcí Fn jako odhadem F. 
Například s t řední hodnotu 

9 = T{F) = E(X) = J xf{x)dx = J xdF(x) 

odhadneme vzhledem ke schodovitosti empirické distr ibuční funkce jako 

r 1 1 1 

9 = T{F)= xdFn{x) = -'£Xi, 
J n i = í 

kde uvedený integrál je Lebesgue-Stieltjesův integrál. 

4.3. Princip metody bootstrap 

Naším cílem je př is toupit ke kvalitě odhadu 9. Zajímáme se tedy o rozptyl odhadu D(é>), 
interval spolehlivosti IQ, vychýlení E# — 9. V praxi tyto hodnoty většinou nejsou známy a 
musí být odhadnuty. 

Dále ukážeme Monte Carlo aproximaci k vyhodnocení kvality odhadu 9. Předpokládejme, 
že m á m e velký počet MC nezávislých náhodných výběrů 

X[,Xt

2,...,Xt

n, i = l,2,...,MC 

ze stejného rozdělení o stejném rozsahu n s příslušnými odhady 9i = §i{X\,X\,... ,X„)-

{x\,xl,...,xi) ^ ěi 

{X?°,X?°,...,X?°) 8MC 

Obrázek 4.1: Schéma Monte Carlo 

Pro dostatečně velké M C bychom mohli aproximovat hustotu rozdělení 9 pomocí his
togramu ze všech 9H i = 1 ,2 , . . . , MC. P la t í 

i MC 
DW = M ! S „ M O T T E ( f t - W , 

1=1 
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4.3. PRINCIP METODY BOOTSTRAP 

bias; = EŠ - 6 = l im (6Mc ~ 9), 

kde 9MC = jfč ^i=i 

Problémem ovšem je, že distr ibuční funkci F neznáme. Proto definujme boots t rapový 
náhodný výběr: 

Definice 4.1 Mějme náhodný výběr Xi,X2,... ,Xn z rozděleni o distribuční funkci F. 
Nechí X*, X%,..., X* je náhodný výběr z empirické distribuční funkce Fn, tj. při daných 
pozorování jsou A * , A | , . . . , A * nezávislé (podmíněně), stejně rozdělené náhodné veličiny, 
z nichž každá nabývá hodnot X\, X2,..., Xn s pravděpodobností-. Soubor X{,X%,..., X* 
nazýváme bootstrapový výběr. 

Abychom dostali počí tatelnou verzi, neznámou distibuční funkci F nahrad íme empiric
kou distr ibuční funkci Fn a z ní vygenerujeme B nezávislých boots t rapových náhodných 
výběrů X{'b , X2

h , . . . , A * ' 6 * , b* = 1,2,..., B. Dostaneme parametery 

e*b« = eh*{xf*,A2*'6*,...,A:-6*), b* = i , 2 , . . . , B . 

V i z . obrázek 4.2. 

Obrázek 4.2: Schéma bootstrap 

Počet všech různých boots t rapových výběrů je y n J. J edná se o kombinace s opa
kováním. Například již pro n = 20 dos táváme 6.8923 • 10 1 0 možností . Proto uvažovat 
všechny boots t rapové výběry je možné jen pro výběry velmi malého rozsahu. Pro rozsáhlejší 
výběry je po t řeba aplikovat metodu Monte Carlo, kdy generujeme libovolný počet B bo
otstrapových náhodných výběrů. Dostaneme odhady 

Ď(Š) = l im - ! - Y, " W = D * ( n 

biasg = l im (0*B — 9) = bias* 
B—>oc 

kde 9% = ^ Y * = L 6 * . 
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4. METODA BOOTSTRAP 

P ů v o d n í m o d e l B o o t s t r a p 

M o d e l V V 
R o z d e l e n í F K 
N á h o d n ý v ý b ě r X1,...,Xn 

v* V* 
A l i • • • ) A n 

P a r a m e t r 9 = 9(F) 9 = 9(F) 
O d h a d e = ô(x1 xn) = o(Fn) 0 = 6{X*1 X*n)=6{F*) 

Tabulka 4.1: Vztah mezi původním modelem a jeho aproximací metodou bootstrap. F* 
zde představuje empirickou distr ibuční funkci boots t rapového náhodného výběru. 

Výše popsaná metoda je neparametr ická. Pokud bychom předpokládali parametr ický 
model 

V = {Fe • 0 G G} , 

pak je vhodnější opomenout empirickou distr ibuční funkci a pomocí Monte Carla simulo
vat náhodné výběry př ímo z t é to t ř ídy rozdělení. Mluvíme o takzvaném parametr ickém 
bootstrapu. Zajisté, pokud je analytický výsledek znám, bootstrap pos t rádá smysl. 

Pomocí metody bootstrap můžeme dále například konstruovat intervaly spolehlivostí 
odhadů a neparametr ický testovat některé statist ické hypotézy. Podrobněji v [12]. 
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5. Odhady indexu ext rémní hodnoty 
Hlavním předmětem statistiky extrémních hodnot je předpovídání vzácných (zřídka se 

vyskytujících) jevů, které mohou být dokonce za hranicí dostupných pozorování. K tomu 
je pr imárně po t řeba co nej kvalitnější odhad parametru tvaru tj. indexu ext rémní hodnoty 

7-
Nejprve bude uvedena prahová metoda maximální věrohodnosti , k te rá vychází z ma

ximalizace věrohodnostní funkce zobecněného Paretova rozdělení. Dále uvedeme několik 
semi-parametrických metod včetně Pickandsova odhadu, který bude popsán pouze stručně. 
Metody nepředpokládaj í konkrétní rozdělení náhodného výběru, ale rozsáhlejší t ř ídu roz
dělení pravděpodobnost i tj. F G T) (G). Všechny tyto metody jsou založeny na úvahách 
o největších pořadových stat is t ikách a subst i tuční metodě popsané v sekci 4.2. Sdílí 
ovšem jeden velký společný problém, k te rým je správná volba takzvané prahové statistiky. 
Otázkou je, k te rá pozorování považovat za velká. 

5.1. Metoda max imáln í vě rohodnos t i ( 7 > —|) 

Uvažujme t ř ídu distribučních funkcí splňujících F G P ( G 7 ) , 7 G R a posloupnost stejně 
rozdělených náhodných veličin X\, X2,..., Xn o té to distr ibuční funkci F. Pro stanovení 
odhadu 7 pomocí metody maximální věrohodnosti je pot řebné následující tvrzení. 

T v r z e n í 5.1 Nechí h je kladná neklesající funkce splňující (3.25), pak náhodná veličina 
•j^ má za podmínky X > t pro t t x* zobecněné Paretovo rozdělení pravděpodobnosti s 
distribuční funkcí 

H1{x) 1 - (1 + 7 X ) - 1 / T , 0 < x < (sup(0, - 7 ) ) " 1 , 7 ŕ 0, 
1 — e~x, 0 < x < 00, 7 = 0. 

Důkaz. Z (3.25) dostaneme 

.. l-F(t + xh(t)) v P(X>t + xh(t)) H .__ 
lun v — . — - = hm v -±^- = (l + jX) 7 (5.1 

tt** 1 - F(t) n** P(X >t) v / ; \ j 

pro 7 / O a pro všechna x splňující nerovnost 1 + 7 x > 0. Pro xh(t) > 0 zřejmě plat í 

P(X > t + xh(t)) = P(X > t + xh(t), X > t). 

Tímto z (5.1) 

l im — ',^r Š = lůn P , , x > x 
tfx* P(X > t) tfx* \ h(t) 

pro všechna x : l + 7 x > 0 A x > 0 , respektive 

• 7 > 0 => 

X > t) = (1 + 7 x ) " " = 1 - H~,(x 

x > - - A x > 0 ] x G (0, 00), 
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5. ODHADY INDEXU EXTRÉMNÍ HODNOTY 

7 < O 

x < - - A x > 0 ) => x G f O, - -
7 / V 7 

V případě, že 7 = O, je pravá strana rovnice (5.1) nahrazena výrazem e~x pro x G (0, oo). 
• 

Tvrzení (5.1) n á m poskytuje informaci o tom, že velká pozorování mají přibližně 
zobecněné Paretovo (GP) rozdělení. Tato t ř ída rozdělení je parametr izována jedním pa
rametrem 7. K odvození jeho odhadu se nabízí možnost použít na upravená největší pozo
rování metodu maximální věrohodnosti a využít př i tom zobecněného Paretova rozdělení 
jako model. 

Lemma 5.2 Nechí X, Xi, X2,..., Xn je náhodný výběr z rozdělení s distribuční funkcí F 
a Xi:n,X2:n, • • • ,Xn:n je jeho uspořádaný náhodný výběr rozsahu n. Pak pro Xn_k,n = t, 
kde k = 1,... ,n — 1, je sdružené rozdělení veličin (Xn_k+ijn,Xn_fc+2jn,... ,Xn^n) rovno 
sdruženému rozdělení uspořádanému náhodnému výběru ( X * f c , X | f c , . . . , X£ k) s distribuční 
funkcí 

^ . ^ s ^ . ^ ^ S L . m ^ L , x > , ( , 2 ) 

Důkaz. V i z . [15]. 
Na základě lemmatu 5.2 jsme schopni ekvivalentně nahradit největší pozorování 

\X-n—k,ni Xn—k-\-l,nf • • • 5 Xn^j 

nezávislými veličinami 

{Zi, Z2, . . . , Z]i) = (Xn_k+l,n ~ Xn_k,n, Xn_k+2,n ~ Xn_k,m • • • 7 Xn^n — Xn_k,n), 

které vzhledem k (5.2) a t = Xn_k,n maj í distr ibuční funkci 

Fz{t + x) = P(X -t<x\X>t) = F ^ X + ^ ~ f ^ , x>0. 
1 - F(t) 

Nyní sestavíme věrohodnostní funkci pro Zi, Z2,..., a následně j i maximalizujeme 
pro reálné parametry a > 0,7. Rozlišme případy, kdy 

a) 7 + 0 
K sestavení věrohodnostní funkce potřebujeme hustotu zobecněného Paretova rozdělení 

, - - 1 

J \ 1 
dz dz a V ' o 

kde a > 0. Sdružené rozdělení veličin Zi, Z2,..., Z^ je pak tvaru 

i=i i=i ° ^ ° ' 

Všimněme si, že pro ^ —> — je mocněnec ( l + %Zi) = 0, a pro 7 < — 1 mocnitel 

(—^ — lj < 0.Proto se dále omezme pouze na oblast (7,0") G (— ^,00) x (0, 00). 
Hodnoty 7 G (—1,-1/2] nebudeme uvažovat kvůli numerické stabilitě. 
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5.1. METODA MAXIMÁLNÍ VĚROHODNOSTI (7 > - \ ) 

Dále určíme logaritmickou věrohodnostní funkci 

Zi 
a \ a 

= log/i 7 j C T(z) = J 2 l o š (- í 1 + 
1=1 \ A V 

= £ l o g - + f - - - l ) log 1 + - % 

Protože logaritmus je rostoucí funkce, logaritmická věrohodnostní funkce /(z, 7, 7) 
dosahuje svého maxima pro stejná 7 a a jako sdružená hustota h1:<J(z). Tedy h1:(7(z) 

je maximální právě tehdy, když ď^g' 7 'C T-> = 0, a dl(~Zg]'^ = 0. Derivací logaritmické 
věrohodnostní funkce dos táváme 

— ň = 2^ l o § 1 + -Zi) ; ; = 
C7 t=ii V 1 : 7 / 7 7^ + (J a 7^ + 7 7 8 = 1 

fc 1 / 7 \ / l 

dl{z,j,a) = _ 1 + * _ 1 / a _ - 7 \ + a 7 

(9a ( J ^ 7 + a 7 2 / 72* + 7 7 2 

,7 / 1« + 7 f-1 \ 7 / 4% + 1 
8 = 1 

Odtud 

Vynásobíme-li (5.4) výrazem - a dosadíme do (5.3) dostáváme 
7 

fc 
E ^ i o g f ^ + i ) - - = o , 
fcíT2 V7 / 7 

fc 1 \ 1 

7 / +1 7 8 = 1 

Tímto dos táváme soustavu dvou nelinárních rovnic 

fc 
^ l o g í ^ + 1) = 7, (5.5) 
i=i v c r 

k ZÍ ^ 

1=1 a L 7 + 1 

(5.3) 

(5.4) 

(5.6) 

které je po t řeba numericky řešit pro neznámé parametry 7,7. Nalezené řešení té to 
soustavy vede na maximálně věrohodné odhady a značíme 'JMLE, O~MLE-
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5. ODHADY INDEXU EXTRÉMNÍ HODNOTY 

b) 7 = 0. Sdružená hustota 

k k 1 H 
ha{z) = W h(zi, a) = n -e~~? 

i=i i=i ° 

a k ní logaritmická věrohodnostní funkce 

k 1 H 1 k 

Kz,a) = 5 ľ l o g - + l o g e " ^ = fclog Y. 
i=i a a i=i 

Řešením 

aer a a 2 r—í 

dostáváme 
k 1 ^ 

5 .1 .1 . Vlas tnost i m a x i m á l n ě v ě r o h o d n é h o odhadu 

Soustavu nelineárních rovnic (5.5) je v praxi po t řeba vyřešit pro každé k G { 1 , 2 , . . . , n — 1} 
Jednou z možnost í řešení je využit í mat labovské funkce fsolve pro systém nelineárních 
rovnic. Tato i terační metoda vyžaduje vhodné určení počátečního bodu a mohou nastat 
problémy s konvergencí k řešení. Mnohem výhodnější je využít matlabovskou funkci gp-
fit, k te rá je určena přímo pro odhady pa ramet rů 7, a zobecněného Paretova rozdělení. 
Tato funkce využívá metodu nelineární optimalizace, k te rá je obecně bez omezení účelové 
funkce. Jmenovi tě se j edná o simplex search metodu, pro kterou není po t řeba numericky 
nebo analyticky počí ta t gradient. Jako startovací bod algoritmu se využívá momentových 
odhadů pa rame t rů 7, a pro zobecněné Paretovo rozdělení. Podrobněji o těchto funkcích a 
metodách v [20]. 

Odhad je závislý na volbě prahového indexu k. Správná volba tohoto indexu je pod
s t a tná pro praktické použit í tohoto odhadu. Volíme-li k příliš malé, roste rozptyl odhadu. 
Naopak volíme-li k příliš velké, klesá rozptyl, ale roste vychýlení odhadu. Navíc konver
gence k zobecněnému Paretovu rozdělení může být někdy velmi pomalá. Více o volbě k 
pro věrohodný odhad například v [6]. 

Z obrázku 5.1 lze pozorovat rostoucí vychýlení. Nejmenší s t řední kvadrat ická chyba 
byla vypočtena pro k = 136. Dolní část obrázku znázorňuje přesnost odhadu indexu 
extrémní hodnoty na Fréchetově rozdělení. 

Věrohodný odhad je konzistentním odhadem parametru 7 pro k,n —> 00,^ —> 0. 
Rovněž je invariantní vůči změně měří tka i posunut í . Za určitých předpokladů je asympto
ticky normální viz. [15] str. 92. 
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5.1. METODA MAXIMÁLNÍ VĚROHODNOSTI (7 > - \ ) 

Obrázek 5.1: Průměrný maximálně věrohodný odhad parametru 7 na simulovaných datech o 
rozsahu n = 1000 z rozdělení Burr(1,0.5, 2) (typ XII) s parametrem tvaru 7 = 1 (vlevo nahoře). 
Střední kvadratická chyba odhadu (vpravo nahoře). Charakteristiky rozdělení Fréchetova typu 
pro 7 M L B ( ^ ) = 1.124, k = 136 a teoretickou hodnotu 7 = 1 (dole). Počet opakování MC = 500. 
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5. ODHADY INDEXU EXTRÉMNI HODNOTY 

5.2. Hil lův odhad 
Nechť X\, X2,..., Xn jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s distr ibuční funkcí 
splňující F G P ( G 7 ) , 7 > 0, a cílem je odhadnout index ext rémni hodnoty 7. Pak 
nejznámějším odhadem 7 je Hillův odhad 7^ z roku 1975 [16]: 

1 k 

K i=l 
(5.7) 

Zavést Hillův odhad lze více způsoby. Můžeme například vyjít z kvantilového grafu pro 
Paretovo rozdělení viz. [ ] str. 101. Zde vyjdeme z (3.39): 

7 = l im E ( l o g X - l o g í | X > t) 
t—>oc 

l im 
t—>oc 

Jt°°(log x - l o g í ) d F ( x ) 
1 - F{t)) 

(5.8) 

kde uvedený integrál je Lebesgue-Stielt jesův integrál viz. [ ] str. 163. Nahraďme para
metr t k-tou nejvyšší pořadovou statistikou Xn_k,n, přičemž volíme k = k(n) tak, aby 
k —> 00, - —> 0 pro n —> 00. Dále, když F nahrad íme empirickou distr ibuční funkcí Fn[x) 
podle definice (2.14), z (5.8) dostaneme 

1H • 
fxn_k;n(l°SX ~ l 0 S Xn-k,n)dFn(x) 

1 — Fn(Xn_kjn)) 

!xn_k<n logxdFn(x) - logXn_k,n Jxn_k<n <iFn(x) 
1 n—k 

Ut:ln l o g x d F n ( x ) + SZ.n l ogxdF n (x ) ) - \ogXn_k,n(JxIln dFn(x) + J £ B dFn{x)) 

( E t a i o g x n—i-\-l,n 

TL — TL+k 
n 

k + 0) - l o g X n _ f c , n ( £ + 0) 

log Xn_i+hn - l o g X n _ f c i „ . 
8 = 1 

5.2.1. Vlastnost i Hi l lova odhadu 

V ě t a 5.1 Předpokládejme náhodný výběr Xi, X2,... ,Xn z distribuěnífunkce F G X>(G7), 
7 > 0, potom pro n —> 00, k —> 00, - —> 0 platí 

1H -> 7 

Důkaz [15] str. 70. 

V ě t a 5.2 Předpokládejme náhodný výběr X\,X2,... ,Xn z distribuění funkce F G X>(G7), 
7 > 0. Dále předpokládejme, že kvantilová funkce U k funkci F splňuje pro nějaké p < 
< 0 a funkci A, která nemění znaménko a l i m í _ í . 0 0 A(t) = 0, podmínku (3.40). Potom pro 
n —> 00, k —> 00, - —»0 platí 

X 

1 - P ' 
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5.2. HILLŮV ODHAD 

kde 
A = l im VkA ( r ) • 

Důkaz [15] str. 74. 

• Z věty 5.1 plyne, že za uvedených předpokladů je Hillův odhad konzistentním od
hadem 7. 

• Pokud na distr ibuční funkci náhodného výběru navíc klademe podmínku druhého 
druhu (tj. za předpokladu věty 3.6), pak vzhledem k větě 5.2 m á Vk^n — 7) 
asymptoticky normální rozdělení. Tato vlastnost bývá základem pro sestavení inter
valu spolehlivosti pro 7ř/(A;) a opt imální volbu prahu k. 

• Pro každou volbu k dos táváme j iný odhad 7. Otázka správné volby k je pods t a tná 
pro praktické použit í tohoto odhadu. Volíme-li k příliš malé, odhad je počí tán z mála 
pozorování a roste rozptyl odhadu. Naopak volíme-li k příliš velké, klesá rozptyl, ale 
roste vychýlení odhadu viz. i lustrat ivní obrázek 5.2. 

0 2 0 4 0 60 8 0 100 

k 

Obrázek 5.2: Příklad vychýlení a rozptylu Hillova odhadu v závislosti na k [8]. 

• Zatímco rozptyl statistiky \Zk(jH — 7) je asymptoticky roven 7 2, asymptotické 
vychýlení závisí na parametru druhého druhu p. Obrázek 5.3 ilustruje vychýlení 
Hillova odhadu v závislosti na parametru p pro Burrovo rozdělení typu XI I . Byly 
vygenerovány čtyři náhodné výběry rozsahu 1000 pro různé hodnoty p. V př ípadě 
rovnosti parametru p dostaneme identické odhady pro k = 1 , 2 , . . . n — 1. 
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Obrázek 5.3: Hillův odhad pro různé hodnoty p na simulovaných datech o rozsahu n = 1000 z 
rozdělení Burr( l , —p, zrzz) (typ XII) s parametrem tvaru 7 = \. 

Hillův odhad je invariantní vůči změně měřítka. Není však invariantní vůči posunut í 
stejně jako mnoho dalších odhadů založených na logaritmické transformaci dat. 
N a obrázku 5.4 je Hillův odhad pro simulovaná data posunuta o konstanty +l ,+2 
(červeně), př ípadně -1,-2 (zeleně). Odhad bez posunut í je vyznačen modře. 

Pokud chceme zajistit invarianci vůči posunutí , je po t řeba odhad modifikovat. Například 
podle [13] se zavádí další pořadový index k{n, k{n < k, k terý vede na modifikovaný 
Hillův odhad 

/ , , \ 1 1 Xn_j + i n — log Xn_k,n 
lHm(kin,k) = l-2^l0g— _ . 

* n n j—1 Tí—kin,n ^& ^-n—k,n 

Lze ukázat , že pro n —> co, k —> co, k i n —> co, - —> 0, ^ —> 0 je jHm(kin,k) 

konzistentní. Podrobněji jak volit k{n je uvedeno v [13]. 

Podle [ ] (Corollary 1) je Hillův odhad konzistentní i pro závislá data jako je A R M A 
a A R C H proces. Hillův odhad v souvislosti s A R M A procesem je s tudován v [18]. 
Obecně o stochastických procesech v [4]. 
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5.2. HILLŮV ODHAD 

O 50 100 150 200 250 
k 

Obrázek 5.4: Hillův odhad na různě posunutých simulovaných datech ze zobecněného Paretova 
rozdělení o rozsahu n = 10000 s parametrem tvaru 7 = 5-

5.2.2. O p t i m á l n í p r a h o v ý index ko 
O p t i m á l n í prah 

Obvyklým př í s tupem k optimalizačnímu problému ve statistice je požadavek minimální 
s t řední kvadratické chyby. V našem př ípadě bychom rádi volili 

k0(n) = arg min E(jH(k) - j)2 

l<k<n 
neboli 

{k0 = k G [ l ,n) : M S E ( 7 f f ( / c ) ) = bias2{jH{kj) - B{jH{kj) je minimální} . (5.9) 

Poznámka. V následujícím tvrzení ukážeme, že s t řední kvadratickou chybu lze rozložit na 
vychýlení a rozptyl. 

T v r z e n í 5.3 Buď Š odhadem parametru 9, potom střední kvadratická chyba 

E(§ - 7 ) 2 = D(0) + (E0 - é>)2. 

Důkaz. 

MSE(0) = E(0 - é>)2 = E(0 -EŠ + EŠ- 6)2 = 

= E[(6 - EŠ)2 + 2(6 - EŠ)(E6 -6) + (EŠ - 6)2] = 

= E(9 - EŠ)2 + 2E(0 - E9)(E9 -9) + E(E9 - 9)2 = 

= D(0) + 2E[(9 - E9)(E9 - 9)} + E(E0 - 9)2 = D(9) + {EŠ - 9)2 = 

= D(Š) +bias 2 (0). 
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Př i tom 

E[(0 - E9)(E9 - 9)] = E(9E9 - 9 9 - E9E9 + 9E9) = 

= E9E9 - 9E9 - E9E9 + 9E9 = 0. 

• 
Střední kvadrat ická chyba M S E (podle (5.9)) obecně nemusí existovat. Př ipomeňme, že 

předpokládáme 7 > 0 a podmínku atraktivity F G T>(Gj). Předpokládejme navíc, že pro 
nějaké p < 0 a funkci A, k te rá nemění znaménko a l i m í _ > 0 0 A{t) = 0, je splněna podmínka 
druhého druhu (podmínka (3.40)). Potom konvergenci z věty 5.2 můžeme pomocí lineární 
transformace standardizovaného normálního rozdělení iV ~ N(0,1) přepsat na 

Vk(lH - 7) 4 — ^ — + jN, 
l - p 

kde A = l i m ^ o o ykA ( f ) . Odtud se nabízí ve dvou krocích aproximovat 

~ j N J- _ _ _ _ _ ~ ~<N J- , r , „ , 
l H - ^ T k + ň ^ r k " T k + { ^ 7 y < 6 ' 1 0 ) 

Nyní můžeme odhadnout vychýlení 

W«<*,») = WH ~ 7) « E ^ + ^ _ _ _ Z , ( 5 . n ) 

a asymptotickou s t řední kvadratickou chybu 

Pros t řední člen se vyruší, neboť s t řední hodnota standardizovaného normálního rozdělení 
E(N) je rovna nule. Střední hodnota E(N2) = D(iV). Z (5.12) dos táváme odhad asympto
tické s t řední kvadratické chyby 

AMSE( /c ,n ) = E(jH - 7 ) 2 a 

k terá je závislá na velikosti náhodného výběru n a volbě indexu prahové statistiky k. Nyní 
konečně můžeme definovat opt imální prahový index jako 

ko(n) = arg niin AMSE(fc ,n) . 

Analytický vztah pro ko(n) je komplikovaný a v praxi nepoužitelný, protože závisí na 
několika neznámých parametrech. Lze jej nalézt například v [10]. Než přejdeme k samotné 
bootstrap proceduře, musíme navíc předpokládat speciální tvar funkce 

A(t) = Cť, C^0,p<0, (5.13) 

která vyhovuje podmínce druhého druhu (tj. p la t í (3.40)). Tento předpoklad je velmi 
častý v aplikacích teorie extrémních hodnot viz [15]. Toto zjednodušení ale není př ípustné 
pro p = 0. 
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5.2. HILLUV ODHAD 

Odhad o p t i m á l n í h o p r a h o v é h o indexu ko p o m o c í metody bootstrap 

Existuje více př ís tupů, jak ko odhadnout. Uvedeme jeden z možných algori tmů popsaný 
v [14]. 

Distr ibuční funkci F náhodného výběru X\, X2,..., Xn neznáme. Použijeme empiric
kou distr ibuční funkci F jako odhad F. Uvažujme boots t rapový výběr X*,X%,... , X n i , 

ni < n, z rozdělení o empirické distr ibuční funkci F. Hillův odhad z tohoto boots t rapového 
výběru označme 7* H . 

Dále označme nějakou počáteční hodnotu prahového indexu k jako kaux. Index aux 

značí, že se j edná o pomocnou hodnotu. Požadujeme, aby odhad ^HÍkaux) byl konzistentní 
tj- kaux —> 00, —> 0. Pro 7*x H dostaneme boots t rapový odhad s t řední kvadratické 
chyby 

MSE*(m, fci) = E(7: i j f f ( fc 1 ) - ^ H { k a u x ) ) 2 (5.14) 

pro 1 < k\ < n\. Statistika ^HÍkaux) zde hraje jakousi referenční roli. 
Z článku [ ] za platnosti (5.13) pro k\ —> 00, ^ —> 0 plat í 

^ ^ 4 l , (5.15) 
ko(n) \ n 

kde k^ni minimalizuje boots t rapový odhad s t řední kvadratické chyby tj. 

k*0n = a r g min MSE*(m,Jfei). (5.16) 
' l<fei<rai 

Z (5.15) můžeme odhadnout 

2p 
n i \ 2 P - i 

Odtud dostaneme odhad, který je závislý na parametru druhého druhu p. Abychom j i 
odstranili, budeme uvažovat další boots t rapový náhodný výběr rozsahu n 2 < n z rozdělení 
o empirické distr ibuční funkci F. Dostaneme 

K,n2 = arg min M S E * ( n 2 , k2), fco(n) « fcg — 
2p 

n 2 \ 2 p - i 

Odtud 

fc0(n) [^o(n)]2 [fc0%J2 ( 5 ) 2 P _ 1 _ [AS,B 1] 2 / n? n \ ^ 
fc0(n) &o i n 2 / n 1 \ 2 P - P i fcojJ12 \ n 2 n 2 

Pokud zvolíme n 2 = —, ko(n) na p nebude záviset. Konečně pomocí dvojtého bootstrapu 
dos táváme odhad opt imálního indexu prahové statistiky 

— — [k* ]2 

fcb(n) = fc0(n; fcaua;, n i ) = ° ' m , (5.17) 

který závisí na volbě n\ a kaux. 

Na začátku byl problém volby pouze jednoho parametru k. Problém jsme převedli 
na dva nové neznámé parametry kaux a n\. Otázka je, zda se t ímto úloha ještě více 
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nezkomplikovala. Ještě před t ím než navrhneme volbu těchto paramet rů , ukážeme jejich 
vliv na ko(ni, kaux) na simulovaných datech. 

Na obrázku 5.5 je znázorněna citlivost odhadu ko(n) na volbu kaux a n\ pro Burrovo 
rozdělení s parametry 7 = 1, p = —0.5 a pro zobecněné Paretovo rozdělení s parametrem 
tvaru 7 = 0.5. B y l zvolen rozsah náhodných výběrů n = 1000, počet boots t rapových 
výběrů n* = 250, hodnoty indexu počáteční prahové statistiky kaux = 10, kaux = 2y/ří = 
63, kaux = 100 a rozsah boots t rapového náhodného výběru ri\ = 50,60, 7 0 , . . . , 1000. 
Aby byla snížena variabilita odhadu, simulace byla opakována 1000 krát . Do grafu jsou 
vynášeny průměrné hodnoty 

_ Y 1 0 0 0 _ 
k° = Tôôô £ j k o ' 

i=i 
a odmocnina ze s t řední kvadratické chyby 

R M S E 
^ 1 0 0 0 

N 1 0 0 0 t i 

Správné hodnoty ko byly zjištěny rovněž na základě simulace Monte Carlo. V i z . simulační 
program uvedený v příloze. 

GP(0.5) GP(0.5) 

Obrázek 5.5: ko(n) v závislosti na kaux a n\ (vlevo) na datech z: a) Burr( l , —p, zrjpj) (typ XII) 
s p = —0.5 a parametrem tvaru 7 = 1 (nahoře) b) GP(0.5) s parametrem tvaru 7 = 0.5 (dole). 
Střední kvadratická chyba R M S E (vpravo). 

Obdobně byla s tudována další rozdělení s těžšími chvosty. N a základě těchto studií 
můžeme usoudit, že volba hodnoty n\ na odhad téměř nemá vliv. Střední kvadrat ická 
chyba je totiž přibližně konstantní pro různé hodnoty n\. Závisí ale na volbě kaux. Drees 
a Kaufmann volí v [10] kaux = 2y / n. Dalším řešením by mohlo být zavedení další metody, 
která by opět volila kaux adapt ivně nebo uvažovat j iný tvar výrazu (5.16) viz. [7]. 
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Na základě 5.11 můžeme podle [1 ] pomocí bootstrapu odhadnout vychýlení: 

[ b í a s * ^ ) ] 2 

b i a s m ( i f iO) ) 
biasn 2(A:) 

1 < k < n,2, n,2 
n 

kde 
1,2. biasn.(A;) = R{%uIi{k) - jH(kaux)), i 

Hillův odhad pak lze opravit o vychýlení tak, že položíme 

TrřO) = laik) - biasni(7jar(Aj)), 1 < k < n 2 . 

Na obrázku 5.6 je znázorněna oprava vychýlení pomocí metody bootstrap pro Burrovo 
rozdělení. B y l zvolen rozsah náhodných výběrů n = 1000, počet boots t rapových výběrů 
n* = 250, kaux = 63 a rozsah boots t rapového náhodného výběru n\ = 975. Simulace byla 
opakována 1000 krát . Lze pozorovat zlepšení vychýlení, ale výsledek stále není ideální. 

Obrázek 5.6: Průměrný Hillův odhad a průměrný opravený Hillův odhad 7^ na simulovaných 
datech rozsahu n = 1000 z rozdělení Burr( l , —p, rr^j) (typ XII) s parametrem tvaru 7 = 2 a 
o = -0.5. 
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5.3. M o m e n t o v ý odhad 
Se samotným Hillovým odhadem nevystačíme, pokud obecně uvažujeme 7 G KL V případě, 
kdy 7 < 0, je pravý koncový bod x* < 0 a logaritmus pro takové hodnoty není definován. 
Tento problém bychom mohli řešit j ednoduchým posunut ím pozorování o kladnou kon
stantu. Je ovšem t řeba j isté opatrnosti, protože samotný Hillův odhad není invariantní 
vůči posunut í . V tomto př ípadě je t řeba zavést nový obecnější odhad, který vychází z 
Hillova odhadu. 

Abychom mohli zavést momentový odhad (vzah (5.26)), musíme klást obdobné podmínky 
jako pro Hillův odhad. Pro náhodný výběr s distr ibuční funkcí F požadujeme, aby pravý 
koncový bod x* > 0 a byla splněna podmínka atraktivity tj. F G 2?(G 7 ) , 7 G IR. Potom z 
věty 3.3 pro x > 0 a vhodnou kladnou funkci a(t) plat í 

U{tx) - U{t) _ D ( x ) _ í ^ 7 ^ 0 , 
Ä a(t) ~ V ^ X ) ~ \ l o g x , 7 = 0. [ b * } 

Nyní rozlišme dva případy: 

a) Uvážíme-li 7 < 0, pak z (3.37) 

, U(tx) 
l im — 7 - ^ = 1 x > 0 

í ^ o o U(t) 

a použijeme-li logaritmus, můžeme ekvivalentně psát 

l im (log U(tx) - log U(t)) = 0. 
t—7-OO 

Limi tu z (5.18) pro 7 < 0 upravíme na 

U m ^ 1 _ U m k g P W - t o g P W _ í 7 < 0, 
Í - K » Míl í ->oo sm_ [ logx, 7 = 0. 

U(t) U(t) 

b) Uvážíme-li 7 > 0, pak z (3.34) 

l im ——— = x', x > 0 
C7(r) 

a použijeme-li logaritmus 

Pokud ještě uvážíme (vztah (3.35)) 7 = l im í _ í . 0 0 přepíšeme (5.20) na 

logU(tx)-logU(t) , , , 0 1 x 
l im ^ = log* . (5.21) 

U{t) 
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Ze vz tahů (5.19) a (5.21) dostaneme pro nějakou „velkou" hodnotu t aproximaci 

a(t) x~i-í 

log U(tx) - log U(t) 
, 7 < 0 , 

^ l o g x , 7 > 0 . 
U(t) 7  

a(t) 
U(t) 

(5.22) 

Dále definujme j-tý moment M%> jako odhad l i m ^ o o E ( ( l o g X — \ogt)i\X > t) pro 
J = 1,2,. . . 

M n \ k ) = 7 E ( l 0 g ^ - i + l , » - l 0 g X „ _ f e i n ) 
fc i=í 

(5.23) 

Vidíme, že pro j = 1 je M^(k) roven Hillovu odhadu 7//. Dále podle [ ] vzhledem 
k vlastnostem empirické distr ibuční funkce můžeme odhadnout U n+l 

k+1 Xn—h.n. & 
n + l Xn_i+i)n pro nějaké i G { 1 , 2 , . . . , Ar}. T ímto lze na 

l o g X , log Xn_kjn = log U 
n + l 

logt/ 

pohlížet jako na odhad výrazu 

logt / 
n + l 

log U 
n + l 

ÄT+1 
logt/ 

n + 1\ í k + 1 
k + 1 

n + l 
fc+ 1 

logt/ 
n + l 

ÄT+1 

Pokud dosadíme t - ^ - - M I 

{ 1 , 2 , . . . , * } 
; L , x = do (5.22) a uvážíme | —> 00, pak pro nějaké i G 

log Xn_i+^n — log Xn_jfc , 
fe+i 

: , 7 < 0 , 

7 > 0. 
(5.24) 

Dalším cílem je eliminovat členy a (̂ fžJŤjJ a U ( f+i j z (5.24). Toho docílíme, pokud 
položíme 

(M«(fc)) 2 _ ( £ £ L i l o g X „ _ i + 1 , n - l o g X n - ^2 
vn—k,n ) 

, 7 < 0 , 

I E , = i 1 M F ( f c ) i £ * L 1 ( l o g X n _ m , n - log V n _ f e i I 1 ) 2 

Jednotlivé sumy dále blíže rozebereme. Jestliže k —> 00, pak viz. [15] 

a) pro 7 < 0 

7 

1 ^ ' 7 > 0 . 

(5.25) 

l im - V ( ( T ^ — ) - 1) = / ( n " 7 - l ) d « = -
fe^oo k fr[ \\k + 1J J Jo K 1 7 

hm — , , 
fe^oo k fr[ \\k + 1 

(u-J - lfdu 

27 2 

; i - 2 7 ) ( i - 7 ) ' 

u 
1 - 2 7 

1 - 2 7 u=0 

U 
1 - 7 

1 - 7 
J u=0 
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b) Obdobně pro 7 > 0 s pomocí integrace per partes 

1 ^ , fk + 1 

k é
l o g ( J = - / logttdtí = l , 

Odtud s využit ím (5.25) pro k,n^> 00, > 0 

( ^ 1 } ) 2 P í 27î T> 7 < 0 , , , 2 ( 1 - 7 ) ' 

MÍ2) l | , 7 > 0. 

Odtud po úpravě a s uvážením principu spojitosti pro konvergenci podle pravděpodobnost i 
(viz. vě ta B9 v [ ]) dostaneme 

, 2 ( 1 - 7 ) , 

M l 2 ) / [ 2 , 7 > 0, 

1 W V 1 P , f 7, 7 < 0 , 
2 V M Í 2 ) j l 0, 7 > 0. 

Pomocí posledního vztahu lze získat momentový odhad pro 7 G IR. Zajisté celou dobu 
pracujeme s kladnými hodnotami pozorování, pro k terá je logaritmus definován. V praxi 
je proto t ř eba dbá t určité opatrnosti. 

Jednou z vlastnost í Hillova odhad je 

P í 0, 7 < 0, 
l H ' 1 7, 7 > 0. 

Konečně dos táváme momentový odhad pro 7 G IR jako 

lu{k) = JH + X = AfW + 1 - \ (l - ^ £ 
\ J-VJ-n 

(5.26) 

Momentový odhad je tedy tvořen odhadem kladné části pomocí Hillova odhadu 7^ a 
odhadem záporné části pomocí prvního a druhého momentu. 

5.3.1. Vlas tnost i m o m e n t o v é h o odhadu 

Momentový odhad sdílí s Hillovým spoustu vlastností , protože se j edná o jeho zobecnění. 
Opět máme odhad, který je invariantní na změnu měřítka, ale ne na posunutí . Pro různé 
hodnoty k dos táváme různé odhady. Př i zavedení odhadu bylo ukázáno, že za podmínek 
x* > 0, F G T>(G7), 7 G IR pro n -> 00, k -> 00, | -> 0 plat í 

7 M - » 7-

Momentový odhad je tedy konzistentním odhadem 7. Pokud navíc na distr ibuční funkci 
klademe podmínku druhého druhu, pak podle [ ] str. 104 

\Z fc (7Af -7 ) ^N(A6 p , 7 ,D (7 ) ) , 

kde Xbpa je vychýlení závislé na parametrech p a 7. Momentový odhad je tedy za určitých 
předpokladů asymptoticky normální . 
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5.3. MOMENTOVÝ ODHAD 

5.3.2. Odhad o p t i m á l n í h o p r a h o v é h o indexu ko p o m o c í metody 
b o ot st rap 

Existuje více př ís tupů, jak odhadnout opt imální index prahové statistiky ko vzhledem k 
minimalizaci variability a vychýlení. V té to části vyjdeme ze stejného pricipu popsaného 
v sekci 5.2.2. 

Zaveďme al ternat ivní odhad parametru 7: 

Stejně jako v 5.2.2 předpokládáme náhodný výběr Xi, X2,..., Xn. Použijeme empiric
kou distr ibuční funkci F jako odhad F. Uvažujeme boots t rapový výběr X{,X2,... ,X*l} 

ni < n, z rozdělení o empirické distr ibuční funkci F. Momentový odhad z tohoto boot-
strapového výběru označme 7 * x M . Al ternat ivní odhad z tohoto boots t rapového výběru 
označme odhad % u M a u x ( k ) -

Draisma v článku [9] navrhuje minimalizovat boots t rapový odhad s t řední kvadratické 
chyby 

M S E * ( n i , ki) = W*UUM{^) - TnUMaux{^)f • (5-27) 

pro 1 < k\ < n\. Pokud předpokládáme F G T>1 a plat í podmínka druhého druhu pro 
p < 0, 7 ^ / ) a 7 / 0 a navíc p la t í (5.13), pak podle [9] (Corollary 3.1) pro k\ —> 00, 
^ -> 0 plat í 

5 S L ( = 1 ) ^ 4 I , (5.28) 

kde minimalizuje boots t rapový odhad s t řední kvadratické chyby (5.27) tj. 

K,ni = a r g , ™ i n M S E * (ni , fci). 

Odtud dostaneme odhad, který je závislý na parametru druhého druhu p. Abychom 
závislost odstranili, budeme uvažovat další boots t rapový náhodný výběr rozsahu 71-2 < n z 
rozdělení o empirické distr ibuční funkci F. Stejnými úpravami jako v sekci 5.2.2 dostaneme 
odhad ^ 

k0(n) = k 0 ( n , n 1 ) = [ ^ - , (5.29) 

který závisí na volbě n\. Tato závislost bude blíže zkoumána na simulovaných datech 
v sekci 6.2.3. 

Oproti odhadu (5.17) dos táváme odhad, který adapt ivně odhaduje hodnotu pomocné 
statistiky 7M a u ^(^)- Pokud nepředpokládáme speciální tvar funkce A z (5.13), je po t řeba 
zavést odhad parametru druhého druhu p, který bývá značně obtížný a nepřesný. Tento 
obecnější př ís tup lze nalézt v [9]. 
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5. ODHADY INDEXU EXTRÉMNI HODNOTY 

5.4. P ickandsův odhad 
Nechť Xi, X2,..., Xn je náhodný výběr z rozdělení o distr ibuční funkcí F G V (G-y), 7 G M. 
Podle [15] str. 85 pro k -> 00, - -> 0 plat í 

1 = 2 7 . 

Odtud dos táváme nejjednodušší a nejstarší konzistentní odhad 7 z roku 1975: 

7p(fc) = (log 2 ) - 1 log *n~k>n - _ X " - ^ , K K ^ e N , 
A n - 2 f c , n A n - 4 f c , n 4 

který se nazývá Pickandsův odhad viz. [ ]. J edná se o kvantilový odhad zobecněného 
Paretova rozdělení, pro které ie medián roven - a 0.75 kvantil roven ^=1. Navíc za 
určitých předpokladů podle [15] (Theorem 3.3.5) plat í 

Vk{jp-j)^N{XbPÍ7,D{j)), 

kde Xbpn je vychýlení závislé na parametrech p a 7. 
Pickandsův odhad je velmi citlivý na volbu k. Dokonce malá změna k může vyvolat 

značnou změnu hodnoty odhadu viz obrázek 5.7. 

Obrázek 5.7: Pickandsův a Hillův odhad na simulovaném náhodném výběru rozsahu n = 1000 z 
Cauchyho rozdělení. 
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5.5. SHRNUTÍ NĚKTERÝCH ASYMPTOTICKÝCH VLASTNOSTÍ ODHADŮ 

5.5. Sh rnu t í něk te rých asympto t i ckých v las tnos t í od
h a d ů 

Maximálně věrohodný 'JMLE, Hillův 7#, momentový 7 M a Pickandsův 7P odhad jsou 
konzistentními odhady indexu ext rémní hodnoty 7. Další důležitou vlastnost í všech jme
novaných odhadů je za splnění určitých předpokladů asymptot ická normalita, tj. pro 
k -> 00, - -> 0 

V ^ ( 7 - 7 ) 4 N ( A 6 7 , p , D ( 7 ) ) ) 

kde A 6 7 j P je nějaké vychýlení závislé na 7 a parametru druhého druhu p. 
Obrázek 5.8 představuje závislosti asymptotických rozptylů daných odhadů na para

metru 7. Hillův odhad m á nejmenší asymptot ický rozptyl D(7) pro kladné hodnoty 7. 
Maximálně věrohodný odhad m á nejmenší asymptot ický rozptyl pro záporné hodnoty 
7. Pro srovnání odhadů je rovněž po t řeba uvážit jejich vychýlení, které závisí na dvou 
neznámých parametrech. Poto je velmi komplikované odhady analyticky porovnat. Po
drobněji viz. [15]. 

- 2 - 1 0 1 2 3 4 
Y 

Obrázek 5.8: Asymptotický rozptyl. 
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD 

6. Analýza dešťových řad 
6.1. Data 
Hydrologická data jsou vyhodnocována za účelem stanovení odtokového množství z malých 
povodí a predikci rozvodnění toků. T ím bude docílen spolehlivý provoz městského od
vodnění. Tyto systémy maj í zabráni t vypouštění odpadních vod překračující mezní kon
centrace fyzikálních, chemických a biologických paramet rů , které ohrožují kvalitu přírodní 
vody. Navíc tyto systémy mají zajistit ochranu osob a majetku před škodlivými účinky 
hydrologických situací. Cílem je nalézt kompromis mezi hydrologickou a ekologickou spo
lehlivostí a vzniklými náklady. Odtoky z malých povodí jsou způsobeny krá tkodobými 
přívalovými dešti. U přívalových dešťů hlavně sledujeme jejich t rvání , intenzitu a množství 
napadlých srážek, které se měří urči tým druhem srážkoměru. Konkrétně se používá měřicí 
přístroj ombrograf, k te rým se v České republice obvykle měří od kvě tna do září. Nevýhodou 
ombrografu je, že nedokáže zachytit měření v době, kdy se teplota okolního vzduchu po
hybuje pod bodem mrazu a srážky jsou v pevném skupenství , proto přes zimní období 
neprobíhají většinou žádná měření. Nicméně nejvíce srážkových úhrnů nas tává právě mezi 
měsíci květen a září. 

Srážkové úhrny byly vyvzorkovány pro prahový model metodou P D S (Partial Duration 
Series) podle [19], přičemž bylo získáno 12 různých řad trvající 5, 10, 15, 20, 30, 45, 60, 90, 
120, 180, 240, 360 minut. Stanovená kri téria ale nejsou schopna zcela zaručit statistickou 
nezávislost vzorků. Z tohoto pohledu by měly bý t dešťové řady dále studovány. V l i v 
závislých pozorování na semi-parametrické metody odhadu parametru 7 a pohled na 
řadu jako stochastický proces je nad rámec té to práce. Stat is t ická analýza těchto řad s 
využit ím metody maximální věrohodnost i již byla provedena v [23]. 

Časová řada srážkových úhrnů 
60-

50-

40-

1988 1989 1991 1993 1994 1996 1997 1999 2000 2002 2003 
Rok 

Obrázek 6.1: Časová řada 16ti let vyvzorkovaných srážkových úhrnů trvajících 360 minut ze 
stanice Brno - Zabovřesky. Celkem 781 měření. 
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6.1. DATA 

Statis t ická analýza bude dále zaměřena na krá tké dešťové řady z oblasti Brno -
Zabovřesky, pro kterou byla vybrána nejkratší ř ada obsahující 781 pozorování s dobou 
t rvání 360 minut. Měření proběhla během 16ti let, konkrétně mezi lety 1987 a 2003 viz. 
obrázek 6.1. Aby bylo možné kvalitně predikovat zřídka se vyskytující jevy, je po t řeba co 
nejkvalitněji odhadnout index ext rémní hodnoty 7. Cílem je doporučit pomocí simulací 
některou z metod odhadu parametru 7 uvedenou v té to práci. 

6 .1 .1 . Testy d o b r é shody 

V tomto odstavci je cílem nalézt vhodná rozdělení, k te rá by co nejlépe popisovala již 
zmíněnou dešťovou řadu. Účelem je pouze orientačně navrhnout vhodná rozdělení k si
mulačním studi ím pro neparametr ické metody. Za pomocí statist ického softwaru minitab 
16 budou vykresleny probability ploty (pravděpodobnostní grafy) a proveden Aderson-
Darlingův test. Testy budou provedeny na všech možných rozděleních, které knihovna v 
Minitabu obsahuje. Konkrétně se jedná o rozdělení lognormální, normální , exponenciální, 
Weibullovo, ext rémní hodnoty, gamma, logistické, loglogistické. 

Probability plot m á stejný význam jako kvantilový graf. Odlišnost spočívá pouze v 
hodnotách na osách, které jsou v př ípadě kvantilového grafu kvantily teoretického testo
vaného rozdělení a kvantily empirické distr ibuční funkce. V minitabu u probability plotu 
jsou funkční hodnoty teoretické distr ibuční funkce vynášeny v procentech na svislé ose. 
Ideální shoda by nastala, pokud by všechny hodnoty ležely na vyznačené úsečce. Malá 
hodnota testovací statistiky indukuje dobrou shodu s tes tovaným rozdělením. 

Na obrázku 6.2 jsou uvedeny výsledky Anderson-Darlingových tes tů a popisné statis
tiky srážkové řady. N a základě p-hodnot u jednotl ivých rozdělení zamí táme hypotézu, že 
data pochází z některého testovaného rozdělení, na hladině významnost i a = 0.05. 

Distribution ID Plot for Zabovresky PDS 360 

Descriptive S t a t i s t i c s 
N Mean StDev Median Minimum Maximum Skewness Kurtosis 

7ai 0 5,12495 7,23387 2,1 0,1 57,7 2,35243 10,8505 

Box—Cox transformation: Lambda — : 
Goodness o£ F i t Test 

Ei^^ri^cu^ior. AE p LRT P 
Normal 78,864 <0, 005 
Box—Cox Transformation 2,343 •=0,005 
Lognormal 2,343 •=0,005 
3—Parameter Lognormal 2, 32 2 x 0,044 
Exponential 37,E12 <0, 003 
2 —Parameter Exponential 45,805 <0, 010 0,000 
Weibull 7,87€ <0, 010 
3—Parameter Weibull 4,425 O, 005 0,000 
Smallest Extreme Value 124,910 <0, 010 
Largest Extreme Value 4 G,IGE <0, 010 
Gamma 12,445 <0, 005 
3—Parameter Gamma 7,031 0,000 
L o g i s t i c 55,379 O, 005 
Loglogistic 3, G25 <0, 005 
3-Parameter Loglogistic 3,075 0,000 

Obrázek 6.2: Výsledky Anderson-Darlingových testů pro 360 minutovou dešťovou řadu ze stanice 
Brno - Zabovřesky. Celkem 781 měření. 
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD 

Z probability plotů na obrázku 6.3 je p a t r n á bimodalita. Je možné pozorovat celou 
skupinu odlehlých pozorování. Jednou z příčin je, že ombrograf někdy zaznamenává velmi 
malé intenzity. Může se například jednat o rosu. Pro lepší shodu s teoret ickým rozdělením 
je po t řeba tyto hodnoty odfiltrovat. Dále budou prováděny testy dobré shody na kratš í 
dešťové řadě, k te rá obsahuje srážkové úhrny vyšší než 5mm. 

Probability Plot pro Zabovřesky PDS, 360rninut 
Goodness of Fit Test 

3-ParameterWeibull - 95% Cl 

Lognormal - 95% Cl 

99,99 

0,01 

2-Parameter Exponential - 95% Cl 

0,0001 0,001 0,01 

3-Parameter Gamma - 95% Cl 

100 1000 

3-Parameter Weibull 
AD = 4,425 
P-Value < 0,005 

2- Parameter Exponential 
AD = 45,805 
P-Value < 0,010 

Lognormal 
100 AD = 2,343 

P-Value < 0,005 

3- Parameter Gamma 
AD = 7,031 
P-Value = * 

0,001 0,01 100 

Obrázek 6.3: Některé probability ploty pro 360 minutovou dešťovou řadu ze stanice Brno 
Zabovřesky. Celkem 781 měření. 

Z výsledků na obrázku 6.4 již nezamítáme hypotézu, že data pochází z Weibullova nebo 
exponenciálního rozdělení, na hladině významnost i a = 0.05. p-hodnota pro exponenciální 
rozdělení je hraniční. Příčinou jsou velké odchylky pro malé kvantily, které vzhledem k 
zájmu modelování chvostu nejsou pods ta tné . Vzhledem k výsledkům těchto tes tů dále 
zaměřme simulační studie na Weibullovo a exponenciální rozdělení. 

Minitab navíc doporučuje na základě maximalizace věrohodostní funkce Weibullova 
rozdělení odhad parametru tvaru a = 0.91 a měří tka A = 7.61. Distr ibuční funkce pro 
Weibullovo rozdělení je tvaru 

F(x) = 1 - exp Q ) , x> 0. 

Pro exponenciální rozdělení dostaneme parameter měří tka 4 = 7.9. Distr ibuční funkce je 
tvaru 

F(x) = 1 — exp (—Xx), x > 0. 

Vzhledem k tomu, že odhady jsou invariantní vůči změně měří tka a rozdělení leží v G u -
mblově oboru atraktivity, není nu tné b rá t tyto parametry v potaz. 
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6.1. DATA 

Probability Plot pro Žabovřesky, PDS, 360minut 
3-Parameter Weibull - 95% CI 

0,001 0,01 0,1 1 10 

Lognormal - 95% CI 

100 

2-Parameter Exponential - 95% CI 

0,01 0,1 1 10 

3-Parameter Gamma - 95% CI 

100 

100 

Goodness of Fit Test 

3-Parameter Weibull 
AD = 0,451 
P-Value = 0,290 

2- Parameter Exponentia 
AD = 1,291 
P-Value = 0,050 

Lognormal 
AD = 3,880 
P-Value < 0,005 

3- Parameter Gamma 
AD = 0,620 
P-Value = * 

100 

Obrázek 6.4: Některé probability ploty pro 360 minutovou dešťovou řadu ze stanice Brno 
Žabovřesky. Rada obsahuje pouze hodnoty vyšší než 5. 
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD 

6.2. Po rovnán í o d h a d ů na základě simulací 
Obvykle se ve statistice hodnot í kvalita odhadu podle s t řední kvadratické chyby. Ideální 
odhad je takový, který m á nulové vychýlení a co nejmenší rozptyl. Tyto charakteristiky 
jsou ale analyticky velmi obtížně odvoditelné. Prostor dostávají numerické simulační me
tody, především metoda Monte Carlo. 

6.2.1. Popis s imulací 

Simulační studie bude zaměřena na maximálně věrohodý odhad 'JMLE, Hillův odhad 7#, 
momentový odhad 7 M a Pickandsův odhad jp. Jako výchozí testovací model bude použito 
Gumblovo a exponenciální rozdělení z sekce 6.1.1. 

Nejprve bylo z daného rozdělení vygenerováno MC = 500 náhodných výběrů o rozsahu 
n = 781 a provedeny výše zmiňované odhady. Za účelem ještě vyššího snížení variability 
byla simulace opakována R = 5 krát . Simulaci velmi zpomaluje maximálně věrohodný 
odhad, u kterého je po t řeba řešit R x MC x (n — 1) nelineárních rovnic. Pro tento odhad 
byla využi ta mat labovská funkce gpfit. Pro zbylé odhady byla navíc zvlášť provedena 
simulace rozsahu M C = 5000, R = 100 za účelem zvýšení přesnosti. 

Opt imální index prahové statistiky je počí tán jako 

= 1 R f \ 1 R í M C \ 
ko = ^ E (arg min M S i S r j = - £ ^arg min £ ( % # ) - 1? j , 

kde 7 r j značí momentový, Hillův nebo maximálně věrohodný odhad. V případě Pickand-
sova odhadu je po t řeba dbát zřetel na to, pro které hodnoty k je definovaný. Mez pro 
opt imální index prahové statistiky je po t řeba upravit. Konkré tně se pro Pickansův odhad 
spočte 

= i R í M C \ 
ko = -=: Y | arg min Y ^ ( 7 P \k) — 7 ) 2 . 

6.2.2. Výs l edky s imulací 

N a obrázku 6.5, př ípadně 6.6, jsou porovnány všechny zmíněné odhady na Weibullově, 
př ípadně exponenciálním, rozdělení. Oba obrázky dávají přibližně podobné výsledky. Pic
kandsův odhad je v tomto př ípadě definován pouze pro k < 195. Vzhledem k počtu 
opakování dochází k vyhlazování průběhů odhadů. Není překvapující, že Hillův odhad 
je s rostoucím k nejvíce vychýlený, přestože je stále konzistentním odhadem parametru 
7 = 0, pro k —> oo - —> 0. Tento odhad se hodí především pro vyšší hodnoty 7, pro 
které je dokonce odhadem s nejmenším rozptylem vůči os ta tn ím zmiňovaným odhadům. 
Jestliže je 7 blízká nule, hrozí, že Hillův odhad přesáhne skutečnou hodnotu 7. Tato situ
ace může mít za následek příliš pesimistické predikce. Pickandsův odhad dává rozumnější 
výsledky, ale obecně není tolik doporučován kvůli jeho vysoké citlivosti na volbu k a 
navíc je počí tán z velmi malého počtu pozorování. Nejlepší výsledky dávají momentový 
a maximálně věrohodný odhady. Z grafů plyne podezření, že s t řední kvadrat ická chyba 
momentového nebo věrohodného odhadu může dále klesat pro k > 194. Tyto dva odhady 
budou porovnány ještě jednou. 
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6.2. POROVNÁNÍ ODHADŮ NA ZÁKLADĚ SIMULACÍ 

Obrázek 6.5: Simulace z Weibullova rozdělení o rozsahu 781 s počtem opakování R = 5 krát 
MC = 500. Průměrné odhady parametru 7 v závislosti na k (vlevo). Střední kvadratická chyba 
v závislosti na k (vpravo). 

Obrázek 6.6: Simulace z exponenciálního rozdělení o rozsahu 781 s počtem opakování R = 5 
krát MC = 500. Průměrné odhady parametru 7 v závislosti na k (vlevo). Střední kvadratická 
chyba v závislosti na k (vpravo). 
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD 

Srovnání momentového a maximálně věrohodného odhadu na Weibullově rozdělení je 
znázorněno na obrázku 6.7. Pro hodnoty k blízké n může docházet k numerické nestabili tě. 
Momentový odhad je totiž počí tán pomocí zlogaritmovaných hodnot. Malá pozorování 
mohou být blízká nule, ale nejsou až tak zajímavá. Větší pozornost si zaslouží hodnoty 
momentového odhadu pro k = 100 , . . . , 250, pro které vychází s t řední kvadrat ická chyba 
tohoto odhadu nejmenší a dává velmi podobné hodnoty. Oproti maximálně věrohodnému 
odhadu je momentový odhad více vychýlen, a t ím dává o něco horší výsledky. 

MLE 
- Mom - MLE 

Mom 

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 600 700 

Obrázek 6.7: Simulace z Weibullova rozdělení o rozsahu 781 s počtem opakování R = 5 krát 
MC = 500. Průměrné odhady parametru 7 v závislosti na k (vlevo). Střední kvadratická chyba 
v závislosti na k (vpravo). 

Srovnání momentového a maximálně věrohodného odhadu na exponenciálním rozdělení 
je znázorněno na obrázku 6.7. Dostáváme obdobné průběhy jako u Weibullova rozdělení. 
Opět dochází k numerické nestabil i tě pro hodnoty k blízké n. Střední kvadrat ická chyba je 
ale u momentového odhadu nízka pro k = 150 , . . . , 300. Není překvapující, že maximálně 
věrohodný odhad dosahuje nejmenší chyby pro k = 780. Tento odhad vychází z rozdělení 
„velkých pozorování", k te rá mají přibližně zobecněné Paretovo rozdělení. Pro 7 = 0 je 
exponenciální rozdělení speciálním př ípadem zobecněného Paretova rozdělení. 
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6.2. POROVNÁNÍ ODHADŮ NA ZÁKLADĚ SIMULACÍ 

MLE 
Mom 

200 300 400 500 600 700 100 200 300 400 500 600 700 

Obrázek 6.8: Simulace z exponenciálního rozdělení o rozsahu 781 s počtem opakování R = 5 
krát MC = 500. Průměrné odhady parametru 7 v závislosti na k (vlevo). Střední kvadratická 
chyba v závislosti na k (vpravo). 

H i l l M L E M o m Pickands 
Weibull(7.6,0.92), MC = 5000, R = 100, 7 = 0 

k0 3 - 136 152 

W) 
RMSE 

0.17254 - 0.06821 
0.19420 - 0.11938 

0.08546 
0.17099 

Weibull(7.6,0.92), MC = 500, R = 5, 7 = 0 

ko 2 474 142 156 

W) 
RMSE 

0.16332 0.01460 0.07356 
0.19252 0.06053 0.12067 

0.08413 
0.16604 

exponenciální(0.13), MC = 5000, R = 100, 7 = 0 

k0 
2 - 184 194 

W) 
RMSE 

0.10154 - 0.05233 
0.18054 - 0.10154 

-0.00337 
0.12962 

exponenciální(0.13), MC = 500, R = 5, 7 = 0 

k0 2 780 213 194 

Wo) 
RMSE 

0.15224 -0.00551 0.05732 
0.17984 0.03731 0.10019 

-0.00648 
0.12998 

Tabulka 6.1: Výsledky simulací 

Souhrn výsledků simulací je uveden v tabulce 6.1. Statistika RMSE představuje od
mocninu ze s t řední kvadratické chyby pro 7 ( ^ 0 ) • Dále je uvedena p růměrná hodnota od
hadu parametru 7 opět pro ko- Pickandsův odhad je kvantilovým odhadem zobecněného 
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD 

Paretova rozdělení. Proto pro tento odhad v př ípadě exponenciálního rozdělení vychází 
nejmenší kvadrat ická chyba pro maximální možné k. N a základě těchto výsledků vychází 
vítězně maximálně věrohodný odhad. Ovšem momentový odhad také nedává špatné 
výsledky. 

6.2.3. M o m e n t o v ý odhad p o m o c í metody bootstrap 

V praxi bývá velmi obtížné odhadnout prahový index ko- V té to části bude blíže zkoumána 
volba tohoto prahu pro momentový odhad pomocí metody bootstrap na simulovaných 
datech z rozdělení, k terá co nejlépe popisují zmíněnou dešťovou řadu. Jako model tedy 
uvažujme opět Weibullovo a exponenciální rozdělení. 

Uvažujme metodu popsanou v sekci 5.3.2. Odhad ko definovaný vztahem (5.29) závisí 
na volbě velikosti boots t rapového výběrů n\ < n. Nejlépe bychom volili n\ takové, že 
hodnota fco(^i) je rovna hodno tám z tabulky 6.1. Generujeme proto MC = 500 náhodných 
výběrů, pro které vypočí táme 

_ y M C  

kde volíme n\ = n 1 _ e , e G (0,1). Počet boots t rapových výběrů n* je zvolen podle zvyklostí 
250. _ 

Na obrázku 6.9 je znázorněn průběh ko(ni) pro různě zvolené hodnoty e. V případě 
Weibullova rozdělení lze pozorovat mírný pokles s t řední kvadratické chyby s rostoucím 

Obrázek 6.9: Závislost boostrapového odhadu indexu ko na volbě rozsahu boostrapového 
náhodného výběru n\ na simulovaných datech z exponenciálního (modře) a Weibullova(červeně) 
rozdělení s rozsahem n = 781 a počtem opakování M C = 500, n* = 250. Průměrné odhady 
ko{n\) (vlevo). Odmocnina ze střední kvadratické chyby odhadu 7M(&O(ÍII ) ) (vpravo). 
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6.2. POROVNÁNÍ ODHADŮ NA ZÁKLADĚ SIMULACÍ 

Souhrn výsledků té to simulace je uveden v tabulce 6.2. Nejlepší výsledky jsou dosaženy 
pro e = 0,005, respektive n\ = 756. V případě exponenciálního rozdělení se odhad indexu 
ko příliš neliší od výsledků z tabulky 6.1. V případě Weibullova rozdělení dos táváme stále 
rozumné výsledky vzhledem k s t řední kvadratické chybě z obrázku 6.7. 

Vstup Weibull(7.6,0.92), 7 = 0 exponenciální(0.13), 7 = 0 

e ni n2 ko lAí(ko) R M S E ( 7 m ( ^ ) ) ko 7 M ( M R M S E ( 7 m ( M ) 

0,000 781 781 206 0,09560 0,12535 227 0,06328 0,10417 
0,005 756 732 197 0,09270 0,12385 220 0,06199 0,10540 
0,010 731 684 201 0,09313 0,12378 221 0,06219 0,10518 
0,015 707 640 201 0,09313 0,12378 222 0,06222 0,10452 
0,020 684 599 206 0,09560 0,12535 223 0,06204 0,10394 
0,025 662 561 199 0,09316 0,12378 224 0,06254 0,10392 
0,030 640 524 201 0,09313 0,12378 226 0,06282 0,10409 
0,035 619 491 205 0,09453 0,12489 225 0,06250 0,10440 
0,040 599 459 207 0,09605 0,12552 225 0,06250 0,10440 
0,045 579 429 209 0,09658 0,12657 219 0,06100 0,10450 
0,050 560 402 204 0,09415 0,12479 225 0,06250 0,10440 
0,150 288 106 215 0,09897 0,12830 221 0,06219 0,10518 

Tabulka 6.2: Výsledky simulací 
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD 

6.3. Odhady na reá lných datech 
Vraťme se k srážkám ze stanice Brno - Zabovřesky s dobou t rvání 360 minut, které jsou 
udávány v milimetrech na 3 deset inná místa . Rady srážkových úhrnů mohou obsahovat 
stejné hodnoty. Nejčastější příčinou může být zaokrouhlování a nepřesná měření. Odhady 
parametru 7 byly odvozeny s úvahou různých hodnot náhodného výběru. Proto je do 
těchto dat vnesen šum, který m á rovnoměrné rozdělení R(-0.0005,0.0005). 

Na obrázku 6.10 je znázorněn průběh všech odhadů zavedených v té to práci na vybrané 
dešťové řadě. Vidíme, že Pickandsův odhad m á vysokou variabilitu. Hillův odhad je značně 
vychýlen kvůli hodno t ám 7, které jsou blízké nule. Pro k = 1 ,2, . . . , 80 dávají momentové 
a maximálně věrohodné odhady velmi podobné výsledky. 

T 1 1 1 1 1 1 r 

m L 1 1 1 1 1 1 1 1 

20 40 60 80 100 120 140 160 180 
k 

Obrázek 6.10: Odhady parametru 7 na dešťové řadě vyvzorkovaných srážkových úhrnů trvajících 
360 minut ze stanice Brno - Zabovřesky. Celkem 781 měření. 

Pro momentový odhad je dále proveden odhad ko pomocí metody bootstrap. B y l 
zvolen rozsah boots t rapového náhodného výběru n\ = 756, n* = 250. Odhad byl opakován 
MC = 1000 krát . Odhady jsou znázorněny pomocí his togramů 6.11. Vzhledem k některým 
odlehlým o d h a d ů m ko je vhodnější místo výběrového průměru použít robustní mediánový 
odhad s t řední hodnoty. Výsledný odhad prahového indexu je zaznamenán v tabulce 6.3 
včetně směrodatné odchylky odhadu 7 M ( & O ) , k te rá může posloužit k sestavení intervalu 
spolehlivosti. 
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6.3. ODHADY NA REÁLNÝCH DATECH 

O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 O 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 

Obrázek 6.11: Histogramy odhadů &o(vlevo) a 7M(&O) (vpravo). 

Stanice Brno - Zabovřesky. Srážky s dobou t rvání 360 minut. 
Vstup Výs tup 

n e n i "2 MC n* 7 M ( M k0 směr. odchylka 
781 0.005 756 732 1000 250 0.0701 41 0.0814 

Tabulka 6.3: Výsledky momentového odhadu na reálných datech 

k 

Obrázek 6.12: Momentový odhad parametru 7 a odhad optimálního prahu ko pomocí metody 
bootstrap na datech ze Stanice Brno - Zabovřesky. Srážky s dobou trvání 360 minut. 
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6. ANALÝZA DEŠŤOVÝCH ŘAD 

6.4. Sh rnu t í 
Srážkové úhrny vybrané dešťové řady lze přibližně popsat pomocí Weibullova nebo expo
nenciálního rozdělení. Tato rozdělení leží v oboru atraktivity rozdělení Gumbelova typu. 
Př i simulačních studiích na těchto rozděleních vychází vítězně parametr ický odhad ma
ximální věrohodnoti založený na věrohodnostní funkci zobecněného Paretova rozdělení. 
Rozumné výsledky dává i semi-parametrický momentový odhad, který může být mírně 
vychýlený. Pro tento odhad lze dále rozumně odhadnout index prahové statistiky na 
základě metody bootstrap i přesto, že index ext rémní hodnoty 7 = 0. S touto „sin
gularitou" m á většina semi-parametrických odhadů problémy a bývá předmětem mnoha 
dnešních studií. Rovněž lze dále zkoumat závislost odhadu na volbě počtu boots t rapových 
výběrů n* nebo uvažovat rozdělení z j iné než Gumbelovy sféry. 

Na konkrétní dešťové řadě byl proveden zmíněný momentový odhad parametru 7 
za pomocí metody bootstrap, který vychází podle očekávání blízko nule. V modelu se 
předpokládá mimo jiné nezávislost a stejné rozdělení pozorování, splnění podmínky druhého 
druhu pro parametr p < 0, p 7̂  7 a speciální tvar funkce A podle vztahu 5.13. Dešťovou 
řadu nejspíš netvoří nezávislá stejně rozdělená pozorování. Dále je vhodné zkoumat vliv 
stochastických procesů na momentový odhad. Rovněž lze zkoumat odhad parametru p, 
pomocí kterého lze získat odhad opt imální prahové statistiky pro obecný tvar funkce A. 
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7. Závěr 
Prvn í část diplomové práce je věnována teorii rozdělení extrémních hodnot. Je zde 

zformulována a dokázána l imitní vě ta pro rozdělení maxim a uvedeny základní vlastnosti 
rozdělení extrémního typu. Tato část t aké obsahuje spoustu teoretických poznatků, které 
jsou dále využity při zavádění odhadů parametru rozdělení extrémního typu. 

Stěžejní část diplomové práce tvoří semi-parametrické metody odhadu indexu extrémní 
hodnoty. Tyto metody včetně parametr ické metody maximální věrohodnosti jsou teore
ticky popsány a implementovány s ohledem na výpočetní rychlost. Dále jsou srovnány 
na základě simulací z vhodně vybraných rozdělení, k te rá jsou velmi blízká rozdělení 
srážkových úhrnů z vybrané dešťové řady. Z těchto simulačních studií vychází vítězně 
parametr ický maximálně věrohodný odhad. Pro danou řadu je dále navržen nový od
had, který kombinuje momentový odhad s metodou bootstrap. Tento odhad vznikl zjed
nodušením odhadu uvedeného v článku [9] a jeho hlavní výhodou je nepot řeba odhadu 
parametru druhého druhu. Navržený odhad nalezne uplatnění i pro j iná data než srážkové 
řady. 

Součástí práce je simulační program s propracovaným uživatelským prostředím pro 
odhad opt imálního prahového indexu pro vybraná rozdělení patř ící do oboru atraktivity 
rozdělení Fréchetova typu. V programu lze mimo jiné odhadovat index ext rémní hodnoty 
z reálných dat. 
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A. SIMULAČNÍ PROGRAM 

A . Simulační program 
Program obsažený v příloze slouží k výpoč tům odhadů indexu ext rémní hodnoty a k 

volbě opt imálního prahového indexu pro rozdělení z Fréchetova oboru atraktivity. K jeho 
spuštění je nu tný Matlab se stat is t ickým toolboxem nejlépe verze R2012b a novější. Pro
gram se spoušt í souborem My_guide2 (je po t řeba se nacházet ve správném adresáři s t ímto 
souborem). 

Program se dělí na t ř i části . P rvn í z nich je zaměřena na srovnání odhadů na simu
lovaných náhodných výběrech z vybraných rozdělení. Druhou část tvoří Hillův odhad s 
metodou bootstrap pro simulované náhodné výběry s těžkými chvosty. Předpokládaj í se 
uživatelem korektně zadané vs tupní parametry. Vstupy a výstupy pro tyto dvě části jsou 
detailně popsány níže. 

Hillův odhad s bootstrapem lze provést na reálných datech v t ře t í části. Zde lze rovněž 
vypočí tat a vykreslit maximálně věrohodný, Pickandsův a momentový odhad v závislosti 
na k. Momentový odhad s bootstrapem na reálných datech popsaných v sekci 6.1 lze 
provést samosta tně mimo tento program v souboru Data_Mom_boot. 

Odhady jsou naprogramovány s ohledem na výpočetní čas. Například Hillův a momen
tový odhad jsou počí tány i terat ivně pro každý index prahové statistiky k. Ještě rychlejších 
výpočtů lze dosáhnout pomocí mat labovské funkce matlabpool, k te rá dovede využít k 
výpočtu více procesorů najednou. S touto funkcí mohou nastat problémy u starších verzí 
Matlabu a může být po t řeba přepsat cykly parfor na for. 

] Optimal choise of sample fraction k 
Simulation Panel 

Input parameters— 

Distribution 

epsilon 

0.001 

„ n ; . p - e ä t --=-;••; 2~ ľ = "" "" 

k_optimal 

mill MLE Mom 

RMSE of g(k_optimal) _ 
MLE Mom F 

0 Hill 

[TJ MLE 

[TJ Mom 
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Obrázek A . l : Simulační program. 

(39 



Hil lův, m a x i m á l n ě v ě r o h o d n ý , m o m e n t o v ý a P i c k a n d s ů v odhad 
parametru 7 na s imulovaných n á h o d n ý c h výbě rech 

V s t u p n í parametry 

Vstupní údaje, které uživatel zadává jsou: 

• Distribution - typ rozdělení většinou ve s tandardizovaném tvaru. Ze zvoleného 
rozdělení je pak pomocí kvantilové funkce F^(u) = U (yz^) generováno M C 

náhodných výběrů X^jX^ • • •, Xn \ J = 1, 2 , . . . , MC. Podrobnosti o rozděleních 
jsou uvedeny níže v tabulce. Sloupec s názvem Vstupní parametry obsahuje para
metry, které nejsou možné zadat uživatelem. Uživatel tak pro zvolené rozdělení volí 
pouze index extrémní hodnoty 7 a rozsah náhodného výběru n. 

Tabulka A.l : Vybraná rozdělení patřící do Fréchetova oboru atraktivity ( 7 > 0) 

Rozdělení Distribuční funkce F(x) a kvantilová funkce chvostu U(t); Vstupní 
parametry 

Burr(?7, r, A) 

(Typ XII) 

F(x) = 1 - ( ^ ) A , V,r,X>0, x>0 

u(t) = (v(t$ - 1 ) ) T , í > l 

T = -p = 0.5 

77 = 1, A = 
1 

F(m, n) 

(Fisher-Snedecor) 

F(x)= r ^ L ^ i ^ ( m ) m / 2 ™ m / 2 - 1 ( l + m ™ ) " ( m + ' ^ ) / 2 d ™ , m , n > 0 ; x > 0 v ; Jo r ( f ) r ( | ) \ » i V n ) ' ' ' 

Předpis pro U(t) není znám. F*~ (u) v matlabu pomocí funkce (1, 2 / 7 ) 
m = 1, n — — 

7 

G. Pareto(<T, 7 ) 

(Zobecněné Paretovo) 

F(x) = 1 - (l + ^ ) ~ ^ , <y > 0, x > 0 

U(t) = S. (T7 - 1), í > 1 
(T = 1 

Paret 

Pa(7) 

F(x) = l - x ~ y , x>l 

U(t)=ť<, Í > 1 

Frechet(7) 
F(x) = exp ^ — x ~ Ť J , I > 0 

U(t) = ( in^r)" 7 , Í > 1 

• Tlačí tka H i l l , M L E , M o m a Piek určují, zda bude proveden Hillův, maximálně 
věrohodný, momentový a Pickandsův odhad. 

• g - index ext rémní hodnoty 7 > 0. 

• n - rozsah náhodného výběru. 

• T - prahový index. Je možné zadat: 

— T G { 2 , 3 , . . . , n} pro Hillův a maximálně věrohodný odhad. 

— T G {3,4 ... ,n} pro momentový odhad. 

— \ < T < n, T G N pro Pickandsův odhad. 

• M C - počet náhodných výběrů. 
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A. SIMULAČNÍ PROGRAM 

V ý s t u p 

• k_optimal - volba pořadového indexu ko taková, že 

MC 

' i---/,••--r-i fcb(n) = a r g ^ m i n 1 ^ ( ^ ( f c ) ~ 7)2, 
i=i 

kde pro j = 1, . . . , MC 

^ 7H (A;), v př ípadě Hillova odhadu, 

7MLE(^)> v př ípadě maximálně věrohodného odhadu, 
T M (Aľ), v př ípadě momentového odhadu, 

7P (k), v př ípadě Pickandsova odhadu. 

Př i tom 

^ \ k ) = lJ2l^Xn-i+i,n-^gX^lkin, j = l,...,MC, l < k < T - l , 
K i=l 

# ( „ ) = ( l o g 2 ) - 1 l o g - ^ 3 = ^ , j = l , . . . , M C , l < f c < T - l , 

= # ( f e )+7 a ) ( f e ) - , J = I , . . . , M C , 2 < f c < r - l , 

kde pro T M ( * 0 , j = 1, . . . , MC, 2 < k <T — l jsou 

• Í ( Í ) / - ' N 2 N 1 

7 0 ) W - = 1 " ^ 1 " j , = i f ( l o g X ^ + l i n - l o g X ^ n ) 2 . 

Odhad 7^(^)MLE> i = 1> • • • , A ř C , 2 < k < T — 1 je prováděn na základě ma
ximalizace věrohodnostní funkce G . Pareto rozdělení pomocí mat labovské funkce 
gpfit(«^(Jfe)), kde 

pro j = 1,. . . , M C , 1 < fc < T - 1. 

R M S E of g(k_optimal) - odmocnina ze s t řední kvadratické chyby pro A; = ko, tedy 

RMSEiko) = \jMSE(k0 

^ MC 

\ M C -E ( 7 W ( M - 7 ) 2 -

• t lačítko Simulate - nasimuluje náhodné výběry a provede odhady zadané uživatelem, 
které jsou uvedeny výše. Výsledky dané simulace i se vs tupními parametry se vypíši 
v příslušné liště. 

• t lačítko Remové - smazání označeného řádku z lišty. 

• t lačítko Plot - vykreslení j(k) = ^ YlfJí (k), MSE(k) a charakteristiky 

rozdělení extrémního Fréchetova typu pro parametry 7 ( ^ 0 ) a 7. 
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Hil lův odhad parametru 7 > 0, volba p r a h o v é h o indexu k a oprava 
vychýlen í p o m o c í metody bootstrap na s imulovaných n á h o d n ý c h 
výbě rech (pro p < 0) 

V s t u p n í p a r a m e t r y 

Vstupní údaje, které uživatel zadává jsou: 

• Distribution - typ rozdělení většinou ve s tandardizovaném tvaru. Ze zvoleného 
rozdělení je pak pomocí kvantilové funkce generováno M C náhodných výběrů 
X[j\ X{

2

j) ..., Xj?\ j = 1 ,2 , . . . , MC. Podrobnosti o rozděleních jsou uvedeny výše 
v tabulce A . l . Sloupec Vs tupní parametry obsahuje parametry, které nejsou možné 
zadat uživatelem. Uživatel tak pro zvolené rozdělení volí pouze index ext rémní hod
noty 7 a rozsah náhodného výběru n. 

• g - index ext rémní hodnoty 7 , 7 > 0. 

• n - rozsah náhodného výběru. 

• T - prahový index. Je možné zadat T G {2, 3 , . . . , 71-2}, přičemž n2 a n\ jsou zvolena 
tak, že n2 = round (nf/n), ri\ = round(0.975 • n). 

• M C - počet náhodných výběrů. 

• n* - počet boots t rapových náhodných výběrů z rovnoměrného diskrétního rozdělení 
na množině {x^}^, j = 1, 2 , . . . , MC. 

• epsilon - prahová hodnota e, k te rá zabraňuje dělení nulou. Doporučeno neměnit 
přednastavenou hodnotu. 

V ý s t u p 

• k_optimal, MonteCarlo - volba pořadového indexu ko taková, že 

MC 
k0(n) = arg l < n ů n _ i ]T ( 7 W (k) - 7 ) 2 , 

kde 

^ \ k ) = ^ \ k ) = lJ2\ogXÍJli+lin-\ogX^\n, j = l,2,...,MC, l<k<T-l, 
K i = i 

k_optimal, Bootstrap - volba pořadového indexu round(rCo) taková, že 

1 MC 1 MC ri, **?7„ \12 

fe0 - feo[n, kaux, m ) - M C k0 - M C ^ „ . ^ , 

př i tom n2 a n\ jsou zvolena tak, že n2 = round {n\/n) a n\ = round(0.975n). 
Dále volíme referenční index kaux = r o u n d ( 2 v

/ ň ) , pro kterou počí táme 7 ^ (k) = 
jr^ J2i=T logXÍJli+1:n - \ogXÍJlkaux}n. Odhad pořadové statistiky 

fc0**ü)(nl) = arg min V ( r l r (k) ~ (kaux))2, j = l,2,...,MC z = 1,2, 
±<k<± —1 , 

— — o* —1 
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A. SIMULAČNÍ PROGRAM 

kde pro boots t rapový náhodný výběr X t ( i ) r ,X2

(i)'b*,... ,X<^'b\ b* = l,...,n*, 
j = 1 , 2 , . . . , M C , i = 1,2 z rovnoměrného diskrétního rozdělení na množině 
{x?}ti, j = 1,2,..., MC, i = 1,2 je 

pro 6* = 1, . . . , n*, j = 1,2,..., MC, i = 1,2. 

g(k*) - průměrný Hillův odhad 7(A:) parametru 7 pro A = AQ , kde 7 ( ^ 0 ) = 

_ J _ y - M C /TÍT\ 

Bias* - průměrný boots t rapový odhad vychýlení Bias (AQ) = jfč ^ i = i - ^ a s (&o) 
takový, že pro ri2 = round {n\/n) a n i = round(0.975n) je 

——*C?) 

B g > = l B Z " : J k ) ] • 1 < * < T - 1 , i = l , 2 . . . , M C , 
5 z a s n 2 ( A ) 

kde 

- -*(?') 1 _n* / >* 
Biasni (k) = - Y(Yn' (k)-ltí)(kaux)), l<k<T-l,j = l,2...,MC,i=,l, 

n* ^ 

— — — 
V případě, že některá z hodnot Biasn2 (k), j = 1,2...,MC, 1 < k < T — 1 je 
blízká nule, dochází k numerickým chybám. Tento př ípad je ošetřen podmínkou 
—*—*U) 
Biasm (k) > e, j = 1 , 2 . . . , M C , 1 < k < T — 1. Hodnotu e volí uživatel. 
V př ípadě, že podmínka není splněna pro některou dvojici (k,j), je generován nový 
boots t rapový náhodný výběr X'l^,b , X2 , . . . , X * ^ ' b * , b* = 1,..., n*. Př i špa tné 
volbě vstupního parametru e tedy hrozí zacyklení simulace. Počet vygenerovaných 
boots t rapových náhodných výběrů, které jsou blízké nule, lze během simulace 
sledovat v Command Window u proměnné num_cl_to_0. 
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Obrázek A.2: Algoritmus pro volbu k-té pořadové statistiky a opravu vychýlení 

• t lačítko Simulate - nasimuluje náhodné výběry a provede odhady, které jsou uvedeny 
výše. Výsledky dané simulace i se vs tupními parametry se vypíši v příslušné liště. 

• t lačítko Remové - smazání označeného řádku z lišty. 

• t lačítko Plot - vykreslení průměrného Hillova odhadu ^(k) (modře) a jeho korekci 

vychýlení metodou bootstrap j(k) — Bias (k) (červeně). Na dalším obrázku se vy
kreslí charakteristiky rozdělení Fréchetova typu pro parametry 7 ( ^ 0 ) a 7-
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