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ABSTRAKT

Cilem této prace je poskytnout zakladni informace o charakteristické funkci pouzivané ve
statistice a porovnat jeji vlastnosti s Fourierovou transformaci pouzivanou v inzenyrskych
aplikaci. Prvni Cast prace je zamérena teoreticky, jsou zde rozebirany zakladni pojmy,
jejich vlastnosti a vzdjemné souvislosti. Druha ¢ast je vénovana nékterym moznym
aplikacim charakteristické funkce jako je napriklad testovani normality dat nebo vyuziti
charakteristické funkce v analyze nezavislych komponent. Prvni kapitola popisuje tvod
do teorie pravdépodobnosti kvili sjednoceni terminologie a zde uvedené pojmy budou
pouzity k demonstrovani zajimavych vlastnosti charakteristické funkce. Druha kapitola se
vénuje popisu Fourierovy transformace, definici charakteristcké funkce a jejich srovnani.
V druhé Casti textu vénované aplikacim je rozebrana empiricka charakteristicka funkce
jakozto odhad charakteristické funkce dany zkoumanymi daty. Jako priklad aplikace
je dale popsan jednoduchy test normality. V posledni Casti jsou rozebrany pokrocilejsi
aplikace charakteristické funkce u metod jako je analyza nezavislych komponent.

KLICOVA SLOVA

charakteristicka funkce, Fourierova transformace, distribuéni funkce, matematicka statis-
tika, zpracovani signalu, empirickd charakteristicka funkce

ABSTRACT

Aim of this thesis is provide basic information about characteristic function used in
statistic and compare its properties with the Fourier transform used in engineering appli-
cations. First part of this thesis is theoretical, there are discussed basic concepts, their
properties and mutual relations. The second part is devoted to some possible applica-
tions, for example normality testing of data or utilization of the characteristic function in
independent component analysis. The first chapter describes the introduction to prob-
ability theory for the unification of terminology and mentioned concepts will be used to
demonstrate the interesting properties of characteristic function. The second chapter
describes the Fourier transform, definition of characteristic function and their compari-
son. The second part of this text is devoted to applications the empirical characteristic
function is analyzed as an estimate of the characteristic function of examined data. As
an example of application is describe a simple test of normality. The last part deals with
more advanced applications of characteristic function for methos such as independent
component analysis.

KEYWORDS

characteristic function, Fourier transform, distribution function, mathematical statistics,
signal processing, empirical characteristic function
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Teoreticky tvod

1 PRAVDEPODOBNOST

Cilem této ¢asti je zavést nékolik zakladnich definic a tvrzeni z teorie pravdépodob-
nosti, na které bude v dalsim textu odkazovano. Prvni ¢ast je vénovana distribucni
funkci a poté nasleduje text, ktery je zaméren na hustotu pravdépodobnosti. TTeti
odstavec obsahuje potfebné poznamky o konvoluci rozdéleni pravdépodobnosti.

Posledni ¢ast se vénuje momentiim a kumulanttm.

1.1 Distribucni funkce

Dle [17, 3] se distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny mize zavést nasledovné:

Definice 1.1.1. Je-li X nahodné veli¢ina, pak jeji distribuéni funkce F'(z) je defi-

novana pro vsechna redlnd x nasledujicim predpisem:
Fx(z) = P(X <ux). (1.1)

V dal$im textu, pokud nebude uvedeno jinak, bude pro distribuéni funkci Fx(z)

vevs

popisuje pravdépodobnost vyskytu hodnoty mensi nebo rovné hodnoté x.

Véta 1.1.2. Distribucni funkce F(x) mad ndsledujici vlastnosti:
1. F(x) je neklesajici funkce, neboli F(x + h) > F(x) pokud h > 0,
2. F(x) je spojitd zprava pro vSechna x € R,
3. lim, . F(z) =1,
4. lim,_,_« F(z) =0.

7. téchto vlastnosti lze mimo jiné vypozorovat, Ze se vzdy jednd o omezenou
funkci. Odvozeni vSech vlastnosti z véty 1.1.2 lze nalézt napriklad v [17].
Déle dle [15] plati:

Véta 1.1.3. Kazdd distribucni funkce F(x) miuze bijt jednoznacné rozloZena jako

F(x) = a1Fy(x) + asFos() + asFy(x), (1.2)

kde Fy(x), Fs(x) a Fus(x) jsou distribucni funkce. Fy(x) a Fus(z) jsou spojité, navic
F,s(x) je spojitd absolutne, F(x) je singuldrni a Fy(x) je skokovd funkce. Koeficienty

a1,09,a3 jS0U nezaporné a splnuji a; + as + az = 1.

10



Singularni distribu¢ni funkce Fi(z) se pouziva prevazné v teoretickych tivahach
a v praxi se nepouziva. Nejcastéji se pouziva absolutné spojita nebo skokova dis-

tribuéni funkce, pfipadné jejich kombinace [15].

Dusledek 1.1.4. Distribucni funkce F(x) mizZe byt sloZena ze souctu diskrétni a

spojité distribucni funkce nebo naopak mize byt bud ciste spojitd nebo diskrétni.

0.50 -

0.25 -

0.00 -

— X

Obr. 1.1: Priklad distribu¢ni funkce

Priklad 1.1.1. Jelikoz lze v praxi potkat daleko castéji distribuc¢ni funkce, kterou
jsou bud c¢isté spojité nebo cisté diskrétni, tak dale bude uveden kratky priklad na
distribuci pravdépodobnosti slozenou.

Jako pomérné intuitivni priklad lze uvést distribucni funkci, ktera popisuje
mnozstvi destovych srazek. Mnozstvi spadené vody za uréity ¢asovy usek (napriklad
za tyden) lze vyjadrit jako spojitou spojitou veli¢inu jejiz rozmér muze napriklad
mm/m?. Je ale ziejmé, Ze neprsi kazdy den, a proto je rozumné predpoklddat i
nenulovou pravdépodobnost jedné hodnoty, v tomto konrkétnim p¥ipadé 0 mm/m?.
Ostatni kladné hodnoty spadaji do intervalii realnych ¢isel s nenulovou pravdépodob-

nosti.
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1.2 Hustota pravdépodobnosti

Definice 1.2.1. Necht je pro absolutné spojitou distribuéni funkci F'(z) oznacena
jeji derivace f(x) = F'(x). V bodech, ve kterych distribu¢ni funkce nemé derivaci,
f(x) neni definovana. Jestlize F'(x) je distribu¢ni funkei ndhodné veliciny X, pak

funkce f(x) je také nazyvana hustotou ndhodné veli¢iny X nebo také jeji frekvencni

funkef [17, 15].

7. definice distribu¢ni funkce plyne vyplyvaji nasledujici vlastnosti hustoty

pravdépodobnosti [17]:
1. f(z) >0, pro kazdé = € R,
2. [ f(x)dz =1.

0.2+

0.1+

0.0 -

— X

Obr. 1.2: Priklad hustoty pravdépodobnosti f(x) ndhodné veli¢iny X

1.3 Konvoluce rozdéleni pravdépodobnosti

V praxi se 1ze velmi ¢asto setkat se s¢itanim nahodnych velic¢in.

Véta 1.3.1. Necht X a'Y jsou dvé na sobé nezdvislé nahodné veliciny s distribucnimi
funkcemi F(x) a G(y). Pak pro distribucni funkci H(z) souctu Z = X +Y plati

o

F(z - y)dG(y) = / Gz — 2)dF(z). (1.3)

—00

H(z) = ([ dF(2)dG(y) = / ”

—00
rt+y<z

12



Rozdéleni s distribucni funkci H(z) se nazgvd konvoluce rozdéleni s distribucnimi
funkcemi F(z) a G(y). Distribucni funkce H se také nazjva konvoluce distribucnich
funkeci F a G.

Pokud jsou distribuc¢ni funkce F'(z) a G(y) absolutné spojité, pak existuji hustoty
pravdépodobnosti f(z) a g(y). Je mozné ukazat, ze pro tento pripad plati

he) = [ J@gz—y)de= [ J(z=a)g(y)dy (1.4)

—0o0 —0o0

Odvozeni lze nalézt napiiklad v [17].

Poznamka 1.3.1. Integral pouzity v (1.3) je takzvany Lebesgue-Stieltjesuv inte-
gral. Jedna se o zobecnéni Riemannova a Lebesgueova integralu, ktery umoznuje
integrovat Sirsi tridu funkci. Pro vybudovani tohoto integralu se vyuziva takzvané

nahodné miry. Vice se lze doc¢ist napiiklad v [3, 1].

1.4 Momenty

Momenty jsou znamym pojmem z teorie pravdébodobnosti. Nejznaméjsi jsou stredni
hodnota a rozptyl. V této ¢asti je nejprve zaveden pojem stfedni hodnoty (coz
je prvni moment) a uvedeny nékteré jeji vlastnosti. Déle se text vénuje ndznaku

odvozeni vytvorujici funkce.

1.4.1 Stredni hodnota

Stfedni hodnota E[X] (nékdy se téZ oznacuje jako E X nebo (X)) zavisi pfirozené

jen na distribu¢ni funkei ndhodné velic¢iny X [17].

Definice 1.4.1. Necht F(z) je distribuéni funkce ndhodné velic¢iny X. Pak

E[X] = /°° zdF(z). (1.5)

—0o0

Jestlize je distribu¢ni funkce F(z) absolutné spojitd a f(x) je prislusna hustota

pravdépodobnosti, pak

E[X] = /O:o 2f(z) dz. (1.6)

Z definice plyne, ze stiedni hodnota E[X ]| existuje prave tehdy, kdyz integral (1.6)
konverguje. Tento integral nemusi konvergovat vzdy, a tim padem i stiedni hodnota
nemusi vzdy existovat. Jako ptiklad mize slouzit Cauchyho rozdéleni s hustotou
pravdépodobnosti f(x) = 1/(7(1 + z?)).

13



Z defince dale plyne, Ze stfedni hodnota je linearni operator neboli plati princip
superpozice
ElaX +0Y] = / / zaf(z) + ybg(y) dx dy
= a/ xf(z)dz + b/ yg(y) dy (1.7)
= aE[X] + bE[Y],

kde X,Y jsou nahodné veli¢iny a a,b jsou libovolné konstanty. Detailni odvozeni
1ze nalézt napriklad v [9, 18, 3].

1.4.2 Momentova vytvorujici funkce

Momentova vytvorujici funkce je definovana jako
Mx(t) = E[e'¥], t € R. (1.8)

Vytvorujici funkce tedy existuje, pokud nasledujici integral absolutné konverguje

My (t) = /_ O:O " dF (). (1.9)

Vytvorujici funkce, ktera je pro danou ndhodnou veli¢inu alternativnim popisem
jeji distribuc¢ni funkce, nemusi ale ve vSech pripadech existovat. Takovym pripadem
je napriklad Cauchyho rozdéleni.

Z vytvorujici funkce lze jednoznac¢né urcit vSechny charakteristické idaje o dané
distribuc¢ni funkci jako jsou napriklad stfedni hodnota, rozptyl apod.

Jednotlivé momenty lze odvodit pomoci Maclaurinova rozvoje (specialni pripad
Taylorova rozvoje v bodé nula)

[e.e] t’rL
Mx(t) = M (1.10)
n=1 :

jako derivace vytvorujici funkce okolo otevieného intervalu okolo bodu t = 0, presnéji

iy — @ _ d"Mx
my, = B(X") = M{ (t)’tzo = — (t)]tzo. (1.11)
Pro soucet dvou nezavislych nahodnych veli¢in X a Y plati:
Mx.y(t) = E[e'X V)] = E[e!XeY] = E[eX|E[e?] = Mx (t) My (t). (1.12)

7 vyse uvedeného plyne, zZe vytvorujici funkei souctu nezavislych nahodnych veli¢in
lze vyjadrit jako soucin vytvorujich funkei jednotlivych nahodnych velicin.

Odvozeni vyse zminénych rovnic lze nalézt napiiklad v [15].

14



1.5 Kumulanty

Kumulanty jsou alternativou momentiim zavedenym v predchozi sekci. V této ¢asti
se zformuluje vytvorujici funkce pro kumulanty a poukaze se na souvislost kumulantii
S momenty.

Vytvorujici funkce kumulantt je definovana jako
Kx(t) =In Mx(t) = mE[e"*], t € R. (1.13)

Z toho plyne, ze vytvorujici funkce kumulantii existuje praveé tehdy, kdyz existuje
momentova vytvorujici funkce [11].
Podobné jako u momentt 1ze kumulanty odvodit pres Maclauriniv rozvoj

[e.e] tn
Kx(t)=>_ Fn (1.14)
n=1 :

Jednotlivé kumulanty pak lze opét zapsat jako derivace jejich vytvorujici funkce

d"Kx
Fon =~ qgn ()’tzo'

(1.15)

Z vlastnosti logaritmu a exponencionalni funkce lze pro nezavislé ndhodné

veli¢iny odvodit nasledujici vzorec:

Kxiy(t) = nE[e®*)] = InE[e™]E[e”] = InE[e™] + nE[e!¥] = Kx(t) + Ky (t),
(1.16)
kde X a Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, In zde vyjadiuje prirozeny logaritmus.
Z vyse uvedeného vzorce plyne, Ze vytvorujici funkce souc¢tu kumulant nezavis-
lych nahodnych velicin 1ze vyjadrit jako séitani odpovidajicich vytvorujich funkei.
Lze vidét, ze tento dusledek také plyne z (1.12) pri jejim zlogaritmovani.
Jelikoz je soucet vypocetné méné narocna operace nez nasobeni, tak jejich vyuziti

v praxi miize byt vypocetné vyhodné;jsi.

1.5.1 Koeficient spicatosti

Jeden z nejznaméjsich kumulantti je takzvany koeficient Spicatosti. Jednd se
o v poradi ¢tvrty kumulant k4. Pomoci tzv. centralnich momentt jej lze vyjadrit
jako

ke =m} — 3m}>, (1.17)

kde m! jsou centralni momenty definované jako

mj, = E[(X —my)"]. (1.18)

15



Jednou ze zajimavych vlastnosti koeficientu Spicatosti je, Ze je roven nule, pokud
ma nahodn4 veli¢ina normalni rozlozeni pravdépodbnosti. Této vlastnosti se vyuziva
pro porovnavani ruznych rozlozeni pravdépodobnosti s normalni rozlozenim. V praxi
se této vlastnosti vyuziva napriklad jako kontrastni funkce u analyzy nezavislych
komponent [11, 19].
Dle hodnoty koeficientu spicatosti se distribuce pravdépodobnosti déli na dva
druhy:
subgaussovska distribuce Hodnota koeficientu Spicatosti je zaporna. Tvar
prubéhu jejich hustoty pravdépodobnosti je vice plochy nez u normalni dis-
tribuce. Zastupci jsou napiiklad rovnomeérna distribuce nebo Bernoulliniho
distribuce.

supergaussovska distribuce Hodnota koeficientu Spicatosti je kladna. Typicky
maji ostiejsi prubéh okolo vrcholu ve srovnani s normalni distribuci. Zastupci
jsou napriklad Studentova t-distribuce, Poissonova distribuce nebo Laplaceova

distribuce.
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2 CHARAKTERISTICKA FUNKCE

Cilem této casti je seznameni s charekteristickou funkci. V prvnim odstavci se
nachazi text vénovany Fourierové transformaci. Ve druhém je uvedena definice
charakteristické funkce a v nasledujici sekci se pokracuje vyctem nékterych vlast-
nosti charakteristické funkce. V dalsi ¢asti se text zaméruje na rozdily v terminologii
ohledné Fourierovy transformace. V posledni ¢asti se pozornost sméfuje na srovnani
charakteristické funkce s Fourierovou transformaci. V posledni ¢asti se pak charak-

teristicka funkce déava do souvislosti s momenty a kumulanty.

2.1 Fourierova transformace

Fourierova transformace je velmi znamy a uziteény nastroj pro zpracovani signalu
a Teseni probléml spojenych s linedrnimi systémy. V této casti textu je uvedena
definice charakteristické funkce . Poté nasleduje vycet vlastnosti této funkce. Dalsi
odstavec je vénovan rozdilim v terminologii ohledné Fourierovy transformace. Pred-
posledni ¢ast je zamérena na ruzné varianty charakteristické funkce. Posledni dava
do souvislosti charakteristickou funkci s momenty a kumulanty.

Nejcastéji je Fourierova transformace definovana nasledovné [5]:

Definice 2.1.1. Necht je x(t) funkce. Jeji Fourierova transformace g(f) : R — C

je pak rovna o .
9() = Fla®)} = [ a@e ™ at. (2.1)

Proménna ¢ zde reprezentuje ¢as, proménnd f kmitocet. Definiéni obor funkce x(t)
je Casto oznacovan jako Casova oblast, definicni obor transformované funkce g(f)

jako kmitoctova oblast.

V pripadé Fourierovy transformace za urcitych podminek existuje i zpétna trans-

formace.

Definice 2.1.2. Necht je x(t) funkce. Jeji zpétnd Fourierova transformace g=1(f) :

C — C je pak rovna
o(t) = F o)} = [ g(f)e*af. 22)

Pro existenci inverzni transformace F~'{z(t)} je nutné, aby funkce z(t) a jeji
transformace F{xz(t)} byly absolutné integrovatelné. Pro bézné aplikace se pred-
poklada, ze tato podminka plati vzdy.

Jadro transformace je zde takzvand komplexni exponenciondla e 2™/, Pokud se
provede substituce w = 27 f, tak jadro transformace bude e3¢, Tato zména ovlivni

tvar transformace nésledovné:
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X(f) = / T p(t)e dt, (2.3)

o(t) = % " x(netar. (2.4)

Vyse byla popsana pouze definice Fourierovy transformace a jeji inverze.
V dalsich ¢astech textu budou postupné uvadény dalsi vlastnosti Fourierovy trans-
formace ve srovnani s charakteristickou funkei.

2.2 Definice charakteristické funkce

Definice 2.2.1. Necht X je ndhodnd veli¢ina s distribu¢ni funkci F'x(x), pak cha-
rakteristickou funkci (t) zavadime jako

ox(t) = E[e™]. (2.5)

Pomoci definice stfedni hodnoty 1.4.1 lze rovnici charakteristické funkce napsat
jako
px(t) = [ dP(a), (2.6)

kde F(x) je distribu¢ni funkce ndhodné veliciny X. Vyse pouzity integral se nazyva
Fourier-Stieltjesuv integral [17, 14].

JelikoZ absolutni hodnota jadra |e/*!| = 1, pak je charakteristickd funkce libovolné
distribuc¢ni funkce vzdy definovana pro vsechny ¢ € R [17].

V pripadé, ze nahodna velicina X ma diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti a
nabyva s pravdépodobnostmi p, hodnot x;, kde k € N, tak charakteristickou funkci
lze vyjadrit jako

o

px(t) = z_:pkejmkt- (2.7)

Jestlize je distribu¢ni funkce F'(x) absolutné spojitd lze vyuzit vlastnost Stielt-

jesova integralu, a vyraz zapsat jako

ox(t) = /_O:O U F(z) da = /oo f(x)e™ da. (2.8)

— 00
Zde lze uz jasné vidét podobnost mezi definici charakteristické funkce a

Fourierovy transformace.
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Obr. 2.1: Srovnani redlnych pribéhii charakteristickych funkei riznych rozlozeni
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Obr. 2.2: Srovnani imaginarnich pribéhii charakteristickych funkei riznych ro-

zlozeni pravdépodobnosti
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2.3 Vlastnosti charakteristické funkce
Déle je mozné odvodit nékolik nasledujich vlastnosti charakteristické funkce ([15]
str. 28)

Véta 2.3.1. Necht F(z) je distribucni funkce s charakteristickou funkci o(t). Pak
plati:

1. ¢(0) =1,
2 le(I <1,
3. p(=t) = ().

Néasledujici véta zarucuje, ze charakteristickd funkce je pro danou distribuc¢ni

funkci jednoznacna.

Véta 2.3.2. Necht Fi(x) a Fy(x) jsou distribucni funkce. Funkce Fy(x) a Fy(x) jsou
identické prave tehdy, kdyz jejich charakterické funkce p1(t) a po(t) jsou identické.

Z predchozi véty plyne, Ze existuje jednoznacnéa korespondence mezi chakteri-
stickou a distribu¢ni funkci. Nasledujici véta poskytuje zpiisob, jak z charakteri-
stické funkce vypocitat funkci distribucni.

Véta 2.3.3. Necht o(t) je charakteristickd funkce distribucni funkce F(x). Pak

distribucni funkci F(x) lze ziskat jako

Flat )~ Flo) = 5 [~ 2 a (29)
a4 = 21 J o Jt ¢ ’
Pokud je navic charakteristickd funkce absolutné integrovatelnd, plati
1 foo :
f@) =F@) =5 [ eltea (2.10)
T J—0

Odvozeni predchozich vét lze nalézt napriklad v [15, 17]. Z této véty plyne, ze
k charakteristické funkci ¢(t) lze vzdy najit odpovidajici distribuéni funkei F'(x)
(jsou vzdjemné jednoznacné), a poskytuje navod jak ji najit. Pfi bliz§im porovnéni
rovnic (2.2) a (2.10) lze vidét jistou podobnost, kterd bude blize rozebrana v nésle-
dujici sekci.

Dale 1ze pokracovat ve vyctu vlastnosti nasledovné:
Véta 2.3.4. KazZdd charakteristicka funkce je stejnomeérné spojitd na celé ose redl-
nych cisel.
Véta 2.3.5. Jestlize Xq,...,X, jsou nezdvislé ndahodné veliciny, pak charakteri-

stickd funkce jejich souctu je rovna soucinu charakteristickych funkci jednotlivych
nahodnych velicin, tj.

PX1+...+Xn (t) = H PX, (t)
k=1
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Podle véty 2.3.5 lze charakteristickou funkei ¢y, . 1, () souc¢tu nahodnych
veli¢in X}, vyjadrit jako soucin jednotlivych charakteristickych funkei px, (t). Je-
likoz jsou nahodné veli¢iny jednoznac¢né urceny jejich distribuc¢ni funkci, a distribucni
funkce jsou dle véty 2.3.2 jednoznacné urceny jejich charakteristickou funkei, tak lze
pro vypocet distribuc¢ni funkce souc¢tu nékolika ndhodnych veli¢in pouzit odpovida-
jici charakteristické funkce.

V sekci 1.3 bylo rozebrano urceni distribuc¢ni funkce souc¢tu nahodnych veli¢in
jako konvoluce jednotlivych distribu¢nich funkei (1.3) nebo jejich hustot pravdépodob-
nosti (1.4). Dle véty 2.3.5 a 1.3.1 je vidét, ze distribuéni funkce souctu ndhodnych
veli¢in se muze spocist jako soucin odpovidajich charakteristickych funkci a pomoci

inverzni transformace ziskat pozadovanou distribucéni funkei.

Poznamka 2.3.1. Véta 2.3.5 neplati opacné. Neboli pokud se charakteristicka
funkce souctu nahodnych velic¢in X, ..., X,, rovna soucinu charakteristickych funkci
jednotlivych ndhodnych veli¢in ¢, (t), pak ndhodné veli¢iny nemusi byt nezavislé.

Plati slabsi podminka takzvané nekorelovanosti.

Na zavér je uvedena véta davajici do souvislosti momenty s charakteristickou

funkei:

Véta 2.3.6. JestliZe existuje prunich n momenti my = E[X*] ndhodné veliciny
X, kde k € {1,...,n}, pak prislusnd charakteristickd funkce px(t) md prunich n

derivaci a plati

P (0) = j*my. (2.11)

2.4 Rozdily v terminologii oproti FT

Nejviditelnéjsim rozdilem v definici charakteristické funkce (2.2.1) oproti Fourierove
transformaci (2.1.1) je obracené znaménko v jadre transformace [5, 4].

To zpiisobuje nékolik mensich zmén v bézné znamych pouckach o Fourierové
transformaci. Rozdily jsou v nékolika nejpouzivanéjsich jsou uvedeny nize. V nasle-
dujicim textu je pro obraz transformované funkce pouzito znaceni velkymi pismeny

podobné jako u ndhodnych veli¢in, které ale v nasledujich rovnostech nevystupuji.
2.4.1 Véta o inverzi

o) = — [ xtpear ) ! |7 extwe s au (2.12)

"o ) "2 )

21



2.4.2 Véta o posunu
r(t —a) & e X, (w) flx —a) e “p(u)

Pl (t) < Xy(w — by) e f(x) < p(u —Db) (2.13)

2.4.3 Véta o derivaci
d" d"

(=3)"a(t) & - —Xu(w)  (2)"f(2) & T—p(u)
%x@%w)%(w) %f(w)%(—m%(u) (2.14)

2.4.4 Véta o konvoluci

w1 (t) * 2(t) < Xi(w)Xa(w) f1(@) * fo(x) < 1 (u)pa(u)
1

ni(t)e2(t) © - Xn(w) * Xa(w)  filz)fol2) © %wl(u) * pa(u) (2.15)

2.5 Srovnani s Fourierovou transformaci

V predchozim textu si bylo mozné vSimnout velkého mnozstvi podobnosti mezi
Fourierovou transformaci a charakteristickou funkci. V nasledujicim textu budou
shrnuty nejpodstatnéjsi spolecné vlastnosti a nékteré detaily budou blize rozebrany.

Uz z definice charakteristické funkce 2.2.1 a definice Fourierovy transformace
2.1.1 je na prvni pohled vidét souvislost. Pti srovnani definiénich obortt obou funkei
lze dojit k pozorovani, ze v pripadé stejnych fyzikalnich rozmeéri transformovanych
funkei (u CF jde o ndhodnou velic¢inu, u F'T o funkci x(¢)) jsou definiéni obory stejné.

To samé uz ale nelze Tict o oboru hodnot, protoze z véty 2.3.6 lze usoudit, ze
fyzikalni rozmér charakteristické funkce je vzdy bezrozmérny. K tomuto zavéru lze
dospét z pozorovani vztahu derivace charakteristické funkce a momenti. Prvni mo-
ment (stfedni hodnota) ma rozmeér stejny jako dand nahodna veli¢ina, druhy moment
ma jako rozmér kvadrat dané veli¢iny apodobné. Ze znalosti rozméru definiéniho
oboru charakteristické funkce (je opacny oproti rozméru ndhodné veli¢iny) pak nutné
plyne, Ze charakteristicka funkce je bezrozmérna.

Dalsi podobnost s Fourierovou transformaci lze vidét u distribuéni funkce souctu
dvou ndhodnych veli¢in, neboli konvoluci distribu¢nich funkci jednotlivych ndhod-
nych veli¢in. Podobné jako u Fourierovy transformace lze pouzit charakteristickou
funkeci k prevedeni operace konvoluce na soucin dvou charakteristickych funkei a pak

posléze pomoci inverzni transformace ziskat odpovidajici distribuéni funkeci.
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V pripadé, ze se jedna o diskrétni charakteristickou funkei (2.7), tak je podobné
jako u vypoctu klasické Fourieovy transformace mozné pouzit algoritmus vypoctu
rychlé Fourierovy transformace, a tim zna¢né urychlit samotny vypocet®.

Posledni vlastnost, kterd si zaslouzi detailnéjsi pohled, je otazka existence
Fourierova integralu. V pripadé pouziti Fourierovy transformace ve fyzikalnich
nebo inzenyrskych aplikaci se obecné predpoklada splnéni podminek pro existenci
dopredné a zpétné Fourierovy transformace. V pripadé charakteristické funkce neni
tato otazka tak primocara. Diky definici 2.2.1 s pouzitim Fourier-Stieltjesova inte-
gralu existuje charakteristickd funkce pro velmi Sirokou tiidu funkei, ale uz nemusi
existovat inverzni transformace, ktera by korespondovala s Fourierovou transformaci.
To znamend, Ze nemusi existovat takova transformace, kterd urci funkci hustoty

pravdépodobnosti odpovidajici ndhodné veli¢iny.

2.6 Souvislost s momenty a kumulanty

Vztah mezi charakteristickou funkci a momenty lze vyjadrit jako Tayloriv rozvoj

charakteristické funkce ¢(t)

o(t) = /°° <§ i Ej.t) )dF(x) - gE(xk)%. (2.16)

T \k=0
Definice 2.6.1. Necht ¢(t) je charakterisckd funkce odpovidajiciho rozlozeni
pravdépodobnosti Fx(x). Symbolem ¢(t) je oznacovana druhd charakteristicka

funkce, ktera je definovana predpisem

é(t) = In p(t). (2.17)

Dle véty 2.3.4 a 2.3.1 je charakteristickd funkce spojitd a ¢(0) = 1, a proto lze
pro jisté okoli § jednoznacné definovat druhou charakteristickou funkei ¢(t) [15, 7).
Nékdy je druha charakteristickd funkce nazyvana vytvorujici funkei kumulanti,
ale toto oznaceni je nevhodné, protoze tato funkce existuje, i kdyz kumulanty ne-
existuji [15]. Podobné lze vyjadiit i kumulanty z takzvané druhé charakteristické
rovnice opét za pomoci Taylorova rozvoje jako
= ()"

o(t) = a k= (2.18)

Dle véty 2.3.6 1ze vidét, ze existuje tolik momentti kolik existuje derivaci charak-
teristické funkce. Podobné véta plati i pro kumulanty [22, 11]. Déle lze mezi kumu-
lanty a momenty urcit vztah, kdy se kumulanty daji vyjadrit jako soucet soucinu

momentt a naopak [15].

ISlozitost algoritmu FFT je udavana jako O(N logy N), sloZitost ,,obyéejné“ diskrétni FT jako
O(N?)
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Aplikace

V praxi se lze obcas setkat se situaci, kdy data podléhaji rozlozeni pravdépodob-
nosti, které nemusi mit uzavienou formu. S takovymi distribucemi se pracuje daleko
obtiznéji a zpracovani dat déla obtiznéjsi.

Casto ale lze tyto signaly popsat odpovidajicimi charakteristickymi funkcemi,
se kterymi lze pracovat podstatné jednodusseji [12]. Paradoxné ale piistup po-
moci charakteristické funkce neni casto pouzivany ve statistickych analyzach, mozna
proto, ze charakteristickd funkce je funkei komplexni [21]. Existuje i nékolik rtuznych
aplikaci v oblastech cislicového zpracovani signalu, které se objevuji kvuli potrebé
pracovat s modely zahrnujici signaly s jinou nez normalni distribuci pravdépodob-
nosti.

V praxi se nepracuje primo s charakteristickou funkci ale s jejimi odhady. Jednou
z metod jak ziskat odhad charakteristické funkce je takzvana empirickd charakteri-
stickd funkce [12].

3 EMPIRICKA CHARAKTERISTICKA FUNKCE

Empiricka charakteristicka funkce je Fourierovou transformaci takzvané empirické
distribu¢ni funkce. Empirickd charakteristickd funkce jako takovd m& mnoho
riznych vyuziti v mnoha riznych oblastech. Jsou to naptiklad testy na stacionaritu

a normalitu, testovani nezavislosti, testovani symetrie a odhad parametrua [13].

3.1 Definice a vlastnosti ECF

Definice 3.1.1. Empirickou charakteristickou funkci definujeme predpisem

. 1
on(t) = N ZeJtXZ> (3.1)
i=1
kde X;,i € {1,...,N} je sekvence nahodnych veli¢in s identickou a vzajemné

nezavislou distribuc¢ni funkei.

Protoze dle véty 2.3.2 plati, ze vztah mezi distribuci pravdépodobnosti a jeji
charakterickou funkci je jednoznac¢ny, tim padem by teoreticky méla empiricka
charakteristicka funkce odvozena z experimentalnich dat fungovat stejné dobre jako
jeji teoreticky protéjsek [16].

Nasledujici véty jsou dulezité pro pochopeni podminek konvergence empirické

charakteristické funkce ¢ ke skutecné charakteristické funkei ¢ [16].
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Véta 3.1.2. ProT < oo plati

P {,;ggo up [6a(6) — (1) = o} 1 (32)

[tI<T

Véta 3.1.3. Necht Y, (t) je stochasticky proces, ktery je residuem empirické charak-

teristické funkce a skutecné charakteristické funkce:

Yo(t) = {¢n(t) —@®)}Vn, (-T<t<T) (3.3)

Prin — oo, Y,(t) konverguje ke komplexnimu Gaussovskému processu Y (t)

s nulovou stredni hodnotou. Proces spliuje Y (t) = Y*(—t) a

E{Y ()Y (s)} = @(t +5) — c(t)c(s),

kde * znaci komplexni sdruzend.

Nasledujici véta dava do vztahu empirickou charakteristickou funkci ¢ a charak-

teristickou funkei ¢ [12].

Véta 3.1.4. Necht o(t) je charakteristickd funkce, pak pro E[¢n(t)] plati

A 1 jtx(i
Elgn(t)] = 7 2 Ble" D] = o(t), (3.4)
i—1
kde {z(1),...,2(N)} jsou vzdjemné nezdvislé a maji stejnou distribucni funkci.

Déle je mozné uvést vztah empirické charakteristické funkce ¢y a kovarianéni
matice R [12].

Véta 3.1.5. Necht R je kovariacni matice, pak plati

R(j.K) = con(w(ty), on(t)) = (ol +16) — olt) (). (35)

Z centralni limitni véty plyne, ze ¢y slabé konverguje ke komplexnimu nor-
malnimu ndhodnému vektoru se stfedni hodnotou ¢(t) a rozptylem odpovidajici

kovarianéni matici R:

G (t) ~ N(e(t), R). (3.6)

Poznamka 3.1.1. Predchozi informace prevazné plati pouze pro pripad, kdy jsou
jednotlivé nahodné veli¢iny vzajemné nezavislé. Existuji varianty empirické charak-
teristické funkce, které mohou pracovat s pripady, kdy jsou nahodné veli¢iny navza-
jem zavislé, ale tato oblast neni detailné prozkoumana. Vic informaci lze nalézt
naptiklad v [23, 13].
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3.2 Numericka stabilita a implementace

Na obrazcich 3.2 a 3.3 jsou zobrazeny pribéhy realné a imaginarni ¢asti empirické
charakteristické funkce pro data, kterd se skladaji z ndhodné generovanych cisel
podle normélniho rozdéleni.

Na obrazku 3.1 je zobrazen histogram dat, ze kterych se byla vypocitana empi-
ricka charakteristicka funkce na grafech 3.2 a 3.3.

Cetnost

40 -

20 -

Obr. 3.1: Histogram testovacich dat s norméalnim rozlozenim

Na téchto grafech je vidét, ze az na drobné odchylky empirickd charakteristicka
funkce odpovida idealnimu pribéhu. Presnost této aproximace zalezi zejména na
poc¢tu vzorki. Na grafech 3.4 a 3.5 je znazornén prubéh empirické charakteristické
funkce pro Sirsi oblast s mensim pocétem vzorki.

Lze vidét, ze presnost aproximace empirické CF se fadové zmensila.

Totéz lze pro nazornost provést napriklad na datech s exponencionalnim roz-
lozenim. Prislusny histogram je vykreslen na obrazku 3.6. Vypoctené prubéhy jsou
zobrazeny na obréazcich 3.7 a 3.8. Presnost aproximace je oproti datiim s normélnim
rozlozenim se stejnym poctém vzorki citelné nizsi.

Existuji i jiné pristupy vypoctu empirické charakteristické funkce. Jednim
z téchto zpusobi je napriklad vypocteni ECF z Fourierovy transformace odhadu
hustoty pravdépodobnosti. K odhadu hustoty pravdépodobnosti 1ze pouzit napiik-
lad neparametrické metody jako jsou jadrové odhady hustoty [12].
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Obr. 3.2: Pribéh redlné ¢asti ECF a CF odpovidajici normalnimu rozlozeni

3.2.1 Implementace

Vzorec (3.1) pro vypocet empirické charakteristické funkce lze jednoduse implemen-
tovat pomoci nasledujiciho pseudokddu.
p=o0
foreach t; € (t1,...,tny) do
foreach z; € (xy,...,2y) do
p(ti) += &%
end

o(t;) /= length((z1,...,zx))
end

Pseudokoéd 3.1: Implementace algoritmu pro vypocet ECF

Nejdrive se zinicializuje vektor ¢ na nulové hodnoty. Poté se pro kazdou slouzku
t; spocte suma Zj]\il elti%i kterd se nésledné podéli délkou vektoru (zy,...,o).
Tento postup probéhne pro kazdou slozku vektoru .

Z pseudokodu lze usoudit, ze asymptoticka slozitost tohoto algoritmu bude
O(N?). Tento algoritmus je pomérné jednoduché implementovat, ale pro nékteré

aplikace nemusi byt dostatecné presny [12].
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— Empiricky odhad ---- Skute¢na hodnota
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Obr. 3.3: Pribéh imaginarni ¢asti ECF a CF odpovidajici normalnimu rozlozeni

— Empiricky odhad ---+ Skute¢na hodnota

Obr. 3.4: Pribéh redlné casti ECF a CF odpovidajici normélnimu rozlozeni s vétsi

chybou
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— Empiricky odhad ---- Skute¢na hodnota
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Obr. 3.5: Pribéh imaginarni ¢asti ECF a CF odpovidajici normalnimu rozlozeni
s vétsi chybou
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Obr. 3.6: Histogram testovacich dat s exponencionalnim rozlozenim
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— Empiricky odhad ---- Skute¢na hodnota

Obr. 3.7: Pribéh realné casti ECF, zkoumand data maji exponencionalnim roz-

lozenim

— Empiricky odhad ---+ Skute¢na hodnota

Obr. 3.8: Pribéh imaginarni ¢asti ECF, zkoumana data maji exponencionalnim

rozloZenim
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4 TESTOVANI NORMALITY POMOCI ECF

Jako velmi jednoduchy priklad vyuziti empirické charakteristické funkce mtize
napriklad byt velmi jednoduchy test zda zkoumand data podléhaji normalnimu ro-
zlozeni.

Tento test spociva v porovnani pribéhu empirické charakteristické funkce
s prubéhem charakteristické funkce normalniho rozlozeni pravdépodobnosti, a to
odectenim druhé charakteristické funkce normalniho rozlozeni od druhé charakteri-

stické funkce ziskané pomoci ECF

In

en@®)| .
20— ufn(o)] - o0 (1)

Absolutni hodnota je pouzita kvili komplexnimu charakteru charakteristické funkce.
Myslenka tohoto testu spociva v tom, ze pokud prubéh empirické charakteristické
funkce odpovida charakteristické funkci normalniho rozlozeni, pak je vysledna funkce

témér konstatni. Priklad lze vidét na obrazku 4.1.

. 0.05-

-
N—

ASS
T 0.04 -

0.03 -
0.02 -+

0.01 -+

0.00 -

Obr. 4.1: Pribéh pro test dat s normalnim rozlozenim

Tento postup se nemusi pouzivat jen pro zjistovani normality zkoumanych dat,
ale i k ovéreni zda data neodpovidaji i jinym rozlozenim pravdépodobnosti. Jako
priklad miize byt obrazek 4.2, kde se zkoum4, zda data neodpovidaji exponencional-
nimu rozlozéni.

Pri testovani normality timto zpiisobem lze na predchozich prikladech vidét, ze
rozdily se pohybuji v desetindch. Pri zkouméni idealnich pribéhu je vysledek (4.1)

roven konstatné nule.
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Obr. 4.2: Pribéh funkce pro test, zda rozlozeni dat odpovida exponencionalnimu

rozloZeni

Na nasledujicich prikladech je znazornéno testovani normality dat, které normal-
nimu rozlozeni neodpovidaji. Na obrazku 4.3 zkoumana data odpovidaji exponen-
cionalnimu rozlozeni a na obrazku 4.4 rovnomérnému rozlozeni.

Z téchto prubéhu lze vidét, zZe se rozdily pohybuji v jednotkach na vétsi c¢asti

zkoumaného intervalu, a proto se da fict, ze normalnimu rozlozeni nepodléhaji.
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Obr. 4.3: Test, zda data s exponencionalnim rozloZenim odpovidaji normalnimu

rozloZeni
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Obr. 4.4: Test, zda data s rovnomérnym rozlozenim odpovidaji normalnimu ro-

zlozeni
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5 PRIKLADY POKROCILEJSICH APLIKACI

5.1 Analyza nezavislych komponent

Analyza nezavislych komponent se zabyva problémem rozkladu signélu, které jsou
linearni ¢i nelinearni smési neznamého smésovaciho systému. Funguje jako vhodny
nastroj pro slepé oddélovani zdroju a dekonvoluci. Hlavni myslenkou analyzy
nezavislych komponent je nalézt takovou soutradnicovou bazi prostoru, ve které
jsou data pokud mozno co nejvice na sobé statisticky nezavisla [19]. Narozdil od
analyzy hlavnich komponent, ktera je zaloZena na zkoumani kovariac¢ni struktury
mezi mnoha signaly s Fuklidovskou metrikou, pouziva analyza nezavislych kom-
ponent jiné pojmuti nezavislosti, které neni ovlivnéné pouzitou metrikou [8, 23].
Aplikuje se na mnoho problému v fadé oblasti jako je napriklad oddélovani zdroju,
data mining .

Pri aplikaci této metody se predpoklada, ze jednotlivé nezavislé zdroje jsou ve
zkoumanych datech jistou smési danou smésovaci matici. Cilem je najit inverzni
matici, kterd by umoznila jednotlivé zdroje opét oddélit. K vyhodnocovani vhod-
nosti nalezené matice je nutné pouzit takzvanou kontrastni funkci, ktera vyhod-
nocuje miru nezavislosti vzniklych zdroji a na jejiz zakladé je mozné hledanou matici
optimalizovat [19, 11].

Charakteristickou funkci v analyze nezavislych komponent lze naprikald vyuzit
dvéma nasledujicimi zptisoby — metodou maximalni vérohodnosti a maximalizace

negaussovskosti.

5.1.1 Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximélni vérohodnosti je jednou ze zakladnich metod matematické statis-
tiky, kde jde, zjednodusené fec¢eno, o odhad neznamych veli¢in na zakladé experi-
mentéalnich dat. Zaroven je velmi popularni metodou pro odhad modelu pro nezavis-
lou analyzu komponent. Ve vétsiné béznych pripadi se vérohodnostni funkce chova
,rozumné®, tj. je to omezend uzaviena formal. V nékterych pifpadech tomu tak ale
nemusi byt, a proto je v téchto ptripadech lepsi pouzit Fourierovu transformaci véro-
hodnosti funkce, coz je vlastné charakteristicka funkce [23]. Charakteristicka funkce
je dle véty 2.3.1 vzdy omezena a v pripadé Fourierovy transformace vérohodnostni
funkce tvori charakteristickd funkce uzavienou formu [6].

V tomto pripadé se da vyuzit empirickd charakteristickda funkce pro odhad

parametri konkrétniho systému na zakladé namérenych dat.

1Uzaviens forma, je takovy vyraz, ktery lze analyticky vyjadfit jako koneény pocet elementdrnich

funkei.
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5.1.2 Maximalizace negaussovskosti

Dalsi zptisob, ktery je také casto pouzivany, je maximalizace negaussovskosti.
K urceni této miry se casto pouziva ¢tvty kumulant nebo koeficient Spicatosti.
Castym problémem téchto statistik je vysoka citlivost vaéi odlehlym hodnotdm. Al-
ternativnim pristupem k této problematice je pouziti druhé charakteristické funkce.
Miru negaussovskosti lze pak v tomto pripadé chapat jako rozdil druhé charakter-
istické funkce dané distribu¢ni funkce a druhé charakteristické funkce distribuéni
funkce s normalnim rozlozenim [20, 22]. Jestlize neni distribu¢ni funkce dané
nahodné veli¢iny znama, tak lze pouzit k urceni charakteristické funkce empirickou
charakteristickou funkci. Velikost a znaménko této hodnoty lze vyuzit k urceni typu
rozlozeni, tzn. jestli se jedna o takzvané subgaussovské nebo supergaussovské ro-

zlozeni, coz je uzitecné pri pozdéjsim zpracovani.

5.2 Filtry sledujici hustotu pravdépodobnosti

Pro odstranéni Sumu se pouziva sSirokd skupina rtznych filtrii, které si umi pra-
covat s nelinedrnimi systémy nebo nedeterministickymi systémy, které narusuje
gaussovsky bily sum. Jako priklad lze uvést rozsitené Kalmanovy filtry [10]. Jelikoz
tyto systémy pracuji s nelinearitou, pak vystup systému a chyba odhadu obecné
nemusi byt gaussovské. Ukazatelé vykonnosti filtru jsou stfedni hodnota a rozptyl
odhadu chyby.

Filtry, které k pouzivaji k optimalizaci odhadu chyby pravé stfedni hodnotu a
rozptyl predpokladaji, ze tento odhad muze byt povazovan za gaussovsky nahodny
proces [25]. Spousta systému ale tento predpoklad nespliiuje a tim padem stiedni
hodnota a rozptyl nevyjadiuji vSechny informace o negaussovském sumu.

Alternativni pristup k této problematice je zaloZzen na pouziti funkci hustoty
pravdépodobnosti, které jsou poc¢itany numericky ze stavového vektoru systému [2,
24]. Zde lze vyuzit koncept takzvané hybridni charakteristické funkce, kterou lze
pouzit pro urceni zisku filtru tak, aby hustota pravdépodobnosti chyby odpovidala

hustoté pravdépodobnosti zvolené distribuc¢ni funkce.

5.2.1 Hybridni charakteristicka funkce

Hybridni charakteristicka funkce je charakteristickou funkei hybridniho nahodného
vektoru. Hybridni ndhodny vektor je takovy vektor, jehoz slozky jsou jak spojité
nahodné veli¢iny, tak i diskrétni ndhodné veli¢iny spliujici jisté podminky ohledné
jejich pravpdédobnosti [24, 25].
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Z.aver

Na zacatku prace jsou zavedeny nékteré zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti,
které jsou v pozdéjsich ¢astech pouzivany a uvedeny do souvislosti s dale pouzivanou
charakteristickou funkei.

V druhé kapitole teoretické c¢asti je definovana Fourierova transfomace a charak-
teristickd funkce. Daéle jsou definovany rizné vlastnosti charakteristické funkce,
které jsou postupné uvadény do souvislosti s Fourierovou transformaci a zave-
denymi pojmy v kapitole prvni. Dale je poukazovano na rozdili v terminologii
mezi Fourierovou transformaci a charakteristickou funkci, ale i na podobné zpu-
soby vyuziti jako je uvedeno na ptikladu véty o konvoluci. Na zavér kapitoly jsou
dany do souvislosti momenty a kumulanty s charakteristickou funkeci.

V ¢asti textu vénované aplikacim je rozebirana empiricka charakteristcka funkce
jako prostfed pro odhad pribéhu charakteristické funkce zkoumanych dat. Jsou
popsany nékteré jeji zakladni vlastnosti véetné vztahu s diive definovaou charakte-
ristickou funkci. Z téchto vlastnosti plyne, ze je mozné s empirickou charakteristic-
kou funkci pracovat stejné jako s teoretickou charakteristickou funkci pii dodrzeni
jistych podminek. Dale je rozebrana numerickéd stabilita a slozitost implementace.
Pro nazornost je uveden pseudokdd pouzité implementace.

Jako jedna z moznych aplikaci je podrobnéji rozebirdn jednoduchy zptsob
testovani normality dat. Na nékolika prikladech je ukazano chovani empirické
charakteristické funkce pri tomto testu.

V posledni ¢asti textu jsou naznaceny mozné pokrocilejsi aplikace charakter-
istcké funkce na prikladu analyzy nezavislych komponent a filtrii sledujici hustotu

pravdépodobnosti.
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o WV e

Seznam zkratek a velic¢in

o CF - charakteristicka funkce

o ECF - empiricka charakteristicka funkce

» ¢ - Eulerovo ¢islo

« E[X] - stfedni hodnota nahodné veli¢iny X

o FT - Fourierova transformace

o F(x) - distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny

o (t) - charakteristickd funkce

o H(t) - empiricka charakteristickd funkce

o ¢(t) - druhd charakteristicka funkce

o F - Fourierova transformace

o F~! - zpétna Fourierova transformace

o f(x) - pravdépodobnostni hustota ndhodné veli¢iny, frekvenéni funkce
o ICA - analyza nezavislych komponent

e j - imaginarni jednotka

o Kx - vytvorujici funkce kumulantt ndhodné veli¢iny X
e Ky - k-ty kumulant

e In - pfirozeny logaritmus

o mj - centralizovany k-ty moment

e My - momentova vytvorujici funkce ndhodné velic¢iny X
e my - k-ty moment

e P-P:A— R, pravdépodobnostni funkce

* R - kovaria¢ni matice

e R - mnozina vsech realnych cisel

e XY, Z - ndhodné veli¢iny
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