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Uvod

Impulzy v diferencidlnych rovniciach sa pouzivaji na opis okamzitej zmeny v
spravani sa urcitého systému. Prave impulzy mozu pomoct pri popisovani roznych
biologickych procesov, pretoze dokdzu presnejsie popisat odchylky. Dalej dife-
renciilne rovnice mozu byt pouzité pre modelovanie dynamiky mnohych redlnych
javov. Vela evoluénych procesov sa vyznacuje prave tym, Ze v uréitom casovom
okamziku podliehaji nahlym zmendm aktudlneho stavu. Takéto procesy podlie-
haji kratkodobym odchylkam, ktorych trvanie je zanedbatelné v porovnani s do-
bou trvania celého procesu. V dosledku toho, je prirodzené predpokladat, Ze tieto
odchylky budi nastdvat okamzite, to znamend, Ze diferencidlne rovnice, ktoré
podliehaji impulznému efektu, si pouzité ako prirodzeny opis pozorovanych ja-

VOV.

Prva kapitola tejto prace sa venuje kmitavému pohybu a kmitom a to z fy-
zikdlneho pohladu. Podklady pre tito kapitolu boli nastudované a prevzaté z
(6, 9]. Obozndmi nas s pojmami ako je kmit ¢i harmonické kmitanie. Taktiez
poukazuje na skladbu a odvodenie zakladnej rovnice kmitania harmonického os-
cilatora a rieSenie takejto rovnice. Toto je ukdzané zvlast pre netlmené kmitanie
a zvlast pre tlmené kmitanie. Obidva pripady sa objavia v poslednej kapitole.

V druhej kapitole je rozoberana uz tedria planarnych dynamickych systémov.
Pre lepsie pochopenie je tato tedria zamerana na dynamické systémy s dimenziou
rovnou 2. Ozrejmime si zdkladne pojmy ako je dynamicky systém ¢i fazovy portrét
a taktiez zakladne existencné vety potrebné pre rieSenie takychto systémov [3, 7].

Sustred uje sa pritom na dynamické systémy generované stistavou 2 autonémnych



obycajnych diferencidlnych rovnic prvého radu, pretoze prave takéto sa objavia
v pri vysetrovani modelov v poslednej kapitole. Pozornost budeme venovat aj
plandarnemu Hamiltonovému systému. Zaver tejto kapitoly sa venuje trajektoriam
rieSeni dynamickych systémov a ich stabilite.

Samotny popis modelu s impulzmi je spomenuty v tretej kapitole, kde je
ukdzany model vo vSeobecnosti [5, &]. Dalej popisuje priebeh celého riesenia,
ktoré podlicha impulznému efektu. Nasledne rozdeluje systémy s impulzmi na
systémy s impulzmi vo fixnom momente, v premenlivom case a na impulzné dy-
namické systémy, ktorym je venovany aj zvysok tejto prace.

Posledné kapitola sa nakoniec venuje uz pohybu impulzného oscilatora. Po-
ukazuje na styri priklady oscilatorov. V prvom priklade je uvedeny pripad netl-
meného kmitania s impulznou podmienkou. Nasledujuce tri priklady predstavuji
uz tlmené kmitanie, no v kazdom sa meni impulzna podmienka, ¢o ndm dava aj
rozne vysledky. Kazdy jeden priklad oscilatora najskor vysetrujeme bez impulz-
nej sily a nasledne analdgiou rieSime pripad, kedy sa v danom systéme objavuje

impulz. Vsetky pohyby st znazornené graficky na konci kazdého z prikladov.

Tato praca poukazuje hlavne na podrobné odvodenie a popis chovania im-
pulznych oscilatorov, ¢i uz sa jedna o tlmené alebo netlmené kmitanie. Navyse

dokazuje existenciu asymptoticky stabilnych nespojitych limitnych cyklov.



Kapitola 1

Kmitanie a kmity

V realnom zivote sa stretdvame s roznymi technickymi javmi ako napriklad
kmity nosnikov ¢ hriadelov, ale aj kmitov na molekulovej irovni, ¢o moze pred-
stavovat napriklad kmitanie molekil alebo pohyb atémov v krystalovej mriezke.
Pre lepsie pochopenie takychto javov je dolezity prave kmitavy pohyb. Kmity
zdroja, teda nejakej casti pruzného prostredia, sa budt &irit tymto prostredim a
to vdaka pruznym vlastnostiam tohto prostredia. To nam zapriciiiuje existenciu
a Sirenie vlnenia. Vlnenia, ktoré sa skladaju rovnako ako kmity hmotného bodu,
sa budu &irit od réznych zdrojov prave prostredim. Nastdvaju pritom javy, ktoré
su charakteristické pre vlnové procesy, ako skladanie (interferencia), lom a ohyb
(difrakcia) vinenia. V tejto kapitole st pouzité teoretické poznatky z [0, 9].

Fyzikélny jav, pri ktorom dochadza k opakujicim sa zmenam urcitej fyzikalnej
veli¢iny, nazyvame kmit. Kmity mozeme delit podla povahy veli¢iny a to na me-
chanické, pri ktorych moéze meniacu veli¢inu predstavovat napriklad vychylka
gitarovej struny, vychylka fyzikdlneho kyvadla alebo vychylka urcitej ¢asti me-
chanického zariadenia. Dalej st to kmity elektrické, ktoré si chdpané ako zmeny
intenzity magnetického ¢ elektrického pola alebo zmeny elektrického napitia
alebo prudu.

Kmitavy pohyb, pri ktorom hmotny bod neprekro¢i urciti konecnu vzdia-
lenost od rovnovaznej polohy sa v mechanike hmotného bodu bude oznacovat
pojmom kmit. Rovnovazna poloha je poloha, v ktorej su sily posobiace na dany
hmotny bod v rovnovahe, teda vyslednica sil je rovna nule. Hmotny bod by bol
pri takejto polohe v pokoji. Pohyb, pri ktorom sa po uplynuti urcitého casového

okamziku T (periédy) hmotny bod dostdva do tej istej polohy, budeme oznacovat
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ako periodicky kmitavy pohyb. Navyse takyto pohyb mé rovnaky rychlost aj
zrychlenie. Kmitavy pohyb nemusi byt len pohyb po priamke. Moze to byt aj
pohyb po zlozitej, ale vzdy tej istej krivke. Harmonicky kmitavy pohyb bude po-
hyb, ktory je matematicky popisany jednou harmonickou funkciou.
Najjednoduchsim pripadom harmonického kmitavého pohybu je pohyb po
priamke za posobenia navratnej sily, ktora je priamo tmernd vychylke. Taktto
kmitajicu ststavu budeme nazyvat linedrny harmonicky oscildtor. Ak budeme
uvazovat odpor prostredia (tlmenie), tak budeme hovorit o pohybe ktory je
tlmeny. Naopak ak odpor prostredia nebudeme zohladiovat, tak budeme ho-
vorit o netlmenom pohybe. Pokial by na oscildtor posobila nejakd vonkajsia
periodicka sila, dostali by sme niteny linedrny harmonicky oscilator spolu s
vynutenymi kmitmi. Na rozdiel od toho kmity, ktoré prebiehaji bez vplyvu von-

kajsich nutiacich sil budeme nazyvat vlastné kmity.

1.1 Netlmené kmitanie

Uvazujme sustavu, ktord tvori idedlna pruzina na ktorej je upevneny hmotny
bod o hmotnosti m podla obr. 1.1. Budeme predpokladat, Ze pre deformdciu
pruziny (prediienie, alebo stlacenie) plati Hookov zdkon a deformécia pruziny
je priamo Umerna posobiacej sile. Budeme dalej predpokladat, ze podlozka je
idealna a to v tom zmysle, Ze proti pohybu v horizontalnom smere neposobi

ziadna sila trenia.

Nech sa teleso pri nedeformovanej pruzine nachadza v pociatku sturadnicovej
osi. V tejto polohe na teleso v smere stiradnicovej osi nebude posobit Ziadna sila
a takito polohu voldme rovnovazna poloha. Ak ho posunieme o vzdialenost z,
pruzinu tym natiahneme a na teleso bude posobit sila v opaénom smere, ako sme
pruzinu deformovali. Zlozku tejto sily v smere osi x vyjadruje rovnica F' = —kx,
kde k£ > 0. Takuto silu volame névratna sila a konstanta £ je silova konstanta
alebo tiez tuhost pruziny. Ak teleso uvolnime, sila mu udeli zrychlenie a po-
tencidlna energia natiahnutej pruziny sa premeni na kineticku energiu telesa. Po
prechode rovnovéaznou polohou teleso za¢ne pruzinu stlacat. Kinetickd energia
sa premeni na potencidlnu energiu stlacenej pruziny, situacia sa opakuje a teleso

zacne vykondvat periodicky pohyb po priamke.
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Obr. 1.1: Netlmené kmitanie

x=0

Takato sustava predstavuje linedrny harmonicky oscilator. Ukazeme totiz,
ze vychylka x z rovnovaznej polohy je harmonickou funkciou casu a teda tento
linearny oscilator je harmonicky.

Tento pohyb bude popisany rovnicou

Az

mw = —]{I.ﬁE,

kde —kx = F, predstavuje silu pruznosti, ktorej velkost je imernd okamzite;

vychylke a posobi vzdy proti tejto vychylke. Tito rovnicu prepiseme do tvaru

d*x N k 0
_ —r =
dt2 ~ m ’
a zavedieme substiticiu % = w?, ¢fm dostdvame rovnicu
.,
— +wz =0. 1.1
e (1.1)

Je evidentné, ze rovnica (1.1) je linedrna diferencidlna rovnica druhého radu

a riesenie takejto rovnice hladdme v tvare

r =€

Po dosadeni a tprave dostavame charakteristickt rovnicu

N4+wr=0
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z ktorej vyplyvaju komplexne zdruzené korene \; = iw a Ay = —iw. 7Z tedrie
linedrnych diferencidlnych rovnic [I, 2, 4] vyplyva, ze ak rovnici vyhovuji dve
rieSenia, rieSenim je aj ich linedrna kombinacia a vSeobecné rieSenie pohybovej
rovnice pre pohyb za posobenia navratnej sily ma tvar

T = Cleiwt T C2efiwt.

Z matematiky vieme, ze C a (5 si vo vSeobecnosti zdruzené komplexné ¢isla.
Vychylka x je vSak redlne ¢islo. Vyuzijeme e’ = cos ¢ + i sin ¢ a zavedieme sub-
stitticie C1 + Cy = Agcos g, i(Cy — Cy) = —Agsin . Po vykonani elementérnych
uprav dostavame realny tvar vseobecného riesenia pohybovej rovnice pre harmo-
nicky oscilator

x = Agcos (wt + ¢), (1.2)

kde x predstavuje okamziti vychylku v case ¢, Ay je maximélna vychylka alebo
aj amplitida kmitov, argument (wt + ¢) je fdza kmitu a ¢ je fadzova konstanta.
Fazova konstanta je faza v case t = 0. Obidve konstanty Ay a ¢ vyplyvaju z
pociatoénych podmienok, ktorymi st obyéajne vychylka a rychlost v ¢ase t = 0.

Casovy priebeh harmonického kmitania je na obrazku 1.2.

VAV

Obr. 1.2: Netlmené harmonické kmity

Fyzikalny vyznam konsStanty w spociva v tom, Ze ked zvicSime ¢as v rovnici

(1.2), 0 ¢, tak dostaneme
2
x = Agcos (w (t+ —W) —i—go) = Ap cos (wt + 2w + ) = Ag cos (wt + ).
w
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Casovy interval T, rovny %’r je doba, za ktoru sa vychylka opakuje, teda je to

2m /m
TOZUZQ,/T E

Frekvencia kmitov fj je pocet kmitov za casovi jednotku

perioda kmitov. Plati

1 1 k
fo=7 = o\
odtial
27
=2 = —.
w 7Tf0 TO

Je dobré poznamenat, Ze frekvencia kmitania nijako nezdvisi na tom, ako
velmi sme pruzinu natiahli a teda aka velkd je amplitida kmitov. Zavisi len od
hmotnosti kmitajiceho telesa a silovej konstanty pruziny. Veli¢inu w nazyvame
uhlové frekvencia (tiez kruhové frekvencia) pohybu; jej jednotka v ststave SI je
radidn za sekundu, fyzikalny rozmer je s~

Riesenie rovnice (1.1) mézeme rovnako dobre vyjadrit aj v tvare z = Ag sin (wt + ).
Pri danych pociatoénych podmienkach sa pritom len zmeni hodnota fazovej konstanty
073.

Vyjadrime teraz rychlost a zrychlenie telesa. Pre rychlost dostdvame

_dr _d
Cdt dt

v Ap cos (wt + p) = —Agwsin (wt + ) = Agw cos (wt + ¢+ E>7

2

a pre zrychlenie

d d
a= d—: = a(—Aow sin (Wt + ¢)) = —Agw? cos (wt + ) = Agw? cos (Wt + ).
Vidime, Ze rychlost predbieha vychylku vo faze o 5 azrychlenie predbieha vychylku

vo féze o 7.

Mnohé tlohy, hlavne skladanie kmitov, sa znacne zjednodusia, ak kmitavy
pohyb zobrazime priemetom koncového bodu rotujiceho vektora. Podla obrazku

1.3 zvolme na priamke z pociatoény bod a umiestnime v iom pociatok vektora

14



otacajiceho sa uhlovou rychlostou w v nazna¢enom smere. Nech velkost vektora
je Ap a nech uhol, ktory rotujuci vektor zvieral s osou = v ¢ase t = 0 je . Potom
priemet vektora do priamky x sa rovnd prave Agcos (wt + ¢), ¢o je vyraz pre
casovil zdvislost vychylky pri harmonickom kmitavom pohybe. Vektorové zobra-

zenie sa dd vyhodne pouzit pri skladani kmitov.

¥ w
Ay
altl=wtte
aft)
0 X
Agcos{wt+ep)

Obr. 1.3: Vektorové zobrazenie kmitavého pohybu

1.2 Tlmené kmitanie

Amplitida ani energia netlmeného harmonického oscilatora od ¢asu nezavisia
a pohyb takéhoto oscilatora by trval stdle. Pri kmitani realnych objektov sa
vzdy viac, alebo menej stretdvame s odporom prostredia a s trenim. Kmity
pri posobeni trenia postupne zanikaju alebo napriek pociatoc¢nej vychylke, alebo

rychlosti vobec nevznikn.

Predpokladajme, Ze odpor prostredia je priamo umerny rychlosti F,4, = —1v
kde r > 0. Sila odporu prostredia smeruje proti rychlosti, ¢o vyjadruje znamienko
minus v tomto vyraze. Ak posobiaca navratna sila je priamo imerna vychylke

pohybové rovnica ma tvar

15
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Obr. 1.4: Tlmeny harmonicky oscilator

wzwﬁ, o=
m m

Novi konstantu A nazyvame koeficient utlmu. Konstanta w je vlastna uhlova

x=0

Zavedme substiticie

frekvencia, t.j. uhlova frekvencia netlmené¢ho harmonického oscilatora. Po iprave

dostavame pohybovi rovnicu v tvare

d*z dx
Tz T2+ w?z = 0. (1.3)

Riegenie rovnice hladdme v tvare x = Ce“. Po dosadeni tejto funkcie do

predchédzajicej rovnice dostavame charakteristick rovnicu

u? + 2 u + w? =0,
ktorej riesenim je

U2 = == V A2 — w2,

Dvom hodnotdm w odpovedd vSeobecné riesenie rovnice (1.3) v tvare linedrnej
kombindécie

xr = Cl€u1t 4 C«Zeuzt — 67/\25(01615\/@ + Cgeitm)‘

Podla velkosti tlmenia mozu nastat tri pripady:

16



e Tlmenie je velké a \2 — w?

> (, potom obidve rieSenia charakteristickej
rovnice u; o sd redlne ¢isla a x nemé ziadnu periodickui zlozku. Teoreticky
za Cas t — oo sa teleso dostane znovu do rovnovaznej polohy x = 0. Gra-
ficky priebeh zavislosti x = x(t) je krivka (a) na obrazku 1.5. Pri takomto
velkom tlmeni o pohybe hovorime, Ze je to aperiodicky pohyb. Kmitanie

vObec nenastane.

e Tlmenie je také, ze A2 —w? = 0. V takomto pripade z matematiky vyplyva,
7e riefenfm rovnice (1.3) je funkcia ¥ = e a aj funkcia z = te .

VsSeobecné riesenie je ich linedrnou kombindciou a mé tvar

r = e_’\t(Cl + Cgt)

Tento pohyb nazyvame medzny aperiodicky pohyb. Zodpovedd mu krivka
(b) na obrézku 1.5.

ann
A

Obr. 1.5: Aperiodicky pohyb tlmeného harmonického oscilatora

e Tlmeny kmitavy pohyb nastdva len pri malom tlmeni, ak \* — w? < 0.

Potom

VA —w2=1itv, v=+vw?— A2

Vseobecné riesenie pohybovej rovnice ma tvar

T = Aoef)\t(cleiut + 02671‘111‘/)'

17



Podobnym postupom ako v pripade harmonického oscilatora dospejeme

substiticiou a dpravou k redlnemu tvaru vSeobecného riesenia
_ —At
x = Age " cos (vt + ).
Uhlova frekvencia w je mensia, ako uhlova frekvencia pri netlmenom kmi-

tani tej istej stistavy a meni sa aj amplitida, ktora s ¢casom exponencidlne

klesa

A= A()G_)\t. (]_4)

Priebeh kmitania a zmeny amplitidy je ukazany na obrazku 1.6.

Obr. 1.6: Tlmené harmonické kmity

Prisne vzaté nemozeme tlmeny kmitavy pohyb pokladat za periodicky pohyb,
pretoze kmitajici bod nedosiahne svoju povodnt vychylku. Pohyb je kvaziperiodicky
a o periéde T mozeme hovorit iba ako o ¢asovom intervale, za ktory hmotny bod
prechadza rovnovaznou polohou.

Periéda tlmenych kmitov je

v Vo2 — A2

Plati T' > Ty, kde T} je peridéda vlastnych kmitov. Ak je tlmenie malé, peridda
sa prakticky rovnd periéde netlmenych kmitov. Zvécésovanim tlmenia periéda na-

rasta.
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Podiel amplitid dvoch po sebe nasledujicich maximalnych vychyliek oznac¢ujeme

0 a nazyvame utlm.

AM) A
At +T)  AgeM+T)

Prirodzeny logaritmus utlmu je logaritmicky dekrement ttlmu § = Ino = A\T.

Zo zavislosti amplitidy na ¢ase (1.4) vidime, ze amplitida kmitov sa zmensi e-
krat za casovy interval rovnajici sa i Potom prevratena hodnota logaritmického
dekrementu utlmu vyjadruje pocet kmitov, pocas ktorych sa amplitida kmitov
zmen{ e-krat. Cim vics je logaritmicky koeficient Gtlmu, tym mensf je pocet kmi-
tov potrebny na urcité znizenie amplitudy.

Vplyvom trenia dochadza k disipacii energie, mechanickd energia kmitavého
pohybu sa meni na energiu tepelnu a pohyb postupne zanikd. Ak v kmitajicej
stistave chceme pohyb udrzat, musime sistave vhodnym sposobom doddvat ener-
giu. Na druhej strane prave tlmenie vyuzivame v technickej praxi na odstranenie

neziaducich vibracii.

Cielom préce je vysetrenie styroch modelov impulzivnych oscildtorov. K tomu
vyuzijeme metddy z tedrie planarnych dynamickych systémov (bez impulzov) [7].
Metody nésledne upravime pre pripady, kedy na dynamické systémy posobia im-

pulzy.
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Kapitola 2

Planarne dynamické systémy

Matematicky model, ktory sa meni v ¢ase podla urcitych pravidiel, nazyvame
dynamickym systémom. Vyvoj dynamického systému mozeme sledovat nepretrzite,
alebo v oddelenych casovych okamzikoch. Pri nepretrzitom sledovani hovorime o
spojitom dynamickom systéme, zatial ¢o v druhom pripade pouZivame termin
diskrétny dynamicky systém. Dalej sa budeme zaoberaf len spojitymi dyna-
mickymi systémami a prevedieme vyber z tedrie v [3] a [7] potrebnej pre studium

impulznych oscilatorov v kapitole 4.

2.1 Dynamické systémy generované sistavou 2
autonémnych ODR prvého radu

Definicia 2.1.1. Nech G je otvorend podmnozina priestoru R? a vektorové fun-
kcia @(t, ) zobrazuje mnozinu R x G do G. Dalej nech ¢ € C(R x G) a mé

nasledujuce vlastnosti:
e ©(0,2°) = z° pre kazdé 2° € G;
o p(t+5,2° =t p(s,x°)) pre kazdé t,s € R a z° € G;

e pre kazdé ¢t € R existuje k zobrazeniu (¢, -) inverzné zobrazenie a je rovné

Potom zobrazenie ¢ : R x G — G nazyvame tok.

Pre kazdé pevné t € R nazveme zobrazenie

pt,):G—GC
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dynamicky systém v R?. Priestor R? nazveme fdzovijm priestorom.

Budeme uvazovat sistavu dvoch autonémnych obyé¢ajnych diferencidlnych

rovnic prvého radu

{ 2y (t) = fi(wa(t), 22(t)),
zy(t) = fawa(t), z2(t)).

Odtial fi, f» sd funkcie 2 redlnych premennych. Ekvivalentne je mozné takito

ststavu zapisat v tvare vektorovej funkcie
2'(t) = f(o(1)). 2.1)

Najskor si pripomenieme niektoré pojmy a vztahy z tedrie diferencidlnych
rovnic
Definicia 2.1.2. Riesenim rovnice (2.1) na intervale J C R rozumieme vektorovi
funkciu z(t) = (z1(t), z2(t)) takd, ze x € C1(J) spliiuje rovnicu (2.1) pre kazdé
telJ.

Dalej budeme predpokladat, ze 0 € J.

Rovnica (2.1) ma obvykle nekone¢ne mnoho rieseni. Preto kladieme na riesenia
dalsie podmienky, ktoré upresnia, aké rieSenia mam zrovna na mysli. Zakladnd
podmienka, ktorou mozeme Specifikovat jednotlivé riesenia rovnice (2.1) je pociatoéna

podmienka (Cauchyho) tvaru
21(0) = 2%, 2(0) = 23 (2.2)

kde bod z° = (z9,29) € R? je tzv. pociatotny bod riesenia. Podmienku (2.2)

ekvivalentne zapisujeme

z(0) = zo. (2.3)

Definicia 2.1.3. Uloha (2.1), (2.3) sa nazyva pociatocns (Cauchyho) tloha.

Ide o tlohu ndjst rieSenie rovnice (2.1) na intervale J C R, spliujice pod-
mienku (2.3). Také rieSenie budeme oznacovat ¢(t,z"). Podla definicie 2.1.2 a

vzorca (2.3) vektorova funkcia ¢ spliiuje nasledujiice rovnosti

¢'(t,2°) = flp(t,2%),  Vte (2.4)
0(0,2%) = 2°. (2.5)
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Veta 2.1.1. (Zdkladnd veta o existencii a jednoznacnosti) Nech G je otvorend
podmnozina v R? obsahujiica x°. Dalej nech f € CY(G). Potom tloha (2.1), (2.3)
md jediné riesenie p(t,x°) definované na mazimdlnom intervale Iyo = (agz0,bg0) C

R obsahujicim 0.

Dalej budeme predpokladat, ze funkcia f v rovnici (2.1) spliiuje podmienky
vety 2.1.1, t.j. f € CY(G). Tim zaruc¢ime existenciu jedinej vektorovej funkcie
@(t,x°), ktora bude spliovat (2.4) pre 2° € G a J = L.

Pre pevne zvolené 2° € G je vektorové funkcia ¢(-, 2°) zobrazenim z J do R?

a mozeme ju zapisovat v tvare
@(ta xo) = (()01 <t7 .13(1), .Tg), 902(757 x(1]7 QJg))

Veta 2.1.1 zarucuje, Ze riesenie ¢(t,2°) tlohy (2.1), (2.3) je definované na in-
tervale I,o = (ag0,b.0), ktory je vo vseobecnosti len podintervalom v R. Teda

@(t,2°) nemusi byt definované pre kazdé t € R. Takéto zobrazenie nespliiuje ale

podmienky nasledujicej vety

Veta 2.1.2. (Generovanie dynamického systému) Nech x° je lubovolny bod z ot-
vorenej mnoZiny G v R%, f € CY(G) a nech o(t,x°) je riesenim ilohy (2.1), (2.3)

na R. Predpokladajme, Ze o(t,x°) ako vektorovd funkcia 3 premennych t, 9, x5

zobrazuje mnozZinu R x G do G.
Potom @ je tok. Dalej pre kazdé pevné t € R je zobrazenie (t,2°) : G — G
dynamicky systém v R2.

Ak je ale G = R?, a teda funkcia f € C'(R?), potom je mozné transformovat

premenné ¢ tak, Ze po takejto transformécii plati I,o = R pre kazdé 20 € R2.

Transformovana rovnica potom generuje dynamicky systém v zmysle vety 2.1.2.

Pre d'alsiu orientdciu v problematike zadefinujeme niekolko zakladnych poj-

mov potrebnych k definicii fazového portrétu diferencidlnej rovnice (2.1).
Definicia 2.1.4. Grafriesenf ¢(t,2°) je mnozina bodov (t,p(t,z°)), kde t € L,0.

Je zrejmé, ze graf rieeni ¢(t,2°) je hladka krivka v priestore R? s paramet-

rickymi rovnicami

t:t,lflzl’l(t),.fgz.l]g(t), t e .
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Definicia 2.1.5. Trajektoria rieSeni ¢(t,2°) je mnozina bodov ¢(t,x%), kde t €
Lo

Trajektoria rieseni (¢, 2°) je hladka krivka v priestore R? s parametrickymi

rovnicami

1 :$1<t),1‘2:$2(t>, telo.
Vidime, ze trajektériu rieSeni ¢(t,2%) dostaneme ako projekciu grafu rieseni
@(t,29) do priestoru R%. Taki trajektériu budeme znacit +(x0).

Definicia 2.1.6. Kriticky bod rovnice (2.1) je bod T = (71,72) € R? spliujici

sustavu rovnic

{ f1($17I2) =0,
fQ(ZEl,JZQ) = 0

Pokial bod Z nieje kriticky bod, nazyvame ho reguldrny bod rovnice (2.1).

Definicia 2.1.7. Fdzovy portrét rovnice (2.1) je mnozina trajektorii vetkych
rieSeni rovnice spolocne so Sipkami na trajektoriach, ktoré oznacuju pohyb bodu

@(t,x°) na trajektérii pre rasttce t.

Velmi dolezitou vlastnostou kritického bodu je stabilita, ktort budeme defi-
novat nasledovne. Predpokladajme, Zze G C R? je mnozina z vety 2.1.1 a I,o = R

pre kazdé 2° € G

Definicia 2.1.8. Kriticky bod Z € G rovnice (2.1) nazveme stabilng, ak plati
Ve>030 >0va® € G: ||z — 2% <6 = ||lp(t,2°) —Z| <e, Vt>0. (2.6)

Definicia 2.1.9. Zvolme bod a = (ay,a) € R* a € > 0. Potom mnozinu bodov

x = (z1,75) € R? spliiujtcich rovnost

|z —al| =

nazveme e-ové okolie bodu a.
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Definicia 2.1.10. Kriticky bod Z € G rovnice (2.1) nazveme nestabilng, pokial
nie je stabilny. Teda ak asponi pre jedno ¢ > 0 plati

Je>0V6 > 032 € G : ||z — 2°)| <5 A ||p(t,2%) —z|| > e (2.7)

V aplikaciach ma casto vacsi vyznam silnejsi typ stability definovany nasle-

dovne

Definicia 2.1.11. Kriticky bod Z € G rovnice (2.1) nazveme asymptoticky stabilny,

ak je stabilny a naviac plati

B> 0va® € G [ 20 < v = lim [o(t,2°) — ]| = 0. (2.8)
—00

Definicia 2.1.12. Mnozina pociatoénych bodov 20 € G spliujicich podmienku

. 0\ = _
Jim [lp(t,27) — 2| =0

sa nazyva oblast pritaZlivosti kritického bodu Z.

Oblast pritazlivosti moéze mat velmi zloZitd struktiru a jej uréenie byva
zlozity problém. Definicia 2.1.12 hovori, ze ak zvolime po¢iatoény bod x° v ob-
lasti pritazlivosti kritického bodu Z, potom graf riegenia ¢(¢,2%) konverguje pre

t — oo ku grafu konstantného riesenia .

2.2 Ststava 2 linearnych homogénnych diferencialnych
rovnic prvého radu s konstantnymi koefi-
cientmi

Uvazujme v (2.1) vektorovi funkciu f = (fi, f2), kde fi(z1,22) = anz +
a19Tg, fo(T1,T3) = agx1 + agry. Dostdvame teda sustavu dvoch obycajnych
diferencialnych rovnic prvého radu v tvare

{ 71 (t) = anzi(t) + apwa(t),

2h(t) = anw1(t) + anwa(t), (2.9)

kde aq1, a1, asy, ass su dané realne éisla.

Ststavu (2.9) ide ekvivalentne zapisat pomocou matice

11 A12
A=
21 A22
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v tvare vektorovej rovnice

2/(t) = Az(t), (2.10)

z(0) = 2°, (2.11)
kde 2° = (29,297 € G.
Veta 2.2.1. (O globdlnej existencii a jednoznacnosti) Pociatocénd tloha (2.10),

(2.11) md pre lubovolné ° € R? jediné riesenie p(t,z°) definované na celom R.

Toto riesenie je tvaru

o(t,z°) = ez’ teR (2.12)

pricom et je maticovd funkcia dand nasledujicou radou

Al = i (At)n, teR. (2.13)

n!
n=0

At

Maticovi funkciu e?? nevieme urcit z matice A. Preto vyuzivame tedriu Jor-

danovych kanonickych tvarov. Po zavedeni substiticie

z(t) = Py(t), (2.14)
plati
z'(t) = Py'(t) = APy(t),
preto
y'(t) = P APy(1).
To znamend, ze rovnica (2.10) je transformovand na rovnicu

y'(t) = Jy(t), (2.15)

s dvojrozmernou konstantnou maticou J v Jordanovom kanonickom tvare, ktora

z4visi na matici A.
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a<0,>0 a<0,3<0

(S )

Obr. 2.1: Styri rozne fazové portréty

¥1

()

Za predpokladu, ze vlastné ¢isla matice A st komplexne zdruzené, t.j. a;o = atif3,

J= (g _j) (2.16)

Matice J je k matici A uréend jednoznaéne az na poradie éisiel 3 a —3 na vedlajsej

bude Jordanova matica v tvare

diagonale.
Fézovy portrét rovnice (2.15) respektive odpovedajiceho dynamického systému

ide jednoducho urcit z hodnot vlastnych ¢isel a; a a; matice J.

Veta 2.2.2. Nech J je matica s komplexne zdruZenymi vlastnymi cislami a; o =
a+i8, pricom a # 0, g # 0.

Potom systém (2.15) md jeden zo Styroch fazovijch portrétov na obrdzku 2.1.

Dékaz. Kanonicki rovnicu (2.15) mozeme zapisat ekvivalentne v tvare

y1(t) = ayi(t) — Bya(t), (2.17)
ys(t) = By (t) + aya(t).
Dalej si uréime maticovi funkeiu, ktord bude mat podobu
Jt ot [ cos Bt —sin 5t
e =c (sinﬁt cos 5t ) ' (2.18)
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Pre Tubovolny bod (y1,42) € R? jediné rieSenie tejto stistavy a to v tvare
0y _ i, 0 _ at [ COSPt —sinft) [y
p(ty)=e"y =e¢ (sinﬁt cos [t Yy )’ teR.

Predpokladajme, ze bod (y?,%9) # (0,0). V tomto pripade je vhodné vyuzit
transforméciu do poldrnych stradnic a ndjst tak novy tvar rieSenia a rovnice

orbity v poldrnych stradniciach. Do systému (2.17) zavedieme substiticiu

y1(t) = r(t) cosb(t), ya(t) = r(t) sinO(t), teR, (2.19)
ktord vyjadruje vztah medzi vektorovou funkciou ¢(t,4%) = (y1(t), y2(t)) a no-
vou vektorovou funkciou (r(t),0(t))”, ktorej prvéa zlozka r(t) je kladnd na R.

Pritom pre Tubovolné pevné ¢ € R je v R? je vztah medzi bodom (y;(t),ya(t)), v
ktorom je y1(t) # 0 a bodom (r(t),6(t)) charakterizovany vzorcami

yi(t) +ya(t) = r3(t), n(t) = tan 0(t). (2.20)

Pokial zderivujeme prvii rovnicu z (2.19), dostdvame
251 ()i (1) + 202ty (t) = 2r(E)r' (1)
Po dosadeni z (2.17) sa dostdvame k rovnici
y1(t) (e (t) = Bya(t)) + y2() (Byr () + aya(t)) = r(t)r'(2),

¢o po uprave dava

r'(t) = ar(t). (2.21)

Ak je y1(t) # 0, z druhej rovnice v (2.20) vyplyva, ze 6(t) = arctan zf—gg +n, pre

kazdé celé cislo n. Preto plati

) — Ol
) = T B0

Po dosadeni (2.17) a vzhladom na to, Ze r, y; a y» majui spojité derivécie,

dostavame
0'(t) =5,
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¢o spolocne s (2.21) vedie na systém

{r’(t) = ar(t), (2.29)
0'(t) =p

Substiticiou (2.19) je pociatoény bod ¥° = (39, 49) # o transformovany na bod

(10, po), kde kladné konstanta ry je vzhladom k (2.20) jednoznacne urcend vzor-

com
ro = /o) + 08’ (2.23)

Oproti tomu 6y nieje urcend jednoznacne a spliuje podmienku

n
0y = arctan —g + nm,
Y1

pre Tubovolné celé n. Dalej budeme preto predpokladat, ze 6, € (—m,7]. Potom
k bodu (19,49) € R*\{(0,0)} bude bod (rg,6y) € (0, +00) x (—, 7] jednoznacéne

urceny a pociatocna podmienka prejde na

r0) =ro,  6(0) = 6. (2.24)

Riesenie pociatocnej ulohy (2.22) a (2.24) nachddzame elementarnymi metédami

rieSeni diferencidlnych rovnic ako vektorovi funkciu

(r(t), (1)) = (roe™, Bt + 6y)7, teR. (2.25)

Parametrické rovnice trajektérie budi mat tvar

r(t) = roe™, 6(t)=pt+6, teR (2.26)
Teraz z tychto rovnic odstranime parameter t. Z druhej rovnice mame t = 9(1;)[3—90 a

dosadenim do prvej rovnice dostavame nasledovni rovnicu trajektorie v polarnych

suradniciach

r=ceM, 6 cR, (2.27)

pricom konStanty ¢, a k zavisia na zlozkich a a [ vlastnych cisel matice a
pociatoénom bode (rg, 6y), ktory je jednoznacne urcéeny z bodu (3?,49). Teda

plati



Trajektéria dand rovnicou (2.27) je logaritmicka $pirdla. Jej tvar je urceny zna-

mienkom c¢isla k a smer Sipky na orbite je dany znamienkom ¢isla (.

e V pripade > 0 a 8 > 0. Potom st funkcie r(t) a 6(t) rastice a plati

lim r(t) = oo,
t—o0

tliglo 0(t) = oc.

To znamend, ze bod (y;(t),y2(t)) sa bude vzdalovat od pociatku do ne-
konec¢na a nekoneéne mnoho krat obiehat okolo pociatku proti smere hodi-

novych ruéiciek po trajektérii (o).
e V pripade a < 0 a f > 0. Potom plati
lim r(t) = 0,
t—o0

lim 6(t) = oo.

t—o0

Teda bod (y1(t),y2(t)) sa bude priblizovat k pociatku a nekone¢ne mnoho
krat obiehat okolo po¢iatku proti smere hodinovych ruciciek po trajektorii

(o).

e V pripade a > 0 a 8 < 0. Potom plati

tliglo r(t) = oo,

tlim 0(t) = —o0.

V takomto pripade sa bude bod (y1(t), y2(t)) sa bude vzd'alovat od pociatku
do minus nekone¢na a nekoneéne mnoho krat obiehat okolo pociatku v

smere hodinovych ruciciek po trajektérii (o).
e V pripade a < 0 a f < 0. Potom plati
li =
=0

lim 6(t) = —o0.
t—o0

Bod (y1(t),y2(t)) sa bude priblizovat pociatku a nekoneéne mnoho krat
obiehat okolo po¢iatku proti v smere hodinovych ruciciek po trajektérii
(o).
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Teda je urceny fazovy portrét rovnice (2.15). Teraz si ukdzeme prechod od
rovnice (2.15) k rovnici (2.10) a to za pomoci reguldrnej transformacnej matice

P, ktort sa vyjadri z rovnice

AP =PJ.

Teda matica P bude prevddzat fizovy portrét rovnice (2.15) na fadzovy portrét
rovnice (2.10) a to tak, ze body (yi1,y2) fdzovej roviny rovnice (2.15) sa trans-
formuju vzajomne jednoznacéne na body (x1, z5) fzovej roviny rovnice (2.10). Z
toho vyplyva, Ze aj trajektorie rovnice (2.15) su jednoznacne transformované na

trajektorie rovnice (2.10), pricom smer sipok na trajektoridch zostane zachovany.

Veta 2.2.3. Pri transformdcii (2.14) prejde kriticky bod § = (y1,y2) rovnice
(2.15) na kriticky bod T = (x1,x2) rovnice (2.10).

Transformécia (2.14) sa sklada z koneéného poctu elementarnych transformécii

(01 (70 (10 cR
T=\10)¥ *=\01)¥ *T=\11)¥ T=%
Pretoze plati
i) _ (—10 B\ _ (W
T2 01 Y2 Y2 )’

transformdcia (2.14) moze preklopit graf danej funkcie okolo osy ys, vid obrézok
2.2.

Z toho vyplyva, ze Spirdla vo fazovom portréte rovnice (2.15) prechddza na $pirdlu
vo fadzovom portréte (2.10), pricom rotacia riesenia vo fazovom portréte rovnice
(2.15) nemus{ byt zhodnd s rotdciu vo fazovom portréte rovnice (2.10). To zna-
mens, Ze $pirala, ktord rotuje po smere hodinovych ruciciek, sa moze zobrazit
transformaciou (2.14) na $piralu, ktord ale rotuje proti smere hodinovych ruciciek.
Smer rotéacie na $pirdle je mozné uréit aj priamo z matice A, ktord v pripade kom-

plexnych vlastnych ¢isel spliiuje podmienku (trA)? — 4detA < 0, t.j.
(a11 + as2)? < 4(ar1asz — azaz).
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Obr. 2.2: Transformécia © = Py

To dava po jednoduchej tprave

(a1 — 6122)2 < —4ajza91,

a je zrejmé, ze plati ajoag; < 0.
Predpokladajme, Ze plati a;o < 0, zvolime bod z° = (29, z9) na kladnej poloose

T9, teda

2V =0, ry >0,

a budeme uvazovat riesenie ¢(t,2") rovnice (2.10), ktoré navyse spliuje pod-

mienku 2(0) = (x1(0), 22(0)) = z°. Potom z prvej rovnice v sistave (2.9) mdme

l'll (0) = CLHZEl(O) + CL12{L‘2(0) = CLH[E(I) + algl'g = algl'g < 0.

Preto bude prvd zlozka x,(t) rieSenia ¢(t,z°) klesat v bode t = 0, z tohto dovodu
sipka na trajektorii y(x®) smeruje v bode x0 dolava, teda rotécia takejto tra-
jektérie bude v protismere hodinovych ruciciek.

V pripade, Ze a15 > 0 a dodrzani predchadzajiceho postupu, dospejeme k zaveru,
ze prva zlozka 1 (t) rieSenia @(t,2°) rdst v bode t = 0, z tohto dovodu sipka na
trajektérii y(z) smeruje v bode 20 doprava, teda rotdcia takejto trajektérie bude

v smere hodinovych ruciciek.
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2.3 Planarny Hamiltonov systém

Definicia 2.3.1. Nech G C R? je otvorend mnozina a H € C?(G). Potom systém

tvaru

(2.28)

sa nazyva Hamiltonov systém a funkciu H (1, x2) nazyvame hamiltonidn.

Funkcia H (1, x2) mé vo fyzikdlnych modeloch vyznam totdlnej energie. Na-

sledujtica veta popisuje zdkladni vlastnost systému (2.28)

Veta 2.3.1. (Konzervdcia energie) Nechx® € G a ¢(t,x°) je riesenie pociatocnej

ilohy (2.28), (2.11) na mazimdlnom intervale I,o C R. Potom plati

H(p(t,2%) = H(2°) Vt € L.

Tato veta nam hovori, ze funkcia H(xq,x2) zostava konstantnd pozdiz tra-
jektorie Tubovolného riesenia systému (2.28). Hovorime ze takyto systém konzer-
vuje energiu a to ma za dosledok, ze hladiny hamiltonidnu H(xq, z5) sa skladaji
z trajektoril systému (2.28). Zvolme ¢ € R, a teda hladina H, funkcie H(zy,x)

je mnozina bodov (z1,22) € G spliujicich rovnicu
H(zy,x9) = c.
N4jdenie hladin analyticky nemusi byt vzdy jednoduché, preto zvycajne najskor
hladdme kritické body, vysetrujeme okolie tychto bodov, hfaddme hladiny obsa-
hujice takéto kritické body. Ak je (Z1,Z3) € G kriticky bod systému (2.28),

potom podla vety o konzervacii energie hladina obsahujica tento kriticky bod sa

skladd z bodov (x1, z5) spliujicich rovnicu

H(I’l,l'g) = H(i’l,fz).

2.4 'Trajektorie rieSeni dynamickych systémov

V praxi sa mozeme stretnif s roznymi typmi trajektdrii:
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e Periodicka trajektoria, ktora ma tvar uzavretej krivky, odpoved4 periodickému

rieSeniu systému a nazyva sa cyklus.

e Homoklinicka trajektoria, odpovedajica rieSeniu, ktoré konverguje pre t —

o0 aj t — —oo k tomu istému kritickému bodu.

e Heteroklinicka trajektoria, odpovedajica rieseniu, ktoré konverguje pre t —»

oo k jednému kritickému bodu a pre t — —oo k inému kritickému bodu.

Definicia 2.4.1. Kriticky bod Z systému (2.28) nazveme stred, ak existuje okolie

U bodu z, ktoré obsahuje len periodické trajektorie obiehajice tento kriticky
bod.

2.4.1 Periodické trajektorie a ich stabilita

Uvazujme rovnicu (2.1), kde G C R? f € C¥@G), k > 1, 2° € G. Nech
@(t,29) je riesenfm rovnice (2.1) splitujice pociatoénti podmienku (2.3), ktoré je
definované na maximalnom intervale (ago0,b,0). Dalej nech ~(x°) je trajektéria
riesenia ¢(t,z2°). Predpokladajme, ze v(x%) C G.

Definicia 2.4.2. Bod y je w — limitng bod trajektérie v(z°), ak existuje postup-
nost redlnych cisel {t;}52, takd, ze ak

111'11 tj = bxo,
j—o0

potom plati

li ,2%) =

lim o(t;,27) =y
Definicia 2.4.3. MnoZina vsetkych w-limitnych bodov trajektérie v(x?) sa nazyva
w — limitnd mnoZina trajektorie y(x°) a oznacuje sa w(x?).
Definicia 2.4.4. Bod y je a — limitng bod trajektérie v(z°), ak existuje postup-
nost redlnych cisel {t;}22, takd, ze ak

lim #; = ayo,
j—o00

potom plati

hm <p<tj>w0) =Y

J—00
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Definicia 2.4.5. Mnozina vetkych a-limitnych bodov trajektérie v(z°) sa nazyva

« — limitnd mnoZina trajektérie v(z°) a oznacuje sa a(z?).

Pre periodicki trajektériu plati y(x0) = w(z?) = a(z?).
Pre homoklinickt trajektériu plati, Ze existuje kriticky bod Z taky, ze w(x®) =
a(z?) = z.

Pre heteroklinicki trajektériu plati, Ze existuju kritické body z! # z? také, z

N
@

w(x®) =z, a(x®) = 2%

Definicia 2.4.6. Periodicka trajektoria I' C G sa nazyva limitny cyklus rovnice
2.1, ak existuju dva body 2°, 2! € G, 2° vnitri I', 2! mimo I' také, ze a-limitnd
mnozina alebo w-limitnd mnozina trajektérii v(x) a v(z!) je periodickd tra-

jektoria I

Veta 2.4.1. (Poincare-Bendizsonova) Ak je w(z®) ohranicend mnozina v G,

pricom w(z®) neobsahuje Ziadny kriticky bod, potom je w(x®) periodickd orbita.

Nech ¢(t,p) je periodické riesenie rovnice 2.1 s minimalnou periédou 7" a nech

jeho trajektoria je oznacend I'. Budeme predpokladat, ze I' C G a zvolme vektor
v tak, ze je linedrne nezavisly na vektore dotycnice 7 k trajektorii I' v bode p.
Teda

T =2'(0) = f(=(0)) = f(p),

pricom vektory v a f(p) si linedrne nezavislé.

Nech L. je tsecka definovana predpisom

L={zeG:z2=p+aw,0 <|a| <€}

Definicia 2.4.7. Usecka L, sa nazyva priecny rez k periodickej trajektérii v bode
p.

Nech € > 0 je tak malé, ze L. pretina [' len v bode p a vSetky trajektorie
pretinajice L, ju pretinaju v rovnakom smere.
Pretoze ¢(T,p) = p a rieSenie spojite zavisi na pociatoénej podmienke, existuje
§ > 0 také, 7ze ak je 2° € L;, potom existuje najmensia hodnota t = T'(z°), pre

ktoru plati
o(T(2°),2°) € L..
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Startujeme v bode 20, ktory lezi v § okoli Ls bodu p a po jednom obehu po
trajektérii (x0) za cas T'(z°) skonéime v € okoli L, bodu p. Tieto okolia pritom

uvazujeme na L.

Definicia 2.4.8. Poincarého zobrazenie II v okoli periodickej trajektérie I' je

definované predpisom

II: Ly — I, 2° — (T (2%),2°).

Body prie¢neho rezu L. si usporiadane takto

P =p+ar a z'=p+aT, 20 >t

ak Qo Z aq.

Veta 2.4.2. Poincarého zobrazenie Il je v okoli trajektorie I' monotonne, t.7.

20 > o' = (z°) > (2) pre 2°2' € L.
Dalej plati 11 € C*(Ly).
Veta 2.4.3. Trajektéria v(x®) bodu x° € Ls je periodickd, prdve ked z° je pevny
bod Poincarého zobrazenia, t.j. ak plati
IM(2°%) = 2°.
Definicia 2.4.9. Periodicka trajektoria I' sa nazyva orbitdlne stabilnd, ak
Ve > 036 > 0 : dist(z®,T) < § = dist(p(t,2°),T) <e¢, Vt>0.

Definicia 2.4.10. Periodicka trajektoria I' sa nazyva orbitdlne nestabilnd, ak nie

je orbitalne stabilna.
Definicia 2.4.11. Periodicka trajektoria I' sa nazyva orbitdlne asymptoticky sta-
bilnd, ak je orbitalne stabilnd a naviac plati

3b>0: dist(2®,T) < b= lim dist(p(t,2°),T) = 0.
—00

Orbitalne asymptoticky stabilnui periodickt trajektériu nazyvame taktiez sta-
bilnym cyklom.
Plati, Ze I je orbitdlne asymptoticky stabilna, pokial

3b > 0:dist(2®T) <6 = w(@®) =T
V kapitole 4 budeme rozhodovat o stabilite periodickych trajektérii pomocou

pevného bodu skalarneho zobrazenia h : R — R.
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Veta 2.4.4. Nech h € C! je zobrazenie. Pevnyj bod T zobrazenia h je asymptoticky
stabilny ak

W' (@) <1,

a je nestabilny ak

W(z)| > 1.
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Kapitola 3

Popis matematického modelu

Obsah tejto kapitoly bol spracovany na zdklade [5, &]. Majme M ako fazovy
priestor urcitého procesu nejakého vyvoju, napriklad mnozina vsetkych stavov
procesu. Nech z(t) oznacuje bod, ktory opisuje stav daného procesu v case t.
Predpokladajme, Ze proces je konecno rozmerny, napriklad je nutné len konecné
mnozstvo parametrov, povedzme n, na popisanie tohto stavu vo fixnom case. Za
takychto predpokladov bod x(t) mdze byt interpretovany pre pevné hodnoty ¢asu
t, ako n-rozmerny vektor Euklidovského priestoru R™ a M moze byt povazovany
ako podmnozina R"™. Topoldgiou fazového priestoru M a redlnej osy R, teda
M x R, budeme nazyvaf predfienym fazovym priestorom uvazovaného procesu

vyvoja. Nech je takyto proces opisany ako:

e systém diferencidlnych rovnic

dx

= fta), TeM, teR (3.1)

e istd mnozina T; v predlzenom fazovom priestore,

e operator A; definovany na mnozine T}, ktory je zobrazeny do mnoziny 7} =

A,T; v predlzenom fazovom priestore.

Samotny proces ma nasledovny priebeh. Bod P, = (t,z(t)), ktory za¢ina v
(to, o), sa pohybuje pozdiz krivky {t, z(t)}, danej rieSenfm systému (3.1), z(t) =
x(t,to, o). Tento bod sa teda pohybuje az do momentu t = t; > ty, v ktorom
bod (¢, z(t)) narazi na mnozinu 7;. V momente t = t; sa bod P; okamzite zobrazi

pomocou operdtoru Ay z P, = (t1,z(t1)) do Pt = Ay P, = (ti,27(t1)) € T)1 a
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nésledne pokracuje pozdiz krivky {¢,z(t)}, opisanej ale systémom (3.1), z(t) =
z(t,ty, 27 (t;)). Dalej sa pohybuje pozdlz tejto krivky az do momentu to > t;, v
ktorom bod P, opét stretne mnozinu 7T}, a v tomto momente operator A, okamZite
zobrazi bod P, z P, = (ty,2(t2)) do Pl = A, P, = (t2,27(t2)) € T},. Nésledne
pokracuje pohyb pozdiz krivky {t,z(t)} danej riesenim x(t) = z(t, 2, 27 (t2)) az

do opétovného stretu s mnozinou T; a tak dalej.[)]

Vyssie uvedené podmienky charakterizuji vyvoj procesu, ktory budeme nazyvat
impulznym diferencidlnym systémom. Krivku {t, z(t)} opisanti bodom P, v predizenom
priestore budeme nazyvat integralnou krivkou a funkciu 2 = z(t) dant touto kriv-

kou ako riesenie takéhoto systému.

Pomocou vyssie uvedenych podmienok teda mozeme zapisat impulzny systém

ako

{i—f = f(t,x), (t,x)€eT, (3.2)

Ax|(m)eTt = At — X.

Odtial, riesenie systému (3.2) je funkcia x = (), ktord spliiuje rovnicu (3.1)

mimo mnoZiny 7} a md nespojitost prvého rddu v bodoch mnoziny T} so skokmi

Az =@(t+0)—pt—0)=Apt—0)—¢@t—0). (3.3)

Systém (3.2) moze mat tri typy rieSent:

e rieSenia, ktoré nemaju skok, teda integralna krivka systému (3.1) nepretne

mnozinu 7T} alebo prieseéniky si pevné body operatoru Ay;

e rieSenia sa menia v koneénom pocte, teda integralna krivka pretne mnozinu

T; v konetnom pocte bodov, ktoré nie s pevnymi bodmi operatoru Ay;

e rieSenia sa menia spoéitatelne mnoho krat, teda integralna krivka narazi
na mnozinu 7} v spocitatelnom pocte bodov, ktoré niesu pevnymi bodmi

operatoru A;.

Z rieseni, ktorych integralne krivky pretnti mnozinu 7} v spocitatelne vela bodoch,

vyberieme také riesenia, ktoré zostdvaju v T' a zacinaju v takom case t; > {,
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alebo maju nejaky hromadny bod. Pohyb bodu P, pozdii trajektorie, ktora lezi
v Ty, zacinajic z t; > to je postupnost skokov bodu P, z (t1,z;) do (t1, 4s) a
nésledne do (¢, A7) a ndsledne do (t1, A7) a tak dalej.

Ak ma trajektéria hromadny bod v T;, potom pre t bliziace sa k t; > t,
bod P, stretne a zdroven opusta mnozinu 7}, spocitatelne vela krat a teda po-
hyb neméze byt prediieny do momentu ¢t = t;. Ak taky pohyb opisuje realny
proces, potom v okoli bodu ¢t = ¢, sa bud objavi nové riesenie alebo fyzikdlna
podmienka, ktora implikuje tento pohyb je nerealisticka pre ¢ bliziace sa k ¢; a

mala by byt nahradend inou podmienkou.

Impulzné diferencidlne rovnice mozeme rozlisovat v zdvislosti na charakte-
ristikach impulzov, ¢o ndm dava tri rozne triedy systémov, ktoré popisuju nasle-

dujice podkapitoly.

3.1 Systém s impulzmi vo fixnom momente

Rovnica ma nasledovny tvar

() = [fa®), € (tktiy),
Ax(ty) = L(x(ty)), t=ty, k=12 .

kde tg <t < ... <ty <tpy1 < .. k€N,apret=1tje Ax(ty) = x(t}) —z(t;,),
kde JJ(tZ) = limy, 0+ x@k + h)

3.2 Systém s impulzmi v premenlivom case

Rovnica takéhoto systému mé nasledovny tvar

{mw = ft,z(t),  t#7(xt)),

D) = Li®),  t=nla(t), (34)

kde 7, : Q — R,  je fazovy priestor a 7 (z(t)) < mpe1(z(t)), k € Z a z € Q.
Systémy s premenlivymi momentmi impulzného efektu zahinaji omnoho zlozitejsie
problémy ako systémy s pevnymi momentmi impulzného efektu. Sposobuje to

fakt, ze momenty impulzného efektu systému (3.4) zdvisia na rieseni, tj. ¢t =
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Tr(x(t)), pre kazdé k. Preto riesenia, ktoré vystartuju z roznych startovacich bo-

dov, budi mat rozne body nespojitosti.

3.3 Impulzné dynamické systémy

Uvazujme autonémny systém (2.1) a predpokladajme, ze su splnené pod-
mienky vety 2.1.1. Ak polozime T; =T', T} =Ty, a A: ' — I'g, potom impulzny

dynamicky systém moze byt zapisany ako

d_f :f(IL’), $§§F7
{Z:{:\xep =A —x=I(x). (3:5)

Féazovy bod takéhoto systému sa pohybuje medzi dvoma po sebe idicimi

priese¢nikmi s mnozinou I, pozdiz jednej z trajektorii diferencialnej rovnice

dx

_ — x

= (@)
a v momente priese¢niku s mnozinou I', bod z(t) je okamzite zobrazeny operatorom
A do bodu y = Az z mnoziny I'y. VSeobecne plati, ze riesenia impulznych dife-
rencialnych rovnic st po ¢astiach spojité funkcie s bodmi nespojitosti na momen-

toch impulzného efektu.[5]
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Kapitola 4

Pohyb impulzivneho oscilatora

Spravanie oscildtora pod vplyvom impulzne;j sily musime skimat vo viacerych
problémoch tedrie oscilacii. Takéto problémy vznikaji, napriklad pri skiimani mo-

delu hodin.
Model pre takyto typ problémov je nespojitym dynamickym systémom, ktorého

pohyby st popisané pomocou linearnej diferencialnej rovnice druhého radu

I 4 2\i + wiz =0, N < w?,

s impulznym efektom, ktory nastdva v momente, ked bod (z, &) vo fazovej rovine

prechadza cez x = x.

Zoberme do uvahy dva hlavné predpoklady o impulznej sile

1. Impulznd sila pdsobi v momente, ked bod (x, ) prechddza cez priamku

T = xo s nezdpornou rychlostou, ktoré sa zvicsi o konstantny impulz

ma(t +0) — ma(t —0) = mly = const.

Taktito rovnost vieme jednoducho odvodit, vid obrazok 4.1, kde méme
znézorneny graf derivécie riesenia & (t). Derivacia rieSenia v ¢ase t je nespo-
jité a skok je prave dany rovnostou Az (t) = @(t+) — @(t—), kde z(t+) a

z(t—) predstavuji lavii a pravi limitu

lim @(h) = &(t + 0) = @(t+),

h—tt

lim (h) = @(t — 0) = i(t—).

h—t—
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Budeme predpokladat, Ze & je zlava spojitd. Potom dostdvame

Nilygy = i(t+) — i(t) = I, (4.1)

t

Obr. 4.1: Impulzny efekt

2. Impulzna sila posobi v momente, ked bod (x, ) pretne priamku z = zo,

pricom kineticka energia sa zvécsi o konstantu

mi®(t+)  mi*(t)
2 2

= ml = const.

Derivéacia i je opit zlava spojité. Ttito rovnicu vynasobime vyrazom 2 ¢m
m

dostavame

P?(t+) — 2*(t) = 21 = const,

d'alej zavedieme substiticiu 21 = I3, preto
PP(t+) — 2 (t) = I3
Lavé strana tejto rovnice je rovna rozdielu stvorcov, preto dostdvame
(@(t+) — 2(1) (@(t+) + () = 15.
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Sucet v druhej zatvorke upravime do potrebného tvaru a to tak, ze ho

rozsirime a teda dostavame

N (E(t+) — B(t) + B (t) + (1)) = 12,

a podobne po ekvivalentnej iprave sa dopracujeme do tvaru

Ni(Ni(t+) +22(t)) = I3, (4.2)

na ktory sa budeme este odvoldvat.

4.1 Priklady oscilatorov

Budeme vysetrovat niekolko prikladov oscildtorov popisanych diferencidlnymi
systémami a impulznymi podmienkami. Najskor budeme studovat prislusny systém
bez impulzov a urcéime jeho fazovy portrét pomocou tedrie z kapitoly 2. Potom
prejdeme k systému s impulzmi a zameriame sa na Studium periodickych tra-
jektorii. Pripomenme, ze periodické trajektorie systémov bez impulzov si uzav-
reté krivky a hovorime im cykly. V pripade systémov s impulzmi st periodické tra-
jektorie v dosledku impulzného skoku nespojité. Budeme ich nazyvat nespojitymi
cyklami. Definicie a vety z ¢asti 2.4 budeme aplikovat na dynamické systémy s

impulzmi.

4.1.1 Priklad 1

Na zaciatok si uvedieme pohyb popisany impulznym systémom

{y'c’+w2x:0, x # x9 > 0, 43)

Ai|peyy = 1, I>0.

Vidime, ze v systéme (4.3) vystupuje diferencidlna rovnica druhého radu a

taktiez impulzna podmienka.

e Najskor vysetrime tito rovnicu bez impulznej podmienky. Rovnicu v (4.3)
vieme previest substiticiou z;(t) = z(t), r2(t) = #(t) na konzervativny
systém v tvare

{951@) = 25(1), 4)

.Tg(t) = —W2I1(t).
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Systém (4.4) je specidlnym pripadom Hamiltonovho systému (2.28) , ktory
je definovany v kapitole 2. Zvolme k& € R ako konstantu. Hladina funkcie

H(zy,x2) je mnozina bodov (z1,x2) € G spliiujicich rovnicu

H(zq,x9) = k. (4.5)

Hladiny hamiltonidnu sa skladaju z trajektérii systému (2.28). Konzer-

vativny systém (4.4) je teda Hamiltonov a jeho hamiltonidn ma tvar

3 3
H(zy,20) = ?2 + wQEI. (4.6)

Ak zvolime v (4.5) k = %, dostdvame hladiny hamiltonidnu (4.6) v tvare

R
2 2 2

Pokial sa vratime z povodnym funkcidm dostaneme

% 4+ wr? = A,

Trajektorie rovnice v (4.3) tvoria zvézok elips a preto fazovy portrét rov-
nice v (4.3) m4 tvar ako na obrazku 4.2. Pohyb po lTubovolnej trajektorii

bude vzdy periodicky, teda rieSenie sa bude pohybovat vidy len po jednej
a tej istej trajektorii, pretoze v tomto pripade neuvazujeme impulzni pod-
mienku, ktord by zarucovala skoky na iné trajektorie. Vsetky trajektorie
systému (4.4) si cykly. St orbitalne stabilné, ale nie st asymptoticky or-

bitdlne stabilné.

Rotéacia na trajektériach prebieha po smere hodinovych ruciciek, pretoze v

0 1
A= (—w2 —2)\>

systému (4.3) je prvok a;2 =1 > 0.

matici

Teraz uvazujme priamku x = zg, na ktord bude oznacovat oblast, na ktorej

budi nastavat impulzné efekty. Pozrime sa teda na pohyb po trajektériach
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Obr. 4.2: Fazovy portrét rovnice z (4.3) bez impulzu

impulzného systému (4.3).

Predpokladajme Ze rieSenie bude $tartovat z bodu (zg, ). Potom sa po-
hyb vykona po trajektorii prechddzajicej takymto bodom, ktora pozostava
z elipsy ey : 2 + w?x? = w?z?, ktord lezi v polrovine x < zy, a z obliku
elipsy ey : 2% + w?x? = I? + w?z? leziaceho v polrovine z > x. Nakolko
startujeme v bode (xg,I) a pohybujeme sa po elipse e, impulzny efekt
nastane az v bode (xg, —1I), ktory sa prejavi skokom z ey na e;. Riesenie
pokracuje d'alej po e; az sa vrati do bodu (g, 0), kde skoci do bodu (g, I)
na e, a opit pokracuje po ey, vid obrazok 4.3.

Trajektorie, ktoré prechddzaju cez oblast Dy : #?+w?r? < w?x?, si uzavreté
krivky a pohyb, ktory tieto krivky popisuji, nieje predmetom impulzného
efektu, vid obrizok 4.4.

Trajektoria prechadzajica cez bod (z, é) pozostava z obliku elipsy e3 :
2 + wla? = % + w?z?, ktord lezi v polrovine z > =z, vid obrazok 4.5.
Riesenie bude startovat z bodu (zo, %) a pohyb sa vykona po trajektoérii
prechadzajicej takymto bodom, ktord pozostava z elipsy e3, impulzny efekt

nastane az v bode (xy, —é), ktory sa prejavi skokom o /. To znamena,
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Obr. 4.3: Trajektéria rieseni impulznej rovnice v (4.3), Startujica v bode (xg, I)
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Obr. 4.4: Trajektéria rieseni impulznej rovnice v (4.3), Startujica vo vnutri oblasti
D,
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7e rieSenie sa dostdva do povodného startovacie bodu a pokracuje dalej.
Vidime, ze v takomto pripade nastava kratky periodicky pohyb s mensou

periédou ako v predchadzajicom pripade.

Obr. 4.5: Trajektorie rieseni impulznej rovnice v (4.3), Startujice v bode (zo, 1)

Trajektoria, ktord zacina v oblasti Dy : I? > i? + w?2? > w222, a je
rozna od ez, sa skladd z oblikov dvoch elips leziacich v polrovine z > xy,
teda obliku elipsy eq : 4% + w?z? = (yo — )* + w?z§ a obliku elipsy
es : v+ wir? = y2+w?x?, vid obrdzok 4.5. Tento krat zvolime za Startovaci
bod (zo, yo). Riesenie sa zacne pohybovat po elipse e; a impulzny efekt na-
stane v bode (g, —¥o) ¢o sposobi skok na elipsu e5 do bodu (xg,y;). Pohyb
nasledne pokracuje po tejto elipse az do bodu (zg, —y;), v ktorom opét

nastava impulzny efekt a rieSenie sa vracia do povodného startovacieho
bodu.

Trajektéria, ktord zacina v bode (xg,y0) € D3 : I? < i + w?z? sa sklad4
z obliku elipsy eg : 22 + w?z? = Y2 + w?z?, ktora lez v polrovine x > zy,
a obliku elipsy e; : 2% + w?z® = (I — y)? + w?z? v polrovine = < .

Startovacim bodom bude (xg,), ktory ale lezi v oblasti Ds. RieSenie sa
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Obr. 4.6: Trajektorie rieseni impulznej rovnice v (4.3), Startujice v bode (g, yo) €
-D2 a ($0;y0> 7£ (QT(), é)

zaéne pohybovat po elipse eg a impulzny efekt nastane v bode (g, —yo) €o
sposobi skok na elipsu e; do bodu (g, —y;). Takdto elipsa sa uz nachddza
v oblasti Dy a pohyb pokracuje po tejto elipse az do bodu (zg,y1) € Do,
v ktorom opit nastdva impulzny efekt a riesenie sa vracia do povodného

Startovacicho bodu.

Vsetky pohyby v tomto systéme si periodické ale s nie rovnakou periédou. Je
teda evidentné, ze pri roznych startovacich bodoch dosahujeme réznu periodicitu.
Vsetky trajektérie impulzného systému (4.3) st nespojité cykly. St orbitdlne sta-

bilné, ale nie su orbitalne asymptoticky stabilné.
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Obr. 4.7: Trajektorie rieSeni impulznej rovnice v (4.3), Startujice v bode (g, yo) €
Ds

4.1.2 Priklad 2

Pouzitim metéd z kapitoly 2 je mozné skiimat pohyby tlmeného oscildtora s
impulznou silou posobiacou v momente, ked fazovy bod (z, ) prechddza priam-
kou z = 0 s nezdpornou rychlostou. Ak predpokladdme, Ze v dosledku impulzného
efektu bude rychlost zviicsend o velicinu Io(x), ktord zdvisi na rychlosti bodu v

¢ase impulzného efektu, potom rovnice pre pohyb oscilatora odvodime zo systému

T+ 207 + w?x = 0, x #0,

A | -[O(x)u pre T Z 07 (47>
xr = =
0 0, prez <O0.

Predpokladame, ze 0 < X\ < w. Za pomoci substiticie y = &, ¢im dostavame novy

systém
T =y,
U= —2\y — w3z, x #0, (4.8)
Ay‘$=0 = [<y)a
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kde

e Najskor sa pozrime ako bude vypadat fazovy portrét za pripadu, Ze uvazujeme
rovnicu zo systému (4.7) bez impulznej podmienky. Je to diferencidlna rov-
nica druhého radu, ktord za pomoci substitiicie y = & prevedieme na systém

dvoch diferencidlnych rovnic prvého radu

{jj Y (4.9)

U= —2\y — w?z.

Vidime, ze sa jedna o planarny linearny dynamicky systém s konstantou

maticou, ktord v tomto pripade je v tvare

0 1
A= (—w2 —2>\>

K matici A ndjdeme jej vlastné ¢isla z charakteristickej rovnice

. —a 1
det(A—al) =0 tj. ‘_MQ o)\ g = 0.
Odtial dostdvame kvadraticki rovnicu pre nezndmu a
a? +2Xa + w? = 0. (4.10)
Pre stopu a determinant matice A bude platit
trA = a11 + Qo9 = —2)\, detA = a11Q922 — A12Q921 = w2.

Potom kvadratickd rovnica je v tvare (4.10) a vlastné ¢isla a; a ap uréime
Z0 vzorcu

trA +./(trA)* — 4detA
2

a12 =

¢im po dosadeni a uprave dostavame ze,
a1 = == i\/ w2 — )\2
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a polozime vw? — A2 = v. Jordanova matica prislusnd k matici A mé tvar

-\ v
= (25)
Féazovy portrét kanonického systému & = Jx, uréime podla kapitoly 2. pre
pripad « = =\ < 0 a = —v < 0. Fazovy portrét je zobrazeny na obrazku
4.8 a ma tvar logaritmickej Spiraly. Preto taktiez trajektorie povodného
systému (4.9) maju tvar $pirdl, na ktorych pohyb pre t — oo smeruje k
pociatku. Rotacia na Spiralach je po smere hodinovych ruciciek, pretoze

diagondlny prvok a;s = 1 matice A je kladny.

e Uvazujme teda uz impulzny systém (4.8). Predpokladajme, ze pre y > 0,
je Iy(y) > 0. To znamen4, Ze impulznym efektom neklesd rychlost v bode
(x(t),y(t)) pohybujiceho sa po 3pirale.

Trajektérie pohybov systému (4.8) idi bud do nekoneéna alebo k pociatku,

alebo tiahnu ku nespojitému limitnému cyklu, ak taky existuje.

~

A 1

Obr. 4.8: Fazovy portrét systému (4.7)

Najskor uréime trajektérie systému (4.9) v kartézskych stiradniciach, t.j.
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integralne krivky rovnice

ydy + (2\y + wz)dxr = 0 (4.11)

bez impulznej podmienky. Vseobecné riesenie rovnice v (4.7) bez impulzov,

je v tvare

x(t) = e M(Cy cos(vt + ) + Cysin(vt + ).

Takéto riesenie, za pomoci novych integraénych konstant C; = Asing a

C5 = Acos p, prevedieme na tvar

z(t) = Ae M sin(vt 4 o), (4.12)

kde v = Vw? — X2, A= /C?+C3 a g—; = tan . Podla substiticie # = y

dostavame riesenie systému (4.9)
z(t) = Ae Msin(vt + @),

y(t) = Ae M (=Asin(vt + @) + v cos(vt + ¢)).

Tieto dve rovnice predstavuji parametrické rovnice s parametrom t, ktory

je potrebné vyjadrit. Podielom tychto rovnic teda dostdvame

Yy cos(vt + @)
—_— V—
T

sin(vt + @) (4.13)

Uvazujeme riesenie, ktoré startuje v bode (0, yo). Potom z(0) = sinyp = 0,
teda o = 0. Dalej y(0) = #(0) = Av = y,. Vypoéitame ¢ z rovnice (4.13),

ktora ma po uprave tvar

A
yrar_ cot(vt),
TV
teda
TV
= tan(vt
Y+ Az (v2)
a odtial

arctan <yﬁ\m + k‘ﬂ')

t = , ke Z
14
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Po dosadeni do riesenia systému (4.9) dostdvame

z(t) = Aemv et (555) sin (arctan ( - >> : (4.14)

Y+ Az

7 matematiky vieme, Ze plati nasledujici vztah

X

V1+ a2’

sin(arctan x) =

ktory aplikujeme na rieSenie (4.14), ¢im dostdvame

vx

T = A@ig arctan( yf;z ) y+Az

vx 2 ‘
1+ (%)

To po niekolkych ekvivalentnych dpravich déva

(Y
Y+ Az
2

Zbavenim sa mocnin a pouzitim uz znadmeho vztahu v? = w? — \? sa do-

(y+>\$)2 :AZVZQ—%arctan(ﬁ)'

pracujeme ku konetnému tvaru riesenia systému (4.9)

y? + 2\ry + w?a® = APy2em " xctan (g ) (4.15)

Vieme, ze y2 = A%v2. Preto findlne rieSenie je v tvare

22

y2 + 2)\.Z‘y + W22 = yge—T arctan(ﬁ-i—kw)' (416)
Y-ové suradnice bodov, v ktorych $pirdla (4.16) pretne priamku z = 0,

dostavame z (4.16) v tvare

y,z :yge_%k”, =0,1,2,...

Teda y-ové sturadnice bodov, v ktorych $pirdla (4.16) pretne polpriamku
r=0,y>0su

Yk :yoe_%kﬂ7 k2071a27"'
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>

Oznacme 227 = A,

v

Pre k =1 je
_Agn _A
Y1 = Yo€ v? = Yo€ A,

yi =y + Lo(y1) = yoe ™ + Io(yoe ™).

Pozrime sa na pohyb, ktory za¢ina v bode (0, yo), po vykonani jednej otacky
na Spirdle, sa fazovy bod dostdva na priamku x = 0, y > 0 s y-vou
suradnicou y; a potom sko¢i do bodu tejto priamky s y-vou stradnicou
ur-

Podobne pre k£ = 2 je

yo = yie ™ = (y1 + Lo(y1))e >,

ys =y + lo(y2) = yfe > + Io(yfe ).
Po vykonani d'alsej otacky na Spirdle, fazovy bod sa dostane na polpriamku
x =0, y > 0 s y-vou sturadnicou y,, a po tomto urobi skok do bodu tejto

polpriamky s y-vou stradnicou vy, a tak dalej.

Oznac¢me h ako zobrazenie polpriamky y > 0 dané ako

h:RY — RY, h(y) = ye 2 + Iy(ye ™). (4.17)
Ak rozsirime definiciu 2.4.9 na impulzné dynamické systémy vidime, ze
h je Poincarého zobrazenie a pevny bod zobrazenia h urcuje Startovaci
bod periodickej trajektorie. Tvar funkcie h z (4.17) ide odvodit nasledovne.

Budeme vychddzat z postupnosti y-vych stradnic

w=we > =yl =y + lo(r) = yoe 2 + Io(yoe ™) = h(yo),

Yo = yfrefA = ys =vya+ Io(ye) = yfrefﬁ + fo(yfrefA) = h(y),

Ynt1 = yoe S = yLl =h(yt), neN.

Pevné body zobrazenia h, t.j. body yo > 0 také, ze h(yo) = yo, uréuju ne-
spojity cyklus systému (4.8), t.j. periodicky pohyb, pozdfi ktorého nastane
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prave jeden impulz v peridde.

Polozme

W y) = h(h*1y)), ke€N.

Dalsie cykly dostavame ako pevné body zobrazenia h*. U takého cyklu
nastava prave k impulzov v peridéde. Orbitalna stabilita nespojitych cyklov
systému (4.8) je uréend stabilitou pevnych bodov zobrazenia h*(y).

O stabilite pevného bodu zobrazenia hovori veta 2.4.4 z kapitoly 2. Napriklad,

nech £ = 1 a rovnica

ye_A + Io(ye_A) =y (4.18)

mé riesenie y = y*. Potom cyklus systému (4.8) bude orbitalne asympto-
ticky stabilny, pokial bude pevny bod y* zobrazenia h asymptoticky sta-
bilny. To podla vety 2.4.4 nastane ak |§(y*)| < 1, t.j.

dl, A
1+_0 * 7&)

iy (y*e et < 1. (4.19)

Podobne cyklus systému (4.8) bude orbitélne nestabilny, pokial bude y*
nestabilny. To podla vety 2.4.4 nastane ak |%(y*)| > 1, t.j.

dly, .
L4+ —2(ye ™)

0y e8> 1. (4.20)

Specidlne, nech v systéme (4.8), Io(y) = I > 0. Potom m4 rovnica (4.18)

tvar

ye S+ 1 =y, (4.21)

a ma rieSenie




Riesenie y* urcuje pociatocny bod (0, y*) nespojité periodické trajektorie,
teda nespojitého cyklu. Tento nespojity cyklus obsahuje ¢ast zo spiraly

—22 arctan(
v

y? + 2 zy + wir? = y'e FERa ). (4.22)

Ukéazeme, ze v posudzovanom pripade Iy(y) = Iy > 0 systém (4.8) nemé

ostatné limitné cykly. Plati
k=1—h(y) =ye * + 1o,
k=2 h3(y) = hh(y)) = hy)e > + I =ye > + Io(e™® + 1,

k=3 h3y) = h(h2(y) = B2(y)e > + I = ye 2 + Io(e 2> —e® + 1),

Rovnica h*(y) = y m4 teda tvar

k—1
hk(y) = ye_kA + Iy Z e = y

m=0

a jej rieSenim dostavame

k-1
y(1—e %) =1, Z eTMA,
m=0

ZZ 10e ma

y =1y | — o ¥

Pretoze plat{ nasledovny vztah

11__66 kz (4.23)

m=0
m4 rovnica h*(y) = y jediné riesenie

y =0

1—e 2’

ktoré je zhodné s riesenim rovnice (4.21), pre k = 1,2, ....
Pretoze je splnena nerovnost (4.19), je trajektoria startujica v bode (0, y*)

nespojity orbitalne asymptoticky stabilny limitny cyklus.
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Obr. 4.9: Nespojity orbitdlne asymptoticky stabilny limitny cyklus systému (4.8),
kde Ay* = I,

4.1.3 Priklad 3

V tomto priklade budeme vysetrovat, ¢i pre tlmeny oscildtor existuji nespojité
cykly v pripade, ked impulzny efekt zvicsuje kinetickd energiu o konstantni

hodnotu. Takyto oscilator je opisany systémom

4201 + wlr = 0, x #0,

, (&) > 0, (4.24)
A$|x0:{ Oé)x<0

Prepisme impulzni podmienku do tvaru (4.2)

Az (Ai +23) = I,

a po substiticii y = 2 mame (Ay)?+2yAy—I3 = 0. Odtial Ay = —y++/y% + I2.

Pretoze kineticki energiu zvicsujeme, berieme Ay = —y + /y? + I a piSeme
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(4.24) ako

(Cil_f:ya dy:_wx_QAyv T %07
P \/y Y12,y >0, (4.25)
" 0, y<0.

Dostédvame teda systém podobny systému (4.8) s

Io(y) = —y +/y* + I5.

7 rovnice (4.18) dostaneme dosadenim za Iy(ye™2) = —ye 2 + \/y2e 22 + 12

ye—A . ye—A + /yQQ—ZA + Ig =.

Dostavame teda rovnicu zobrazenia h(y) v tvare

h(y) :=\/y2e 22 + 12 = . (4.26)

Po ekvivalentnej tiprave dostaneme
2 —2A 2 2
ye "+l =y,
a naslednym riesenim tejto rovnice sa dopracujeme k jedinému rieSeniu

Iy

V= ——
V1—e28

Odtialto, systém (4.24) ma limitny cyklus, ktory obsahuje cast §pirédly (4.22).

Derivécia funkcie Iy(y)

d Yy
T 1
dy 0( ) + /—y2+]_ga

v bode y* odpoveda nerovnosti

dlo(y*)

1<
dy

< 0,

a tak nerovnost (4.19) plati. Teda limitny cyklus je orbitdlne asymptoticky sta-
bilny.
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Teraz odvodime tvar zobrazenia h* z (4.27). Plat{

k=1 h(y) =/y2e 2> + I2,

E =2 W2(y) = h(h(y)) =/ (h(y)2e 25 + I} =

= \/y%—m + 13(6—25 + 1)’

k=3 13(y) = h(12(y)) = / (h(y))2e15 + B(e25 1) =

— \/y2676A + [g<€f4ﬁ + 6725 + 1)’

a teda rovnica pre pevny bod zobrazenia h¥ m4 tvar

k—1
hk’(y) = y2€72kﬁ + Ig Z emeA =,

m=0

pre k = 1,2, .... Systém (4.24) nem4 iny limitny cyklus, pretoze rovnica h*(y) =y

a jej riesenie dostavame v tvare

k=1 _omA
2 _ 12 Zm:O €
Yy 0 1 — e—2kA 7

Pretoze aj v tomto pripade mozeme uplatnit vztah (4.23), dostdvame jediné
riesenie
) Iy

v \/1—6—25’

pre k = 1,2, .... Teda impulzny systém (4.25) m4 jediny nespojity cyklus, ktory
je orbitalne asymptoticky stabilny.
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Obr. 4.10: Nespojit)’fi orbitalne asy{nptoticky stabilny limitny cyklus systému
(425), Ay* — —y*e_A + \/(y*)Qe—QA + [g
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4.1.4 Priklad 4

Predpokladajme, ze v systéme (4.24) sa impulz vyskytuje zakazdym, ked
fazovy bod pretne priamku z = 0 a ako vysledok impulzu, kinetickd energia
vzrastie o rovnaki hodnotu IZ. Linedrny oscildtor s takymito impulznymi efektmi

moze byt popisany rovnicou

4201 + wlxr = 0, x #0,
(" e 120
kde Iy(4) ma tvar
(@) = { TEVELR 20,
T i - iR+ 12, i <0,
Rovnako vieme impulzny systém (4.27) previest na systém
( dr
d dt - y)
Y
— = -2y, = #0, (4.28)

Ay’ _0:{_y+\/y2+]ga 9207
{ B —y — Y2+ 12, y < 0.

Aby nedoslo k opakovanému odévodneniu ako v predchadzajicom pripade,

mali by sme skiimat systéme (4.28) pouzitim inej met6dy, ktord moze byt taktiez
zaujimava.
V systéme (4.28), zmenime premenné (z,y) na (a, )
T = asin p,

y = a(—Asiny + vcos p), (4.29)
v =w? - \2%

Ak sinp # 0, tak

d d
sin gpd—? + acos gp—df = a(—Asinp + v cos @),
d d
(—/\singo—i—ycosgo)d—(; —a()\cosgo—i—usincp)d—f =

—2Xa(—Asin ¢ + v cos p) — w?asin .
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Prvi rovnicu tohto systému vyndsobime vyrazom (Acosg + vsiny) a druhu

rovnicu zase vyrazom cos . Po séitani takto upravenych rovnic dostavame s

ohladom na Z—?

da
— = —Aa.

dt

Naviac, ak opét vyndsobime prvi rovnicu tohto systému vyrazom (—\sinp +

v cos ) a druhd rovnicu vyrazom — sin ¢, potom po séitani tychto upravenych

rovnic s ohladom na Cé—f ziskame

dgo_
dt

V?
kde ¢ # km. Pretoze impulzny skok je realizovany len smerom hore alebo dolu
na osi y a pre x = asinp = 0, t.j. pre ¢ = k7 pretina rieSenie systému (4.28) osu
y, teda musia byt vzhladom k (4.29) dodrzané nasledujtice rovnosti
T+ Az = (a+ Aa)sin(kr + Ayp) =0,
Ay = (a+ Aa)v cos(kr + Ap) — va(—1)" = Aav(—1)F,

kde y = av(—1)*. To znamen4, Ze ak k-parne, tak potom y > 0, ak k-nepérne,
tak potom y < 0 a navyse

1)k

L { (—av(=1)* + /{av)? + I2) E°
(=1)*

Ag = DY e )y VPR
a=—~(-1)"= 2 72
v (—y =V +15)= 2+ 1)
_ —a+\/a2+£—§
—CL+1/(12+13

2

Odtial vidime, 7Ze

12
Aa|ppr = —a + 1] a® + V—%, JANCI )

Pretoze funkcia a odpoveda vzdialenosti bodu od pociatku, ma funkcia a skok

Aa > 0. Takze po zmene premennych (4.29), bude systém (4.28)

da dy
—==A — = k
dt a? dt V? 90 # 7-[-’
2
Aa|ppr = —a + 1/ a® + g



Periodické rieSenia rovnice

dp v (4.30)
Aa|pepr = —a+1/a® + 5

urcuji nespojité cykly v systéme (4.28).

Pozrime sa na existenciu periodickych rieseni rovnice (4.30) s periédou 27.
THto rovnicu jednoducho vyrieSime metédou separacie premennych pre obycajné
diferencidlne rovnice, ktord je podrobnejsie spracovand v [1, 2, 1], a takéto riesenie

je v tvare

a(p) = age™ > (#790). (4.31)

Ozna¢me A = ’;\ﬂ. Funkciu h(ag) dostaneme tak, ze budeme vychddzat z postup-
nosti vzdialenosti {ax} od pociatku.

Zvolme bod (0, yo) na kladnej ¢asti osy y. Tento bod ma od pociatku vzdiale-
nost ay = % RieSenie bude startovat v tomto bode a okamzite urobi skok na ose

y hore do bodu (0, yg ). Vzdialenost tohto bodu od pociatku bude podla (4.30)

12
ag =\/ad+ 2.
2

Pohyb pokracuje d'alej po danej trajektorii az do bodu (0,y;), ktory ma podla

(4.31) vzdialenost
~ _ J2
a1 =ale v" =afe t = e fad+ 2.
v

V bode (0,;) opét nastava skok na ose y dole do bodu (0,y; ). Tento bod ma
podla (4.30) vzdialenost od pociatku

I? 12 I
afz\/a%%—y—g:\/(a%jty—%) 6_2A—|—I/—%.

Riesenie ndsledne d’alej pokracuje po danej trajektérii az do bodu (0,12) na

kladnej casti osy y. Tento bod ma podla (4.31) vzdialenost od pociatku

_ _ J2 ]2
ay=aje > =e 2 (a% + —%) e 28 4+ 2,
14 14
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Teda pre pohyb rieSenia majici periédu 27, (a9 = ag), bude mat rovnica

pre pevny bod funkcie h(ag) nasledovny tvar

[2

k=1—h*(ap) == e_A\/<a(2) T y_(;) e~28 4 V_g = ay.

Tato rovnica ma jediné rieSenie

a():

_—. (4.32)
vy 1—e28

To znamend, Ze ak zvolime pociatoény bod (0,yo) tak, ze yo = ajv, tak do-
staneme nespojity asymptoticky stabilny cyklus systému (4.17).

Teraz odvodime tvar funkcie h* pre k > 1.

2

k=2 — h%*(ag) = h(h(ay)) = e_A\/(h(ao)) —44 + 2 s (1 +e728 4 e18) =
B A\/< " ]> Ry 514 o2t 4 o2

~ [2
= e—A\/ e—64 + (1 + e 2D 4 g~1A 4 o—60)

Odtial vidime, Ze rovnica pre pevny bod funkcie A* bude v tvare

k+1
) 12
h¥(ag) = e™2 | ae=2(:+1)5 1 I E e=28 = qq.

Jej riesenie dostavame v tvare

0 o208 kL 2
- >0
ap =

1 e—2(k+2)A ’

pre k = 0,1,2,.... Uplatnime vztah (4.23), vdaka ktorému dostdvame jediné

riesenie ag = ag, v tvare
]Oe*A

vv1— 28
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Preto rovnica (4.30) m4 jediné riesenie s periédou 27

2 A
\ag? + Ge v, 0<p<m,

12 x [2 _A(p—

a(p) =

. . . : .
Pretoze, pre ay = afj, derivécia funkcie h(af)

* * —4N x _—4N _

dh(ap) _ € _ € —4A

d(l — 2 — 2 a
_ 9 I _ I, 0
e A <a8 V% ) e 2N V%

(4.33)

je z intervalu (0, 1), podla vety 2.4.4 je periodické riegenie (4.33) orbitdlne asymp-

toticky stabilné.

Takze, rovnica (4.28) m4 jediny asymptoticky stabilny nespojity limitny cyk-

lus. Odpovedd 27-periodickému rieseniu impulznej rovnice (4.28). Preto taktiez

iné periodické rieSenia s periédou 2k, pre k > 1, rovnica (4.28) nemd. Vid

obrazok 4.11.
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Obr. 4.11: Nespojity asymptoticky stabilny limitny cyklus systému (4.28)
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Zaver

Pouzitie impulzné oby¢ajné diferencidlne rovnice poskytuje skvely nahlad na
spravanie urcitych systémov. Ukazuju totiz ako sa stabilita T-periodickych rieseni
moze menit v zavislosti od réznych faktorov. Dalej si impulzivne diferencidlne

rovnice uzitocné aj pre modelovanie urcitych biologickych procesov.

V tejto préaci som rozoberal Styri pripady impulznych oscilatorov. V prvom
pripade bol pohyb oscilatora popisany rovnicou harmonického netlmeného kmi-
tania. Po vySetreni tohto pripadu som dosiel k zaveru, ze pri roznych startovacich
bodoch dostdvame rézne pohyby s réznou periédou. Dalej vietky trajektérie po-
hybov predstavuju nespojité cykly, ktoré si orbitdlne stabilné.

V dalsich pripadoch bol uz pohyb oscildtora popisany rovnicou harmonického
tlmeného kmitania. Zmena nastala vo fazovom portréte daného systému. Zatial
¢o v prvom pripade bol fazovym portrétom zvizok elips, pri tychto oscildtoroch
je fazovy portrét v tvare logaritmickej §pirdly. To ndm umoznilo hladat nespojité
limitné cykly. V kazdom z tychto troch pripadov bola inad impulzné podmienka a
teda aj pohyb po spirdle fazového portrétu bol iny. Dosiel som ale k zaveru, ze
vo vetkych troch pripadoch bolo mozné ndjst nespojity asymptoticky stabilny
limitny cyklus, ktory je jediny pre dané pripady. To znamend, ze pri vSetkych
troch modeloch plati nasledujice: ak nastavime impulzny oscilator do pociatocénej
pozicie uréenej pevnym bodom zobrazenia h, bude sa chovat periodicky. Ak ho
nastavime do inej pociatocnej pozicie, bude jeho chovanie pre rastice ¢ konver-

govat k periodickému chovaniu.

Predstavme si situdciu, kedy potrebujeme pre urcité ti¢ely napocitat zatazenost
vozovky v nejakom tseku. To je mozné namodelovat aj pomocou diferencidlnych
rovnic v ktorych by vystupovali impulzy. Teda v konkrétnom mieste vozovky

umiestnime vysiela¢ signalu, ktory bude predstavovat oscildtor. Tento oscildtor
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bude vysielat harmonicky periodicky signédl prieéne cez celii vozovku. Mame
teda model s diferencialnou rovnicou. Impulzy v tomto pripade budu predsta-
vovat autd, ktoré budi prechidzat cez takyto vysielany signdl. Z elektrotechniky

je zname, ze prechodom telesa cez vysielany signal sa narusi amplitiida tohto

signdlu. Preto aj prechod automobilov bude predstavovat zmenu amplitidy. Na-

stavime hranicu poklesu amplitidy na urciti kriticki hodnotu, ktora bude signa-
lizovat prechod auta. Z grafického priebehu takéhoto signdlu sme potom schopni
vyéitat pocet automobilov, ktoré v danom tseku presli cez skiimant oblast.

Je dobré poznamenat, Ze toto je ¢isto hypotetickd modelové situdcia, ktorou
som chcel poukdzat na to, ako by sa dali aplikovat v praxi diferencidlne rovnice s
impulzmi. Pri redlnej aplikdcii by sme museli modelovat amplitidu v rieseni rov-
nice harmonického kmitania. Taktiez by sme sa museli zamysliet nad ndhodou,

ktora by v tomto pripade hrala velki tlohu.

Na zéver by som chcel zdoraznit, Ze tvorba tejto diplomovej prace vyrazne
rozsirila moje poznatky z tedrie diferencidlnych rovnic a dynamickych systémov,
na ktoré posobia impulzné efekty. Nielen, Zze som mohol za pomoci studia po-
trebnej literatiiry preskiimat podrobnejsie tiito problematiku, ale som rad, ze
pomocou takychto rovnic ¢i systémov som pochopil ich vyuzitie v realnych pro-

cesoch.
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