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využ́ıvajú hlavne poznatky z riešenia lineárnych homogénnych diferenciálnych
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1.1 Netlmené kmitanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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4.1.4 Pŕıklad 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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4.1 Impulzný efekt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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(4.25), 4y∗ = −y∗e−4̄ +
√

(y∗)2e−24̄ + I2
0 . . . . . . . . . . . . . 60
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Úvod

Impulzy v diferenciálnych rovniciach sa použ́ıvajú na opis okamžitej zmeny v

správańı sa určitého systému. Práve impulzy môžu pomôct’ pri popisovańı rôznych

biologických procesov, pretože dokážu presneǰsie poṕısat’ odchýlky. Ďalej dife-

renciálne rovnice môžu byt’ použité pre modelovanie dynamiky mnohých reálnych

javov. Vel’a evolučných procesov sa vyznačuje práve tým, že v určitom časovom

okamžiku podliehajú náhlym zmenám aktuálneho stavu. Takéto procesy podlie-

hajú krátkodobým odchýlkam, ktorých trvanie je zanedbatel’né v porovnańı s do-

bou trvania celého procesu. V dôsledku toho, je prirodzené predpokladat’, že tieto

odchýlky budú nastávat’ okamžite, to znamená, že diferenciálne rovnice, ktoré

podliehajú impulznému efektu, sú použité ako prirodzený opis pozorovaných ja-

vov.

Prvá kapitola tejto práce sa venuje kmitavému pohybu a kmitom a to z fy-

zikálneho pohl’adu. Podklady pre túto kapitolu boli naštudované a prevzaté z

[6, 9]. Oboznámi nás s pojmami ako je kmit či harmonické kmitanie. Taktiež

poukazuje na skladbu a odvodenie základnej rovnice kmitania harmonického os-

cilátora a riešenie takejto rovnice. Toto je ukázané zvlášt’ pre netlmené kmitanie

a zvlášt’ pre tlmené kmitanie. Obidva pŕıpady sa objavia v poslednej kapitole.

V druhej kapitole je rozoberaná už teória planárnych dynamických systémov.

Pre lepšie pochopenie je táto teória zameraná na dynamické systémy s dimenziou

rovnou 2. Ozrejmime si základne pojmy ako je dynamický systém či fázový portrét

a taktiež základne existenčné vety potrebné pre riešenie takýchto systémov [3, 7].

Sústred’uje sa pritom na dynamické systémy generované sústavou 2 autonómnych
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obyčajných diferenciálnych rovńıc prvého rádu, pretože práve takéto sa objavia

v pri vyšetrovańı modelov v poslednej kapitole. Pozornost’ budeme venovat’ aj

planárnemu Hamiltonovému systému. Záver tejto kapitoly sa venuje trajektóriám

riešeńı dynamických systémov a ich stabilite.

Samotný popis modelu s impulzmi je spomenutý v tretej kapitole, kde je

ukázaný model vo všeobecnosti [5, 8]. Ďalej popisuje priebeh celého riešenia,

ktoré podlieha impulznému efektu. Následne rozdel’uje systémy s impulzmi na

systémy s impulzmi vo fixnom momente, v premenlivom čase a na impulzné dy-

namické systémy, ktorým je venovaný aj zvyšok tejto práce.

Posledná kapitola sa nakoniec venuje už pohybu impulzného oscilátora. Po-

ukazuje na štyri pŕıklady oscilátorov. V prvom pŕıklade je uvedený pŕıpad netl-

meného kmitania s impulznou podmienkou. Nasledujúce tri pŕıklady predstavujú

už tlmené kmitanie, no v každom sa meńı impulzná podmienka, čo nám dáva aj

rôzne výsledky. Každý jeden pŕıklad oscilátora najskôr vyšetrujeme bez impulz-

nej sily a následne analógiou riešime pŕıpad, kedy sa v danom systéme objavuje

impulz. Všetky pohyby sú znázornené graficky na konci každého z pŕıkladov.

Táto práca poukazuje hlavne na podrobné odvodenie a popis chovania im-

pulzných oscilátorov, či už sa jedná o tlmené alebo netlmené kmitanie. Navyše

dokazuje existenciu asymptoticky stabilných nespojitých limitných cyklov.
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Kapitola 1

Kmitanie a kmity

V reálnom živote sa stretávame s rôznymi technickými javmi ako napŕıklad

kmity nosńıkov či hriadel’ov, ale aj kmitov na molekulovej úrovni, čo môže pred-

stavovat’ napŕıklad kmitanie molekúl alebo pohyb atómov v kryštálovej mriežke.

Pre lepšie pochopenie takýchto javov je dôležitý práve kmitavý pohyb. Kmity

zdroja, teda nejakej časti pružného prostredia, sa budú š́ırit’ týmto prostred́ım a

to vd’aka pružným vlastnostiam tohto prostredia. To nám zapŕıčiňuje existenciu

a š́ırenie vlnenia. Vlnenia, ktoré sa skladajú rovnako ako kmity hmotného bodu,

sa budú š́ırit’ od rôznych zdrojov práve prostred́ım. Nastávajú pritom javy, ktoré

sú charakteristické pre vlnové procesy, ako skladanie (interferencia), lom a ohyb

(difrakcia) vlnenia. V tejto kapitole sú použité teoretické poznatky z [6, 9].

Fyzikálny jav, pri ktorom dochádza k opakujúcim sa zmenám určitej fyzikálnej

veličiny, nazývame kmit. Kmity môžeme delit’ podl’a povahy veličiny a to na me-

chanické, pri ktorých môže meniacu veličinu predstavovat’ napŕıklad výchylka

gitarovej struny, výchylka fyzikálneho kyvadla alebo výchylka určitej časti me-

chanického zariadenia. Ďalej sú to kmity elektrické, ktoré sú chápané ako zmeny

intenzity magnetického či elektrického pol’a alebo zmeny elektrického napätia

alebo prúdu.

Kmitavý pohyb, pri ktorom hmotný bod neprekroč́ı určitú konečnú vzdia-

lenost’ od rovnovážnej polohy sa v mechanike hmotného bodu bude označovat’

pojmom kmit. Rovnovážna poloha je poloha, v ktorej sú sily pôsobiace na daný

hmotný bod v rovnováhe, teda výslednica śıl je rovná nule. Hmotný bod by bol

pri takejto polohe v pokoji. Pohyb, pri ktorom sa po uplynut́ı určitého časového

okamžiku T (periódy) hmotný bod dostáva do tej istej polohy, budeme označovat’
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ako periodický kmitavý pohyb. Navyše takýto pohyb má rovnaký rýchlost’ aj

zrýchlenie. Kmitavý pohyb nemuśı byt’ len pohyb po priamke. Môže to byt’ aj

pohyb po zložitej, ale vždy tej istej krivke. Harmonický kmitavý pohyb bude po-

hyb, ktorý je matematicky poṕısaný jednou harmonickou funkciou.

Najjednoduchš́ım pŕıpadom harmonického kmitavého pohybu je pohyb po

priamke za pôsobenia návratnej sily, ktorá je priamo úmerná výchylke. Takúto

kmitajúcu sústavu budeme nazývat’ lineárny harmonický oscilátor. Ak budeme

uvažovat’ odpor prostredia (tlmenie), tak budeme hovorit’ o pohybe ktorý je

tlmený. Naopak ak odpor prostredia nebudeme zohl’adňovat’, tak budeme ho-

vorit’ o netlmenom pohybe. Pokial’ by na oscilátor pôsobila nejaká vonkaǰsia

periodická sila, dostali by sme nútený lineárny harmonický oscilátor spolu s

vynútenými kmitmi. Na rozdiel od toho kmity, ktoré prebiehajú bez vplyvu von-

kaǰśıch nútiacich śıl budeme nazývat’ vlastné kmity.

1.1 Netlmené kmitanie

Uvažujme sústavu, ktorú tvoŕı ideálna pružina na ktorej je upevnený hmotný

bod o hmotnosti m podl’a obr. 1.1. Budeme predpokladat’, že pre deformáciu

pružiny (pred́lženie, alebo stlačenie) plat́ı Hookov zákon a deformácia pružiny

je priamo úmerná pôsobiacej sile. Budeme d’alej predpokladat’, že podložka je

ideálna a to v tom zmysle, že proti pohybu v horizontálnom smere nepôsob́ı

žiadna sila trenia.

Nech sa teleso pri nedeformovanej pružine nachádza v počiatku súradnicovej

osi. V tejto polohe na teleso v smere súradnicovej osi nebude pôsobit’ žiadna sila

a takúto polohu voláme rovnovážna poloha. Ak ho posunieme o vzdialenost’ x,

pružinu tým natiahneme a na teleso bude pôsobit’ sila v opačnom smere, ako sme

pružinu deformovali. Zložku tejto sily v smere osi x vyjadruje rovnica F = −kx,

kde k > 0. Takúto silu voláme návratná sila a konštanta k je silová konštanta

alebo tiež tuhost’ pružiny. Ak teleso uvol’ńıme, sila mu udeĺı zrýchlenie a po-

tenciálna energia natiahnutej pružiny sa premeńı na kinetickú energiu telesa. Po

prechode rovnovážnou polohou teleso začne pružinu stláčat’. Kinetická energia

sa premeńı na potenciálnu energiu stlačenej pružiny, situácia sa opakuje a teleso

začne vykonávat’ periodický pohyb po priamke.
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Obr. 1.1: Netlmené kmitanie

Takáto sústava predstavuje lineárny harmonický oscilátor. Ukážeme totiž,

že výchylka x z rovnovážnej polohy je harmonickou funkciou času a teda tento

lineárny oscilátor je harmonický.

Tento pohyb bude poṕısaný rovnicou

m
d2x

dt2
= −kx,

kde −kx = Fp predstavuje silu pružnosti, ktorej vel’kost’ je úmerná okamžitej

výchylke a pôsob́ı vždy proti tejto výchylke. Túto rovnicu preṕı̌seme do tvaru

d2x

dt2
+
k

m
x = 0,

a zavedieme substitúciu k
m

= ω2, č́ım dostávame rovnicu

d2x

dt2
+ ω2x = 0. (1.1)

Je evidentné, že rovnica (1.1) je lineárna diferenciálna rovnica druhého rádu

a riešenie takejto rovnice hl’adáme v tvare

x = eλt.

Po dosadeńı a úprave dostávame charakteristickú rovnicu

λ2 + ω2 = 0
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z ktorej vyplývajú komplexne združené korene λ1 = iω a λ2 = −iω. Z teórie

lineárnych diferenciálnych rovńıc [1, 2, 4] vyplýva, že ak rovnici vyhovujú dve

riešenia, riešeńım je aj ich lineárna kombinácia a všeobecné riešenie pohybovej

rovnice pre pohyb za pôsobenia návratnej sily má tvar

x = C1e
iωt + C2e

−iωt.

Z matematiky vieme, že C1 a C2 sú vo všeobecnosti združené komplexné č́ısla.

Výchylka x je však reálne č́ıslo. Využijeme eiϕ = cosϕ+ i sinϕ a zavedieme sub-

stitúcie C1 +C2 = A0 cosϕ, i(C1 −C2) = −A0 sinϕ. Po vykonańı elementárnych

úprav dostávame reálny tvar všeobecného riešenia pohybovej rovnice pre harmo-

nický oscilátor

x = A0 cos (ωt+ ϕ), (1.2)

kde x predstavuje okamžitú výchylku v čase t, A0 je maximálna výchylka alebo

aj amplitúda kmitov, argument (ωt + ϕ) je fáza kmitu a ϕ je fázová konštanta.

Fázová konštanta je fáza v čase t = 0. Obidve konštanty A0 a ϕ vyplývajú z

počiatočných podmienok, ktorými sú obyčajne výchylka a rýchlost’ v čase t = 0.

Časový priebeh harmonického kmitania je na obrázku 1.2.

Obr. 1.2: Netlmené harmonické kmity

Fyzikálny význam konštanty ω spoč́ıva v tom, že ked’ zväčšime čas v rovnici

(1.2), o 2π
ω

, tak dostaneme

x = A0 cos

(
ω

(
t+

2π

ω

)
+ ϕ

)
= A0 cos (ωt+ 2π + ϕ) = A0 cos (ωt+ ϕ).
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Časový interval T0 rovný 2π
ω

je doba, za ktorú sa výchylka opakuje, teda je to

perióda kmitov. Plat́ı

T0 =
2π

ω
= 2π

√
m

k
.

Frekvencia kmitov f0 je počet kmitov za časovú jednotku

f0 =
1

T0

=
1

2π

√
k

m
,

odtial’

ω = 2πf0 =
2π

T0

.

Je dobré poznamenat’, že frekvencia kmitania nijako nezáviśı na tom, ako

vel’mi sme pružinu natiahli a teda aká vel’ká je amplitúda kmitov. Záviśı len od

hmotnosti kmitajúceho telesa a silovej konštanty pružiny. Veličinu ω nazývame

uhlová frekvencia (tiež kruhová frekvencia) pohybu; jej jednotka v sústave SI je

radián za sekundu, fyzikálny rozmer je s−1.

Riešenie rovnice (1.1) môžeme rovnako dobre vyjadrit’ aj v tvare x = A0 sin (ωt+ ϕ).

Pri daných počiatočných podmienkach sa pritom len zmeńı hodnota fázovej konštanty

o π
2
.

Vyjadrime teraz rýchlost’ a zrýchlenie telesa. Pre rýchlost’ dostávame

v =
dx

dt
=

d

dt
A0 cos (ωt+ ϕ) = −A0ω sin (ωt+ ϕ) = A0ω cos

(
ωt+ ϕ+

π

2

)
,

a pre zrýchlenie

a =
dv

dt
=

d

dt
(−A0ω sin (ωt+ ϕ)) = −A0ω

2 cos (ωt+ ϕ) = A0ω
2 cos (ωt+ ϕ).

Vid́ıme, že rýchlost’ predbieha výchylku vo fáze o π
2

a zrýchlenie predbieha výchylku

vo fáze o π.

Mnohé úlohy, hlavne skladanie kmitov, sa značne zjednodušia, ak kmitavý

pohyb zobraźıme priemetom koncového bodu rotujúceho vektora. Podl’a obrázku

1.3 zvol’me na priamke x počiatočný bod a umiestnime v ňom počiatok vektora

14



otáčajúceho sa uhlovou rýchlost’ou ω v naznačenom smere. Nech vel’kost’ vektora

je A0 a nech uhol, ktorý rotujúci vektor zvieral s osou x v čase t = 0 je ϕ. Potom

priemet vektora do priamky x sa rovná práve A0 cos (ωt+ ϕ), čo je výraz pre

časovú závislost’ výchylky pri harmonickom kmitavom pohybe. Vektorové zobra-

zenie sa dá výhodne použit’ pri skladańı kmitov.

Obr. 1.3: Vektorové zobrazenie kmitavého pohybu

1.2 Tlmené kmitanie

Amplitúda ani energia netlmeného harmonického oscilátora od času nezávisia

a pohyb takéhoto oscilátora by trval stále. Pri kmitańı reálnych objektov sa

vždy viac, alebo menej stretávame s odporom prostredia a s treńım. Kmity

pri pôsobeńı trenia postupne zanikajú alebo napriek počiatočnej výchylke, alebo

rýchlosti vôbec nevzniknú.

Predpokladajme, že odpor prostredia je priamo úmerný rýchlosti Fodp = −rv ,

kde r > 0. Sila odporu prostredia smeruje proti rýchlosti, čo vyjadruje znamienko

mı́nus v tomto výraze. Ak pôsobiaca návratná sila je priamo úmerná výchylke

pohybová rovnica má tvar

m
d2x

dt2
= −kx− rdx

dt
.
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Obr. 1.4: Tlmený harmonický oscilátor

Zaved’me substitúcie

ω =

√
k

m
, 2λ =

r

m
.

Novú konštantu λ nazývame koeficient útlmu. Konštanta ω je vlastná uhlová

frekvencia, t.j. uhlová frekvencia netlmeného harmonického oscilátora. Po úprave

dostávame pohybovú rovnicu v tvare

d2x

dt2
+ 2λ

dx

dt
+ ω2x = 0. (1.3)

Riešenie rovnice hl’adáme v tvare x = Ceut. Po dosadeńı tejto funkcie do

predchádzajúcej rovnice dostávame charakteristickú rovnicu

u2 + 2λu+ ω2 = 0,

ktorej riešeńım je

u1,2 = −λ±
√
λ2 − ω2.

Dvom hodnotám u odpovedá všeobecné riešenie rovnice (1.3) v tvare lineárnej

kombinácie

x = C1e
u1t + C2e

u2t = e−λt(C1e
t
√
λ2−ω2

+ C2e
−t
√
λ2−ω2

).

Podl’a vel’kosti tlmenia môžu nastat’ tri pŕıpady:
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• Tlmenie je vel’ké a λ2 − ω2 > 0, potom obidve riešenia charakteristickej

rovnice u1,2 sú reálne č́ısla a x nemá žiadnu periodickú zložku. Teoreticky

za čas t → ∞ sa teleso dostane znovu do rovnovážnej polohy x = 0. Gra-

fický priebeh závislosti x = x(t) je krivka (a) na obrázku 1.5. Pri takomto

vel’kom tlmeńı o pohybe hovoŕıme, že je to aperiodický pohyb. Kmitanie

vôbec nenastane.

• Tlmenie je také, že λ2−ω2 = 0. V takomto pŕıpade z matematiky vyplýva,

že riešeńım rovnice (1.3) je funkcia x = e−λt a aj funkcia x = te−λt.

Všeobecné riešenie je ich lineárnou kombináciou a má tvar

x = e−λt(C1 + C2t).

Tento pohyb nazývame medzný aperiodický pohyb. Zodpovedá mu krivka

(b) na obrázku 1.5.

Obr. 1.5: Aperiodický pohyb tlmeného harmonického oscilátora

• Tlmený kmitavý pohyb nastáva len pri malom tlmeńı, ak λ2 − ω2 < 0.

Potom
√
λ2 − ω2 = i± ν, ν =

√
ω2 − λ2.

Všeobecné riešenie pohybovej rovnice má tvar

x = A0e
−λt(C1e

iνt + C2e
−iνt).

17



Podobným postupom ako v pŕıpade harmonického oscilátora dospejeme

substitúciou a úpravou k reálnemu tvaru všeobecného riešenia

x = A0e
−λt cos (νt+ ϕ).

Uhlová frekvencia w je menšia, ako uhlová frekvencia pri netlmenom kmi-

tańı tej istej sústavy a meńı sa aj amplitúda, ktorá s časom exponenciálne

klesá

A = A0e
−λt. (1.4)

Priebeh kmitania a zmeny amplitúdy je ukázaný na obrázku 1.6.

Obr. 1.6: Tlmené harmonické kmity

Pŕısne vzaté nemôžeme tlmený kmitavý pohyb pokladat’ za periodický pohyb,

pretože kmitajúci bod nedosiahne svoju pôvodnú výchylku. Pohyb je kváziperiodický

a o perióde T môžeme hovorit’ iba ako o časovom intervale, za ktorý hmotný bod

prechádza rovnovážnou polohou.

Perióda tlmených kmitov je

T =
2π

ν
=

2π√
ω2 − λ2

.

Plat́ı T > T0, kde T0 je perióda vlastných kmitov. Ak je tlmenie malé, perióda

sa prakticky rovná perióde netlmených kmitov. Zväčšovańım tlmenia perióda na-

rastá.
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Podiel amplitúd dvoch po sebe nasledujúcich maximálnych výchyliek označujeme

σ a nazývame útlm.

σ =
A(t)

A(t+ T )
=

A0e
−λt

A0e−λ(t+T )
= eλt

Prirodzený logaritmus útlmu je logaritmický dekrement útlmu δ = lnσ = λT .

Zo závislosti amplitúdy na čase (1.4) vid́ıme, že amplitúda kmitov sa zmenš́ı e-

krát za časový interval rovnajúci sa 1
λ
. Potom prevrátená hodnota logaritmického

dekrementu útlmu vyjadruje počet kmitov, počas ktorých sa amplitúda kmitov

zmeńı e-krát. Č́ım väčš́ı je logaritmický koeficient útlmu, tým menš́ı je počet kmi-

tov potrebný na určité zńıženie amplitúdy.

Vplyvom trenia dochádza k disipácii energie, mechanická energia kmitavého

pohybu sa meńı na energiu tepelnú a pohyb postupne zaniká. Ak v kmitajúcej

sústave chceme pohyb udržat’, muśıme sústave vhodným spôsobom dodávat’ ener-

giu. Na druhej strane práve tlmenie využ́ıvame v technickej praxi na odstránenie

nežiadúcich vibrácíı.

Ciel’om práce je vyšetrenie štyroch modelov impulźıvnych oscilátorov. K tomu

využijeme metódy z teórie planarných dynamických systémov (bez impulzov) [7].

Metódy následne uprav́ıme pre pŕıpady, kedy na dynamické systémy pôsobia im-

pulzy.
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Kapitola 2

Planárne dynamické systémy

Matematický model, ktorý sa meńı v čase podl’a určitých pravidiel, nazývame

dynamickým systémom. Vývoj dynamického systému môžeme sledovat’ nepretržite,

alebo v oddelených časových okamžikoch. Pri nepretržitom sledovańı hovoŕıme o

spojitom dynamickom systéme, zatial’ čo v druhom pŕıpade použ́ıvame termı́n

diskrétny dynamický systém. Ďalej sa budeme zaoberat’ len spojitými dyna-

mickými systémami a prevedieme výber z teórie v [3] a [7] potrebnej pre štúdium

impulzných oscilátorov v kapitole 4.

2.1 Dynamické systémy generované sústavou 2

autonómnych ODR prvého rádu

Defińıcia 2.1.1. Nech G je otvorená podmnožina priestoru R2 a vektorová fun-

kcia ϕϕϕ(t,xxx) zobrazuje množinu R × G do G. Ďalej nech ϕϕϕ ∈ C(R × G) a má

nasledujúce vlastnosti:

• ϕϕϕ(0,xxx0) = xxx0 pre každé xxx0 ∈ G;

• ϕϕϕ(t+ s,xxx0) = ϕϕϕ(t,ϕϕϕ(s,xxx0)) pre každé t, s ∈ R a xxx0 ∈ G;

• pre každé t ∈ R existuje k zobrazeniu ϕϕϕ(t, ·) inverzné zobrazenie a je rovné

ϕϕϕ(−t, ·).

Potom zobrazenie ϕϕϕ : R×G −→ G nazývame tok.

Pre každé pevné t ∈ R nazveme zobrazenie

ϕϕϕ(t, ·) : G −→ G
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dynamický systém v R2. Priestor R2 nazveme fázovým priestorom.

Budeme uvažovat’ sústavu dvoch autonómnych obyčajných diferenciálnych

rovńıc prvého rádu {
x′1(t) = f1(x1(t), x2(t)),
x′2(t) = f2(x1(t), x2(t)).

Odtial’ f1, f2 sú funkcie 2 reálnych premenných. Ekvivalentne je možné takúto

sústavu zaṕısat’ v tvare vektorovej funkcie

xxx′(t) = fff(xxx(t)). (2.1)

Najskôr si pripomenieme niektoré pojmy a vzt’ahy z teórie diferenciálnych

rovńıc

Defińıcia 2.1.2. Riešeńım rovnice (2.1) na intervale J ⊂ R rozumieme vektorovú

funkciu xxx(t) = (x1(t), x2(t)) takú, že xxx ∈ C1(J) splňuje rovnicu (2.1) pre každé

t ∈ J .

Ďalej budeme predpokladat’, že 0 ∈ J .

Rovnica (2.1) má obvykle nekonečne mnoho riešeńı. Preto kladieme na riešenia

d’aľsie podmienky, ktoré upresnia, aké riešenia mám zrovna na mysli. Základná

podmienka, ktorou môžeme špecifikovat’ jednotlivé riešenia rovnice (2.1) je počiatočná

podmienka (Cauchyho) tvaru

x1(0) = x0
1, x2(0) = x0

2 (2.2)

kde bod xxx0 = (x0
1, x

0
2) ∈ R2 je tzv. počiatočný bod riešenia. Podmienku (2.2)

ekvivalentne zapisujeme

xxx(0) = xxx0. (2.3)

Defińıcia 2.1.3. Úloha (2.1), (2.3) sa nazýva počiatočná (Cauchyho) úloha.

Ide o úlohu nájst’ riešenie rovnice (2.1) na intervale J ⊂ R, splňujúce pod-

mienku (2.3). Také riešenie budeme označovat’ ϕϕϕ(t,xxx0). Podl’a defińıcie 2.1.2 a

vzorca (2.3) vektorová funkcia ϕϕϕ splňuje nasledujúce rovnosti

ϕϕϕ′(t,xxx0) = fff(ϕ(t,x0x0x0)), ∀t ∈ J, (2.4)

ϕϕϕ(0,xxx0) = xxx0. (2.5)
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Veta 2.1.1. (Základná veta o existencii a jednoznačnosti) Nech G je otvorená

podmnožina v R2 obsahujúca xxx0. Ďalej nech fff ∈ C1(G). Potom úloha (2.1), (2.3)

má jediné riešenie ϕϕϕ(t,xxx0) definované na maximálnom intervale Ixxx0 = (axxx0 , bxxx0) ⊂
R obsahujúcim 0.

Ďalej budeme predpokladat’, že funkcia fff v rovnici (2.1) splňuje podmienky

vety 2.1.1, t.j. fff ∈ C1(G). T́ım zaruč́ıme existenciu jedinej vektorovej funkcie

ϕϕϕ(t,x0x0x0), ktorá bude splňovat’ (2.4) pre x0x0x0 ∈ G a J = Ix0 .

Pre pevne zvolené x0x0x0 ∈ G je vektorová funkcia ϕ(·, x0)ϕ(·, x0)ϕ(·, x0) zobrazeńım z J do R2

a môžeme ju zapisovat’ v tvare

ϕ(t,x0x0x0) = (ϕ1(t, x0
1, x

0
2), ϕ2(t, x0

1, x
0
2)).

Veta 2.1.1 zaručuje, že riešenie ϕϕϕ(t,x0x0x0) úlohy (2.1), (2.3) je definované na in-

tervale Ix0 = (ax0 , bx0), ktorý je vo všeobecnosti len podintervalom v R. Teda

ϕϕϕ(t,x0x0x0) nemuśı byt’ definované pre každé t ∈ R. Takéto zobrazenie nesplňuje ale

podmienky nasledujúcej vety

Veta 2.1.2. (Generovanie dynamického systému) Nech x0x0x0 je l’ubovol’ný bod z ot-

vorenej množiny G v R2, fff ∈ C1(G) a nech ϕϕϕ(t,x0x0x0) je riešeńım úlohy (2.1), (2.3)

na R. Predpokladajme, že ϕϕϕ(t,x0x0x0) ako vektorová funkcia 3 premenných t, x0
1, x

0
2

zobrazuje množinu R×G do G.

Potom ϕϕϕ je tok. Ďalej pre každé pevné t ∈ R je zobrazenie ϕϕϕ(t,x0x0x0) : G −→ G

dynamický systém v R2.

Ak je ale G = R2, a teda funkcia fff ∈ C1(R2), potom je možné transformovat’

premenné t tak, že po takejto transformácii plat́ı Ix0 = R pre každé x0x0x0 ∈ R2.

Transformovaná rovnica potom generuje dynamický systém v zmysle vety 2.1.2.

Pre d’aľsiu orientáciu v problematike zadefinujeme niekol’ko základných poj-

mov potrebných k defińıcíı fázového portrétu diferenciálnej rovnice (2.1).

Defińıcia 2.1.4. Graf riešeńı ϕϕϕ(t,x0x0x0) je množina bodov (t,ϕϕϕ(t,x0x0x0)), kde t ∈ Ix0 .

Je zrejmé, že graf riešeńı ϕϕϕ(t,x0x0x0) je hladká krivka v priestore R3 s paramet-

rickými rovnicami

t = t, x1 = x1(t), x2 = x2(t), t ∈ Ix0 .
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Defińıcia 2.1.5. Trajektória riešeńı ϕϕϕ(t,x0x0x0) je množina bodov ϕϕϕ(t,x0x0x0), kde t ∈
Ix0

Trajektória riešeńı ϕϕϕ(t,x0x0x0) je hladká krivka v priestore R2 s parametrickými

rovnicami

x1 = x1(t), x2 = x2(t), t ∈ Ix0 .

Vid́ıme, že trajektóriu riešeńı ϕϕϕ(t,x0x0x0) dostaneme ako projekciu grafu riešeńı

ϕϕϕ(t,x0x0x0) do priestoru R2. Takú trajektóriu budeme značit’ γ(x0x0x0).

Defińıcia 2.1.6. Kritický bod rovnice (2.1) je bod x̄xx = (x̄1, x̄2) ∈ R2 splňujúci

sústavu rovńıc {
f1(x1, x2) = 0,
f2(x1, x2) = 0.

Pokial’ bod x̄xx nieje kritický bod, nazývame ho regulárny bod rovnice (2.1).

Defińıcia 2.1.7. Fázový portrét rovnice (2.1) je množina trajektóríı všetkých

riešeńı rovnice spoločne so š́ıpkami na trajektóriách, ktoré označujú pohyb bodu

ϕϕϕ(t,x0x0x0) na trajektórii pre rastúce t.

Vel’mi dôležitou vlastnost’ou kritického bodu je stabilita, ktorú budeme defi-

novat’ nasledovne. Predpokladajme, že G ⊂ R2 je množina z vety 2.1.1 a Ix0 = R
pre každé x0x0x0 ∈ G

Defińıcia 2.1.8. Kritický bod x̄xx ∈ G rovnice (2.1) nazveme stabilný, ak plat́ı

∀ε > 0∃δ > 0∀x0x0x0 ∈ G : ‖x̄xx− x0x0x0‖ < δ ⇒ ‖ϕϕϕ(t,x0x0x0)− x̄xx‖ < ε, ∀t ≥ 0. (2.6)

Defińıcia 2.1.9. Zvol’me bod aaa = (a1, a2) ∈ R2 a ε > 0. Potom množinu bodov

xxx = (x1, x2) ∈ R2 splňujúcich rovnost’

‖xxx− aaa‖ =

√√√√ 2∑
i=1

(xi − ai)2 < ε

nazveme ε-ové okolie bodu aaa.
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Defińıcia 2.1.10. Kritický bod x̄xx ∈ G rovnice (2.1) nazveme nestabilný, pokial’

nie je stabilný. Teda ak aspoň pre jedno t > 0 plat́ı

∃ε > 0∀δ > 0∃x0x0x0 ∈ G : ‖x̄xx− x0x0x0‖ < δ ∧ ‖ϕϕϕ(t,x0x0x0)− x̄xx‖ ≥ ε. (2.7)

V aplikáciach má často väčš́ı význam silneǰśı typ stability definovaný nasle-

dovne

Defińıcia 2.1.11. Kritický bod x̄xx ∈ G rovnice (2.1) nazveme asymptoticky stabilný,

ak je stabilný a naviac plat́ı

∃r > 0∀x0x0x0 ∈ G : ‖x̄xx− x0x0x0‖ < r ⇒ lim
t→∞
‖ϕϕϕ(t,x0x0x0)− x̄xx‖ = 0. (2.8)

Defińıcia 2.1.12. Množina počiatočných bodov x0x0x0 ∈ G splňujúcich podmienku

lim
t→∞
‖ϕϕϕ(t,x0x0x0)− x̄xx‖ = 0

sa nazýva oblast’ pŕıt’ažlivosti kritického bodu x̄xx.

Oblast’ pŕıt’ažlivosti môže mat’ vel’mi zložitú štruktúru a jej určenie býva

zložitý problém. Defińıcia 2.1.12 hovoŕı, že ak zvoĺıme počiatočný bod x0x0x0 v ob-

lasti pŕıt’ažlivosti kritického bodu x̄xx, potom graf riešenia ϕϕϕ(t,x0x0x0) konverguje pre

t −→∞ ku grafu konštantného riešenia x̄xx.

2.2 Sústava 2 lineárnych homogénnych diferenciálnych

rovńıc prvého rádu s konštantnými koefi-

cientmi

Uvažujme v (2.1) vektorovú funkciu fff = (f1, f2), kde f1(x1, x2) = a11x1 +

a12x2, f2(x1, x2) = a21x1 + a22x2. Dostávame teda sústavu dvoch obyčajných

diferenciálnych rovńıc prvého rádu v tvare{
x′1(t) = a11x1(t) + a12x2(t),
x′2(t) = a21x1(t) + a22x2(t),

(2.9)

kde a11, a12, a21, a22 sú dané reálne č́ısla.

Sústavu (2.9) ide ekvivalentne zaṕısat’ pomocou matice

AAA =

(
a11 a12

a21 a22

)
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v tvare vektorovej rovnice

xxx′(t) = AAAxxx(t), (2.10)

s počiatočnou podmienkou v tvare

xxx(0) = xxx0, (2.11)

kde xxx0 = (x0
1, x

0
2)T ∈ G.

Veta 2.2.1. (O globálnej existencii a jednoznačnosti) Počiatočná úloha (2.10),

(2.11) má pre l’ubovol’né x0x0x0 ∈ R2 jediné riešenie ϕϕϕ(t,xxx0) definované na celom R.

Toto riešenie je tvaru

ϕϕϕ(t,xxx0) = eAAAtxxx0, t ∈ R (2.12)

pričom eAAAt je maticová funkcia daná nasledujúcou radou

eAAAt =
∞∑
n=0

(AAAt)n

n!
, t ∈ R. (2.13)

Maticovú funkciu eAAAt nevieme určit’ z matice AAA. Preto využ́ıvame teóriu Jor-

danovych kanonických tvarov. Po zavedeńı substitúcie

xxx(t) = PyPyPy(t), (2.14)

plat́ı

x′x′x′(t) = Py′Py′Py′(t) = APyAPyAPy(t),

preto

y′y′y′(t) = PPP−1APyAPyAPy(t).

To znamená, že rovnica (2.10) je transformovaná na rovnicu

y′y′y′(t) = JJJyyy(t), (2.15)

s dvojrozmernou konštantnou maticou JJJ v Jordanovom kanonickom tvare, ktorá

záviśı na matici AAA.
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Obr. 2.1: Štyri rôzne fázové portréty

Za predpokladu, že vlastné č́ısla maticeAAA sú komplexne združené, t.j. a12 = α±iβ,

bude Jordanova matica v tvare

JJJ =

(
α −β
β α

)
(2.16)

Matice JJJ je k maticiAAA určená jednoznačne až na poradie č́ısiel β a−β na vedl’aǰsej

diagonále.

Fázový portrét rovnice (2.15) respekt́ıve odpovedajúceho dynamického systému

ide jednoducho určit’ z hodnôt vlastných č́ısel a1 a a2 matice JJJ .

Veta 2.2.2. Nech JJJ je matica s komplexne združenými vlastnými č́ıslami a1,2 =

α± iβ, pričom α 6= 0, β 6= 0.

Potom systém (2.15) má jeden zo štyroch fázových portrétov na obrázku 2.1.

Dôkaz. Kanonickú rovnicu (2.15) môžeme zaṕısat’ ekvivalentne v tvare{
y′1(t) = αy1(t)− βy2(t),

y′2(t) = βy1(t) + αy2(t).
(2.17)

Ďalej si urč́ıme maticovú funkciu, ktorá bude mat’ podobu

eJJJteJJJteJJJt = eαt
(

cos βt − sin βt
sin βt cos βt

)
, (2.18)
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Pre l’ubovol’ný bod (y1, y2) ∈ R2 jediné riešenie tejto sústavy a to v tvare

ϕϕϕ(t, y0y0y0) = eJJJty0y0y0 = eαt
(

cos βt − sin βt
sin βt cos βt

)(
y0

1

y0
2

)
, t ∈ R.

Predpokladajme, že bod (y0
1, y

0
2) 6= (0, 0). V tomto pŕıpade je vhodné využit’

transformáciu do polárnych súradńıc a nájst’ tak nový tvar riešenia a rovnice

orbity v polárnych súradniciach. Do systému (2.17) zavedieme substitúciu

y1(t) = r(t) cos θ(t), y2(t) = r(t) sin θ(t), t ∈ R, (2.19)

ktorá vyjadruje vzt’ah medzi vektorovou funkciou ϕϕϕ(t, y0y0y0) = (y1(t), y2(t))T a no-

vou vektorovou funkciou (r(t), θ(t))T , ktorej prvá zložka r(t) je kladná na R.

Pritom pre l’ubovol’né pevné t ∈ R je v R2 je vzt’ah medzi bodom (y1(t), y2(t)), v

ktorom je y1(t) 6= 0 a bodom (r(t), θ(t)) charakterizovaný vzorcami

y2
1(t) + y2

2(t) = r2(t),
y1(t)

y2(t)
= tan θ(t). (2.20)

Pokial’ zderivujeme prvú rovnicu z (2.19), dostávame

2y1(t)y′1(t) + 2y2(t)y′2(t) = 2r(t)r′(t).

Po dosadeńı z (2.17) sa dostávame k rovnici

y1(t)(αy1(t)− βy2(t)) + y2(t)(βy1(t) + αy2(t)) = r(t)r′(t),

čo po úprave dáva

r′(t) = αr(t). (2.21)

Ak je y1(t) 6= 0, z druhej rovnice v (2.20) vyplýva, že θ(t) = arctan y2(t)
y1(t)

+nπ, pre

každé celé č́ıslo n. Preto plat́ı

θ′(t) =
y′2(t)y1(t)− y′1(t)y2(t)

y2
1(t) + y2

2(t)

Po dosadeńı (2.17) a vzhl’adom na to, že r, y1 a y2 majú spojité derivácie,

dostávame

θ′(t) = β,
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čo spoločne s (2.21) vedie na systém{
r′(t) = αr(t),

θ′(t) = β.
(2.22)

Substitúciou (2.19) je počiatočný bod y0y0y0 = (y0
1, y

0
2) 6= ooo transformovaný na bod

(r0, ρ0), kde kladná konštanta r0 je vzhl’adom k (2.20) jednoznačne určená vzor-
com

r0 =

√
y0

1
2

+ y0
2

2
. (2.23)

Oproti tomu θ0 nieje určená jednoznačne a splňuje podmienku

θ0 = arctan
y0

2

y0
1

+ nπ,

pre l’ubovol’né celé n. Ďalej budeme preto predpokladat’, že θ0 ∈ (−π, π]. Potom

k bodu (y0
1, y

0
2) ∈ R2\{(0, 0)} bude bod (r0, θ0) ∈ (0,+∞)× (−π, π] jednoznačne

určený a počiatočná podmienka prejde na

r(0) = r0, θ(0) = θ0. (2.24)

Riešenie počiatočnej úlohy (2.22) a (2.24) nachádzame elementárnymi metódami

riešeńı diferenciálnych rovńıc ako vektorovú funkciu

(r(t), θ(t))T = (r0e
αt, βt+ θ0)T , t ∈ R. (2.25)

Parametrické rovnice trajektórie budú mat’ tvar

r(t) = r0e
αt, θ(t) = βt+ θ0 t ∈ R (2.26)

Teraz z týchto rovńıc odstránime parameter t. Z druhej rovnice máme t = θ(t)−θ0
β

a

dosadeńım do prvej rovnice dostávame nasledovnú rovnicu trajektórie v polárnych

súradniciach

r = cekθ, θ ∈ R, (2.27)

pričom konštanty c, a k závisia na zložkách α a β vlastných č́ısel matice a

počiatočnom bode (r0, θ0), ktorý je jednoznačne určený z bodu (y0
1, y

0
2). Teda

plat́ı

k =
α

β
, c = r0e

−kθ0 .
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Trajektória daná rovnicou (2.27) je logaritmická špirála. Jej tvar je určený zna-

mienkom č́ısla k a smer š́ıpky na orbite je daný znamienkom č́ısla β.

• V pŕıpade α > 0 a β > 0. Potom sú funkcie r(t) a θ(t) rastúce a plat́ı

lim
t→∞

r(t) =∞,

lim
t→∞

θ(t) =∞.

To znamená, že bod (y1(t), y2(t)) sa bude vzd’al’ovat’ od počiatku do ne-

konečna a nekonečne mnoho krát obiehat’ okolo počiatku proti smere hodi-

nových ručičiek po trajektórii γ(x0x0x0).

• V pŕıpade α < 0 a β > 0. Potom plat́ı

lim
t→∞

r(t) = 0,

lim
t→∞

θ(t) =∞.

Teda bod (y1(t), y2(t)) sa bude približovat’ k počiatku a nekonečne mnoho

krát obiehat’ okolo počiatku proti smere hodinových ručičiek po trajektórii

γ(x0x0x0).

• V pŕıpade α > 0 a β < 0. Potom plat́ı

lim
t→∞

r(t) =∞,

lim
t→∞

θ(t) = −∞.

V takomto pŕıpade sa bude bod (y1(t), y2(t)) sa bude vzd’al’ovat’ od počiatku

do mı́nus nekonečna a nekonečne mnoho krát obiehat’ okolo počiatku v

smere hodinových ručičiek po trajektórii γ(x0x0x0).

• V pŕıpade α < 0 a β < 0. Potom plat́ı

lim
t→∞

r(t) = 0,

lim
t→∞

θ(t) = −∞.

Bod (y1(t), y2(t)) sa bude približovat’ počiatku a nekonečne mnoho krát

obiehat’ okolo počiatku proti v smere hodinových ručičiek po trajektórii

γ(x0x0x0).
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Teda je určený fázový portrét rovnice (2.15). Teraz si ukážeme prechod od

rovnice (2.15) k rovnici (2.10) a to za pomoci regulárnej transformačnej matice

PPP , ktorú sa vyjadŕı z rovnice

AP = PJAP = PJAP = PJ.

Teda matica PPP bude prevádzat’ fázový portrét rovnice (2.15) na fázový portrét

rovnice (2.10) a to tak, že body (y1, y2) fázovej roviny rovnice (2.15) sa trans-

formujú vzájomne jednoznačne na body (x1, x2) fázovej roviny rovnice (2.10). Z

toho vyplýva, že aj trajektórie rovnice (2.15) sú jednoznačne transformované na

trajektórie rovnice (2.10), pričom smer š́ıpok na trajektóriách zostane zachovaný.

Veta 2.2.3. Pri transformácii (2.14) prejde kritický bod ȳ̄ȳy = (y1, y2) rovnice

(2.15) na kritický bod x̄̄x̄x = (x1, x2) rovnice (2.10).

Transformácia (2.14) sa skladá z konečného počtu elementárnych transformácíı

xxx =

(
0 1
1 0

)
yyy, xxx =

(
r 0
0 1

)
yyy, xxx =

(
1 0
1 1

)
yyy, r ∈ R.

Pretože plat́ı (
x1

x2

)
=

(
−1 0
0 1

)(
y1

y2

)
=

(
−y1

y2

)
,

transformácia (2.14) môže preklopit’ graf danej funkcie okolo osy y2, vid’ obrázok

2.2.

Z toho vyplýva, že špirála vo fázovom portréte rovnice (2.15) prechádza na špirálu

vo fázovom portréte (2.10), pričom rotácia riešenia vo fázovom portréte rovnice

(2.15) nemuśı byt’ zhodná s rotáciu vo fázovom portréte rovnice (2.10). To zna-

mená, že špirála, ktorá rotuje po smere hodinových ručičiek, sa môže zobrazit’

transformáciou (2.14) na špirálu, ktorá ale rotuje proti smere hodinových ručičiek.

Smer rotácie na špirále je možné určit’ aj priamo z maticeAAA, ktorá v pŕıpade kom-

plexných vlastných č́ısel splňuje podmienku (trAtrAtrA)2 − 4detAdetAdetA < 0, t.j.

(a11 + a22)2 < 4(a11a22 − a12a21).
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Obr. 2.2: Transformácia x = Py

To dáva po jednoduchej úprave

(a11 − a22)2 < −4a12a21,

a je zrejmé, že plat́ı a12a21 < 0.

Predpokladajme, že plat́ı a12 < 0, zvoĺıme bod xxx0 = (x0
1, x

0
2) na kladnej poloose

x2, teda

x0
1 = 0, x0

2 > 0,

a budeme uvažovat’ riešenie ϕϕϕ(t,xxx0) rovnice (2.10), ktoré navyše splňuje pod-

mienku xxx(0) = (x1(0), x2(0)) = xxx0. Potom z prvej rovnice v sústave (2.9) máme

x′1(0) = a11x1(0) + a12x2(0) = a11x
0
1 + a12x

0
2 = a12x

0
2 < 0.

Preto bude prvá zložka x1(t) riešenia ϕϕϕ(t,xxx0) klesat’ v bode t = 0, z tohto dôvodu

š́ıpka na trajektórii γ(x0x0x0) smeruje v bode x0x0x0 dol’ava, teda rotácia takejto tra-

jektórie bude v protismere hodinových ručičiek.

V pŕıpade, že a12 > 0 a dodržańı predchádzajúceho postupu, dospejeme k záveru,

že prvá zložka x1(t) riešenia ϕϕϕ(t,xxx0) rást’ v bode t = 0, z tohto dôvodu š́ıpka na

trajektórii γ(x0x0x0) smeruje v bode x0x0x0 doprava, teda rotácia takejto trajektórie bude

v smere hodinových ručičiek.
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2.3 Planárny Hamiltonov systém

Defińıcia 2.3.1. Nech G ⊂ R2 je otvorená množina a H ∈ C2(G). Potom systém

tvaru {
x′1(t) = ∂H

∂x2
(x1(t), x2(t)),

x′2(t) = − ∂H
∂x1

(x1(t), x2(t)).
(2.28)

sa nazýva Hamiltonov systém a funkciu H(x1, x2) nazývame hamiltonián.

Funkcia H(x1, x2) má vo fyzikálnych modeloch význam totálnej energie. Na-

sledujúca veta popisuje základnú vlastnost’ systému (2.28)

Veta 2.3.1. (Konzervácia energie) Nech x0x0x0 ∈ G a ϕϕϕ(t,x0x0x0) je riešenie počiatočnej

úlohy (2.28), (2.11) na maximálnom intervale Ix0 ⊂ R. Potom plat́ı

H(ϕϕϕ(t,x0x0x0)) = H(x0x0x0) ∀t ∈ Ix0 .

Táto veta nám hovoŕı, že funkcia H(x1, x2) zostáva konštantná pozd́lž tra-

jektórie l’ubovol’ného riešenia systému (2.28). Hovoŕıme že takýto systém konzer-

vuje energiu a to má za dôsledok, že hladiny hamiltoniánu H(x1, x2) sa skladajú

z trajektóríı systému (2.28). Zvol’me c ∈ R, a teda hladina Hc funkcie H(x1, x2)

je množina bodov (x1, x2) ∈ G splňujúcich rovnicu

H(x1, x2) = c.

Nájdenie hlad́ın analyticky nemuśı byt’ vždy jednoduché, preto zvyčajne najskôr

hl’adáme kritické body, vyšetrujeme okolie týchto bodov, hl’adáme hladiny obsa-

hujúce takéto kritické body. Ak je (x̄1, x̄2) ∈ G kritický bod systému (2.28),

potom podl’a vety o konzervácii energie hladina obsahujúca tento kritický bod sa

skladá z bodov (x1, x2) splňujúcich rovnicu

H(x1, x2) = H(x̄1, x̄2).

2.4 Trajektórie riešeńı dynamických systémov

V praxi sa môžeme stretnút’ s rôznymi typmi trajektóríı:
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• Periodická trajektóriaPeriodická trajektóriaPeriodická trajektória, ktorá ma tvar uzavretej krivky, odpovedá periodickému

riešeniu systému a nazýva sa cyklus.

• Homoklinická trajektóriaHomoklinická trajektóriaHomoklinická trajektória, odpovedajúca riešeniu, ktoré konverguje pre t −→
∞ aj t −→ −∞ k tomu istému kritickému bodu.

• Heteroklinická trajektóriaHeteroklinická trajektóriaHeteroklinická trajektória, odpovedajúca riešeniu, ktoré konverguje pre t −→
∞ k jednému kritickému bodu a pre t −→ −∞ k inému kritickému bodu.

Defińıcia 2.4.1. Kritický bod x̄xx systému (2.28) nazveme stred, ak existuje okolie

U bodu x̄xx, ktoré obsahuje len periodické trajektórie obiehajúce tento kritický

bod.

2.4.1 Periodické trajektórie a ich stabilita

Uvažujme rovnicu (2.1), kde G ⊂ R2, fff ∈ Ck(G), k ≥ 1, x0x0x0 ∈ G. Nech

ϕϕϕ(t,x0x0x0) je riešeńım rovnice (2.1) splňujúce počiatočnú podmienku (2.3), ktoré je

definované na maximálnom intervale (ax0 , bx0). Ďalej nech γ(x0x0x0) je trajektória

riešenia ϕϕϕ(t,x0x0x0). Predpokladajme, že γ(x0x0x0) ⊂ G.

Defińıcia 2.4.2. Bod yyy je ω − limitný bod trajektórie γ(x0x0x0), ak existuje postup-

nost’ reálnych č́ısel {tj}∞j=1 taká, že ak

lim
j→∞

tj = bx0 ,

potom plat́ı

lim
j→∞

ϕϕϕ(tj,x
0x0x0) = yyy

Defińıcia 2.4.3. Množina všetkých ω-limitných bodov trajektórie γ(x0x0x0) sa nazýva

ω − limitná množina trajektórie γ(x0x0x0) a označuje sa ω(x0x0x0).

Defińıcia 2.4.4. Bod yyy je α− limitný bod trajektórie γ(x0x0x0), ak existuje postup-

nost’ reálnych č́ısel {tj}∞j=1 taká, že ak

lim
j→∞

tj = ax0 ,

potom plat́ı

lim
j→∞

ϕϕϕ(tj,x
0x0x0) = yyy
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Defińıcia 2.4.5. Množina všetkých α-limitných bodov trajektórie γ(x0x0x0) sa nazýva

α− limitná množina trajektórie γ(x0x0x0) a označuje sa α(x0x0x0).

Pre periodickú trajektóriu plat́ı γ(x0x0x0) = ω(x0x0x0) = α(x0x0x0).

Pre homoklinickú trajektóriu plat́ı, že existuje kritický bod x̄xx taký, že ω(x0x0x0) =

α(x0x0x0) = x̄xx.

Pre heteroklinickú trajektóriu plat́ı, že existujú kritické body x̄1 6= x̄2 také, že

ω(x0x0x0) = x̄1, α(x0x0x0) = x̄2.

Defińıcia 2.4.6. Periodická trajektória Γ ⊂ G sa nazýva limitný cyklus rovnice

2.1, ak existujú dva body x0, x1 ∈ G, x0 vnútri Γ, x1 mimo Γ také, že α-limitná

množina alebo ω-limitná množina trajektóríı γ(x0) a γ(x1) je periodická tra-

jektória Γ.

Veta 2.4.1. (Poincare-Bendixsonova) Ak je ω(x0x0x0) ohraničená množina v G,

pričom ω(x0x0x0) neobsahuje žiadny kritický bod, potom je ω(x0x0x0) periodická orbita.

Nech ϕϕϕ(t, ppp) je periodické riešenie rovnice 2.1 s minimálnou periódou T a nech

jeho trajektória je označená Γ. Budeme predpokladat’, že Γ ⊂ G a zvol’me vektor

v tak, že je lineárne nezávislý na vektore dotyčnice τττ k trajektórii Γ v bode ppp.

Teda

τττ = xxx′(0) = fff(xxx(0)) = f(p)f(p)f(p),

pričom vektory vvv a f(p)f(p)f(p) sú lineárne nezávislé.

Nech Lε je úsečka definovaná predpisom

Lε = {xxx ∈ G : x = px = px = p+ avvv, 0 ≤ |a| ≤ ε}.

Defińıcia 2.4.7. Úsečka Lε sa nazýva priečny rez k periodickej trajektórii v bode
ppp.

Nech ε > 0 je tak malé, že Lε pret́ına Γ len v bode ppp a všetky trajektórie

pret́ınajúce Lε ju pret́ınajú v rovnakom smere.

Pretože ϕϕϕ(T,ppp) = ppp a riešenie spojite záviśı na počiatočnej podmienke, existuje

δ > 0 také, že ak je x0x0x0 ∈ Lδ, potom existuje najmenšia hodnota t = T (x0x0x0), pre

ktorú plat́ı

ϕϕϕ(T (x0x0x0),x0x0x0) ∈ Lε.
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Štartujeme v bode x0x0x0, ktorý lež́ı v δ okoĺı Lδ bodu ppp a po jednom obehu po

trajektórii γ(x0x0x0) za čas T (x0x0x0) skonč́ıme v ε okoĺı Lε bodu ppp. Tieto okolia pritom

uvažujeme na Lε.

Defińıcia 2.4.8. Poincarého zobrazenie Π v okoĺı periodickej trajektórie Γ je

definované predpisom

Π : Lδ −→ lε,x
0x0x0 −→ ϕϕϕ(T (x0x0x0),x0x0x0).

Body priečneho rezu Lε sú usporiadane takto

x0 = ppp+ a0τττ a x1 = ppp+ a1τττ , x0 ≥ x1,

ak a0 ≥ a1.

Veta 2.4.2. Poincarého zobrazenie Π je v okoĺı trajektórie Γ monotónne, t.j.

x0 ≥ x1 =⇒ Π(x0) ≥ Π(x1) pre x0, x1 ∈ Lδ.

Ďalej plat́ı Π ∈ C1(Lε).

Veta 2.4.3. Trajektória γ(x0x0x0) bodu x0x0x0 ∈ Lδ je periodická, práve ked’ x0x0x0 je pevný

bod Poincarého zobrazenia, t.j. ak plat́ı

Π(x0x0x0) = x0x0x0.

Defińıcia 2.4.9. Periodická trajektória Γ sa nazýva orbitálne stabilná, ak

∀ε > 0∃δ > 0 : dist(x0x0x0,Γ) < δ ⇒ dist(ϕϕϕ(t,x0x0x0),Γ) < ε, ∀t ≥ 0.

Defińıcia 2.4.10. Periodická trajektória Γ sa nazýva orbitálne nestabilná, ak nie

je orbitálne stabilná.

Defińıcia 2.4.11. Periodická trajektória Γ sa nazýva orbitálne asymptoticky sta-

bilná, ak je orbitálne stabilná a naviac plat́ı

∃b > 0 : dist(x0x0x0,Γ) < b⇒ lim
t→∞

dist(ϕϕϕ(t,x0x0x0),Γ) = 0.

Orbitálne asymptoticky stabilnú periodickú trajektóriu nazývame taktiež sta-

bilným cyklom.

Plat́ı, že Γ je orbitálne asymptoticky stabilná, pokial’

∃b > 0 : dist(x0x0x0,Γ) < δ ⇒ ω(x0x0x0) = Γ

V kapitole 4 budeme rozhodovat’ o stabilite periodických trajektóríı pomocou

pevného bodu skalárneho zobrazenia h : R −→ R.
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Veta 2.4.4. Nech h ∈ C1 je zobrazenie. Pevný bod x̄xx zobrazenia h je asymptoticky

stabilný ak

|h′(x̄xx)| < 1,

a je nestabilný ak

|h′(x̄xx)| > 1.

[3]
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Kapitola 3

Popis matematického modelu

Obsah tejto kapitoly bol spracovaný na základe [5, 8]. Majme M ako fázový

priestor určitého procesu nejakého vývoju, napŕıklad množina všetkých stavov

procesu. Nech x(t) označuje bod, ktorý opisuje stav daného procesu v čase t.

Predpokladajme, že proces je konečno rozmerný, napŕıklad je nutné len konečné

množstvo parametrov, povedzme n, na poṕısanie tohto stavu vo fixnom čase. Za

takýchto predpokladov bod x(t) môže byt’ interpretovaný pre pevné hodnoty času

t, ako n-rozmerný vektor Euklidovského priestoru Rn a M môže byt’ považovaný

ako podmnožina Rn. Topológiou fázového priestoru M a reálnej osy R, teda

M × R, budeme nazývat’ pred́lženým fázovým priestorom uvažovaného procesu

vývoja. Nech je takýto proces oṕısaný ako:

• systém diferenciálnych rovńıc

dx

dt
= f(t, x), x ∈M, t ∈ R, (3.1)

• istá množina Tt v pred́lženom fázovom priestore,

• operátor At definovaný na množine Tt, ktorý je zobrazený do množiny T ′t =

AtTt v pred́lženom fázovom priestore.

Samotný proces má nasledovný priebeh. Bod Pt = (t, x(t)), ktorý zač́ına v

(t0, x0), sa pohybuje pozd́lž krivky {t, x(t)}, danej riešeńım systému (3.1), x(t) =

x(t, t0, x0). Tento bod sa teda pohybuje až do momentu t = t1 > t0, v ktorom

bod (t, x(t)) naraźı na množinu Tt. V momente t = t1 sa bod Pt okamžite zobraźı

pomocou operátoru At z Pt1 = (t1, x(t1)) do P+
t1 = At1Pt1 = (t1, x

+(t1)) ∈ T ′t 1 a
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následne pokračuje pozd́lž krivky {t, x(t)}, oṕısanej ale systémom (3.1), x(t) =

x(t, t1, x
+(t1)). Ďalej sa pohybuje pozd́lž tejto krivky až do momentu t2 > t1, v

ktorom bod Pt opät’ stretne množinu Tt, a v tomto momente operátor At okamžite

zobraźı bod Pt z Pt2 = (t2, x(t2)) do P+
t2 = At2Pt2 = (t2, x

+(t2)) ∈ T ′t2 . Následne

pokračuje pohyb pozd́lž krivky {t, x(t)} danej riešeńım x(t) = x(t, t2, x
+(t2)) až

do opätovného stretu s množinou Tt a tak d’alej.[5]

Vyššie uvedené podmienky charakterizujú vývoj procesu, ktorý budeme nazývat’

impulzným diferenciálnym systémom. Krivku {t, x(t)} oṕısanú bodom Pt v pred́lženom

priestore budeme nazývat’ integrálnou krivkou a funkciu x = x(t) danú touto kriv-

kou ako riešenie takéhoto systému.

Pomocou vyššie uvedených podmienok teda môžeme zaṕısat’ impulzný systém

ako {
dx
dt

= f(t, x), (t, x) ∈ Tt,
4x|(t,x)∈Tt = At − x.

(3.2)

Odtial’, riešenie systému (3.2) je funkcia x = ϕ(t), ktorá splňuje rovnicu (3.1)

mimo množiny Tt a má nespojitost’ prvého rádu v bodoch množiny Tt so skokmi

4x = ϕ(t+ 0)− ϕ(t− 0) = Atϕ(t− 0)− ϕ(t− 0). (3.3)

Systém (3.2) môže mat’ tri typy riešeńı:

• riešenia, ktoré nemajú skok, teda integrálna krivka systému (3.1) nepretne

množinu Tt alebo priesečńıky sú pevné body operátoru At;

• riešenia sa menia v konečnom počte, teda integrálna krivka pretne množinu

Tt v konečnom počte bodov, ktoré nie sú pevnými bodmi operátoru At;

• riešenia sa menia spoč́ıtatel’ne mnoho krát, teda integrálna krivka naraźı

na množinu Tt v spoč́ıtatel’nom počte bodov, ktoré niesu pevnými bodmi

operátoru At.

Z riešeńı, ktorých integrálne krivky pretnú množinu Tt v spoč́ıtatel’ne vel’a bodoch,

vyberieme také riešenia, ktoré zostávajú v T a zač́ınajú v takom čase t1 > t0,
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alebo majú nejaký hromadný bod. Pohyb bodu Pt pozd́lž trajektórie, ktorá lež́ı

v Tt, zač́ınajúc z t1 > t0 je postupnost’ skokov bodu Pt z (t1, x1) do (t1, At1) a

následne do (t1, A
2
t1

) a následne do (t1, A
3
t1

) a tak d’alej.

Ak má trajektória hromadný bod v Tt, potom pre t bĺıžiace sa k t1 > t0,

bod Pt stretne a zároveň opúšt’a množinu Tt spoč́ıtatel’ne vel’a krát a teda po-

hyb nemôže byt’ pred́lžený do momentu t = t1. Ak taký pohyb opisuje reálny

proces, potom v okoĺı bodu t = t1, sa bud’ objav́ı nové riešenie alebo fyzikálna

podmienka, ktorá implikuje tento pohyb je nerealistická pre t bĺıžiace sa k t1 a

mala by byt’ nahradená inou podmienkou.

Impulzné diferenciálne rovnice môžeme rozlǐsovat’ v závislosti na charakte-

ristikách impulzov, čo nám dáva tri rôzne triedy systémov, ktoré popisujú nasle-

dujúce podkapitoly.

3.1 Systém s impulzmi vo fixnom momente

Rovnica má nasledovný tvar{
x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ (tk, tk+1),

4x(tk) = Ik(x(tk)), t = tk, k = 1, 2, ...

kde t0 < t1 < ... < tk < tk+1 < ..., k ∈ N , a pre t = tk je 4x(tk) = x(t+k )− x(t−k ),

kde x(t+k ) = limh→0+ x(tk + h).

3.2 Systém s impulzmi v premenlivom čase

Rovnica takéhoto systému má nasledovný tvar{
x′(t) = f(t, x(t)), t 6= τk(x(t)),

4x(t) = Ik(x(t)), t = τk(x(t)),
(3.4)

kde τk : Ω → R, Ω je fázový priestor a τk(x(t)) < τk+1(x(t)), k ∈ Z a x ∈ Ω.

Systémy s premenlivými momentmi impulzného efektu zahŕňajú omnoho zložiteǰsie

problémy ako systémy s pevnými momentmi impulzného efektu. Spôsobuje to

fakt, že momenty impulzného efektu systému (3.4) závisia na riešeńı, tj. t =
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τk(x(t)), pre každé k. Preto riešenia, ktoré vyštartujú z rôznych štartovaćıch bo-

dov, budú mat’ rôzne body nespojitosti.

3.3 Impulzné dynamické systémy

Uvažujme autonómny systém (2.1) a predpokladajme, že sú splnené pod-

mienky vety 2.1.1. Ak polož́ıme Tt = Γ, T ′t = Γ0, a A : Γ→ Γ0, potom impulzný

dynamický systém môže byt’ zaṕısaný ako{
dx
dt

= f(x), x /∈ Γ,

4x|x∈Γ = At − x = I(x).
(3.5)

Fázový bod takéhoto systému sa pohybuje medzi dvoma po sebe idúcimi

priesečńıkmi s množinou Γ, pozd́lž jednej z trajektóríı diferenciálnej rovnice

dx

dt
= f(x)

a v momente priesečńıku s množinou Γ, bod x(t) je okamžite zobrazený operátorom

A do bodu y = Ax z množiny Γ0. Všeobecne plat́ı, že riešenia impulzných dife-

renciálnych rovńıc sú po častiach spojité funkcie s bodmi nespojitosti na momen-

toch impulzného efektu.[8]
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Kapitola 4

Pohyb impulźıvneho oscilátora

Správanie oscilátora pod vplyvom impulznej sily muśıme skúmat’ vo viacerých

problémoch teórie oscilácíı. Takéto problémy vznikajú, napŕıklad pri skúmańı mo-

delu hod́ın.
Model pre takýto typ problémov je nespojitým dynamickým systémom, ktorého

pohyby sú poṕısané pomocou lineárnej diferenciálnej rovnice druhého rádu

ẍ+ 2λẋ+ ω2x = 0, λ2 < ω2,

s impulzným efektom, ktorý nastáva v momente, ked’ bod (x, ẋ) vo fázovej rovine

prechádza cez x = x0.

Zoberme do úvahy dva hlavné predpoklady o impulznej sile

1. Impulzná sila pôsob́ı v momente, ked’ bod (x, ẋ) prechádza cez priamku

x = x0 s nezápornou rýchlost’ou, ktorá sa zväčš́ı o konštantný impulz

mẋ(t+ 0)−mẋ(t− 0) = mI0 = const.

Takúto rovnost’ vieme jednoducho odvodit’, vid’ obrázok 4.1, kde máme

znázornený graf derivácie riešenia ẋ(t). Derivácia riešenia v čase t je nespo-

jité a skok je práve daný rovnost’ou 4ẋ(t) = ẋ(t+) − ẋ(t−), kde ẋ(t+) a

ẋ(t−) predstavujú l’avú a pravú limitu

lim
h→t+

ẋ(h) = ẋ(t+ 0) = ẋ(t+),

lim
h→t−

ẋ(h) = ẋ(t− 0) = ẋ(t−).

41



Budeme predpokladat’, že ẋ je zl’ava spojitá. Potom dostávame

4ẋ|x=x0 = ẋ(t+)− ẋ(t) = I0. (4.1)

Obr. 4.1: Impulzný efekt

2. Impulzná sila pôsob́ı v momente, ked’ bod (x, ẋ) pretne priamku x = x0,

pričom kinetická energia sa zväčš́ı o konštantu

mẋ2(t+)

2
− mẋ2(t)

2
= mI = const.

Derivácia ẋ je opät’ zl’ava spojitá. Túto rovnicu vynásob́ıme výrazom 2
m

č́ım

dostávame

ẋ2(t+)− ẋ2(t) = 2I = const,

d’alej zavedieme substitúciu 2I = I2
0 , preto

ẋ2(t+)− ẋ2(t) = I2
0 .

L’avá strana tejto rovnice je rovná rozdielu štvorcov, preto dostávame

(ẋ(t+)− ẋ(t))(ẋ(t+) + ẋ(t)) = I2
0 .
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Súčet v druhej zátvorke uprav́ıme do potrebného tvaru a to tak, že ho

rozš́ırime a teda dostávame

4ẋ(ẋ(t+)− ẋ(t) + ẋ(t) + ẋ(t)) = I2
0 ,

a podobne po ekvivalentnej úprave sa dopracujeme do tvaru

4ẋ(4ẋ(t+) + 2ẋ(t)) = I2
0 , (4.2)

na ktorý sa budeme ešte odvolávat’.

4.1 Pŕıklady oscilátorov

Budeme vyšetrovat’ niekol’ko pŕıkladov oscilátorov poṕısaných diferenciálnymi

systémami a impulznými podmienkami. Najskôr budeme študovat’ pŕıslušný systém

bez impulzov a urč́ıme jeho fázový portrét pomocou teórie z kapitoly 2. Potom

prejdeme k systému s impulzmi a zameriame sa na štúdium periodických tra-

jektóríı. Pripomeňme, že periodické trajektórie systémov bez impulzov sú uzav-

reté krivky a hovoŕıme im cykly. V pŕıpade systémov s impulzmi sú periodické tra-

jektórie v dôsledku impulzného skoku nespojité. Budeme ich nazývat’ nespojitými

cyklami. Defińıcie a vety z časti 2.4 budeme aplikovat’ na dynamické systémy s

impulzmi.

4.1.1 Pŕıklad 1

Na začiatok si uvedieme pohyb poṕısaný impulzným systémom{
ẍ+ ω2x = 0, x 6= x0 > 0,

4ẋ|x=x0 = I, I > 0.
(4.3)

Vid́ıme, že v systéme (4.3) vystupuje diferenciálna rovnica druhého rádu a

taktiež impulzná podmienka.

• Najskôr vyšetŕıme túto rovnicu bez impulznej podmienky. Rovnicu v (4.3)

vieme previest’ substitúciou x1(t) = x(t), x2(t) = ẋ(t) na konzervat́ıvny

systém v tvare {
ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = −ω2x1(t).
(4.4)
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Systém (4.4) je špeciálnym pŕıpadom Hamiltonovho systému (2.28) , ktorý

je definovaný v kapitole 2. Zvol’me k ∈ R ako konštantu. Hladina funkcie

H(x1, x2) je množina bodov (x1, x2) ∈ G splňujúcich rovnicu

H(x1, x2) = k. (4.5)

Hladiny hamiltoniánu sa skladajú z trajektóríı systému (2.28). Konzer-

vat́ıvny systém (4.4) je teda Hamiltonov a jeho hamiltonián má tvar

H(x1, x2) =
x2

2

2
+ ω2x

2
1

2
. (4.6)

Ak zvoĺıme v (4.5) k = c2

2
, dostávame hladiny hamiltoniánu (4.6) v tvare

x2
2

2
+ ω2x

2
1

2
=
c2

2
.

Pokial’ sa vrátime z pôvodným funkciám dostaneme

ẋ2 + ωx2 = c2.

Trajektórie rovnice v (4.3) tvoria zväzok eĺıps a preto fázový portrét rov-

nice v (4.3) má tvar ako na obrázku 4.2. Pohyb po l’ubovol’nej trajektórii

bude vždy periodický, teda riešenie sa bude pohybovat’ vždy len po jednej

a tej istej trajektórii, pretože v tomto pŕıpade neuvažujeme impulznú pod-

mienku, ktorá by zaručovala skoky na iné trajektórie. Všetky trajektórie

systému (4.4) sú cykly. Sú orbitálne stabilné, ale nie sú asymptoticky or-

bitálne stabilné.

Rotácia na trajektóriách prebieha po smere hodinových ručičiek, pretože v

matici

AAA =

(
0 1
−ω2 −2λ

)
systému (4.3) je prvok a12 = 1 > 0.

• Teraz uvažujme priamku x = x0, na ktorá bude označovat’ oblast’, na ktorej

budú nastávat’ impulzné efekty. Pozrime sa teda na pohyb po trajektóriach
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Obr. 4.2: Fázový portrét rovnice z (4.3) bez impulzu

impulzného systému (4.3).

Predpokladajme že riešenie bude štartovat’ z bodu (x0, I). Potom sa po-

hyb vykoná po trajektórii prechádzajúcej takýmto bodom, ktorá pozostáva

z elipsy e1 : ẋ2 + ω2x2 = ω2x2
0, ktorá lež́ı v polrovine x ≤ x0, a z oblúku

elipsy e2 : ẋ2 + ω2x2 = I2 + ω2x2
0 ležiaceho v polrovine x > x0. Nakol’ko

štartujeme v bode (x0, I) a pohybujeme sa po elipse e2, impulzný efekt

nastane až v bode (x0,−I), ktorý sa prejav́ı skokom z e2 na e1. Riešenie

pokračuje d’alej po e1 až sa vráti do bodu (x0, 0), kde skoč́ı do bodu (x0, I)

na e2 a opät’ pokračuje po e2, vid’ obrázok 4.3.

Trajektórie, ktoré prechádzajú cez oblast’ D1 : ẋ2+ω2x2 < ω2x2
0, sú uzavreté

krivky a pohyb, ktorý tieto krivky popisujú, nieje predmetom impulzného

efektu, vid’ obrázok 4.4.

Trajektória prechádzajúca cez bod (x0,
I
2
) pozostáva z oblúku elipsy e3 :

ẋ2 + ω2x2 = I2

4
+ ω2x2

0, ktorá lež́ı v polrovine x > x0, vid’ obrázok 4.5.

Riešenie bude štartovat’ z bodu (x0,
I
2
) a pohyb sa vykoná po trajektórii

prechádzajúcej takýmto bodom, ktorá pozostáva z elipsy e3, impulzný efekt

nastane až v bode (x0,− I
2
), ktorý sa prejav́ı skokom o I. To znamená,
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Obr. 4.3: Trajektória riešeńı impulznej rovnice v (4.3), štartujúca v bode (x0, I)

Obr. 4.4: Trajektória riešeńı impulznej rovnice v (4.3), štartujúca vo vnútri oblasti
D1
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že riešenie sa dostáva do pôvodného štartovacie bodu a pokračuje d’alej.

Vid́ıme, že v takomto pŕıpade nastáva krátky periodický pohyb s menšou

periódou ako v predchádzajúcom pŕıpade.

Obr. 4.5: Trajektórie riešeńı impulznej rovnice v (4.3), štartujúce v bode (x0,
I
2
)

Trajektória, ktorá zač́ına v oblasti D2 : I2 > ẋ2 + ω2x2 > ω2x2
0, a je

rôzna od e3, sa skladá z oblúkov dvoch eĺıps ležiacich v polrovine x > x0,

teda oblúku elipsy e4 : ẋ2 + ω2x2 = (y0 − I)2 + ω2x2
0 a oblúku elipsy

e5 : x2 +ω2x2 = y2
0 +ω2x2

0, vid’ obrázok 4.5. Tento krát zvoĺıme za štartovaćı

bod (x0, y0). Riešenie sa začne pohybovat’ po elipse e4 a impulzný efekt na-

stane v bode (x0,−y0) čo spôsob́ı skok na elipsu e5 do bodu (x0, y1). Pohyb

následne pokračuje po tejto elipse až do bodu (x0,−y1), v ktorom opät’

nastáva impulzný efekt a riešenie sa vracia do pôvodného štartovacieho

bodu.

Trajektória, ktorá zač́ına v bode (x0, y0) ∈ D3 : I2 < ẋ2 + ω2x2 sa skladá

z oblúku elipsy e6 : x2 + ω2x2 = y2
0 + ω2x2

0, ktorá lež́ı v polrovine x > x0,

a oblúku elipsy e7 : ẋ2 + ω2x2 = (I − y0)2 + ω2x2
0 v polrovine x < x0.

Štartovaćım bodom bude (x0, y0), ktorý ale lež́ı v oblasti D3. Riešenie sa

47



Obr. 4.6: Trajektórie riešeńı impulznej rovnice v (4.3), štartujúce v bode (x0, y0) ∈
D2 a (x0, y0) 6= (x0,

I
2
)

začne pohybovat’ po elipse e6 a impulzný efekt nastane v bode (x0,−y0) čo

spôsob́ı skok na elipsu e7 do bodu (x0,−y1). Takáto elipsa sa už nachádza

v oblasti D2 a pohyb pokračuje po tejto elipse až do bodu (x0, y1) ∈ D2,

v ktorom opät’ nastáva impulzný efekt a riešenie sa vracia do pôvodného

štartovacieho bodu.

Všetky pohyby v tomto systéme sú periodické ale s nie rovnakou periódou. Je

teda evidentné, že pri rôznych štartovaćıch bodoch dosahujeme rôznu periodicitu.

Všetky trajektórie impulzného systému (4.3) sú nespojité cykly. Sú orbitálne sta-

bilné, ale nie sú orbitálne asymptoticky stabilné.
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Obr. 4.7: Trajektórie riešeńı impulznej rovnice v (4.3), štartujúce v bode (x0, y0) ∈
D3

4.1.2 Pŕıklad 2

Použit́ım metód z kapitoly 2 je možné skúmat’ pohyby tlmeného oscilátora s

impulznou silou pôsobiacou v momente, ked’ fázový bod (x, ẋ) prechádza priam-

kou x = 0 s nezápornou rýchlost’ou. Ak predpokladáme, že v dôsledku impulzného

efektu bude rýchlost’ zväčšená o veličinu I0(ẋ), ktorá záviśı na rýchlosti bodu v

čase impulzného efektu, potom rovnice pre pohyb oscilátora odvod́ıme zo systému
ẍ+ 2λẋ+ ω2x = 0, x 6= 0,

4ẋ|x=0 =

{
I0(ẋ), pre ẋ ≥ 0,

0, pre ẋ < 0.

(4.7)

Predpokladáme, že 0 ≤ λ < ω. Za pomoci substitúcie y = ẋ, č́ım dostávame nový

systém 
ẋ = y,

ẏ = −2λy − ω2x, x 6= 0,

4y|x=0 = I(y),

(4.8)
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kde

I(y) =

{
I0(y), y ≥ 0,

0, y < 0.

• Najskôr sa pozrime ako bude vypadat’ fázový portrét za pŕıpadu, že uvažujeme

rovnicu zo systému (4.7) bez impulznej podmienky. Je to diferenciálna rov-

nica druhého rádu, ktorú za pomoci substitúcie y = ẋ prevedieme na systém

dvoch diferenciálnych rovńıc prvého rádu{
ẋ = y,

ẏ = −2λy − ω2x.
(4.9)

Vid́ıme, že sa jedná o planárny lineárny dynamický systém s konštantou

maticou, ktorá v tomto pŕıpade je v tvare

AAA =

(
0 1
−ω2 −2λ

)
K matici AAA nájdeme jej vlastné č́ısla z charakteristickej rovnice

det(AAA− aIII) = 0 tj.

∣∣∣∣ −a 1
−ω2 −2λ− a

∣∣∣∣ = 0.

Odtial’ dostávame kvadratickú rovnicu pre neznámu a

a2 + 2λa+ ω2 = 0. (4.10)

Pre stopu a determinant matice AAA bude platit’

trAAA = a11 + a22 = −2λ, detAAA = a11a22 − a12a21 = ω2.

Potom kvadratická rovnica je v tvare (4.10) a vlastné č́ısla a1 a a2 urč́ıme
zo vzorcu

a1,2 =
trAAA±

√
(trAAA)2 − 4detAAA

2

č́ım po dosadeńı a úprave dostávame že,

a1,2 = −λ± i
√
ω2 − λ2
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a polož́ıme
√
ω2 − λ2 = ν. Jordanova matica pŕıslušná k matici AAA má tvar

JJJ =

(
−λ ν
−ν −λ

)

Fázový portrét kanonického systému ẋ = JxJxJx, urč́ıme podl’a kapitoly 2. pre

pŕıpad α = −λ < 0 a β = −ν < 0. Fázový portrét je zobrazený na obrázku

4.8 a má tvar logaritmickej špirály. Preto taktiež trajektórie pôvodného

systému (4.9) majú tvar špirál, na ktorých pohyb pre t → ∞ smeruje k

počiatku. Rotácia na špirálach je po smere hodinových ručičiek, pretože

diagonálny prvok a12 = 1 matice A je kladný.

• Uvažujme teda už impulzný systém (4.8). Predpokladajme, že pre y ≥ 0,

je I0(y) ≥ 0. To znamená, že impulzným efektom neklesá rýchlost’ v bode

(x(t), y(t)) pohybujúceho sa po špirále.

Trajektórie pohybov systému (4.8) idú bud’ do nekonečna alebo k počiatku,

alebo tiahnu ku nespojitému limitnému cyklu, ak taký existuje.

Obr. 4.8: Fázový portrét systému (4.7)

Najskôr urč́ıme trajektórie systému (4.9) v kartézskych súradniciach, t.j.
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integrálne krivky rovnice

ydy + (2λy + ω2x)dx = 0 (4.11)

bez impulznej podmienky. Všeobecné riešenie rovnice v (4.7) bez impulzov,

je v tvare

x(t) = e−λt(C1 cos(νt+ ϕ) + C2 sin(νt+ ϕ).

Takéto riešenie, za pomoci nových integračných konštánt C1 = A sinϕ a

C2 = A cosϕ, prevedieme na tvar

x(t) = Ae−λt sin(νt+ ϕ), (4.12)

kde ν =
√
ω2 − λ2, A =

√
C2

1 + C2
2 a C1

C2
= tanϕ. Podl’a substitúcie ẋ = y

dostávame riešenie systému (4.9)

x(t) = Ae−λt sin(νt+ ϕ),

y(t) = Ae−λt(−λ sin(νt+ ϕ) + ν cos(νt+ ϕ)).

Tieto dve rovnice predstavujú parametrické rovnice s parametrom t, ktorý

je potrebné vyjadrit’. Podielom týchto rovńıc teda dostávame

y

x
= −λ+ ν

cos(νt+ ϕ)

sin(νt+ ϕ)
. (4.13)

Uvažujeme riešenie, ktoré štartuje v bode (0, y0). Potom x(0) = sinϕ = 0,

teda ϕ = 0. Ďalej y(0) = ẋ(0) = Aν = y0. Vypoč́ıtame t z rovnice (4.13),

ktorá ma po úprave tvar

y + λx

xν
= cot(νt),

teda

xν

y + λx
= tan(νt)

a odtial’

t =
arctan

(
νx

y+λx
+ kπ

)
ν

, k ∈ Z.
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Po dosadeńı do riešenia systému (4.9) dostávame

x(t) = Ae−
λ
ν

arctan( νx
y+λx) sin

(
arctan

(
νx

y + λx

))
. (4.14)

Z matematiky vieme, že plat́ı nasledujúci vzt’ah

sin(arctanx) =
x√

1 + x2
,

ktorý aplikujeme na riešenie (4.14), č́ım dostávame

x = Ae−
λ
ν

arctan( νx
y+λx)

νx
y+λx√

1 +
(

νx
y+λx

)2
.

To po niekol’kých ekvivalentných úpravách dáva

(y + λx)2

[
1 +

(
νx

y + λx

)2
]

= A2ν2e−
2λ
ν

arctan( νx
y+λx).

Zbaveńım sa mocńın a použit́ım už známeho vzt’ahu ν2 = ω2 − λ2 sa do-

pracujeme ku konečnému tvaru riešenia systému (4.9)

y2 + 2λxy + ω2x2 = A2ν2e−
2λ
ν

arctan( νx
y+λx

+kπ). (4.15)

Vieme, že y2
0 = A2ν2. Preto finálne riešenie je v tvare

y2 + 2λxy + ω2x2 = y2
0e
− 2λ
ν

arctan( νx
y+λx

+kπ). (4.16)

Y-ové súradnice bodov, v ktorých špirála (4.16) pretne priamku x = 0,

dostávame z (4.16) v tvare

y2
k = y2

0e
− 2λ
ν
kπ, k = 0, 1, 2, ...

Teda y-ové súradnice bodov, v ktorých špirála (4.16) pretne polpriamku

x = 0, y ≥ 0 sú

yk = y0e
− 2λ
ν
kπ, k = 0, 1, 2, ...
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Označme λ
ν
2π = 4̄.

Pre k = 1 je

y1 = y0e
−λ
ν

2π = y0e
−4̄,

y+
1 = y1 + I0(y1) = y0e

−4̄ + I0(y0e
−4̄).

Pozrime sa na pohyb, ktorý zač́ına v bode (0, y0), po vykonańı jednej otáčky

na špirále, sa fázový bod dostáva na priamku x = 0, y ≥ 0 s y-vou

súradnicou y1 a potom skoč́ı do bodu tejto priamky s y-vou súradnicou

y+
1 .

Podobne pre k = 2 je

y2 = y+
1 e
−4̄ = (y1 + I0(y1))e−4̄,

y+
2 = y2 + I0(y2) = y+

1 e
−4̄ + I0(y+

1 e
−4̄).

Po vykonańı d’aľsej otáčky na špirále, fázový bod sa dostane na polpriamku

x = 0, y ≥ 0 s y-vou súradnicou y2, a po tomto urob́ı skok do bodu tejto

polpriamky s y-vou súradnicou y+
2 a tak d’alej.

Označme h ako zobrazenie polpriamky y ≥ 0 dané ako

h : R+ −→ R+, h(y) = ye−4̄ + I0(ye−4̄). (4.17)

Ak rozš́ırime defińıciu 2.4.9 na impulzné dynamické systémy vid́ıme, že

h je Poincarého zobrazenie a pevný bod zobrazenia h určuje štartovaćı

bod periodickej trajektórie. Tvar funkcie h z (4.17) ide odvodit’ nasledovne.

Budeme vychádzat’ z postupnosti y-vých súradńıc

y1 = y0e
−4̄ ⇒ y+

1 = y1 + I0(y1) = y0e
−4̄ + I0(y0e

−4̄) = h(y0),

y2 = y+
1 e
−4̄ ⇒ y+

2 = y2 + I0(y2) = y+
1 e
−4̄ + I0(y+

1 e
−4̄) = h(y+

1 ),

...

yn+1 = yne
−4̄ ⇒ y+

n+1 = h(y+
n ), n ∈ N.

Pevné body zobrazenia h, t.j. body y0 ≥ 0 také, že h(y0) = y0, určujú ne-

spojitý cyklus systému (4.8), t.j. periodický pohyb, pozd́lž ktorého nastane
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práve jeden impulz v perióde.

Položme 
h1(y) = h(y),

h2(y) = h(h(y)),
...

hk(y) = h(hk−1y)), k ∈ N.

Ďaľsie cykly dostávame ako pevné body zobrazenia hk. U takého cyklu

nastáva práve k impulzov v perióde. Orbitálna stabilita nespojitých cyklov

systému (4.8) je určená stabilitou pevných bodov zobrazenia hk(y).

O stabilite pevného bodu zobrazenia hovoŕı veta 2.4.4 z kapitoly 2. Napŕıklad,

nech k = 1 a rovnica

ye−4̄ + I0(ye−4̄) = y (4.18)

má riešenie y = y∗. Potom cyklus systému (4.8) bude orbitálne asympto-

ticky stabilný, pokial’ bude pevný bod y∗ zobrazenia h asymptoticky sta-

bilný. To podl’a vety 2.4.4 nastane ak |dh
dy

(y∗)| < 1, t.j.1 +
dI0

dy
(y∗e−4̄)

e−4̄ < 1. (4.19)

Podobne cyklus systému (4.8) bude orbitálne nestabilný, pokial’ bude y∗

nestabilný. To podl’a vety 2.4.4 nastane ak |dh
dy

(y∗)| > 1, t.j.1 +
dI0

dy
(y∗e−4̄)

e−4̄ > 1. (4.20)

Špeciálne, nech v systéme (4.8), I0(y) = I0 > 0. Potom má rovnica (4.18)

tvar

ye−4̄ + I0 = y, (4.21)

a má riešenie

y∗ =
I0

1− e−4̄
.
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Riešenie y∗ určuje počiatočný bod (0, y∗) nespojité periodické trajektórie,

teda nespojitého cyklu. Tento nespojitý cyklus obsahuje čast’ zo špirály

y2 + 2λxy + ω2x2 = y∗e−
2λ
ν

arctan( νx
y+λx

+kπ). (4.22)

Ukážeme, že v posudzovanom pŕıpade I0(y) = I0 > 0 systém (4.8) nemá

ostatné limitné cykly. Plat́ı

k = 1→ h(y) = ye−4̄ + I0,

k = 2→ h2(y) = h(h(y)) = h(y)e−4̄ + I0 = ye−24̄ + I0(e−4̄ + 1),

k = 3→ h3(y) = h(h2(y)) = h2(y)e−4̄ + I0 = ye−34̄ + I0(e−24̄ − e4̄ + 1),

...

Rovnica hk(y) = y má teda tvar

hk(y) := ye−k4̄ + I0

k−1∑
m=0

e−m4̄ = y

a jej riešeńım dostávame

y(1− e−k4̄) = I0

k−1∑
m=0

e−m4̄,

y = I0

∑k−1
m=0 e

−m4̄

1− e−k4̄
.

Pretože plat́ı nasledovný vzt’ah

1− e−k4̄

1− e−4̄
=

k−1∑
m=0

e−m4̄, (4.23)

má rovnica hk(y) = y jediné riešenie

y∗ =
I0

1− e−4̄
,

ktoré je zhodné s riešeńım rovnice (4.21), pre k = 1, 2, ....

Pretože je splnená nerovnost’ (4.19), je trajektória štartujúca v bode (0, y∗)

nespojitý orbitálne asymptotický stabilný limitný cyklus.
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Obr. 4.9: Nespojitý orbitálne asymptoticky stabilný limitný cyklus systému (4.8),
kde 4y∗ = I0

4.1.3 Pŕıklad 3

V tomto pŕıklade budeme vyšetrovat’, či pre tlmený oscilátor existujú nespojité

cykly v pŕıpade, ked’ impulzný efekt zväčšuje kinetickú energiu o konštantnú

hodnotu. Takýto oscilátor je oṕısaný systémom
ẍ+ 2λẋ+ ω2x = 0, x 6= 0,

4ẋ|x=0 =

{
I0(ẋ) ẋ > 0,

0 ẋ ≤ 0.

(4.24)

Preṕı̌sme impulznú podmienku do tvaru (4.2)

4ẋ(4ẋ+ 2ẋ) = I2
0 ,

a po substitúcii y = ẋ máme (4y)2+2y4y−I2
0 = 0. Odtial’4y = −y±

√
y2 + I2

0 .

Pretože kinetickú energiu zväčšujeme, berieme 4y = −y +
√
y2 + I2

0 a ṕı̌seme
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(4.24) ako 
dx
dt

= y, dy
dt

= −ω2x− 2λy, x 6= 0,

4y|x=0 =

{
−y +

√
y2 + I2

0 , y > 0,

0, y ≤ 0.

(4.25)

Dostávame teda systém podobný systému (4.8) s

I0(y) = −y +
√
y2 + I2

0 .

Z rovnice (4.18) dostaneme dosadeńım za I0(ye−4̄) = −ye−4̄ +
√
y2e−24̄ + I2

0

ye−4̄ − ye−4̄ +

√
y2e−24̄ + I2

0 = y.

Dostávame teda rovnicu zobrazenia h(y) v tvare

h(y) :=

√
y2e−24̄ + I2

0 = y. (4.26)

Po ekvivalentnej úprave dostaneme

y2e−24̄ + I2
0 = y2,

a následným riešeńım tejto rovnice sa dopracujeme k jedinému riešeniu

y∗ =
I0√

1− e−24̄
.

Odtial’to, systém (4.24) má limitný cyklus, ktorý obsahuje čast’ špirály (4.22).

Derivácia funkcie I0(y)

d

dy
I0(y) = −1 +

y√
y2 + I2

0

,

v bode y∗ odpovedá nerovnosti

−1 <
dI0(y∗)

dy
< 0,

a tak nerovnost’ (4.19) plat́ı. Teda limitný cyklus je orbitálne asymptoticky sta-

bilný.
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Teraz odvod́ıme tvar zobrazenia hk z (4.27). Plat́ı

k = 1→ h(y) =

√
y2e−24̄ + I2

0 ,

k = 2→ h2(y) = h(h(y)) =

√
(h(y))2e−24̄ + I2

0 =

=

√
y2e−44̄ + I2

0 (e−24̄ + 1),

k = 3→ h3(y) = h(h2(y)) =

√
(h(y))2e−44̄ + I2

0 (e−24̄ + 1) =

=

√
y2e−64̄ + I2

0 (e−44̄ + e−24̄ + 1),

...

a teda rovnica pre pevný bod zobrazenia hk má tvar

hk(y) :=

√√√√y2e−2k4̄ + I2
0

k−1∑
m=0

e−2m4̄ = y,

pre k = 1, 2, .... Systém (4.24) nemá iný limitný cyklus, pretože rovnica hk(y) = y

a jej riešenie dostávame v tvare

y2 = I2
0

∑k−1
m=0 e

−2m4̄

1− e−2k4̄ .

Pretože aj v tomto pŕıpade môžeme uplatnit’ vzt’ah (4.23), dostávame jediné

riešenie

y∗ =
I0√

1− e−24̄
,

pre k = 1, 2, .... Teda impulzný systém (4.25) má jediný nespojitý cyklus, ktorý

je orbitálne asymptoticky stabilný.
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Obr. 4.10: Nespojitý orbitálne asymptoticky stabilný limitný cyklus systému

(4.25), 4y∗ = −y∗e−4̄ +
√

(y∗)2e−24̄ + I2
0
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4.1.4 Pŕıklad 4

Predpokladajme, že v systéme (4.24) sa impulz vyskytuje zakaždým, ked’

fázový bod pretne priamku x = 0 a ako výsledok impulzu, kinetická energia

vzrastie o rovnakú hodnotu I2
0 . Lineárny oscilátor s takýmito impulznými efektmi

môže byt’ poṕısaný rovnicou{
ẍ+ 2λẋ+ ω2x = 0, x 6= 0,

4ẋ|x=0 = I0(ẋ),
(4.27)

kde I0(ẋ) má tvar

I0(ẋ) =

{
−ẋ+

√
ẋ2 + I2

0 , ẋ ≥ 0,

−ẋ−
√
ẋ2 + I2

0 , ẋ < 0.

Rovnako vieme impulzný systém (4.27) previest’ na systém

dx

dt
= y,

dy

dt
= −ω2x− 2λy, x 6= 0,

4y|x=0 =

{
−y +

√
y2 + I2

0 , y ≥ 0,

−y −
√
y2 + I2

0 , y < 0.

(4.28)

Aby nedošlo k opakovanému odôvodneniu ako v predchádzajúcom pŕıpade,

mali by sme skúmat’ systéme (4.28) použit́ım inej metódy, ktorá môže byt’ taktiež

zauj́ımavá.

V systéme (4.28), zmeńıme premenné (x, y) na (a, ϕ)
x = a sinϕ,

y = a(−λ sinϕ+ ν cosϕ),
ν2 = ω2 − λ2.

(4.29)

Ak sinϕ 6= 0, tak

sinϕ
da

dt
+ a cosϕ

dϕ

dt
= a(−λ sinϕ+ ν cosϕ),

(−λ sinϕ+ ν cosϕ)
da

dt
− a(λ cosϕ+ ν sinϕ)

dϕ

dt
=

−2λa(−λ sinϕ+ ν cosϕ)− ω2a sinϕ.
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Prvú rovnicu tohto systému vynásob́ıme výrazom (λ cosϕ + ν sinϕ) a druhú

rovnicu zase výrazom cosϕ. Po sč́ıtańı takto upravených rovńıc dostávame s

ohl’adom na da
dt

da

dt
= −λa.

Naviac, ak opät’ vynásob́ıme prvú rovnicu tohto systému výrazom (−λ sinϕ +

ν cosϕ) a druhú rovnicu výrazom − sinϕ, potom po sč́ıtańı týchto upravených

rovńıc s ohl’adom na dϕ
dt

źıskame

dϕ

dt
= ν,

kde ϕ 6= kπ. Pretože impulzný skok je realizovaný len smerom hore alebo dolu

na osi y a pre x = a sinϕ = 0, t.j. pre ϕ = kπ pret́ına riešenie systému (4.28) osu

y, teda musia byt’ vzhl’adom k (4.29) dodržané nasledujúce rovnosti

x+4x = (a+4a) sin(kπ +4ϕ) = 0,

4y = (a+4a)ν cos(kπ +4ϕ)− νa(−1)k = 4aν(−1)k,

kde y = aν(−1)k. To znamená, že ak k-párne, tak potom y ≥ 0, ak k-nepárne,

tak potom y < 0 a navyše

4a =
4y
ν

(−1)k =

{
(−y +

√
y2 + I2

0 ) (−1)k

ν

(−y −
√
y2 + I2

0 ) (−1)k

ν

=

{
(−aν(−1)k +

√
(aν)2 + I2

0 ) (−1)k

ν

(−aν(−1)k −
√

(aν)2 + I2
0 ) (−1)k

ν

=

=

 −a+

√
a2 +

I20
ν2

−a+

√
a2 +

I20
ν2
.

Odtial’ vid́ıme, že

4a|ϕ=kπ = −a+

√
a2 +

I2
0

ν2
, 4ϕ|ϕ=kπ = 0.

Pretože funkcia a odpovedá vzdialenosti bodu od počiatku, má funkcia a skok

4a > 0. Takže po zmene premenných (4.29), bude systém (4.28)
da

dt
= −λa, dϕ

dt
= ν, ϕ 6= kπ,

4a|ϕ=kπ = −a+

√
a2 +

I20
ν2
.
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Periodické riešenia rovnice
da

dϕ
= −λ

ν
a, ϕ 6= kπ,

4a|ϕ=kπ = −a+

√
a2 +

I20
ν2
,

(4.30)

určujú nespojité cykly v systéme (4.28).

Pozrime sa na existenciu periodických riešeńı rovnice (4.30) s periódou 2π.

Túto rovnicu jednoducho vyriešime metódou separácie premenných pre obyčajné

diferenciálne rovnice, ktorá je podrobneǰsie spracovaná v [1, 2, 4], a takéto riešenie

je v tvare

a(ϕ) = a0e
−λ
ν

(ϕ−ϕ0). (4.31)

Označme 4̄ = λ
ν
π. Funkciu h(a0) dostaneme tak, že budeme vychádzat’ z postup-

nosti vzdialenosti {ak} od počiatku.

Zvol’me bod (0, y0) na kladnej časti osy y. Tento bod má od počiatku vzdiale-

nost’ a0 = y0
ν

. Riešenie bude štartovat’ v tomto bode a okamžite urob́ı skok na ose

y hore do bodu (0, y+
0 ). Vzdialenost’ tohto bodu od počiatku bude podl’a (4.30)

a+
0 =

√
a2

0 +
I2

0

ν2
.

Pohyb pokračuje d’alej po danej trajektórii až do bodu (0, y1), ktorý má podl’a

(4.31) vzdialenost’

a1 = a+
0 e
−λ
ν
π = a+

0 e
−4̄ = e−4̄

√
a2

0 +
I2

0

ν2
.

V bode (0, y1) opät’ nastáva skok na ose y dole do bodu (0, y+
1 ). Tento bod má

podl’a (4.30) vzdialenost’ od počiatku

a+
1 =

√
a2

1 +
I2

0

ν2
=

√(
a2

0 +
I2

0

ν2

)
e−24̄ +

I2
0

ν2
.

Riešenie následne d’alej pokračuje po danej trajektórii až do bodu (0, y2) na

kladnej časti osy y. Tento bod má podl’a (4.31) vzdialenost’ od počiatku

a2 = a+
1 e
−4̄ = e−4̄

√(
a2

0 +
I2

0

ν2

)
e−24̄ +

I2
0

ν2
,
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Teda pre pohyb riešenia majúci periódu 2π, (a0 = a2), bude mat’ rovnica

pre pevný bod funkcie h(a0) nasledovný tvar

k = 1→ h2(a0) := e−4̄

√(
a2

0 +
I2

0

ν2

)
e−24̄ +

I2
0

ν2
= a0.

Táto rovnica má jediné riešenie

a∗0 =
I0e
−4̄

ν
√

1− e−24̄
. (4.32)

To znamená, že ak zvoĺıme počiatočný bod (0, y0) tak, že y0 = a∗0ν, tak do-

staneme nespojitý asymptoticky stabilný cyklus systému (4.17).

Teraz odvod́ıme tvar funkcie hk pre k > 1.

k = 2→ h2(a0) = h(h(a0)) = e−4̄
√

(h(a0))2e−44̄ +
I2

0

ν2
(1 + e−24̄ + e−44̄) =

= e−4̄

√(
a2

0 +
I2

0

ν2

)
e−64̄ +

I2
0

ν2
(1 + e−24̄ + e−44̄)

= e−4̄
√
a2

0e
−64̄ +

I2
0

ν2
(1 + e−24̄ + e−44̄ + e−64̄)

...

Odtial’ vid́ıme, že rovnica pre pevný bod funkcie hk bude v tvare

hk(a0) = e−4̄

√√√√a2
0e
−2(k+1)4̄ +

I2
0

ν2

k+1∑
j=0

e−2j4̄ = a0.

Jej riešenie dostávame v tvare

a2
0 =

I20
ν2
e−24̄∑k+1

j=0 e
−2j4̄

1− e−2(k+2)4̄ ,

pre k = 0, 1, 2, .... Uplatńıme vzt’ah (4.23), vd’aka ktorému dostávame jediné

riešenie a0 = a∗0, v tvare

a∗0 =
I0e
−4̄

ν
√

1− e−24̄
.
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Preto rovnica (4.30) má jediné riešenie s periódou 2π

a(ϕ) =


√
a∗20 +

I20
ν2
e−

λ
ν
ϕ, 0 < ϕ < π,√(

a∗20 +
I20
ν2

)
e−24̄ +

I20
ν2
e−

λ
ν

(ϕ−π), π < ϕ < 2π.
(4.33)

Pretože, pre a0 = a∗0, derivácia funkcie h(a∗0)

dh(a∗0)

da
=

a∗0e
−44̄

e−4̄
√(

a∗20 +
I20
ν2

)
e−24̄ +

I20
ν2

=
a∗0e
−44̄

a∗0
= e−44̄

je z intervalu (0, 1), podl’a vety 2.4.4 je periodické riešenie (4.33) orbitálne asymp-

toticky stabilné.

Takže, rovnica (4.28) má jediný asymptoticky stabilný nespojitý limitný cyk-

lus. Odpovedá 2π-periodickému riešeniu impulznej rovnice (4.28). Preto taktiež

iné periodické riešenia s periódou 2kπ, pre k > 1, rovnica (4.28) nemá. Vid’

obrázok 4.11.
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Obr. 4.11: Nespojitý asymptoticky stabilný limitný cyklus systému (4.28)
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Záver

Použitie impulzné obyčajné diferenciálne rovnice poskytuje skvelý náhl’ad na

správanie určitých systémov. Ukazujú totiž ako sa stabilita T-periodických riešeńı

môže menit’ v závislosti od rôznych faktorov. Ďalej sú impulźıvne diferenciálne

rovnice užitočné aj pre modelovanie určitých biologických procesov.

V tejto práci som rozoberal štyri pŕıpady impulzných oscilátorov. V prvom

pŕıpade bol pohyb oscilátora poṕısaný rovnicou harmonického netlmeného kmi-

tania. Po vyšetreńı tohto pŕıpadu som došiel k záveru, že pri rôznych štartovaćıch

bodoch dostávame rôzne pohyby s rôznou periódou. Ďalej všetky trajektórie po-

hybov predstavujú nespojité cykly, ktoré sú orbitálne stabilné.

V d’aľśıch pŕıpadoch bol už pohyb oscilátora poṕısaný rovnicou harmonického

tlmeného kmitania. Zmena nastala vo fázovom portréte daného systému. Zatial’

čo v prvom pŕıpade bol fázovým portrétom zväzok eĺıps, pri týchto oscilátoroch

je fázový portrét v tvare logaritmickej špirály. To nám umožnilo hl’adat’ nespojité

limitné cykly. V každom z týchto troch pŕıpadov bola iná impulzná podmienka a

teda aj pohyb po špirále fázového portrétu bol iný. Došiel som ale k záveru, že

vo všetkých troch pŕıpadoch bolo možné nájst’ nespojitý asymptoticky stabilný

limitný cyklus, ktorý je jediný pre dané pŕıpady. To znamená, že pri všetkých

troch modeloch plat́ı nasledujúce: ak nastav́ıme impulzný oscilátor do počiatočnej

poźıcie určenej pevným bodom zobrazenia h, bude sa chovat’ periodicky. Ak ho

nastav́ıme do inej počiatočnej poźıcie, bude jeho chovanie pre rastúce t konver-

govat’ k periodickému chovaniu.

Predstavme si situáciu, kedy potrebujeme pre určité účely napoč́ıtat’ zat’aženost’

vozovky v nejakom úseku. To je možné namodelovat’ aj pomocou diferenciálnych

rovńıc v ktorých by vystupovali impulzy. Teda v konkrétnom mieste vozovky

umiestnime vysielač signálu, ktorý bude predstavovat’ oscilátor. Tento oscilátor

67



bude vysielat’ harmonický periodický signál priečne cez celú vozovku. Máme

teda model s diferenciálnou rovnicou. Impulzy v tomto pŕıpade budú predsta-

vovat’ autá, ktoré budú prechádzat’ cez takýto vysielaný signál. Z elektrotechniky

je známe, že prechodom telesa cez vysielaný signál sa naruš́ı amplitúda tohto

signálu. Preto aj prechod automobilov bude predstavovat’ zmenu amplitúdy. Na-

stav́ıme hranicu poklesu amplitúdy na určitú kritickú hodnotu, ktorá bude signa-

lizovat’ prechod auta. Z grafického priebehu takéhoto signálu sme potom schopńı

vyč́ıtat’ počet automobilov, ktoré v danom úseku prešli cez skúmanú oblast’.

Je dobré poznamenat’, že toto je čisto hypotetická modelová situácia, ktorou

som chcel poukázat’ na to, ako by sa dali aplikovat’ v praxi diferenciálne rovnice s

impulzmi. Pri reálnej aplikácii by sme museli modelovat’ amplitúdu v riešeńı rov-

nice harmonického kmitania. Taktiež by sme sa museli zamysliet’ nad náhodou,

ktorá by v tomto pŕıpade hrala vel’kú úlohu.

Na záver by som chcel zdôraznit’, že tvorba tejto diplomovej práce výrazne

rozš́ırila moje poznatky z teórie diferenciálnych rovńıc a dynamických systémov,

na ktoré pôsobia impulzné efekty. Nielen, že som mohol za pomoci štúdia po-

trebnej literatúry preskúmat’ podrobneǰsie túto problematiku, ale som rád, že

pomocou takýchto rovńıc či systémov som pochopil ich využitie v reálnych pro-

cesoch.
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