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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva okrajovymi tlohami pro prihyby nosniki. Ve druhé
kapitole jsou nejprve pripomenuty zaklady z oblasti feseni linedrnich diferencialnich rovnic
a poté nasleduje popis ruznych typu predepsanych okrajovych podminek. Treti kapitola
je vénovana odvozeni linedrni rovnice pro prihyb nosniku a to prostifednictvim linearni
diferencialni rovnice druhého i ¢tvrtého radu. Posledni, ¢tvrta kapitola je zamérena na
porovnani linedrnich a nelinedarnich modelti. Teorie je doplnéna konkrétnimi reSenymi
priklady, analyticka feseni jsou vykreslena v matematickém softwaru Matlab.

Summary

This bachelor’s thesis deals with the deflection of the beam. The second chapter is devoted
to the linear differential equations and their solution, followed by a description of the dif-
ferent types of prescribed boundary conditions. In the third chapter the linear differential
equation of second and fourth order for the deflection of the beam is derived. The last
chapter is focused on comparing linear and nonlinear models. The theory is complemented
by some solved examples, in which analytical solutions are plotted by using mathematical
software Matlab.
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1. Uvod

S diferencidlnimi rovnicemi se setkdvame v mnoha odvétvich pfi modelovani rtiznych
realnych déju. K nalezeni konkrétniho Teseni je obvykle potieba popsat bud stav na po-
catku déje, v takovém pripadé mluvime o pocatecnich tlohach, nebo v krajnich bodech
intervalu, na kterém tlohu resime, pak mluvime o tzv. okrajovych tlohach. Tato bakalar-
ska prace se zabyva okrajovymi tilohami pro feseni tlohy prihybu nosniku.

Ve druhé kapitole jsou nejprve pripomenuty zakladni pojmy a postupy pro reSeni oby-
¢ejnych linedrnich diferencialnich rovnic. Nasledné se vénujeme popisu okrajovych tloh
s ohledem na rizné varianty predepsanych okrajovych podminek. Prostfednictvim jedno-
duchého prikladu je ukazan vliv predepsanych okrajovych podminek na reSitelnost.

Treti kapitola je vénovana odvozeni linedarni rovnice pro prihyb nosniku a to pro-
stfednictvim linearni diferencialni rovnice druhého i ¢tvrtého radu. Nasleduje celkem pét
prikladii vypoctu analytického feseni prihybu nosniku s riznymi typy uchyceni a zatizeni.
Analyticka Teseni jednotlivych prikladui jsou vykreslena prostiednictvim matematického
softwaru Matlab. V posledni casti této kapitoly je ¢tenal seznamen se zvlastnim typem
chovani prithybu nosniku, ¢imz je vzpér.

Posledni, ¢tvrta kapitola je zaméfena na porovnani linearnich a nelinearnich modelt.
Nelinearni modely nosniku jsou vhodné v pripadé, kdy uvazujeme stiedné velké prihyby
nosniku. Kromé linearizovaného tvaru rovnice popisujici priuhyb nelinearniho modelu nos-
niku je pouzita i aproximace ziskana uzitim Taylorova rozvoje. Jsou zde tedy uvazovany
dva nelinedrni modely. Uzitim implementovanych funkeci v softwaru Matlab jsme nalezli
numerické Tfeseni dvou konkrétnich tloh, prihyb oboustranné podepreného nosniku a nos-
niku s volnym koncem. Na obrazcich je pro srovnani vykresleno feseni pro oba typy
nelinearnich modelii véetné modelu linearniho.



2. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE
2. Obycejné diferencialni rovnice
2.1. Zakladni vlastnosti

V této kapitole si pripomeneme zakladni pojmy z teorie obycejnych diferencialnich rovnic,
zkracené ODR (z angl. Ordinary Differential Equations), ¢erpano z [1], [2]. Necht y(x)
je nezndmé funkce, € I je nezavisle proménnd a vy ,...y"™ jsou derivace této neznimé
funkce. Rovnici

F(z,y,y, ...,y(")) =0, (2.1)
kde F' je dana funkce n 4+ 2 proménnych, definovand na néjaké mnoziné G = I x (,
kde I C R je interval a  C R""' nazyvadme obycejna diferencidlni rovnice n-tého
fadu. Radem diferencidlni rovnice (2.1) rozumime ¥ad nejvyssi derivace, kterd se v (2.1)
vyskytuje. Specialné, pro n = 1, tedy mame obycejnou diferencialni rovnici prvniho radu

F(x,y,y) =0.
Reseni oby¢ejné diferencidlni rovnice n-tého fadu tvaru (2.1) je definovano nésledovné.

Definice 2.1 Rekneme, Ze funkce u(x) je fesenim rovnice (2.1) na intervalu I, jestlize
je n-krdat spojité diferencovatelnd na intervalu I a Vx € I plati

(z,u(x), v (x),...,u™) e G, Flz,ud,..u™)=0.

Resit diferencidlni rovnici znamend uréit vsechna jeji feseni. Ale ne kazda takova rov-
nice musi byt fesitelnd. Mnozinu vSech Teseni nasi diferencidlni rovnice (2.1) nazyvame
obecné Teseni. Obecné Teseni lze v nékterych pripadech (naptiklad u linearnich diferenci-
alnich rovnic) vyjadrit ve tvaru

y=u(x,cg,cayenns Cp),

kde ¢;, ¢9,...,¢, € R. Kdyz z obecného Teseni vybereme jedno konkrétni, naptiklad
volbou konstant ¢y, cs, ..., c,, hovoiime o partikularnim reseni. Partikularni feSeni dané
rovnice lze také ziskat za predpokladu, ze k rovnici pridame tzv. poc¢atecni nebo okrajové
podminky. Pak tilohu najit feseni dané rovnice, které vyhovuje predepsané pocatecéni nebo
okrajové podmince, nazyvame pocatecni nebo okrajovou tlohou. V této praci se budeme
zabyvat pouze okrajovymi tilohami.

2.2. Linearni diferencialni rovnice a jejich reseni

Uvazujme linedrni diferencidlni rovnici n-tého radu

an(2)y™ + .+ az(@)y" + ar(2)y +ao(z)y = b(z),  Vz €l (2.2)

kde a,(x), an—1(x),...,a1(z) a b(x) jsou dané spojité funkce, a,(z) # 0 na I. Tuto rovnici
pak lze také strucnéji zapsat ve tvaru

kde
L(y) = an(z)y™ + ... + az(x)y” + a1 (x)y’ + ao(x)y.

O tvaru Teseni této rovnice pak hovoti néasledujici véta.
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Véta 2.1 Necht funkce ax(z), k =0,...,n a b(x) z rovnice (2.2) jsou funkce spojité na
intervalu I. Potom pro kazdé teseni y(z) rovnice L(y) = b(x) existuji redlné konstanty
Cl, ..., Cp tak, Ze

y(z) = crur(z) + coua () + ... + crun(x) + yp(z),

kde y,(x) je libovolné (tzv. partikularni) rTeseni rovnice L(y) = b(x) a ui(x), ..., u,(x) je
n-tice linedrné nezavislych reseni homogenni rovnice
L(y) = 0.
Funkci
yn(z) = crug(x) + coug(x) + ... + cLu, ()
pak nazjvame obecnym Tesenim prislusné homogenni rovnice, tedy rovnice (2.1).

Pokud jsou funkce ay(x), k = 0,...,n konstantni, tj. ar(x) = ap,ar € R, a, # 0, je
rovnice (2.2) tvaru

any™ + ...+ agy + ary + agy = b(x), zel

V tomto pripadé hovorime o linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s konstantnimi
koeficienty.

Pro hledani feSeni linedrni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty budeme vyuzi-
vat tzv. Wronského matici, jejiz definici si nyni uvedeme.

Definice 2.2 Necht funkce ui(x), ..., u,(x) maji spojité derivace do radun—1 na I.Vyraz

w(e)  us(x) U ()
wlz)  u(w) ()

Wug, ..., up)(x) = uy(z) uy () uy () (2.3)
uf" V(x) ué"‘:%) u("‘;><x>

se nazyva Wronského matice funkci ui(x), ..., u,(x). Determinant Wronského matice se
nazyvd wronskidn funkci ui(x), ..., up ().

Obecné teseni diferencidlni rovnice (2.2) budeme i v tomto piipadé hledat ve tvaru
y(x) = yn(z) + yp(),
tedy jako soucet feseni yy,(z) prislusné homogenni rovnice tvaru
any™ + ..+ asy) + ary + agy =0, rel (2.4)

a jednoho konkrétniho partikuldrntho feseni y,(x) dané nehomogenni rovnice (2.2). Nyni
se podivame na konkrétni priklady, jak takové reseni najit.
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Reseni homogenni rovnice
Reseni homogenni rovnice (2.4) budeme hledat ve tvaru exponencidlni funkce u(x) = e
Vypocteme derivace funkce u(z):

Az

u/
U” (l’) :)\26)\m

u™ () =A"e.

Dosazenim pifslugnych derivaci do rovnice L(y) = 0 a vydélenim ¢lenem e’ ziskame tzv.
charakteristickou rovnici P(A\) = 0, kde P(\) je polynom tvaru

P()\) = an)\n + an—l)\n_l + ...+ ag)\z + al)\ + ap.

Je-li A € C kofenem polynomu P()\), pak je funkce u(z) = e’ YeSenfm rovnice L(y) = 0.

Tvar obecného Teseni y;, () rovnice (2.4) zavisi na korfenech A. Jednotlivé varianty feseni
si ukdzeme na jednoduchych prikladech.

Jestlize

A1

o P()\) mé dva riizné redlné kofeny A;, A2, pak funkce u;(x) = eM?® uy(x) = 2% jsou

fesenim dané homogenni rovnice.

Priklad: je dédna rovnice 2y” + 5y’ = 0. Prislusny charakteristicky polynom mé
koreny A\; =0 a \y = —g. Obecné teseni dané rovnice je tvaru y(z) = ¢ + cge_%m,
C1,Co € R.

Az A1z

e P()\) ma dvojnasobny redlny kofen Ao, pak funkce uq(z) = e™* a us(x) = xe

jsou Tesenim dané rovnice.

Priklad: je dana rovnice y” — 2y’ + y = 0. Prislusny charakteristicky polynom mé&
dvojnasobny redlny kofen \;, = 1. Obecné feSeni dané rovnice je pak tedy tvaru
y(xr) = 1€ + come®, c1,c € R.

e P()\) mé dva komplexné sdruzené kofeny A2 = w =% iv, pak jsou fesenim dané
rovnice funkce u(z) = €"* cos(vz), ug(r) = €*“* sin(vz).

Priklad: je ddna rovnice 3" + 6y’ + 13y = 0. Kofeny ptislusného charakteristického
polynomu P()) jsou A\; o = —3 £ 2i. Hledané obecné feseni dané rovnice je tvaru
y(z) = c1e73% cos(2z) + ce ™3 sin(2x), ¢1, o € R.

« P(\) mé nasobné komplexné sdruzené kofeny A\ 234 = u % v, pak jsou funkce
uy(x) = €* cos(vr), us(xr) = e”sin(vx), ug(r) = xe® cos(vr) a uy(r) = xe*sin(vr),
feSenim dané rovnice.

Priklad: je ddna rovnice y"'+8y” + 16y = 0, jejiz prislusny charakteristicky polynom
ma kofeny 1234 = £2i. Obecné feseni je tvaru y(z) = c¢; cos(2x) + cosin(2z) +
c3x cos(2x) + ¢y sin(2x), 1, co, 3,4 € R.

Partikularni feseni y,(z) rovnice (2.2) lze najit dvéma zptisoby, které si nyni pfipomeneme.
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ReSeni nehomogenni rovnice - metoda variace konstant

Predpoklddejme, Ze jsme jiz nalezli n-tici linearné nezavislych reseni uy(x), .. ., u,(z) pri-
slusné homogenni linearni diferencidlni rovnice (2.1). Tedy jeji obecné feseni je tvaru
yn(z) = crug(x) + -+ + cpuy, (). Partikuldrni feseni nehomogenni rovnice s pravou stra-
nou b(z) budeme hledat ve tvaru

Yp(2) = c1(x)uy () + co(z)us(x) + -+ - + cp(@)uy (2), (2.5)

kde ¢;(z),...,c,(x) jsou tzv. variabilni konstanty, tedy funkce, které zavisi na pro-
ménné x. Dosazenim (2.5) do rovnice (2.2 ) a uzitim Wronského matice dostaneme vztah
pro derivace variabilnich konstant

Wluy, ..., u,)(x).C'(z) = b(x),

kde Wuy, ..., u,](2) je jiz zminovand Wronského matice nezavislych feseni, C'(x) je sloup-
covy vektor derivaci variabilnich konstant C'(z) = (¢|(z),...,c,(z))" a na pravé strané

je vektor b(z) = (0,...0,b(z))".

Reseni nehomogenni rovnice - metoda neurcitych koeficientt
Metoda neurcitych koeficientii je metoda pouzitelnd pouze v pripadé, kdy prava strana
linedrni diferencialni rovnice (2.2) je specidlniho tvaru, konkrétné:

exponencialni funkce,

funkce typu sin(vx), cos(vz),

funkce typu e"* cos(vz), €** sin(vzx),

polynom,

pripadné néjaka jejich linearni kombinace.

Partikuldrni feseni diferencidlni rovnice (2.2) budeme hledat ve stejném tvaru jako je
prava strana rovnice. Konkrétné hledané partikularni feseni budeme uvazovat v daném
tvaru s neur¢itymi (neznamymi) koeficienty a dosadime ho do rovnice L(y) = b(x). Tim
ziskame soustavu linearnich rovnic, ze kterych jsme schopni ziskat konkrétni hodnoty
téchto koeficienti.

2.3. Okrajové tlohy a jejich reseni

V této kapitole se zaméfime na okrajové tlohy druhého radu, viz [5]. Tedy uvazujme
nehomogenni linearni diferencialni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty ve
tvaru

azy"(z) + a1y’ () + aoy(x) = b(z),  x € (a,b). (2.6)

Budeme hledat feseni y(x) dané rovnice, které navic spliiuje predepsané okrajové pod-
minky

Yo, (2.7)
Y1, (2-8)

ay(a) + By (a)
vy (b) + 0y’ (b)
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kde .,y jsou dané hodnoty feSeni v krajnich bodech intervalu (a,b) a «,,7,0 jsou
realna cisla, pro ktera plati

o] + (8] # 0,
[y + 101 # 0.

Definice 2.3 Ulohu najit funkci y(x) vyhovujici rovnici (2.6) a spliugjici okrajové pod-
minky (2.7), (2.8), nazgvame okrajovou ulohou. Jestlize y, = y» = 0, pak hovorime
o homogennich okrajovijch podminkdch, v opacném pripadé hovorime o nehomogennich
okrajovych podminkdch.

Rozlisujeme tii typy specidlnich pripadt okrajovych podminek. Tim prvnim jsou tzv.
Dirichletovy podminky, nebo-li podminky 1. druhu, které maji tvar

y(a) = Ya, y(b) = yp.

Druhym typem jsou Neumannovy podminky, tzv. podminky 2.druhu, které jsou tvaru

y (@) =ys Y0 =u.
Poslednim, tfetim specidlnim pripadem okrajovych podminek jsou Newtonovy pod-
minky, v literatutfe byvaji oznacovany jako obecné okrajové podminky tvaru

ay(a) + By (a) = Ya,
vy(b) + 6y'(b) = wp.-
Obtiznost studia okrajovych tloh spociva zejména v jejich nelokalnosti. Pro okrajové

ulohy napriklad neplati analogie Pickardovy véty o jednoznacnosti pocatecni tlohy, jak
mtizeme vidét v nasledujicim prikladu.

Priklad 2.1 Uvazujme linearni diferencidlni rovnici druhého radu
y" +4y = 0. (2.9)

Podle Picardovy véty méa kazdéa pocatecni iloha pro tuto rovnici pravé jedno reseni. Pokud
vSak budeme uvazovat s rovnici (2.9) okrajové podminky, pak mizeme mit okrajové ulohy,
které jsou jednoznacné tesitelné, ale i takové, které maji nekonecné mnoho feseni, resp.
vibec FeSeni nemaji. Obecné Teseni dané rovnice (2.9) je tvaru

y(x) = ¢1cos(2x) + cosin(2z),

kde ¢1,cy € R.
a) Uvazujme nyni okrajové podminky tvaru

Po dosazeni okrajovych podminek dostavame

y(0)=0: c¢1cos0+ cysin0 =0,

(7T> 1 s + . 1
— = . C1 COS — CoSIn — = 1.
Y\1 LE0S 5 @Sy
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Vytesenim této soustavy linearnich rovnic dostdvame ¢; = 0, co = 1. Tedy TeSeni rovnice
vyhovujici danym okrajovym podminkam je tvaru

y(x) = sin(22),
coz je jediné TesSeni.
b) V pripadé, Ze jsou dany okrajové podminky tvaru

s =0, y(3)=0

dostavame po dosazeni soustavu linearnich rovnic

y(0)=0: c¢1cos0+ cysin0 =0,

Y (g) =0: cycosm+ cysinm =0.

Tato soustava ale ma nekonecné mnoho reseni, tedy existuje nekoneéné mnoho feseni dané
rovnice (2.9) splnujici tyto predepsané okrajové podminky.

c¢) Jsou-li dany okrajové podminky tvaru

s =0, y(3)=1

dostaneme po dosazeni soustavu linearnich rovnic

y(0)=0: c1cos0+ cysin0 =0,

Y (g) =1: cjcosm+ cysinm = 1.

Tato soustava ale nema zadné feseni, proto ani okrajova tloha s témito podminkami pro
rovnici (2.9) nemad Tfeseni.

Otazky tykajici se feSitelnosti obecnych linearnich okrajovych iloh muzeme nalézt napr.
v [3]. Zde mizZeme nalézt nutnou a postacujici podminku pro jednoznacnou resitelnost
dvoubodové okrajové tlohy pro linedrni systém (coz je zobecnéni nasi okrajové tlohy
(2.6)-(2.8)). Uvazujme nyni okrajovou tlohu pro soustavu linearnich rovnic ve tvaru

y = A(z)y + b(), (2.10)
Ary(a) + Ay (b) = c, (2.11)

kde A(z) je maticova funkce n x n, b(x) je n-rozmérné vektorova funkce, pricemz prvky
A(z) a b(x) jsou spojité funkce na intervalu (a,b). A;, Ay jsou redlné matice n x n a c
je n-rozmérny vektor realnych &isel. ReSenfm okrajové tlohy (2.10), (2.11) pak rozumime
n-rozmérnou spojité diferencovatelnou vektorovou funkci y : (a,b) — R™, ktera vyhovuje
systému (2.10) Vz € (a,b) a spliuje okrajové podminky (2.11).

Spolu s okrajovou ulohou (2.10), (2.11) budeme uvazovat odpovidajici homogenni tlohu

¥ = Ala)y (2.12)
Ayy(a) + Asy(b) = 0. (2.13)



2. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Véta 2.2 (Ezistence a jednoznacnost)[5]
Pro jednoznacnou resitelnost dlohy (2.10),(2.11) je nutné a staci, aby odpovidajici ho-
mogenni tuloha (2.12),(2.13) méla pouze trividlni (nulové) resent, tj. aby byla splnéna

podminka
det(A1Y (a) + AY (b)) #0

kde'Y je fundamentdlni matice systému (2.10).

Pro ndmi uvazovanou okrajovou tlohu (2.6) - (2.8) by koeficienty soustavy (2.10) byly ve

tvaru
0 1 0
1= (Y m). 0= (o)

a okrajové podminky pak

_(a B (00 (i
(D) (Y ()

Pomoci véty 2.2 lze ukazat jednoznacnou resitelnost linearnich okrajovych iloh uvazo-
vanych v kapitole 3 (ve studovanych modelech ji méame také zaru¢enou primym vypoctem
Tesent).



3. Analytické reseni pruhybu
nosniku

Velké mnozstvi inzenyrskych aplikaci je konstruovano pomoci tzv. nosnikti. Jedna se o nos-
nou c¢ast konstrukce, ktera slouzi k prenosu sil. V této praci budeme uvazovat homogenni
nosnik délky L. Homogennim nosnikem rozumime nosnik se stejnymi prurezy po celé jeho
délce.

Z duvodu vlastni vahy nosniku, nebo také diky ptsobeni néjaké vnéjsi sily, dochéazi k pri-
hybu nosniku, prevazné k ohybu. Kazdy takovy prihyb lze popsat diferencialni rovnici 2.
pripadné 4. fadu. Obrazky uvedené v této kapitole jsou ¢erpany z [0].

2 —

/

/

axis of symmetry

(a)

/
deflection curve

(b)
Obrazek 3.1: Nosnik a jeho strednice

Na obrazku 3.1 muzeme vidét priklad homogenniho nosniku s osou symetrie (stfednice
nosniku), kterd nas pti vypoctech zaktiveni bude zajimat nejvice.
Abychom ale mohli nalézt prihyb nosniku jakozto partikularni feseni prislusné diferenci-
alni rovnice, je potteba tlohu prevést na okrajovou tlohy, a tedy pridat k dané diferencialni
rovnici i okrajové podminky. Ty zavisi pouze na typu ulozeni nosniku. Podivejme se tedy
nyni konkrétné na jednotlivé pripady uloZeni.

x=0 x=1L

Obrazek 3.2: Vetknuty na obou koncich

Prvni pripad ulozeni nosniku je vetknuti obou jeho konci, viz obrazek 3.2. Pro takovyto
typ nosniku predepisujeme okrajové podminky tvaru

10



3. ANALYTICKE RESENI PRUHYBU NOSNIKU

Pokud je v okrajové podmince predepsana funkéni hodnota v bodé, znaci to nulovy, tedy
zadny, prihyb v tomto bodé. Prvni derivace v okrajové podmince pak znamend nulové
pootoceni v bodé. Témto dvéma typtm okrajovych podminek se rika deformacni okrajové
podminky.

x=0 x=L
Obrézek 3.3: Vetknuty na jednom konci
Na obrazku 3.3 miuzeme vidét nosnik, jehoz levy konec je vetknuty a pravy volny. V ta-
kovémto pripadé pro x = 0 jsou predepsany tyto okrajové podminky
y(0)=0  y(0)=0.
V bodé x = L pak podminky tvaru

y(L)=0 gL =0

Jak mizeme vidét, vyskytuji se ndm zde i druhé a tieti derivace. Druha derivace znac¢i nu-
lovy ohybovy moment v bodé, a treti derivace nulovou posouvajici silu v bodé. Takovymto
podminkam se obecné tiké silové okrajové podminky.

x=0 x=L
Obrézek 3.4: Podepreny na obou koncich

Dalsim typem uchyceni je tzv. podepfeni na obou koncich, viz obrazek 3.4. V tomto
pripadé jsou predepsany tyto okrajové podminky

y"(0) =0,
y"(L) = 0.

y(0) =0
y(L) =0

Dale se také samoziejmé muzeme setkat s riiznymi kombinacemi uchyceni nosniku.
Naptiklad levy konec bude vetknuty a druhy podepfreny.

3.1. Matematicky popis zakriveni

Nyni se podivime na matematicky popis zakfiveni stiednice nosniku. Pro nazornéjsi vy-
svétleni jsem pouzila obrazek 3.5 z literatury [1], ve kterém jsem pro lepsi orientaci upra-
vila oznaceni os. Budeme uvazovat osu x totoznou se strednici nosniku, viz obrazek 3.1,
a osu y takovou, ze vychylka y(r) méfend od osy z je kladnd, pokud ,klesa”.

Pro nase vypocty budeme uvazovat pouze pripady, kdy sila ptisobi v roviné xy. Tedy
nebudeme uvazovat vychyleni stfednice nosniku podél osy z.

11



3.1. MATEMATICKY POPIS ZAKRIVENI

Obr.l26

Obrézek 3.5: prihyb nosniku

Obrazek 3.6: oskulac¢ni kruznice

Z obrazku 3.6 je patrné, ze popis prihybu stfednice nosniku bude popisovat tzv. kiivost
%, kde r je polomér oskula¢ni kruznice ohybové ¢ary. Ta je definovana vztahem

L_M 3.1
kde M je ohybovy moment v bodé x, F je modul pruznosti v tahu a J je moment
setrvacnosti prifezu v bodé z. Nasim tkolem je tedy nalézt analyticky tvar kfivosti.
7. diferencialni geometrie je jiz znam vztah pro krivost rovinné kiivky, ktery je popsan
nasledujici rovnici

12



3. ANALYTICKE RESENI PRUHYBU NOSNIKU

coz lze zapsat i takto
1 :l:y//
(1+))
kde y znaci posuv bodu stfednice ve sméru osy y. Z rovnic (3.1) a (3.2) ziskdme vztah
+y” M
— =
(1 + (y/)Q) 2 EJ
Pokud budeme uvazovat dlouhy stihly nosnik, tedy nosnik, jehoz délka je vyrazné
vétsi nez zbylé rozméry nosniku, mizeme mluvit o takzvaném Euler-Bernoulliho nosniku.
Tento model nosnik je asi nejznamnéjsim nosnikem viibec, pojmenovan je podle autoru
modelu Leonharda Eulera a Daniela Bernoulliho. Pro tento typ nosniku plati, ze prithyb
je vyrazné mensi nez samotné rozméry nosniku, a tedy muzeme tict, ze vy’ ~ 0. Z toho
plyne
3
(1 + (g/)2>2 ~ 1.
A tedy pro malé deformace muzeme vztah pro prihyb napsat ve tvaru linearni diferencialni

rovnice druhého radu:

y// — i%
EJ

Jednd se tedy o tzv. linedrni model. Ten pouzivame v pripadé, kdy jsou splnény na-
sledujici predpoklady

prihyby u ohybu jsou velmi malé

material je Hookeovsky

namahani je jednoduché

vychézi se z prvku uvolnéném v nedeformovaném stavu

Popis diferencialni rovnici 4. fadu

Nyni se podivame na popis prithybu nosniku diferencialni rovnici ¢tvrtého fadu. Rovnici
pro prithyb stfednice se pokusime odvodit trochu jinym zptisobem, nez jsme pouzili vyse
pro rovnici druhého Fadu.

Z tyzikalnich zdkonti predpokladame, ze pro deformaci nosniku plati Hooketv zakon

M(x) = EJk, (3.3)
kde k je deformace v ohybu, dand vztahem
/!
k= ———s3. (3.4)
(1+))’
To je analogie toho, co jsme Tesili pii odvozovani diferencidlni rovnice druhého fadu, proto

muzeme Tici, Zze pro malé deformace

3
2

(1 + (y’)2> ~ 1. (3.5)

13



3.2. OBOUSTRANNE VETKNUTY NOSNIK
Zéaroven z teorie pruznosti plati vztah

*M
dxz - q?
kde ¢ je liniové zatizeni. Pouzitim vztaht (3.3), (3.4) a (3.5) néasledné dostaneme rovnici

d2
"
) (EJy") = —q.
Déle budeme uvazovat, ze E a J jsou konstanty, coz nasledné dava vztah
d2 "
EJ @(y ) =—q,
coz lze také psat ve tvaru
dy
EJ@ = —q,
to je linearni diferencialni rovnice ¢tvrtého fadu pro prithyb nosniku, presnéji feceno pro
jeho strednici.

V nésledujich kapitolach se podivame na jednotlivé typy nosnikl s ohledem na jejich
upevnéni na okrajich.

3.2. Oboustranné vetknuty nosnik

V této casti prace budeme uvazovat nosnik, ktery je na obou koncich vetknuty.

Priklad 3.1
Uvazujme oboustranné vetknuty nosnik, na ktery pusobi liniové zatizeni q, viz obrazek 3.7.

TR

\}\\\

RN
R
RRRMNNAN

L
< >

Obrazek 3.7: Oba konce vetknuté - liniové zatizeni

Pritom budeme uvazovat diferencialni rovnici ¢tvrtého radu

EJy" = —q, (3.6)

s ohledem na vetknuté okraje uvazujeme okrajové podminky tvaru

y(0)

0, ¢(0)=0,
y(L) =0 0

. Y(L) =

14



3. ANALYTICKE RESENI PRUHYBU NOSNIKU

Pri hledani Teseni budeme nejprve postupovat s ohledem na teorii popsanou ve druhé
kapitole. Rovnici (3.6) 1ze zapsat ve tvaru

"o q

- (3.8)

Charakteristicky polynom prislusné homogenni diferencialni rovnice ma jeden ¢tyrnasobny
redlny kofen \; 534 = 0. Proto bude obecné feSeni prislusné homogenni rovnice ve tvaru

yn(z) = c12® + cox® + ez + ¢y (3.9)

Nyni budeme hledat partikuldrni feseni nehomogenni rovnice (3.8). Protoze na pravé
strané této rovnice je konstanta a diferencidlni rovnice je ¢tvrtého radu, je partikularni

reSeni tvaru .
qx
v (@) 24E.J (3.10)

Obecné Teseni dané rovnice ziskdme jako soucet obecného feseni (3.9) prislusné partiku-
larni rovnice a partikuldrniho feseni (3.10):

4
qr 3 2
r) = ———— +12° + e
y() 24EJ+ 127 + C2x” + 3% + ¢4,
kde c1, ¢, c3 a ¢4 jsou realné konstanty. Tyto konstanty nyni urc¢ime pomoci predepsanych
okrajovych podminek. Pro tyto ucely si nejprve vyjadiime prvni derivaci feSeni
qz’

y'(z) = ~GE7 + 3122 + 209 + 5.

Po dosazeni do okrajovych podminek dostaneme

y(0)=0: ¢4 =0,

Y(0)=0: c3=0,

qL* 3 2
y(L)=0 —24EJ—|—61L + oL+ c3L+cy =0,
y'(L)=0: _q_Lg + 3¢ L + 2L + ¢35 = 0.

6EJ

Vytesenim této soustavy rovnic dostaneme

qL? qL?
T~ TDEp 7 cg=0, c1=0.

“ ToUEJ’

Reseni dané rovnice (3.6) splitujici predepsané okrajové podminky (3.7) je tedy funkce

tvaru
qrt qLz®  qL?2?

Y0 = ~5ip7 t 1oy T amy
coz lze jesté upravit
2
qr 2 2 2
= — —2xL ) )
y(x) 24EJ({B zL? + L?) (3.11)

15



3.2. OBOUSTRANNE VETKNUTY NOSNIK

Diferencidlni rovnice popisujici prihyb nosniku je ovSsem natolik jednoducha, ze k tvaru
obecného feseni lze dojit nasledujicim, jednodussim, zptisobem. A sice, danou rovnici (3.6)
ctyrikrat postupné zintegrujeme:

EJy"(z) = —qx + c1,
2
EJy"(z) = L crt Ca,

2

x3 e’
EJy'(x) = —% + 17 + Co + c3,

xt e e
Ejy($):—q2—4+17+27+63$+64.

Po dosazeni okrajovych podminek dostavame

y(0)=0: ¢4 =0,
y(0)=0: ¢3=0,

1 Lt L3 L?
y(L):OI E—J(_q +Cl +62 ):07

24 6 2
1 qL? ¢ L?
"(L)=0 — | —— L) =0.
y'(L) 7 ( Tt te
Po vyteseni dostavame
qL qL’
61:77 62__127 63_07 C4_0

— (-5/6)*x2(x? -2x +1)

-0.02 - 4

-0.04 i

_0.06 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

Obrazek 3.8: Analytické Teseni prikladu 3.1

Obecné Teseni dané diferencialni rovnice je tedy

1 ( gt qLax? qL2x2> . qx

y(x) (2* —22L* + L?),

“ I\ Tt T, T UEJ
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3. ANALYTICKE RESENI PRUHYBU NOSNIKU

coz je shodné s fesenim (3.11), které jsme ziskali metodou neurcitych koeficienti. Pro
nazornost je analytické feseni vykresleno na obrazku 3.8 pomoci softwaru Matlab, pricemz
jsme zvolili tyto hodnoty vstupnich parametri ¢ = 20N /m, L = 1m a EJ = 1. Pro takto

zvolené hodnoty je feseni tvaru
52

y(x) = oy (2% —22+1).

Priklad 3.2
Nyni budeme uvazovat opét oboustranné vetknuty nosnik, tentokrat ovSem s liniovym
zatizenim, které nebude konstantni, nybrz bude popsano linearni funkei, viz obrazek 3.9.

9o

77 77
7/ 77
7 "

> . >

Obrazek 3.9: Oba konce vetknuté - liniové zatizeni

Diferencidlni rovnice pro prithyb nosniku je tedy nyni tvaru

EJy" = —%, (3.12)
a s ohledem na vetknuté konce nosniku mame tytéz okrajové podminky jako v predchozim
prikladu:

y(0)=0,  ¥'(0)=0,
y(L)=0,  y(L)=0.

Reseni nyni nalezneme uzitim postupného integrovani dané rovnice:
2

EJy///(x) = —E + Cl)
3

EJy'(x) = —qg—z + 1z + ¢,

gzt cix?

EJy (z) = o4 T 5 terta
¥ crd cp?
EJy(z) = _1q§0L tog g tarta

Po dosazeni okrajovych podminek ziskdme soustavu rovnic pro neznamé konstanty:
y(0)=0: ¢4 =0,
y(0)=0: ¢3=0,

1 ( @l® al® cL?

L)=0: — (- L =0
y(L) =0 77\ " 100 5 + 5 +c3 +C4) ;

1 q0L4 61L2
"(L)=0: — |- — L =0.
y(L)=0 EJ( 24L+ 5 + ol +c3 0

17



3.3. OBOUSTRANNE PODEPRENY NOSNIK

Vytesenim této soustavy dostaneme

. 3(]0[/

QOL2
1 = 20 9

30 7

Tedy obecné feseni dané rovnice (3.12) spliujici predepsané okrajové podminky je tvaru

Co =

63:0, cqy = 0.

1 qox®  3qoLx®  qoLPx?
yw) = = (- - ,
EJ 120L 120 60
coz lze jesté upravit
y(x) = Loxz (2° — 3L%x + 2L7)
120LEJ '

Pro nazornost je analytické reseni vykresleno na obrazku 3.10 pomoci softwaru Matlab,
pficemz jsme zvolili tyto hodnoty vstupnich parametri go = 20N /m, L = 1lm a EJ = 1.
Pro takto zvolené hodnoty je feseni tvaru

2

y(xr) = —% (2 — 3z +2).

0 :
\—-(1/6)*x2(x3 - 3x+2)\
-0.01+ _
-0.02 1
_0.03 1 1 1 Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 3.10: Analytické reseni prikladu 3.2

3.3. Oboustranné podepreny nosnik

V této casti prace budeme uvazovat nosnik, ktery je na obou koncich podepreny. V tomto
pripadé bude ohybem nosniku vznikat i napéti, protoze budeme uvazovat pevné podpory.

Priklad 3.3
Necht je dan oboustranné podepieny nosnik délky L, na ktery navic ptisobi v bodé 0.8L
sila P, viz obrazek 3.11.

18



3. ANALYTICKE RESENI PRUHYBU NOSNIKU

| p

A C
0.8L B b e
a=>0.
= o >

Obrézek 3.11: Oba konce podeprené - plisobici sila

V tomto pripadé muzeme prihyb stfednice nosniku popsat linearni diferencialni rovnici
druhého radu

EJy" = M.

Prislusné okrajové podminky jsou v tomto ptripadé tvaru

Sila P rozdéli interval (0, L) na dva podintervaly, konkrétné (0,0.8L) a (0.8L, L). Pro tyto
intervaly si nejprve vyjadrime ohybové momenty

M =0.2Px, z € (0,0.8L),
M =0.2Pz — P(z — 0.8L), z € (08L,L).

Dana tuloha se nam tim tedy rozdélila na dvé podulohy, ve kterych budeme fesit dvé
diferencialni rovnice:

EJy"(x) = 0.2Pz, z € (0,0.8L)
EJy"(x) = 0.2Pz — P(z — 0.8L), z € (08L,L).

Zintegrovanim téchto rovnic dostavame nejprve

EJy(x) = 0‘25962 +oe, z € (0,0.8L),
EJy(z) = 0'25552 _Pe _20'8L)2 t o, z € (0.8L, L),
a nasledné pak
EJy(z) = O‘Zéjxs + e+ e, z € (0,0.8L),
EJy(z) = O'Zé%s _ Pl _60'8L)3 ¥ e + e, v € (0.8L,L) .

Nyni dosadime okrajové podminky pro funkéni hodnoty

y(0)=0: ¢3=0, (3.13)
1 [/02PL* P(L-0.8L)?
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3.3. OBOUSTRANNE PODEPRENY NOSNIK

Néasledné porovname funkéni hodnoty a prvni derivace zleva a zprava v bodé 0.8L. Pro
funkéni hodnoty tedy chceme, aby y(0.8L7) = y(0.8L™"), coz dava

0.2P(0.8L)3 0.2P(0.8L)3
% + 0.8L61 +c3 = % + 0.8L62 + c4. (315)
Podobné pro prvni derivace chceme, aby v/(0.8L7) = ¢/(0.8L™"), tedy aby
0.2P(0.8L)? 0.2P(0.8L)>2
2 2

Ze vztahu (3.16) plyne, ze ¢; = c¢s, dale pak postupné z (3.15) a (3.13) dostaneme rovnost
c3 = ¢4 = 0. Ze vztahu (3.14) pak vypocteme, ze
0.192PL?

G :

Hledané feseni je tedy dano na jednotlivych intervalech takto

+ . (3.16)

Cl =C = —

1 0.2Px3 0.192PL?
= — — 0,0.8L
1 0.2Px3 P(:B — 0.8L)3 0.192PL?
= — — — 0.8L,L).
u(@) = 57 ( 6 6 6 ‘) v € (081, L)
0
-0.05 - —— (10x/3)*(4*x2-0.192) -
— (1/6)0*(4*x3-20*(x-0.8)3-3.84*x)
-0.1
-0.15 - -
-02 .
-0.25 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 3.12: Analytické reseni prikladu 3.3

Pro nazornost je analytické TeSeni vykresleno na obrazku 3.12 pomoci softwaru Matlab,
pricemz jsme zvolili tyto hodnoty vstupnich parametri P = 20N, L = 1m a EJ = 1. Pro
takto zvolené hodnoty je feseni tvaru

10

y(z) = 733 (0.22 — 0.192) , € (0,0.8),
1

y(x) = 5 (42® — 20(z — 0.8)® — 3.84x) , r € (0.8,1).
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3. ANALYTICKE RESENI PRUHYBU NOSNIKU

Priklad 3.4 Nyni budeme uvazovat stejné ulozeny nosnik jako v predchozim prikladé,
tentokrat vSak na nosnik nebude pusobit osameéla sila ale liniové zatizeni po celé délce
nosniku, viz obrazek 3.13.

Funkce ohybového momentu je v tomto ptripadé ve tvaru

1 1,
M = 2qu 2qx .
f
[ & 3] [ |
Ey AR OB B I N AN —
N A
- 5 >

Obrézek 3.13: Oboustranné podepreny nosnik - liniové zatizeni
Prithyb nosniku tedy mtizeme popsat diferencidlni rovnici druhého fadu
1

1
E //:_L = 2
Jy 2q T 2qx

a doplnime stejnymi okrajovymi podminkami jako v predchozim prikladé. Danou rovnici
nyni dvakrat postupné zintegrujeme a dostaneme

1 1
EJy (z) = ~qLz* — =qz® + ¢,

4 6
1 1
EJy(x) = Equg — ﬂqx4 + 1T + co.

Z okrajovych podminek
y(0)=0,  y(L)=0

1
pak dostaneme co =0 a ¢y = _ﬂng a tedy hledané reseni splnujici predepsané okrajové
podminky je tvaru
qx 3 3 2
= ——— L° —2Lx7).
y(z) SAE] (2° + z?)

Pro nazornost je analytické TeSeni vykresleno na obrazku 3.14 pomoci softwaru Matlab.
Zvoleny byly tyto hodnoty vstupnich parametri ¢ = 20N/m, L = 1m a EJ = 1. Pro
takto zvolené hodnoty je Teseni tvaru

y(x) = —%E (z° — 22" +1).
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3.4. NOSNIK S VOLNYM KONCEM

— (6/6)x(x® - 2%°+1)
-0.1+ -
02r 1
-0.3 1 L L L
0 0.2 0.4 06 0.8 1

Obrazek 3.14: Analytické feseni prikladu 3.4

3.4. Nosnik s volnym koncem

Priklad 3.5
Nyni se podivame na priklad jednostranné vetknutého nosniku, tzv. konzoly, ktery je na
druhém konci volny. Na cely nosnik piisobi liniové zatizeni q, viz obrazek 3.15.

| q

C

>

A
-
Obrazek 3.15: Jeden konec vetknuty

Nejprve tuto tlohu vytesime pomoci diferencialni rovnice druhého a pozdéji ¢tvrtého radu.
Priahyb strednice nosniku lze popsat diferencialni rovnici tvaru

EJy" =M (3.17)

s predepsanymi okrajovymi podminkami

Vyjadiime si nyni ohybovy moment ptisobici na nosnik:

2 2
qr qL
M=-1+qgLy— —.
7 +qLx 5

Odtud po dosazeni za moment M do (3.17) dostavame rovnici

1.2 L2
EJy'(z) = _QT +qLx — QT (3.18)
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3. ANALYTICKE RESENI PRUHYBU NOSNIKU

Pro nalezeni obecného Feseni staci rovnici (3.18) postupné dvakrat zintegrovat a dosta-
neme tvar hledaného reseni

qr® qLa®> qL%x

EJy (z) = e T3 5 o
4 L(L’g LQIL’Q
EJy(z) = —% +1 5 g 1 + 1 + co.

Odtud pak po dosazeni do okrajovych podminek dostavame

y(0)=0: ¢ =0,
y'(0)=0: co =0

Je tedy ztejmé, ze TeSeni dané diferencialni rovnice druhého fadu splnujici predepsané
okrajové podminky je tvaru

I 2 2
y(x) = 24Ej(x 4Lz + 6L%).

Nyni se podivame, jak by se tato tloha dala Tesit pomoci diferencialni rovnice ¢tvrtého
radu. Uvazujme tedy rovnici tvaru

EJy//// — _q’

kde g je opét liniové zatizeni plisobici po celé délce nosniku. Postupujeme opét tak, ze
rovnici postupné c¢tyrikrat zintegrujeme, dostaneme tak nasledujici rovnice

EJy"(z) = —qx + c1,
2
EJy"(z) = Lo,

2
z z?
EJy'(z) = —% + Cy + co + c3,
zt z? z?
EJy(r) = —q2—4 + C1€ + C2g + 37 + ¢4.

V tomto pripadé vSsak uvazujeme s ohledem na rad diferencialni rovnice tyto okrajové
podminky

y(0) =0, y'(0) =0,
y'(L)=0,  y"(L)=0
Z nich pak dostaneme
y(0)=0: cq =0,
y'(0)=0: c3 =0,
y"(L)=0:  ca=qL,
L2
Y(L)=0:  e=—T—
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3.5. VZPERNA STABILITA PRUTU

Hledané reseni dané diferencialni rovnice ¢tvrtého radu s predepssanymi okrajovymi pod-

minkami je tvaru
(1) = 5 (o — AL 4 61)
YO ="o4mg \* * '

Pro nazornost je analytické TeSeni vykresleno na obrazku 3.16 pomoci softwaru Matlab.
Zvoleny byly tyto hodnoty vstupnich parametri ¢ = 20N/m, L = 1m a EJ = 1. Pro
takto zvolené hodnoty je feseni tvaru

52
y(x) = oy (2 — 42 +6).
0 T T T
— -(5/6)*x2(x2-4*x+6)
-0.5+ .
1L 4
15 .
ol i
25 L 1 1 I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 3.16: Analytické feseni prikladu s volnym koncem

3.5. Vzpérna stabilita pruta

Nyni se podivame na specidlni ptipad chovani linedrniho modelu nosniku predstavujici
tzv. vzpér, coz je namahani prutu tlakovou osovou silou. Predstavme si, Ze na nas nosnik
napr. most, pusobi sila v ose x. Takovou silu muze vytvorit napiiklad sesuv pudy na
kraji mostu, viz obrazek 3.17. Takto tla¢ené pruty/nosniky jsou nachylné ke ztraté jejich
stability, coz zptisobuje tzv. vyboceni prutu. Tento jev je u vétsiny konstrukei nezadouct,
protoze muze zpusobit kolaps celé konstrukce.

Abychom predesli ztraté stability, je tfeba vypocitat velikost kritické sily, pri které dojde
k vyboceni prutu. Ta se vypocita podle vztahu

2
« EJmm
Fo ==
kde « je stihlostni pomér definovany jako podil
Lred
a = —-,

]
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3. ANALYTICKE RESENI PRUHYBU NOSNIKU

7
1 = A,

L,eq je vzpérna délka a A je plocha prurezu nosniku.

a 1 je tzv. polomér setrvacnosti

/|
/
/‘
/

Obrézek 3.17: Tlakova sila plisobici na nosnik s pravym volnym koncem
Odtud plyne i druhy vztah pro vypocet velikosti kritické sily
7T2EJmin
L? ’

red

Fkr:

kde L,.; uréime podle typu ulozeni, viz obrazek 3.18 ¢erpany z [3].

lF ‘F ¢F

N\ B l : l
S
3 | [ = I | |
| | o | | |
| | | |
! | | ~
X Osa symetrie -
Q
(. |
Lv‘ =L va ~0.7L Lv_ =0.5L L\:\_L L1=2L
; . . £ \
\

Obrézek 3.18: Typy ulozeni - vzpér

Podivejme se nyni na odvozeni L,.4 néjakého konkrétniho prikladu. Vezmeme oboustranné
vetknuty nosnik, na ktery pusobi sila F' ve sméru osy x, viz obréazek 3.19. Jeden (konkrétné
horni konec) nosniku je uloZen vetknutim s moZnym posuvem ve Sméru osy .

Uvazujme nyni diferencidlni rovnici druhého radu prithybu
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3.5. VZPERNA STABILITA PRUTU

Pro lepsi nazornost zde také uvedeme uvolnéni vazeb, viz obrazek 3.20. V nasem pripadé,
s ohledem na obrazek 3.19, uvazujeme w(z) = y(z) jako hodnotu prithybu nosniku v bodé

i

‘_?";w(x)

ba W

Udans

Obrazek 3.19: Tlakova sila pusobici na oboustranné vetknuty nosnik, zdroj [5]

7

M
/P
vix) |\

(
N

{

Obrazek 3.20: Uvolnéni vazeb oboustranné vetknutého nosniku, zdroj [7]

Ohybovy moment v obecném fezu je dan vztahem
M(x) = Fyy(z) — M.
Plati tedy
EJy"(x) = Fiy(x) — M
Nyni zavedeme substituci
2 _ F kr
EJ
Dostavame tak diferencidlni rovnici druhého radu ve tvaru
o M
Fkr .

a (3.19)

Y+ o?y(a) = a
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3. ANALYTICKE RESENI PRUHYBU NOSNIKU

Konkrétné se jednd o nehomogenni diferencialni rovnici druhého radu s konstantnimi
koeficienty. Hledané feseni budeme hledat ve tvaru souctu obecného teseni prislusné ho-
mogenni rovnice a jednoho partikularniho reseni nehomogenni rovnice. Toto partikularni

feseni bude tvaru

M
y(z) = Acosax—l—Bsina:B—l—F :
kr

Po dosazeni okrajovych podminek

y(0)

0, ¥'(0)=0,
y(L) =0 0

. Y(L) =

dostavame

Tedy teseni rovnice splinujici predepsané okrajové podminka je tvaru

M
_Fkr

y(z) (1 — cosax).

Ve druhém vetknuti vzpéry plati

y(L)=0: 1—cosal =0,
coz bude platit v pripadé, ze

al = k2, kE=0,1,2, ...

Nyni ze vztahu (3.19) a (3.20) dostavame rovnost

o’L? = k*4r?,
a po uprave
Fy,
“L? = k*4r?
EJ i

(3.20)

Vzhledem k tomu, Ze nasim cilem bude ve vétsiné pripadu najit nejmensi kritickou silu,

za k volime k = 1. Po vyjadfeni kritické sily dostavame vzorec

EJ
Fr = 477-2?7

coz presné odpovida vztahu zndzornéném na obrazku 3.18, tedy ze L,.q = 0.5L.
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4. Porovnani linearnich a
nelinearnich modelu

V této kapitole se podivame na rozdil mezi linedrnim a nelinedrnim modelem nosniku.
Prozatim jsme v praci uvazovali pouze linearni model ve tvaru

y M)
- EJ

V predchozi kapitole jsme také zminili, Ze linearni modely nosniku uvazujeme v ptipadé
velmi malych prihybovych deformaci. Predpoklady pro uziti linedrniho modelu jsme jiz
sice zminili, ale znovu si je pro srovnani s nelinearnim modelem pfipomeneme. Predpo-
kladem tedy je splnéni prutovych predpokladi, material nosniku musi byt Hookeovsky,
prihyby u ohybu malé, a vychazi se z prvku uvolnéného v nedeformovaném stavu.

V praxi se vSak setkdme i se stfedné velkymi, pripadné i velkymi prihyby nosniku, nebo
s pripadem, kdy néjaky z vyse uvedenych predpokladf neni splnén. V takovém pripadé
nam klasicky popis linearni diferencialni rovnici nestaci a budeme potiebovat popsat dany
pripad nelinedrnim modelem. Tento model je popsan pomoci diferencialni rovnice tvaru

Vo) M)
1+ @)

Kromé linearizovaného tvaru této rovnice (popsaného vyse), muzeme uvazovat jeji nasle-

Nl

3
dujici aproximaci. Funkei (1 + (y/ )2) * si rozepiseme do Taylorovy mocninné fady. Zave-
deme substituci (y')2 =t a budeme Teit rozvoj funkce (1 + )2 podle vztahu

(c+2)* = i (2) Akgh,

k=0

V nasem pripadé tedy dostavame

3 3 3 3 11 3 1 9
(1+1)2 = (8)15t0+ (i)m + (;)rat + .

Vezmeme-li prvni dva ¢leny, dostavame aproximaci
3 3 3 3 1
(1+1)2 ~ 8 1249 + i 12t

3
2

a po uprave
3
(1+t)2 ~ 14—t
2
Vratime-li se zpét k ptivodni proménné dostaneme

(1+ @) =1+ 2w
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4. POROVNANI LINEARNICH A NELINEARNICH MODELU

A tedy z puvodniho vztahu dostdvame vyjadreni pro druhou derivaci funkce y:
M 3, .
"= — 1+ = . 4.1
v = g (14307 (4.)

Mz
V této rovnici oznac¢me E( J) = a(z). Potom rovnice (4.1) ma tvar

/= ato) (145 07). (12)

Tuto rovnici zkusime rozresit vzhledem k y/(x), tedy zavedeme substituci y'(z) = v(x).
Pak z (4.2) dostaneme
3
v = a(x) (1 + 5212> .

Rovnici fesime metodou separace proménnych a dostavame
2 3
v(x) = \/;tg < §A(x) + c) ,

y'(x) = gtg < §A(x) + c) , (4.3)

t.

kde
Az) = /a(t)dt. (4.4)

Pri¢cemz konstantu ¢ mizeme vyjadrit naptiklad v pripadé konstantniho zatizeni, tj. kdyz
ohybovy moment M (z) je symetricky vzhledem ke stfedu nosniku, tedy z podminek
y'(0) = —y/(L), coz pro proménnou v dava v(0) = —ov(L). Mame tedy

0(0) = \/gtg(c), o(L) = —\/gtg< gA(L)Jrc).
\/gtg(c) - \/gtg <\/§A(L)+c>,

1 /3
= ——4/ZA(L).
c 51 3AL)

Kone¢né teseni y(x) rovnice (4.1) pak muzeme dostat integraci vztahu (4.3). Pozname-
nejme vsak, ze v pripadé obvyklych ohybovych momenti M (x) nelze integral v (4.4)
spocitat.

Je ziejmé Ze nelinearita znacné zvysuje slozitost vypoctu a prinasi nové typy chovani,
které se u linedrnich modelt nevyskytuji. Mezi takové nejjednodussi pripady nelinearniho
chovani patii napriklad materidlova nelinearita nebo vzpérna stabilita prutt.

Mame tedy

odkud dostavame
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4.1. OBOUSTRANNE PODEPRENY NOSNIK
4.1. Oboustranné podepreny nosnik
Nyni se podivejme na priklad oboustranné podeptreného nosniku, ktery je liniové zatizeny.

Tuto tlohu jsme si jiz analyticky vytesili v predchozi kapitole, ale pro linearni typ nosniku.
Nyni budeme uvazovat liniové zatizeny nelinedarni model nosniku, viz obrazek 4.1.

| i _— I.j
AN \
-« >

Obrézek 4.1: Oboustranné podepieny nosnik - liniové zatizeni

Prithyb nosniku mtizeme popsat nelinedrnimi modely

Njw

BIy'(@) = L @-1) (1+W/@)°)" (45)

resp.
x 3
B/ @) = 2 -y (143001, (45)
kde L je délka nosniku a ¢ je liniové zatizeni puisobici na nosnik.

Vzhledem k tomu, Ze analytické Tfeseni téchto modeli nelze nalézt, ukazeme si numerické
reSeni této tlohy. To jsme nalezli uzitim matematického sofwaru Matlabu. Konkrétné jsme
pouzili metodu buvp4c. Jednd se o kolokacni metodu, ktera nalezne priblizné reSeni dané
diferencialni rovnice s predepsanymi okrajovymi podminkami. Pro feSeni touto metodou
je tfeba zadat vstupni parametry, témi jsou funkce ODEFUN (zadand jakou soustava di-
ferencidlnich rovnic prvniho fadu), okrajové podminky BCFUN a odhad feSeni v krajnich
bodech SOLINIT. Konkrétné se pouziva tato syntaxe

SOL = bvp4c(ODEFUN,BCFUN,SOLINIT)

Konkrétni zadani vstupnich hodnot pro ¢ = 20N /m a délku nosniku L = 1m je volani
funkce bup/c uvedeno nize primo v matlabovském prostiedi. Soucasné je také ziskané
numerické feseni vykresleno ¢ervené na obrazku 4.2.

Matlabovsky m-file

odefun = @Q(x,y) [y(2); 10xxx(1-x)*(1 + 3/2.%(y(2))72)] %zadani funkce
befunA = @Q(ya,yb) [ya(l); yb(1l)] %zadani okrajovych podminek

X = hnspace(() 1,100);

Sollnlt bvplnlt( , [0, 0]) %odhad reseni v krajnich bodech

solA = bvp4c(0defun bcfunA ,solinit)

plot (solA.x, solA.y(1,:))

L A VI
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4. POROVNANI LINEARNICH A NELINEARNICH MODELU

Pro porovnani prihybu linedrniho a nelinearnich modelt je zde ¢ervené vykresleno i
feseni linearniho modelu z prikladu 3.4, které je tvaru

y(zr) = —%B (2 — 22" +1).

0 T T T T

— -(20/24)*(x.* + x - 2*x.%)
— [y(2); 10" (1-x)*(1 + y(2)*?]
[y(@); 10*x*(1-)*(1 + 3/2*(y(2)?)]

_0'4 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 4.2: Numerické reseni prikladu - oba konce vetknuté

Jak mizeme vidét na obrazku 4.2, nelinedrni modely nosniku maji pro stejné vstupni
parametry vétsi prihyby nez ten linearni.

4.2. Nosnik s volnym koncem

Nyni se podivame na nelinearni nosnik, ktery je na jednom konci vetknuty a druhy konec
nosniku je volny. Prithyb tohoto konkrétniho nosniku miizeme popsat pomoci nelinedrnich

rovuic ") ) 2
y'(@ q q 3
o = (-5 ata= 15 ) (e @)
resp.
y'(x) qz’ qL? 3, 1 e
= [ —— Ly — — 14+ =
- = tqle— L) (14 S0/@)

s okrajovymi podminkami

y(0)=0,  y(0)=0.
Vzhledem k zadanym okrajovym podminkam nefeSime vlastné okrajovou tlohu, nybrz
ulohu pocatecni. Danou tilohu vyTesime numericky pomoci matematického softwaru Matlab

a v ném implementované metody ode/5, coz je Runge Kuttova metoda pro feseni pocatec-
nich 1loh. Pro feseni touto metodou je treba zadat vstupni parametry, témi jsou funkce
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4.2. NOSNIK S VOLNYM KONCEM

ODEFUN (zadana jakou soustava diferencialnich rovnic prvniho fadu), interval zavislé
proménné TSPAN a pocatecéni podminky Y0. Konkrétné se pouziva tato syntaxe

SOL = ode45(0ODEFUN,TSPAN,Y0)

Konkrétni zadani vstupnich hodnot pro ¢ = 20N /m a délku nosniku L = 1m je volani
funkce ode/5 uvedeno nize primo v matlabovském prostiedi. Soucasné je také ziskané
numerické feseni vykresleno ¢ervené na obrazku 4.3.

0 T T T T
-0.5+
_1 L 4
1.5+ -
—— -(5*x.2/6)*(x2-4*x+6)
— [y(@;-10"(x-1)2(1+y(2)*?]
ol Y(2):-10°(x-1)%(1+3/2"y(2))* |
_2'5 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 4.3: Analytické Teseni prikladu - pravy konec volny

Matlabovsky m-file

odefun=0(x,y) [y(2);-10x(x-1).72x(1+3/2.%xy(2)) 2]
a=0;b=1;

x=linspace(a,b,100);

solA=ode45 (odefun ,[a b] ,[0;0]) ;

plot (solA.x,solA.y (1,:))

[

32




5. ZAVER
5. Zaver

Cilem této bakalaiské prace bylo nastudovat zakladni vlastnosti okrajovych tloh,
zejména pro obycejné diferencidlni rovnice druhého fadu, dale pak analyza rtznych pri-
hybii nosniktt namahanych jak pri¢né tak na vzpér. Dalsim tikolem bylo porovanat linearni
a nelinearni modely na konkrétnich ptrikladech. Dle mého nazoru bylo cile dosazeno.

Prvni kapitola je ivodni kapitolou této prace. Druha je jiz vénovana zakladnim pojmtm
a postuplim pro feseni obycejnych linearnich diferencialnich rovnic, pticemz v zavéru jsou
popsany ruzné typy predepsanych okrajovych podminek, které maji velky vliv na fesitel-
nost okrajové ulohy, coz je prezentovano na konkrétnim jednoduchém ptikladu. Ve treti
kapitole je odvozena linearni diferencialni rovnice druhého a ¢tvrtého radu pro prihyb nos-
niku. Teorie je vhodné doplnéna konkrétnimi priklady, ve kterych je vypocteno analytické
feseni prihybu nosniku s riznymi typy uchyceni a zatizeni. Tato TeSeni jsou vykreslena
prostirednictvim matematického softwaru Matlab. V zavéru kapitoly se také vénujeme
specialnimu typu chovani prithybu nosniku, kterym je vzpér. Posledni, ¢tvrta kapitola je
zameérena na porovnani linearnich a nelinedrnich modelt, coz je opét vhodné doplnéno
dvéma konkrétnimi ptiklady. Uzitim implementovanych funkei v softwaru Matlab je na-
lezeno numerické feseni téchto tloh. Na obrazcich je pro srovnani vykresleno feseni pro
oba typy nelinearnich modeli véetné modelu linearniho.

Téma bakalarské prace mé velmi bavilo, zejména proto, Ze propojovalo mé znalosti
ziskané ze zakladnich kurzi matematické analyzy, mechaniky a v neposledni radé také
numerickych metod. V ptipadé nelinearnich modeli nosniku jsem hledala numerické reseni
uzitim implementovanych numerickych metod v softwaru Matlab. Také jsem si prohloubila
zkusenosti s typografickym systémem LaTeX.
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6. SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

6. Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

ODR obycejné diferencialni rovnice

R obor realnych ¢isel

R™ n-rozmérny vektorovy prostor realnych cisel
u™ () n- ta derivace funkce u(x)

(a,b) uzavieny interval

W (uy,...,u,)(z)  Wronského matice funkei uq(x), ..., u, ()
yn(z) obecné feseni homogenni linearni diferencialni rovnice

Yp(x) partikularni feseni nehomogenni linearni diferencialni rovnice
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