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Abstrakt

Dizertatni prace se zabyvd netradicnimi odhady diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti
kategorialni veli¢iny z jejich pozorovanych hodnot. Pii odhadech se vyuziva gradientu
kvazinormy tohoto rozdéleni pravdépodobnosti a tzv. ptimkového odhadu. Zpiesnéni
gradientnich odhadl bylo provedeno metodou bootstrap. Teoretické vysledky jsou pro vybrané
kvazinormy ilustrovany na konkrétnich piikladech.

Abstract

Doctoral thesis is focused on the unconventional methods of the discrete probability estimation
of categorical quantity from its observed values. The gradient of quasinorm and so-called line
estimation were emlopyed for these estimations. Bootstrap method was used for the

improvement of accuracy. Theoretical results for selected quasinorms were illustrated on specific
examples.
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1. Uvod a motivace

Zakladni praktickou tlohou pfi stochastickém modelovani kategorialni veli¢iny X , kterd nabyva
kone¢né¢ mnoha raznych hodnot x;, j=1..,m, kde m=2, je odhad jejitho rozdéleni

pravdépodobnosti z pozorovanych hodnot x;, i=1,..,n, kde n>m. Pfedpokladame, ze

/4 ’ ’ r M : r * M ~7 W /4
pozorovanim X ziskdme statisticky soubor (x,,...,x,) hodnot x ; a po jeho roztiidéni

dostaneme roztiidény statisticky soubor ((xl ,Lj yeres (xm ,QD , kde i # 0 je relativni Cetnost
n n n

pozorované hodnoty xj., j=1,...,m. Ptedpoklad nenulovych relativnich cetnosti snadno
zajistime vynechdnim jim odpovidajicich hodnot xj Jestlize oznacime odhadované rozdéleni
pravdépodobnosti  p=(p,,...p, ), kde p, = P(X = x]) je pravdépodobnost toho, Ze
kategorialni veli¢ina X nabude hodnotu x; , jedna se vlastn& o odhad parametrti p = (p,,..., p,,)
multinomického rozdgleni pravdépodobnosti M (n, p,,...,p,) pii zndmém n. Jestlize byl

statisticky soubor (x,,...,x,) ziskan vyb&rem s vracenim a vzajemné nezavislymi pozorovanimi

X, je nestrannym odhadem vektoru parametri p=(p,,..,p,) vektor ﬁ:(i,’ﬁj

n n

V této praci piedlozime jiny, v jistém smyslu pesimisticky gradientni odhad p(7)
diskrétniho rozdéleni ndhodné veli¢iny, jeho vlastnosti a uziti. Tento odhad je zaloZen na pojmu
J-divergence D, kterd slouzi k mefeni ,,vzdalenosti“ dvou diskrétnich rozd€leni téZe dimenze.

Pomoci f~divergence je zaveden pojem pseudonormy, respektive kvazinormy rozdéleni p jako
,»vzdalenost D, (p,po) od rovnomérného rozdé€leni p,. Jde o analogii zavedeni indukované

normy na linearnim prostoru s metrikou pomoci neutrdlniho prvku. Rovnomérné rozdéleni p,

bylo zvoleno proto, ze ma na daném pravdépodobnostnim prostoru nejvétsi neurcitost naptiklad
ve smyslu Shannonovy entropie. Vhodny odhad rozdéleni pravdépodobnosti je v praci
realizovan pomoci tzv. gradientniho a pfimkového odhadu.

Vyjdeme-li z empirického (pozorovaného) rozdéleni Cetnosti f = (i,,ﬁj a budeme-
n n n

li se pohybovat po trajektorii nejvétsiho spadu smérem krovnomémému rozdéleni

1

1Y) . . , L w1 tevas .
P, :(—,...,—), je gradientni odhad konstruovan jako rozdéleni nejbliz§i k rovhomérnému
m

m
rozdéleni p,, kdy test dobré shody jest¢ rozdé€leni nezamita. Uloha vede na feSeni systému
obycejnych diferencialnich rovnic 1. tadu, které jsou v praci odvozeny pro nékteré uzivané
kvazinormy. V ptipad¢ kvadratické kvazinormy je tento systém linedrni a da se analyticky fesit.
V praci je popsan také tzv. ptimkovy odhad, kdy se nepohybujeme po trajektorii
nejvétstho spadu, ale pifimo po piimce vychazejici zempirického rozloZeni Cetnosti

£ = (i,,QJ a prochazejici rozdélenim p, = (i,,lj )
n n n m m

Gradientni 1 pfimkové odhady jsou dostate¢né vhodné pro aplikace a navic lze zajistit
vhodnym postupem jejich asymptotickou nestrannost. V posledni kapitole je popsana metoda
bootstrap, ktera je pouzita k zpfesnéni gradientnich odhadi.



Dizertacni prace souvisi s pracemi [2], [31], které jsou zaméfeny na fitovani rozd€leni
pravdépodobnosti za vedlejSich momentovych a obecnych podminek pomoci kvazinorem
z pozorovanych hodnot diskrétnich ndhodnych velicin. Tato prace se vSak zabyva odhady
rozdéleni pravdépodobnosti pozorovanych kategoridlnich veli¢in [25] rovnéz zalozenych na
kvazinormach. Pivodnim impulzem studovat problematiku a aplikace kvazinorem je idea
popsana v praci [30].

Vysledky prezentované v praci jsou soudasti feSeni grantového projektu GACR reg. &.
P403/11/2085 ,,Konstrukce metod pro vicefaktorové méteni komplexni podnikové vykonnosti ve
vybraném odvétvi® a vyzkumného projektu AKADEMIE STING IGA AS 03 ,,Podpora fizeni
podnikd® . Diive dosazené a publikované vysledky byly soucasti feSeni vyzkumného projektu
MSMT Ceské republiky &is. 1M06047 ,,Centrum pro jakost a spolehlivost vyroby CQR,
grantového projektu GACR reg. ¢ 103/05/0292 ,,Optimalizace navrhovani progresivnich
betonovych konstrukci”, grantového projektu GACR reg. &s. 103/08/1658 ,Pokrocila
optimalizace navrhu sloZenych betonovych konstrukci a vyzkumného zdméru MSMT Ceské
republiky ¢is. MSM0021630519 ,,Progresivni spolehlivé a trvanlivé nosné stavebni konstrukce*.
Projekt TACR PID: TA02021449 ,Systém inteligentnich alarmi v energetickém provozu
jadernych elektraren®.



2. F-divergence diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti

Piedpokladejme, Ze je dan diskrétni pravdépodobnostni prostor (€,%, P). Az na vyjimky vsak
vysta¢ime s diskrétnim  pravdépodobnostnim modelem (€,p), kde p je hustota

pravdépodobnostni miry P. Omezujeme se tedy na konecny, pripadné spocetny, zakladni prostor
Q a o-algebra X nehraje v naSich uvahach podstatnou roli. Definice, véty a dusledky uvedené
v tomto uvodnim odstavci jsou pievzaty z [1],[27].

V matematické statistice maji velky vyznam ¢iselné miry podobnosti (vzdalenosti) dvojic

hustot p, q definované pomoci ur¢ité konvexni funkce f:(0,00) —>R. Pro tyto miry se
v literatuie vzil ndzev f-divergence a hovoii se o f-divergenci pravdépodobnostnich modela
(p), (2.q), resp. hustot p, q nebo jim piislusnych pravdépodobnosti P, Q. Existuje pravé
jedno spojité rozsifeni f(0), f (o) takové, Ze rozsitena funkce je konvexni na [0,e0] a
f (0) > —co. Bez ljmy na obecnosti proto predpoklédéme, Ze funkce f je definovand na [0,<o],

striktng konvexni v # =1 a f(0)> —co.

Véta 2.1 Existuje limita
f(x)= limMe R,

U—>00 u
kde R’ je mnozina realnych ¢&isel rozsifena o nevlastni prvky —eo a oo, pii¢emz plati
—eo < f)< SO+ 1 (%),
kde

lim uf (&) = v, £(¥), lim v/ () = v, £(0) pro kazdé v, € (0,o0).

u—0* u u—0* u
Disledek 2.1 Jestlize je funkce f{u) konvexni na (0,e), pak funkce ]N”(u) = f(u)— f(1) je také
konvexni na (0,00) a ]N‘(l) =0. Jestlize je funkce f(u) striktné konvexni v u =1, je také f(u)
striktng konvexni v =1 a f(0)+ f(*¥)>0.

Tento disledek nadm zajistuje, Ze mizeme pozadovat f(1)=0 bez omezeni obecnosti
v nasledujici definici.

Definice 2.1 Necht’ funkce f (u) je konvexni na (0,0), striktné konvexni vu=1 a f(1)=0,
f—divergenci pravdépodobnostnich modeléi (Q,p), (£,q), resp. hustot p, q na Q rozumime

funkcional

b (pa)= % q(w)f[M],

q(o)

kde klademe Of[%j =0 a Of[%) = pf(*) pro vechna pe (0, 1.

Definice 2.2 Pravd&podobnostni modely (Q,p), (€.,q), resp. jejich hustoty p, q, jsou

ortogondlni a piSeme p L q, jestlize existuji takové disjunktni mnoziny E, F c Q, Ze



P(E)=a;p(w)=l aQ(F)=(;fJ(w)=1-

Nasledujici véta vyjadifuje, jak f—divergence meétfi podobnost pravdépodobnostnich
modeld.

Véta 2.2 Pro libovolnou f-divergenci plati nerovnost

0<D,(p.q)< f(0)+f (%),
pficemz ob& dvé rovnosti nemohou nastat soucasné. Leva rovnost plati, pravé kdyz p=q a
prava rovnost plati, pravé kdyz p a q jsou ortogonalni a soucasné je f (O)+ f (*) < oo,

Z véty 2.2 plyne, Ze pravdépodobnostni modely (Q,p) a (€,q) jsou si podobné, jestlize
jejich  f-divergence D,(p,q) Je blizka 0. Maximalni podobnost je vlastn¢ shoda
pravdépodobnosti P a O na téze g-algebfe podmnozin mnoziny Q, coz nastava prave tehdy, kdyz
P a q jsou totozné na Q. Naopak modely jsou tim vice nepodobné, ¢im vice se jejich
J=divergence D, (p,q) blizi maximalni hodnoté f (0)+ f(*). Maximalng divergentni jsou
modely ortogondlni. V tabulce 2.1 jsou uvedeny nejcastéji pouzivané f-divergence.

Tab 2.1 Piehled nejpouzivanéjSich f-divergenci.

7 () Parametr | /(0)+ 7 (¥) Oznacenrl D,(p,q) Tvar D, (p.q)
Nazev
1(p,q) p(x)
ulnu B = I-divergence ;p(x)ln q(x)
g
pelon)| o D) 3] p(x) ()
— p-divergence e
u’ -] Dy, (p.q) s
B=1/2 2 Hellingerova 2(1—Z(p(x)q(x)) j
veddlenost .
a=1 ) 2@, VP.a | Y |p(x)-q()
Totdlni variace ve X
u-t” |ecle)| - ,F ) AR
x" - divergence > q ( x)
2 _ 2
b _ AL 5 (p(x)-q(x))
X’ - divergence =~ q(x)
ae (0.1) I b*(p.) =3 p(x)"q(x) ™
a-divergence xeX
Sign(a—l)(u“ —1) P
et - | pew | grl
’ a-divergence =q(x)”




2.1 Dualni f~divergence

Vzdalenost (metrika) dvou objekt byva obvykle symetrickou funkei téchto objektii. Definice f-
divergence vSak tuto symetrii nevyzaduje, takze f~divergence nemusi byt metrika. Obecné tedy
plati

D,(p,q)# D;(q,p)-
V tomto odstavci ukazeme, Ze vzdalenost p od q ve smyslu f~divergence muize byt rovna
vzdélenosti q od p ve smyslu jiné F-divergence. Najdeme vztah mezi funkcemi f a F a
ukazeme, Ze F spliiuje pozadavky na tzv. generujici funkci f-divergence [2].

Véta 2.1.1 Necht' D, je f~divergence a funkce F'(u) je dana vztahem
F ) = uf [lJ ,
u

kde generujici funkce f{u) je dvakrat diferencovatelna v (0,c0). Pak D, je opét F-divergenci a

plati
D;(p.q) = D;(q,p).

Diikaz: Funkce F (u) spliiuje poZadavky na funkei generujici F-divergenci, nebot F(1)=0 a
pro druhou derivaci plati

F"(w :igf”[lJ >0, F"(1)>0.
u u

Po tipravach pak obdrzime D, (p,q) = D;(q,p). O

Poznamka 2.1.1 Vzhledem k tomu, Ze funkce f{u) je konvexni, striktn¢ konvexni v u=1 a
/(1)=0, je pfedpoklad existence druhé derivace ve vét& 2.1.1. moZné vypustit.

Definice 2.1.1 F-divergenci, kterd je generovéana funkci
1
F(u) = uf [—],
U

budeme nazyvat dudlni k f-divergenci generovanou funkci f .

Poznamka 2.1.2 Dualni f~divergence k dualni f~divergenci je pivodni f~divergence.

Priklad 2.1.1 Najdéte generujici funkce dualnich F-divergenci k pouzivanym tfidam divergenci
z tabulky 2.1.

a) f(w) =ulnw) — Fu) = ullnl: —Ilnu.

uou
(3 1/3 p ,l/ﬂ P [
b)f(u):‘uﬁ—l‘lm—>F(u):u—ﬁ—1 :u“iﬁ—u” :‘1—u"‘1/d:f(u).
u u
O fa =|u—1" — Faw=ult—1 = 2= =1
u u u

10



Poznimka 2.1.3 Zpiikladu 2.1.1 a tabulky 2.1 vidime, ze /-divergence I(p,q) je dualni

s logaritmickou divergenci I,(p,q), X’ -divergence x*(p,q) je dudlni s Pearsonovou divergenci
a Hellingerova vzdélenost D, ,,(p,q) je dudlni sama se sebou.

Poznamka 2.1.4 Dudlni F-divergence k symetrické f-divergenci je puvodni f-divergence.

11



3. Kvazinormy a jejich vlastnosti
Daéle vychazime z nésledujicich pojmt a vlastnosti popsanych ve [2], [3], [4].

Véta 3.1 Necht (Q,XZ,P) je konetny pravdépodobnostni prostor, kde P je libovolna
pravdépodobnostni mira na 2 a D,(p,q) je f~divergence rozdéleni (hustot) pravdépodobnosti

p=(p,-p,)> 4=(¢-»q,), m>1, z tohoto prostoru. Oznaéme
V(a)=[D, (p.q)ds,
N

kde §= {pe R":Vp, 2 O,Z p; = 1} , integral f-divergenci vSech rozdéleni p od né&jakého
j=1
pevné zvoleného rozdéleni q. Jestlize existuje funkce V' (q), q€ S, a funkce
aV (q oD, (p.q
G(qj)z ( ):J‘ )a’S,
9q, s 04,
(tj. konverguji oba uvedené integraly), dle jestlize existuje G’(g,) v [0,1] a funkce f mé

spojitou druhou derivaci v (0,e0), pak ¥ (q) nabyva absolutniho minima na S v rozdéleni

pravdépodobnosti

(Sje mnoZzina viech rozd&leni pravdépodobnosti z (€,Z,P) a oba integraly jsou integraly 1.

druhu po nadploSe S dimenze m —1 v R".)

Dikaz: Oznaéme
A(q,/’i) = V(q)+/’t(2qj —1]

J=1

Lagrangeovu funkei pro vazany extrém funkce ¥ (q) za podminky Zq ; =1, f. extrém na
j=l

nadploSe S. Funkce f je konvexni (jde o f~divergenci), takze z predpokladu existence jeji druhé

derivace je f”20 v (0,0). Protoze

9q, q; 4, 4,

2
)= [t 22| 2 22 s = 2| 2 s o
s 49; q; ) 4; q; s 9 4q;
a odtud funkce G (g, ) je rostouci na [0,1]. Protoze

dA(q,4)
dq;

pak

zc;(q

12



existuje na [0,1] jediny kofen ¢, = G™' (—4) rovnice G(qj)+ A=0.Z podminky » g, =1 pak
=

1 :
dostaneme g, :Z’ j=1...,m.Daleje

I (q) 9°A(q.A)
dq,9q,  9q,0q,

=G'(qj)>0 pro j=k,

=0 pro j#k,
j=Ll...m a k=1...,m. Ztoho plyne, Ze Hessova matice funkce V' (q) je diagonalni a

pozitivné definitni. Jacobiho matice ma pro jedinou podminku Zq ;—1=0 hodnost 1, takze
j=1

V (q) ma za dané podminky v q = p, = (i, ,ij absolutni minimum. [J
mm

Definice 3.1 Necht S = {pe R":Vp, 2 O,z p; = 1} je mnozina vSech diskrétnich rozdéleni
j=1
pravdépodobnosti na Q  m>1. Kvazginormou rozd€leni pe § rozumime jf-divergenci

D, (p,p,), kde p, = (i,,%} a o funkci f fikame, Ze generuje kvazinormu D, (p,p,) na
S.

Véta 3.2 Uvazujme rovnomérmné rozdéleni p, :(l,...,ij, které minimalizuje [3] integral
m m

v8ech f-divergenci D, (p,q) na S a ma maximalni entropii [26]. Plati, ze

3 om1=L5 )-8t -2

J=1

b) ¢>0=D,(p.p,)=cD,(p.p,),

¢) D, (p,p,) je nezaporna konvexni funkce na S, kterda je symetrickd vzhledem
k proménnym Pi»j=1...m
d) Df(p,po)=0<:>p=p0.

Diikaz plyne bezprosttedné z definice 3.1. [

Véta 3.3 Necht' je funkce f(u) konvexnina (0,e0), striktnd konvexniv u=1a f(1)=0, pak

1
0<D; (p.po) <Dy (Piso) =—(/ (m)+(m~1) 1 (0)),
kde p, =(1,0,...,0),(0,1,0,...,0).....(0,....0,1).

Dikaz: Zavedeme-li substituci
mp; =u;

13



a oznacime

potom mame dokazat, ze

Ditikaz provedeme indukei.
1. Pro m=2 zafixujeme u, +u, =m a mame

max f (u,)+ f(u,) =max f (u)+ f (m—u,)
f(u)+ f(m—-u,) je konvexni funkce na [0,m], nabyva tedy svého maxima v jednom z
hrani¢nich bodd, tj. Bud’ v bod¢ #, =0 nebo v bod€ u, =m . V obou ptipadech je maximum
shodné ato f(0)+ f (m)=f(0)+f (u +u,).
2. Ptedpokladejme, Ze rovnost

maxi(ul)+f(u2):max.;‘(ul)—i_.;‘(m_ul)

k k-1
plati pro m=1,...,k—1. Nyni pro m =k méame Zuj =m:>Zuj =m-—u,, takze
=l Jj=1

ko k=1 _ B
mafo(uj) = max max ( f(uj)+f(uk )] =
J=1 ke u=m=uy, Jj=1

k=1 -
:u{rel[ao,,)’(n] Hmax Zf(u/) +f(uk) .
2141=m—uk J=1
j=1

Vyuzijeme indukéniho predpokladu a z predeslého vyrazu obdrzime

u,e[0,m] e, I u e[0,m
(k=2) F(O) s (7 m=k) 7 (1,)) = (=) 7(0)+ F(0)+ F (m) =
=(k=1)7(0)+ 7| Xu,
Plati tedy
mafo(uj)z( ~1)£(0)+f Zul .O

Poznamka 3.1 Kvazinormu miizeme chapat jako miru neurcitosti rozdéleni p a plati

a) D, (p,p,)=0 pro nejvétsi neurcitost,

b) D, (p.p,) :%(f(m)+(m—l)f(0)) pro nejmensi neurcitost.

14



Véta 3.4 Dvé riizné generujici funkce f(u) mohou generovat tutéZ kvazinormu.

(u—1y

U

1 . .
Dikaz:  Napiiklad  funkce  tvaru =u—2+— generuje  kvazinormu
u

I & 1 11 . : 11 .
—Z mp;, —2+—|= —Z— —1. Stejnou kvazinormu —Z— —1 vSak generuje i
m o ' mp; m- =y mp; m=;= mp;
1
funkce ——1.0

u

Poznamka 3.2 Pro odhady diskrétnich rozdé€leni pravdépodobnosti nejcasteji volime
a) Hellingerovu vzdélenost D, ,(p,q), z niz ziskdme Hellingerovu kvazinormu

H(pm@i[@—&} =2—%ﬁﬁ,

b) I-divergenci I(p,q), z niz ziskime Shannonovu kvazinormu

S(p,p,) :Z[Pj Inp, ——ln(—jj = ij Inp, +lnm,
j=1 m \m =1

c) x*-divergenci y*(p,q), z niz ziskame kvadratickou kvazinormu

1 & 2
K(p,po) :_Z(mpj _1)
m5
a Pearsonovu kvazinormu

1 &1
P(p.py)=—75),—-1L.

j=1 P,

d) G -kvazinormu

)
=

e ‘

——— pro Vke R"—{2}.

G(Papo):m(;_z);zl(ij) k32

Poznamka 3.3 V piipadé¢ G-kvazinormy se jedna o celou tfidu kvazinorem. Generujici funkce
této kvazinormy ma tvar

Fl)e 2 u-* o WkeR (2.

k=2 (V) k=2

Definice 3.2 Necht' D, (p, po) je kvazinorma a F' je funkce dand vztahem (viz. definice 2.1.1)
F ) = uf [l],
U

pak kvazinormu D, (p,p,) budeme nazyvat dudlni kvazinormouk D, (p,p,).

Véta 3.5 Pro kvazinormu D, (p,p,) ak ni kvazinormu duélni D, (p,p,) plati
a) Dy (p.py) =D, (Po:P), D, (P-Py)=Dr(Py:P),
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1
b) D, ppo =
m

F{mp p,f
S rlom) -S| 1|
Dukaz plyne bezprostiedné z véty 2.1.1 a definic 3.1, 3.2. OJ

Ukazka nékterych dudlnich kvazinorem pouzivanych v této préci je v tabulce 3.1.

Tab.3.1 Tabulka vybranych dudlnich kvazinorem.

f(”) D, (p,po) F(”) Dy (P,Po)
Shannonova kvazinorma Logaritmicka kvazinorma
uln (u) Zm:pjlnpj+lnm ~Inu —iiln(mpj)
Jj=1 m Jj=1
Hellingerova kvazinorma Hellingerova kvazinorma
12 2 s 2
-1 -1
) = () LS
kvadratlcka kvazmorma ( ) ) Pearsonova kvazmorma
m -1
(u—1)2 1 mp . —1 2 “ L __1
p .
m JZ‘( B " ; P,

3.1 Graficka interpretace kvazinorem

Na obrazcich 3.1.1, 3.1.2 a 3.1.3 jsou grafy isocar n¢kterych kvazinorem pro m=3, tj. pro
e[0,1], p,e[0,1-p,] a p,=1-p,— p,. Jde o izotary:

a) 2—— z | p, =c pro Hellingerovu kvazinormu,

NRs

b) Z p;Inp,+In3=c pro Shannonovu kvazinormu,
j=1

1< 1 )
c) — Z— —1=c¢ pro Pearsonovu kvazinormu,

9 j 1 P
3
d) Z—— 2 =c¢ pro G-kvazinormu (k =3),
=N
3
e) %Z (3 p;— 1)2 = ¢ pro kvadratickou kvazinormu.
j=l

16
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Obr. 3.1.1 Hellingerova kvazinorma (vlevo), Shannonova kvazinorma (vpravo).

Obr. 3.1.2 Pearsonova kvazinorma (vlevo), G-kvazinorma (vpravo).
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Obr. 3.1.3 kvadraticka kvazinorma



4 Gradientni odhad

Idea gradientniho odhadu rozdéleni pravdépodobnosti p zpozorovanych hodnot nidhodné
veli¢iny X vychazi z pozadavku najit takové rozdéleni v S, které je nejblize rovnomérnému

! A&j

o 1 . 1 o
rozdéleni p, :(—,...,— a knémuz se dostaneme od empirického rozdéleni ey
m m n n

v jistém smyslu co nejrychleji. Tomu odpovida vhodna minimalizace zvolené kvazinormy
D, (p,p,) a hledani rozdéleni p na kfivce nejvétsiho spadu v S, tj. kiivee, jejiz te¢ny vektor je

kolineérni s gradientem této kvazinormy. Je ziejmé, Ze jde o ulohu, kde jsme vazani podminkou
p € S . To nas spolu s konvexnosti generujici funkce f opraviiuje k nasledujici definici [6].

Definice 4.1 Necht D, (p,p,) je kvazinorma na S. Gradientnim odhadem rozd&leni

pravdépodobnosti pe S zempirického rozdéleni (L,,Q}t(l,,lj rozumime takové
n n m - m

rozdéleni pravd&podobnosti p(¢)€ S, ze

d
P (1)=—gradD, (p(),p,) proVze [0;e0),

p(0) =£:(i,...,£).

n n

V piipadé, ze (i,,&J = (i,...,i), rozumime gradientnim odhadem rozd¢leni [l,,lj

n n m m mm
Véta 4.1 Jestlize funkce f(u), kterd generuje kvazinormu D, (p,p,) na S, mé vlastnosti
uvedené v definici 2.1 a ma spojitou derivaci f’(u) pro Vue (0;00), pak existuje jediny
gradientni odhad p(t)z( 2 (1), (t)) rozdéleni pravdépodobnosti pe S. Jeho slozky
P (t),sp, (t) pro Vte[0;) jsou partikularnim feSenim soustavy obydejnych
diferencialnich rovnic prvniho fadu (SODR1)

P (6)=—1"(mp, (1)) + f’[m {1 —gp, (t)D,
pz’ (1)= —f'(mpz (t)) + f’(m[l - > P (t)D’

Pt (£)==1"(mp, (1)) + f’[n{l - mz_lp,- (I)Da

s pocatecnimi podminkami

J,

o)=L L (0) =L

b p2 (0) SRR IR pm—l
n

a slozkou
-1

p,(1)=1=) p. () pro Vte [0;00).

3

~.
I}
KR
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-1
Diikaz: SODRI1 spolu s podminkou p, (1)=1->_p, () pro Vi€ [0;e0) je zfejmé ekvivalentni

J

3

1l
—_

s vektorovou rovnici %p(r):—gmde (p(7).p,) zdefinice 4.1. ProtoZe generujici funkce

f(u) ma spojitou derivaci f’(u) ve viech bodech wue (0;0), je vektorova funkce dana

pravymi stranami soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic ve véte 4.1 spojitd na podprostoru

m—1

T = {pe R" :Vp, > O,ij = 1} prostoru S. Z toho plyne, ze tato soustava ma v 7T jediné
j=1

partikularni feseni, které splituje dané pocatecni podminky. O

Disledek 4.1 Jestlize ma navic generujici funkce f(u) spojitou druhou derivaci pro
Vu e (0;00), pak ma SODRI1 jediny stacionarni (asymptoticky stabilni) bod [5],[28]
1 1

limp (#) =p, =(—,...,—)

t—seo m m
a jde o bod typu uzel.

Diikaz: Stacionarni bod mnoZiny vSech feSeni uvedené SODRI je feSeni p(z), pro které je

P (t)=0, j=1,...,m—1.Protoze f"(u)>0 v okoli bodu u =1, mé soustava

—f'(mpj (t))+f'[m{1—mz:;pj (t)D=O j=1,...,m—1,pro t — oo

jediné feeni p=(p,,... p,_, ). Jde o feseni soustavy linearnich algebraickych rovnic
2p+p,+..+p, =1,
pt2p,+...+p, =1

ptp,+...+2p =1,
jejiz matice je regularni (ma determinant rovny m ). Snadno nahlédneme, Ze toto feSeni je

1 1 . . , y , .
pz(—,...,—j, coz je souCasné¢ stacionarni bod SODRI1 z véty 4.1. Z vlastnosti Jacobiho
m m

matice této SODRI [5],[28] plyne, Ze jde o stacionarni bod typu uzel. O

Obecné jsou slozky gradientniho odhadu uvedeny ve vété 4.1. Nyni uvedeme soustavy
diferencialnich rovnic ziskané pro konkrétni generujici funkce.

1. Generujici funkce Hellingerovy kvazinormy a jeji derivace

f(u):[ui_l]z,
f‘@):@—ﬁj.

SODRI1 pro generujici funkci Hellingerovy kvazinormy

1

()= (mp, (1)) 2 =(m(1=p ()= p, (1) == P, , ())) 2,
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1

20 = (mpy () = ~(m(1= py(O) =y (0) == py (D)) 2.

P =(mp,, ()2 =(m(1= p ()= () == P, (D)) 2,

s poc¢atecnimi podminkami

p(0)=L1, p(0)= S

n

Lo p(0)=
n

a slozkou
pm(t) :1_pl(t)_pz(t)_"'_pm—l(t)-

2. Generujici funkce Shannonovy kvazinormy a jeji derivace

f(u)=ulnu,
S/ (u)=Inu+1.
SODRI1 pro generujici funkci Shannonovy kvazinormy
P =In(m(1=p, (0= p() == p,,(1)) =In(mp,(1)),
p;(t)=hl(n’I(l—pl(t)—pz(l)—---—pm_l(t)))—h’l(mpz(t)) )

p;n—l(t) = ln(m(l—pl(t)—pz(t)—---—pm_l(t)))—ln(mpm_l(t)) ,

s pocatecnimi podminkami

b (O) :%, D, (0) Z%,..., Do (0) _ S

n

a slozkou
pm(t) = 1_pl(t)_pz(t)_"'_pm—l(t)-

3. Generujici funkce Pearsonovy kvazinormy a jeji derivace

rw=0
£ () =1-=;.

SODRI1 pro generujici funkci Pearsonovy kvazinormy
\ -2
() =(mp, )" =[m(1=p,()— p, ()= p,, )],
' -2
(0= (mp ()" ~[m(1= p, ()= py () == p,, ()],

' -2
pm—l(t) mpm l(t) l:m pl(t)_p2(t)__pm—1(t)):| 9
s pocatecnimi podminkami

Py (0)=%, P, (0)=%,..., po s (0)= Lot

n
a slozkou
pm(t)zl_pl(t)_pZ(t)__pm—l(t)

4. Generujici funkce G-kvazinormy

21



2 +u—L,pro VkeR" {2}

e-a(a) T 2
Generujici funkce G-kvazinormy specialné pro k£ =3 a jeji derivace
flu)=r
()

3
f(u)==(u)2+1.
SODRI pro generujici funkci G-kvazinormy (k =3)

/(u)

+u-3,

(&)= (mp, (1)) 2 =[ m(1=p,(t) = p() == p,, (D) ] 2,

20 = (mp,0) 2 =[m(1= p, ()= py(O) == p, )]

3 3
pm—l(t) = (mpm—l(t)) 2 _I:m(l_pl(t)_pZ(t)__pm—l(t)):| 2 5
s poc¢atecnimi podminkami

P (0):%, P (O)=% P (o);@

n
a slozkou

p,()=1-p@&)-p,O)—-—p, ().

Poznamka 4.1 Gradientni odhad p(#) z véty 4.1 je odhad s parametrem 7€ [0;e0) rozdgleni

pravdépodobnosti p. Vhodnou hodnotu parametru #, € [O;oo) pro gradientni odhad muzeme

najit pomoci testu dobré shody. Pfi pouziti Pearsonova testu, resp. Pitmanova — Hellingerova
testu [7], [14], [32], je #, kofenem nelinearni rovnice

1 f
j(t)_nZZf—a’

resp.
m f
8;{1 =Y lp; (t)j] =Xius

jejiz leva strana je zvolené testové kritérium a ., je (l—a’) -kvantil chi-kvadrat rozd¢leni

s m—1 stupni volnosti. Jde vlastné o nalezeni takové hodnoty ¢, kdy jesté¢ nezamitdme hypotézu
o vhodnosti rozd&leni p(¢) na hlading vyznamnosti ¢ . Oba testy jsou pouze asymptotické a pro

praktické pouZiti pozadujeme, aby np, (1,) >5 pro Vj =1,...,m [14].

Poznamka 4.2 Gradientni odhad p(7) je spojitd vektorovd funkce pro Vze[0;00) a jejim
grafem je kiivka nejvetsiho spadu kvazinormy D, (p,p,) v S. Kvazinorma D / (p(t),po) je

nerostouci pro 7€ [0;00) a

D, (p(0).p,) =i§f(m%j >D, (p().p,) 2lim D, (p(7).p,)=0,
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takze se gradientni odhad p(7) pro rostouci parametr € [0;0) vzdaluje po kiivce nejvétsiho

spadu v S od empirického rozdéleni iz(ﬁ,,QJ smérem k rozdéleni p, :(i,...,lj.
n

n n m m

Vsechny gradientni odhady p(#) pro Vre [0;7,] spliiuji zvolené testové kritérium z poznamky
4.1 na hlading vyznamnosti alespoit & a gradientni odhad p(#,) je ,nejhorsi* z téchto odhad,
takze jej mizeme oznadit jako tzv. pesimisticky gradientni odhad. Gradientni odhady p(#) tvori
vzhledem ke zvolené kvazinorm¢ D, (p,p,) jednoparametrickou t¥idu kone¢nych diskrétnich

rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem 7 € [0; o).

4.1 Gradientni odhad pomoci kvadratické kvazinormy

SODRI1 ve véteé 4.1 je obecné nelinearni. K nalezeni jejiho feSeni je nutno az na vyjimky
aplikovat n€kterou numerickou metodu a soucasné¢ hledat takovou hodnotu parametru ¢, ktery
vyhovuje zvolené nelinearni rovnici z poznamky 4.1. K nalezeni feSeni nelinedrni SODR1 byl
vytvofen pomoci softwaru MATLAB program Pesfit 1.0. [8]. V programu se soustava
diferencidlnich rovnic fesi pomoci Rungeho-Kuttovy metody a k nalezeni hodnoty ¢, kdy jesté

nezamitdme hypotézu o vhodnosti rozdéleni p(7), byla uzita metoda bisekce. Vyjimkou, kdy

ziskame explicitné feSeni dané SODRI1, je kvazinorma pouzita v nasledujici vété, kterd vede na
linearni SODRI [6].

Véta 4.1.1 Necht’ f(u):(u—1)2, takze D, (p,p,) Z:(mpj—l)2 je tzv. kvadraticka
=1

EIH

kvazinorma. Potom slozky gradientniho odhadu p(7)= ( p(1),.p, (t)) z empirického
rozdéleni (i, ,QJ jsou pro Vie[0;e0) partikularnim feSenim nehomogenni linearni
n

soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu (LSODRI1) s konstantnimi koeficienty
a konstantnimi pravymi stranami

pl,(t) =—4mp, (t)—2mp2 (t)_"'_zmpm—l (t)+2m’
pZ, (t) :_Zmpl (t)_4mp2 (t)_“._zmpm—l (t)+2m’

Pt (£)==2mp, (1) =2mp, (1)~ ~4mp,_, (1)+2m,
s pocatecnimi podminkami

p1(0)=%, )2 (O):%

L pm—l (O) =

a slozkou

Gradientni odhad p (7) ma slozky
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. 1

pl (t) = Cle +02€72m _|__’
m
p(t) = Cle_zmzt +ee +i,
m
-2m’t —2mt 1
P2 (t) = ce +Cn171€ +—,
m
pm_1 (t) — Cle—Zmzt _Cze—2mt . _cm_]e—2mt +i’
m
p.(t) = —(m—l)cle_zmz' +i,
m
kde
L+£+ ..+@
o= n n 1
: m—1 m’
(m B 2)]{; _ L _____ f;n—Z _ /;n—l
_ n n n n
“ m—1 ’
_L (m_z)f‘z _____ f;n—Z _fm—l
c. = n n n n
: m—1 ’
_L_L_“._F(m_z)fmZ fm—l
c — n n n n
m—1 m _1

Diikaz: Zabyvejme se nejprve piidruzenou homogenni soustavou k nehomogenni LSODR1
p! (1) =~4mp, (1)~ 2mp, (1) == 2mp,, (1),
pz’ (t) =—2mp, (t) —4mp, (t) —-=2mp, (t) )

pm—l, (1) ==2mp, (t)—2mp, (t)—---—4mp,_, (t).
Po substituci s = —2mt dostaneme homogenni soustavu, jejiz maticovy zapis je
q’(s)=Aq(s),

kde
2 1 1
1 2 - 1
A= . ,
1 1 2

a p;(t)=q,(-mt), j=1,.,m—1. Po elementarnich upravich dostaneme charakteristicky
polynom matice A
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det(AE-A)=(1-1)""(1-m)

a Jordanovu normalni formu matice A

m 0 0 0
0 1 1 0
J= Do
0 1
0 1

Odtud obdrzime matici vlastnich vektorti matice A,

11 0 - O
1 o 1 - 0
1 0 0 - 1
I -1 -1 - =1

kde prvni sloupec odpovida jednoduchému charakteristickému ¢islu A =m a ostatni sloupce
(m—2)—nasobnému charakteristickému ¢islu A =1. Fundamentalni matice feSeni homogenni

soustavy q’(s)=Aq(s) pak je

e e 0 - 0
e 0 e 0
Q(s)=| + RETPE A
e” 0 o - €
Mot gt e o
takZe obecné feSeni této soustavy je
q(s)=Q(s)e,

kde ¢=(c,,¢,,.nc, ;)" je matice libovolnych redlnych konstant. Po substituci s=—2mz

> Ym—1

dostaneme obecné feSeni pfidruzené homogenni LSODRI1 a snadno nahlédneme, ze

T

1 1 . . J r v v 4 e r 7

(—,—,...,—j je partikularni feSeni dané nehomogenni LSODR1. Tato nehomogenni soustava
m m

ma vzhledem k pocateénim podminkdm vzdy jediné partikularni feSeni, takze konstanty

€;,Cy5...,C,_, Pro pocateni podminky

PO=L. 5=y, (0)= L

n n
jsou feSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic

QMHGLWQL@Lqu

m m m n n n

coz lze lehce ovéfit dosazenim za c,,c,,....,c, , ztvrzeni véty. Tak ziskame hledané slozky

> m—1
p(t),p, (1), p,, (t) gradientniho odhadu p(7) a zbyvajici slozku p, (¢) ur¢ime ze vztahu

m—1

P, (1)=1=)_p, (). Slozky feseni q(s) jsou spojité pro Vse R a poitecni podminky jsou
j=1

25



kladné, takze také vSechny slozky p, (¢),p, (¢),.... p,, (t) jsou spojité a kladné pro Vze [0;e0).
Pro Vi€ [0;00) je 12 e, takze
L + L 4ot @

p, (1) ==(m-1)| 2—L n 1 e g — =&e_2m2’ >0.0
m—1 m m n

Dusledek 4.1.1 Jestlize volime za hodnoty parametru ¢ takovou posloupnost #, v zavislosti na

rozsahu vybéru n, e lims, =0, pak slozky gradientniho odhadu p(z,)=(p, (2,)..... p,, (1,))
LI

< , . o VRS | . . ,
z véty 4.1.1 ziskané z empirického rozdé¢leni —=( yeens j jsou asymptoticky nestranné
n n n

odhady slozek pozorovaného rozdéleni pravdépodobnosti p = (p,,..., p,, ).

Dikaz: Slozky empirického rozdéleni r jsou nestrannymi odhady slozek rozdéleni p, nebot’
n

sttedni hodnota E [—’ =p;, j=1,..,m.Odtud jsou stfedni hodnoty

n
E(C):p1+p2+"'+pm—l _i
! m—1 m’
E(C‘ ):(m_z)pl_pZ_“'_pm—Z_pm—l
: m—1 ’
E(C‘ ):_pl_p2_“.+(m_2)pm—2_pm—l
ol m—1 ’
takze pro j=1,....,m—2
lime[pf (, )] = Li_)mw[E(Cl)e_ZMZI” +E(c,, )’ +i} =-=p,,
pro j=m-—1
limE[ p,. (1,)]= }liig[E (e)e™ —E(c)e™™ == E(c,)e™™ +ﬂ = =D,
apro j=m

limE[pm (tn)]zlim{—(m—l)E(cl)e2’”2’" "‘l}:"':Pm' O

n—soo n—eo m

4.2 Aplikace gradientnich odhadu

Priklad 4.2.1 Pocitacovou simulaci pozorovani rozdéleni pravdépodobnosti

p =(0,25;0,05;0,25;0,10;0,20;0,15)
(napf. na faleSné Sestisténné hraci kostce) byl ziskan statisticky soubor o rozsahu 1600. Po
roztiidéni pozorovanych hodnot byl v MS Excelu vypocten gradientni odhad p(7,) rozdéleni p
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pomoci kvadratické kvazinormy. Hladina vyznamnosti byla zvolena o =0,05. Vysledky
uvedené v tabulce 4.2.1 a graf 4.2.1 ilustruji dobrou aproximaci rozdéleni p [9].

Tab. 4.2.1 Nasimulované a odhadnuté cetnosti pomoci kvadratické
kvazinormy. Parametr 7, =0,01191148.

J /i filn p,(t) | mp, (%) p;
1 419 0,261875 | 0,246778 | 394,845 0,25
2 89 0,055625 | 0,067999 | 108,798 0,05
3 373 0,233125 | 0,221857 | 354,972 0,25
4 168 0,105000 | 0,110797 | 177,276 0,10
5 328 0,205000 | 0,197478 | 315,965 0,20
6 223 0,139375 | 0,155090 | 248,145 0,15
450
I [ skuteCna
400 ... [ vygenerovana
] L [ Jodhadnuta
3504 —
3004 BEE
:é 250-_77 — ]
S 2004 | et ] et ]
150 mh RN =
1004+ || 1 1| - ] H ] H
5044 £ H P H B H B P H
0 [ [ [ T [ T [ [
1 2 3 4 5 6

Obr. 4.2.1 Skute¢né, vygenerované a odhadnuté Cetnosti.

Priklad 4.2.2 Kovovy upinaci pfipravek byl lisovan ve formé&, potazen lepidlem a umistén do
lisu, aby byla vstiiknuta pryz k vytvoreni kone¢ného vyrobku. Pfi sledovani neshodnosti davky
vyrobkll byl zjistén celkovy pocet 314 vad v této davce. Jednotlivé druhy vad jsou uvedeny
v tabulce 4.2.2. Pro zjisténi druhG vad, které nejvice ovliviiuji neshodnost vyrobki byla
provedena Paretova analyza a to z dat ziskanych jak ze zaznamu vystupni kontroly jakosti, tak
z dat odhadnutych pomoci jednotlivych kvazinorem. Pocéty vad ziskané z vystupni kontroly a
odhadnuté pocty vad vypocitané gradientnim odhadem jsou pro jednotlivé kvazinormy uvedeny
také v tabulce 4.2.2. Vypocet byl proveden pomoci vytvofené¢ho softwaru Pesfit 1.0. V tabulce
4.2.3 jsou ptivodni a odhadnuté procentudlni kumulativni etnosti pro Paretovu analyzu [10].
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Tab. 4.2.2 Gradientni dhad ¢etnosti vad pro jednotlivé kvazinormy.

5 Odhadnuté ¢etnosti vad
Nazev | Cetnosti G-
vady vad Kvadratickd | Pearsonova | Hellingerova | Shannonova kvazinorma
kvazinorma | kvazinorma | kvazinorma | kvazinorma k=3
Spatna 128 111 126 119 116 125
piilnavost
Spatny 91 81 89 84 82 88
brus
Dutiny 36 43 24 29 33 25
Skrabance| 23 26 24 25 26 24
Necistoty 15 20 18 20 21 19
Jiné 12 18 17 19 19 17
Trhliny 9 15 16 18 17 16
Tab. 4.2.3 Kumulativni ¢etnosti gradientniho odhadu vad.
Odhadnuté kumulativni ¢etnosti vad
Nézev | Kumulativni G-
vady Cetnosti vad |Kvadraticka| Pearsonova | Hellingerova | Shannonova Kvazi
. . . . vazinorma
kvazinorma | kvazinorma| kvazinorma |kvazinorma r=3
Spatnd |, 35% 40% 38% 37% 40%
pfilnavost
ngltl‘;y 70% 61% 68% 65% 63% 68%
Dutiny 81% 75% 76% 74% 74% 76%
Skrabance 89% 83% 84% 82% 82% 83%
Necistoty 93% 89% 89% 88% 89% 89%
Jiné 97% 95% 95% 94% 95% 95%
Trhliny 100% 100% 100% 100% 100% 100%

Na obr. 4.2.2 je Paretliv diagram pro pocty vad ziskané z vystupni kontroly a na obr.
4.2.3 je Paretiv diagram pro odhadnuté pocéty vad vypocitané gradientnim odhadem pomoci
Hellingerovy kvazinormy.
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Obr. 4.2.3 Paretiv diagram pro odhadnuté pocty vad vypocitané pomoci gradientniho odhadu
Hellingerovou kvazinormou.
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Pokud bychom za rozhodovaci kritérium zvolili kolik pfi¢in ze vSech analyzovanych
zpusobuje 80% neshodnych vyrobkill, pak by se méla firma pro zvySeni jakosti zaméfit na
odstranéni zavad typu Spatnd pfilnavost, Spatny brus a vyrobky s dutinami. Tyto tfi vady
zpusobuji celkem 81% vSech zavad. Pokud bychom vychéazeli z dat odhadnutych pomoci
kvazinorem, museli bychom byt jesté opatrnéjsi a snizit také pocet vad typu Skrabance.

Priklad 4.2.3

Agentura STEM provedla ve dnech 8. — 15. fijna 2013 na vybrané reprezentativni skupiné
prizkum volebnich preferenci [29]. Prizkumu se zu¢astnilo 1052 obyvatel CR ve véku 18-69 let.
V tabulce 4.2.4 je zaznamenan vysledek prizkumu, tj. pozorované Cetnosti a bodové odhady
preferenci uréené pomoci relativnich cetnosti. V téze tabulce jsou také odhady cetnosti a odhady

volebnich preferenci vypocitané pomoci gradientniho odhadu Hellingerovou kvazinormou.
Vysledky doklada ptipojeny sloupcovy graf.

Tab. 4.2.4 Odhady cetnosti a odhady volebnich preferenci vypocitané pomoci gradientniho
odhadu Hellingerovou kvazinormou z dat ziskanych pfedvolebnim priizkumem, z, =0,0463.

v . . . .| Bodovyodhad Gradientni odhad Gradientni ,
Strany Veftejné minéni . o N , odhad preferenci
preferenci (%) cetnosti (%)
CSSD 273 25,9 221 20,98
ANO 169 16,1 170 16,15
KSCM 140 13,3 141 13,44
TOP 09 121 11,5 123 11,67
ODS 91 8,6 93 8,81
Usvit 62 59 66 6,27
KDU-CSL 47 4,5 52 4,95
PIRATI 33 3,1 40 3,77
SSO 33 3,1 40 3,77
SPOZ 27 2,6 35 3,29
SZ 27 2,6 35 3,29
OSTATNI 29 2,8 38 3,61
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Obr. 4.2.4 Sloupcovy graf preferenci

Tab. 4.2.5 Srovnani odhadi se skute¢nym vysledkem voleb.

Bodovy odhad Gradientni odhad | Skutecny vysledek
preferenci (%) preferenci (%) voleb (%)
CSSD 25,9 20,98 20,45
ANO 16,1 16,15 18,65
KSCM 13,3 13,44 14,91
TOP 09 11,5 11,67 11,99
ODS 8,6 8,81 7,72
Usvit 59 6,27 6,38
KDU-CSL 4,5 4,95 6,78
PIRATI 3,1 3,77 2,66
SSO 3,1 3,77 2,46
SPOZ 2,6 3,29 1,51
SZ 2,6 3,29 3,19
OSTATNI 2,8 3,61 2,80
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5. Primkovy odhad

Vhodny odhad p(¢)= ( p (1), (t)) rozdéleni pravdépodobnosti p z pozorovanych hodnot

nahodné veli¢iny X mizeme v S= {pe R":Vp, 2 O,Z p;= 1} najit tak, ze se nebudeme
=1

pohybovat po kiivce nejvétSiho spadu, ale po piimce vychdzejici z empirického rozlozeni

cetnosti — f (fl ,...,&j prochazejici rovnomérnym rozdélenim p, = (i,,ij [11].
n n n m m

Definice 5.1 Primkovym odhadem rozdé¢leni pravdépodobnosti pe S z empirického rozdéleni

(L,,QJ # (l,,lj rozumime takové rozdéleni p(¢)= (p1 ()5 D, (t))e S, ze
m

n n m

(1 )
12 (t)=£+(——£]t, teT, j=1,..,m
n \m n
kde T je takova podmnozina R , aby p, ()€ [0,1] pro Vj=1,....m
V ptipadé, ze (f I ] (l,...,l], rozumime piimkovym odhadem rozd¢leni [i,,ij
n m m m m

Poznamka 5.1 Slozky p,(¢) odhadu p(z) rozdéleni p jsou konvexni kombinace

odpovidajicich slozek LIS P, specialng p (0)==L a p, (1) -1 pro Vj=1,...m
n n : m

Poznamka 5.2 Piimkovy odhad je stejné jako gradientni odhad odhad s jednim parametrem.
Vhodnou hodnotu parametru 7, mizeme najit pomoci testu dobré shody. Pfi pouziti Pearsonova
testu, resp. Pitmanova — Hellingerova testu [7] je t, kofenem nelinedrni rovnice

157

njlpj

)_n=Z12—0!’

resp.
8n£1—z ] Z1 oo

jejiz leva strana je zvolené testové kritérium a p. , je (1 — or) -kvantil chi-kvadrat rozdéleni s

m—1 stupni volnosti. Jde vlastn€ o nalezeni takové hodnoty ¢, kdy jesté nezamitdme hypotézu o
vhodnosti rozd&leni p(#) na hlading vyznamnosti . Oba testy jsou pouze asymptotické a pro

praktické pouZiti pozadujeme, aby np, (£,) >5 pro Vj =1,...,m

Véta 5.2 Pfimkovy odhad je totozny s tzv. diskrétnim jadrovym odhadem s mocninnymi jadry
[12].

. S
P (x ) ==

nl+em l+cm

, picemz c€ [0,00) a j=1,...m
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Ditkaz: UvaZzujme rovnici pHmky p, (t):i (l—ijt, pro teT, kde T je takova
n \m n

podmnozina R, aby p,(£)20 pro Vj=1..,m Rovnici piepiSme do tvaru

; 1 .o . - ;
p.(t)=£(1—1)+—l‘. Porovname-li diskrétni jadrovy odhad p.(x):£;+
/ n m ! nl+em l+cm

ce [0,00) a j=1,.,m spiimkovym odhadem, vidime, Ze pro slozky vektoru plati

pro

1 cm c t cm
=l-t=t=1- = a =— == .0
1+cem l+em 1+em  1+em m 1+cm

Poznamka 5.3 U piimkového odhadu si mizeme vybrat, zda budeme z pozorovanych hodnot
néhodné veliginy X hledat tzv. pesimisticky odhad p(t,)=(p,(t,),...p, (1,)), nebo naopak
odhad nejvice vzdaleny od rovnomérného rozdéleni p, lezici na hranici zamitnuti testu dobré

shody. Takovému odhadu odpovidaji zaporné hodnoty parametru ¢ a budeme ho nazyvat
optimisticky odhad. Podobn¢ mizeme postupovat pii gradientnim odhadu z kapitoly 4.

Piiklad 5.1
[lustracni ptiklad pfimkového odhadu pro m=2.

(1) :LJF(l_th,
n 2 n
p,(1)= l{i{l—ﬁjz} .
n \2 n
K nalezeni vhodné hodnoty parametru ¢ pouzijeme naptiklad Pearsontiv test
) o2
1A _(n /1) -n—y., =0.
ni{ p (t) P (Z)

Po dosazeni pravdépodobnosti p,(?), p,(t) do Pearsonova testu dostaneme rovnici

f12 _ (n—f1)2 _n—;{f_ =0.
(12, 1_[@(1_%
n 2 n n 2 n

2f12 N 2}12—4nf1+2f12
2f,+nt=2ft 2n-2f —nt+2ft

1
n

Odtud po upravé

_n_le—aZO'

Z predchoziho vztahu dostaneme kvadratickou rovnici vzhledem k hledanému parametru ¢
(1" =4 fy 4 Anf 4 2 = A AR S ) H (8 o =8 200 )+
+4/1/12—0{f{2 _4112—0(”]; = O

Nyni dosadime do rovnice konkrétni hodnoty. Uvazujme napiiklad faleSnou kostku, na které
nam ze sta pokust padlo pouze tficetkrat sudé ¢islo. Pak
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n=100,
/=30,
2, =3,8415.
Po dosazeni ma kvadraticka rovnice tvar
166146,3285¢* —12292,6571¢ —32268,22484 =0 .

Reseni kvadratické rovnice

t,=0,4792,
t, =-0,4053.
Odhad vypocitany pro parametr ¢,
p, =0,3958,
p, =0,6042.
80
70| simulovand (t = 0,4792)
| |2 odhadnuta
60
50
48' 4
R N
5
O 30de
204 ]
L e —
0 ! I !
Suda Cisla Licha Cisla

Obr. 5.1 Sloupcovy graf ¢etnosti pro faleSnou kostku

Vypocitany parametr 7, <0. Jde o optimisticky pfimkovy odhad, kdy hleddme odhad

nejvzdalenéjsi od rovnomérného rozdéleni p, leZici na hranici zamitnuti testu dobré shody.

Odhad vypocitany pro parametr ¢,
p,=0,2189,
p,=0,7811.
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Obr. 5.2 Sloupcovy graf cetnosti pro faleSnou kostku, pohybujeme-li se smérem od
rovnomeérného rozdélent

Piiklad 5.2 V tabulce 5.1 je uveden pocet manzelstvi v Ceské republice, ktera nevydrzela ani
jeden rok [19]. Vypocitany je odhad cetnosti rozvodi pomoci jednotlivych kavazinorem a
ptimkového odhadu. U pfimkového odhadu jsou uvedeny oba dva typy. Jak odhad pesimisticky
bliZici se k rovnomérnému rozdéleni, tak odhad optimisticky. Uvedena je také kritickd hodnota
parametru f,, kdy jeSt¢ nezamitdme vhodnost daného rozdéleni na hladin¢ vyznamnosti

oa=0,05.

Tab 5.1 Skute¢né a odhadnuté poéty manzelstvi v CR, ktera nevydrzela ani jeden rok.

Rok 2012 | 2011 | 2010 | 2009 | 2008 | 2007 | 2006 ty
Skuteéné Getnosti 204 | 235 | 254 | 158 | 277 | 341 | 307 0
Kvadraticka 220 | 244 | 259 | 183 | 277 | 328 | 264 | 00379
kvazinorma
Pearsonova 217 | 241 | 257 | 185 | 277 | 336 | 263 | 0,0383
kvazinorma
Hellingerova 218 | 243 | 258 | 184 | 277 | 332 | 263 | 0,0675
kvazinorma
Shannonova 219 | 243 | 259 | 184 | 277 | 331 | 263 | 0,0541
kvazinorma
G-kvazinorma
(k=4/3) 218 | 243 | 258 | 184 | 277 | 333 | 263 | 0,0535
Ptimkovy odhad 188 | 229 | 254 | 127 | 285 | 369 | 324 | 0,3263
optimisticky
Ptimkovy odhad 222 | 242 | 254 | 193 | 269 | 309 | 288 | 0,3609
pesimisticky
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6. Gradientni a primkové odhady na kontingencnich tabulkach
Pojmy uvedené v definici 6.1 a tabulky 6.1, 6.2 jsou pievzaty z [13].

Definice 6.1 Necht' ndhodny vektor Z = (X,Y) ma diskrétni rozdéleni, pti¢emz veli¢ina X
nabyvé hodnot 1,...,7 a veli¢ina Y nabyva hodnot 1,....s, r,s > 2. Oznacme

£ :ifw f; :ZT:fij

Predpokladejme, Ze se uskuteCnil ndhodny vybér o rozsahu n z tohoto rozd€leni. Necht' f; je
pocet té&ch piipadl, kdy se ve vybéru vyskytla dvojice (7,7). Matici ( ]ﬁj) pak nazveme

kontingencni tabulka a Cisla f; a f, margindlni Cetnosti (viz. Tabulka 6.1).

Tab. 6.1 Kontingen¢ni tabulka.

Y
X >
1...s
fu L
)i 5
r 5.
fi f.
> f, f. n

Nyni oznatme p, = P(X =4,Y =j), p, = Zpij , P, = Zpij' Cisla p, a p, se nazyvaji
j=1 i=1

margindlni pravdépodobnosti, rozd¢leni pravdépodobnosti vektoru Z zapisujeme matici (viz.

Tabulka 6.2).

Tab. 6.2 Matice pravdépodobnosti.

Y
X .
1...s
Py .o Py
1 P
r b,
p7'1 e pr's
> P, o D, 1

Poznamka 6.1 Néhodné veliCiny f;, maji sdruZzené multinomické rozdéleni s parametrem n a

s pravdépodobnostmi p,; .

Poznamka 6.2 Nahodny vektor Z reprezentuje ndhodny vybér pifi n pozorovanich
dvourozmérné kategorialni veli¢iny (A,B), kde A nabyvéa r riznych kvalitativnich hodnot a B
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nabyva s riznych kvalitativnich hodnot. (A,B) ma simultani rozdé€leni (matici)

pravdépodobnosti peS= {pi,j >0,(i, j)e {L,. ..r}x{l,...s},zr:ipij = 1}. Odhady

i=1 j=1
pravdépodobnosti p, z pozorovanych Cetnosti f, muZeme najit pomoci nasledujiciho
gradientniho odhadu (analogie definice 4.1).
Definice 6.2 Necht D, (p,p,) je kvazinorma na S, kde p, = {i, ,i} Gradientnim odhadem
‘ rs rs
rozd€leni pravdépodobnosti pe S z empirickeho rozde€leni Cetnosti f; z tabulky 6.1 rozumime

takové rozdéleni pravd&podobnosti p(7)e S, ze

d
—p(1)=—gradD, (p(t),p,) pro Ve [0;00),

dt
p(0)=(ﬁ,- e f]
n n n
wr . fi/ 1 .. 1 1
V piipadg¢, ze =L =— pro Viyj, klademe p(7)=| —,...,— | pro V 1€ [0;0).
n rs rs rs

Véta 6.1 Jestlize funkce f(u), kterd generuje kvazinormu D, (p,p,) na S, mé vlastnosti
uvedené v definici 2.1 a ma spojitou derivaci f’(u) pro Vue (0;e0), pak existuje jediny
gradientni odhad p(t)z(p“(t),...,pij (2)seees P, (t)) rozdéleni pravd&podobnosti pe S. Jeho
slozky p, (1), (i,j)e{1,...,r}><{1,...,s}—{(r,s)}, jsou pro V7€ [0;00) partikuldrnim feSenim

soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu (SODR1)

r N

plj(t):—f'(rspy.(t))+f' rs|1— ‘ P () |1,

s pocate¢nimi podminkami

a slozkou

Duikaz je totozny s dikazem véty 4.1. [

Poznamka 6.3 Pro kvadratickou kvazinormu dostaneme explicitni feSeni SODR z véty 6.1 ve
tvaru
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rs
1
Pr2 (f)=cne‘2’2sz’+ e —,
rs
= -2r7s% —2rst
pr,s—Z( )_Cne +c +—,
rs
pr)s_] (f) — 6,”872;-23% —c, —2rst _"'_C,.)S_] ~2rst v,
rs
kde
A‘i‘&-i-“ + r,s—1 1
¢, = n__n n___.
rs—1 rs
(s=2)fii fo o
Cp = L n n ,
rs—1
R N Y
Cr,s—l = u n n n ,
rs—1
a

—2r25%

P (1)=~(rs=1)aye

Poznamka 6.4 Piimkovy odhad pe S zempirického rozdéleni ztabulky 6.1 definujeme
podobné jako ptimkovy odhad z definice 5.1:

Pf,'(t):ﬁ"‘(i_ﬁjt: teT,i=1,.,r, j=1..,s,

’ n rs n

kde T je takova podmnoZina R, aby p, (1)€[0,1] pro Vi=1,...,r, j=1,..,s.

V ptipadg, ze ﬁzipro Vij, klademe pii(t):(i,...,ij pro V ze [0;00).
n rs ’ rs rs

Poznamka 6.5 Vhodné hodnoty parametri ¢ pro gradientni i pfimkovy odhad stanovime
pomoci Pearsonova nebo Pittmanova-Hellingerova testového kritéria stejné jako v kapitolach 4 a
5.

Napriklad pii pouZiti Pearsonova testu je ¢, kofenem nelinedrni rovnice

shwi/i )
DRI TEVERS

i=1 j=1 Ji.J;

jejiz leva strana je zvolené testové kritérium a g/, je (1— o) -kvantil chi-kvadrat rozdgleni

s rs—1 stupni volnosti. Oba testy jsou pouze asymptotické a pro praktické pouziti pozadujeme,
aby np, (t,)>5 pro Vi=1..,r, j=1..s.
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Pti zpracovani dat se nejCastéji setkdvame s testovanim statistické hypotézy, Ze ndhodné
veli¢iny X a Y jsou na sobé nezavislé. Vyuzijeme-li gradientniho odhadu, mizeme hledat odhad
pravdépodobnosti p,, respektive Cetnosti n,; za urCitych vstupnich podminek. Zjistime-li,

naptiklad, Ze pro ndhodné veli¢iny X , Y hypotézu o nezéavislosti nezamitame, budeme hledat
odhad takovy, abychom nezamitli hypotézu o nezéavislosti a zdroven vhodnosti daného rozdéleni.
Dalsi moznosti je hledat rozdéleni, které je svazano s ptivodnim rozdélenim pies marginalni
radkové ¢i sloupcové pravdépodobnosti.

Poznamka 6.6 Gradientnim odhadem se pfiblizime po kiivce nejvétsiho spadu k rovnomérnému
rozdé€leni, pro které madme nezavislost zarucenou.

6.1 Priklady uziti gradientnich odhadi na kontingencni tabulky

Priklad 6.1.1 U 125 studenti VUT byl hodnocen dojem, jaky maji studenti po napsani
zavérecného testu z predmétu Aplikovana statistika a planovani experimentu. Vysledky
experimentu jsou zaznamenany v tabulce 6.1.1 i s vyslednym hodnocenim zkouSky. Pomoci
kvadratické kvazinormy a pfimkového odhadu najdéte ,,pesimisticky* odhad cetnosti. Na
asymptotické hladin€¢ vyznamnosti 0,05 otestujte hypotézu, Ze vysledek testu (zkousky) nezavisi
na dojmu studentd po napsani testu a ovéite, ze odhadnuté Cetnosti spliiuji pivodni predpoklad
nezavislosti (zavislosti). Gradientni odhad kvadratickou kvazinormou i pfimkovy odhad byly
vypocteny pomoci fesitele v MS Excelu.

Tab. 6.1.1 Tabulka skute¢nych Cetnosti.

y dojem
kousk ;
zkouska dobry Spatny 5
ano 19 13 32
ne 37 56 93
fi 56 69 125
Tab. 6.1.2 Odhad kvadratickou kvazinormou, parametr ¢, = 0,02523 .
y dojem
kousk -
Zrouskd dobry Spatny J;
ano 24 20 44
ne 39 42 81
fi 63 62 125
Tab. 6.1.3 Piimkovy odhad, parametr ¢, = 0,46387 .
y dojem
kousk -
Zrouskd dobry Spatny S
ano 25 21 46
ne 34 45 79
fi 59 66 125
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Jedna se o cCtyfpolni tabulku, mizeme tedy k testovani hypotézy o nezavislosti uzit
charakteristiku OR, tzv. podil Sanci. V prvnim piipadé¢ obdrzime interval spolehlivosti
(0,976;5,016), pro odhad kvadratickou kvazinormou dostaneme interval (0,649;2,842) a pro
piimkovy odhad (0,719;3,094). Ve vSech piipadech zahrne interval spolehlivosti jednicku,
nezamitdme tedy na hladin€¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti vysledku zkousky na
dojmu studenta. Hypotézu na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitdme ani v ptipad¢, pouzijeme-li
x’ -test. V tomto piipadé je pro skute¢né Cetnosti hodnota \* = 3,79 < 3,84, pro kvadratickou

kvazinormu je hodnota x* = 0,66 < 3,84 a pro pfimkovy odhad \* = 1,18 < 3,84.

Priklad 6.1.2 V severozédpadnim Skotsku byla provedena studie, ktera méla prokazat, zda je
procentudlni zastoupeni krevnich skupin na celém tGzemi homogenni ¢i nikoli. Vysledky
pozorovani prevzaté ze sbirky Osborn (1979), kterd je citovana v [13], jsou uvedeny v tabulce
6.1.4.

Tab. 6.1.4 Tabulka Cetnosti zastoupeni krevnich skupin v jednotlivych oblastech.

Krevni skupina
Oblast =4 B 0 AB | celkem
Eskade 33 6 56 5 100
Annandale| 54 14 52 5 125
Nithsdale 98 35 115 5 253
Celkem 185 55 223 15 478

Budeme testovat hypotézu, Ze rozdéleni krevnich skupin je ve vSech tfech oblastech

T S 2
stejné. Testova statistika ma tvar y° = nzxff;}
=1 j=1 Ji.J.j

hlading vyznamnosti o, kdyz x* > x(_,_, (@) . Nebot x*=10,45 a x; (0,05)=1259,

—n . Hypotézu zamitdme na asymptotické

hypotézu nezamitame [13].

Nyni vypocitame ,,pesimisticky” odhad pomoci kvadratické kvazinormy (vysledky jsou
uvedeny v tabulce 6.1.5) a otestujeme nezavislost. Vypoéty byly provedeny pomoci Resitele
v MS Excelu.

Tab. 6.1.5 Odhad pomoci kvadratické kvazinormy, parametr ¢, = 0,0034 .

Krevni skupina
Oblast A B 0 AB celkem
Eskade 32 7 53 6 98
Annandale 51 14 49 6 120
Nithsdale 92 33 108 27 260
Celkem 175 54 210 39 478

Hypotézu, Ze rozdéleni krevnich skupin je ve vSech tfech oblastech stejné na hladiné
vyznamnosti « = 0,05 nezamitdme, nebot x> = 10,305 <1259 a zarovefi nezamitime

hypotézu o vhodnosti nalezeného rozdéleni.

Nyni provedeme opét odhad pomoci kvadratické kvazinormy a pfidame pozadavek na
marginalni ¢etnosti. Pocet stupiiti volnosti bude tedy rs—2. Odhadnuté Cetnosti jsou uvedeny
v tabulkéach 6.1.6.- 6.1.9.
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Tab. 6.1.6 Odhad pomoci kvadratické kvazinormy za pozadavku, aby v oblasti Eskade bylo
vybrano 100 osob. Parametr ¢ = 0,000281.

Krevni skupina
Oblast A B 0 AB celkem
Eskade 33 6 56 5 100
Annandale 53 14 52 5 124
Nithsdale 97 35 114 8 254
Celkem 183 55 222 18 478

Hypotézu, Ze rozdéleni krevnich skupin je ve vSech tfech oblastech stejné na hlading
vyznamnosti o = 0,05 nezamitdme, nebot’ y* = 9,937 < 12,59. V tomto piipadé jiz nejde o
odhad pesimisticky, ale naSli jsme rozdéleni, pro které nezamitdme hypotézu o vhodnosti
nalezeného rozdéleni (x* = 1,16295 < 18,30703) a které spliiuje pozadavek na marginalni

cetnost. Skute¢nost, Ze nezamitdme hypotézu o vhodnosti nalezeného rozdéleni, snadno pozname
také ze skutecnosti, ze parametr ¢t = 0,000281 je vyrazn€ men$i, nez jeho kritickd hodnota ¢,

uvedena v tabulce 6.1.5.

Tab. 6.1.7 Odhad pomoci kvadratické kvazinormy za pozadavku, aby v oblasti Annandale bylo
vybrano pravé 125 osob. Parametr ¢ = 0,000207 .

Krevni skupina
Oblast A B 0 AB celkem
Eskade 33 6 55 5 99
Annandale 54 14 52 5 125
Nithsdale 98 35 114 7 254
Celkem 184 55 222 17 478

Hypotézu, Ze rozdéleni krevnich skupin je ve vSech tfech oblastech stejné na hlading
vyznamnosti « = 0,05 nezamitame, nebot Y* = 6,161 <12,59. Hypotézu o vhodnosti

nalezeného rozdéleni nezamitdme, \* = 0,59838 < 18,30703 .

Pokud provedeme odhad pomoci kvadratické kvazinormy za pozadavku, aby v oblasti
Nithsdale bylo vybrano pravé 253 osob, pak je parametr ¢ roven téméf nule a dostaneme piivodni
Cetnosti. V piipadé, Ze bychom pftipustili feSeni, kdy na hladin€ vyznamnosti a = 0,05
zamitdme hypotézu o vhodnosti rozdéleni, dostaneme cetnosti uvedené v tabulce 6.1.8.

Tab. 6.1.8 Odhad pomoci kvadratické kvazinormy za pozadavku, aby v oblasti Nithsdale bylo
vybrano pravé 253 osob. Parametr ¢ = 0,0092, x* = 41,9102 > 18,30703.

Krevni skupina

Oblast A B 0 AB celkem

Eskade 32 10 50 10 102
Annandale 49 17 47 10 123
Nithsdale 84 34 98 37 253

Celkem 165 61 195 57 478
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Stejn¢ tak, jak jsme kladli podminky na marginalni Cetnosti pro jednotlivé oblasti,
muzeme klast pozadavky na zkoumany pocet lidi s urcitou krevni skupinou. Napiiklad budeme
hledat rozd¢€leni takové, aby bylo vybrano praveé 55 lidi s krevni skupinou B. Vysledky jsou
uvedeny v tabulce 6.1.9.

Tab. 6.1.9 Odhad pomoci kvadratické kvazinormy za pozadavku, Ze lidi s krevni skupinou B
bylo vybrano pravé 55. Parametr ¢t = 0,0027 .

Krevni skupina
Oblast A B 0 AB celkem
Eskade 32 7 53 6 98
Annandale 52 14 50 5 121
Nithsdale 93 34 109 23 259
Celkem 177 55 212 34 478

Hypotézu, Ze rozdéleni krevnich skupin je ve vSech tfech oblastech stejné na hlading
vyznamnosti a = 0,05 nezamitdme, nebot y° = 10,416 <12,59. Stejné tak nezamitdme

hypotézu o vhodnosti nalezeného rozdéleni, y* = 15,3830 < 18,30703.

Priklad 6.1.3

U 130 uchaze¢i o zaméstnani bylo sledovano, zda byli pfijati do zaméstnani ¢i nikoliv
v zé&vislosti na jejich pohlavi. Vysledky priizkumu jsou uvedeny v tabulce 6.1.10. Pomoci
pifimkovych odhadd (pesimisticky, optimisticky ) byl nalezen zavisly i nezavisly odhad tohoto
rozdéleni pravdépodobnosti. Vypodty byly provedeny pomoci Resitele v MS Excelu.

Tab. 6.1.10 Tabulka plivodnich Cetnosti.

zameéstnavatel A muz zena
pfijati 20 13
nepiijati 39 58

Jedna se o Ctyfpolni tabulku, je tedy mozné k testovani hypotézy o nezavislosti pouzit
opét tzv. podil Sanci. Hypotézu o nezavislosti na asymptotické hladin¢ 0,05 zamitame, interval

spolehlivosti (1,0202;5,1312) neobsahuje jednicku. Stejné& tak hypotézu zamitime i v pfipadg, Ze
pouZzijeme y°-test, protoze x> = 4,23 > 3,84.

Nyni najdeme odhad, kdy hypotézu o nezédvislosti nezamitneme. K vypoctu pouZzijeme
ptimkovy odhad. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 6.1.11.

Tab. 6.1.11 Cetnosti vypo&itané pomoci piimkového odhadu, 1, =0,44928 .

zameéstnavatel A muz zena
pfijati 26 22
nepfijati 36 47

Pro ptfimkovy odhad dostaneme interval spolehlivosti (O, 7406;3,1135) a pro y°-test,

plati x* = 1,33 < 3,84 . Hypotézu o nezavislosti tedy na asymptotické hlading 0,05 nezamitame.
Pomoci modifikovaného ptimkového odhadu je mozné najit feseni, které spliiuje piivodni
predpoklad, tedy feSeni, kdy hypotézu o nezavislosti zamitneme. Odhadnuté Cetnosti jsou
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uvedeny v tabulce 6.1.12. Interval spolehlivosti je v tomto pfipadé (1,4292;10,1259) a pro ¥ -
test plati x> = 7,96 > 3,84.

Tab. 6.1.12 Cetnosti vypoéitané pomoci modifikovaného ptimkového odhadu, #, =-0,319136.

zaméstnavatel A muz zena
prijati 16 7
nepiijati 41 66
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7. Nova trida kvazinorem

V této kapitole odvodime z tzv. Cressie-Readovy statistiky [15] celou tfidu f~-divergenci vedouci
na asymptoticky chi-kvadrat test. Pro odvozenou kvazinormu ukdzeme jistou analogii s G-
kvazinormou a zbyvajicimi dosud pouZzivanymi kvazinormami a odvodime kvazinormu k ni
duélni.

| ]

A
— 1] =—2nz p;In

Véta 7.1 Jestlize A€ R, pak Cressie-Readova statistika

/\_ m
o )\+1 Zf[

specialné pro A=0 a A=-1
;

npj

A
np; ’
m m f
2nl’ =i —1t=2) fln|—|,
" AIE%)\ )\+1 Zf[ ] ;f’ n[npj

ma asymptoticky chi-kvadrat rozdéleni s m —1stupni volnosti pro v§echna 4.

AN+

J=1

2n]1—11mL f
)

A
Ditkaz: Pro \ = 0, )\ = —1 piepisme 2nl* = LZf] /. 1t ve tvaru
AA+D) T |
f A+1
m P np/
2nl* = e IR
)\ +1) Z B { np, }

v . f} —np; , A+l . y
Oznacime-li V, ==—— a vyraz (1 + V]) rozvineme v Taylorovu fadu, dostaneme
np;
m )\ ()\ + 1) m 2
2nF:— 11+ A+1)V, +—=—=V +

+o,(1) = ij <n1/2Vj) +o0, (1), pficemz o, (1) konverguje k nule pro n — oo. Pak
j=1

2
m —np.
onI* = Zu pro A € R —{-1,0}.
j=1 np;
Specialné pro A =-1 dostaneme
onl ' = —QanJ In ] —2nz p;Infl +w a funkci ln(1+Vj) rozvineme
j=1 np;

2

m V
v Taylorovu fadu, pak 2nl ' = —2n2 |V, — 7] +o, (1)] , piicemZ o, (1) konverguje k nule

pro n — oo . Odtud

o]t = Zm:<fj B npj) .

=t P,
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Pro A =0 dostaneme

ZnIO—ZZfln[ ]:—ZZfln

np, — J;

p]] = —22]@ In
=1

np; — J;
1+ —L—"|.
T ]

a funkei ln(1+Vj) op¢t rozvineme v Taylorovu fadu. Pak

Nyni poloZime V, =

J

oy ]

j=1 f =1 f np;

, (1) konverguje k nule pro n — oo, pak
j
2

=t NP

.0

Poznamka 7.1 Z tfidy Cressie-Readovych statistik je mozné vzhledem k A odvodit t¥idu f-
divergenci a nasledné kvazinorem vedouci na asymptoticky chi-kvadrat test.

A
. 2 m p X
Oznagime-li 201" = — 2" Z q; l[q—’ — 1¢, pak plati pro odvozenou tfidu kvazinorem

A
J— Z{ ! 1],pro)\€R{1,0}.
Specialné pro A =0 a A=-1

m q/. m 1 1 1 m 1
— qln = = —hl —_— = hl——hlp-,
; ! [pj] 2 m m; m !

ijln :Zp]hl[%]Zijlnpj—l—lnm.
j=1

Definice 7.1 Kvazinormu

m

A
CR -1t pro Ae R—-{-1,0},
(P po /1_’_1 mz [mpjj p { }

j=1

specialné pro A =0
CR pa po Z 111— —1In p
apro A=-—
CRf (papo) = ij 1Ilpj + lnm,
j=1

budeme nazyvat Cressie-Readova kvazinorma.

45



Poznamka 7.2 Generujici funkce Cressie-Readovy kvazinormy ma tvar

fuw = ﬁ(w —1) pro A € R — {-1,0},
specialné pro 4 =0

f(u)=—In(u)
apro A=-—

f(u)=uln(u).

Poznamka 7.3 Slozky gradientniho odhadu p(7)=(p,(1),... p,, (1)) pro A € R —{-1,0}

ziskané pomoci Cressie-Readovy kvazinormy jsou podle véty 4.1 partikuldrnim feSenim
soustavy obycejnych diferencialnich rovnic

) 1 a1 1 A1
p (1) = )\—H<mpl )" — A—H[m QI=p ) =p, () = =D,y (t))]
' 1 -1 1 -1
P, (t) = )\—H(mpz )" — )\—H[m Q=p )= p(t) ==,y (t))] ;
| 1 A1 1 a1
pm,fl (t) = A—_’_l(mpmfl (t)> - )\——I—l[m (1 - pl (t) - pQ (t) - pm,1 (t))] )

specialné pro A =0
PO =(mp, )" =[m(1= p, )= p, ()= p,. )]
Py = (mp, ()" ~[m(1- p,() - p,(O) == p,. )] .

p;_,(t> (mp, ()" =[m(1- p, ()= p, ()=~ p,. ()]

apro A=—
p@)=In(m(1-p ()= p,(O) == p, () ~In(mp, (1)),
p'z(t) = ln(m(l—pl(t)—pz(t)—---—pm_l(t)))—ln(mpz(t)) >

p;n—l (t) = ln(m(l—p] (t)_pz(t)_"'_pm—l (t)))—ln(mpm_l (t)) 5

s pocatecnimi podminkami

p (0) = i, p, (0) = é,..., p, ,(0) = fo
n n n
a slozkou
p () =1—p (t)—p, (1) —-—p (1)

Poznamka 7.4 Cressie-Readova kvazinorma zahrnuje vSechny naSe popsané kvazinormy.

) 1 )
Konkrétné¢ pro A =1 dostaneme Pearsonovu kvazinormu, pro \ = 3 Hellingerovu
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kvazinormu a pro A = —2 kvadratickou kvazinormu. V piipadé, Ze A=-1 obdrzime
Shannonovu kvazinormu a pro A =0 dualni kvazinormu k Shannonové kvazinormé.

Véta 7.2 Cressie-Readova kvazinorma je az na nasobek totozné s G-kvazinormou.

Diikaz: Vyjdeme z generujici funkce G-kvazinormy f (u) = %ﬁ +u— k% pro
m % k
ke R —{2}. Pak G(p,po):% ;% % —|—mpj—m —
= =
BRI 10 0 S B T S 6 1 ! Rty
m =k —2|mp, k=2 k=2m= || mp,

Odtud dostaneme novou generujici funkci G-kvazinormy

2 l(1)2

fa) = —[[;]’”22 — 1],pro keR —{2}.

k—2

. o k—2 ) .
Zavedeme-li substituci A = — ma generujici funkce G-kvazinormy tvar

f(u):%{%—l},pro)\eﬂ%*,
U

ktery je az na nasobek totozny s generujici funkci Cressie-Readovy kvazinormy
fw :;[%_1] proAe R—{-10}.0
AA+1) u

Poznamka 7.5 Vyuzijeme-li definici 2.1.1, pak dudlni kvazinorma ke Cressie-Readové

2
kvazinormé CR, (p,p,) = /1 y Z { ] —1tje
/ +1)m ‘S5

m

CR, (p,p,) :m;{(ﬂlpj )/1+1 _1} prod € R — {01

specialné pro 4 =0

F(u)=uln(u)
apro A=-1

F(u)=-In(u).

Véta 7.3 Cressie-Readova kvazinorma tvori uzavienou tfidu kvazinorem vzhledem k dualité.
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7 2
Diikaz: Duélni Cressie-Readovu kvazinormu CR,. (p,p, )= Z{(mp j) - } pro
)m

A
A € R —{0,—1} dostaneme z CR, (p,p,) = /1+1 —> ( ] —1¢ substituci A —>—-1-A4.
)m mp,

Jj=1

specialné pro 4=0 je CR,(p,p,)=—In(u)= CR,(p,p,) =ulnu, coz je Cressie-Readova

kvazinorma pro A=-1.0
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8. Porovnani kvazinorem

Pro praxi je uZzitecné najit kritéria pro vybér nejvhodngjsi kvazinormy, respektive generujici
funkce f(u). Jednou zmoznosti je vybrat kvazinormu, kterd nejrychleji konverguje ke
hledanému rozd¢leni pravdépodobnosti, tedy tu, ktera je ,,nejstrmé;jsi*. Musime vSak respektovat
tvrzeni b) z véty 3.2, tj. Ze generujici funkce f(u) a cf(w), kde ¢ >0, c#1 je konstanta,
definuji dvé kvazinormy liSici se pouze nasobkem c. Aby byly kvazinormy mezi sebou

porovnatelné, podélime vzdy kvazinormu D, jejim maximem N =rE3§fo, pokud jeji

maximum existuje. Maximum N nabyva kvazinorma D, podle véty 3.2 vbodech p, =
=(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1). Takto normovana kvazinorma ma maximum rovno
jedné. Vzhledem k tomu, Ze Cressie-Readova kvazinorma CR, (p.p,) zahrnuje vSechny dosud

uvedené kvazinormy, pouzijeme ji k jejich porovnani. V tivahu budeme brat pouze A<0,
protoze v opacném piipadé se jedna o neohranic¢enou funkci.

Specialné pro m = 2 si miZeme vykreslit hodnoty pfislusné normované kvazinormy
v zavislosti na p,. Jak je vidét z obrazku 8.1, ze zobrazenych kvazinorem je nejstrméjsi

kvadraticka kvazinorma (A=-2) a nejméné strma kvazinorma pro A=-0,3. V nékterych
piipadech si v8ak nemusime byt jisti, napiiklad porovnavame-li A=-8 a 4 =-0,5. V takovém
ptipadé je vhodné spocitat plochu pod kvazinormou. Cim bude plocha vétsi, tim je kvazinorma
strm¢j$i. Pro vySSi dimenze je nutné odvodit objem V, m-rozmérného télesa ohrani¢eného

kvazinormou D, a simplexem S .

parametr A
-8
— -5
— -2
—-0,5
—-0,3

P

1

Obr.8.1 Graf zavislosti hodnoty Cressie-Readovy kvazinormy na p, pro vybrana A .

Véta 8.1 Pro Cressie-Readovu kvazinormu, kde A € R~ — {—1}, je
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m—2 1
7)\
Hl—)\-l—z (m —1)!

B m—(/1+1) -1
A(A+1)

Diikaz: Uvazujme Cressie-Readovu kvazinormu vedouci na asymptoticky chi-kvadrat test

A
2 1
CR s generujici funkci f(u) = * —1) pro
(ppy) = TP mZ}{{}ﬂp}J } generuj f(u )\()\+1)<u ) p

Ae R —{-1}.
Oznacme

L 1p, ep——py s
Vo ~ ma )\+1 ff f [mpl)fk+(mp2)fk+...+
0 0

(m(L—p, —p, =~ pmfl)) " —midp, ,..dp,.

Tento integral vypocitame pomoci nasledujicich integralt

1 D I=p—=Pp_3
:ff f <1_pl_pQ_"'_pm_g)dpm—Q"'dpl =
0 0 0
L l=p l=p—=ppy 1 ,
:ff f (_1)25(1_]91_])2_”._pm—3) dpm—3"'dp1:
(1) 1*0171 1*1’1*‘[')‘*17,”75 ) 1 ,
fo f (—1)52—(1—171—;02—---—pmﬂ)dp,H...dpl:...:
0 0 0 3
1
- 1 m—2 1
= J = (L=p)" "dp, =
[ 2.3....(m —2) ! " (m—1)!
Lol=p I=pi—=pys
12 = f pl_kdpm—l dpl -
) 0 0
1 1=p l=p——py_3
:ff f (1_171_pg—"'—pm,Q)pfAdpm%...dpl:
0 0 0
1 1-p 1=py——=pp_u 1 ,
:ff f _5(1_p1_p2_'”_pm—3) pfxdpm_S..,dpl:...:
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— _1m1 1_ m—2 7)\:
0( ) 2?)_(m_2)( n)"
1 Lifm—2 m— 2 m — 2
_ _1 m—2 m=2-\ m—3—\ d
Y (m—2)>[[ 0 ]pl [ T L P P
m—2 m—2 m—2 !
:(_1)m 2 ]- 0 pm—l—)\_ 1 pmef)\ + m_2 pl*)\
2.3..(m=2){m—1-X" m—2-\" 1-x
0
m — 2 m — 2 m — 2 m — 2
1 0 1 2 m— 2
_(_1)m2 o + . _
23.(m=2)lm—-1-X m—-2—-X m-—3-\ 1—-A
_1m72 m—2 ; 7, m—2 1
- Sy L
2.3...(m—2)= m—1—-XN—i T31—A+i
1 1-p l1=pj——p,_
A
If;:ff... (1—pl—p2—---pm71) dp, ,..dp, =
0 0 0
1 1—1)] 1—])1— —Pm-3 1
= (1—p — Dy =D, )17A dp,, o...dp, =
[ .
1 1-p I=pi—=Pp_4
1 1 2-A
= 1—p, —n, —--- . dp. ...dp, =
[[ [ (1_A)<2_A)( Pr= Py = D) AP, edp,
1 1-p I=p—=Pp_s
1 1 1 3-A
= (1_p _p _”'pm—> dpm—"“dp -
[0 l (1= N)(2-2)(3=) b ! S
1
1 1 1 m—o— 1 1 1 m—?
:f ce (1_p1) 2)\dp1: .o =
01—)\2—)\ m—2—\ 1—-A2—X m-1—-2X o 1 —
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m—(/1+1) -1 0
A(A+1)

vvvvvv

. LV . . . . L
velikost podilu WD Pro 4> 0 je Cressie-Readova kvazinorma neohrani¢ena funkce a porovnani

pies objemy neni moZzné.

. , . . , o V . .
Definice 8.1 Mirou strmosti kvazinormy D, rozumime Cislo FD’ kde V, je objem m-

rozmérného t€lesa ohrani¢eného kvazinormou D, a simplexem
S:{pe R™ :Vp, ZO,ij :1} a N=maxD,.

= peS

: : 1 .
Poznamka 8.2 Konkrétné pro Cressie-Readovu kvazinormu, kde /Iz—E (Hellingerova

4 4 2m—l
e e

kvazinorma), je

(m—1)!  m|(2m -1
a
N=4(1-m").
Pro A = —2 (kvadraticka kvazinorma) je
- m’ 1
P m+D! 2(m—1)!
a

N:%(m—l).

V tabulce 8.1 je vycisleny podil % pro vybrana A Cressie-Readovy kvazinormy a dimenzi m.

Z tabulky je zfejmé, Ze pro m <6 je vhodné volit A =-2, tedy kvadratickou kvazinormu a pro
m > 6 je jiz vhodnéjsi volit A\ = —0,5, tedy Hellingerovu kvazinormu. Nejvétsi hodnoty podilu
jsou pro jednotlivd m v tabulce zvyraznény modrou barvou, naopak nejmensi hodnoty barvou
cervenou.
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Tab 8.1 Hodnoty podilu % pro vybrana A Cressie-Readovy kvazinormy a dimenzi m.

m
lambda 2 3 4 5 6 9 12
-0,2 0,10044 | 0,04811 | 0,01563 |3,841E-03 | 7,585E-04 | 2,204E-06 | 2,196E-09
-0,5 0,19526 | 0,09019 | 0,02857 |6,887E-03 | 1,340E-03 | 3,772E-06 | 3,680E-09
-2 0,33333 | 0,12500 | 0,03333 |6,944E-03 | 1,190E-03 | 2,480E-06 | 1,927E-09
-5 0,28889 | 0,06607 | 0,01130 |1,589E-03 | 1,921E-04 | 1,697E-07 | 6,762E-11
-10 0,18022 | 0,02270 | 0,00233 |2,081E-04 | 1,665E-05 | 5,101E-09 | 8,523E-13
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9. Bootstrapové intervalové odhady

Pokud nezname rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X, neni k dispozici intervalovy
odhad jejiho parametru @, nechceme nebo nemiizeme aplikovat asymptotické odhady, naptiklad
pro maly rozsah vybéru, pak je mozné nahradit statisticky soubor pozorovanych hodnot novym
bootstrapovym souborem. Ten ziskdme ze souboru piivodniho ndhodnym vybérem s opakovanim
(s vracenim). Prezentované pojmy a postupy jsou pievzaty z [16], [17].

Definice 9.1 Ze statistického souboru pozorovanych hodnot (x,,...,x,) nahodného vyb&ru

(X,,...,X,) vytvofime novy statisticky soubor (x]* ... x*) ndhodnym vybérem hodnot x

s opakovanim (s vracenim). Takto ziskany ndhodny vybér se nazyva bootstrapovy vybér, resp.
bootstrapovy soubor.

Poznamka 9.1 Pii odhadu stfedni kvadratické chyby, rozptylu, smérodatné odchylky a

vychyleni odhadu 0 parametru @ rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X postupujeme
nasledovné [17].
1. Z pozorovanych hodnot (x,,...,x,) ndhodného vybéru (X,...,X,) vypoéitame odhad 0

n

parametru 6.
2. Realizujeme B ndhodnych bootstrapovych vybérli o rozsahu »n z pozorovanych hodnot

(Xp5ee00, ).
3. Pro kazdy bootstrapovy vybér vypocitdime odhad parametru & a oznacime jej éb’i, kde
i=1...,B.

n+B-1
Poznamka 9.2 Pocet vSech riiznych bootstrapovych vybéri je ( 3 j .

Poznamka 9.3 Bootstrapovym odhadem stfedni kvadratické chyby MSE odhadu 0 je
— 1 & A\ 2
MSE, :EZ(eb”’ -0) ,

i=1

bootstrapovym odhadem rozptylu D(é) je

2
N 1 &G4 1&,
50, =53 8550
bootstrapovym odhadem smeérodatné odchylky O'(é) je

6(0) = [)(é)b,

bootstrapovym odhadem vychyleni Bias(é) odhadu 6 je
A 1E ~ A
B(&)b _E;@J—e.

Poznamka 9.4 Odhad 6 ziskany z plivodniho statistického souboru (x1 ,...»X, ) je bodovym
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odhadem parametru @, ale miizeme jej dle potteby také nahradit aritmetickym primérem
1 &,
—>'6,..
BT

Pomoci bootstrapovych vybéri ziskame bootstrapové intervalové odhady se spolehlivosti
1 -« sttedni hodnoty, rozptylu a smérodatné odchylky ndhodné veli¢iny X.

Pozniamka 9.5 Necht X je aritmeticky primér a s° je rozptyl plivodniho statistického souboru
(X002, ), X,; je aritmeticky primér a s,i,. je rozptyl statistického souboru =z i-t¢ho
bootstrapového vybéru, i =1,..., B, pak

1. Bootstrapovy intervalovy odhad stfedni hodnoty E(.X) se spolehlivosti 1—¢ je

_ s _ s
[x ~lyian \/ﬁ X~y o \/ﬁ} 5

X, —X
kde 1, , je P-kvantil statistického souboru (¢, ,....7, ;) a f,, === n—1,i=1,.,B.
' ' ' ’ S, ;

7
5

2. Bootstrapovy intervalovy odhad rozptylu D(X) se spolehlivosti 1-¢ je

2 2
ns ns
2 v >
Xoicarr Xban

kde %, , je P-kvantil statistického souboru (z; ... 7, ) a %, =

2
ns,, ;
2
s

,i=1,...,B.

3. Bootstrapovy intervalovy odhad smérodatné odchylky o (X) se spolehlivosti 1—o

obdrzime z odhadu D(X') pomoci odmocniny.

Existuje fada dalSich zplsobt stanoveni intervalovych odhadii parametrti zalozenych na
bootstrapovych vybérech [16], [17]. Mimo uvedenych oboustrannych intervalovych odhadi se
pouzivaji dle potieby také jednostranné bootstrapové intervalové odhady.

Ptedchozi kapitoly byly vénovany specidlnim typim bodovych odhadli diskrétniho
rozdéleni pravdépodobnosti (gradientni a ptimkovy odhad). Jednou z moznosti, jak ziskat
odhady intervalové, je pouziti metody bootstrap. V programovacim jazyce C++ byl vytvofen
program Shine bootstrap [20], ktery umoziiuje vygenerovat bootstrapové vybéry a nasledné
spocitat odhad rozdéleni pravdépodobnosti z téchto bootstrapovych souborti pomoci kvadratické
kvazinormy. Nyni uvedeme dva piiklady kategoridlnich veli¢in, u nichz pfedvedeme ziskani
intervalovych odhadt jejich rozdéleni pravdépodobnosti s vyuzitim programu Shine bootstrap
[20]. Bootstrapové odhady rozdéleni pravdépodobnosti byly ¢astecné publikovany v [18].

Priklad 9.1 Kovovy upinaci pfipravek byl lisovan ve formé, potazen lepidlem a umistén do lisu,
kde byla vstiiknuta pryz k vytvoreni konecného vyrobku. Pfi sledovani neshodnosti davky
vyrobku byl zjistén celkovy pocet 314 vad v této davce. Odhadnuté pocty vad pro jednotlivé
kvazinormy i vysledky Paretovy analyzy jsou jiz uvedeny v pfikladu 4.2.2. Z divodu
nedostatecného poctu pozorovani bylo pomoci programu Shine Bootstrap [20] vygenerovano
tisic bootstrapovych vybért a z kazdého vybéru spocitan odhad pomoci kvadratické kvazinormy
(tisic odhadt pro kazdy typ vady). Kazdy bootstrapovy vybér byl stejného rozsahu, jako ptivodni
soubor, tedy n=314. V tabulce 9.1 jsou spocitany charakteristiky odhadnutych parametrii pro
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jednotlivé typy vad, které byly vypocitany z bootstrapovych soubori. V tabulce 9.2 je zapsan
bootstrapovy odhad stfedni hodnoty a rozptylu pravdépodobnosti p, j=1,..,m dle vztahi

uvedenych v poznamce 9.2. Spolehlivost byla zvolena 0,95. Jako primérna hodnota x byl
volen odhad pravdépodobnosti p; kvadratickou kvazinormou skute¢ného (ptivodniho)

statistického souboru. Podobné za s* byl dosazen rozptyl tohoto odhadnutého souboru.
V tabulce 9.3 jsou zapsany skute¢né Cetnosti jednotlivych vad, primérny odhad cetnosti
kvadratickou kvazinormou a bootstrapovy intervalovy odhad ¢etnosti.

Tab. 9.1 Charakteristiky odhadnutych parametrti kvadratickou kvazinormou, které byly
vypocitany z tisice bootstrapovych vybéra.

Nazev vady Primér Median | Minimum | Maximum ngie(:r}?}?ﬁ;:a Rozptyl
Spatn4 piilnavost| 0,371504 | 0,372358 | 0,372358 | 0,291666 | 0,000761 | 0,027584
Spatny brus | 0,274932 | 0,274172 | 0,274172 | 0,199755 | 0,000559 | 0,023639
Dutiny 0,109539 | 0,109735 | 0,109735 | 0,059762 | 0,000269 | 0,016407
Skrabance 0,072207 | 0,071751 | 0,071751 | 0,023652 | 0,000167 | 0,012909
Netistoty 0,048943 | 0,048402 | 0,048402 | 0,018613 | 0,000129 | 0,011343
Trhliny 0,082311 | 0,040082 | 0,082949 | 0,044394 | 0,000155 | 0,012431
Jiné 0,040566 | 0,082949 | 0,040082 | 0,013143 | 0,000092 | 0,009577
Tab. 9.2 Bootstrapovy odhad stfedni hodnoty a rozptylu.
K Odhgd Bootstrapovy odhad Bootstrapovy odhad
vadratickou " 1 Rozptyl
. sttedni hodnoty rozptylu
kvazinormou
Spatna 0,37100 | 0,319937 | 0,427853 |0.233359 | 0,223085 | 0,251829
pfilnavost

Spatny brus 0,27520 | 0,227991 | 0,327762 |0,199465| 0,190684 | 0,215252
_Dutiny 0,10970 | 0,076666 | 0,146480 |0,097666 | 0,093366 | 0,105396
Skrébance 0,07201 | 0,044685 | 0,102434 |0,066825| 0,063883 | 0,072114
Necistoty 0,04878 | 0,02601 | 0,074131 |0,046401 | 0,044358 | 0,050073
Trhliny 0,08313 |0,053947 | 0,115622 |0,076219 | 0,072864 | 0,082252
Jiné 0,04008 |0,019346 | 0,063165 |0,038474| 0,036780 | 0,041519

Tab. 9.3 Cetnosti skute¢nych naméfenych vad, primémy odhad kvadratickou kvazinormou a
bootstrapovy intervalovy odhad ¢etnosti.

, Skute¢né Cetnosti |, Prurr}erny odhad Bootstrapovy odhad
Nazev vady . ¢etnosti kvadratickou y ,
namétenych vad . cetnosti
kvazinormou.
Spatnd 128 117 100 134
prilnavost
Spatny brus 91 86 72 103
Dutiny 36 34 24 46
Skrabance 23 23 14 32
Necistoty 15 15 8 23
Trhliny 9 13 17 36
Jiné 12 26 6 20
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Priklad 9.2 Ve dnech 13.1. 2013 az 23.1. 2013 byl v obci Brno-Jehnice proveden prizkum
tykajici se druhého kola piimé volby prezidenta. Tazdno bylo celkem 50 obcanid. VSichni
z dotazanych byli star$i osmnacti let a uvedli trvalé bydlisté v Jehnicich. Celkem 32 dotdzanych
uvedlo, Ze budou volit Karla Schwarzenberga a 18 obcanti uvedlo, ze budou volit MiloSe
Zemana. Vzhledem k malému poctu dotdzanych bylo pomoci programu Shine bootstrap [20]
vygenerovano sto bootstrapovych nahodnych vybéri stejného rozsahu, jako byl pivodni
statisticky soubor, tedy #»=350. U vSech bootstrapovych vybérti byl spocitdn v programu Shine
bootstrap odhad pravdépodobnostni funkce pomoci kvadratické kvazinormy a nasledné v
programu Excel spocitan bootstrapovy intervalovy odhad stfedni hodnoty p, a p,.Vysledky

jsou uvedeny v tabulce 9.4.

Tab. 9.4 Tabulka pravdépodobnosti, bootstrapovy intervalovy odhad stfedni hodnoty a rozptylu,
n=50.

b P>
Piivodni pravdépodobnostni funkce 0,64 0,36
Odhad kvadratickou kvazinormou 0,5014 0,4986
Primér ze sta odhadi kvadratickou 0.5577 0.4423
kvazinormou ’ '
Bootstrapovy intervalovy odhad E (X)) [0,3793:0,5228] (0.4772:0,6207]
se spolehlivosti 0,95. ’ T ’ T
Bootstrapovy intervalovy odhad D(X) [0,2500:0,2653]
se spolehlivosti 0,95. ’ o

JelikoZ je bootstrapovy intervalovy odhad parametru p, resp. p, pomérné€ Siroky, zvétSime
rozsah statistického souboru. Vezmeme v lvahu plivodni pravdépodobnostni funkci
p= (O, 64; 0,36) a rozsah souboru zvétSime na 7n =600 . Rozsah souboru byl zvolen s ohledem na
to, Ze v prvnim kole se zt¢astnilo voleb v Jehnicich 611 ob¢ani a predpokladame, Ze ve druhém
kole bude tcast podobnd. V programu Shine bootstrap bylo vygenerovano sto bootstrapovych
soubort, pficemz kazdy mél rozsah n=600. Ztéchto souborti byl vypocitin odhad
pravdépodobnostni funkce pomoci kvadratické kvazinormy a ndsledné¢ v programu Excel
spocitan bootstrapovy intervalovy odhad stfedni hodnoty p, a p,.Vysledky jsou uvedeny
v tabulce 9.5.

Tab. 9.5 Tabulka pravdépodobnosti, bootstrapovy intervalovy odhad stfedni hodnoty a rozptylu,
n=0600.

P P,
Piivodni pravdépodobnostni funkce 0,64 0,36
Odhad kvadratickou kvazinormou 0,6008 0,3992
Primér ze sta odhadi kvadratickou 0.5989 0.4011
kvazinormou ’ ’
Bootstrapovy intervalovy odhad E (X)) [0,5609:0,63254] [0,36746:0,4391]
se spolehlivosti 0,95.
Bootstrapovy intervalovy odhad D(X) [0,2345,0,2496]
se spolehlivosti 0,95. ’ o
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Druhého kola voleb se ztcastnilo 595 voli¢i, z toho platnych hlast bylo 593. Skute¢né
vysledky voleb jsou uvedeny v tabulce 9.6.

Tab. 9.6 Skutecné vysledky voleb obce Brno-Jehnice.

P P

Skutecné vysledky voleb v

Jehnicich 0,6087 0,3912

Bootstrapovy intervalovy odhad parametru p, resp. parametru p, pro n=>50 nezahrne
skute¢ny vysledek voleb na rozdil od vysledkt ziskanych pro rozsah souboru 7 =600 .
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10. Zavér

Cile dizertani prace byly zaméfeny na vytvoieni a popis vlastnosti novych metod odhada
rozdéleni pravdépodobnosti kategorialni nahodné veli¢iny z pozorovanych Cetnosti. Na rozdil od
klasickych bodovych odhadii jednotlivych pravdépodobnosti daného rozdéleni umoziiuji v praci
popsané metody respektovat piipadné dal§i podminky kladené na rozd€leni a to ve smyslu
maximalni neurcitosti tohoto rozdéleni. Neurcitost je vyjadiena tzv. kvazinormou, kterd vychazi
z f-divergence (tj. vzdalenosti) hledaného rozdéleni od maximalné neurcitého rozdéleni.

V praci jsou piedloZzeny a studovany nové typy odhadl rozdéleni pravdépodobnosti

kategorialni ndhodné veli¢iny, konkrétné gradientni a pfimkové odhady. Gradientni odhady p ()

jsou vzhledem k variabilité¢ volby parametru ¢ do jisté miry blizké mocninnym diskrétnim
jadrovym odhadéim [12]. Umoziuji libovolnou volbu parametru ¢ z intervalu [0;7,] a tim odhad

piiblizit k empirickému rozdé€leni. Snaha pfiblizit odhad co nejvice k rovnomérnému rozdéleni,
tzv. pesimisticky odhad, vS§ak muze vést k navySeni podilu sloZzek s malou Cetnosti na tkor téch
vyssich. Z tohoto diivodu je vhodné u gradientnich odhadti zkoumat i modifikovanou ulohu, kdy
hleddme odhad nejvzdalenéjsi od rovnomérného rozdéleni lezici na hranici zamitnuti testu dobré
shody. Tento typ odhadu je v praci uveden pro piimkovy odhad.

Gradientni odhad je zavisly nejen na zvoleném parametru ¢, ale také na generujici funkci
/., respektive kvazinormé. Odvozena byla nova tfida kvazinorem, tzv. Cressie-Readova

!
1 < 1
kvazinorma CR,(p, = — -1 zahrnujici mimo jiné vSechn

7 (Pp) /1(/1+1)ij_:‘ {mp‘]) ! ! Y
kvazinormy uvedené v dizerta¢ni praci. Vzhledem k tomu, Ze kazda konkrétni Cressie-Readova
kvazinorma vede na asymptoticky chi-kvadrat test, je mozné hledat vhodnou hodnotu parametru

l, € [O;oo) pro gradientni odhad pomoci testu dobré shody, kde bude parametr A urcen tak, aby

odpovidal pfislusné zvolené kvazinormé. V budoucnu bychom chtéli vyuzit i jiné miry
vzdalenosti nez f~divergence, naptiklad miry vzdéalenosti vychazejici z transformace stabilizujici
rozptyl.

Gradientni odhady vyzaduji numerické fteSeni ziskanych nelinedrnich soustav
diferencialnich rovnic. Za timto ucelem byl pomoci softwaru MATLAB vytvofen program
Pesfit. Jedina kvazinorma, ktera vede na linedrni soustavu diferencialnich rovnic s konstantnimi

: : o . 1< I T
koeficienty, je kvadratickd kvazinorma D, (p,p,) =E2(mpj —1) . Pfi feSeni nelinearnich
=1
soustav diferencidlnich rovnic se ukdzalo, Ze vypocet hodnoty ¢, je citlivy na ,,strmost™ zvolené

kvazinormy D, (p,p,), respektive na volbu generujici funkce. V dizertatni praci jsou proto

kvazinormy mezi sebou porovniny pravé s ohledem na jejich ,strmost“. Cim je kvazinorma
,,strmé&jsi®, tim rychleji dospéjeme ke hledanému rozdé¢leni pravdépodobnosti. Ukazalo se, ze pro
m<6 je nejvhodnéjsi volit kvadratickou kvazinormu, pro m > 6 je jiz vhodnéjsi volit
Hellingerovu kvazinormu. Pfedlozené odhady zalozené na kvazinormdch maji sice ponckud
samoucelny charakter, ale na fad¢ uloh se ukazuje jejich prakticka pouzitelnost. Gradientni
odhady byly naptiklad aplikovany na kontingencni tabulky. Pfiddny byly vstupni podminky
kladené na margindlni cetnosti hledaného rozdéleni pravdépodobnosti, nebo pozadavek
nezavislosti hledaného rozdéleni.

K zptesnéni gradientnich odhadl byla vyuzita metoda bootstrapovych odhadi, kterou je
vhodné pozit zejména, pokud neni rozsah souboru dostate¢né velky. S vyuzitim metody
bootstrap byly bodové gradientni odhady rozSifeny na intervalové odhady. Vytvoien byl
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program Shine Bootstrap, pomoci kterého mizeme vygenerovat pottebny pocet bootstrapovych
vybérli a navic z kazdého vybéru spocitat gradientni odhad kvadratickou kvazinormou. V
soucasné dobé se vytvari novy software, ktery by mél byt jednodussi pro uzivatele. Software
Shine Bootstrap je programovan v jazyce Python [21] za pouziti knihovny NumPy [22]. Grafické
rozhrani je vytvofeno pomoci knihovny wxWidgets [23].

Ukazalo se, ze ptimkové odhady zalozené plvodné na gradientnim pfistupu jsou
ekvivalentni s mocninnymi diskrétnimi jadrovymi odhady [12] a milZeme zajistit jejich
asymptotickou nestrannost. V naSem piipadé se vSak opét nabizi moZnost testovat jejich
vhodnost pomoci Cressie-Readovy statistiky.

Mimo vySe uvedenych dalSich moZnych smérd badani se nabizi také zabyvat se
gradientnimi a pfimkovymi odhady vedenymi smérem na mnoZzinu vSech rozdéleni simultannich
pravdépodobnosti ve Ctyfpolni kontingen¢ni tabulce, které respektuji nezévislost obou
dichotomickych kategorii.

Vlastni dosazené vysledky vramci dizertace byly povétSinou publikovany. Mimo
osmnact ¢islovanych pozndmek, grafické prezentace, ptiklady a textové komentare jde zejména
0:

e Definice 3.2,4.1,5.1,6.2,7.1 a8.1.

e Véta3.3,34,3.5,4.1,4.1.1,5.2,6.1, 7.1 (pouze dukaz), 7.2, 7.3 a 8.1.
e Dusledek 4.1 a4.1.1.

e Spoluautorstvi autorizovaného softwaru Pesfit a Shine Bootstrap.
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11. Dodatky

11.1 Dodatek A

Pesfit 1.0

Program Pesfit 1.0 slouzi knalezeni gradientniho odhadu rozdéleni provépodobnosti p
z pozorovanych cetnosti f pomoci zvolené kvazinormy. Slozky gradientniho odhadu jsou
partikularnim feSenim soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu (SODRI).
Soustava diferenciadlnich rovnic se v programu ftesi pomoci Rungeho-Kuttovy metody a
k nalezeni hodnoty 7, kdy jesté nezamitdme hypotézu o vhodnosti rozdéleni p(7), byla uZita

metoda bisekce. Program Pesfit 1.0. byl napsan v prostiedi MATLAB 7.1.0.246 (R14).

Ukazka zdrojového textu pro Hellingerovu kvazinormu
% Nalezeni gradientniho odhadu pomoci Hellingerovy kvazinormy,
% ptivodni ¢etnosti {128,91,36,23,15,12,9}.

function kvazi3 (m,n,v)

[

$m - pocet kategorii
%¥n - rozsah souboru

m="7

n=314

format short;

tol=0.001; %tolerance na reseni nelinearni rce
t_end=0.5; %prvni odhad tO

tspan=[0 t_ end];

f0=[128 91 36 23 15 12]; %cetnosti

p0=£f0/n; %pocatecni podminka

[t,p]l=0de45 (@f,tspan,p0); %$reseni pomoci Runge-Kutta
pm=1-(p(:,1)+p(:,2)+p(:,3)+p(:,4)+p(:,5)+p(:,6));
p=[p pml;

Tl=length(p); %$pocet kroku
tau=t_end/Tl; %delka kroku
£0 (m) =n-sum (£0) ;

chi=12.59157742; %kvantil chi-kvadrat rozdeleni
krit=zeros(T1l,1);
tfin=0;
for i=1:T1

for j=1:m

krit (i) =krit (i)+£0(3)*£0(3)/p(i,3);

end

krit (i)=(krit (i) /n)-n-chi;

if krit(i)<=0 %urceni posledniho t, kdy nezamitame hypotezu

tfin=1;

end
end
krit;
a=tfin;
b=tfin+1;
p=p(tfin, :); %$pocatecni podminka pro 1.bisekci
1=1;
krit=krit (tfin) ;

61



if -krit<tol
tO0=tfin*tau
krit
p
else %nulovy bod funkce krit hledame v intervalu
while (-krits>tol) | (krit>0)

(a,b) bisekci

$reseni dif.soustavy pro

6));

=(a+b) /2;
tO0=c*tau;
[t,pl=0de45 (@f, [a*tau t0 b*taul ,p(l,1:m-1));
to
pm=1-(p(:,1)+p(:,2)+p(:,3)+p(:,4)+p(:,5)+p(:,
=[p pml];
krit=zeros(3,1) ;
for i=1:3
for j=1:m
krit (i)=krit(i)+£f0(j)*£f0(3j)/p(i,3);
end
krit (i)=(krit (i) /n)-n-chi;
end
if krit(2)==0
a=Cc;
b=c;
elseif krit(2)*krit(3)>0
b=c;
1=1;
else
a=Cc;
1=2;
end
krit=krit(2);
end
t0 %nalezeny nulovy bod
krit %hodnota kriteria v tO
p=p(2,:) %vysledne pravdepodobnosti
end
D=0;
for j=1:m
D=D+sqgrt(p(j));
end
D=2-2/sqgrt (m) *D %hodnota Hellingerovy kvazinormy
np=n*p

cetnost=[f0;npl';
bar (cetnost,1.5) ;
title('gradientni odhad') ;
xlabel ('kategorie!') ;
ylabel ('cetnost') ;

legend ('f0', 'np') ;

$vykresli sloupcovy graf

function dpd f(t,p) %Hellingerova kvazinorma

t
dpdt=[(m*p (1))~ (-1/2) - (m* (1-p (1) -p(2)-p(3)-p(4)-p
(m*p (2))*(-1/2) - (m* (1-p (1) -p(2) -p(3) -p(4) -p
(m*p (3)) " (-1/2) - (m* (1-p (1) -p(2) -p(3) -p(4) -
(m*p(4)) " (-1/2) - (m* (1-p (1) -p(2) p(3) p(4)—
(m*p (5)) " (-1/2) - (m* (1-p (1) -p(2)-p(3) -p(4) -
(m*p (6)) " (-1/2) - (m* (1-p (1) -p(2)-p(3)-p(4) -
end
end
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n = 314

t0 = 0.1250

krit = -7.5291e-004

0.3808 0.2663 0.1035 0.0700 0.0526 0.0472 0.0797

e}
1l

g
1l

0.1494

np = 119.5699 83.6097 32.5116 21.9790 16.5102 14.8063 25.0132

gradientni odhad
1"‘1[' T T T T T T T

120

100

80

cetnost

B0

40

20

kategarie

11.2 Dodatek B

Shine Bootstrap

Program Shine Bootstrap umoziiuje generovat potfebny pocet bootstrapovych vybérii a navic
z kazdého vybéru spocitat gradientni odhad kvadratickou kvazinormou. Dal§i moznosti
programu jsou uvedeny v manudlu spolecné se zpuisobem zadavani ptikazli. Programovacim
jazykem bylo C++. Piikazova fadka byla vytvofena s pomoci knihovny wxWidgets [23].
Vyuzito bylo také fesice NOMAD [24].
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Shine Bootstrap - Manual

1 Literals

Identifiers: Begin with a letter, can contain alphanumeric characters and an underscore _.
x, A, x1, my_variable, c_142

Numbers: In decimal notation, with dot . as separator.
42, 12.34

Strings: Sequence of arbitrary characters enclosed in double quotes ".

"Whatever."

2 Datatypes

v vector
A matrix
i integer
d double
arbitrary of the above
s string

3 Execute, Import, Save

import(s) (File to be opened and scanned for data)
Returns vector or matrix of the numeric data contained in the file.

> x = import("Data.txt")

save(s, .) (File to save to, Data to save)
save(s, ., s) (File to save to, Data to save, Description)

Saves the data, overwrites the file.
Saves the data with the description, overwrites the file.
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> save("Data.txt", x)
> save("Data.txt", x, "The big sample.")

execute(s) (File name)
Opens the given script file and executes the commands.

> execute("Script.txt")

4 Indices

Starting from 0.
> v[0] =5
> A[0,1] = 42

> A[:,0] First column of matrix A
> A[0,:] First row of matrix A

5 Info commands

what Prints all defined variables.

size(.) Returns (number of rows) x (number of columns).
rows(.) Returns number of rows.
cols(.) Returns number of columns.

6 Plotting commands
plot(v, v) Plots x coordinates vs. y coordinates as a curve.

hist(v) Displays histogram of v.
hist(v, i) Displays histogram of v with given number of clases.

7 Basic operations on vectors and matrices

) Transpose.
>y =x’

sum(.)  Sum of all entries.
rsum(.) Column vector of row sums.
csum(.) Row vector of column sums.

abs(.) Absolute value.

max(.) Maximum of all entries.
rmax(.) Column vector of row maxima.
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cmax(.) Row vector of column maxima.

min(.)  Minimum of all entries.
rmin(.) Column vector of row minima.
cmin(.) Row vector of column minima.

8 Useful matrices and vectors

ones (i) Row vector of 1’s of given length.
ones(i, i)  Matrix of 1’s of given dimensions.

zeros (i) Row vector of 0’s of given length.
zeros(i, 1) Matrix of 0’s of given dimensions.

eye(i) Identity matrix (square) of given size.

9 Functions

cos(.) Cosine
exp(.) Exp
log(.) Logarithm
sin(.) Sine
tg(.) Tangens

10 Bootstrap

bootstrap(v, i, i)  (Sample to select from, Number of bootstraps, Size of one boot-
strap)
Matrix (Number of bootstraps) x (Size of one bootstrap), each row is one bootstrap sample.

> y = bootstrap(x, 100, 10)

11 Generators of distributions

binomial(i, d, i) (Binomial N, Probability, Count)
binomial(i, d, i, i) (Binomial N, Probability, Rows, Columns)

Returns row vector of length (Count)
Returns matrix (Rows x Columns)

> bi
> bi

binomial (10, 1/2, 100)
binomial (10, 1/2, 10, 100)
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weibull(d, d, d, i) (b (shape), delta (scale), ¢ (shift), Count)
weibull(d, d, d, i, i) (b (shape), delta (scale), ¢ (shift), Rows, Columns)

Returns row vector of length (Count)
Returns matrix (Rows x Columns)

> bi
> bi

weibull(1l, 1, 0, 100)
weibull(l, 1, 0, 10, 100)

uniform(d, d, i) (left, right, count)
uniform(d, d, i, i) (left, right, rows, columns)

Uniform distribution between ’left” and 'right’. Returns row vector (length Count).
Uniform distribution between ’left and 'right’. Returns matrix (Rows x Columns).

> uni = uniform(0, 1, 10)
> uni = uniform(-1, 1, 5, 5)

discrete(v, v, 1) (Probabilities, Values, Count)
discrete(v, v, i, i) (Probabilities, Values, Rows, Columns)

Probabilities and Values must have the same dimension.
Performs selection with replacement from given values with corresponding pro-babilities,
returns row vector of (Count) values.

Returns matrix (Rows x Columns).

> p = ones(6)

>x =1:1:6

> dis = discrete(p, x, 100)

> dis = discrete(p, x, 10, 100)

frechet(d, d, d, i) (Gamma, Sigma, Mu, Count)
frechet(d, 4, 4, i, i) (Gamma, Sigma, Mu, Rows, Cols)

12 Fitting

fitweibull(v)  (Weibull sample to fit)
fitweibull(A)  (Matrix with rows as Weibull samples to fit)

Returns b (shape), delta (scale), ¢ (shift) as a row vector.
Returns matrix with rows as the fitted parameters: b (shape), delta (scale), c¢ (shift).

fitdiscrete(v, v) (Sample to fit, Underlying values)
fitdiscrete(A, v) (Matrix with rows as samples to fit, Underlying values)

Returns a row vector: frequencies of each value from (Underlying values) in (Sample to

fit)
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Returns a matrix with rows: frequencies of each value from (Underlying values) in (Sample
to fit)

> fit = fitdiscrete(dis, x)

fitqnorm(v, v) Analogous to fitdiscrete, quasinorm used for fitting.
fitqnorm(A, v) Analogous to fitdiscrete, quasinorm used for fitting.

fitfrechet(v) Gamma, Sigma, Mu

13 Command line

clc Clears the editor window.
clear Clears the editor window.

Command history on arrows (up, down).
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13. Seznam pouzitych zkratek a symbolu

R mnoZina realnych &isel
R’ mnozina realnych Cisel rozsifena o nevlastni prvky < a -°
Q zékladni prostor
z jevové pole
P pravdépodobnostni mira
f absolutni ¢etnost
n rozsah statistického souboru
m mohutnost zékladniho prostoru £2
i relativni Cetnost
n
M (n, Diseees Dy, ) multinomické rozdéleni pravdépodobnosti
f generujici funkce f~-divergence
D,(p.q) f~divergence hustot p, q
D, (p.q) dualni f-divergence k D, (p.q)
S mnozina vSech diskrétnich rozd€leni pravdépodobnosti na €
p rozdéleni pravdépodobnosti
P, rovnomeérné rozdeleni pravdépodobnosti
D,(p.p,) kvazinorma diskrétniho rozdé&leni pravdépodobnosti P
D, (p,p,) dualni kvazinormak D, (p,p,)
H(p,p,) Hellingerova kvazinorma
S(p,p,) Shannonova kvazinorma
P(p,p,) Pearsonova kvazinorma
G (p, P, ) G -kvazinormu
p(7) gradientni odhad
p(7) pesimisticky gradientni odhad
o hladina vyznamnosti
o (1—¢r)-kvantil chi-kvadrat rozd&leni
J Jordanova normalni forma matice
E(X) stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X
n,; pocet piipadd, kdy se ve vybéru vyskytla dvojice (3, 7)
nm,; marginalni cetnosti
D, marginalni pravdépodobnosti
2nl” Cressie-Readova statistika
CR, (p,p,) Cressie-Readova kvazinorma
Yo mira strmosti kvazinormy D,
N
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objem m-rozmérného télesa ohrani¢eného kvazinormou D, a §

maximalni hodnota kvazinormy
pocet bootstrapovych vybéra
sttedni kvadratické chyba

bootstrapovy odhad stfedni kvadratické chyby
bootstrapovy odhad rozptylu

bootstrapovy odhad vychyleni

P-kvantil statistického souboru ( ;... ;.4 )
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