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Uvod

Kvazigrupy nepat mezi @ilis znamé algebraické strukturyi gtudiu na vysoké Skole
se s nimi ¥tSina studerit nesetka. ¥tSina autoit o nich publikuje pouze v angtiné. Mym
ukolem bylo navazat na bakes&ou praci a rozit ji o dalSi vlastnosti kvazigrup.

Prace je roztlena do pti kapitol, v prvni z nich jsou uvedeny pebné poznatky
z univerzalnich algeber, druhd kapitola se zabywazigrupami, zvlast pak GS-
kvazigrupami a hexagonalnimi kvazigrupami. ¥Yetitkapitole jsou sestrojeny konkrétrfi-p
klady GS a hexagonélnich kvazigrup z kimgh gles.Ctvrta ¢ast se zabyva izotopiemi kva-
zigrup. Posledndast se ¥nuje geometrii v GS-kvazigrupach.



1 Univerzalni algebry

Tato uvodni kapitola se¢ruje hlavé zavedeni paéebnych pojni z teorie univerzalnich al-
gebercerpano bylo z literatury [1], [4], [5] a [6] .

1.1 Operace, algebra

Definice 1.1.1:Neclt A#@ je neprazdnda mnozina §” je n -arni operace naA pro

i =1...k. Pak dvojiciA= (A,(f.A)ik:l) nazvemealgebrou typuT=(n,,...,n. ). MnoZirs A fi-

kamenosi® algebry

Pro n=2mluvime o binarni operacina mnozig A. Zde budeme pro binarni operace
f: A’ - A nefastji pouzivat symboly -, +, £, O apod. Zpravidla mistd (a,b) pisemea
fb.

Zobrazeni f : A" — A nazvemen-arni operacena A. Doplnime-li A° ={@}, pak nularni

operaci lze brat jako zobrazefi {&} - A; jedna se vlastho vyber jednoho prvku zA.

1.2 Grupoidy

Definice 1.2.1:Algebru G=(G,) typu (2), tedy s jednou binarni operaci, nazvegnepoi-
dem Rekneme, Ze grupoidG ma vlastnost kraceni zleva plati-li kvaziidentita
z[x=zly= x=y, tedy pro libovolny vybr prvki a,b,c z noste G plati implikace
cla=clb= a=b; krdceni zpravaplati-li vG, Ze x[z=y[z = x = y; kracenj ma-li sou-

¢asre vlastnost kraceni zleva i zprava.

Definice 1.2.3:Prvek eJG nazvemdevym neutralnim prvker@rupoiduG:(G,[)], sphu-
je-li identitu e[ x = x, tj. ela=a pro vSechnaa G . Podobg pravy neutralni prveke cha-
rakterizovan identitoux[e = x. Neutralni prvek je sowasré levym i pravy neutralnim prv-
kem.

Snadno se ukaze, Ze grupoid rigmmit dvaizné neutraini prvkye# e (€= €@=e¢).



Definice 1.2.4:Grupoid, ktery spluje asociativni zakon, tedy identitxu[ﬂy &)= (x [y)&,
nazvemepologrupou

Definice 1.2.5:Prvek alJG grupoidu (G, nazvemddempotentni jestlize spiuje a = a.

Grupoid jeidempotentniplati-li v nsm identitax® = x.

Definice 1.2.6: Grupoid se nazyv&omutativni nebo abelovsky plati-li v iim identita

xly=ylx.
Definice 1.2.7:Grupoid jemedialnj jestlize v #m plati (xy)(uv) = (xu)(yv).

Definice 1.2.8:Ke kazdému grupoidG,)l mizeme sestrojit tzvdualni grupoid (G,©),
kde x[* y=ylX.

Definice 1.1.10:Leva translace L prvkema v grupoidu(G,[)] je zobrazeni L,:G - G,
L.(y) =aly. Prava translace Rprvkem b v grupoidu (G[)] je zobrazeni R :G - G,
R, =xb.

1.3 Grupy a kvazigrupy

Definice 1.3.1:Kvazigrupaje grupoid(G,[)], ve kterém maji rovnice tvarmla=b, aly=Db
jednoznéné urcenareSeni pro vSechny prvigib z G.

Jinakieceno, ve vztahwly = z je kazdy prvek ufen zbyvajicimi déma.

Pozn. 1.3.1Kazdakvazigrupa ma vlastnost kraceni (zleva i zprave).Wazigrupu vznikaji
Z této jednoznmeriesitelnosti rovnic dalSi évwdoprovodné operace:

pro a,b0G, a\b je pra¢ ten prvekx, pro kteryaly =b;

operaci \:GxG - G,(a,b) a\b miZzemetikatlevé dlen.

Operaci :GxG - G,(a,b) b/a, kdeb/a je rovno prag tomuy, pro kteréxla =b, mi-

Zemetikat pravé dleni.



Jestliie(G,.) je kvazigrupa, pak také dualni grupc((d,EP) je kvazigrupou, pro kterou
ziejme plati / =\ a \*? = /, tedy operace pravého a levéhdedi v dudlni kvazigrupjsou
rovny levému respektive pravémaélehi v pivodni kvazigrup.

Poznamenejme, Ze kvazigrupu lze definovat i v t{(ﬁQ,Z) pomoci vSechit zmirg-

nych operaci,\, /a vhodnych identit.

Definice 1.3.2: Kvazigru@ s neutralnim prvkem budeniékat lupa. Zn&it ji budeme
L=(G,e[.

Pozn. 1.3.2Latinskymctvercemradun nad mnozino , kdeG=|n, nazveme matid(, j),
1<i,j<n, prvki z G, pro kterou

() v kazdémradku jsou vSechny prvkyizné,

(ii) v kazdém sloupci jsou vSechny prvkizné.
Jinaktreceno, viadcich a sloupcich jsou permutace (Kové@ mnoZzinyG. Misto o matici se
¢astji hovoii o tabulce prvi.

Vynechame-li operaci, ,levé" a ,horni* zahlavi \btdce kvazigrupy, &stane nam
v podstat latinskyctverec.

Vysvétleni nazvu Ize najit ndpv literatde [4], prvky takovych schémat totiz byvaly

znaeny latinskymi pismeny.
Definice 1.3.3:Grupumuzeme zaveést jako kvazigrupu, ktera jedssu pologrupou.

Lze pak ukazat, Ze grupa ma oboustranny neutraleke a ke kazdému prvkadG
existuje oboustranny inverzni prvek'; al@™ =a™ [a=e; [1].
Poznamenejme, Ze grupa &esto zavadi jako pologrupa s neutralnim prvkemizv n

ke kazdému prvku existuje prvek inverzni.

Definice 1.3.4:(alternativni definice pro grupu)
Grupaje neprazdna podmnozira# @ spolu s binarni operaci, ozoaanou jako skladani,
ktera ma nasledujici vlastnosti:

(i) (asociativita)(a b) (& = a[{b (&) pro viechnaa,b,c G .
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(ii) (existence jednotky) Existuje prvex1G takovy, Zeela=ale=a pro
kazdéalG.
(iii) (inverzni prvky) Pro kazdéaOG existuje prveka™ OG takovy,
Ze pla@ ™' =a'[A=e.
Obvyklé znaeni: multiplikativni ... (G, e[, aditivni ...(G,0,+).
Grupa jekone’nd, obsahuje-li kongny paiet prvii.

Definice 1.3.5:Podgrupaje podmnozina grupy, ktera je sama grupa vzhledenizene ope-

raci.

Definice 1.3.6:Mohutnost nosie G kone&né grupyG se nazyvaademgrupy,

ozn)G| = moh G.

Definice 1.3.7:Grupa (podgrupa) se nazyeyklickg je-li generovana jednim prvkem, tj. je-li

tvaru (a) ={a"[n0z}.

Definice 1.3.8: Zobrazeniy :G -~ H nazvemehomomorfismengrupy G=(G,[J na grupu
H=(H ), jestlize plati(alb) = w(a) (b ) Bijektivni homomorfismus se nazyv#mor-
fismus AutomorfismusgrupyG:(G,[)] je izomorfismemG naG. VSechny automorfismy gru-

py G spolu s operaci skladaniapvori grupu ozndovanou jakcAut G.

Definice 1.3.9:Nech’ M je mnoZina aG=(G,e[) je grupa. Zobrazenjp:GxM - M,
(g,m)— g in nazveme operaci nebo akci gr@ya mnozig M , plati-li:

(i) elm=m pro libovolnémOM ,

(i) (gh)(m)=g(hm pro vSechnanCM a libovolnag,hOG.
Rekneme, Z& operujetranzitivre naM, jestlize pro libovolndam,mOM existujeg OG tak,
Ze glm=m’". G operujedvojr¢ tranzitivre, jestlize pro libovolné prvky a,b,a’,bT0M exis-

tujeg z G takové, zeg(a) =a ; g(b) =b’.



Pozn. 1.3.3KKazdy prvekg G operuje naVl jako permutace mnoziry, 7z, :m g[im;
zobrazeng — 77, je pak grupovy homomorfismus grui@ na podgrupu permutai grupy

Perm M

1.4 Okruhy, obory integrity, télesa

Definice 1.4.1:0kruhje algebra(R,0,+,0) typu (022) takova, ze
(i) (R0,+) je komutativni grupa (inverzni operaci ozimae -),
(i) nasobeni je asociativni,
(iii) s¢itani a nasobeni jsou vazany distributivnimi zakony
Jako disledek zakladnich axiolhdostaneme

al0=0[la=0 pro viechnaR,(-a)b=al{-b)=-alb pro viechna,bR.

Definice 1.4.2:0borem integrityrozumime okrulR s jednotkoul # Q(tj. prvkem sphujicim
all=1la=a pro aldR), ktery je komutativni a neméac¢litele nuly, tedy spluje
alb=0=a=0 nebob= Q

Definice 1.4.3:Téleso(nekomutativni) je algebre=(F 01+, typu (002.2) takova, e
(i) (F,0+) je komutativni grupa,
(i) 0#1,
(i) F*=(F\{o}.10 je grupa,
(iv) nasobeni je asociativni, tedy pidéntita (x [y) [(Z=X [ﬂy &) ,
(v) plati identity (,distributivita“ z@va a zleva)
(x+y)Z=xZ+yZ, z[x+y)=zk+z[y.

Tedy tleso je specialnimifpadem okruhu.

Je-li splno x[y =yl[x, nazyvamedesokomutativnimkomutativni ¢leso je oborem inte-
grity).

Jestli2e|F| =m pro reéjaké girozenédislo, mluvime okone’hém ¢lese znaime GF(m)

(,G" podle E. Galoise).



Vlastnosti konénych €les byly podrob#é prozkouméany a jejich struktura je zndma. Mimo

jiné, kongné tleso je vzdy komutativni; [5].

1.5 Kon&na télesa

Konetna tlesa majitadu dilezitych aplikaci nap v teorii kodovani (hledani a opra-
vovani chyb), kryptografii a kombinatorice.

Je-liF konené &leso aF jeho multiplikativni grupa, da se dokazat nasleaxu;j

Véta 1.5.1:Je-liF = (F 01+, konené tleso, pak plati:

() Fma prva@iselnou charakteristikp (tedy nejmensi prédgsiop, pro které
px1=0, kdex zn&i ptirozeny nasobek px1=1+1+...+ ,kde 1 githme
p-krat),

(i) multiplikativni grupeF* télesaF je cyklicka.

Pozn. 1.5.1:R4d prvku a v grug je nejmensi kladnéislor, pro kteréa" = 1 Cisluk, pro

které a* = 1, setika exponentiad je tedy nejmensi exponent daného praku

Diikaz véty 1.5.1:

(i) Kdyby p bylo sloZenéislo, p=kIl, pak by px1=1x1x...x1=(kx1){l x1) =0,
tedy aspé jeden ziniteld kx1, | x1 by musel byt roven nule. Potom by v§akebylo nej-
mensSimcislem takoveé vlastnosti.

(ii) Je-li |[F|=m, pak‘F*‘ =m-1. Mezi prvky zF vybereme ten prvek, ktery ma
maximalnitad r < m- 1 ProtoZeF je komutativni grupa, da se pouZiity z teorie grup.

Dostanemer’ = Jro viechnar OF .

Definice 1.5.1:Pod¥leso télesaF je kazda podmnozinga tohoto tlesa, ktera je samagéle-

sem vzhledem k operacim definovanymMa

Definice 1.5.2:Téleso, které nema Zadna vlastni gtela, nazvemervotelesem Znaime
Fo.



Véta 1.5.2:Kazdé ¢élesoF obsahuje &které prvotleso jako své podieso.
Dikaz: Lze najit nap v [6].

Véta 1.4.3:Bud’ F konené tleso. PakF obsahujep” prvki, kdep je prvasislo an ngjaké

piirozenécislo.

Dikaz: ProtoZe jeF konené, ma nuté prvaiselnou charakteristikuPodle pedchozivéty
obsahujeF prvotlesoFg. TélesoF je tedy mnozina vSech linearnich kombinaci grvkn-
¢lenné béze vektorového prostdfunad tlesemFg, piicemz koeficienty dchto linearnich

kombinaci probihaji nezavisle na ggbprvkoveé tlesoFy. Tedy|F| =p".



2 Vztah komutativnich grup a nékterych typua kvazigrup

Tato kapitolaterpa hlave z literatury [3], [8] a [9].

2.1 Toyodova ¥ta

Véta 2.1.1: T-kvazigrupa(G,o) (,T“ podle japonského autora Toyodyiepzato z [3]) je da-
na nasledujici konstrukci. JeG=(G,+) komutativni grupacdG a  a,80 AutG jsou
automorfismy grupy, zavedeme binarni operael yztahem xoy=a(x)+ £(y)+c pro

vSechnax,yG.

Konvence: Abychom usétli psani zavorek, budemégqupokladat, Ze vynechame-li explicitni
zapis operace, ma provedeni &au prednost ped vyzngenym nasobenim. Napmedialitu

pak miZzeme psaabocd =acobd.

Pozn. 2.1.1Jak plyne z tzv. Toyodovyty, kazda medialni kvazigrupa je T-kvazigrupa, pro

niz piislusné grupové automorfismy komutujis = Ba .

Piiklad 2.1.1: Uvazujme komutativni grupyZ,,00 zpytkovych tid modulonON s gi-
sludnou operacicgani #id. Zvolme a,b]Z, tak, aby pisludnasislaa, b reprezentujici tyto
tifdy byla nesoudina, tedy NSD(a,n) = NSD(b,n) = 1 cOZ, .

Pak xoy=alx+bly+c (mod n) definuje T-kvazigrupu(Z, o, ) (st&i si uwdomit, ze
a:x—ax (modn) a B:y— by (mod n) jsou automorfismy, dokonce komutujici, a

xey=a(x)+pB(y) +c).

Véta 2.1.3: Je-li (G,0,+) grupa af :G - G zobrazenitikdme, Zef je linearni, plati-li
f(x+y)=1f(x)+f(y) pro vSechna x,yOG, a afinni, je-li splréno

fx+y)=f(x)+f(y)- ).
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V porekud jiné terminologii, uzité v [3]fekneme, Ze grupoidG,[) je linearni nad
komutativni grupouG:(G,O,+) se zobrazenimp, existuje-li automorfismusp 0 Aut G
(¢ Zid) takovy, Ze plati pro vSechnay G
XLy=x+¢(y—-X). (2.1)
V dalSim ukazeme, Ze ve specialniifippt se konstrukci (2.1) ziska jista zajimava

ttéida kvazigrup, tzv. GS-kvazigrup.

2.2 GS-kvazigrupy

V této ¢asti nds budou zajimat idempotentni kvazigrupyrékephuiji jisté specialni

identity (viz nasledujici lemma), kterym budeifleat GS-identity.

Lemma 2.2.1: Je-li (G,J] grupoid s kracenim (zleva i zprava), pak jsousmmasledujici
identity (GS-identity) ekvivalentni :

) x(xyl2)lz=y,tj. [x[((x[y)[z][z=Yy,

(i) x[(xlyz)z=Yy.

Diikaz: Uzijeme identitu (i) prog, za yz. Pouzijeméx[((x[y2)[2)][z = yz, odtud po krace-
ni zprava dostavame (ii). Poda@bmaopak:x [[x[(xy[Z)[Z] = xy (podle (i) prox, zaxy), nyni

kratime zleva.
Lemma 2.2.2:Grupoid s kracenim, ktery splje identitu (i), je kvazigrupa.

Dikaz: Mame zjistit, zda rovnicealx=b a yla=b maji jednoznéné urcenéreSeni. Pro
druhou rovnici sté vzit y=a(abla), podle (i) jefeSenim. Pro prvni rovnici Ize sestrojit
prvek x = (alab)a, ktery jefeSenim dle (ii) (diky implikaci (B> (ii)). Jednozna&nost plyne

z vlastnosti kraceni.

11



2.2.1 Elementéarni vlastnosti GS-kvazigrup

Definice 2.2.1.1:GS-kvazigrupou nebo kvazigrupou zlatéhdgezy nazveme idempotentni
kvazigrupu(x® = x ) ktera spiuje kteroukoli z identit z lemmatu 2.2.1 (a tedy té zbyvaiji-
ci).

Lemma 2.2.1.1:Je-li (G[)] GS-kvazigrupa, pak i dualni grupoﬁ@,ﬂ’) je GS-kvazigrupa.
Ditkaz: ReSitelnost rovnic jeiejma (jen se vyrni paadi rovnic oproti pvodni struktte),
idempotentnost je spina, definujici identita (i) prd® je ekvivalentni s vlastnosti (ii) pro

pavodni operaci.

Véta 2.2.1.1: Neclt G=(G,e+) je komutativni grupa. Nechexistuje automorfismus
¢ O Aut G grupy takovy, Ze

P> =@ +id,. (2.2)
Zave’me na nosi G binarni operaci [,“ vztahem aCb=a+¢(b-a) pro libovolné

a,b0G. Pak(G,]) je GS-kvazigrupa.

Diikaz: Ukazme nejprve, ze rovniceL x=b a yCa=b maji v G jednoznaé uréenéreSe-
ni: alx=b = a+¢(x—-a)=b = ¢g(x-a)=b-a - x=a+¢'(b-a),
tedy x=a+¢*(b—a)jefeSenimalx=Db. Pro gipad druhé rovnice musime pouzit pod-
minky  (2.2): ylLa=b < y+g(a-y)=b < y+4(@)-4(y)=b = ¢(y)+d-¢(a)-
~¢op(y)=¢((b) - (pouzieme(do@)(y) =¢(Y)+ty)) = (#-9)(@)-y=¢(b) -
= y=¢*@) -¢(b).Tedy y = ¢*(a) - ¢(b) je jedinymiedenim rovniceyLa=b.

DokaZzme idempotentnostLa=a+¢(a—-a)=a+¢g(e)=a+te=a.

Ukazme platnost identity zlatéhdezu“. Dostavame postugn (aCb)Cc=

=zalb+g(c-alb)=a+gb-a)+g(c-a-g(b-a)=a+¢@b+c-2a)-¢*(b-a) =
=a+¢(b)+g(c)-2¢(@)-¢(b)+¢g(a)-b+a=¢(c-a)-b+2a, tedy (aCb)Cc=

=2a-¢(a)-b+¢(c).
Tedy [a0((a0b) Oc)| Cc = 2a - ¢(a) -[2a - ¢(a) —b + #(c)] + #(c) = b.

Lze dokazat, Ze také naopak kazda GS-kvazigrapk& z rjaké komutativni grupy
praw popsanym zfisobem, [3].
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Véta 2.2.1.2 Je-liF=(F 01+, tsleso, v #mZ ma rovnice
q°-g-1=0 (2.3)
reSeniq] F, a binarni operaceé na F je dana vztahem
alb=(@0-qg)la+qlb, (2.4)
pak (FE) je GS-kvazigrupa.

Prvkuq budeme v dalSirtikat srrernice.

Diikaz: Zobrazeni¢ dané vztahemp(a) = L,(a) =qla, tedy leva translace prvken je

jisté automorfismem (komutativni) aditivni grupF 0,+) daného dlesa F a zobrazeni

¢ =L, mizeme nazvatlilataci prvkemq. Ze vztahu (2.3) dostavame (po nasobeni zprava
prvkema) ql(ga)-qla-a=0 pro libovolnéalF a daleg? -g-id, = Q g2 =g +id..
Zobrazenig tedy sphuje predpoklad (2.2) fedchozi ¥ty . Vztah (2.4) mizeme pepsat takto:
alb=a+ql(b-a)=a+¢(b—a). NaSe operacé je tedy definovana stejnako ve \té

2.2.1.1, a proto je(F,E) GS-kvazigrupa.

Lemma 2.2.1.2:Neclt (GE) je GS-kvazigrupa sestrojena pomoci vztahu (2 Koreného

télesa a‘eSeni rovnice (2.3), pak i dudlni kvazign(@a[?p) je kvazigrupou zlatéhiezu. [8]

Diikaz: Nasobeni v kvazigripge pomoci srrniceq zavedeno takto:
alb=@-qg)la+qlb, prog=g0,: allb=@1-q,)x+q, 0, alel-q,=q9,aq, =1-q,,
dualni operaci riweme tedy vyjaiit takto:

x[PPy=yOx=@0-q)y+q k= (1-q,)k+q, y.

Lemma 2.2.1.3:Kazda GS-kvazigrupa je medialni.

Dikaz: Mame dokazat, Ze play [uv = xul yv. Opakovat pouZijeme GS-identity (i) a (ii),
ziskame xul(xyluv)v =[xu] [[(xy[uv)V] =[x xy[(xy[uv)V]] [[(xy[uv)Vv] = y=
=xul(xulyv)lv. Uzitim kraceni zleva prvkemxu a zprava prvkemv dostaneme

Xyluv = Xulyv.
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Priklad 2.2.1.1:Uvazujme &leso komplexnicktisel (C,+,[)] a jeho prvekq = %(1+ \/g) nebo

q =%(1—\/§). Snadno se @i (diky levé distributivi¢), ze levy zdvih prvkeng, tj. zobraze-

ni L,:z+ zq, zOC, je automorfismem komutativni grug,+) (to plati samoizjme pro
levy zdvih libovolnym prvkem £). Na C zave’me novou operacis,”“ vztahem (2.1) pro
$=L,, tj. zZow=z+ql(w=-2z) pro zwOC. Ukazeme, Ze grupoidC o , flinearni nad
(C,+) se zobrazenirhg) je idempotentni kvazigrupa spijici identitu (i).

Nejprve dokazme jednozéraou feSitelnost rovnic. Vztahaox=b znamena

a+ql(x—-a)=hb, tedy ma platita+qlx—gla=b, nebo ekvivalenth qix=b+(g-1[a.
Tato rovnice ma € jedinéreSenix=a+ Lq_l (b-a F =a+q*(b-a). Najit feSeni druhé
rovnice se nadm podatakto. Vztah yoa=b je ekvivalentni sy+qg(y—a)=b, neboli
y+qly—-qla=b, coZ Ize psét jakql-q)y=b-ga. Odtudy = 1-q) *(b-ga ) ReSeniy
lze zapsat je&tv jiném tvaru. Snadno &ime, ze nas prvek splie q° - q-1= 0. Odtud
plyne, Ze pro automorfismusg=L, plati (¢lg)(@)-¢(a)-a=0 alC, neboli
> -¢—id. =0, coz je (2.2).

Ze vztahu y+¢(a)-4(y)=b (pro ¢=L,) dostaneme @(y)+(#[@)(a)~(S[P)(y I
=¢(b), a tedy diky pedchozimu y=(¢[@)(@)—-¢(b ) coz mizeme pepsat jako
y=ql(qla)-qlb.

ldempotentnost plynetfmo z definice operacaca=a+q(a-a) =a.

Owéfme (). Postupti  dostavame acb=a+¢g((b-a ) (acb)oc=
=atg(b-a)+p(c-(atd(b-a)) =(p1@)(a)-2¢(a) +a—(¢[#)(b) +4(b) + 4(c) . Uzitim
(2.2) vztah zjednoduSime n@ob)oc=2a-¢(a)—b+¢@(c . Postupujeme daleigdchozi
rovnosti pouzijeme pro (acb)oc misto b: (ac((aech)oc))eoc=
2a-¢(a) - (2a-¢(a) -b+4(c)) +¢(c) =b.

UvaZzujme C = Rx R jako Gaussovu rovinu. PovSimneme si, Zze pro dvaé prvky

a,b0dC mazeme vztah ¢“ prepsat jako a; b-a

=(q, neboaob-a=q(b-a) Fitom
a,b,a-b jsou ti body na pimce,q je tedy d@lici pomér bodu a-b vzhledem k bodim a, b

(v Gaussow roving). Pro q =%(1+ ﬁ)(poﬁ. pro g =%(1—\/§)) deli bod b (pop. bod a)
14



dvojici a, aob (b, aob) v pomru zlatéhorezy proto byl pro tutoifdu kvazigrup v [2] zvo-

len ndzev GS-kvazigrupy (z anglického golden seciikdyZ gesrgjSi by bylo golden ratio).

Pozn. 2.2.1.1Pro lepSi pedstavu si uw€me definici zlatéhdezu na us&e. Megjme Useku
AB, kterou rozdlime bodem C na @«asti tak, aby us&a AC byla delSi nez u&kea CB. Je-
li pomér delSicasti k celé usie stejny jako posr kratSicasti k delSicasti, pak je Uska

rozctlena v pondru zlatéhorezu. Zajima nas poloha bodu C, pokud si ¢ime |AB =a,

|AC|=x, |CB=x~-a, obdrzime rovnicig =%, jejim fesenim jsowisla %(1+ \/5) a

%(1—@), ktera jsme obdrzeli jako stmice v gedchozim gikladu. Pongr zlatéhorezu byva

uzivan v malistvi, architektiée nebo fotografii.

2.3 Hexagonalni kvazigrupy

Definice 2.3.1:Kvazigrupa(G,[)] se nazyvdnexagonalnipokud je spléna identita hexagona-
lity:
x(yzlww) = y(xz[w). (2.5)

Pozn. 2.3.1Kazda hexagonalni kvazigrupa je idempotentni.

Diikaz: Dosal’me do vztahu (2.5% =y, uZzitim kraceni zleva dostaneme idempotentnost.

Véta 2.3.1:Je-liF=(F ,01,+,]) téleso, v mZ ma rovnice
q°-q+1=0 (2.6)
ieSenigd F, a binarni operacé na F je dana vztahem
alb=(@1-qg)latglb=a+q(b-a), (2.4)

pak (F,0) je hexagonalni kvazigrupa.
Dikaz: Dtkaz by se provad podobré jako v gipad véty 2.2.1.2.

Véta 2.3.2:V kvazigrugs (G,J] jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
15



0] (G[)] je hexagonalni,
(i) (G[)] je idempotentni a silije podminku levé hexagonalni identity:

x(yzlw) = y(xzlw) (levd hexagonalita), (2.7)
(iii) (G, je idempotentni a siplje podminku pravé hexagonalni identity:

(xlyzgw=(x[yw)z (prava hexagonalita). (2.8)

Diikaz: Muzeme vidt, Zze (2.7) a (2.8) jsou ekvivalentni, zéegpokladu, Ze plati idempo-

tentnost; dkaz (2.7) a (2.8) je zrcadlovy.

Lemma 2.3.1:Neclt’ (G[)] je idempotentni kvazigrupa, pak v ni prava hexagjaimpliku-

je identitu

(xy)x=y, (2.9)
a leva hexagonalita implikuje duélni (zrcadlovoentitu)

X(yX) =y. (2.10)

Dikaz: Dosadime-lido vztahu(2.8) x =y =w, obdrzime(x[x2)x = (x[xX)z, coZ je ekviva-
lentni s(x[x2)x = xz, (2.11)

za gredpokladu, Ze plati idempotentnost.

Z druhé strany: nec¢ha,b0Q jsou libovolné pevné prvky @ je jedinéreSeni rovni-
ceay=b vQ, pak (ab)a=(alag)a=ag=b, coz je (2.9). Druhé&ast by se dokazovala zr-
cadlo.

Pozn. 2.3.2: KaZzda hexagonalni kvazigrupa je elasticka:
(xy)x = x(yx) (elasticita). (2.12)

Véta 2.3.3: Pro kazdou hexagonalni kvazigrup(G![ @xistuje komutativni grupa
G=(G,e+) a automorfismug 0 Aut G tak, ze (G,)) je linearni nada s netrivialnim auto-
morfismemg , zarove je splreno:

P> -g+id, =&, (2.13)
kde £:G - G je konstantni zobrazeri(x) = e pro kazdéx[1G ae je jednotkovy prvek

grupyG.
16



Dikaz: Dokazme, ZgG,[) medialni kvazigrupa. Rovnicyla=b, kdea,b0G, mizeme
prepsat do tvarwy + g(a—y) =b. Aplikujeme automorfismug :

P(y)+dog(a)—¢god(b) = ¢(b), pouzitim ¥ty 2.2.1.1 dostavame:

#(y) +(¢9(a) —a) +(-4(y) +y) = ¢(b), daley —a=¢(b) - #(a) = #(b-a ). Z toho mame
y=a+¢(b-a).
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3 Konstrukce hexagonalnich kvazigrup a GS-kvazigrup
z komutativnich téles

V nasledujicich fikladech budeme sestrojovat kvazigrupy zlatédmu a hexagonalni
kvazigrupy z ®kterych komutativnichétes. Jako komutativniclesa nam fevazr budou
slouzit zbytkovéifidy po prva@islech, tedydesaGF(p), kde p je prvaiislo.

Existence GS-kvazigrupy (resp. hexagonalni kvapigrmad danym&esem zavisi na
tom, zda polynomx® - x-1= Qresp.x* - x+ ) ma v gislusném dlese kdeny, viz. ¥ta
2.2.1.1. Kageny tchto polynoni miZzeme poitat tak, jak jsme zvykli zeigtdni Skoly (s vy-
-b++/D

2a

D =b? - 4ac, kde a0l R/{0},b,c0 R, musime v&ak brét v Gvahu, nad jakyiesem rovnici

jimkou teles charakteristiky 2), tedy pomoci vzorce s diskmantem x,, =

feSime. Déle jeréba si Wit kvadratické zbytky, tj¢isla, ktera vzniknou umoegnim jednotli-
vych prvki télesa, jen zd&chtocisel I1ze uéit druhou odmocninu. Pak nad danytesem mo-
hou existovat az dva keny q,, q,, pro ktere platig, =1-q;.

Muze vSak nastat i situace, kdy dany polynom budet¢dlesem nerozlozitelny, tj. ne-
bude existovat odmocnina z diskriminantu. V tomitdpg@E nemiZzeme konstrukci zéty
2.2.1.1 pouzit. Tato skuteost vSak nevykuje moznost, Ze nad danyfesem nelze djakou
GS-kvazigrupu sestrojitépak jinak.

Poznamenejme také, Ze vSechny Wpdyly provadny bez pouZiti vyp&etni tech-

niky.

Priklad 3.1: Jako &leso si vezmeme zbytkovidy mod 2, v&chto nejsou jiné prvky nez 0 a

1, tudiz Zadnou GS-kvazigrupu podle navodu uvederngfe sestrojit nejde.

P¥iklad 3.2: (Z,,0,0)

O[o 1 2 Olo 1 2
oo 1 2 0o o0 o
111 2 0 110 1 2
2/ 2 0 1 2/ 0 2 1

Proto, abychom nasli sfmice GS-kvazigrupy budentesit rovnici x> - x-1= 0, tu

si  mizeme pepsat do tvaru x*02x02= 0 pro diskriminant  plati
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D=2°-4@2=1-2=101=2, 2 neni kvadraticky zbytek, tedy 8mice pro GS-kvazigrupu
neexistuje.

Hledejme nyni srirnici pro hexagonalni kvazigrupiedme rovnicix® - x+1= 0 tu
Ize prepsatx®* 0 2x01= Q D=2-401=1-101=102=0, nula je kvadraticky zbytek,
tedy x=(-2) 0 (27') =10 2 = 2, hexagonalni kvazigrupa existuje, jejiémice jeq= 2

Pro prvky nasi kvazigrupy pladb=a q (b— a).

Tedy 0[0=0020(0-0)=0 0C1=0020(@1-0)=2,0v2=0020(2-0)=1,
1C0=1020(0-1) =2, 101=1020@-1) = 1, 1[2=1020@2-)= Q
200=2020(0-2) =1, 201=2020@0-2)= Q 2¥2=2020(2-2) = 2

Obdrzime nasledujici tabulku pro nasobeni v hexalgdkvazigrug:

Priklad 3.3: (z,,0,0):

jo 1 2 3 4 bgjo 1 2 3 4
00 1 2 3 4 00 0O 0 O O
1112 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 2|10 2 4 1 3
3|13 4 0 1 2 3|/0 3 1 4 2
414 0 1 2 3 4|10 4 3 2 1

Vypocet snérnice pro GS-kvazigrupux® - x-1= ,0rovnici prepiSeme do tvaru
x> —4x[04 =0, upravime(x - 2)?, rovnice ma tedy dvojnasobnyilem, ktery je roven prv-
ku inverznimu ke 2, a to je trojka. Jedinouésmici g je tedy 3. Sestrojme nyni tabulku pro

operacil v kvazigrug.

Tedy:
0CO0=0030(0-0) =0, 0C1=0030@-0) =3, 0C2=0030(2-0) =1,
0C3=0030(3-0) =4, 0C4=0030M1-0= 2
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1C0=1030(0-1) =3, 101=1030@1-1) =1, 102=1030(2-1) = 4,

1C3=1030(3-1) =2, 104=1030@-1)= 0
200=2030(0-2) =1, 201=2030(@1-2) =1, 202=2030(2-2) =2,
203=2030(3-2) =0, 204=2030(4-2)= 3
300=3030(0-3) =4, 301=3030(0-3) = 2, 3C2=3030(2-3) =0,
303=3+30(3-3) =3, 304=3+30@4-3) =1
4C0=4030(0-4) =2, 4C1=4030(1-4) =0, 4C2=4030(2-4) =3,
4C3=4030(3-4) =1, 4C4=4030(@4-4)= 4

Obdrzime néasledujici tabulku pro ndsobeni v GS-kvag::

L0 1 2 3 4
00 3 1 4 2
113 1 4 2 0
211 4 2 0 3
314 2 0 3 1
412 0 3 1 4

Muzeme si vSimnout, Ze tabulka nasobeni v kvazigijapsymetricka,alb=bla,

tedy (25,[) je komutativni GS-kvazigrupa. Tato skiest se da vyjatt i takto: operace. v
Z, je autodualni,C*® =L.

Vypocet snérnice pro hexagonalni kvazigruptesime rovnicix® —x+ 1tu jde pre-
psat x* 04x01= 0 D=4*-4=101=2, dvojka neni kvadratickym zbytkem, tudiZ rov-

nice nemé kien nad &lesem(z,,0,0).
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Priklad 3.4: (z,,0,0)

o o A w N R o |0
o U1 A W N P OO
o o U A W N PR
N O O U A W NN
W N O O g A~ W W
A w N O O U AN
O A W N O o Ol;
P UM W N O O O
o U A W N R O

©O 0o o o o o oo
o U A W N R O
O wRr o AN ON
AP OON O W O |w
w o N U R AN O

N A O P W 01 O O
P N W s~ 01O O O

Rovnici pro hledani semnice pro GS-kvazigrupu lzefgpsat takto:x* + 6x+6=0,
kvadratické zbytky vdlese jsoul” =6° = 12° =5° =4, 3° = 4% = 2, diskriminant je roven
6°-406=104=5, 5 neni kvadraticky zbytek, rovnice nemé nad zgoeilesemreseni.

Pro smérnici hexagonalni kvazigrupy fe$ime rovnici x*06x01= 0
D=6>-4=103=4, ¢tyika je kvadraticky zbytek, jeji odmogmim ziskame 2 a 5, nam
stali uvazovat jen jedno Zchtocisel, protoze 2 a 5 jsou vzhledem kéani vzajemn opa-
né. Budou existovat @v snermice ¢, a d,, ¢, =(-6-202"=604=3,
q,=(-602)02*=304=5.

Sestrojme nyni tabulky pro hexagonalni kvazigrupy.

Vypocet prviki v hexagonalni kvazigrégro g, = 3:

0C0=0030(0-0)=0, 0C1=0030@1-0)= 3 0C2=0030(2-0) = 6,
0C3=0030@3-0)=2, 0C4=0030@4-0)=5, 0C5=0030(-0) =1,
0C6=0030(6-0)=4,

1C0=1030(0-1) =5, 101=1030@-1) = 1 102=1030(2-1) = 4,
1C3=1030(3-1) =0, 104=1030 (4-1) = 3, 105=1030 (5-1) =6,

1C6=1030(6-1) =2,
200=2030(0-2) =3, 201=2030(@1-2) =6, 202=2030(2-2) =2,
203=2030@3-2) =5, 204=2030@4-2) =1, 205=2030(-2) = 4,
2C6=2030(6-2) =0,

21



3C0=3030(0-3) =1, 3C1=3030@1-3) =4, 3[2=3030(2-3) =0,

303=3030@3-3)=3, 3C4=3030(4-3) =6, 305=3030(-3) =2,
306=3030(6-3) =5,

4C0=4030(0-4) =6, 4C1=4030@1-4) =2, 4C2=4030(2-4) =5,
4C3=4030@3-4) =1, AC4=4030 @4-4) = 4, 4C5=4030(-4)=0,
4C6=4030(6-4) =3,

500=5030(0-5)=4, 501=5030(1-5) =0, 5C2=5030(2-5) =3,
503=5030(3-5) =6, 504=5030(4-5)=2, 505=5030(5-5) =5,
5C6=5030(6-5)=1,

6C0=6030(0-6)=2, 6C1=6030(1-6)=5, 6C2=6030(2-6)=1,
6C3=6030(3-6)=4, 6C4=6030(4-6)=0, 6C5=6030 (5-6) =3,

6C6=6030(6-6)=6.

Tabulka hexagonalni kvazigrupy pgp =3 :

C|]0 1 2 3 45 6

0|0 36 2 5 1 4

1/5 1 4 0 3 6 2

236 25 1 40

3/1 4 0 36 25

46 2 5 1 4 0 3

54 0 3 6 2 5 1

6/ 2 5 1 4 0 3 6
Vypocet prvii v hexagonalni kvazigrggpro g, =5:
0CO=0050(00-0) =0, 0Cf1=0050@-0= 5 0C2=0050(2-0) = 3,
0C3=0050@3-0) =1, 0C4=0050(4-0) =6, 0C5=0050(B-0) =4,
0C6=0050(®-0) =2,
10=1050(0-1) =3, 101=10500-p=1 102=1050(2-1 =6,
1C3=1050 (3-1) = 4, 1C4=1040(4-1) =2, 105=1050 (5-1) = 0,

1C6=1050 (6-1) =5,
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2C0=2050(0-2) =6,
2C3=2050(3-2) =0,
206=2050(6-2) =1,
3C0=3050(0-3) =2,
303=3050(3-3) =3,
306=3050(6-3) =4,
4C0=4050(0-4) =5,
4C3=4050(3-4) =6,
4C6=4050(6-4) =0,
500=5050(0-5) =1,
5C3=5050(3-5) =2,
5C6=5050(6-5) =3,
6C0=6050(0-6) =4,
6C3=6050(3-6) =5,
6C6=6050(6-6)=6.

201=20501-2) = 4,
204=2050(4-2) =5,

301=3050(@1-3) =0,
304=3050(4-3) =1,

4C1=40501-4) =3,
4C4=4050(4-4) =4,

5C1=5050(1-5) =6,
504=5050(4-5) =0,

6C1=6050(1-6)= 2,
6C4=6050(4-6)=3,

2[2=2050@2-2) =2,
205=2050 (5-2) = 3,

302=3050(2-3) =5,
305=3050(-3) =6,

4C2=4050(2-4) =1,
4T5=4050(5-4) =2,

502=5050(2-5) = 4,
505=5050(5-5) =5,

6C2=6050(2-6)=0,
6C5=6050(5-6) =1,

Pfezn&me operaci v hexagonalni kvazigéupl na- (z technickych dvoda).

Tabulka hexagonalni kvazigrupy pog =5 :

[e]

o o0 N W N P O
AP OO N O W O |O
N O WO MR oG R
o b P N O WI|N
O N O W o M P |w
W o M L 01N O |~
B O0N O W o MO
o W o M RLr N |o
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Priklad 3.5: (z,,,0,0)

ojo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ojo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0|0 1 2 3 4 5 6 7 8 10 0/j0 0 0O OOO 0 0 0 0O
111 2 3 4 5 6 7 8 9 10 O 110 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
212 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2|0 2 4 6 8 101 3 5 7 9
3/!3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3/0 3 6 9 1 4 7 10 2 5 8
414 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4/0 4 8 1 5 9 2 6 10 3 7
5|5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5/0 5 10 4 9 3 8 2 7 1 6
6|6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6/0 6 1 7 2 8 3 9 4 10 5
7|17 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 710 7 3 10 6 2 9 5 1 8 4
8!8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8/0 8 5 2 10 7 4 1 9 6 3
9/9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910 9 7 5 1 10 8 6 4 2
1010 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10{0 10 9 8 6 5 4 3 2 1

Kvadratické zbytky1> =10* =1, 2°=9°=4,3°=8°=9, 4°=7°=5,5"=6" = 3.
Vypocet rovnice pro GS-kvazigrupux® 010x010= ,0D =10°-4010=104=5, od-
mocnina z diskriminantu je rovna 4 a 7, stejako v gedchozim gikladu st&i pagitat jen s
jednim z &chto prvki, tedy q =(-10-4 027" =806= 4
q, =(-1004)02* =506=8.

Smernicemi jsou prvky 4 a 8. Nyni sestrojime tabulkg gvazigrupy.

Vypocet prviki v GS-kvazigrup pro g, = 4:

0C0=0040(0-0)=0, 0C1=0040(1-0) =4, 0C2=0040(2-0)=8,
0C3=0040(3-0) =1, 0C4=0040@4-0)=5, 0C5=0040(5-0)=9,
0C6=0040(6-0)=2, 0C7=0040(7-0)= 6 0C8=0040(@8-0) = 10
0C9=0040(9-0) =3, 0C10=0040 A0-0)= 7

1L0=1040(0-1) =8, 101=1040(@1-1) =1, 1[2=1040(2-1) =5,
103=1040@3-1) =09, 104=1040@4-1) =2, 105=1040 (5-1) = 6,
1C6=1040 (6-1) =10, 107=1040(7-1) =3, 108=1040@8-1) =7,
109=10409-1) =0, 1010=1040 (10-1) = 4

200=2040(0-2) =5, 201=2040@1-2)=9, 2[2=2040@2-2)=2,
203=20403-2) =6, 204=2040(4-2)=10, 205=2040(G-2)=3,
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206=2040(6-2) =7, 207=2040(7-2)=0, 208=2040 (8-2) =4,

209=2040(9-2) =8, 2010=2040 @0-2) = 1
300=3040(0-3) =2, 301=3040(1-3) =6, 3C2=3040(2-3) =10,
303=3040(3-3) =3, 3C4=3040@-3)=7, 305=3040 (-3 =0,
306=3040(6-3) =4, 307=3040(7-3) =8, 308=3040@8-3) =1,
309=3040©9-3) =5, 3010=3040 (10-3) = 9

4C0=4040(0-4) =10, 4C1=4040(01-4)=3, 4AC2=40402-4)=7,
4C3=4040(3-4)=0, AC4=40404-4) =4, 4AC5=4040 (5-4) =8,
AC6=4040(6-4) =1, AC7=4040(7-4) =5, AC8=40408-4)=9,
AC9=40409-4) =2, 4C10=4040@10-4)= 6,

500=5040(0-5) =7, 501=5040 (1-5)=0, 502=5040(2-5) =4,
5C3=5040 (3-5) =8, 5C4=5040@4-5)=1, 505=5040 (5-5) =5,
506=5040(6-5)=9, 507=5040(7-5)=2, 5C8=5040 (8-5) =6,
5C9=50409-5) =10, 5010=5040 (10-5) = 3

6C0=6040(0-6)=4, 6C1=6040(1-6)= 8, 6C2=6040(2-6)=1,
6C3=6040(3-6)=5, 6C4=6040(4-6)=09, 6C5=6040(5-6)= 2,
6C6=6040(6-6)=6, 6C7=6040(7-6) =10, 6C8=6040(8-6)=3,
6C9=6040(9-6)=7, 6[10=6040@10-6)= O

700=70400-7) =1, 701=7040@-7)= 5 7C2=7040@2-7)= 9,
703=7040@3-7)=2, 7C4=7040(4-7)=6, 705=7040(-7) =10,
7C6=7040(6-7)=3, 7C7=7040@7-7)=17, 708=7040@8-7)=0,
709=70409-7) =4, 7010=7040 (10-7) = §

8C0=8040(0-8) =09, 8C1=8040(1-8) =2, 8C2=8040(2-8) =6,
8C3=8040 (3-8) =10, 8C4=8040(4-8) =3, 8C5=8040(-8) =7,
8C6=8040(6-8) =0, 8C7=8040(7-8) =4, 8C8=8040(8-8) =8,
8C9=8040(9-98) =1, 8C10=8040 (10-8) = 5

9C0=9040(0-9) =6, 9C1=9040 (1-9) =10, 9C2=9040(2-9) =3,
9C3=9040@3-9) =7, 9C4=9040(4-9) =0, 9C5=9040(-9) = 4,
9C6=9040(6-9) =8, 9C7=9040(7-9) =1, 9C8=9040(8-9) =5,
9C9=9040(9-9) =9, 9C10=9040 10-9) = 2
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10C0=10040(0-10) =3, 10C1=10040@1-10)=7, 10C2=10040(2-10)= 0,
10C3=10040 (3-10)=4,10C4=10040 (4-10)=8, 10C5=10040(-10)=1,
10C6=10040 (6-10)=5, 10C7=10040(7-10)=9, 10C8=10040 (8-10) = 2,
10C9=10040 (9-10) =6, 10C10=100 40 (L0-10) = 10.

Tabulka GS-kvazigrupy prg, =4 :

Ll]o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0/0 4 8 1 5 9 2 6 10 3 7

1/8 1 5 9 2 6 10 3 7 0 4

2|5 9 2 6 10 3 7 0 4 8 1

3/!2 6 103 7 0 4 8 1 5 9

4110 3 7 0 4 8 1 5 9 2 6

5/7 0 4 8 1 5 9 2 6 10 3

6|4 8 1 5 9 2 6 10 3 7 O

711 5 9 2 6 10 3 7 0 4 8

8/9 2 6 10 3 7 0 4 8 1 5

9|6 10 3 7 0 4 8 1 5 9 2

10/3 7 0 4 8 1 5 9 2 6 10
Vypocet prvid v GS-kvazigrup pro g, = 8:
0Co0=0080(0-0)=0, 0Cf1=0080@1-0) =8, 0C2=0080(2-0) =5,
0C3=0080@3-0) =2, 0C4=0080(4-0) =10, 0C5=0080(B-0)=7,
0C6=0080(6-0)=4, 0C7=0080(7T-0)=1 0C8=0080@B-0) = 9
0C9=0080(9-0) =6, 0Cf10=0080 @0-0)= 3
10=1080(0-1 =4, 101=1080@1-1) =1, 1C2=1080((2-1) =09,
1C3=1080(3-1) =6, 1C4=1080 (4-1) =3, 105=1080(5-1) =0,
1C6=1080 (6-1) =8, 1C7=1080(7-1) =5, 108=1080(8-1) = 2,
109=1080(9-1 =10, 110=1080 @0-np = 7
200=2080(0-2) =8, 201=2080@1-2) =5, 202=20802-2)=2,
203=2080(3-2) =10, 204=2080(4-2) =7, 205=2080(5-2) = 4,
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2C6=2080(6-2) =1, 207=2080(7-2) =9, 2r8=2080(8-2) =6,
209=2080(9-2)=3, 2010=2080@10-2)= 0

300=3080(0-3) =1, 301=3080@1-3) =9, 3C2=3090(2-3) =6,
303=3080(3-3)=3, 3C4=3080(4-3)=0, 305=3080(-3) =8,
306=3080(6-3) =5, 307=3080(7-3) =2, 3C8=3080(8-3) =10,
309=3080(9-3)=7, 3C10=3080 (10-3)= 4

4C0=4080(0-4) =5, 4C1=4080(@1-4) = 2 4C2=4080(2-4) = 1Q
4C3=4080(3-4)=7, 4AC4=4080(4-4) =4, 4C5=8040 (-4 =1,
4C6=4080(6-4) =9, 4C7=4080(7-4) =6, 4C8=4080@8-4) =3,
4C9=4080(0-4)=0, 4C10=4080 (10-4)=§

5C0=5080(0-5) =09, 501=5080 (1-5) = 6, 5C2=5080(2-5) =3,
503=5080(3-5)=0, 5C4=5080 (4-5) =8, 505=5080(5-5) =5,
56=5080(6-5)=2, 5C7=5080 (7-5) =10, 508=5080(8-5)=7,
5C9=5080(9-5) =4, 5010=5080 (10-5) = ]

6C0=6080(0-6)=2, 6C1=6080 (1-6) = 10 6C2=6080(2-6)= 7,
6C3=6080(3-6)=4, 6C4=60804-6)=1, 6C5=6080(5-6)=09,
6C6=6080(6-6)=6, 6C7=6080(7-6)=3, 6C8=6080(8-6)=0,
6C9=6080(9-6)=8, 6C10=6080 (10-6)= §

7C0=7080(0-7) =6, 701=7080(@1-7)=3, 7C2=7080(2-7) =0,
7C3=7080(3-7) =8, 7C4=7080(4-7) =5, 705=7080(-7) =2,
7C6=7080(6-7) =10, 707=7080(0-7)=7, 708=7080(8-7) =4,
709=70809-7) =1, 7010=7080@10-7)= 9

8C0=8080(0-8) =10, 8C1=8080(1-8) =7, 8C2=8080(2-8) = 4,
8C3=8080(3-8) =1, 8C4=8080(4-8) =9, 8C5=8080(5-8) =6,
8C6=8080(6-8) =3, 8C7=8080(7-8) =0, 8C8=8080(8-8) =8,
8C9=8080(9-8) =5, 8C10=8080 (10-8) = 2,

9C0=9080(0-9) =3, 9r1=9080(1-9) =0, 9C2=9080(2-9) =8,
9C3=9080(3-9) =5, 9C4=9080(4-9) =2, 9C5=9080 (5-9) =10,
9C6=9080(6-9) =7, 9C7=9080(7-9) = 4, 9C8=9080@8-9) =1,
9C9=9080(9-9) =9, 9C10=9080 (10-9) = 6
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10C0=10080(0-10)=7, 10C1=10080(1-10)=4, 10C2=10080(2-10)=1,
10C3=10080 (3-10)=9, 10C4=10080(4-10)=6, 10C5=10080 (5-10) = 3,
10C6=10080 (6-10)=0, 10C7=10080(7-10)=8,10C8=10040 (8-10) =5,
10C9=10080(9-10)=2, 10C10=10080 (L0-10) = 10.

Prezn&me operaci v GS-kvazigrédp C nao (z technickych dvoda).
Tabulka GS- kvazigrupy prq, =8:
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Srovname-li tabulky GS-kvazigru(le,E) (prog, =4) a (le,o) (pro g, =8) vidime,
Ze plati lemma 2.2.1.2.

Vypocet snérnic pro hexagonalni kvazigrupu: x*010x01= ,9
D=10*-401=107=8, 8 neni kvadraticky zbytek, hexagonalni kvazigriguay sestrojit

nelze.

Piiklad 3.6:

Pokud bychom chiti sestrojovat tabulky i pro dalSi préisla, budeme postupovat
stejreé jako v gedchozich fikladech. Nyni bude uveden jen vygo snérnic a tabulky GS-
kvazigrup a hexagonalnich kvazigrup.
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(z,,,0,0)

Kvadratické zbytky: 17 =12° =1, 22=11°=4, 3*=10°=9, 4*=9°=3,
52 =8°=12, 6°=7°=10.

Vypocet snérnic pro GS-kvazigrupux® 012x012= PD =12*-4012=104=5, 5 neni
kvadraticky zbytek, GS-kvazigrupu néaeme sestrojit.

Vypodet snérnic v hexagonalni kvazigrép x> 012x01= 0, pro diskriminant plati:
D=12°-401=109=10, 10 je kvadratickym zbytkem, tedy
q,=(-12-4)021=1007=5, q, = (-12+4) 02t =507=09.

Tabulka hexagonalni kvazigrupy pgp =5:

1 2 3 4 5
510 2 7 12
1 611 3
10 2 7 12

8 9 10 11 12
1 611 3
10 2 7 12

= 01 © O (O
= 01 © (N

10 2 7 12
11
10 2 7 12
11
10 2 7 12
11

10 2 7 12

= 01 © O »~ O

10 2 7 12
11
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w
= 01 © O ~ ©

N O
w
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w
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12 10 2 7
6 11 3

10 2 7 12
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Tabulka hexagonalni kvazigrupy pog =9:

° 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12
0 9 5 110 6 211 7 312 8 4
1 110 6 211 7 312 8 4 0 9
21170 6 211 7 312 8 4 0 9 5 2
31211 7 3122 8 4 0 9 5 210 6
4,7 312 8 4 0 9 5 210 6 211
5/(12 8 4 0 9 5 210 6 211 7 3
6|4 0 9 5 110 6 211 7 312 8
719 5 110 6 211 7 312 8 4 O
8/ 110 6 211 7 312 8 4 0 9 5
96 211 7 312 8 4 0 9 5 1 10
10|11 7 312 8 4 0 9 5 110 6 2
111 312 8 4 0 9 5 110 6 211 7
12/ 8 4 0 9 5 110 6 211 7 3 12

(z,,,0,0)

Kvadratické zbytky:1*> =16° =1, 2° =15 =4, 3 =14 =9, 4° =13 =16, 5° =12° =8,
6° =11 =2, 7* =10 =15, 8 =9* =13.

Vypocet smérnic pro GS-kvazigrupux® 016x016= QD =16°-416=104=5, 5 neni
kvadraticky zbytek, GS-kvazigrupu néaeme sestrojit.

Vypocet snérnic pro hexagonalni kvazigrupx” 016x01= 0

D =16° -401=1013=14, 14 neni kvadraticky zbytek, dana rovnice nemétimatb &le-

sem zadnéeSeni a hexagonalni kvazigrupu nelze sestrojit.

(ZlQ'D’D)
Kvadratické zbytky:1*> =18° = 12° =17* =4, 3* =16° =9, 4* =15° =16, 5* =14° =6,
6° =13 =17, 77 =12°=11,8° =10 =7, 9 =10° = 5.
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Vypocet snérnic pro GS-kvazigrupu: x*[018x018=0,
D=18-4018=104=5, 5 je kvadratickym zbytkem, sfgéme tedy srdrnice
q, =(-1809) 027" =10010=5, ¢, =(-18-9)02* =11010=15.

Vidime, Ze snmarnicemi jsou prvky 5 a 15.

Tabulka GS-kvazigrupy prg, =5:

15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10
11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6

1318 4 9 14 0 5 1015 1 6 11 16 2 7 12 17
18 4 9 14 0 5 1015 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13
14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18
10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14
11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15
12 17 3 8 1318 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16
17 3 8 1318 4 9 14 0 5 1015 1 6 11 16 2 7 12
13 18 4 9 14 0 5 1015 1 6 11 16 2 7 12 17
14 0 5 1015 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18
10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14
11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15
16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11
12 17 3 8 1318 4 9 14 0 5 1015 1 6 11 16 2
13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3
4 9 14 0 51015 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18

© 00 N O 0o b~ WN PP Ol
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w N o 01~ W N R O
fo') =oa
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Tabulka GS-kvazigrupy praj, =15:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
0 1511 7 3 18 1410 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8

5 1 1612 8 4 0 1511 7 3 18 14 10 6 2 17 13
10 6 2 1713 9 5 1 16 12 8 4 0 1511 7 3 18 14
1511 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8

16 12 8 4 0 1511 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5

o

11 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15
16 12 8 4 0 1511 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1

© 00 N O 0o~ W N -, O
o

(=Y
o

12 8 4 0 1511 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16
1713 9 5 1 16 12 8 4 0 1511 7 3 18 14 10 6 2
18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11
1511 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12
139 5 1 1612 8 4 0 1511 7 3 18 14 10 6 2 17
18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11

1511 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12

1 16 12 8 4 0 1511 7 3 18 14 10 6 2 17 13
14 10 6 2 1713 9 5 1 16 12 8 4 0 1511 7 3 18

® N o o0 s o~ b
w
a1
o

Vypocet snérnic pro hexagonalni kvazigrupu: x*018x01=0,
D=18-401=1015=16, 16 je kvadratickym zbytkem, sféme tedy snirnice
@, =(-18-4) 02" =16010=8, q,=(-1804) 02" =5010=12.
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Tabulka hexagonalni kvazigrupy pop = 8:

0

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Tabulka hexagonalni kvazigrupy po =12:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18
012 517 10 315 8 113 6 18 11 4 16 9 2 14 7
8 113 618 11 416 9 214 7 012 5 17 10 3 15
6 9 214 v 012 517 10 315 8 1 13 6 18 11 4
517 10 315 8 113 6 18 11 4 16 9 2 14 7 0 12
13 618 11 416 9 2 14 7 012 5 17 10 3 15

214 7 012 517 10 315 8 1 13 6 18 11 4 16

10 315 8 113 618 11 416 9 2 14 7 0 12 5 17
18 11 416 9 214 7 012 517 10 315 8 1 13 6
7 012 517 10 315 8 113 6 18 11 4 16 0 2 14
15 8 113 618 11 416 9 214 7 012 5 17 10 3
16 9 214 7 012 517 10 3 15 8 1 13 6 18 11
12 51710 315 8 113 6 18 11 416 0 2 14 7
113 618 11 416 9 214 7 012 5 17 10 3 15

14 7 012 517 10 315 8 1 13 6 18 11 4 16
17 10 315 8 113 618 11 416 9 2 14 7 0 12 5
18 11 4 16 9 214 7 012 517 10 3 15 8 1 13
14 7 012 51710 315 8 1 13 6 18 11 4 16 9 2
15 8 113 618 11 4 16 9 2 14 7 0 12 5 17 10
11 416 9 214 7 012 517 10 3 15 8 1 13 6 18
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Kvadratické zbytky:1? =222 =1, 22 =21 =4, 3> =20° =9, 4* =19 =16, 5 =18 = 2,
6> =17 =13, 7°=16"=3,8° =15 =18, 9° =14° =12, 10° =13 =8, 11 =12° = 6.
Vypocet snérnic pro GS-kvazigrupu: x*022x022= 0
D=22"-4022=104=5, 5 neni kvadraticky zbytek, GS-kvazigrupu figeme sestro-
jit.
Vypocet snérnic pro hexagonalni kvazigrups? 0 22x01= ,0

D =22°-401=1019= 20, 20 neni kvadraticky zbytek, hexagonalni kvazigroplze
sestrojit.
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(2,0,0,0)
Kvadratické  zbytky: 1° =28 =1, 2°=27"=4, 3 =26°=9, 4°=25 =16,
5°2=24*=25, 6° =23 =7, 7°=22°=20, 8°=21>=6, 9° =20° = 23, 10* =19* =13,
177 =18 =5,12* =17 = 28, 13 =16" = 24, 14’ =15 = 22.

Vypocet snérnic pro GS-kvazigrupu: x*028x028= 0
D=28-4028=104=5, 5 je kvadraticky zbytek, sp@me tedy smrnice
0, =(-28011) 027" =12015=6, q, =(-28-11) 02" =19015= 24.

Smernicemi jsou prvky 6 a 24.

Tabulka GS-kvazigrupy prg, =6:

28

24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12
19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24
14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0O 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2

15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26

[
~

28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16
23 0 6 12 18 24 13 19 256 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11
18 24 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6
13 19 256 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0O 6 12 18 24
14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0O 6 12 18 24 1 7 13 19 25
15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 O 6 12 18 24 1 7 13 19 25 14 20
27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15
22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10
17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5
12 18 24 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 O
13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24
14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 O 6 12 18 24 1 7 13 19
26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14
21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0O 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9
16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4
11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28
12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 11 17 23
13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0O 6 12 18
25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 O 6 12 18 24 1 7 13
20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8
15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 O 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3
10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27
5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22
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Tabulka GS-kvazigrupy prq, = 24:

24 19 14 9

N

28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5

12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17
18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23
24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5

25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6

13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 O 24 19 14 9 4 28 23 18
19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0O 24
25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6
26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12

27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0O 24 19 14 9 4 28 23 18 13
14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0O 24 19
20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25
26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 O 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12

27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 O 24 19 14 9 4 28 23 18 13
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22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27
28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4
24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10
11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 183 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16
17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 O 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22
23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 O 24 19 14 9 4 28
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Vypodet smérnic pro hexagonalni kvazigrupw? 0 28x[11=0,
D =28"-401=1025= 26, 26 neni kvadraticky zbytek, hexagonalni kvazigroplze

sestrojit.

Pokud se na vySe uvedené tabulky podivame péjoavidime rekolik zajimavych
skute&nosti. Na uhloficce leZi prvky 0, 1, 2, ... tak, Ze na pridkZi na pliseiku i-tého
sloupce s-tym faddkem. ivodem je skuténost, Ze kazda GS-kvazigrupa i hexagonalni kva-

zigrupa je idempotentni, tj. splje identitux® = x.
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Jak jsme jiz zminili, vZ; je splrtno [ =L, operace je autodudlni, tedy operace
v GS-kvazigrup je komutativni.

Nad Z,,, Z,, Z,, se nam poddo sestrojit vzdy d¢ navzijem dualni GS-
kvazigrupy, naddesyZ, , Z,,Z,,, Z,, byly sestrojeny navzjem dualni hexagonalni kvazi-

grupy.
VSimréme si, ze nactlesyZ,, kde p prvceislo, tabulka nasobeni v kvazigtuyzni-
kajici podle vztahu (2.4) pomoci 8miceq je uspdadana porrné pravidelnym zpsobem,

protoze kazdyadek (sloupec) se liSi od tohtedchoziho posunem. Vy&ieni je nasledujici:
plati vztahL ., (y) = L,(y) O @—qg )(modp). (2.13)
Dokazme jej:

L, =(@dphly=(aly)bgl(y-a-Y)=alblllgqly-gUa-g=@1-q)O

O(abgqU(y-a)=alyld-q)=L.(y)0@d-0q) (vSe mod).

Lemma 3.1: Jestlizeq je karen rovnice x> -=x[01=0 nebo x* -x-1= 0nad Z,, potom

také (1-q)je karenem této rovnice.

Diikaz: Predpokladejme, Zeq je kaen rovnice x> —-xO1= 0, tedy q°-qO1= 0
(-D*-(qg-1)0O1=0, po umockni 1-20q009*-1+q+1=9°-q01=0, tedy 1-q)
je karen.

Nyni predpokladejme, Zq je feSenimx® - x-1= Qplatiq> —q-1= 0, po dosazen{l-q )
dostaneme(q-1)°-(q-1)-1=1-209g0qg*-10g-1=g*-q-1=0. Kofenem je také
@-a).

Pokusme se nyni sestrojit hexagonalni a GS-kvgzygrunad &lesy GF(q), kde

q= p*, k=2. Tabulky tchto tles vkladame, protoZe nejdou sestrojit tak lehaleq jtabulky
téles v gedchozich fikladech, prodleso GF (4) je prevzata z [3], proGF (8)z [6] a pro
GFO) =z [7]. V tlesech charakteristiky 2 ndieme podle [11] uzit vzorce
s diskriminantem, pouZijeme vSak Viétovych viiah x* +rx+s=0, X [X, =S,

—r=Xx+tX, .
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Piiklad 3.7:
GF(4)

o 9 +—» O

o 9 —» O O
©Q T O Bk~ (kb
- O T 9 |
o » 9 T (T
o 9 +» O

o O o o |o
o Q9 = O |k
~ T 292 O |9
Q = T O (T

Vypocet snérnic pro GS-kvazigrupux® + x+1=0v naSem fipact je -r rovno 1 a
sse téZ rovna jedna, ¥ese platialb=1, a+b =1, kofeny rovnice jsou tedy prvkg ab ,
tyto prvky jsou tedy s&rnicemi GS-kvazigrupy.

P vypocétu snernic pro hexagondlni kvazigrup@Sime tutéZ rovnici, jako pro GS-
kvazigrupu. Tabulky GS-kvazigrupy a hexagonalnizigaupy se tedy budou shodovat.

Tabulka GS-kvazigrupy (i hexagonalni kvazigrupy) pr = a:

L]0 1 a b
0/0 a b 1
1| b 1 0 a
all b a O
bjla 0 1 b

Tabulka GS-kvazigrupy (i hexagonalni kvazigrupyd p, =b:

o 9 +—» O

T 9 O (O
Q O +~ T ([
o 9 T P (D
o » O 92 (T

Pozorujeme, Ze tabulka neni tak pravidelna, jakayto u kvazigrup nad,.
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GF@®)

/0 1 a b c d e f 01 a b cde f
0l]0 1 a b c d e f 0/0 0 0O OO O OO
1{1 0 b a d ¢ f e 110 1 a b ¢ d e f
ala b 0 1 e f c¢c d al0 a c¢c e b 1 f d
blb a 1 0 f e d c b|]0 b e d f c 1 a
clc d e f 0 1 a b c|l0 ¢c b f e a d 1
did ¢ f e 1 0 b a d/0 d 1 ¢c a f b e
ele f c d a b 0 1 el0 e f 1 d b a c
fl f edc b a1l o0 flfo f d a 1 e ¢ b

Vypodet snérnic pro GS-kvazigrupu:x®? —x-1= @ =-1,s=-1, -r je rovno 1,
Vv télese plati: 0+1=1, a+b=1, c+d=1, e+f =1, déle 1l1=1, ald =1, ble=1,
clf =1, z toho je patrné, Ze dana rovnice nema sledemieSeni. Totéz plati i pro hexago-

nalni kvazigrupu.

GF(9)
/0 1 2 ab c de f 01 2 a b c de f
0/l/0 1 2 a b c d e f 0/]0 0 0 OO O O OO
11 2 0 b ¢c a e f d 110 1 2 a b ¢c d e f
22 01 ¢c a b f d e 2/0 2 1 d f e a c¢c b
ala b c d e f 0 1 2 al0 a d e 1 b ¢ f 2
blb ¢c a e f d 1 2 0 bl]0 b f 1 ¢ d 2 a e
clc a b f de 2 01 cl0 c e b d 2 f 1 a
did e f 0 1 2 a b c d/0 d a ¢ 2 f e b 1
ele f d 1 2 0 b ¢ a el0 e c f a1 b 2 d
fl f d e 2 0 1 c a b flfo f b 2 e a1 d c

V tomto pipact mizeme vyuZzit vzorce s diskriminantem. Kvadratickétkyp jsou
nasledujici1? =2° =1, a® =d®=e, b* = f? =¢, c* =e* = 2.

Redme rovnicix? - x-1= 0 abychom ziskali stmnice pro GS-kvazigrupu. Diskri-
minant spoitame nasledownD = (-1)? -400-1) = (2)* - 1+1+1+1)2=1-2=2, 2 je
kvadraticky zbytek. Prvkg a e jsou vzajema inverzni vzhledem kecgani, misto oditani

jednoho z prvi pii vypoétu snernic jednoduseifteme ten druhy. Budou existovat&mice
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h ag, o=(-(C-D+c)l2M)*=alR2=d, q,=(-(-)+e)[(2)*=f2=b. koreny

rovnice jsou prvkyp ad.

Tabulka GS-kvazigrupy prg, =b:

L |01 2 a b c de f
0/l0 b f 1 ¢c d 2 a e
1ld 1 ¢c e 2 a f d b
2la e 2 b f 0 ¢c d 1
alc d 1 a e 2 b f O
b|2 a e 0 b f 1 ¢ d
c/l f O b d 1 c e 2 a
die 2 a f 0 b d 1 c
elb f 0 c d 1 a e 2
fll ¢ d 2 a e 0 b f

Tabulka GS-kvazigrupy prqg, =d:

o]0 1 2 a b c d e f
0]0 d a ¢c 2 f e b 1
1lb 1 e d a 0 2 f c
2l f ¢ 2 1 e b a 0 d
all e b a 0 d f ¢ 2
blc 2 f e b 1 0 d a
cld a 0 2 f c b 1 e
dl2 f c b 1 e d a 0
ela 0d f c 2 1 e b
fle b 1 0 d a c 2 f

Vypocet sngrnic pro hexagonalni kvazigrupx” +2x+1=0, -r =1, s=1; v télese
plati: 0+1=1 2+2=1, a+e=1, b+d=1, c+f =1, dalelll1=1, 2[(2=1, alb=2,

cle=1, d[f =1, vidime, Ze rovnice ma jeden dvojnasobnieko2.
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Tabulka hexagonalni kvazigrupy pogp =2:

L]0 1 2 ab c d e f
0l]0 2 1 d f e a ¢ b
112 1 0 f e d ¢ b a
21 0 2 e d f b a c
ald f e a c b 0 2 1
bl f e d ¢ b a 2 1 0
cle d f b ac 1 0 2
dia ¢c b 0 2 1 d f e
elc b a 2 1 0 f e d
flb a ¢c 1 0 2 e d f

Pokud se pozo#ji podivame na rovnicéeSené v tomtoifkladk, miZzeme si povSim-
nout, Ze soket kaeni je vzdy roven 1. Podle definujici rovnice opergee kvazigrupu

(X, y) - xLy dostanemeipvymené koreni praw (X, y) - yLx , ¢ili dudlni operaci.

Tabulky vytvdenych kvazigrup jsou pravidelné jinymigmbem nez tomu bylo4,,
Uspaadani souvisi s tim, Ze aditivni gru@F(p* je) rozloZitelna, kdezto Z,=GF(p )
rozlozitelna neni. UGF (4)e aditivni grupa izomorfni s direktnim sdmem Z, xZ,, prvky

jsou pivodre dvojice, ve kterych se pda mod 2, pak dojde k fezna&eni, vyhovuje:
0=(00), 1= (), a= (10), b= (1)), tato skuténost se projevi i v tabulce kvazigrupy.

Aditivni grupa tlesa GF (9) je izomorfni s direktnim s@éinem Z,xZ,, pcita se
stejre jako ve vySe uvedeném, prvky a odpovidajici awojjsou nasledujicio= (0,0)

1=(01, 2= (02, a= (10), b= (@11, c= (12, d= (20), e= (2), f = (22).
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4 |zotopie kvazigrup

Definice 4.1:Jsou-li (G,J] a (G',[) grupoidy (nebo kvazigrupy), izotop{G,)l na (G',[) na-
zveme uspidanou trojici(a, B, y) bijekci G naG” takovou, Ze pro vechng y G plati:
a(x)B(y) = Y(x ), nebo ekvivalenth x5y = y*(a(x)(B(y)). Uzijeme-li prvii X,yOG,
mizeme ekvivalentpsatXTy'= yla~*(x) B (y)). (G'1) je pak izotopen(G,J.

Inverzni izotopie ma tvafa‘l,ﬁ‘l, y‘l).
Lemma 4.1:Kazdy izotop kvazigrupy je kvazigrupa.

Diikaz: Nech' (a,8,y):(GJ - (G'[) je izotopie kvazigrupy(G,J] na grupoid(G',[), kde
X[y'= y(a"l(x')DG‘l(y')) pro vSechnax,yllG ." Ukazme jednozriaou feSitelnost rovnic:
Re3me pral,b0G | rovnicealy = b ma zejmé tvar y = Bla*(a)\ y*(b)).

Strieng:  Aplikujeme-li inverzni zobrazeni 3™ , je pedchozi vztah ekvivalentni
s a (&) B (y)= y*(6). Ekvivalentrt mizeme psaty= ylo(a) ;8 (0")) = ary. Jedno-
znanost plati diky ekvivalenci fpdchozich rovnosti. Pro druhou rovnici pod&bn
K=t - Yo () (a)=b - a ()T (a) = yH(B) - x=aly (b)) 57&)).

V ptipad, Ze y =id,, , mluvime o hlavni izotopii a hlavnim izotopu.

Jestlize hlavni izotopiéa, B,id ): (G, - (G 1) kvazigrupy(G,)} dava lupu(G' ), budeme
uzivat termif LP-izotopie a LP-izotop (z anglického ,loop pripal®).

V piipads, 2e a = B = y, piisludné izotopii(a,a,a) fikame izomorfismus (grupaid kvazi-
grup,..) a zné se kratcer .

Izomorfnim obrazem grupy (lupy) s jednotkeje grupa (lupa) s jednotkom(e).

Véta 4.1: 1zotopické grupy jsou izomorfni.

s

Zatimco pro grupy je idezit¢jSim pojmem izomorfismus, pro kvazigrupy hraje migavoli

izotopie. Poznamenejme, Ze slozeni dvou izotoppj izotopie.
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Lemma 4.2: Nech? (G[)] je medialni kvazigrupa s idempotentnim prvkgm G. Zavel'me
operaci +, vztahem: x+, y=Rq‘1(x) El_;l(y) pro vSechnax,y[0G. Pak pro libovolné
X,y,z,wOG plati: xty +, z[w = (x+q z)[ﬂy+q w).

Rekneme, Ze operacg & - vzajems komutuiji.

Dikaz: PiSme x=alg=qla’ (tedy a=x/q), podobg y=blg=qlb, z=clq=qlc’,
w=dlg=qld". Pak diky mediali a idempotentnosti prvku q,

x[y = aqlbq = ab{q [f) = ab[#), podobr’ zw=cqltlq=(q@){crd)=q&d". Nyni pasi-
tejme xy+, zw=abl¢'d’= aclbd'= (aq +, qc’)[ﬂbq +, qd'): (x +, z)[ﬂy +, W).

Lemma 4.3:Je-liG = (G,+q) komutativni grupa, ktera vznikla z medialni kwpapy a jeji-
ho idempotentniho prvkg konstrukci x+, y = Rq‘l(x) El_;l(y), pak jsou translac®,; a Lq

komutujici automorfismy grup€s.

Diikaz: Abychom ukazali, zeR,,L, 0 Aut(G) jsou automorfismy, uZijeme lemmatu 4.2
avztahuq+, q=q:

R,(9)+ R,(y) = x@+, yo = (x+, y)da+, a)=(x+, y) =R, (x+, y), podobs proL,
Déle pro kazd& G, R,L,(x)=(ax) = (4 daa) = (a0) fxa) = q fxa) = L,R, (x), tedy

R,Ly = L4R,-

Véta 4.2: Necht (G[)] je medialni kvazigrupag O G jeji idempotentni prvekg=qlq. Pak
existuje komutativni grup@ = (GE) a jeji komutujici automorfismyr, 80 Aut (G) takové,

Ze platixCy = a(x) D,B(y) pro vSechnax, y G .
Diikaz: Podle pedchoziho sta vzit: a =R, B=L,, O=+,.

Véta 4.3: Necht (G,e,+) je komutativni grupa a netho, £ 0Aut (G,+) jsou jeji komutujici

automorfismy,af = Sa . Utvoime novou operaci ,-* na na@siG takto: x5y = a(x)+ A(y).

Potom grupoid(G,[)] je medialni kvazigrupa, jednotlkagrupy je pro tento grupoid idempo-
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tentnim prvkem a zobrazeni, 5 se daji interpretovat jako pravy (respektive yexgvih prv-

kemevzhledem k operaci ,-“a = R,, f=L..

Diikaz: Necht (Q,e,+) je komutativni grupa @, £ jeji komutujici automorfismy. Zadane
naG operaci,-* vztahenx Gy = a(x)+ A(y).

Vznikly grupoid (G,[Jl je kvazigrupa, protoZe je izotopicky s grup@+); (a,3,id) je hlav-
ni isotopie(G,[)] na Iupu(G,+) s jednotkote. Zvolme prvkyu,v z G takove, Ze
a(u)=e= B(v). Z toho, Zee je leva jednotka, odvodime:

L,(y)=uly =au)+ Bly)=e+ B(y) = Bly) pro viechnay 0G. Tedy B = L,.

Podobr e je prava  jednotka, tedy pro vSechna x[OG plati
R(X)=x=a(x)+AV)=a(x)+e=a(x). Tedy a=R. Fitom zZejm e=uv:
e=a(u)=R,(u)=uv=L,(v)= B(v). Déle, viastnostia(e) = e= B(e) mizeme pepsat jako
elv=e=ule. Nyni dokdZeme, Zee je idempotentni prvek v(G,J, t. ele=¢,
ele= a(e)+ ,B(e) —elW+ulé=e+e=e. Diky kraceni zleva (zprava) ziskame=e=u.
Mame tedy x[y=xe+ye. Dokazme medialitu kvazigrupy (G,). Paitejme
ablcd =(ale+elb)((cle+de)=((ae+eb)le)+(el(ce+ed)) = (aele+eble)+ (elce+eled) (op
akovar jsme pouzivali definici operace automorfism = R,, S =1L,).

Nyni podobg vyjadime aclbd = (aele)+ (ecle)+ (ebe)+ (eled). Pravou stranu jest
upravme pouzitim vztégheke= L (R.x) = R,(L.x) = ex[®, pro x=c a x=b. Tim dosta-

neme stejny vyraz jako ve vygtech vyse, a tedy medialitablcd = aclbd.

Disledek 4.1:
Grupoid (G[)] je mediélni kvazigrupa s idempotentni prvkempraw kdyz existuje komuta-

tivni grupa (G,e,+) s jednotkote a dvojice jejich automorfisina, S 0Aut (G) sphujicich
af=pa a XD/=a(X)+,8(y). Vtom pgipaktjea=R af=L,.

Pozn. 4.1:Pfipomeime, Ze automorfismug aditivni grupy(G,e,+) ma vlastnostiz(e) = e,

a(x+y)=a(x)+aly), a(-x)=-a(x).
Speciélg automorfismus je bijekds naG, tedy permutaci mnoZzing.
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5 Rovnol®znikové prostory

Posledniast diplomové prace byla zpracovana podle [3].

5.1 Rovnol&znikové prostory obecr

Definice 5.1.1:RovnoléZnikovym prostorerbudeme rozust trojici (P,V,*), kdeP je ne-
prazdna mnozinad/ je mnozina*: PxV - P,(p,v) > p*V je zobrazeni a plati:
(i) Pro libovolné prvkyA, B[O P existuje pra¥ jednovV tak, ZeA*v =B (pravi-
dlo tranzivity),
(i) (A*v*w=(A*w *v pro vSechnadAP a v,w [V (pravidlo rovnokznika).

Prvky mnoziny P nazyvame body a prvky vektory, * se nazyva bodéwektorové zobra-

zeni.

Podle (i) mizeme zavést zobrazent PxP _ V , takzvanouranslad naP tak, Ze

(iii) pro kazdéA,BOP, A*AB =B.

Podivejme se, jak |ze zavést rovabhikovy prostor jinak:

Definice 5.1.2: RovnolEZnikovy prostor jectverice (P,V,*, ﬁ), kde P, V jsou neprazdnée

mnoziny,* : PxV - P, “:PxP - V zobrazeni a jsou spiny podminky (ii) a (iii).

RovnokEZnikovy prostor Ize definovat i nasled@vn

Definice 5.1.3: RovnolEZznikovy prostor je trojice(P,V, i ) kde P,V #@ a zobrazeni
IPxP LV sphuje podminky:
(i) pro kazdéA O P, vOV existuje prav jednoB [ P takove, 7eAB = vV,

(ii") pro véechnaA,B,C,D 0P, AB=CD - AC=BD.
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Ekvivalentnost definici izeme jednoduSe zkontrolovat. Podle (i)2@me zavést zobrazeni

*:PxV - P,(A,v)> B, které spiuje (i), (iii). Nyni pomoci (ii") dostaneme (ii)

AB = v, AC =w. Naopak z (ii) dostdvame (ii’) pod ozlemim A*v=B,A*w= C.

5.2 Strukturové vlastnosti rovnok&znikovych prostoni

Véta 5.2.1:(a) (&itani vyjadené pomoci bodéwektorového zobrazeni
Necht (P,V,*) je rovnokEZnikovy prostor, pak existuje pré&jedno zobrazent:V xV -V
takové, Ze pro vSechmaOP av,wV plati:
A*(v+w)=(A*V) *w. (5.1)
(b) Rovnolgznikovy prostor(P,V ,*)lze ziskat z grupoidy@V,+ praw tehdy, kdyz

(V,+) je komutativni grupa. Operace ,* a ,+“spolu soseji podle (5.1).

Dikaz:

(@) Neclt A,BOP a v,wlV . Dale nechh v,wV jsou takové,ze(A*W)*wW=A*V,
A*w =B. Pouzitim (ii) obdrzimeB*Vv)*w =((A*W)*V)*w=((A*V)*w)*W =
(A*V)*W=(A*wW)*vV=B*V, coZ ukazuje, Ze vzhledemvkw je vektor Vv sphujici
(A*V)*w=A*V nezavisly na volb bodu A. Tedy binarni operace + Na (v,w) - V je
podle (5.1) dote definovana. Pouzitim (i’), (ii"), (5.1) dostavame

AB+BD =AD. (5.1)
(b) Nechv (P,V,*) je rovnolznikovy prostor a + je¢etani z (5.1). Pouzijme (i) k odvozeni
komutativity + z (5.1) a (ii), asociativitu + dok&he rkolikerym pouzitim (5.1).

Nyni necli A P. Ozn&me e, vektor uteny pomociA*e, = A podle (i). Dle (5.1)
obdrzime A*v=(A*e,)*v=A*(e, +Vv) pro vSechnavOV. Uzitim (i) dostavame
v=e, +Vv, tedy e, je neutralni prvek vzhledem k +, nezavisle na Astble, budeme psat
jednoduseje.

Podle (i) kazdévV jednoznan¢ urcuje vV, které spiuje (A*W)*V=A. Ale
podle (5.1)A* (v+V) = A = A*e, tedy ot podle (i) (v+V) =e. ProtoV je inverzni (op&

ny vektor) kv vzhledem k +, gV,+ )e komutativni grupa.

46



Opaneg, zanéme s komutativni grupouV,+), trojice (V,V,+) sphuje podminky
rovnokeznikového prostoru. Opravdu, (i) plyne z rovnictvaru v+ x =w pro v,wV , kte-

ré jsou jednoznaé feSitelné proxdV . Vzhledem k asociativita komutativi¢ + plati (ii) a

(5.1) je utena asociativitou.

Podle dikazuc¢asti (b) je splano nasleduijici:

Pozndmka 5.2.1Pro kazdéA P, A*e=Aa pIatiM =e.

Dale uvazujme rovnaiinikovy prostor s vyzrimym bodemOUOP , kterémuiikame

pocatesni nebo refereini bod.

Definice 5.2.1: Homomorfismusvektorového prostoruP,V ,*)do vektorového prostoru
(P,V",*) je definovan jako dvojice zobrazeai: P - P, [(:V -V tdkovych, ze
@iv) a(A)* B(v) =a(A*v) provSechnaA P, vOV.

Homomorfismus se nazyvaomorfismemkdyZ jsou zobrazenr a £ bijektivni.

Véta 5.2.2: Neclt’ je dan rovnotznikovy prostor(P,V ,*)s pa&atenim bodem O, pak dvo-

jice zobrazeniP -V, A |—>OﬁA; id,:V -V, vi>vVv je izomorfismus (P,V ,*) do

(V,V,+). Operace + je definovana podle (5.1).

Vztah mezi homomorfismy rovnébnikovych prostar a homomorfismy komutativnich grup

je popsan v nasledujicéte.

Véta 5.2.3: (a) Nechi (a, 8) jsou homomorfismy rovnainikového prostorP,V ,*)do
rovnolkeznikového prostor{P,V', *a nechi + a +” jsou odpovidajici binarni operacevia

V’ zavedené podle (5.1) . P&k je homomorfismugV,+ Yo (V',+") takovy, Ze

a(A) = a(0) * B(AO) pro viechnaD, AP . (5.2)
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(b) Naopak, kazdy homomorfismy8 z (V,+) do (V',+") spol&n¢ s vylErem bodt

O0OP, OOP" uruje zobrazenia:P - P, A |—>O*’,8(dA )takové, ZzZeO'=a(O ) Pak
dvojice (a, £) je homomorfismugP,V ,*do (P,V',*).

Diikaz: Ukazme, Ze zobrazefii je podle (iv) jednoznaé uréeno zobrazenim . Jestlize je
dan bodB P, pak existuje jeding [0V "takové, Zzea(B) *vV=a(B*v )(kde jsme pouZili
(i) pro (P,V",*)). Uzitim (iv) a (5.1) obdrzimex(B) * a(v+w) = (a(B) * B(V))* B(w) =

=a(B)* (B(v) + S(w)). Pouzitim (i) dostavamef(v+w)=S(v)+B(w )Yro vSechna

v,wlV . Tedy S je grupovy homomorfismus grupd’,+ do grupy(V',+ ") Nyni owiime

a(O) * B(OB) = a(B) pro viechnaBIP.
Naopak, nijme dan homomorfismug z (V,+) do (V',+") a bodyA,BI P, pouzi-

tim (5.1), (5.1)a (5.2) obdrzime a(A)* B(AB) = (a(O) * B(OA))* B(AB) = (a(O) *
(B(OA) + B(AB) = a(B) = a(A* AB). Tedy (iv) plati prov = AB. ProtozeO0 je neutralni

prvek vzhledem k +, je ,B(C)b heutralnim prvkem vzhledem k +°, podle poznamiy1b.

Kdyz P, P" jsou afinni prostory &, V" jsou vektorové prostory nad zakladnigtet
semT, pak podminka (5.2) musi byt dopiha pozadavkempB(alv) =alfB(v pro vSechna
(a,v) OTxV . Zobrazenia je pak afinnim zobrazenim afinniho prostoru @ij& podkladové
linearni zobrazenj3 odpovidajicich linearnich prostorObracen, nech’ je dan obraz jedi-
ného boduA [0 P, pak je afinni zobrazent jednoznané urceno pomoci linearniho zobraze-
ni g.

Nech' (P,V,*) = (P,V',*), pak podminka (iv) je ekvivalentni s podminkou

Oa(A) = Oa(0)+ S(OA) . (iv)

To miZzeme o¥fit pomoci nasledujici rovnosti

ktera plyne z vySe uvedeného a dohody, 4B = v praw tehdy, kdyz
A*v=A*(a+b)=(A*a*Db.
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Obdrzime tak obvyklejSi popis afinniho zobrazemhpoi podkladového linearniho zobrazeni
£, polohovych vektar, bodi (,radiusvektoi) a jejich bodovych obraz vzhledem

k pocatku O.

Dutkaz wty 5.2.3 vyZaduje pouze podminky (i), (ii") a egisci pravého neutralniho prvku
vzhledem k +. Dkaz Wty 5.2.1¢asti (b) ukazuje, 24V,+) je grupa. Skutmné, ctverice

(P,V,*,+) sphujici podminky (i) a (5.1) a s pravym neutralrpmkem je grupa, ktera ope-
ruje jednoduse tranzitignhnaP. Podminka (ii") zartuje komutativitu +, ktera ve¢ 5.2.3
nebyla teba. Tedy pro kazdou grup(/,+ poskytuje ¥ta 5.2.3 popis homomorfismu
(a,8) z (V\V,+) do (V,V,+) pomoci akce grupy na séab Formule (iv),
a(A)* pv)=a(A*v), kde AOP,vOV, ma tvar a(v)+ S(w)=a(v+w) pro vSechna
v,wV . Zde je S endomorfismus grupgV,+ & existuje pravjeden vektorv, OV tako-
vy, ze a(v)=v, +B(v) pro kazdevV. Zobrazenia je levou translaci, prévkdyz
a =id, , aje vnittni automorfismugV,+ Yy témz gipack.

Vezméme nyni v Gvahu rovna@inikovy prostor (V,V,+ )vytvoreny z komutativni
grupy (V,+) (poznamenejme, Ze podléty 5.2.1 musi byt uvaZzovand grupa komutativni

Vv pripact, Ze se operace * a + v (5.1) shoduiji).

Véta 5.2.4: (V,V,*) je rovnolEZznikovy prostor pravtehdy, kdyz existuje komutativni grupa

(V,+) apermutacef :V - V takovd, Ze pro vSechnawV plativ* w=v+ f (w).

Dikaz: Trojice (V,V ,*), V # @, *:V xV - V urcuje rovnokEZnikovy prostor praytehdy,
kdyZ plati nasledujici podminky

(i°) pro vSechnau,vOV existuje prav jednowV tak, Zev* w=u,

(@ii°) (w*u) *v=(w*V) *u pro vSechnai,v,wV .
M¢me dany vektorya, bV, necl’ vektory e c0V jsou utené pomoci (i°) tak, Ze
a*e=a, a*c=Db, pouzitim (ii°) vypaitameb*e=(a*¢ *e=(a*e *c=a*c=e, proto
je vektore pravym neutralnim prvkem vzhledem k *. Podkyw5.2.1 (a) existuje binarni
operace+:V xV - V sphujici

v*(a+b)=(v*a) *b pro kazdéa,b,vV . (5.3)
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Podle ¥ty 5.2.1 (b) je(V,+) komutativni grupa s neutrdinim prvkeenZ (i°) vyplyva, ze
zobrazenif :V - V,vi> e*v je permutaci n&. Ve vztahu (5.3) polozZme =v, dostaneme
f(a+b)=1f(a*b. Zavedenim binarni operace + pomoé€i{a)+ f(b)=f(a+b pJo

vSechnaa,b0V ziskdame izomorfismug/,+ na (V',+"). Tedy takée(V',+ “)je komutativni
grupa af(a *b= f(a)+ f (b )pro vS8echna, bV . Obdrzeli jsme izotopi(V ,*)na komu-
tativni grupu.

Opan¢, m¢jme komutativni grupu a permutadi :V - V. Izotopie zavedena vyse
zarktuje spleni  podminek (i°) a (i°), coz je vid z nasledujiciho:
(c*a*b=(c+f(@)+f(b)=(c+f(b)+f(a)=(c*b*a, tedy a*c=b praw tehdy,
kdyz a+ f(c) =b.

Nakonec popiSseme j&giné zavedeni rovnainikovych prostar. geometricke:

Definice 5.2.2:RovnolEznikovy prostor nyni definujeme jako dvojiP,P takovou, zeP je
neprazdna mnozinaR# @ je kvaternarni relace iy musi platit nasledujici axiomy:
1" Pro kazdé,b,c0P existuje prav jednod P takové, Ze platP(a,b,c,d .)
2" Jestlize(e, f,g,h )e cyklicka permutace prvk (a,b,c,d) nebo (d,c,b,a ) kde
a,b,c,d G, pakP(a,b,c,d ) implikuje P(e, f,g,h).
3" Pro vSechna,b,c,d,e, f 0G, jestlizeP(a,b,c,d Ja P(c,d,e, f ), pakP(a,b, f,e).
Prvky zP nazyvame body rovnébnikového prostoru. Kazdfvetice (a,b,c,d) 0P se na-

zyva rovnolznik, zapis(a,b,c,d) 0P mizeme psat také jakB(a,b,c,d .)

M¢jme rovnolgZnikovy prostor(P,P )a binarni operacii na Px P definovanou
(a,b) C (c,d) = P(a,b,c,d). (5.4)
JednoduSe fiteme zkontrolovat, Zé je relace ekvivalence. Prvkyi@y) rozladu faktorové

mnoziny PxP/ L se nazyvaji vektory. Vektor se sklada z dvoji@gb) OPxP, kterou

ozna&ujeme (r;,f)) .
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Jestlize ozndme V = PxP/ [, IPxP - VvV, (a,b)—> (z_a_,B), pak (P,V, i ) je rov-
nokEZnikovy prostor ve smyslieti definice. opravdu, podminka (i) vyplyva zidafe T a
z 17, zatimco podminka (ii") vyplyva z 2" a ¥ definice .

Opan¢, méjme dan rovno&nikovy prostor(P,V, i )podle teti definice, definujme

na rm rovnolkEznik (v novém smyslu) jakétverici (a,b,c,d), a,b,c,d 0P takovou, Ze

plati (a,b) = (c,d). Podminky (i) a (ii') umakji ovsieni 1%, 2°, 3". Tedy spolens
s mnozinou vSech ,novych” rovn&iniki je rovnokkznikovy prostor v poslednim smyslu.

Poznamenejme, Ze ve vySe uvedendistypu k zavedeni rovnébnikového prostoru
muze byt podminka 1™ nahrazena podminkou

4 Pro vSechna,b,cP existuje pra¥ jednod [P takové, Ze platP(a,b,c,d )

To mizeme o¥iit, jestlize gejdeme odP(a,b,c,d )k P(b,a,d,c) a vhodr uzijeme
cyklickou permutaci a 2°P(a,b,c,d) = P(c,d,a,b) = P(b,a,d,c).

Ctvetice (a,b,c,d) je rovnoléznikovy prostor v ,geometrickém* smyslu peéehdy,

kdyz ¢tverice (a,b,c,d) je rovnolgznikem ve vySe uvedeném smyslu.

5.3 Grupy transferi medialni kvazigrupy

Definice 5.3.1:Nech’ G=(G,J] je medialni kvazigrupa. Pro kaZdébG zavedemdevy

transferL,, jako sloZeni (zprava doleva)'L, apravy transferjako R,, = R'R,. Toje

L,,(c)=d < ac=hbd pro vSechna,b,c,d G (5.5)
a podobg
R,,(c)=d = ca=db. (5.6)

Proto v medialnich kvazigrupach plati nasledujpzmilarni“ viastnost:
Lp(€)=d = R4(a)=b. (5.7)
ProtoZzeG je kvazigrupa, vezmeme-liitz prvka a,b,c,d 0G, rovnost ac=bd (respektive

ca=db) ukuje vG jednoznan¢ d&tvrty prvek (coz Ize nazvatvjastnostétvrtého prvkd).
Jako disledek pomoci pravého (resp. levého) kraceni dldrnasledujici vlastnosti pro

medialni kvazigrupy
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L., =L, =b=b, L, =L, =>a=a,

Ra,bzRa,b’:bzb,' Ra,bzRa’,b:aza"

Lemma 5.3.1: Neclt a,b,c,d,x, jsou prvky medialni kvazigrup)G:(G,[)] sphujici

L.pn(%) =R 4(%). PakL,, =R ;.

Diikaz: Neclt xOG je libovolny prvek ax=:L,, (x )(tj. ax=bxX). Nas pedpoklad Ize
zapsat jako ax,=bx, ~ a Xx,c=x,d. Z medialty G |Ize vyvodit
(ax%,)(xC) = (ax)(x,C) = (bX) (X, d) = (bx,)(Xd) = (ax,)(Xd). Pouzitim levého kraceni do-
stavamexc = Xd, coz znamen®_,(x) = x .'Podle tohoL,, = R_, (protoZex bylo libovol-

né).

Lemma 5.3.2: Necht G:(G,[)] je medialni kvazigrupa, pak kazda rovnice ve tvaru
L., = R.4. kde jsou danyit z prvki a,b,c,d 0G actvrty je neznamy, je jednoz@ resi-

telnda vG.

Diikaz: Necht a,b,c00G, vyberme pomocne prvky, G takove, Zel,,(q) =q . Pak
existuje jedinéd G tak, Zecq=dq "(podle viastnosttvrteho prvku), tj.R ,(q) = q - Pro-
to L,,(@)=R4(q), tedy L,, =R 4 podle lemmatu 5.3.1. Jestlizé, =R ,, pak

R.q =R, nasleds d =d". Podobg v ostatnich fipadech.

Lemma 5.3.3:Nech’ G=(G,[J je medilni kvazigrupa a,b,c,d JG. Jestlize existujg (G
takove, zel,, (q) = L.4(q )pakL,, =L, . Jestlize existujg 0 G tak, ZzeR, () = R.4(q )

pak R, =R4-

Diikaz: Predpokladejmel, (q) = L., (q) =q ‘a zvolme pomocny prvekJG. Podle viast-
nosti ¢tvrtého prvku existuje prdvijeden prveksOG tak, ze R () =q . Zrovnosti
L., () =R () =L.4(q) podle lemmatu 5.3.1 vyplyva, zZe,, =R, =L_,. Analogicky

pro pravy transfer.
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Jako disledek mame: Jestlize pldti, =L , (respektiveR,, = R_,), pak kazdéit z prvkii

a,b,c,d 0G jednoznan¢ uréuji teti.

Nakonec uvéme, Ze v kazdé medialni kvazigiu@= (G, jsou splgny nasledujici ekviva-
lence :

La,b = Lc,d < La,c = Lb,d < Ra,b = Rc,d < Ra,c = Rb,d ' (58)

Podle lemmatu 5.3.2 je kazdy levy transfer zatiopeavym transferem a ofa.
Mnozinu vSech levych transtespol&né s mnozinou vSech pravych transf@znaime Teg.

Jeji prvky nazyvame transfery Ga

Véta 5.3.1:Nech’ G=(G,[J] je medialni kvazigrupa. Pa@,id, o , Je komutativni grupa,

kterd misobi jednoduse tranzitigmaG.

Diikaz: Pro jednoduchost budeme pséat skladani zobrazedie sebe misto zapisu binar-
ni operaceo. Necht 7,,7, 1T,a allG. Podle lemmat 5.3.2 a 5.3.31a@me vybrat prvky
b,c,d0G tak, ze 7, =L,,,7,=L,.,7,=L.4. Ztoho vyplyva, zeL,, =L , a nasled&
L,. =Lyq =7,. Tedy dostavamer,z, =L 4L, =LgL L', =L, OT;.

Nyni 7,7, =Ly 4L,, = Ly L L;'L, =L,4 =7.7,. Proto plati komutativita. Pro peveélG,
libovolné, je zobrazenk, , =id; neutralnim prvkem grupoid(r, - .. Jestlizea,b0G, pak
Lyaloa = L., tedy L, al,, jsou navzajem inverzni. Jestlize, dJG, pak existuje
praw jeden transfer takovy, Z&c) =d; podle vlastnostitvrtého prvku, pro kazdéea0G

existuje prav jeden prvekbOG tak, zel, (c)=d. Zrovnostir(c) =L,,(c) =d dosta-

vame podle lemmat5.3.1a5.3Z L, .

Nyni uvedeme fehled rekterych dalSi vlastnosti transfiemedialni kvazigrup)(G,[)].
() Nasledujici rovnosti jsou platné pro vSectb,c0G::

La,b Lb,c = Lb,c La,b = La,c' (59)
Ra,b Rb,c = Rb,c Ra,b = Ra,c ' (510)
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(ii) Ze dvou nasledujicich rovnosti vyplyvét:
La,c (U) = U' '

Lyo (V) =V,

Lapeq (UV) = UV,

(i) Ze dvou nésledujicich rovnosti vyplyvéti:

L.e =Lscs

Log = Ly g

Labes = Lavcas
podoba pro trojici podminek:

Roc = Ree

Ro=Ryas

Rucs = Ruyca -

(iv) Z jakychkolic¢tyt z nasledujicich i rovnosti vyplyva zbyvajici:

Lo (X) =X,
La(Y) =Y,
Lacoa(2) =7,
Xy=2z,
Xy=7:
podoba pro
R.s(X) =X,
Ra(Y) =Y,
Recna (2) =7,
Xy=2,

Xy=27.
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5.4 Rovnol&Znikové prostory medialnich kvazigrup

Nech’ G=(G,]J je mediélni kvazigrupa. Ukazme nyniizpb jak pejit od grupy
(Tg,0), ktera msobi jednoduSe tranzitign na G, k rovnolEznikovému prostoru

v ,geometrickém* smyslu definice 5.2.1.

Uspdadané ctverici  (a,b,c,d) 0GxGxGxG budeme fikat rovnokznik na G
v piipact, ze L,, =L,., nebo jinakieceno, jestlize existuje transfer takovy, ze
7(a) = b, 7(d) =c. Mnozinu tv@denou vSemi rovnaiiniky zn&ime T . Podle definice 5.2.1

binarni relaceL na G, urtena pomoci(a,b) C (c,d) = P(a,b,c,d ) definuje vektory jako

tiéidy ekvivalence relacé . Vektor obsahujic{a,b) DG xG ozna&ime ab.

5.5 Vlastnosti vektorového &itani

Nyni zavedeme ¢$tani vektoti (podle Volence, [13]) vzhledem k prvkoOG (zvanému

pocatek) pomocio:51+0 ob:=oc = P(o,a,b,c). Volba p@&atku neni podstatna, protoze pro

kazdy vylEr dostavame komutativni grup{(G,0,+, ixomorfni s (T;,id; g ) odpovidajici
izomorfismus jeG - T;, g+ E)a Nasledujici vlastnosti se dajidit:

ab+bc=ac pro vSechna,b,c01G. (5.30)

Ps(a,a,b,c) = b=c proa,b,cO0G, (5.31)
Pro vSechna,b,c,d,e, f 0G,

P;(a,b,d,e), P;(b,c,e, f)= P;(c,d, f,a). (5.32)
Pro vSechna,,b,,c,,d,,a,,b,,c,,d, 0G,

Ps(a,,b,,c,,d,), P;(a,,b,,c,,d,) = P;(aa,,bb,,c.c,,d,d,). (5.33)
Pro vSechna,b,c,d,q0G,

P;(a,b,c,d) « P;(gagbqcqd) < Pg(aq,bg,cqdq). (5.34)
Pro vSechna a,b,c,dUG, jestlize Pg(a,b,c,d) pak  P;(ab,bc,cadb),

P; (ac,bd,ca,db), P, (ad,ba,cb,dc),P,(ad,bc,ch,da). (5.35)
Pro vSechna,b,c,d UG plati P, (ab,ad,cd,cb). (5.36)
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P, (a,(g/qg)a,ba,bg) a P, (g,a(q\q),ab,qb) plati pro vSechna,b,qG . (5.37)

Vektory mizeme brat jako polohové vektory Bod G vzhledem k péatku oG a prejdeme

od polohového vektoru k jeho koncovému bodu. Piad&a, b0 G definujeme a+_ b jako
prvek zG jednoznané uréeny pomoci P, (0,a,a+,b,b ) Dostavame komutativni grupu,

ktera je izomorfni T;,idg °,.)

Lemma 5.5.1:Neclt G=(G,[J je medialni kvazigrupa a prvky,a,b,c,d 0G . Pak

P;(a,b,c,d) « a+,c=b+,d.

Dukaz: JestlizeP; (a,b,c,d), P;(0,a,a+, c,c ) pak P, (b,a+, c,d,0) (vlastnost 5.32), na-
sledr¢ P (b,0,d,a+,c). Podobg z P, (o,b,b+, d,d) dostavameP, (b,0,d,b+,d ) tedy
a+,c=b+,d. Naopak a+,c=b+,d znamena, zeP,(ao,c,a+,Cc )a zarové

P; (o,b,b+, d,d). Odkud podle (5.32P; (b,c,d,a hebo ekvivalenth P, (a,b,c,d).

Lemma 5.5.2 Nech’ (G,0) je medialni kvazigrupa s pevnym bodenG=(G,J. Pak zobra-

zenilL,,, a R,, jsou automorfismy grupyG,+, ,)které komutuji,L,,, o R,, =R, ° Ly, -

Dukaz: Neclt qOG. Polozme |,=0/o0 a r,=0\o. Nyni postupté dostavame

(1, ar,) Ho o) = (1,0)((ar,) [©) = o((ar,) [6) = (or,) (ar,) [0) = (0 Har,)) r, ®) = ((,0)(ar,))
1,0 = ((1,9)(0r,)) [r,0) = ((1,0) &,) {ob) . Pomoci pravého kracerli; [{q ,) = (1,q) &,

coz znamend, R =R oL, . Ktomu, abychom dokazali, Ze zobrazeni jsou izdmpo
pouzijeme vlastnost (5.34):P;(o,a,a+,b,b )je ekvivalentni (pouzitiml,o=0) s
P;(ol,al (a+,b),I,b), to mizeme =zapsat jako | ,(a+,b)=1a+, 1b. Tedy
L. (a+,b)=L, (&) +, L, (b) pro vSechnaa,blG. Podobs pro vSechnaa,bG plati
R,(a+,b)=R (a)+, R (b).

Nyni jsme pipraveni specializovat obecnou verzi Toyodo¥yww

Nech’ G:(G,[)] je medialni kvazigrupa aldG . Pak pro vSechna,b0G plati rovnosti
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alb=a(o\o)+,b(o/0)+, (0LD).

Dukaz: Binarni operacer, byla zavedenarpd lemmatem 5.5.1. Podle vlastnosti (5.37) ma-
me P (o,ar,,ab,0b) a P;(0,l ,b,0b,0l0)(kde jsme opt ozn&ili |, =o/o0 ar, =0\0), a
tedy (podle definice ¢tani +, na G) alb=alt, +, o, o =1, b+ old, nasledn

ab=alt, +, 1 b+ old. Platialb=R,, (a)+, L,,,(b) +, 0[d (,Toyodova ¥ta®).

5.6 Rovnol&zniky a lichobézniky v GS-kvazigrupach

Zatnéme s pehledem d&ch vlastnosti GS-kvazigrup, které budou uiite
v nasledujicich uvahach.

Mg&jme GS-kvazigrupyG,[),, nasleduijici identity plati pro viechagb,c,d 0G :

(a((ab)c))c =b, prvni GS identita, (5.38)
a((a(bc))c) =b, druh&a GS identita, (5.39)
aa=a, idempotentnost, (5.40)
(ab)(cd) = (ac)(bd), medialita, (5.41)
a(ba) = (ab)a, elasticita, (5.42)
a(bc) = (ab)(ac), leva distributivita, (5.43)
(ab)c = (ac)(bc), prava distributivita, (5.44)
a((ab)b) =b, (5.45)
(b(ba))a=h, GS-identity dvou prosmnych, (5.46)
a((ab)c) =blbc (5.47)
(c(ba))a=cblb, zkracené GS-identity, (5.48)
dalSi alternativni rovnosti pro ndsobeni:
ab=c < a=c(cb), (5.49)
ab=c = b=(acgc, (5.50)

dvé z nasledujicich rovnosti implikuji zbyvajici
ab=c,dc=b,ab=c,db=a, (5.51)

a rovnosti pro dualni operact“ (danou naG vztahemao® b:=ba pro a,bJG):

42) = (42,,), 43 = (43,), (44 - (44,,). (5.52)
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5.6.1 Rovnolézniky v GS-kvazigrupach

Z podkapitoly 5.4 vime, Ze rovné&imik v medialni kvazigrup(G,[) miZeme defino-
vat jakoctverici (a,b,c,d) 0GxGxGxG takovou, Ze existuje transfer @aktery zobraza

dobaddoc.
Prvky a,b,c,dG, které tvéi rovnolkEznik, nazyvamevrcholy rovnokezniku

(a,b,c,d)0P.

Alternativrg, jestlize plati P(a,b,c,d ) pak existuji p,g0G tak, Zze ap=bq a
dp=cqg. Tedy v GS-kvazigrupmiazeme definovat rovn@inik nasledové
Definice 5.6.1.1:Nech’ (G,)) je GS-kvazigrupa @&,b,c0G . Prvkya, b, c tvori rovnolEZnik
praw tehdy, kdyz platiP(a,b,c,al(b(calb )))
Podle 17 z definice 5.2.2umeme konstatovat:

Pro vSechna,b,c,d 0G, P(a,b,c,d) = d =alb(cala).
DokadZzeme, Ze prop=ablb a q=b plati ol nasledujici rovnosti:ap=bg a

a(b(cala)) [ p =cp. Pokr&ujme takto:a(ablb) =b =bb(pomoci (5.45) a idempotentnosti),
a(b(cal@)))(ab) Z (al@b)((b(cala))b) z (alab)(b((calt)b)) z

(ab) [ab)((cal&)b) = (a((a(ca@))b = (a((ata)a)b = cb.

Nyni dokdZzemeifimo, Ze v GS-kvazigrupctverice relaciP naG definovana jako:
P(a,b,c,d) = d =al(b(cala) sphuje vlastnosti 17, 27, 3". Opravdu, 1” je sfsla Fimo
z definice P. Pro 2° st& dokazat P(b,c,d,a) a P(c,b,a,d) z P(ab,cd), tj.
b(c(dblb)) =a ac(b(aclic)) =d z d =a(b(cala)).

Tedy:

b(b(c(dbb))) = bbc)(b(dbb)) = bbd)((bbd)b) = b((bc)(bd @) =
(bTbc)(b(bd [H)) = (bIbA)d = (bbc)(a(b(cald))) = baf(bo)(b(ca®)) =

543
b(a(c(cald))) = b[da=Dba.
Z toho dostavamé(c(dblb)) = a. Tudiz

c(b(aclt)) 523 cb{c(aclt)) 522 cb{(cac)c) 5é4 c((cac)c) b((c [ac)c) 529

alb((cac)c) 528 a(b(cald)) =d.
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Zbyva potvrdit platnost 3°. Budeméeplpokladat, ze pra,b,c,d,e, f OG plati P(a,b,c,d)
a P(c,d,e, f), to Ize vyjadit jako a(b(cala)) =d ac(d(eclc)) = f.

Takze:

542 547

f = cld(ecle) 523 cd[e(ecle) = cd[{clete)c 5é8 cd [cel®) 5541 (clte) [de =
e(ecled) [éc = (eleg [de = ((e2gd)e = (elec) [{a(b(cala)))e =

(eafeq(b(cal@))e = (ealeb)(c(cam))e = (eadeb)a)e = ((e@ba)e =

544

(e[eh)e) (e = (e(ebl®)) e = (b[be) e = bal(bel®) =

545
(b(bel®))(a(bel®)) = e(a(bele)).
Ale f =e(a(bele)) mizeme zapsat také taki®(e a,b, f , nasleds dostavameP(a,b, f,e )
z2.

Vlastnosti medialnich kvazigrup (5.30) az (5.37¢dené v podkapitole 5.5 jsou sarfeae
platné i pro GS-kvazigrupy. iixazy vlastnosti odvozenychtimo pro GS-kvazigrupy jsou

casto jednodussi nez v obecnéfipad. Jako piklad uve’'me P(ab,cb,cd,ab) pro vSechna

a,b,c,d 0G. Nésledujici tvrzeni dokazeme uzititiighuSnych vlastnosti GS-kvazigrup.

Lemma 5.6.1.1:Neclt G=(G,)] je GS-kvazigrupa. Jestliza,b,c0G a d =ac, e=ab,
f =ec, g=df, pak plati tvrzenP(a,b,d, f ) P(b,e, f,g) aP(a,ed,qg).

544
Diikaz: Diky tomu, Ze f =ec=(ab)c a g=df =(ac)(ablt) = (alab)c mame o¥ienu
platnost P(a,b,ac, (ab)c ), P(b,ab,(ab)c,(a(ab))c) a P(a,ab,ac,(a(ab))c). Postups dosta-
543 538
vame a(b((alta)a)) = ab[@((alta)a) = ablt,

7,543

b(abl{(abE)b)b = b((ab{(ab)c)b)(abb)) = (b(cEb))(b(abib)) = (b(c [&h)) (b ab)b) =
(b(c Tbo))((b ab)b) = (b(b Ab))((c [Eb)b) = (b(b [Ab))c = (b(balb)c = (aAEb)c,

a(ab{(ac)a)a) 5i2 a(abalta)a) Fﬁs a(ab{acLlt)) 5és(a [Ab)(a(aclt)) 5f)(a [Ab)c.
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Pro specialni volbu bddc = e=ab jsou splgny dw z rovnosti (5.51), jmenowitab=c a

ac=d. Navic diky idempotentnostif =ec=cc=c tak, Ze z P(a,b,d, f) dostavame

P(a,b,c,d).

Jako disledek dostavame:
Pozndmka 5.6.1.1Pro vSechna,b G plati P(a,b,a(ab),ab).

5.6.2 GS-lichokzniky

Definice 5.6.2.1Ctvefici a,b,c,d JG nazveme GS-lichatinikem VG, jestlize plati rovnost
alab=d[dc. Budeme pouzivat zteni GST(a,b,c,d )a odpovidajici kvaternarni relaci

ozna&imeGST Prvky a,b,c,d budeme oft nazyvatvrcholy GS-lichokZniku.

Lemma 5.6.2.1:V GS-kvazigrup (G, pro vSechnaa,b,c,d 0G , GST(a,b,c,d) im-
plikuje GST(d,c,b,a).

Dukaz: Provedemeipmo z definice GS-lichaizniku.

V GS-kvazigrug mohou byt kromd lichokéZnika zlatéhotezu zavedeny také doprovodné
GS-lichol#Zniky druhého druhu.

Definice 5.6.2.1: GS-licholZznikem druhého druhtozumime ¢tvefici c,a,d,b sphujici
GST(a,b,c,d) . ZapisujemeGST(c,a,d,b) .

To je: GST(c,a,d,b) plati pra¥ tehdy, kdyzGST(a,b,c,d )

Podle lemmatu 5.6.2.15ST(a,b,c,d) plati, pra¥ kdyz platiGST(c,a,d,b ).

Tedy permutace

ab c d
Mn-= (5.53)
c ad b

vzajemrt pievadi relac&STa GST.
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Lemma 5.6.2.2:Neclht (G[)] je GS-kvazigrupa a netha,b,c,d jsou prvkyG. Pak plati:

GST(a,b,c,d) praw tehdy , kdyzbala=cd(d .

Diikaz: Postupujeme nasledayn

d 528(; [{(clda)a) 526c(((c [ca)a) [(da)a) 524c((((c [ca)d)a)a), zcehoz plyne ekvivalence mezi
b=(clca)d ad =c(bala). Dale z (5.49):

b=(clta)d = clta=blbd = GST(c,a,d,b) = GST(b,d,a,c) = @'(a,b,c,d). Podobsg
z (5.50),d = c(bala ) praw tehdy, kdyzbala=cd![d .

Prechodem ke kvazigrépdualni k(G,) obdrzime vysledek tykajici se duality lichithiki:
Ke kazdé ¥t¢ o GS-lichokznicich v GS-kvazigrupach existuje odpovidajiciladiua
véta o GS-lichoBznicich druhého druhu, (a naopak) pokud se ve vdeetienych binarnich

sowinech ve ¥tach zamini dlohyciniteli odpovidajicim zfisobem.

Pozndmka 5.6.2.1: Z kazdé vty o GS-lichoZnicich dostavdme &p vétu o GS-
lichobéZnicich, jestlize kazdy vyrok ve tvafBST(a,b,c,d vyménime za odpovidajici vyrok
GST(c,a,d,b). Role ¢initela se vyngni ve vSech saiinech. Poznamenejme, Ze relace
P(a,b,c,d) plati v ptibéhu popisovanych zém, coz je dsledkem ekvivalence

d =a(b((ca)a)) = d =((a(ac))b)a.
Opravdu:

546

a(b(cald)) 5isab [{a(cal@)) 5§2 ab[{(alta)a) F)isba(ac [E) 5'=41(a [Ac) [bc 5f(a [(Ac)b [{alAc)c =
((alac)b)a.

Lemma 5.6.2.3: V GS-kvazigrug (G[)] plati GST(a,b,c,d), pra¥ kdyz je rovnost

aclc =dblb splréna pro vSechna,b,c,d 0 G.

Dikaz: Stai aplikovat vySe uvedenou permutaci, (5.53), nawetence:

GST(b,d,a,c) = GST(a,b,c,d) - (ba)a=(cd)d .

Lemma 5.6.2.4:V GS-kvazigrup plati pro vSechna,b,c,d 0G ekvivalence:
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GST(a,b,c,d) = a=(d[dcgb < b=(aclc) = c=a(dblb) = d =(alab)c.

Diikaz: Podle (5.53),alab=dI[dc je ekvivalentni s(alab)c=d a také s (d[dc)b=a.
Podobr z (5.50): rovnostacic=dblb je ekvivalentni srovnostmic=a(dblb )a

b=d(aclc). V dasledku toho dostavdme vySe vyslovené ekvivalence.

Pozndmka 5.6.2.2GS-licholgZnik je vG jednozn&né uréen femi svymi vrcholy.

Lemma 5.6.2.5:Nech’ (G,[)] je GS-kvazigrupa. Pak pro viecha#,c,d 0G jsou nasleduii-
ci tfi podminky ekvivalentni:

GST(a,b,c,d),

existuje prveledG, ktery sphuje eb=a,ec=d,

existuje bodf OG, ktery sphuje af =c=df =b.

Dikaz: Podle (5.49), eb=a -~ e=a(ab ) a také ec=d = e=d(dc) Odtud:
GST(a,b,c,d) = a(ab) =d(dc), odtud vyplyva prvnicast. Druh&ast vyplyva z prvni po-

a b c d e
b dac f)

moci dudlni zagny (
Lemma 5.6.2.6:Necht’ (G[)] je GS-kvazigrupa. Pro vSechmab,c,d 0 G jsou nasledujicii
podminky ekvivalentni:

GST(a,b,c,d),

(xa)b = (xd)c je splreno pro kazdéxOG,

a(cx) =d(bx) je splreno pro kazdé&xOG.

Dikaz: M¢jme a,b,x0G, vypcaitéme

545 543 541 548
(xa)b = xal{a(abb)) = xal{(alab)[ab) = (x(alab)) [{alab) = (x((alab)c))c)
takZze xalb = xd [c prav tehdy, kdyzd = (alab)c, to je podle lemmatu 5.6.2.4 ekvivalentni
s GST(a,b,c,d).

Specialg: Kvaternarni relac&STnaG ma nasledujici jednoduché vlastnosti:
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Lemma 5.6.2.7: V GS-kvazigrup pro vSechnaa,b,c0G plati GST(ab,b,c,ac) a
GST(b,ca,ba,c).

Diikaz: Ozna&me d:=ab, e:=ac. Z (5.49) vyplyva, Zea =d(db) = e(ec ) Dostavame tvr-
zeni GST(d,b,c,e). tj. GST(ab,b,c,ac).

Disledek 5.6.2.3Pro vSechna,b 0 G plati nasledujici:
GST(a,b,b,a), GST(a,a,b,ab), GST(a,ba,a,b).

Dikaz: Je dano a,b0G, ozn&me c:=al/b. Pak GST(ab,b,a) je disledkem
GST(cb,b,b,cb). Pro zbytek vyuZileme skuleosti, Ze podle lemmatu 5.6.2.7 plati
GST(ac,c,b,ab) a GST(c,ba,ca,b). Nyni sta&i polozit a = ¢ a aplikovat idempotentnost.

Lemma 5.6.2.8:V GS-kvazigrup (G, jsou pro viechna,b,c0G splrsna nasledujici tvr-

zeni GST(b, (ab)b, (ac)c,c ) a GST(b(ba),c,b,c(ca)).

Dikaz: M¢jme a,b,c0G, patitejme
542 539 539 542
b(b(abb)) = b((bab)b) = a = c((c[ac)c) = c(c(aclt)), tim jsme owili prvni

tvrzeni. Druhé vyplyva z dualni z&ny.

Lemma 5.6.2.9: JestIiZe(G,[)] je GS-kvazigrupa a,b,c 0 G, pak plati
GST(a(ab),c(ca),b(ba),a(ac)) a GST((ab)b, (ba)a, (ca)a, (ac)c).

Dikaz: Dok&Zzeme pouze prvni tvrzeni (druhé by se dokdag@@moci duélini vyrny):
pro vSechnaa,b,c0G,

((a[2b) [(aab)(c (ta)) (b ba) = ((alab)b) {((aab)(c Ea)) ba) =

(arab)b) [{((a@b)b)(c[ta)a)) = alkc.
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Lemma 5.6.2.10;]est|i2e(G,[)] je GS-kvazigrupa a,b,c,d O G, pak
GST(a,b,c,d) = GST(c,d,ad,b(bc)) .

Diikaz: Za predpokladud = (a(ab))c (coz je ekvivalentni SGST(a,b,c,d )) dostavame:

54

(cled) [Ad :1 cal{cd[dl) = cal{c{(alab)c) [{alab)c) 522 cal{c(alAb) [¢) [{(a[ab)c) 524
cal{c(alab) [{alab))c 5541 c(c(alab) [{alab)) [Ac 525 (al&b) [Ac Sés a(abLlt) Sf b(bc), tedy
plati GST(c,d,ad,b(bc)).

Lemma 5.6.2.11:Neclt (G, je GS-kvazigrupan >1 je celécislo a nech a,,b,...a,,b,
jsou prvkyG. JestlizeGST(a,,b ,b.,,a,, )plati pro véechna0{1---,n-1}, pak také plati
GST(a,,b,,b,a).

,pualne®, jestlize GST(b,,,a,a,,,,b ) je splrtno pro véechnaD{L---,n—J}, pak pla-
tii GST(b,,a,,ab,).

Dukaz: Prvni ¢ast vyplyva za,(ab) =a,(a,b,) =...=a,(a,b, ) Druhacéast se dokazuje

uzitim duality.

V GS-kvazigrug (G,0)) plati nasledujici implikace pro véechag,c,d,a’,b’,c’,d0G:
jestlize platiGST(a,b,c,d )a GST(a,b,c’,d"), pak platiGST(d,c,c’,d ")

jestlize platiGST(a,b,c,d )a GST(a,b’,c,d"), pak platiGST(d,b’,b,d ")

Dvojice gipomina ®rco jako ,perspektivni Desargueskou pozici dvojideojuhelnika”

s vlastnim sedem a nevlastni osou.

Lemma 5.6.2.12:Pro libovolny vykr bodi a,b,c,d,e0G v GS-kvazigrup (G,IJJ, implikuji
dvé z nasledujicich tvrzen6ST(a,b,c,d ,)GST(b,c,d,e), GST(c,d,e a) to treti.
Poznamenejme, Ze tvrze®dST(c,d,e,a muzeme nahradit tvrzeninGST(d, e a,b , tedy

zawr lemmatu 5.6.2.12 plati.

Dikaz: Ovéime, Ze tvrzen(GST(b,c,d,e a GST(c,d,e a) jsou ekvivalentni zaipdpokladu
GST(a,b,c,d). Pro zbytek miZzeme vyuzit duality vztah za vynmeény (b,e) - (e b),
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(c,d) - (d,c). Predpokladejme, ze d =(a(ab))c a owime platnost ekvivalence

e=(b(bc))d = (c(cd))e=a. Doopravdy:
(c ed)((b Ibe)d) = (c[c [a fab)c]) (b [be) Ha ab)c)] = (c((c(a @h)e)) (b to)(aab)c)) =

((arab)((a@b)o) [(b(bo)(ab)0) = (arab)(bb)((arab)e) = (ab)(bbAc) =

546

(al@b)b = a.

Lemma 5.6.2.13:V GS-kvazigrug (G[)] pro vSechnaa,b,c,d,eb’,c,d TG, tii ze ctyr
nasledujicich tvrzenGST(a,b,c,d ,\5ST(a,b',c’,d), GST(b,a,b’,e), GST(c,d,c’,e) impli-
kuji to zbyvaijici. ,Dualg”, ze #i z nasledujicich tvrzenGST(a,b,c,d ,)GST(a',b,c,d"),
GST(a,a,ec), GST(d,d",eb) vyplyva toctvrté.

Diikaz: Sta&i dokazat polovinu ippadi. Opravdu, pouzitim permutacéa,d) - (d,a , )
(b,c) - (c,b), (b,C) - (c,d)mizeme zkontrolovat, Ze tvrzeniGST(b,a,b,e )a
GST(c,d,c,e) jsou zamdnitelna, zatimco zbyvaijici tvrzeni jsotepedena do ekvivalentniho
tvrzeni (Lemma 5.6.2.1).irf@dpokladejme, Ze plattST(b,a,b’,e , }Jj. e=(blba)b". Z tohoto
piedpokladu mame dokazat, Ze ¢édvz tvrzeni GST(a,b,c,d ) GST(a,b,c,d),

GST(c,d,c’,e) implikuji to zbyvajici. Mizeme dokéazat, Ze &z rovnosti

d(aclc) =b, (5.54)
d(aclc) =b", (5.55)
(clcd)c=e, (5.56)

implikuji tu zbyvajici. Argumenty jsou nasledujici:

541

(d(ac)((d(ac(E))a)) {d((acE))) = (d [E(acE))((aclt)a) [@(ac) =
(d ®(ac®))d [(act)aacs) = (d @(acie))d [(ace)(ac) ac) =

(d (ac®))d [(aca)(cc) (ac) = (d [d(acie))d [(ac@)afccd) =

‘547,548

d(d((ac)e) ) [(a(ca))aticc@)) = ((acw®) H(act))d) {(acE)(ccd) =

544

(acT)((ac®)d {ccT)) = d H(cCT) = d [d &¢)(dC) = cClec@d) = (cled)C .
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Implikace (5.54), (5.55 (5.56) a (5.54), (5.56)> (5.55) jsou #ejmé. Jestlize jsou spn
ny (5.54) a (5.55), pak plad= (blba)b’=(clcd)c’, a (5.56) plati; podoknostatni implika-
ce.

Nyni za&néme s dvojici rovnosti (5.55), (5.56). VySe uvedeangocty poskytuji

(d((aclc))((d(aclc)[a)[b=e=(b[ba)b’. Po zkraceni zprava prvkerbh” dostaneme:

(d((acle))((d(aclc)[a) = (b[ba). Vynasobenim rovnice prvkemzprava a pouzitim (5.51)
dostaneme vztah (5.56).
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