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Úvod 
 

 Kvazigrupy nepatří mezi příliš známé algebraické struktury, při studiu na vysoké škole 

se s nimi většina studentů nesetká. Většina autorů o nich publikuje pouze v angličtině. Mým 

úkolem bylo navázat na bakalářskou práci a rozšířit ji o další vlastnosti kvazigrup. 

 Práce je rozdělena do pěti kapitol, v první z nich jsou uvedeny potřebné poznatky 

z univerzálních algeber, druhá kapitola se zabývá kvazigrupami, zvláště pak GS-

kvazigrupami a hexagonálními kvazigrupami. Ve třetí kapitole jsou sestrojeny konkrétní pří-

klady GS a hexagonálních kvazigrup z konečných těles. Čtvrtá část se zabývá izotopiemi kva-

zigrup. Poslední část se věnuje geometrii v GS-kvazigrupách. 
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1 Univerzální algebry 
 
Tato úvodní kapitola se věnuje hlavně zavedení potřebných pojmů z teorie univerzálních al-
geber, čerpáno bylo z literatury [1], [4], [5] a [6] . 
 

1.1 Operace, algebra 
 
Definice 1.1.1: Nechť ≠A Ø je neprázdná množina a Aif  je  in -ární operace na A  pro 

ki ,...,1= . Pak dvojici A= ( )( )k

i
A

ifA 1, =  nazveme algebrou typu T= ( )knn ,...,1 .  Množině A  ří-

káme nosič algebry. 

 

Pro 2=n mluvíme o binární operaci na množině A. Zde budeme pro binární operace 

AAf →2:  nejčastěji používat symboly ·, +, -, ⊕, ⊗ apod. Zpravidla místo ( )baf ,  píšeme a 

f b.  

Zobrazení AAf n →:  nazveme n-ární operace na A. Doplníme-li =0A {Ø}, pak nulární 

operaci lze brát jako zobrazení :f {Ø} A→ ; jedná se vlastně o výběr jednoho prvku z A .         

 

1.2 Grupoidy 
 
Definice 1.2.1: Algebru G= ( )⋅,G  typu ( )2 , tedy s jednou binární operací, nazveme grupoi-

dem. Řekneme, že grupoid G má vlastnost krácení zleva, platí-li kvaziidentita 

yxyzxz =⇒⋅=⋅ , tedy pro libovolný výběr prvků cba ,,  z nosiče G platí implikace 

babcac =⇒⋅=⋅ ; krácení zprava, platí-li v G, že yxzyzx =⇒⋅=⋅ ; krácení, má-li sou-

časně vlastnost krácení zleva i zprava. 

 

Definice 1.2.3: Prvek Ge∈  nazveme levým neutrálním prvkem grupoidu G= ( )⋅,G ,     splňu-

je-li identitu xxe =⋅ , tj. aae =⋅  pro všechna Ga∈ . Podobně pravý neutrální prvek je cha-

rakterizován identitou xex =⋅ . Neutrální prvek je současně levým i pravý neutrálním prv-

kem. 

Snadno se ukáže, že grupoid nemůže mít  dva různé neutrální prvky: ee≠´ ( )eeee =⋅= ´´ . 
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Definice 1.2.4: Grupoid, který splňuje asociativní zákon, tedy identitu ( ) ( ) zyxzyx ⋅⋅=⋅⋅ ,  

nazveme pologrupou. 

Definice 1.2.5: Prvek Ga∈  grupoidu ( )⋅,G  nazveme idempotentní,  jestliže splňuje aa =2 . 

Grupoid je idempotentní, platí-li v něm identita xx =2 . 

 

Definice 1.2.6: Grupoid se nazývá komutativní nebo abelovský, platí-li v něm identita 

xyyx ⋅=⋅ . 

 

Definice 1.2.7: Grupoid je mediální, jestliže v něm platí ( )( ) ( )( )yvxuuvxy = . 

 

Definice 1.2.8: Ke každému grupoidu ( )⋅,G  můžeme sestrojit tzv. duální grupoid   ( )opG ⋅, , 

kde  xyyx op ⋅=⋅ . 

 

Definice 1.1.10: Levá translace La prvkem a v grupoidu ( )⋅,G  je zobrazení      GGLa →: , 

yayLa ⋅=)( . Pravá translace Rb prvkem b v grupoidu ( )⋅,G  je zobrazení   GGRb →: , 

bxRb ⋅= . 

 

1.3 Grupy a kvazigrupy 
 
Definice 1.3.1: Kvazigrupa je grupoid ( )⋅,G , ve kterém mají rovnice tvaru bax =⋅ ,  bya =⋅  

jednoznačně určená řešení pro všechny prvky a,b z G. 

Jinak řečeno, ve vztahu zyx =⋅  je každý prvek určen zbývajícími dvěma. 

 

Pozn. 1.3.1: Každá kvazigrupa má vlastnost krácení (zleva i zprava). Pro kvazigrupu vznikají 

z této jednoznačné řešitelnosti rovnic další dvě doprovodné operace: 

pro Gba ∈, , ba \  je právě ten prvek x, pro který bya =⋅ ;  

operaci \: ( ) babaGGG \,, a→×  můžeme říkat levé dělení. 

Operaci /: ( ) abbaGGG /,, a→× , kde ab /  je rovno právě tomu y, pro které bax =⋅ , mů-

žeme říkat pravé dělení. 
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Jestliže ( ),.G  je kvazigrupa, pak také duální grupoid ( )opG ⋅,  je kvazigrupou, pro kterou 

zřejmě platí  \/ =op  a /\ =op , tedy operace pravého a levého dělení v duální kvazigrupě jsou 

rovny levému respektive pravému dělení v původní kvazigrupě. 

Poznamenejme, že kvazigrupu lze definovat i v typu ( )2,2,2  pomocí všech tří zmíně-

ných operací /,\,⋅  a vhodných identit. 

 

Definice 1.3.2: Kvazigrupě  s neutrálním prvkem budeme říkat lupa.  Značit ji budeme 

L= ( )⋅,,eG . 

 

Pozn. 1.3.2: Latinským čtvercem řádu n nad množinou G , kde G= n , nazveme  matici( )jiA , , 

nji ≤≤ ,1 , prvků z G, pro kterou 

(i) v každém řádku jsou všechny prvky různé, 

(ii) v každém sloupci jsou všechny prvky různé. 

Jinak řečeno, v řádcích a sloupcích jsou permutace (konečné) množiny G. Místo o matici se  

častěji hovoří o tabulce prvků. 

Vynecháme-li operaci, „levé“ a „horní“ záhlaví v tabulce kvazigrupy, zůstane nám 

v podstatě latinský čtverec.  

Vysvětlení názvu lze najít např. v literatuře [4], prvky takových schémat totiž bývaly 

značeny latinskými písmeny. 

 

Definice 1.3.3: Grupu můžeme zavést jako kvazigrupu, která je současně pologrupou. 

                        

Lze pak ukázat, že grupa má oboustranný neutrální prvek e a ke každému prvku Ga∈  

existuje oboustranný inverzní prvek 1−a ; eaaaa =⋅=⋅ −− 11 ; [1]. 

Poznamenejme, že grupa se často zavádí jako pologrupa s neutrálním prvkem, v níž   

ke každému prvku existuje prvek inverzní. 

 

 

Definice 1.3.4: (alternativní definice pro grupu) 

Grupa je neprázdná podmnožina ≠G Ø spolu s binární operací, označovanou jako skládání, 

která má následující vlastnosti: 

  (i) (asociativita) ( ) ( )cbacba ⋅⋅=⋅⋅  pro všechna Gcba ∈,, .  
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(ii) (existence jednotky) Existuje prvek Ge∈  takový, že aeaae =⋅=⋅  pro    

     každé  Ga∈ .  

(iii) (inverzní prvky) Pro každé  Ga∈  existuje prvek Ga ∈−1  takový,  

                  že  platí eaaaa =⋅=⋅ −− 11 . 

Obvyklé značení: multiplikativní … ( )⋅,,eG , aditivní …( )+,0,G . 

Grupa je konečná, obsahuje-li konečný počet prvků. 

 

Definice 1.3.5: Podgrupa je podmnožina grupy, která je sama grupa vzhledem k zúžené ope-

raci. 

 

Definice 1.3.6: Mohutnost nosiče G konečné grupy G se nazývá řádem grupy,  

ozn. mohG =  G. 

 

Definice 1.3.7: Grupa (podgrupa) se nazývá cyklická, je-li generována jedním prvkem, tj. je-li 

tvaru { }Znaa n ∈= . 

 

Definice 1.3.8: Zobrazení HG →:ψ  nazveme homomorfismem grupy G= ( )⋅,G  na grupu 

H= ( )o,H , jestliže platí )()()( baba ψψψ o=⋅ . Bijektivní homomorfismus se nazývá izomor-

fismus. Automorfismus grupy G= ( )⋅,G  je izomorfismem G na G. Všechny automorfismy gru-

py G spolu s operací skládání opět tvoří grupu označovanou jako Aut G. 

 

Definice 1.3.9: Nechť M je množina a G= ( )⋅,,eG  je grupa. Zobrazení MMG →×:ρ , 

( ) mgmg ⋅a,  nazveme operací nebo akcí grupy G na množině M , platí-li: 

(i) mme =⋅  pro libovolné Mm∈ , 

(ii) )())(( hmgmgh =  pro všechna Mm∈  a libovolná Ghg ∈, . 

Řekneme, že G operuje tranzitivně na M, jestliže pro libovolná Mmm ∈́,  existuje Gg ∈  tak, 

že ´mmg =⋅ . G operuje dvojně tranzitivně, jestliže pro libovolné prvky     Mbaba ∈́´,,, exis-

tuje g z G takové, že ´)( aag = , ´)( bbg = . 
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Pozn. 1.3.3: Každý prvek Gg ∈  operuje na M  jako permutace množiny M,   mgmg ⋅a:π ; 

zobrazení gg πa  je pak grupový homomorfismus grupy G na podgrupu permutační grupy 

Perm M. 

 

1.4 Okruhy, obory integrity, tělesa 
 
Definice 1.4.1: Okruh je algebra ( )⋅+,,0,R  typu ( )2,2,0  taková, že 

(i) ( )+,0,R  je komutativní grupa (inverzní operaci označíme –), 

(ii) násobení je asociativní, 

(iii) sčítání a násobení jsou vázány distributivními zákony. 

Jako důsledek základních axiomů dostaneme  

000 =⋅=⋅ aa  pro všechna Ra∈ , ( ) ( ) bababa ⋅−=−⋅=⋅−  pro všechna Rba ∈, . 

 

Definice 1.4.2: Oborem integrity rozumíme okruh R s jednotkou 01≠  (tj. prvkem splňujícím 

aaa =⋅=⋅ 11  pro Ra∈ ), který je komutativní a nemá dělitele nuly, tedy splňuje 

00 =⇒=⋅ aba  nebo 0=b . 

 

Definice 1.4.3: Těleso (nekomutativní) je algebra F= ( )⋅+,,1,0,F  typu ( )2,2,0,0  taková,  že  

(i) ( )+,0,F  je komutativní grupa, 

(ii) 10 ≠ , 

(iii) F* { }( )⋅= ,1,0\F  je grupa, 

           (iv) násobení je asociativní, tedy platí identita ( ) ( )zyxzyx ⋅⋅=⋅⋅ , 

           (v) platí identity („distributivita“ zprava a zleva)   

                ( ) zyzxzyx ⋅+⋅=⋅+ , ( ) yzxzyxz ⋅+⋅=+⋅ . 

 

Tedy těleso je speciálním případem okruhu. 

Je-li splněno xyyx ⋅=⋅ , nazýváme těleso komutativním (komutativní těleso je oborem inte-

grity). 

Jestliže mF =  pro nějaké přirozené číslo, mluvíme o konečném tělese; značíme ( )mGF  

(„G“ podle E. Galoise).  
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Vlastnosti konečných těles byly podrobně prozkoumány a jejich struktura je známa. Mimo 

jiné,  konečné těleso je vždy komutativní; [5]. 

 

1.5 Konečná tělesa 
 

Konečná tělesa mají řadu důležitých aplikací např. v teorii kódování (hledání a opra-

vování chyb), kryptografii a kombinatorice. 

Je-li F konečné těleso a F* jeho multiplikativní grupa, dá se dokázat následující. 

 

Věta 1.5.1: Je-li F ( )⋅+= ,,1,0,F  konečné těleso, pak platí: 

(i)  F má  prvočíselnou  charakteristiku p  (tedy nejmenší prvočíslo p,  pro  které     

      01=×p , kde ×  značí přirozený násobek , 1...111 +++=×p , kde 1 sčítáme       

     p-krát),   

           (ii)  multiplikativní grupa F* tělesa F je cyklická.  

 

Pozn. 1.5.1: Řád prvku α v grupě je nejmenší kladné číslo r, pro které 1=rα . Číslu k, pro 

které 1=kα , se říká exponent; řád je tedy nejmenší exponent daného prvku α . 

 

Důkaz věty 1.5.1:  

(i) Kdyby p bylo složené číslo, lkp ⋅= , pak by ( ) ( ) 0111...111 =×⋅×=×××=× lkp , 

tedy aspoň jeden z činitelů 1×k , 1×l  by musel být roven nule. Potom by však p nebylo nej-

menším číslem takové vlastnosti. 

(ii) Je-li mF = , pak 1* −= mF . Mezi prvky z F* vybereme ten prvek α, který má 

maximální řád 1−≤ mr . Protože F* je komutativní grupa, dá se použít věty z teorie grup. 

Dostaneme 1=rα  pro všechna *F∈α .       

 

Definice 1.5.1: Podtěleso  tělesa F je každá podmnožina P tohoto tělesa, která je sama   těle-

sem vzhledem k operacím definovaným na F. 

 

Definice 1.5.2: Těleso, které nemá žádná vlastní podtělesa, nazveme prvotělesem. Značíme 

F0. 
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Věta 1.5.2: Každé těleso F obsahuje některé prvotěleso jako své podtěleso. 

 

Důkaz:  Lze najít např. v [6]. 

 

Věta 1.4.3: Buď F konečné těleso. Pak F obsahuje np  prvků, kde p je prvočíslo a n   nějaké 

přirozené číslo.   

 

Důkaz: Protože je F konečné, má nutně prvočíselnou charakteristiku. Podle předchozí věty  

obsahuje F prvotěleso F0. Těleso F je tedy množina všech lineárních kombinací prvků  z n-

členné báze vektorového prostoru F nad tělesem F0, přičemž koeficienty těchto lineárních 

kombinací probíhají nezávisle na sobě p-prvkové těleso F0. Tedy npF = . 
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2 Vztah komutativních grup a některých typů kvazigrup 
 
Tato kapitola čerpá hlavně z literatury [3], [8] a [9]. 
 

2.1 Toyodova věta 
 
Věta 2.1.1: T-kvazigrupa ( )o,G  („T“ podle japonského autora Toyody, převzato z  [3]) je dá-

na následující konstrukcí. Je-li G=( )+,G  komutativní grupa, Gc∈  a     ∈βα ,  Aut G jsou 

automorfismy grupy, zavedeme binární operaci „o “ vztahem cyxyx ++= )()( βαo  pro 

všechna Gyx ∈, . 

 

Konvence: Abychom ušetřili psaní závorek, budeme předpokládat, že vynecháme-li explicitní 

zápis operace, má provedení součinu přednost před vyznačeným násobením. Např. medialitu 

pak můžeme psát bdaccdab oo = . 

 

Pozn. 2.1.1: Jak plyne z tzv. Toyodovy věty, každá mediální kvazigrupa je  T-kvazigrupa, pro 

niž příslušné grupové automorfismy komutují, βααβ = . 

 

Příklad 2.1.1: Uvažujme komutativní grupu ),( ⊕nZ zbytkových tříd modulo Nn∈  s pří-

slušnou operací sčítání tříd. Zvolme nZba ∈,  tak, aby příslušná čísla a, b reprezentující tyto 

třídy byla nesoudělná, tedy 1),(),( == nbNSDnaNSD , nZc∈ .  

Pak cybxayx +⋅+⋅=o  (mod n) definuje T-kvazigrupu ),( onZ , (stačí si uvědomit, že 

axx a:α  (mod n) a byy a:β  (mod n) jsou automorfismy, dokonce komutující, a 

cyxyx ++= )()( βαo ). 

 

Věta 2.1.3: Je-li ),0,( +G  grupa a GGf →:  zobrazení, říkáme, že f  je lineární, platí-li 

)()()( yfxfyxf +=+  pro  všechna Gyx ∈, , a afinní, je-li splněno 

)0()()()( fyfxfyxf −+=+ . 
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V poněkud jiné terminologii, užité v [3], řekneme, že grupoid ),( ∗G  je lineární nad 

komutativní grupou G= ( )+,0,G  se zobrazením ϕ , existuje-li automorfismus ∈ϕ  Aut G 

)( Gid≠ϕ  takový, že platí pro všechna Gyx ∈,  

)( xyxyx −+=∗ ϕ .                          (2.1)  

V dalším ukážeme, že ve speciálním případě se konstrukcí (2.1) získá jistá zajímavá 

třída kvazigrup, tzv. GS-kvazigrup. 

 

2.2 GS-kvazigrupy 
 

V této části nás budou zajímat idempotentní kvazigrupy, které splňují jisté speciální 

identity (viz následující lemma), kterým budeme říkat GS-identity. 

 

Lemma 2.2.1: Je-li ( )⋅,G  grupoid s krácením (zleva i zprava), pak jsou v něm následující 

identity (GS-identity) ekvivalentní : 

 (i) yzzxyx =⋅⋅ )( , tj. yzzyxx =⋅⋅⋅⋅ ])(([ , 

 (ii) yzyzxx =⋅⋅ )( . 

 

Důkaz: Užijeme identitu (i) pro x, z a yz. Použijeme yzzzyzxx =⋅⋅⋅⋅ )])(([ , odtud po kráce-

ní zprava dostáváme (ii). Podobně naopak: xyzzxyxx =⋅⋅⋅⋅ ])([  (podle (i) pro x, z a xy), nyní 

krátíme zleva. 

 

Lemma 2.2.2: Grupoid s krácením, který splňuje identitu (i), je kvazigrupa. 

 

Důkaz: Máme zjistit, zda rovnice bxa =⋅  a bay =⋅  mají jednoznačně určené řešení. Pro 

druhou rovnici stačí vzít )( aabay ⋅= , podle (i) je řešením. Pro první rovnici lze sestrojit 

prvek aabax )( ⋅= , který je řešením dle (ii) (díky implikaci (i)⇒ (ii)). Jednoznačnost plyne 

z vlastnosti krácení. 
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2.2.1 Elementární vlastnosti GS-kvazigrup 
 

Definice 2.2.1.1: GS-kvazigrupou, nebo kvazigrupou zlatého řezu, nazveme idempotentní 

kvazigrupu )( 2 xx = , která splňuje kteroukoli z identit z lemmatu 2.2.1 (a tedy též tu zbývají-

cí). 

Lemma 2.2.1.1: Je-li ( )⋅,G  GS-kvazigrupa, pak i duální grupoid ( )opG ⋅,  je  GS-kvazigrupa. 

Důkaz: Řešitelnost rovnic je zřejmá (jen se vymění pořadí rovnic oproti původní struktuře), 

idempotentnost je splněna, definující identita (i) pro op⋅  je ekvivalentní s vlastností (ii) pro 

původní operaci. 

 

Věta 2.2.1.1: Nechť G= ( )+,,eG  je komutativní grupa. Nechť existuje automorfismus       

Aut∈ϕ  G grupy takový, že    

Gid+= ϕϕ 2 .                (2.2) 

Zaveďme na nosiči G binární operaci „∗ “ vztahem )( ababa −+=∗ ϕ  pro libovolné 

Gba ∈, . Pak ( )∗,G  je GS-kvazigrupa. 

 

Důkaz: Ukažme nejprve, že rovnice bxa =∗  a bay =∗  mají v G jednoznačně určené řeše-

ní: bxa =∗ ⇔ )()()( 1 abaxabaxbaxa −+=⇔−=−⇔=−+ −ϕϕϕ ,  

tedy  )(1 abax −+= −ϕ  je řešením bxa =∗ . Pro případ druhé rovnice musíme použít pod-

mínky (2.2): ⇔=−+⇔=−+⇔=∗ byaybyaybay )()()( ϕϕϕ −+ )()( ay ϕϕϕ o                   

⇔=− )()( by ϕϕϕ o   (použijeme: yyy += )())(( ϕϕϕ o )) ⇔ )())(( bya ϕϕϕ =−o  ⇔  

⇔ )()(2 bay ϕϕ −= .Tedy )()(2 bay ϕϕ −=  je jediným řešením rovnice bay =∗ . 

  Dokažme idempotentnost: aeaeaaaaaa =+=+=−+=∗ )()( ϕϕ . 

  Ukažme platnost „identity zlatého řezu“. Dostáváme postupně:   =∗∗ cba )(  

=−−−++=−−−+−+=∗−+∗= )()2())(()()( 2 abacbaabacababacba ϕϕϕϕϕϕ
abacababacba 2)()()()(2)()( +−−=+−+−−++= ϕϕϕϕϕϕ , tedy =∗∗ cba )(  

)()(2 cbaa ϕϕ +−−= .  

Tedy ( )[ ] [ ] bccbaaaaccbaa =++−−−−=∗∗∗∗ )()()(2)(2)( ϕϕϕϕ . 

  Lze dokázat, že také naopak každá GS-kvazigrupa vzniká z nějaké komutativní grupy 

právě popsaným způsobem, [3]. 
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Věta 2.2.1.2. Je-li F= ( )⋅+,,1,0,F  těleso, v němž má rovnice  

012 =−− qq                 (2.3)  

 řešení Fq∈ , a binární operace ∗  na F je daná vztahem  

bqaqba ⋅+⋅−=∗ )1( ,                         (2.4) 

pak ( )∗,F  je GS-kvazigrupa. 

Prvku q budeme v dalším říkat směrnice. 

 

Důkaz: Zobrazení ϕ dané vztahem aqaLa q ⋅== )()(ϕ , tedy levá translace prvkem q, je  

jistě automorfismem (komutativní) aditivní grupy ( )+,0,F  daného tělesa F a zobrazení 

qL=ϕ   můžeme nazvat dilatací prvkem q. Ze vztahu (2.3) dostáváme (po násobení zprava 

prvkem a) 0)( =−⋅−⋅ aaqqaq  pro libovolné Fa∈ a dále 02 =−− Fidϕϕ ; Fid+= ϕϕ 2 . 

Zobrazení ϕ tedy splňuje předpoklad (2.2) předchozí věty . Vztah (2.4) můžeme přepsat takto: 

)()( abaabqaba −+=−⋅+=∗ ϕ . Naše operace ∗  je tedy definována stejně jako ve větě 

2.2.1.1, a proto je  ( )∗,F  GS-kvazigrupa. 

 

Lemma 2.2.1.2: Nechť ( )∗,G  je GS-kvazigrupa sestrojená pomocí vztahu (2.4) z konečného 

tělesa a řešení rovnice (2.3), pak i duální  kvazigrupa ( )opG ∗,  je kvazigrupou zlatého řezu. [8] 

 

Důkaz: Násobení v kvazigrupě je  pomocí směrnice q zavedeno takto: 

bqaqba ⋅+⋅−=∗ )1( , pro 1qq = : yqxqba ⋅+⋅−=∗ 11)1( , ale 211 qq =−  a 21 1 qq −= , 

duální operaci můžeme tedy vyjádřit takto: 

yqxqxqyqxyyx op ⋅+⋅−=⋅+⋅−=∗=∗ 1211 )1()1( .  

 

Lemma 2.2.1.3: Každá GS-kvazigrupa je mediální. 

 

Důkaz: Máme dokázat, že platí yvxuuvxy ⋅=⋅ . Opakovaně použijeme GS-identity (i) a  (ii),  

získáme     yvuvxyvuvxyxyxvuvxyxuvuvxyxu =⋅⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅ ])[(]])([[])[(][)( = 

= vyvxuxu ⋅⋅⋅ )( . Užitím krácení zleva prvkem xu a zprava prvkem v dostaneme 

yvxuuvxy ⋅=⋅ . 
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Příklad 2.2.1.1: Uvažujme těleso komplexních čísel ( )⋅+,,C  a jeho prvek ( )51
2

1 +=q  nebo 

( )51
2

1 −=q . Snadno se ověří (díky levé distributivitě), že levý zdvih prvkem q, tj. zobraze-

ní zqzLq a: , Cz∈ , je automorfismem komutativní grupy ),( +C  (to platí samozřejmě pro 

levý zdvih libovolným prvkem z C). Na C zaveďme novou operaci „o “ vztahem (2.1) pro 

qL=ϕ , tj. )( zwqzwz −⋅+=o  pro Cwz ∈, . Ukážeme, že grupoid ),( oC  (lineární nad 

),( +C  se zobrazením Lq) je idempotentní kvazigrupa splňující identitu (i).   

Nejprve dokažme jednoznačnou řešitelnost rovnic. Vztah bxa =o  znamená 

baxqa =−⋅+ )( , tedy má platit baqxqa =⋅−⋅+ , nebo ekvivalentně aqbxq ⋅−+=⋅ )1( . 

Tato rovnice má v C jediné řešení )(1 abLax
q

−+= − = = )(1 abqa −+ − . Najít řešení druhé 

rovnice se nám podaří takto. Vztah bay =o  je ekvivalentní s bayqy =−+ )( , neboli 

baqyqy =⋅−⋅+ , což lze psát jako qabyq −=− )1( . Odtud )()1( 1 qabqy −−= − . Řešení y 

lze zapsat ještě v jiném tvaru. Snadno ověříme, že náš prvek splňuje 012 =−− qq . Odtud 

plyne, že pro automorfismus qL=ϕ  platí 0)())(( =−−⋅ aaa ϕϕϕ , Ca∈ , neboli 

02 =−− Cidϕϕ , což je (2.2).  

Ze vztahu byay =−+ )()( ϕϕ  (pro qL=ϕ ) dostaneme ))(())(()( yay ϕϕϕϕϕ ⋅−⋅+ =  

= )(bϕ , a tedy díky předchozímu )())(( bay ϕϕϕ −⋅= , což můžeme přepsat jako 

bqaqqy ⋅−⋅⋅= )( . 

Idempotentnost plyne přímo z definice operace: aaaqaaa =−+= )(o . 

Ověřme (i). Postupně dostáváme )( ababa −+= ϕo , cba oo )( = 

= )))((()( abacaba −+−+−+ ϕϕϕ = )()())(()(2))(( cbbaaa ϕϕϕϕϕϕϕ ++⋅−+−⋅ . Užitím 

(2.2) vztah zjednodušíme na )()(2)( cbaacba ϕϕ +−−=oo . Postupujeme dále, předchozí 

rovnosti použijeme pro cba oo )(  místo b: =ccbaa oooo )))(((  

bccbaaaa =++−−−− )())()(2()(2 ϕϕϕϕ . 

Uvažujme RRC ×≈  jako Gaussovu rovinu. Povšimneme si, že pro dva různé prvky 

Cba ∈,  můžeme vztah „o “ přepsat jako q
ab

aba =
−

−o
, nebo )( abqaba −=−o . Přitom 

baba o,,  jsou tři body na přímce, q je tedy dělící poměr bodu ba o  vzhledem k bodům a, b 

(v Gaussově rovině). Pro ( )51
2

1 +=q (popř. pro ( )51
2

1 −=q ) dělí bod b (popř. bod a) 
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dvojici a, ba o  (b, ba o ) v poměru zlatého řezu, proto byl pro tuto třídu kvazigrup v [2] zvo-

len název GS-kvazigrupy (z anglického golden section, i když přesnější by bylo golden ratio). 

 

Pozn. 2.2.1.1. Pro lepší představu si uveďme definici zlatého řezu na úsečce. Mějme úsečku 

AB, kterou rozdělíme bodem C na dvě části tak, aby úsečka AC byla delší než úsečka CB. Je-

li poměr delší části k celé úsečce stejný jako poměr kratší části k delší části, pak je úsečka 

rozdělena v poměru zlatého řezu. Zajímá nás poloha bodu C, pokud si označíme aAB = , 

xAC = , axCB −= , obdržíme rovnici 
x

xa

a

x −= , jejím řešením jsou čísla ( )51
2

1 +  a 

( )51
2

1 − , která jsme obdrželi jako směrnice v předchozím příkladu. Poměr zlatého řezu bývá 

užíván v malířství, architektuře nebo fotografii. 

 

2.3 Hexagonální kvazigrupy 
 
Definice 2.3.1: Kvazigrupa ( )⋅,G  se nazývá hexagonální, pokud je splněna identita hexagona-

lity:  

)()( wxzywwyzx ⋅=⋅ .                          (2.5) 

 

Pozn. 2.3.1: Každá hexagonální kvazigrupa je idempotentní. 

 

Důkaz: Dosaďme do vztahu (2.5) yx = , užitím krácení zleva dostaneme idempotentnost. 

 

Věta 2.3.1: Je-li F= ( )⋅+,,1,0,F  těleso, v němž má rovnice  

012 =+− qq                    (2.6)  

řešení Fq∈ , a binární operace ∗  na F je daná vztahem  

)()1( abqabqaqba −+=⋅+⋅−=∗ ,                       (2.4) 

pak ( )∗,F  je hexagonální kvazigrupa. 

 

Důkaz: Důkaz by se prováděl podobně jako v případě věty 2.2.1.2. 

 

Věta 2.3.2: V kvazigrupě ( )⋅,G  jsou následující podmínky ekvivalentní: 
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 (i) ( )⋅,G  je hexagonální, 

 (ii) ( )⋅,G  je idempotentní a splňuje podmínku levé hexagonální identity: 

  )()( wxzywyzx ⋅=⋅  (levá hexagonalita),             (2.7) 

 (iii) ( )⋅,G  je idempotentní a splňuje podmínku pravé hexagonální identity: 

  zywxwyzx )()( ⋅=⋅    (pravá hexagonalita).           (2.8) 

 

Důkaz: Můžeme vidět, že (2.7) a (2.8) jsou ekvivalentní, za předpokladu, že platí idempo-

tentnost; důkaz (2.7) a (2.8) je zrcadlový. 

 

Lemma 2.3.1: Nechť ( )⋅,G  je idempotentní kvazigrupa, pak v ní pravá hexagonalita impliku-

je identitu  

 yxxy =)( ,                           (2.9) 

a levá hexagonalita implikuje duální (zrcadlovou identitu) 

 yyxx =)( .                         (2.10) 

 

Důkaz: Dosadíme-li do vztahu (2.8) wyx == , obdržíme zxxxxxzx )()( ⋅=⋅ , což je ekviva-

lentní s xzxxzx =⋅ )( ,                        (2.11)  

za předpokladu, že platí idempotentnost. 

Z druhé strany: nechť Qba ∈,  jsou libovolné pevné prvky  a g  je jediné řešení rovni-

ce bay =  v Q, pak bagaagaaab ==⋅= )()( , což je (2.9). Druhá část by se dokazovala zr-

cadlově. 

 

Pozn. 2.3.2:  Každá hexagonální kvazigrupa je elastická: 

 )()( yxxxxy =   (elasticita).           (2.12) 

 

Věta 2.3.3:  Pro každou hexagonální kvazigrupu ),( ⋅G  existuje komutativní grupa  

G= ),,( +eG  a  automorfismus Aut∈ϕ  G tak, že  ),( ⋅G  je lineární nad G s netriviálním auto-

morfismem ϕ , zároveň je splněno: 

 εϕϕ =+− Gid2 ,                               (2.13) 

kde GG →:ε   je konstantní zobrazení ex =)(ε  pro každé Gx∈  a e je jednotkový prvek 

grupy G. 
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Důkaz: Dokažme, že ),( ⋅G  mediální kvazigrupa. Rovnici bay =⋅ , kde Gba ∈, , můžeme 

přepsat do tvaru byay =−+ )(ϕ . Aplikujeme automorfismus ϕ : 

)()()()( bbay ϕϕϕϕϕϕ =−+ oo , použitím věty 2.2.1.1 dostáváme: 

)())(())(()( byyaay ϕϕϕϕ =+−+−+ , dále )()()( ababay −=−=− ϕϕϕ . Z toho máme 

)( abay −+= ϕ . 
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3 Konstrukce hexagonálních kvazigrup a GS-kvazigrup 
z komutativních těles 

 
V následujících příkladech budeme sestrojovat kvazigrupy zlatého řezu a hexagonální 

kvazigrupy z některých komutativních těles. Jako komutativní tělesa nám převážně budou 

sloužit zbytkové třídy po prvočíslech, tedy tělesa )( pGF , kde p  je prvočíslo. 

Existence GS-kvazigrupy (resp. hexagonální kvazigrupy) nad daným tělesem závisí na 

tom, zda polynom 012 =−− xx  (resp. 12 +− xx ) má v příslušném tělese kořeny, viz. věta 

2.2.1.1. Kořeny těchto polynomů můžeme počítat tak, jak jsme zvyklí ze střední školy (s vý-

jimkou těles charakteristiky 2), tedy pomocí vzorce s diskriminantem 
a

Db
x

22,1

±−= , 

acbD 42 −= , kde { } RcbRa ∈∈ ,,0/ , musíme však brát v úvahu, nad jakým tělesem rovnici 

řešíme. Dále je třeba si určit kvadratické zbytky, tj. čísla, která vzniknou umocněním jednotli-

vých prvků tělesa, jen z těchto čísel lze určit druhou odmocninu. Pak nad daným tělesem mo-

hou existovat až dva kořeny 1q , 2q , pro které platí 12 1 qq −= .  

Může však nastat i situace, kdy daný polynom bude nad tělesem nerozložitelný, tj. ne-

bude existovat odmocnina z diskriminantu. V tomto případě nemůžeme konstrukci z věty 

2.2.1.1 použít. Tato skutečnost však nevylučuje možnost, že nad daným tělesem nelze nějakou 

GS-kvazigrupu sestrojit nějak jinak. 

Poznamenejme také, že všechny výpočty byly prováděny bez použití výpočetní tech-

niky. 

 

Příklad 3.1: Jako těleso si vezmeme zbytkové třídy mod 2, v těchto nejsou jiné prvky než 0 a 

1, tudíž žádnou GS-kvazigrupu podle návodu uvedeného výše sestrojit nejde. 

 

Příklad 3.2: ( )⊗⊕,,3Z  

 ⊕  0 1 2    ⊗  0 1 2 
0 0 1 2   0 0 0 0 
1 1 2 0   1 0 1 2 
2 2 0 1   2 0 2 1 

 

Proto, abychom našli směrnice GS-kvazigrupy budeme řešit rovnici 012 =−− xx  , tu 

si můžeme přepsat do tvaru 0222 =⊕⊕ xx , pro diskriminant platí 
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211212422 =⊕=−=⋅−=D , 2 není kvadratický zbytek, tedy směrnice pro GS-kvazigrupu 

neexistuje. 

Hledejme nyní směrnici pro hexagonální kvazigrupu, řešme rovnici 012 =+− xx , tu 

lze přepsat 0122 =⊕⊕ xx , 0211111422 =⊕=⊗−=⊗−=D , nula je kvadratický zbytek, 

tedy 221)2()2( 1 =⊗=⊗−= −x , hexagonální kvazigrupa existuje, její směrnice je 2=q .  

Pro prvky naší kvazigrupy platí ( )abqaba −⊗⊕=∗ . 

Tedy   0)00(2000 =−⊗⊕=∗ , 2)01(2010 =−⊗⊕=∗ , 1)02(202*0 =−⊗⊕= , 

2)10(2101 =−⊗⊕=∗ ,       1)11(2111 =−⊗⊕=∗ ,            0)12(2121 =−⊗⊕=∗ , 

1)20(2202 =−⊗⊕=∗ ,          0)21(2212 =−⊗⊕=∗ ,             2)22(222*2 =−⊗⊕= . 

Obdržíme následující tabulku pro násobení v hexagonální kvazigrupě: 

 

 ∗  0 1 2 

0 0 2 1 

1 2 1 0 

2 1 0 2 
 

 

 

Příklad 3.3: ( )⊗⊕,,5Z :    

 

 

 
 
 

 

 

Výpočet směrnice pro GS-kvazigrupu: 012 =−− xx , rovnici přepíšeme do tvaru 

0442 =⊕− xx , upravíme 2)2( −x , rovnice má tedy dvojnásobný kořen, který je roven prv-

ku inverznímu ke 2, a to je trojka. Jedinou směrnicí q je tedy 3. Sestrojme nyní tabulku pro 

operaci ∗  v kvazigrupě. 

Tedy:  

0)00(3000 =−⊗⊕=∗ , 3)01(3010 =−⊗⊕=∗ , 1)02(3020 =−⊗⊕=∗ , 

4)03(3030 =−⊗⊕=∗ ,            2)04(3040 =−⊗⊕=∗ ,  

⊕  0 1 2 3 4   ⊗  0 1 2 3 4 

0 0 1 2 3 4   0 0 0 0 0 0 

1 1 2 3 4 0   1 0 1 2 3 4 

2 2 3 4 0 1   2 0 2 4 1 3 

3 3 4 0 1 2   3 0 3 1 4 2 

4 4 0 1 2 3   4 0 4 3 2 1 
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3)10(3101 =−⊗⊕=∗ , 1)11(3111 =−⊗⊕=∗ , 4)12(3121 =−⊗⊕=∗ , 

2)13(3131 =−⊗⊕=∗ ,                0)14(3141 =−⊗⊕=∗    

1)20(3202 =−⊗⊕=∗ , 1)21(3212 =−⊗⊕=∗ , 2)22(3222 =−⊗⊕=∗ ,  

0)23(3232 =−⊗⊕=∗ ,             3)24(3242 =−⊗⊕=∗  

4)30(3303 =−⊗⊕=∗ ,  2)30(3313 =−⊗⊕=∗ ,  0)32(3323 =−⊗⊕=∗ , 

3)33(3333 =−⊗+=∗ ,              1)34(3343 =−⊗+=∗ , 

2)40(3404 =−⊗⊕=∗ , 0)41(3414 =−⊗⊕=∗ , 3)42(3424 =−⊗⊕=∗ , 

1)43(3434 =−⊗⊕=∗ ,             4)44(3444 =−⊗⊕=∗ . 

 

Obdržíme následující tabulku pro násobení v GS-kvazigrupě:  

 

∗  0 1 2 3 4 

0 0 3 1 4 2 

1 3 1 4 2 0 

2 1 4 2 0 3 

3 4 2 0 3 1 

4 2 0 3 1 4 

 

Můžeme si všimnout, že tabulka násobení v kvazigrupě je symetrická, abba ∗=∗ , 

tedy ( )∗,5Z  je komutativní GS-kvazigrupa. Tato skutečnost se dá vyjádřit i takto: operace ∗  v 

5Z  je autoduální,  ∗=∗op .  

 Výpočet směrnice pro hexagonální kvazigrupu: řešíme rovnici 12 +− xx , tu jde pře-

psat 0142 =⊕⊕ xx , 211442 =⊕=−=D , dvojka není kvadratickým zbytkem, tudíž rov-

nice nemá kořen nad tělesem ( )⊗⊕,,5Z . 
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Příklad 3.4: ( )⊗⊕,,7Z  

  

⊕ 0 1 2 3 4 5 6   ⊗  0 1 2 3 4 5 6 

0 0 1 2 3 4 5 6   0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 3 4 5 6 0   1 0 1 2 3 4 5 6 

2 2 3 4 5 6 0 2   2 0 2 4 6 1 3 5 

3 3 4 5 6 0 2 3   3 0 3 6 2 5 1 4 

4 4 5 6 0 2 3 4   4 0 4 1 5 2 6 3 

5 5 6 0 2 3 4 5   5 0 5 3 1 6 4 2 

6 6 0 2 3 4 5 1   6 0 6 5 4 3 2 1 
  

Rovnici pro hledání směrnice pro GS-kvazigrupu lze přepsat takto: 0662 =++ xx , 

kvadratické zbytky v tělese jsou 161 22 == , 452 22 == , 243 22 == , diskriminant je roven 

5416462 =⊕=⊗− , 5 není kvadratický zbytek, rovnice nemá nad zadaným tělesem řešení. 

 Pro směrnici hexagonální kvazigrupy řešíme rovnici 0162 =⊕⊕ xx , 

431462 =⊕=−=D , čtyřka je kvadratický zbytek, její odmocněním získáme 2 a 5, nám 

stačí uvažovat jen jedno z těchto čísel, protože 2 a 5 jsou vzhledem ke sčítání vzájemně opač-

né. Budou existovat dvě směrnice 1q  a 2q , 3462)26( 1
1 =⊗=⊗−−= −q , 

5432)26( 1
2 =⊗=⊗⊕−= −q .  

Sestrojme nyní tabulky pro hexagonální kvazigrupy. 

 

Výpočet prvků v hexagonální kvazigrupě pro 31 =q : 

0)00(3000 =−⊗⊕=∗ ,       3)01(3010 =−⊗⊕=∗ ,       6)02(3020 =−⊗⊕=∗ , 

2)03(3030 =−⊗⊕=∗ , 5)04(3040 =−⊗⊕=∗ , 1)05(3050 =−⊗⊕=∗ , 

4)06(3060 =−⊗⊕=∗ ,      

5)10(3101 =−⊗⊕=∗ ,          1)11(3111 =−⊗⊕=∗ , 4)12(3121 =−⊗⊕=∗ , 

0)13(3131 =−⊗⊕=∗ , 3)14(3141 =−⊗⊕=∗ , 6)15(3151 =−⊗⊕=∗ ,         

2)16(3161 =−⊗⊕=∗ , 

3)20(3202 =−⊗⊕=∗ , 6)21(3212 =−⊗⊕=∗ , 2)22(3222 =−⊗⊕=∗ , 

5)23(3232 =−⊗⊕=∗ , 1)24(3242 =−⊗⊕=∗ , 4)25(3252 =−⊗⊕=∗ , 

0)26(3262 =−⊗⊕=∗ , 
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1)30(3303 =−⊗⊕=∗ , 4)31(3313 =−⊗⊕=∗ , 0)32(3323 =−⊗⊕=∗ , 

3)33(3333 =−⊗⊕=∗ , 6)34(3343 =−⊗⊕=∗ , 2)35(3353 =−⊗⊕=∗ , 

5)36(3363 =−⊗⊕=∗ , 

6)40(3404 =−⊗⊕=∗ , 2)41(3414 =−⊗⊕=∗ , 5)42(3424 =−⊗⊕=∗ , 

1)43(3434 =−⊗⊕=∗ , 4)44(3444 =−⊗⊕=∗ , 0)45(3454 =−⊗⊕=∗ , 

3)46(3464 =−⊗⊕=∗ , 

4)50(3505 =−⊗⊕=∗ , 0)51(3515 =−⊗⊕=∗ , 3)52(3525 =−⊗⊕=∗ , 

6)53(3535 =−⊗⊕=∗ , 2)54(3545 =−⊗⊕=∗ , 5)55(3555 =−⊗⊕=∗ , 

1)56(3565 =−⊗⊕=∗ , 

2)60(3606 =−⊗⊕=∗ , 5)61(3616 =−⊗⊕=∗ , 1)62(3626 =−⊗⊕=∗ , 

4)63(3636 =−⊗⊕=∗ , 0)64(3646 =−⊗⊕=∗ , 3)65(3656 =−⊗⊕=∗ ,  

6)66(3666 =−⊗⊕=∗ . 

 

Tabulka hexagonální kvazigrupy pro 31 =q  : 

 

 ∗  0 1 2 3 4 5 6 

0 0 3 6 2 5 1 4 

1 5 1 4 0 3 6 2 

2 3 6 2 5 1 4 0 

3 1 4 0 3 6 2 5 

4 6 2 5 1 4 0 3 

5 4 0 3 6 2 5 1 

6 2 5 1 4 0 3 6 
 

 

Výpočet prvků v hexagonální kvazigrupě pro 52 =q : 

0)00(5000 =−⊗⊕=∗ ,          5)01(5010 =−⊗⊕=∗ ,    3)02(5020 =−⊗⊕=∗ , 

1)03(5030 =−⊗⊕=∗ , 6)04(5040 =−⊗⊕=∗ , 4)05(5050 =−⊗⊕=∗ , 

2)06(5060 =−⊗⊕=∗ ,      

3)10(5101 =−⊗⊕=∗ ,              1)11(5111 =−⊗⊕=∗ , 6)12(5121 =−⊗⊕=∗ , 

4)13(5131 =−⊗⊕=∗ , 2)14(4141 =−⊗⊕=∗ , 0)15(5151 =−⊗⊕=∗ ,         

5)16(5161 =−⊗⊕=∗ , 
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6)20(5202 =−⊗⊕=∗ , 4)21(5212 =−⊗⊕=∗ , 2)22(5222 =−⊗⊕=∗ , 

0)23(5232 =−⊗⊕=∗ , 5)24(5242 =−⊗⊕=∗ , 3)25(5252 =−⊗⊕=∗ , 

1)26(5262 =−⊗⊕=∗ , 

2)30(5303 =−⊗⊕=∗ , 0)31(5313 =−⊗⊕=∗ , 5)32(5323 =−⊗⊕=∗ , 

3)33(5333 =−⊗⊕=∗ , 1)34(5343 =−⊗⊕=∗ , 6)35(5353 =−⊗⊕=∗ , 

4)36(5363 =−⊗⊕=∗ , 

5)40(5404 =−⊗⊕=∗ , 3)41(5414 =−⊗⊕=∗ , 1)42(5424 =−⊗⊕=∗ , 

6)43(5434 =−⊗⊕=∗ , 4)44(5444 =−⊗⊕=∗ , 2)45(5454 =−⊗⊕=∗ , 

0)46(5464 =−⊗⊕=∗ , 

1)50(5505 =−⊗⊕=∗ , 6)51(5515 =−⊗⊕=∗ , 4)52(5525 =−⊗⊕=∗ , 

2)53(5535 =−⊗⊕=∗ , 0)54(5545 =−⊗⊕=∗ , 5)55(5555 =−⊗⊕=∗ , 

3)56(5565 =−⊗⊕=∗ , 

4)60(5606 =−⊗⊕=∗ , 2)61(5616 =−⊗⊕=∗ , 0)62(5626 =−⊗⊕=∗ , 

5)63(5636 =−⊗⊕=∗ , 3)64(5646 =−⊗⊕=∗ , 1)65(5656 =−⊗⊕=∗ ,  

6)66(5666 =−⊗⊕=∗ . 

Přeznačme operaci v hexagonální  kvazigrupě z ∗  na o  (z technických důvodů). 

 

Tabulka hexagonální kvazigrupy pro 52 =q  : 

 

 o  0 1 2 3 4 5 6 

0 0 5 3 1 6 4 2 

1 3 1 6 4 2 0 5 

2 6 4 2 0 5 3 1 

3 2 0 5 3 1 6 4 

4 5 3 1 6 4 2 0 

5 1 6 4 2 0 5 3 

6 4 2 0 5 3 1 6 
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Příklad 3.5: ( )⊗⊕,,11Z  

 

⊕ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10   ⊗ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10   0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0   1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1   2 0 2 4 6 8 10 1 3 5 7 9 

3 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2   3 0 3 6 9 1 4 7 10 2 5 8 

4 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3   4 0 4 8 1 5 9 2 6 10 3 7 

5 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4   5 0 5 10 4 9 3 8 2 7 1 6 

6 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5   6 0 6 1 7 2 8 3 9 4 10 5 

7 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6   7 0 7 3 10 6 2 9 5 1 8 4 

8 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7   8 0 8 5 2 10 7 4 1 9 6 3 

9 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8   9 0 9 7 5 3 1 10 8 6 4 2 

10 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9   10 0 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 

 

Kvadratické zbytky: 1101 22 == , 492 22 == , 983 22 == , 574 22 == , 365 22 == . 

Výpočet rovnice pro GS-kvazigrupu: 010102 =⊕⊕ xx , 541104102 =⊕=⊗−=D , od-

mocnina z diskriminantu je rovna 4 a 7,   stejně  jako v předchozím příkladu stačí počítat jen s 

 jedním z těchto prvků, tedy 4682)410( 1
1 =⊗=⊗−−= −q , 

8652)410( 1
2 =⊗=⊗⊕−= −q . 

Směrnicemi jsou prvky 4 a 8. Nyní sestrojíme tabulky pro kvazigrupy. 

Výpočet prvků v GS-kvazigrupě pro 41 =q : 

0)00(4000 =−⊗⊕=∗ , 4)01(4010 =−⊗⊕=∗ , 8)02(4020 =−⊗⊕=∗ , 

1)03(4030 =−⊗⊕=∗ ,  5)04(4040 =−⊗⊕=∗ ,  9)05(4050 =−⊗⊕=∗ , 

2)06(4060 =−⊗⊕=∗ ,          6)07(4070 =−⊗⊕=∗ ,          10)08(4080 =−⊗⊕=∗ , 

3)09(4090 =−⊗⊕=∗ ,          7)010(40100 =−⊗⊕=∗ , 

8)10(4101 =−⊗⊕=∗ , 1)11(4111 =−⊗⊕=∗ , 5)12(4121 =−⊗⊕=∗ , 

9)13(4131 =−⊗⊕=∗ , 2)14(4141 =−⊗⊕=∗ , 6)15(4151 =−⊗⊕=∗ , 

10)16(4161 =−⊗⊕=∗ , 3)17(4171 =−⊗⊕=∗ , 7)18(4181 =−⊗⊕=∗ , 

0)19(4191 =−⊗⊕=∗ ,               4)110(41101 =−⊗⊕=∗ , 

5)20(4202 =−⊗⊕=∗ ,   9)21(4212 =−⊗⊕=∗ ,  2)22(4222 =−⊗⊕=∗ , 

6)23(4232 =−⊗⊕=∗ ,  10)24(4242 =−⊗⊕=∗ , 3)25(4252 =−⊗⊕=∗ , 
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7)26(4262 =−⊗⊕=∗ , 0)27(4272 =−⊗⊕=∗ , 4)28(4282 =−⊗⊕=∗ , 

8)29(4292 =−⊗⊕=∗ ,           1)210(42102 =−⊗⊕=∗ , 

2)30(4303 =−⊗⊕=∗ , 6)31(4313 =−⊗⊕=∗ , 10)32(4323 =−⊗⊕=∗ , 

3)33(4333 =−⊗⊕=∗ , 7)34(4343 =−⊗⊕=∗ , 0)35(4353 =−⊗⊕=∗ , 

4)36(4363 =−⊗⊕=∗ , 8)37(4373 =−⊗⊕=∗ , 1)38(4383 =−⊗⊕=∗ , 

5)39(4393 =−⊗⊕=∗ ,            9)310(43103 =−⊗⊕=∗ , 

10)40(4404 =−⊗⊕=∗ , 3)41(4414 =−⊗⊕=∗ , 7)42(4424 =−⊗⊕=∗ , 

0)43(4434 =−⊗⊕=∗ , 4)44(4444 =−⊗⊕=∗ , 8)45(4454 =−⊗⊕=∗ , 

1)46(4464 =−⊗⊕=∗ , 5)47(4474 =−⊗⊕=∗ , 9)48(4484 =−⊗⊕=∗ , 

2)49(4494 =−⊗⊕=∗ ,         6)410(44104 =−⊗⊕=∗ , 

7)50(4505 =−⊗⊕=∗ , 0)51(4515 =−⊗⊕=∗ , 4)52(4525 =−⊗⊕=∗ , 

8)53(4535 =−⊗⊕=∗ , 1)54(4545 =−⊗⊕=∗ , 5)55(4555 =−⊗⊕=∗ , 

9)56(4565 =−⊗⊕=∗ , 2)57(4575 =−⊗⊕=∗ , 6)58(4585 =−⊗⊕=∗ , 

10)59(4595 =−⊗⊕=∗ ,          3)510(45105 =−⊗⊕=∗ , 

4)60(4606 =−⊗⊕=∗ ,     8)61(4616 =−⊗⊕=∗ ,     1)62(4626 =−⊗⊕=∗ , 

5)63(4636 =−⊗⊕=∗ , 9)64(4646 =−⊗⊕=∗ , 2)65(4656 =−⊗⊕=∗ ,  

6)66(4666 =−⊗⊕=∗ , 10)67(4676 =−⊗⊕=∗ , 3)68(4686 =−⊗⊕=∗ , 

7)69(4696 =−⊗⊕=∗ ,         0)610(46106 =−⊗⊕=∗ , 

1)70(4707 =−⊗⊕=∗ ,             5)71(4717 =−⊗⊕=∗ ,        9)72(4727 =−⊗⊕=∗ , 

2)73(4737 =−⊗⊕=∗ , 6)74(4747 =−⊗⊕=∗ , 10)75(4757 =−⊗⊕=∗ , 

3)76(4767 =−⊗⊕=∗ , 7)77(4777 =−⊗⊕=∗ , 0)78(4787 =−⊗⊕=∗ , 

4)79(4797 =−⊗⊕=∗ ,           8)710(47107 =−⊗⊕=∗ , 

9)80(4808 =−⊗⊕=∗ , 2)81(4818 =−⊗⊕=∗ , 6)82(4828 =−⊗⊕=∗ , 

10)83(4838 =−⊗⊕=∗ , 3)84(4848 =−⊗⊕=∗ , 7)85(4858 =−⊗⊕=∗ , 

0)86(4868 =−⊗⊕=∗ , 4)87(4878 =−⊗⊕=∗ , 8)88(4888 =−⊗⊕=∗ , 

1)89(4898 =−⊗⊕=∗ ,           5)810(48108 =−⊗⊕=∗ , 

6)90(4909 =−⊗⊕=∗ , 10)91(4919 =−⊗⊕=∗ , 3)92(4929 =−⊗⊕=∗ , 

7)93(4939 =−⊗⊕=∗ , 0)94(4949 =−⊗⊕=∗ , 4)95(4959 =−⊗⊕=∗ , 

8)96(4969 =−⊗⊕=∗ , 1)97(4979 =−⊗⊕=∗ , 5)98(4989 =−⊗⊕=∗ , 

9)99(4999 =−⊗⊕=∗ ,          2)910(49109 =−⊗⊕=∗ , 
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3)100(410010 =−⊗⊕=∗ ,   7)101(410110 =−⊗⊕=∗ ,    0)102(410210 =−⊗⊕=∗ ,   

4)103(410310 =−⊗⊕=∗ , 8)104(410410 =−⊗⊕=∗ ,     1)105(410510 =−⊗⊕=∗ , 

5)106(410610 =−⊗⊕=∗ ,   9)107(410710 =−⊗⊕=∗ ,   2)108(410810 =−⊗⊕=∗ ,   

6)109(410910 =−⊗⊕=∗ , 10)1010(4101010 =−⊗⊕=∗ . 

 

Tabulka GS-kvazigrupy pro 41 =q  : 

 

∗  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 0 4 8 1 5 9 2 6 10 3 7 

1 8 1 5 9 2 6 10 3 7 0 4 

2 5 9 2 6 10 3 7 0 4 8 1 

3 2 6 10 3 7 0 4 8 1 5 9 

4 10 3 7 0 4 8 1 5 9 2 6 

5 7 0 4 8 1 5 9 2 6 10 3 

6 4 8 1 5 9 2 6 10 3 7 0 

7 1 5 9 2 6 10 3 7 0 4 8 

8 9 2 6 10 3 7 0 4 8 1 5 

9 6 10 3 7 0 4 8 1 5 9 2 

10 3 7 0 4 8 1 5 9 2 6 10 

 

 

Výpočet prvků v GS-kvazigrupě pro 82 =q : 

0)00(8000 =−⊗⊕=∗ , 8)01(8010 =−⊗⊕=∗ , 5)02(8020 =−⊗⊕=∗ , 

2)03(8030 =−⊗⊕=∗ ,   10)04(8040 =−⊗⊕=∗ ,  7)05(8050 =−⊗⊕=∗ , 

4)06(8060 =−⊗⊕=∗ ,             1)07(8070 =−⊗⊕=∗ ,          9)08(8080 =−⊗⊕=∗ , 

6)09(8090 =−⊗⊕=∗ ,              3)010(80100 =−⊗⊕=∗ , 

4)10(8101 =−⊗⊕=∗ ,    1)11(8111 =−⊗⊕=∗ ,    9)12(8121 =−⊗⊕=∗ , 

6)13(8131 =−⊗⊕=∗ , 3)14(8141 =−⊗⊕=∗ , 0)15(8151 =−⊗⊕=∗ , 

8)16(8161 =−⊗⊕=∗ , 5)17(8171 =−⊗⊕=∗ , 2)18(8181 =−⊗⊕=∗ , 

10)19(8191 =−⊗⊕=∗ ,             7)110(81101 =−⊗⊕=∗ , 

8)20(8202 =−⊗⊕=∗ , 5)21(8212 =−⊗⊕=∗ , 2)22(8222 =−⊗⊕=∗ , 

10)23(8232 =−⊗⊕=∗ , 7)24(8242 =−⊗⊕=∗ , 4)25(8252 =−⊗⊕=∗ , 
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1)26(8262 =−⊗⊕=∗ , 9)27(8272 =−⊗⊕=∗ , 6)28(8282 =−⊗⊕=∗ , 

3)29(8292 =−⊗⊕=∗ ,        0)210(82102 =−⊗⊕=∗ , 

1)30(8303 =−⊗⊕=∗ , 9)31(8313 =−⊗⊕=∗ , 6)32(9323 =−⊗⊕=∗ , 

3)33(8333 =−⊗⊕=∗ , 0)34(8343 =−⊗⊕=∗ , 8)35(8353 =−⊗⊕=∗ , 

5)36(8363 =−⊗⊕=∗ , 2)37(8373 =−⊗⊕=∗ , 10)38(8383 =−⊗⊕=∗ , 

7)39(8393 =−⊗⊕=∗ ,       4)310(83103 =−⊗⊕=∗ , 

5)40(8404 =−⊗⊕=∗ ,           2)41(8414 =−⊗⊕=∗ ,          10)42(8424 =−⊗⊕=∗ ,  

7)43(8434 =−⊗⊕=∗ , 4)44(8444 =−⊗⊕=∗ , 1)45(4854 =−⊗⊕=∗ , 

9)46(8464 =−⊗⊕=∗ , 6)47(8474 =−⊗⊕=∗ , 3)48(8484 =−⊗⊕=∗ , 

0)49(8494 =−⊗⊕=∗ ,       8)410(84104 =−⊗⊕=∗ , 

9)50(8505 =−⊗⊕=∗ , 6)51(8515 =−⊗⊕=∗ , 3)52(8525 =−⊗⊕=∗ , 

0)53(8535 =−⊗⊕=∗ , 8)54(8545 =−⊗⊕=∗ , 5)55(8555 =−⊗⊕=∗ , 

2)56(8565 =−⊗⊕=∗ , 10)57(8575 =−⊗⊕=∗ , 7)58(8585 =−⊗⊕=∗ , 

4)59(8595 =−⊗⊕=∗ ,          1)510(85105 =−⊗⊕=∗ , 

2)60(8606 =−⊗⊕=∗ ,     10)61(8616 =−⊗⊕=∗ ,      7)62(8626 =−⊗⊕=∗ , 

4)63(8636 =−⊗⊕=∗ , 1)64(8646 =−⊗⊕=∗ , 9)65(8656 =−⊗⊕=∗ ,  

6)66(8666 =−⊗⊕=∗ , 3)67(8676 =−⊗⊕=∗ , 0)68(8686 =−⊗⊕=∗ , 

8)69(8696 =−⊗⊕=∗ ,          5)610(86106 =−⊗⊕=∗ , 

6)70(8707 =−⊗⊕=∗ , 3)71(8717 =−⊗⊕=∗ , 0)72(8727 =−⊗⊕=∗ , 

8)73(8737 =−⊗⊕=∗ , 5)74(8747 =−⊗⊕=∗ , 2)75(8757 =−⊗⊕=∗ , 

10)76(8767 =−⊗⊕=∗ , 7)77(8777 =−⊗⊕=∗ , 4)78(8787 =−⊗⊕=∗ , 

1)79(8797 =−⊗⊕=∗ ,          9)710(87107 =−⊗⊕=∗ , 

10)80(8808 =−⊗⊕=∗ , 7)81(8818 =−⊗⊕=∗ , 4)82(8828 =−⊗⊕=∗ , 

1)83(8838 =−⊗⊕=∗ , 9)84(8848 =−⊗⊕=∗ , 6)85(8858 =−⊗⊕=∗ , 

3)86(8868 =−⊗⊕=∗ , 0)87(8878 =−⊗⊕=∗ , 8)88(8888 =−⊗⊕=∗ , 

5)89(8898 =−⊗⊕=∗ ,          2)810(88108 =−⊗⊕=∗ , 

3)90(8909 =−⊗⊕=∗ , 0)91(8919 =−⊗⊕=∗ , 8)92(8929 =−⊗⊕=∗ , 

5)93(8939 =−⊗⊕=∗ , 2)94(8949 =−⊗⊕=∗ , 10)95(8959 =−⊗⊕=∗ , 

7)96(8969 =−⊗⊕=∗ , 4)97(8979 =−⊗⊕=∗ , 1)98(8989 =−⊗⊕=∗ , 

9)99(8999 =−⊗⊕=∗ ,          6)910(89109 =−⊗⊕=∗ , 
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7)100(810010 =−⊗⊕=∗ ,    4)101(810110 =−⊗⊕=∗ ,     1)102(810210 =−⊗⊕=∗ ,     

9)103(810310 =−⊗⊕=∗ ,    6)104(810410 =−⊗⊕=∗ ,    3)105(810510 =−⊗⊕=∗ , 

0)106(810610 =−⊗⊕=∗ ,     8)107(810710 =−⊗⊕=∗ , 5)108(410810 =−⊗⊕=∗ ,      

2)109(810910 =−⊗⊕=∗ ,   10)1010(8101010 =−⊗⊕=∗ . 

 

Přeznačme operaci v GS-kvazigrupě z ∗  na o  (z technických důvodů). 

Tabulka GS- kvazigrupy pro 82 =q : 

 

o  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 0 8 5 2 10 7 4 1 9 6 3 

1 4 1 9 6 3 0 8 5 2 10 7 

2 8 5 2 10 7 4 1 9 6 3 0 

3 1 9 6 3 0 8 5 2 10 7 4 

4 5 2 10 7 4 1 9 6 3 0 8 

5 9 6 3 0 8 5 2 10 7 4 1 

6 2 10 7 4 1 9 6 3 0 8 5 

7 6 3 0 8 5 2 10 7 4 1 9 

8 10 7 4 1 9 6 3 0 8 5 2 

9 3 0 8 5 2 10 7 4 1 9 6 

10 7 4 1 9 6 3 0 8 5 2 10 

    

Srovnáme-li tabulky GS-kvazigrup ( )∗,11Z  (pro 41 =q ) a ( )o,11Z  (pro 82 =q ) vidíme, 

že platí lemma 2.2.1.2. 

Výpočet směrnic pro hexagonální kvazigrupu: 91102 =⊕⊕ xx , 

87114102 =⊕=⊗−=D , 8 není kvadratický zbytek, hexagonální kvazigrupu tedy sestrojit 

nelze. 

 

Příklad 3.6: 

Pokud bychom chtěli sestrojovat tabulky i pro další prvočísla, budeme postupovat 

stejně jako v předchozích příkladech. Nyní bude uveden jen výpočet směrnic a tabulky GS-

kvazigrup  a hexagonálních kvazigrup. 
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( )⊗⊕,,13Z  

 Kvadratické zbytky: 1121 22 == , 4112 22 == , 9103 22 == , 394 22 == , 

1285 22 == , 1076 22 == . 

Výpočet směrnic pro GS-kvazigrupu: 012122 =⊕⊕ xx , 541124122 =⊕=⊗−=D , 5 není 

kvadratický zbytek, GS-kvazigrupu nemůžeme sestrojit. 

Výpočet směrnic v hexagonální kvazigrupě: 01122 =⊕⊕ xx , pro diskriminant  platí: 

109114122 =⊕=⊗−=D , 10 je kvadratickým zbytkem, tedy  

57102)412( 1
1 =⊗=⊗−−= −q , 9752)412( 1

2 =⊗=⊗+−= −q . 

Tabulka hexagonální kvazigrupy pro 51 =q : 

 

 ∗  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 0 5 10 2 7 12 4 9 1 6 11 3 8 

1 9 1 6 11 3 8 0 5 10 2 7 12 4 

2 5 10 2 7 12 4 9 1 6 11 3 8 0 

3 1 6 11 3 8 0 5 10 2 7 12 4 9 

4 10 2 7 12 4 9 1 6 11 3 8 0 5 

5 6 11 3 8 0 5 10 2 7 12 4 9 1 

6 2 7 12 4 9 1 6 11 3 8 0 5 10 

7 11 3 8 0 5 10 2 7 12 4 9 1 6 

8 7 12 4 9 1 6 11 3 8 0 5 10 2 

9 3 8 0 5 10 2 7 12 4 9 1 6 11 

10 12 4 9 1 6 11 3 8 0 5 10 2 7 

11 8 0 5 10 2 7 12 4 9 1 6 11 3 

12 4 9 1 6 11 3 8 0 5 10 2 7 12 
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Tabulka hexagonální kvazigrupy pro 92 =q : 

 

 o  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 0 9 5 1 10 6 2 11 7 3 12 8 4 

1 5 1 10 6 2 11 7 3 12 8 4 0 9 

2 10 6 2 11 7 3 12 8 4 0 9 5 2 

3 2 11 7 3 12 8 4 0 9 5 2 10 6 

4 7 3 12 8 4 0 9 5 2 10 6 2 11 

5 12 8 4 0 9 5 2 10 6 2 11 7 3 

6 4 0 9 5 1 10 6 2 11 7 3 12 8 

7 9 5 1 10 6 2 11 7 3 12 8 4 0 

8 1 10 6 2 11 7 3 12 8 4 0 9 5 

9 6 2 11 7 3 12 8 4 0 9 5 1 10 

10 11 7 3 12 8 4 0 9 5 1 10 6 2 

11 3 12 8 4 0 9 5 1 10 6 2 11 7 

12 8 4 0 9 5 1 10 6 2 11 7 3 12 
 

 

 

( )⊗⊕,,17Z  

Kvadratické zbytky: 1161 22 == , 4152 22 == , 9143 22 == , 16134 22 == , 8125 22 == , 

2116 22 == , 15107 22 == , 1398 22 == . 

Výpočet směrnic pro GS-kvazigrupu: 016162 =⊕⊕ xx , 541164162 =⊕=⋅−=D ,  5 není 

kvadratický zbytek, GS-kvazigrupu nemůžeme sestrojit. 

Výpočet směrnic pro hexagonální kvazigrupu: 01162 =⊕⊕ xx  

1413114162 =⊕=⊗−=D , 14 není kvadratický zbytek, daná rovnice nemá nad tímto těle-

sem žádné řešení a hexagonální kvazigrupu nelze sestrojit. 

 

 

( )⊗⊕,,19Z  

Kvadratické zbytky: 1181 22 == , 4172 22 == , 9163 22 == , 16154 22 == , 6145 22 == , 

17136 22 == , 11127 22 == , 7118 22 == , 5109 22 == . 
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Výpočet směrnic pro GS-kvazigrupu: 018182 =⊕⊕ xx , 

541184182 =⊕=⊗−=D ,   5  je kvadratickým zbytkem, spočtěme tedy směrnice   

510102)918( 1
1 =⊗=⊗⊕−= −q ,  1510112)918( 1

2 =⊗=⊗−−= −q . 

Vidíme, že směrnicemi jsou prvky 5 a 15. 

 

Tabulka GS-kvazigrupy pro 51 =q : 

 

∗  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

0 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 

1 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 

2 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 

3 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 

4 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 

5 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 

6 14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 

7 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 

8 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 

9 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16 

10 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 

11 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 

12 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 

13 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 

14 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 

15 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 

16 12 17 3 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 

17 8 13 18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 

18 4 9 14 0 5 10 15 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 
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Tabulka GS-kvazigrupy pro  152 =q : 

 

o  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

0 0 15 11 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 

1 5 1 16 12 8 4 0 15 11 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 

2 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11 7 3 18 14 

3 15 11 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 

4 1 16 12 8 4 0 15 11 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 

5 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11 7 3 18 14 10 

6 11 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 

7 16 12 8 4 0 15 11 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 

8 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11 7 3 18 14 10 6 

9 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11 

10 12 8 4 0 15 11 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 

11 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11 7 3 18 14 10 6 2 

12 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11 7 

13 8 4 0 15 11 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 

14 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11 7 3 18 14 10 6 2 17 

15 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11 7 3 

16 4 0 15 11 7 3 18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 

17 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11 7 3 18 14 10 6 2 17 13 

18 14 10 6 2 17 13 9 5 1 16 12 8 4 0 15 11 7 3 18 

 

 

 

Výpočet směrnic pro hexagonální kvazigrupu: 01182 =⊕⊕ xx , 

1615114182 =⊕=⊗−=D , 16 je kvadratickým zbytkem, spočtěme tedy směrnice   

810162)418( 1
1 =⊗=⊗−−= −q ,  121052)418( 1

2 =⊗=⊗⊕−= −q . 
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Tabulka hexagonální kvazigrupy pro 81 =q : 

 

∗  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

0 0 8 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 

1 12 1 9 17 6 14 3 11 0 8 16 5 13 2 10 18 7 15 4 

2 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 0 8 16 

3 17 6 14 3 11 0 8 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9 

4 10 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 0 8 16 5 13 2 

5 3 11 0 8 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 

6 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 0 8 16 5 13 2 10 18 7 

7 8 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 0 

8 1 9 17 6 14 3 11 0 8 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 

9 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 0 8 16 5 

10 6 14 3 11 0 8 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9 17 

11 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 0 8 16 5 13 2 10 

12 11 0 8 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 

13 4 12 1 9 17 6 14 3 11 0 8 16 5 13 2 10 18 7 15 

14 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 0 8 

15 9 17 6 14 3 11 0 8 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 

16 2 10 18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 0 8 16 5 13 

17 14 3 11 0 8 16 5 13 2 10 18 7 15 4 12 1 9 17 6 

18 7 15 4 12 1 9 17 6 14 3 11 0 8 16 5 13 2 10 18 
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Tabulka hexagonální kvazigrupy pro 122 =q : 

o  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

0 0 12 5 17 10 3 15 8 1 13 6 18 11 4 16 9 2 14 7 

1 8 1 13 6 18 11 4 16 9 2 14 7 0 12 5 17 10 3 15 

2 16 9 2 14 7 0 12 5 17 10 3 15 8 1 13 6 18 11 4 

3 5 17 10 3 15 8 1 13 6 18 11 4 16 9 2 14 7 0 12 

4 13 6 18 11 4 16 9 2 14 7 0 12 5 17 10 3 15 8 1 

5 2 14 7 0 12 5 17 10 3 15 8 1 13 6 18 11 4 16 0 

6 10 3 15 8 1 13 6 18 11 4 16 9 2 14 7 0 12 5 17 

7 18 11 4 16 9 2 14 7 0 12 5 17 10 3 15 8 1 13 6 

8 7 0 12 5 17 10 3 15 8 1 13 6 18 11 4 16 0 2 14 

9 15 8 1 13 6 18 11 4 16 9 2 14 7 0 12 5 17 10 3 

10 4 16 9 2 14 7 0 12 5 17 10 3 15 8 1 13 6 18 11 

11 12 5 17 10 3 15 8 1 13 6 18 11 4 16 0 2 14 7 0 

12 1 13 6 18 11 4 16 9 2 14 7 0 12 5 17 10 3 15 8 

13 9 2 14 7 0 12 5 17 10 3 15 8 1 13 6 18 11 4 16 

14 17 10 3 15 8 1 13 6 18 11 4 16 9 2 14 7 0 12 5 

15 6 18 11 4 16 9 2 14 7 0 12 5 17 10 3 15 8 1 13 

16 14 7 0 12 5 17 10 3 15 8 1 13 6 18 11 4 16 9 2 

17 3 15 8 1 13 6 18 11 4 16 9 2 14 7 0 12 5 17 10 

18 11 4 16 9 2 14 7 0 12 5 17 10 3 15 8 1 13 6 18 
 

 

( )⊗⊕,,23Z  

Kvadratické zbytky: 1221 22 == , 4212 22 == , 9203 22 == , 16194 22 == , 2185 22 == , 

13176 22 == , 3167 22 == , 18158 22 == , 12149 22 == , 81310 22 == , 61211 22 == . 

Výpočet směrnic pro GS-kvazigrupu: 022222 =⊕⊕ xx , 

541224222 =⊕=⊗−=D ,     5 není kvadratický zbytek, GS-kvazigrupu nemůžeme sestro-

jit. 

Výpočet směrnic pro hexagonální kvazigrupu: 01222 =⊕⊕ xx , 

2019114222 =⊕=⊗−=D , 20 není kvadratický zbytek, hexagonální kvazigrupu nelze 

sestrojit. 
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( )⊗⊕,,29Z  

Kvadratické zbytky: 1281 22 == , 4272 22 == , 9263 22 == , 16254 22 == , 

25245 22 == , 7236 22 == , 20227 22 == , 6218 22 == , 23209 22 == , 131910 22 == , 

51811 22 == , 281712 22 == , 241613 22 == , 221514 22 == . 

Výpočet směrnic pro GS-kvazigrupu: 028282 =⊕⊕ xx , 

541284282 =⊕=⊗−=D ,     5 je  kvadratický zbytek, spočtěme tedy směrnice   

615122)1128( 1
1 =⊗=⊗⊕−= −q ,  2415192)1128( 1

2 =⊗=⊗−−= −q . 

Směrnicemi jsou prvky 6 a 24. 

 

Tabulka GS-kvazigrupy pro 61 =q : 

 

∗  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 

0 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 
1 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 
2 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 
3 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 
4 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 
5 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 
6 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 
7 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 
8 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 
9 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 

10 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 
11 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 
12 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 
13 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 
14 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 
15 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 
16 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 
17 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 
18 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 
19 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 
20 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 
21 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 
22 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 
23 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 
24 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 
25 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 
26 15 21 27 4 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 
27 10 16 22 28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 
28 5 11 17 23 0 6 12 18 24 1 7 13 19 25 2 8 14 20 26 3 9 15 21 27 4 10 16 22 28 
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Tabulka GS-kvazigrupy pro 242 =q : 

 

o  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 

0 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 

1 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 

2 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 

3 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 

4 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 

5 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 

6 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 

7 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 

8 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 

9 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 

10 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 

11 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 

12 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 

13 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 

14 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 

15 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 

16 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 

17 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 

18 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 

19 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 

20 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 

21 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 

22 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 

23 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 

24 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 

25 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 

26 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 

27 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 23 18 13 8 3 27 22 

28 23 18 13 8 3 27 22 17 12 7 2 26 21 16 11 6 1 25 20 15 10 5 0 24 19 14 9 4 28 

 

 

   Výpočet směrnic pro hexagonální kvazigrupu: 01282 =⊕⊕ xx , 

2625114282 =⊕=⊗−=D , 26 není kvadratický zbytek, hexagonální kvazigrupu nelze 

sestrojit. 

 

 

Pokud se na výše uvedené tabulky podíváme pozorněji, uvidíme několik zajímavých 

skutečností. Na úhlopříčce leží prvky 0, 1, 2, … tak, že na prvek i leží na průsečíku        i-tého 

sloupce s i-tým řádkem. Důvodem je skutečnost, že každá GS-kvazigrupa i hexagonální kva-

zigrupa je idempotentní, tj. splňuje identitu xx =2 . 
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Jak jsme již zmínili, v 5Z  je splněno  ∗=∗op , operace je autoduální, tedy operace 

v GS-kvazigrupě je komutativní. 

Nad 11Z , 19Z , 29Z  se nám podařilo sestrojit vždy dvě navzájem duální GS-

kvazigrupy, nad tělesy 3Z  , 7Z , 13Z , 19Z  byly sestrojeny navzájem duální hexagonální kvazi-

grupy. 

 Všimněme  si, že nad tělesy Zp, kde  p prvočíslo, tabulka násobení v kvazigrupě vzni-

kající podle vztahu (2.4) pomocí směrnice q je uspořádána poměrně pravidelným způsobem, 

protože každý řádek (sloupec) se liší od toho předchozího posunem. Vysvětlení je následující:  

platí vztah )1()()(1 qyLyL aa −⊕=⊕  (mod p).                     (2.13) 

Dokažme jej:      

⊕−=−⊗−⊗⊕⊕=−−⊗⊗⊕=∗⊕=⊕ )1(1)1()1()1(1 qqaqyqaayqayaLa  

)1()()1())(( qyLqyaayqa a −⊕=−⊕∗=−⊗⊕⊕ (vše mod p). 

 

Lemma 3.1: Jestliže q je kořen rovnice 012 =⊕− xx  nebo 012 =−− xx  nad pZ , potom 

také )1( q−  je kořenem této rovnice. 

 

Důkaz: Předpokládejme, že q je kořen rovnice 012 =⊕− xx  , tedy 012 =⊕− qq , 

01)1()1( 2 =⊕−−− qq , po umocnění 011121 22 =⊕−=++−⊕⊗− qqqqq , tedy )1( q−  

je kořen. 

Nyní předpokládejme, že q je řešením 012 =−− xx , platí 012 =−− qq , po dosazení )1( q−  

dostaneme 0111211)1()1( 222 =−−=−⊕−⊕⊗−=−−−− qqqqqqq . Kořenem je také 

)1( q− . 

 

Pokusme se nyní sestrojit hexagonální a GS-kvazigrupy, nad tělesy )(qGF , kde 

2, ≥= kpq k . Tabulky těchto těles vkládáme, protože nejdou sestrojit tak lehce, jako tabulky 

těles v předchozích příkladech, pro těleso  )4(GF  je převzata z [3], pro )8(GF  z [6] a pro  

)9(GF  z [7]. V  tělesech charakteristiky 2 nemůžeme podle [11] užít vzorce 

s diskriminantem, použijeme však Viétových vztahů, 02 =++ srxx , sxx =⋅ 21 , 

21 xxr +=−  . 
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Příklad 3.7: 

)4(GF  

 

+ 0 1 a b     . 0 1 a b 

0 0 1 a b   0 0 0 0 0 

1 1 0 b a   1 0 1 a b 

a a b 0 1   a 0 a b 1 

b b a 1 0   b 0 b 1 a 
 

Výpočet směrnic pro GS-kvazigrupu: 012 =++ xx , v našem případě je -r rovno 1 a 

s se též rovná jedna,  v tělese platí 1=⋅ ba , 1=+ ba , kořeny rovnice jsou tedy prvky a a b , 

tyto prvky jsou tedy směrnicemi GS-kvazigrupy. 

Při výpočtu směrnic pro hexagonální kvazigrupu řešíme tutéž rovnici, jako pro GS-

kvazigrupu. Tabulky GS-kvazigrupy a hexagonální kvazigrupy se tedy budou shodovat. 

 

Tabulka GS-kvazigrupy (i hexagonální kvazigrupy) pro aq =1 : 

 

∗   0 1 a b 

0 0 a b 1 

1 b 1 0 a 

a 1 b a 0 

b a 0 1 b 
 

Tabulka GS-kvazigrupy (i hexagonální kvazigrupy) pro bq =2 : 

 

o   0 1 a b 

0 0 b 1 a 

1 a 1 b 0 

a b 0 a 1 

b 1 a 0 b 
 

 

Pozorujeme, že tabulka není tak pravidelná, jako to bylo u kvazigrup nad Zp. 
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)8(GF  

 

+ 0 1 a b c d e f     . 0 1 a b c d e f 

0 0 1 a b c d e f   0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 b a d c f e   1 0 1 a b c d e f 

a a b 0 1 e f c d   a 0 a c e b 1 f d 

b b a 1 0 f e d c   b 0 b e d f c 1 a 

c c d e f 0 1 a b   c 0 c b f e a d 1 

d d c f e 1 0 b a   d 0 d 1 c a f b e 

e e f c d a b 0 1   e 0 e f 1 d b a c 

f f e d c b a 1 0   f 0 f d a 1 e c b 
 

Výpočet směrnic pro GS-kvazigrupu: 012 =−− xx , 1,1 −=−= sr , -r je rovno 1,  

v tělese platí: 110 =+ , 1=+ ba ,  1=+ dc , 1=+ fe , dále 111 =⋅ , 1=⋅ da , 1=⋅ eb , 

1=⋅ fc , z toho je patrné, že daná rovnice nemá nad tělesem řešení. Totéž platí i pro hexago-

nální kvazigrupu. 

 

)9(GF  

 

+ 0 1 2 a b c d e f     . 0 1 2 a b c d e f 

0 0 1 2 a b c d e f   0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 2 0 b c a e f d   1 0 1 2 a b c d e f 

2 2 0 1 c a b f d e   2 0 2 1 d f e a c b 

a a b c d e f 0 1 2   a 0 a d e 1 b c f 2 

b b c a e f d 1 2 0   b 0 b f 1 c d 2 a e 

c c a b f d e 2 0 1   c 0 c e b d 2 f 1 a 

d d e f 0 1 2 a b c   d 0 d a c 2 f e b 1 

e e f d 1 2 0 b c a   e 0 e c f a 1 b 2 d 

f f d e 2 0 1 c a b   f 0 f b 2 e a 1 d c 
 

V tomto případě můžeme využít vzorce s diskriminantem. Kvadratické zbytky jsou 

následující: 121 22 == , eda == 22 , cfb == 22 , 222 == ec . 

Řešme rovnici 012 =−− xx , abychom získali směrnice pro GS-kvazigrupu. Diskri-

minant spočítáme následovně: 2212)1111()2()1(14)1( 22 =−=⋅+++−=−⋅⋅−−=D , 2 je 

kvadratický zbytek. Prvky c a e jsou vzájemně inverzní vzhledem ke sčítání, místo odčítání 

jednoho z prvků při výpočtu směrnic jednoduše přičteme ten druhý. Budou existovat směrnice 
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1q  a 2q , dacq =⋅=⋅⋅+−−= − 2)12())1(( 1
1 ,  bfeq =⋅=⋅⋅+−−= − 2)12())1(( 1

2 .  kořeny 

rovnice jsou prvky b a d.  

 

Tabulka GS-kvazigrupy pro bq =1 : 

 

∗    0 1 2 a b c d e f 

0 0 b f 1 c d 2 a e 

1 d 1 c e 2 a f d b 

2 a e 2 b f 0 c d 1 

a c d 1 a e 2 b f 0 

b 2 a e 0 b f 1 c d 

c f 0 b d 1 c e 2 a 

d e 2 a f 0 b d 1 c 

e b f 0 c d 1 a e 2 

f 1 c d 2 a e 0 b f 
 

 

Tabulka GS-kvazigrupy pro dq =2 : 

 

o   0 1 2 a b c d e f 

0 0 d a c 2 f e b 1 

1 b 1 e d a 0 2 f c 

2 f c 2 1 e b a 0 d 

a 1 e b a 0 d f c 2 

b c 2 f e b 1 0 d a 

c d a 0 2 f c b 1 e 

d 2 f c b 1 e d a 0 

e a 0 d f c 2 1 e b 

f e b 1 0 d a c 2 f 
 

 

Výpočet směrnic pro hexagonální kvazigrupu: 0122 =++ xx , 1=− r , 1=s ; v tělese 

platí: 110 =+ , 122 =+ , 1=+ ea , 1=+ db , 1=+ fc , dále 111 =⋅ , 122 =⋅ , 2=⋅ ba , 

1=⋅ ec , 1=⋅ fd , vidíme, že rovnice má jeden dvojnásobný kořen 2.  
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Tabulka hexagonální kvazigrupy pro 2=q : 

 

∗  0 1 2 a b c d e f 

0 0 2 1 d f e a c b 

1 2 1 0 f e d c b a 

2 1 0 2 e d f b a c 

a d f e a c b 0 2 1 

b f e d c b a 2 1 0 

c e d f b a c 1 0 2 

d a c b 0 2 1 d f e 

e c b a 2 1 0 f e d 

f b a c 1 0 2 e d f 
 

  

 Pokud se pozorněji podíváme na rovnice řešené v tomto příkladě, můžeme si povšim-

nout, že součet kořenů je vždy roven 1. Podle definující rovnice operace pro kvazigrupu  

yxyx ∗→),(  dostaneme při výměně kořenů právě xyyx ∗→),(  , čili duální operaci. 

 Tabulky vytvořených kvazigrup jsou pravidelné jiným způsobem než tomu bylo upZ , 

Uspořádání souvisí s tím, že aditivní grupa )( kpGF  je rozložitelná, kdežto  )( pGFZ p =  

rozložitelná není. U )4(GF  je aditivní grupa izomorfní s direktním součinem 22 ZZ × , prvky 

jsou původně dvojice, ve kterých se počítá mod 2, pak dojde k přeznačení, vyhovuje: 

)0,0(0 = ,  )1,0(1= , )0,1(=a , )1,1(=b , tato skutečnost se projeví i v tabulce kvazigrupy.  

 Aditivní grupa tělesa )9(GF  je izomorfní s direktním součinem  33 ZZ × , počítá se 

stejně jako  ve výše uvedeném, prvky a odpovídající dvojice jsou následující: )0,0(0 = , 

)1,0(1= , )2,0(2 = , )0,1(=a , )1,1(=b , )2,1(=c , )0,2(=d , )1,2(=e , )2,2(=f . 
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4 Izotopie kvazigrup 
 
 
Definice 4.1: Jsou-li ( )⋅,G  a ( )´´,⋅G  grupoidy (nebo kvazigrupy), izotopií ( )⋅,G  na ( )´´,⋅G  na-

zveme uspořádanou trojici ( )γβα ,,  bijekcí G na G  ́ takovou, že pro všechna Gyx ∈, platí: 

( ) ( ) ( )yxyx ⋅=⋅ γβα ´ , nebo ekvivalentně ( ) ( )( )yxyx βαγ ´1 ⋅=⋅ − . Užijeme-li prvků ´´´, Gyx ∈ , 

můžeme ekvivalentně psát ( ) ( )( )´´´´´´ 11́ yxyx −− ⋅=⋅ βαγ . ( )´´,⋅G  je pak izotopem ( )⋅,G . 

Inverzní izotopie má tvar ( )111 ,, −−− γβα . 

 

Lemma 4.1: Každý izotop kvazigrupy je kvazigrupa. 

 

Důkaz:  Nechť ( ) ( ) ( )´´,,:,, ⋅→⋅ GGγβα  je izotopie kvazigrupy ( )⋅,G  na grupoid ( )´´,⋅G , kde 

( ) ( )( )´´´´´´ 11́ yxyx −− ⋅=⋅ βαγ  pro všechna ´´´, Gyx ∈ . Ukažme jednoznačnou řešitelnost rovnic: 

Řešme pro ´´´, Gba ∈ , rovnice ´´´ bya =⋅ má zřejmě tvar ( ) ( )( )´\´ 11 bay −−= γαβ .  

Stručně: Aplikujeme-li inverzní zobrazení 1−β  , je předchozí vztah ekvivalentní                                 

s ( ) ( ) ( )´´ 111 bya −−− =⋅ γβα . Ekvivalentně můžeme psát ( ) ( )( ) yabab ´´´´´ 1´1 ⋅=⋅= −− βαγ . Jedno-

značnost platí díky ekvivalenci předchozích rovností. Pro druhou rovnici podobně: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )´/´´´´´´´ 1111111 abxbaxbaxbax −−−−−−− =⇔=⋅⇔=⋅⇔=⋅ βγαγβαβαγ . 

V případě, že Qid=γ  , mluvíme o hlavní izotopii a hlavním izotopu. 

Jestliže hlavní izotopie ( ) ( ) ( )´´,,:,, ⋅→⋅ GGidGβα  kvazigrupy ( )⋅,G  dává lupu ( )´´,⋅G , budeme 

užívat termínů LP-izotopie a LP-izotop (z anglického „loop principal“). 

V případě, že γβα == , příslušné izotopii ( )ααα ,,  říkáme izomorfismus (grupoidů, kvazi-

grup,..) a značí se krátce α . 

Izomorfním obrazem grupy (lupy) s jednotkou e je grupa (lupa) s jednotkou ( )eα . 

 

Věta 4.1: Izotopické grupy jsou izomorfní. 

 

Zatímco pro grupy je důležitějším pojmem izomorfismus, pro kvazigrupy hraje hlavní roli 

izotopie. Poznamenejme, že složení dvou izotopií je opět izotopie. 
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Lemma 4.2: Nechť ( )⋅,G  je mediální kvazigrupa s idempotentním prvkem Gq∈ . Zaveďme 

operaci q+  vztahem: )()( 11 yLxRyx qqq
−− ⋅=+  pro všechna Gyx ∈, . Pak pro libovolné 

Gwzyx ∈,,,  platí: ( ) ( )wyzxwzyx qqq +⋅+=⋅+⋅ .  

Řekneme, že operace +q a  „·“ vzájemně komutují. 

 

Důkaz: Pišme ´aqqax ⋅=⋅=  (tedy qxa /= ), podobně b́qqby ⋅=⋅= , ´cqqcz ⋅=⋅= , 

´dqqdw ⋅=⋅= . Pak díky medialitě a idempotentnosti prvku q, 

( ) qabqqabbqaqyx ⋅=⋅⋅=⋅=⋅ , podobně ( ) ( ) ´´´´ dcqdcqqdqcqzw ⋅=⋅⋅⋅=⋅= . Nyní počí-

tejme ( ) ( ) ( ) ( )wyzxqdbqqcaqbdacdcabzwxy qqqqq +⋅+=+⋅+=⋅=⋅=+ ´´´´´´ . 

 

Lemma 4.3: Je-li G = ( )qG +,  komutativní grupa, která vznikla z mediální kvazigrupy a její-

ho idempotentního prvku q konstrukcí )()( 11 yLxRyx qqq
−− ⋅=+ , pak jsou translace Rq a Lq 

komutující automorfismy grupy G. 

 

Důkaz: Abychom ukázali, že ∈qq LR ,  Aut(G) jsou automorfismy, užijeme lemmatu 4.2            

a vztahu qqq q =+ :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxRqyxqqyxqyqxyRxR qqqqqqqqq +=⋅+=+⋅+=⋅+⋅=+ , podobně pro Lq. 

Dále pro každé Gx∈ , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xRLxqqxqqqqqqxqqxxLR qqqq =⋅=⋅=⋅=⋅= , tedy 

qqqq RLLR = . 

 

Věta 4.2: Nechť ( )⋅,G  je mediální kvazigrupa, Gq∈  její idempotentní prvek, qqq ⋅= . Pak 

existuje komutativní grupa G = ( )∗,G  a její komutující automorfismy ∈βα , Aut (G) takové, 

že platí ( ) ( )yxyx βα ∗=⋅  pro všechna Gyx ∈, . 

 

Důkaz: Podle předchozího stačí vzít: qR=α , qL=β , q+=∗ . 

 

Věta 4.3: Nechť ( )+,,eG  je komutativní grupa a nechť ∈βα , Aut ( )+,G  jsou její komutující 

automorfismy, βααβ = . Utvořme novou operaci „·“ na nosiči G takto: ( ) ( )yxyx βα +=⋅ . 

Potom grupoid ( )⋅,G  je mediální kvazigrupa, jednotka e grupy je pro tento grupoid idempo-
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tentním prvkem a zobrazení βα ,  se dají interpretovat jako pravý (respektive levý) zdvih prv-

kem e vzhledem k operaci „·“: eR=α , eL=β . 

 

Důkaz: Nechť ( )+,,eQ  je komutativní grupa a βα ,  její komutující automorfismy. Zaveďme 

na G  operaci „·“ vztahem ( ) ( )yxyx βα +=⋅ .  

Vzniklý grupoid ( )⋅,G  je kvazigrupa, protože je izotopický s grupou ( )+,G ; ( )id,,βα  je hlav-

ní isotopie ( )⋅,G  na lupu ( )+,G  s jednotkou e. Zvolme  prvky  u, v  z  G   takové,   že 

( ) ( )veu βα == . Z toho, že e je levá jednotka, odvodíme: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )yyeyuyuyLu βββα =+=+=⋅=  pro všechna Gy∈ . Tedy uL=β .  

Podobně e je  pravá  jednotka,  tedy  pro  všechna   Gx∈   platí : 

( ) ( ) ( ) =+=⋅= vxvxxRv βα ( ) ( )xex αα =+ . Tedy vR=α . Přitom zřejmě uve = : 

( ) ( ) ( ) ( )vvLuvuRue uv βα ===== . Dále, vlastnosti ( ) ( )eee βα ==  můžeme přepsat jako 

eueve ⋅==⋅ . Nyní dokážeme, že e je idempotentní prvek v ( )⋅,G , tj. eee =⋅ , 

( ) ( ) eeeeuveeeee =+=⋅+⋅=+=⋅ βα . Díky krácení zleva (zprava) získáme uev == . 

Máme tedy yexeyx +=⋅ . Dokažme medialitu kvazigrupy ( )⋅,G . Počítejme 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )edeceeeebeaeedceeeebaeedecbeeacdab ⋅+⋅+⋅+⋅=+⋅+⋅+=⋅+⋅⋅⋅+⋅=⋅ (op

akovaně jsme používali definici operace automorfismů eR=α , eL=β ).  

Nyní podobně vyjádříme ( ) ( ) ( ) ( )edebeeeeceaebdac ⋅+⋅+⋅+⋅=⋅ . Pravou stranu ještě 

upravme použitím vztahů ( ) ( ) eexxLRxRLxee eeee ⋅===⋅ , pro cx =  a bx = . Tím dosta-

neme stejný výraz jako ve výpočtech výše, a tedy medialitu bdaccdab ⋅=⋅ . 

 

Důsledek 4.1: 

Grupoid ( )⋅,G  je mediální kvazigrupa s idempotentní prvkem e , právě když existuje komuta-

tivní grupa ( )+,,eG  s jednotkou e  a dvojice jejích automorfismů ∈βα , Aut (G) splňujících 

βααβ =  a ( ) ( )yxyx βα +=⋅ . V tom případě je eR=α  a eL=β . 

 

Pozn. 4.1: Připomeňme, že automorfismus α  aditivní grupy ( )+,,eG  má vlastnosti ( ) ee =α , 

( ) ( ) ( )yxyx ααα +=+ , ( ) ( )xx αα −=− .  

Speciálně automorfismus je bijekcí G na G, tedy permutací množiny G. 
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5 Rovnoběžníkové prostory 
 

Poslední část diplomové práce byla zpracována podle [3]. 

 

5.1 Rovnoběžníkové prostory obecně 
 

Definice 5.1.1: Rovnoběžníkovým prostorem budeme rozumět trojici *),,( VP , kde P je ne-

prázdná množina, V je množina, vpvpPVP *),(,:* a→×  je zobrazení a platí: 

 (i) Pro libovolné prvky P∈BA,  existuje právě jedno Vv∈  tak, že B*A =v  (pravi- 

                dlo tranzivity), 

 (ii) vwwv *)*A(*)*A( =  pro všechna P∈A  a Vwv ∈, (pravidlo rovnoběžníků). 

 

Prvky množiny  P nazýváme body  a prvky V vektory, * se nazývá bodově-vektorové zobra-

zení. 

 

Podle (i) můžeme zavést zobrazení VPP →×
→

: , takzvanou translaci na P tak, že  

 (iii) pro každé P∈BA, , BAB*A =
→

. 

 

Podívejme se, jak lze zavést rovnoběžníkový prostor jinak: 

 

Definice 5.1.2: Rovnoběžníkový prostor je čtveřice )*,,,(
→

VP , kde P, V  jsou neprázdné 

množiny, VPPPVP →×→×
→

:,:*  zobrazení a jsou splněny podmínky (ii) a (iii). 

 

Rovnoběžníkový prostor lze definovat i následovně: 

 

Definice 5.1.3: Rovnoběžníkový prostor je trojice ),,(
→

VP , kde ≠VP, Ø a zobrazení 

VPP →×
→

:  splňuje podmínky: 

 (i´) pro každé P∈A , Vv∈  existuje právě jedno P∈B  takové, že v=
→

AB , 

 (ii´) pro všechna P∈DC,B,A, , 
→→→→

=⇔= BDACCDAB . 
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Ekvivalentnost definicí můžeme jednoduše zkontrolovat. Podle (i´) můžeme zavést zobrazení 

B),A(,:* avPVP →× , které splňuje (i), (iii). Nyní pomocí (ii´) dostaneme (ii) 

wv ==
→→

AC,AB . Naopak z (ii) dostáváme (ii´) pod označením C*AB,*A == wv . 

 

5.2 Strukturové vlastnosti rovnoběžníkových prostorů 
 

Věta 5.2.1: (a) (sčítání vyjádřené pomocí bodově-vektorového zobrazení)  

Nechť *),,( VP  je rovnoběžníkový prostor, pak existuje právě jedno zobrazení VVV →×+ :  

takové, že pro všechna P∈A  a Vwv ∈,  platí: 

 wvwv *)*A()(*A =+ .               (5.1) 

 (b) Rovnoběžníkový prostor *),,( VP  lze získat z grupoidu ),( +V  právě tehdy, když 

),( +V  je komutativní grupa. Operace „*“ a „+“spolu souvisejí podle (5.1). 

 

Důkaz:  

(a) Nechť P∈B A,  a Vwv ∈, . Dále nechť Vwv ∈,  jsou takové,že vwv *A*)*A( = , 

B*A =w .  Použitím  (ii)  obdržíme  === wwvwvwwv *)*)*A((*)*)*A((*)*B(  

vvwwv *B*)*A(*)*A( == , což ukazuje, že vzhledem k v, w je vektor v  splňující 

vwv *A*)*A( =  nezávislý na volbě bodu A. Tedy binární operace + na V, vwv →),(  je 

podle (5.1) dobře definována. Použitím (i´), (ii´), (5.1) dostáváme  

→→→
=+ ADBDAB .                         (5.1´) 

(b) Nechť *),,( VP  je rovnoběžníkový prostor a + je sčítání z (5.1). Použijme (i) k odvození 

komutativity + z (5.1) a (ii), asociativitu + dokážeme několikerým použitím (5.1). 

 Nyní nechť P∈A . Označme Ae  vektor určený pomocí A*A A =e podle (i). Dle (5.1) 

obdržíme )(e*A*)*A(*A A vvev A +==  pro všechna Vv∈ . Užitím (i) dostáváme 

vev += A , tedy Ae  je neutrální prvek vzhledem k +, nezávisle na A. Místo Ae  budeme psát 

jednodušeji e.  

 Podle (i) každé Vv∈  jednoznačně určuje Vv ∈ , které splňuje A*)*A( =vv . Ale 

podle (5.1) evv *AA)(A* ==+ , tedy opět podle (i) evv =+ )( . Proto v  je inverzní (opač-

ný vektor) k v vzhledem k +, a ),( +V  je komutativní grupa. 
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 Opačně, začněme s komutativní grupou ),( +V , trojice ),,( +VV  splňuje podmínky 

rovnoběžníkového prostoru. Opravdu, (i) plyne z rovnic ve tvaru wxv =+  pro Vwv ∈, , kte-

ré jsou jednoznačně řešitelné  pro Vx∈ . Vzhledem k asociativitě a komutativitě  + platí (ii) a 

(5.1) je určena asociativitou. 

 

Podle důkazu části (b) je splněno následující: 

 

Poznámka 5.2.1: Pro každé P∈A , A*A =e a platí e=
→

AA . 

 

Dále uvažujme rovnoběžníkový prostor s význačným bodem P∈O , kterému říkáme 

počáteční nebo referenční bod. 

 

Definice 5.2.1: Homomorfismus vektorového prostoru *),,( VP  do vektorového prostoru     

*´)´,´,( VP  je definován jako dvojice zobrazení ´:´,: VVPP →→ βα  takových, že  

 (iv) )*A()(*´)A( vv αβα =  pro všechna P∈A , Vv∈ . 

Homomorfismus se nazývá izomorfismem, když  jsou zobrazení α  a β  bijektivní. 

 

Věta 5.2.2: Nechť je dán rovnoběžníkový prostor *),,( VP  s počátečním bodem O, pak dvo-

jice zobrazení 
→

→ OAA, aVP ; VVidv →: , vv a  je izomorfismus *),,( VP  do 

),,( +VV . Operace + je definována podle (5.1). 

 

Vztah mezi homomorfismy rovnoběžníkových prostorů a homomorfismy komutativních grup 

je popsán v následující větě. 

 

Věta 5.2.3: (a) Nechť ),( βα  jsou homomorfismy rovnoběžníkového prostoru *),,( VP  do 

rovnoběžníkového prostoru *´)´,´,( VP  a nechť + a +´ jsou odpovídající binární operace na V a 

V  ́zavedené podle (5.1) . Pak β  je homomorfismus ),( +V  do ´)´,( +V  takový, že 

 )AO(*´)O()A(
→

= βαα  pro všechna P∈A,O .              (5.2) 
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 (b) Naopak, každý homomorfismus β  z ),( +V  do ´)´,( +V  společně s výběrem bodů 

P∈O , ´O´ P∈  určuje zobrazení )OA(*´OA´,:
→

→ βα aPP  takové, že )O(O´ α= . Pak 

dvojice ),( βα  je homomorfismus *),,( VP  do *´)´,´,( VP . 

 

Důkaz: Ukažme, že zobrazeníβ  je podle (iv) jednoznačně určeno zobrazenímα . Jestliže je 

dán bod P∈B , pak existuje jediné Vv ∈´ ´takové, že )*B(´*´)B( vv αα =  (kde jsme použili 

(i) pro *´)´,´,( VP ). Užitím (iv) a (5.1) obdržíme ==+ )(*´))(*´)B(()(*´)B( wvwv ββααα  

))(´)(*´()B( wv ββα += . Použitím (i)  dostáváme )(´)()( wvwv βββ +=+  pro všechna 

Vwv ∈, . Tedy β  je grupový homomorfismus grupy ),( +V  do grupy ´)´,( +V . Nyní ověříme 

)B()OB(*´)O( αβα =
→

 pro všechna PB∈ . 

 Naopak, mějme dán homomorfismus β  z ),( +V  do ´)´,( +V  a body P∈B,A , použi-

tím (5.1),  (5.1´) a  (5.2)    obdržíme      *´)O(()AB(*´))OA(*´)O(()AB(*´)(A αββαβα ==
→→→

 

)*A()B()AB(´)OA((
→→→

ΑΒ==+ ααββ . Tedy (iv) platí pro 
→

= ABv . Protože 
→

OO  je neutrální 

prvek vzhledem k +, je i )OO(
→

β  neutrálním prvkem vzhledem k +´, podle poznámky 5.2.1. 

 

Když ´, PP  jsou afinní prostory a V, V  ́ jsou vektorové prostory nad základním těle-

sem T, pak podmínka (5.2) musí být doplněna požadavkem )()( vava ββ ⋅=⋅  pro všechna 

∈),( va T V× . Zobrazení α  je pak afinním zobrazením afinního prostoru a určuje podkladové 

lineární zobrazení β  odpovídajících lineárních prostorů. Obráceně, nechť je dán obraz jedi-

ného bodu P∈A , pak je afinní zobrazení α  jednoznačně určeno pomocí lineárního zobraze-

ní β . 

Nechť *),,( VP  = *´)´,´,( VP , pak podmínka (iv) je ekvivalentní s podmínkou 

)OA()O(O(A)O
→→−−−−→−−−−

+= βαα .                          (iv´) 

To můžeme ověřit pomocí následující rovnosti  

 )OA(*)O())OA((O)O(*O
→→→−−−−−

=+ βαβα , 

která plyne z výše uvedeného a dohody, že v=
→

AB  právě tehdy, když 

b*)*(A)(*A*A abav =+= . 
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Obdržíme tak obvyklejší popis afinního zobrazení pomocí podkladového lineárního zobrazení 

β , polohových vektorů, bodů („radiusvektorů“) a  jejich bodových obrazů vzhledem 

k počátku O. 

 

Důkaz věty 5.2.3 vyžaduje pouze podmínky (i´), (ii´) a existenci pravého neutrálního prvku 

vzhledem k +. Důkaz věty 5.2.1 části (b) ukazuje, že ),( +V  je grupa. Skutečně, čtveřice 

),*,,( +VP  splňující podmínky (i´)  a (5.1) a s pravým neutrálním prvkem je grupa, která ope-

ruje jednoduše tranzitivně na P. Podmínka (ii´) zaručuje komutativitu  +, která ve větě 5.2.3 

nebyla třeba. Tedy pro každou grupu ),( +V  poskytuje věta 5.2.3 popis homomorfismu 

),( βα  z ),,( +VV  do ),,( +VV  pomocí akce grupy na sobě. Formule (iv), 

)*A()(*´)A( vv αβα = , kde VvP ∈∈ ,A , má tvar )(´)()( wvwv +=+ αβα  pro všechna 

Vwv ∈, . Zde je β  endomorfismus  grupy ),( +V  a existuje právě jeden vektor Vv ∈0  tako-

vý, že )()( 0 vvv βα +=  pro každé Vv∈ . Zobrazení α  je levou translací, právě když 

Vid=α , α je vnitřní automorfismus ),( +V  v témž případě. 

 Vezměme nyní v úvahu rovnoběžníkový prostor ),,( +VV  vytvořený z komutativní 

grupy ),( +V  (poznamenejme, že podle věty 5.2.1 musí být uvažovaná grupa komutativní 

v případě, že se operace * a + v (5.1) shodují). 

 

Věta 5.2.4: ,*),( VV  je rovnoběžníkový prostor právě tehdy, když  existuje komutativní grupa 

´),( +V  a permutace VVf →:  taková, že pro všechna Vwv ∈,  platí )(´* wfvwv += . 

 

Důkaz: Trojice ,*),( VV , ≠V  Ø, VVV →×:*  určuje rovnoběžníkový prostor právě tehdy, 

když platí následující podmínky 

 (i°) pro všechna Vvu ∈,  existuje právě jedno Vw∈  tak, že uwv =* , 

 (ii°) uvwvuw *)*(*)*( =  pro všechna Vwvu ∈,, . 

Mějme  dány vektory Vba ∈, , nechť vektory Vce ∈,  jsou určené pomocí (i°) tak, že 

bcaaea == *,* , použitím (ii°) vypočítáme ecaceaecaeb ==== **)*(*)*(* , proto 

je vektor e pravým neutrálním prvkem vzhledem k *. Podle věty 5.2.1 (a) existuje binární 

operace VVV →×+ :  splňující  

 bavbav *)*()(* =+  pro každé Vvba ∈,, .            (5.3) 
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Podle věty 5.2.1 (b) je ),( +V  komutativní grupa s neutrálním prvkem e. Z (i°) vyplývá, že 

zobrazení vevVVf *,: a→  je permutací na V. Ve vztahu (5.3) položme ve = , dostaneme 

bafbaf *)()( =+ . Zavedením binární operace +´ pomocí )()(´)( bafbfaf +=+  pro 

všechna Vba ∈,  získáme izomorfismus ),( +V  na ´)´,( +V . Tedy také ´)´,( +V  je komutativní 

grupa a )(´)(*)( bfafbaf +=  pro všechna Vba ∈, . Obdrželi jsme izotopii *),(V  na komu-

tativní grupu. 

 Opačně, mějme komutativní grupu a permutaci VVf →: . Izotopie zavedená výše 

zaručuje splnění podmínek (i°) a (ii°), což je vidět z následujícího: 

=++= )(´))(´(*)*( bfafcbac abcafbfc *)*()(´))(´( =++ , tedy bca =*  právě tehdy, 

když bcfa =+ )(´ . 

 

Nakonec popíšeme ještě jiné zavedení rovnoběžníkových prostorů: geometrické: 

 

Definice 5.2.2: Rovnoběžníkový prostor nyní definujeme jako dvojici ),( PP  takovou, že P je 

neprázdná množina a P≠ Ø je kvaternární relace na P, musí platit následující axiomy: 

 1ˇ  Pro každé Pcba ∈,,  existuje právě jedno Pd ∈  takové, že platí ),,,( dcbaP . 

 2ˇ  Jestliže ),,,( hgfe  je cyklická permutace  prvků  ),,,( dcba   nebo  ),,,( abcd , kde 

    Gdcba ∈,,, , pak ),,,( dcbaP  implikuje ),,,( hgfeP . 

3ˇ Pro všechna Gfedcba ∈,,,,, , jestliže ),,,( dcbaP a ),,,( fedcP , pak ),,,( efbaP .  

Prvky z P nazýváme body rovnoběžníkového prostoru. Každá čtveřice P∈),,,( dcba  se na-

zývá rovnoběžník, zápis P∈),,,( dcba můžeme psát také jako ),,,( dcbaP . 

 

Mějme rovnoběžníkový prostor ),( PP  a binární operaci ≅  na PP×  definovanou 

 ),,,(),(),( dcbadcba P⇔≅ .              (5.4) 

Jednoduše můžeme zkontrolovat, že ≅  je relace ekvivalence. Prvky (třídy) rozladu faktorové 

množiny ≅× /PP  se nazývají vektory. Vektor se skládá z dvojice PPba ×∈),( , kterou 

označujeme 
→−−

),( ba . 
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 Jestliže označíme ≅×= /PPV , VPP →×
→

: , 
→−−

),(),( baba a , pak ),,(
→

VP  je rov-

noběžníkový prostor ve smyslu třetí definice. opravdu, podmínka (i´)  vyplývá z definice 
→

 a 

z 1ˇ,  zatímco podmínka (ii´)  vyplývá z 2ˇ a 3ˇ a z definice 
→

.  

 Opačně, mějme dán rovnoběžníkový prostor ),,(
→

VP  podle třetí definice, definujme 

na něm rovnoběžník (v novém smyslu)  jako čtveřici Pdcbadcba ∈,,,),,,,(  takovou, že  

platí 
→−−→−−

= ),(),( dcba . Podmínky (i´) a (ii´) umožňují ověření 1ˇ, 2ˇ, 3ˇ. Tedy P  společně 

s množinou všech „nových“ rovnoběžníků je rovnoběžníkový prostor v posledním smyslu. 

Poznamenejme, že ve výše uvedeném přístupu k zavedení rovnoběžníkového prostoru 

může být podmínka 1ˇ nahrazena podmínkou  

4ˇ  Pro všechna Pcba ∈,,  existuje právě jedno Pd ∈  takové, že platí ),,,( dcbaP . 

To můžeme ověřit, jestliže přejdeme od ),,,( dcbaP  k ),,,( cdabP  a vhodně užijeme 

cyklickou permutaci a 2ˇ: ),,,(),,,(),,,( cdabbadcdcba PPP ⇔⇔ . 

Čtveřice ),,,( dcba  je rovnoběžníkový prostor v „geometrickém“ smyslu právě tehdy, 

když čtveřice ),,,( dcba  je rovnoběžníkem ve výše uvedeném smyslu. 

 

5.3 Grupy transferů mediální kvazigrupy 
 
Definice 5.3.1: Nechť G= ( )⋅,G  je mediální kvazigrupa. Pro každé Gba ∈,  zavedeme levý 

transfer baL ,  jako složení (zprava doleva) ab LL 1−  a pravý transfer  jako abba RRR 1
, : −= .  To je 

 bdacdcL ba =⇔=)(,  pro všechna Gdcba ∈,,,             (5.5) 

a podobně 

 dbcadcR ba =⇔=)(, .               (5.6) 

Proto v mediálních kvazigrupách platí následující „polární“ vlastnost: 

 baRdcL dcba =⇔= )()( ,, .               (5.7) 

Protože G je kvazigrupa, vezmeme-li tři z prvků Gdcba ∈,,, , rovnost  bdac =  (respektive 

dbca = ) určuje v G  jednoznačně  čtvrtý prvek (což lze nazvat „vlastnost čtvrtého prvku“). 

Jako důsledek pomocí pravého (resp. levého) krácení  obdržíme následující vlastnosti pro 

mediální kvazigrupy 
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  ´´,, bbLL baba =⇒= ,   ´´,, aaLL baba =⇒= , 

  ´´,, bbRR baba =⇒= ,  ´´,, aaRR baba =⇒= . 

 

Lemma 5.3.1: Nechť 0,,,, xdcba  jsou prvky mediální kvazigrupy G= ( )⋅,G  splňující 

)()( 0,0, xRxL dcba = . Pak dcba RL ,, = . 

 

Důkaz: Nechť Gx∈  je libovolný prvek a )(:´ , xLx ba=  (tj. ´bxax = ).  Náš předpoklad lze 

zapsat jako ´00 bxax =  a dxcx ´00 = . Z  mediality G lze vyvodit 

)´)(()´´)(()´´)(())(())(( 00000 dxaxdxbxdxbxcxaxxcax ==== . Použitím levého krácení  do-

stáváme dxxc ´= , což znamená ´)(, xxR dc = . Podle toho dcba RL ,, =  (protože x bylo libovol-

né). 

 

Lemma 5.3.2: Nechť G= ( )⋅,G  je mediální kvazigrupa, pak každá rovnice ve tvaru 

dcba RL ,, = , kde jsou dány tři z prvků Gdcba ∈,,,  a čtvrtý je neznámý, je jednoznačně řeši-

telná v G.  

 

Důkaz: Nechť Gcba ∈,, , vyberme pomocné prvky Gqq ∈´,  takové, že ´)(, qqL ba = . Pak 

existuje jediné Gd ∈  tak, že ´dqcq =  (podle vlastnosti čtvrtého prvku), tj. ´)(, qqR dc = . Pro-

to )()( ,, qRqL dcba = , tedy dcba RL ,, =  podle lemmatu 5.3.1. Jestliže ´,, dcba RL = , pak 

´,, dcdc RR = , následně ´dd = . Podobně v ostatních případech. 

 

Lemma 5.3.3: Nechť G= ( )⋅,G  je mediální kvazigrupa a Gdcba ∈,,, . Jestliže existuje Gq∈  

takové, že )()( ,, qLqL dcba = , pak dcba LL ,, = . Jestliže existuje Gq∈  tak, že )()( ,, qRqR dcba = , 

pak dcba RR ,, = . 

 

Důkaz: Předpokládejme ´)()( ,, qqLqL dcba ==  a zvolme pomocný prvek Gr ∈ . Podle vlast-

nosti čtvrtého prvku existuje právě jeden prvek Gs∈  tak, že ´)(, qqR sr = . Z rovnosti 

)()()( ,,, qLqRqL dcsrba ==  podle lemmatu 5.3.1 vyplývá, že dcsrba LRL ,,, == . Analogicky 

pro pravý transfer. 
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Jako důsledek máme: Jestliže platí dcba LL ,, =  (respektive dcba RR ,, = ), pak každé tři z prvků 

Gdcba ∈,,,  jednoznačně určují třetí. 

 

Nakonec uveďme, že v každé mediální kvazigrupě G= ( )⋅,G  jsou splněny následující ekviva-

lence : 

dbcadcbadbcadcba RRRRLLLL ,,,,,,,, =⇔=⇔=⇔= .        (5.8) 

 

Podle lemmatu 5.3.2 je každý levý transfer zároveň pravým transferem  a opačně. 

Množinu všech levých transferů společně s množinou všech pravých transferů označíme TG. 

Její prvky nazýváme  transfery na G. 

 

Věta 5.3.1: Nechť G= ( )⋅,G  je mediální kvazigrupa. Pak ),,( oGGT id   je  komutativní  grupa, 

která působí jednoduše tranzitivně na G. 

 

Důkaz: Pro jednoduchost  budeme  psát  skládání zobrazení  vedle  sebe místo  zápisu  binár-

ní operace o . Nechť GT∈21,ττ a Ga∈ . Podle lemmat 5.3.2 a 5.3.3 můžeme  vybrat  prvky  

Gdcb ∈,,  tak, že   dccaba LLL ,1,2,1 ,, === τττ . Z toho vyplývá, že dcba LL ,, =  a následně 

2,, τ== dbca LL .  Tedy  dostáváme   GT∈=== −−
daaccdcadc LLLLLLL ,

11
,,21ττ .    

Nyní  badb LL ,,12 =ττ 21,
11 ττ=== −−

daabbd LLLLL . Proto  platí komutativita.   Pro pevné Ga∈ , 

libovolné, je zobrazení GidL aa =,  neutrálním prvkem grupoidu ),( oGT . Jestliže Gba ∈, ,  pak  

aaabab LLL ,,, = ,  tedy  abL ,  a baL ,  jsou navzájem inverzní.  Jestliže  Gdc ∈, ,  pak  existuje  

právě  jeden  transfer takový,  že dc =)(τ ; podle vlastnosti čtvrtého prvku,  pro každé  Ga∈  

existuje  právě  jeden  prvek  Gb∈  tak, že dcL ba =)(, . Z rovnosti dcLc ba == )()( ,τ  dostá-

váme podle lemmat 5.3.1 a 5.3.2 baL ,=τ . 

 

Nyní uvedeme přehled některých další vlastností transferů mediální kvazigrupy ( )⋅,G . 

 (i)  Následující rovnosti jsou platné pro všechna Gcba ∈,, : 

   cabacbcbba LLLLL ,,,,, == ,                (5.9) 

   cabacbcbba RRRRR ,,,,, == .                     (5.10) 
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 (ii) Ze dvou následujících rovností vyplývá třetí: 

   ´)(, uuL ca = ,                        (5.11) 

   ´)(, vvL db = ,                        (5.12) 

   ´´)(, vuuvL cdab = .                      (5.13) 

 (iii) Ze dvou následujících rovností vyplývá třetí: 

   ´´,, cáca LL = ,                        (5.14) 

   ´´,, dbdb LL = ,                        (5.15) 

   ´´´,´, dcbacdab LL = ;                      (5.16) 

       podobně pro trojici podmínek: 

   ´´,, cáca RR = ,                       (5.17) 

   ´´,, dbdb RR = ,                       (5.18) 

   ´´´,´, dcbacdab RR = .                      (5.19) 

 (iv) Z jakýchkoli čtyř z následujících pěti rovností vyplývá zbývající: 

   ´)(, xxL ba = ,                       (5.20) 

   ´)(, yyL dc = ,                       (5.21) 

   ´)(, zzL bdac = ,                       (5.22) 

   zxy = ,                          (5.23) 

   ´´´ zyx = ;                       (5.24) 

      podobně pro  

   ´)(, xxR ba = ,                       (5.25) 

   ´)(, yyR dc = ,                       (5.26) 

   ´)(, zzR bdac = ,                       (5.27) 

   zxy = ,                       (5.28) 

   ´´´ zyx = .                       (5.29) 
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5.4 Rovnoběžníkové prostory mediálních kvazigrup 
 

Nechť G= ( )⋅,G  je mediální kvazigrupa. Ukažme nyní způsob jak přejít od grupy 

),( oGT , která působí jednoduše tranzitivně na G, k rovnoběžníkovému prostoru 

v „geometrickém“ smyslu definice 5.2.1. 

 Uspořádané čtveřici GGGGdcba ×××∈),,,( budeme říkat rovnoběžník na G 

v případě, že  cdba LL ,, = , nebo jinak řečeno, jestliže existuje transfer τ  takový, že 

cdba == )(,)( ττ . Množinu tvořenou všemi rovnoběžníky značíme GT . Podle definice 5.2.1 

binární relace ≅  na G, určená pomocí ),,,(),(),( dcbadcba P⇔≅ , definuje vektory jako 

třídy ekvivalence relace ≅ . Vektor obsahující GGba ×∈),(  označíme 
→−

ab. 

 

5.5 Vlastnosti vektorového sčítání 
  
Nyní zavedeme sčítaní vektorů (podle Volence, [13]) vzhledem k prvku Go∈  (zvanému 

počátek) pomocí ),,,(: cbaoocoboa o P⇔=+
→−→−→−

. Volba počátku není podstatná, protože pro 

každý výběr dostáváme komutativní grupu ),0,( oG +  izomorfní s ),,( G oidGT , odpovídající 

izomorfismus je 
→−

→ oqqG a,GT . Následující vlastnosti se dají ověřit: 

 
→−→−→−

=+ acbcab  pro všechna Gcba ∈,, .                                 (5.30)   

 cbcbaa =⇔),,,(GP  pro Gcba ∈,, ,                     (5.31) 

Pro všechna Gfedcba ∈,,,,, , 

 ),,,(),,,(),,,,( afdcfecbedba GGG PPP ⇒ .                       (5.32) 

Pro všechna Gdcbadcba ∈22221111 ,,,,,,, , 

 ),,,(),,,(),,,,( 2121212122221111 ddccbbaadcbadcba GGG PPP ⇒ .       (5.33) 

Pro všechna Gqdcba ∈,,,, , 

 ),,,(),,,(),,,( dqcqbqaqqdqcqbqadcba GGG PPP ⇔⇔ .        (5.34) 

Pro všechna Gdcba ∈,,, , jestliže ),,,( dcbaGP , pak ),,,( dbcabcabGP , 

 ),,,( dbcabdacGP ,  ),,,( dccbbaadGP , ),,,( dacbbcadGP .        (5.35)          

Pro všechna Gdcba ∈,,,  platí  ),,,( cbcdadabGP .                    (5.36) 
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),,)/(,( bqbaaqqqGP  a ),),\(,( qbabqqaqGP  platí pro všechna Gqba ∈,, .                 (5.37) 

 

Vektory můžeme brát jako polohové vektory bodů z G vzhledem k počátku Go∈  a přejdeme 

od polohového vektoru k jeho koncovému bodu. Pro každé Gba ∈,  definujeme  ba o+  jako 

prvek z G jednoznačně určený pomocí ),,,( bbaao o+GP . Dostáváme komutativní grupu, 

která je izomorfní s ),,( G oidGT . 

 

Lemma 5.5.1: Nechť G= ( )⋅,G  je mediální kvazigrupa a prvky Gdcbao ∈,,,, . Pak  

 dbcadcba oo +=+⇔),,,(GP . 

 

Důkaz: Jestliže ),,,(),,,,( ccaaodcba o+GG PP , pak ),,,( odcab o+GP  (vlastnost 5.32), ná-

sledně ),,,( cadob o+GP . Podobně z ),,,( ddbbo o+GP  dostáváme ),,,( dbdob o+GP , tedy 

dbca oo +=+ . Naopak dbca oo +=+  znamená, že ),,,( cacoa o+GP  a zároveň 

),,,( ddbbo o+GP . Odkud podle (5.32) ),,,( adcbGP  nebo ekvivalentně ),,,( dcbaGP . 

 

Lemma 5.5.2: Nechť (G,o) je mediální kvazigrupa s pevným bodem o, G= ( )⋅,G . Pak zobra-

zení ooL /  a ooR \  jsou automorfismy grupy ),( oG + , které komutují, oooooooo LRRL /\\/ oo = . 

 

Důkaz: Nechť Gq∈ . Položme ool o /=  a ooro \= .  Nyní postupně dostáváme 

)))((()())(())(()())(()))((()()(( ooooooooooo qrolorqrooqroroqrooqrolooqrl =⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅=⋅=⋅⋅⋅
)())(()()))((()( oorqlororqlor oooooo ⋅⋅⋅=⋅=⋅ . Pomocí pravého krácení: oooo rqlrql ⋅=⋅⋅ )()( , 

což znamená 
oooo lrrl LRRL oo = . K tomu, abychom dokázali, že zobrazení jsou izomorfní, 

použijeme vlastnost (5.34): ),,,( bbaao o+GP  je ekvivalentní (použitím ool o = ) s 

)),(,,( blbalalo oooo +GP , to můžeme zapsat jako blalbal ooooo +=+ )( . Tedy 

)()()( bLaLbaL
ooo lolol +=+  pro všechna Gba ∈, . Podobně pro všechna Gba ∈,  platí 

)()()( bRaRbaR
ooo roror +=+ . 

 

Nyní jsme připraveni specializovat obecnou verzi Toyodovy věty: 

Nechť G= ( )⋅,G  je mediální kvazigrupa a Go∈ . Pak pro všechna Gba ∈,  platí rovnosti 
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)()/()\( oooobooaba oo ⋅++=⋅ . 

 

Důkaz: Binární operace o+  byla zavedena před lemmatem 5.5.1. Podle vlastnosti (5.37) má-

me ),,,( obabaro oGP  a ),,,( ooobblo o ⋅GP (kde jsme opět označili ool o /=  a ooro \= ), a 

tedy (podle definice sčítání o+  na G) boraba oo ⋅+⋅=⋅ , ooblbo oo ⋅+⋅=⋅ , následně 

ooblraba oooo ⋅+⋅+⋅=⋅ . Platí oobLaRba oooooo ⋅++=⋅ )()( /\  („Toyodova věta“). 

 

5.6 Rovnoběžníky a lichoběžníky v GS-kvazigrupách 
 

Začněme s přehledem těch vlastností GS-kvazigrup, které budou užitečné 

v následujících úvahách. 

Mějme GS-kvazigrupu ( )⋅,G , následující identity platí pro všechna Gdcba ∈,,, : 

 bccaba =)))((( ,   první GS identita,                    (5.38) 

 bcbcaa =)))((( ,  druhá GS identita,                   (5.39) 

 aaa = ,    idempotentnost,                   (5.40) 

 ))(())(( bdaccdab = , medialita,              (5.41) 

 aabbaa )()( = ,  elasticita,                    (5.42) 

 ))(()( acabbca = ,  levá distributivita,                   (5.43) 

 ))(()( bcaccab = ,  pravá distributivita,                   (5.44) 

 bbaba =))(( ,                        (5.45) 

 babab =))(( ,   GS-identity dvou proměnných,                 (5.46) 

 bcbcaba ⋅=))((                        (5.47) 

 bcbabac ⋅=))(( ,   zkrácené GS-identity,        (5.48) 

další alternativní rovnosti pro násobení: 

 )(cbcacab =⇔= ,                       (5.49) 

 cacbcab )(=⇔= ,                       (5.50) 

dvě z následujících rovností implikují zbývající 

 adbcabbdccab ==== ,,, ,                     (5.51)             

a rovnosti pro duální operaci „op
o “ (danou na G vztahem baba op =:o  pro Gba ∈, ): 

 )42()42( op
o

⇔ , )43()43( op
o

⇔ , )44()44( op
o

⇔ .        (5.52) 
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5.6.1 Rovnoběžníky v GS-kvazigrupách  
 
 Z podkapitoly 5.4 víme, že rovnoběžník  v mediální kvazigrupě ),( ⋅G můžeme defino-
vat jako čtveřici GGGGdcba ×××∈),,,(  takovou, že existuje transfer na G, který zobrazí a 
do b a d do c.  

Prvky Gdcba ∈,,, , které tvoří rovnoběžník, nazýváme vrcholy rovnoběžníku 

P∈),,,( dcba . 

 Alternativně, jestliže platí ),,,( dcbaP , pak existují Gqp ∈,  tak, že bqap =  a 
cqdp = . Tedy v GS-kvazigrupě můžeme definovat rovnoběžník následovně: 

 
Definice 5.6.1.1: Nechť ),( ⋅G  je GS-kvazigrupa a Gcba ∈,, . Prvky a, b, c tvoří rovnoběžník 

právě tehdy, když platí )))((,,,( bcabacba ⋅⋅P . 

Podle 1ˇ z definice 5.2.2 můžeme konstatovat: 

 Pro všechna Gdcba ∈,,, , )(),,,( acabaddcba ⋅⋅=⇔P .  

Dokážeme, že pro babp ⋅=  a bq =  platí obě následující rovnosti: bqap =  a 

cppacaba =⋅⋅ ))(( . Pokračujme takto: bbbbaba ==⋅ )( (pomocí (5.45) a idempotentnosti), 

 
39.542.539.5

)))(()(()))()((())))((( =⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅ bccabababacababababacaba  

cbbacaaabacaaabacaabab
35.542.5

)))((())))(((()))((()( =⋅=⋅=⋅⋅ . 

 Nyní dokážeme přímo, že v GS-kvazigrupě čtveřice relací P na G definovaná jako: 

)((),,,( acabaddcba ⋅⋅=⇔P  splňuje vlastnosti 1ˇ, 2ˇ, 3ˇ. Opravdu, 1ˇ je splněna přímo 

z definice P. Pro 2ˇ stačí dokázat  ),,,( adcbP  a ),,,( dabcP  z ),,,( dcbaP , tj. 

abdbcb =⋅ ))((  a dcacbc =⋅ ))((  z ))(( acabad ⋅= . 

Tedy: 

 
44.548.542.543.5

)))((()))((())()(()))((( =⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅ dbdbcbbbdbbcbbdbbbcbbdbcbb  

43.541.545.5

))))()(((()))(()(()())()(( =⋅⋅=⋅⋅=⋅=⋅⋅ acabbcbaacababcbdbcbdbdbbcb  

baaabacacab =⋅=⋅
43.5

)))((( . 

Z toho dostáváme abdbcb =⋅ ))(( . Tudíž 

 
39.544.542.543.5

))(())(())(())(())(( =⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅ caccbcaccccacccbcacccbcacbc  

 dacabacaccba =⋅=⋅⋅ ))(())((
48.5

. 
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Zbývá potvrdit platnost 3ˇ. Budeme předpokládat, že pro Gfedcba ∈,,,,,  platí ),,,( dcbaP  

a ),,,( fedcP , to lze vyjádřit  jako dacaba =⋅ ))((  a fcecdc =⋅ ))(( . 

Takže:  

 
47.541.548.542.543.5

)()()()()( =⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅= dececececdcceccdcecccdcecdcf  

 
41.544.542.5

)))((()())(()()( =⋅⋅⋅=⋅=⋅⋅=⋅⋅ eacabaeceedecedeeceecedece  

 
44.544.545.541.5

))(())(()))()((()))()((( =⋅=⋅=⋅⋅=⋅⋅ eaebeeaebeaeacacebeaeacabecea  

 
44.541.547.542.5

)()())(())(( =⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅ ebebaaebebaeeebeaeeebe  

 ))(())())(((
45.5

ebeaeebeaebeb ⋅=⋅⋅ . 

Ale ))(( ebeaef ⋅=  můžeme zapsat také takto ),,,( fbaeP , následně dostáváme ),,,( efbaP  

z 2ˇ. 

 

Vlastnosti mediálních kvazigrup (5.30) až (5.37) uvedené v podkapitole 5.5 jsou samozřejmě 

platné i pro GS-kvazigrupy. Důkazy vlastností odvozených přímo pro GS-kvazigrupy jsou 

často jednodušší než v obecném případě. Jako příklad uveďme ),,,( abcdcbabP  pro všechna 

Gdcba ∈,,, . Následující tvrzení dokážeme užitím příslušných vlastností GS-kvazigrup. 

 

Lemma 5.6.1.1: Nechť G= ( )⋅,G  je GS-kvazigrupa. Jestliže Gcba ∈,,  a acd = , abe = , 

ecf = , dfg = , pak platí tvrzení ),,,( fdbaP , ),,,( gfebP  a ),,,( gdeaP . 

 

Důkaz: Díky tomu, že cabecf )(==  a cabacabacdfg )())((
44.5

⋅=⋅==  máme ověřenu 

platnost ))(,,,( cabacbaP , )))((,)(,,( cabacababbP  a )))((,,,( cabaacabaP . Postupně dostá-

váme cabacaaaabacaaba ⋅=⋅⋅=⋅
38.543.5

))(()))((( , 

42.542.543.5,47.543.5

))(())(())())((()))())(((())((( =⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅ babbcbcbbabbcbcbbabbcababbbbcababb

cabacbbabcabbbbcbcabbbbabbbccb )()(())(())))(((())))((((
47.542.546.541.5

⋅=⋅=⋅=⋅⋅=⋅⋅ , 

cabacacaabacacabaacaaabaaaacaba )())()(())(())(()))(((
45.543.548.542.5

⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅ . 
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Pro speciální volbu bodů abec ==  jsou splněny dvě z rovností (5.51), jmenovitě cab =  a 

dac = . Navíc díky idempotentnosti cccecf ===  tak, že z ),,,( fdbaP  dostáváme 

),,,( dcbaP . 

 

Jako důsledek dostáváme: 

Poznámka 5.6.1.1: Pro všechna Gba ∈,  platí )),(,,( abababaP . 

 

5.6.2 GS-lichoběžníky  
 
Definice 5.6.2.1: Čtveřici Gdcba ∈,,,  nazveme GS-lichoběžníkem v G, jestliže platí rovnost 

dcdaba ⋅=⋅ . Budeme používat značení ),,,( dcbaGST a odpovídající kvaternární relaci 

označíme GST.  Prvky dcba ,,, budeme opět nazývat vrcholy GS-lichoběžníku. 

 

Lemma 5.6.2.1: V  GS-kvazigrupě  ( )⋅,G   pro  všechna  Gdcba ∈,,,  ,  ),,,( dcbaGST   im-

plikuje ),,,( abcdGST . 

 

Důkaz: Provedeme přímo z definice GS-lichoběžníku. 

 

V GS-kvazigrupě mohou být kromě lichoběžníků zlatého řezu zavedeny také doprovodné  

GS-lichoběžníky druhého druhu. 

 

Definice 5.6.2.1:  GS-lichoběžníkem  druhého  druhu  rozumíme  čtveřici  bdac ,,,   splňující 

),,,( dcbaGST . Zapisujeme ),,,( bdacGST . 

To je: ),,,( bdacGST  platí právě tehdy, když ),,,( dcbaGST . 

 

Podle lemmatu 5.6.2.1, ),,,( dcbaGST  platí, právě když platí ),,,( bdacGST .  

Tedy permutace 









=Π

bdac

dcba
                         (5.53) 

vzájemně převádí relace GST a GST. 
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Lemma 5.6.2.2: Nechť ( )⋅,G  je GS-kvazigrupa a nechť dcba ,,,  jsou prvky G. Pak platí: 

),,,( dcbaGST  právě tehdy , když dcdaba ⋅=⋅ . 

 

Důkaz: Postupujeme následovně: 

))))(((())())((())((
44.546.538.5

aadcaccadaacaccadaccd ⋅=⋅⋅=⋅⋅= , z čehož plyne ekvivalence mezi 

dcacb )( ⋅=  a )( abacd ⋅= . Dále z (5.49): 

),,,(),,,(),,,()( dcbaGSTcadbGSTbdacGSTbdbcacdcacb ⇔⇔⇔⋅=⋅⇔⋅= . Podobně 

z (5.50), )( abacd ⋅=  právě tehdy, když dcdaba ⋅=⋅ . 

 

Přechodem ke kvazigrupě duální k ( )⋅,G  obdržíme výsledek týkající se duality lichoběžníků: 

Ke každé větě o GS-lichoběžnících v GS-kvazigrupách existuje odpovídající duální 

věta  o GS-lichoběžnících druhého druhu, (a naopak) pokud se ve všech uvedených binárních 

součinech ve větách zamění  úlohy činitelů odpovídajícím způsobem. 

 

Poznámka 5.6.2.1: Z každé věty o GS-lichoběžnících dostáváme opět větu o GS-

lichoběžnících, jestliže každý výrok ve tvaru ),,,( dcbaGST  vyměníme za odpovídající výrok  

),,,( bdacGST . Role činitelů se vymění ve všech součinech. Poznamenejme, že relace 

),,,( dcbaP  platí v průběhu popisovaných změn, což je důsledkem ekvivalence 

 abacadacabad )))((()))((( =⇔= . 

Opravdu: 

46.543.541.548.542.543.5

)()()()())(())(())(( =⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅ cacabacabcacacacbaacaaabacaaabacaba
abaca ))(( ⋅ . 

 

Lemma 5.6.2.3: V GS-kvazigrupě ( )⋅,G  platí ),,,( dcbaGST , právě když je rovnost 

bdbcac ⋅=⋅  splněna pro všechna Gdcba ∈,,, . 

 

Důkaz: Stačí aplikovat výše uvedenou permutaci, (5.53), na ekvivalence: 

   dcdabadcbaGSTcadbGST )()(),,,(),,,( =⇔⇔  . 

 

Lemma 5.6.2.4: V GS-kvazigrupě platí pro všechna Gdcba ∈,,,  ekvivalence: 
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   cabadbdbaccacbbdcdadcbaGST )()()()(),,,( ⋅=⇔⋅=⇔⋅=⇔⋅=⇔ . 

 

Důkaz: Podle (5.53), dcdaba ⋅=⋅  je ekvivalentní s dcaba =⋅ )(  a také s  abdcd =⋅ )( . 

Podobně z (5.50): rovnost bdbcac ⋅=⋅  je ekvivalentní s rovnostmi )( bdbac ⋅=  a 

)( cacdb ⋅= . V důsledku toho dostáváme výše vyslovené ekvivalence. 

 

Poznámka 5.6.2.2: GS-lichoběžník je v G jednoznačně určen třemi svými vrcholy.  

 

Lemma 5.6.2.5: Nechť ( )⋅,G  je GS-kvazigrupa. Pak pro všechna Gdcba ∈,,,  jsou následují-

cí tři podmínky ekvivalentní: 

        ),,,( dcbaGST , 

        existuje prvek Ge∈ , který splňuje decaeb == , , 

        existuje bod  Gf ∈ , který splňuje bdfcaf === . 

 

Důkaz: Podle (5.49), )(abaeaeb =⇔=  a také )(dcdedec =⇔= . Odtud: 

)()(),,,( dcdabadcbaGST =⇔ , odtud vyplývá první část. Druhá část vyplývá z první po-

mocí duální záměny 








fcadb

edcba
. 

 

Lemma 5.6.2.6: Nechť ( )⋅,G  je GS-kvazigrupa. Pro všechna Gdcba ∈,,,  jsou následující tři 

podmínky ekvivalentní: 

 ),,,( dcbaGST , 

 cxdbxa )()( =  je splněno pro každé Gx∈ , 

 )()( bxdcxa =  je splněno pro každé Gx∈ . 

 

Důkaz: Mějme Gxba ∈,, , vypočtěme  

 ))))((()())(())(())(()(
48.541.543.545.5

ccabaxabaabaxababaxababaxabxa ⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅=  

takže cxdbxa ⋅=⋅  právě tehdy, když cabad )( ⋅= , to je podle lemmatu 5.6.2.4 ekvivalentní 

s ),,,( dcbaGST . 

 

Speciálně: Kvaternární relace GST na G má následující jednoduché vlastnosti: 
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Lemma 5.6.2.7: V GS-kvazigrupě pro všechna Gcba ∈,,  platí ),,,( accbabGST  a 

),,,( cbacabGST . 

 

Důkaz: Označme abd =: , ace =: . Z (5.49) vyplývá, že )()( ecedbda == . Dostáváme tvr-

zení ),,,( ecbdGST . tj. ),,,( accbabGST . 

 

 

Důsledek 5.6.2.3: Pro všechna Gba ∈,  platí následující: 

 ),,,( abbaGST , ),,,( abbaaGST , ),,,( babaaGST . 

 

Důkaz: Je dáno Gba ∈, , označme bac /:= . Pak ),,,( abbaGST  je důsledkem 

),,,( cbbbcbGST . Pro zbytek využijeme skutečnosti, že podle lemmatu 5.6.2.7 platí 

),,,( abbcacGST  a ),,,( bcabacGST . Nyní stačí položit ca =  a aplikovat idempotentnost. 

  

Lemma 5.6.2.8: V GS-kvazigrupě ( )⋅,G  jsou pro všechna Gcba ∈,,  splněna následující tvr-

zení ),)(,)(,( ccacbabbGST  a ))(,,),(( cacbcbabGST . 

 

Důkaz: Mějme Gcba ∈,, , počítejme 

 ))(())(())(())((
42.539.539.542.5

caccccacccababbbbabbb ⋅=⋅==⋅=⋅ , tím jsme ověřili první 

tvrzení. Druhé vyplývá z duální záměny. 

 

Lemma 5.6.2.9:  Jestliže ( )⋅,G  je GS-kvazigrupa a Gcba ∈,, , pak platí 

 ))(),(),(),(( acababcacabaGST  a ))(,)(,)(,)(( cacacaabababGST . 

 

Důkaz: Dokážeme pouze první tvrzení (druhé by se dokazovalo pomocí duální výměny): 

pro všechna Gcba ∈,, , 

41.541.5

))))(((())(()())))((()(( =⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅ bacacabababababcacabaaba  

acaacacbabababa ⋅=⋅⋅⋅⋅
47.5

))))(()((())(( . 
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Lemma 5.6.2.10: Jestliže ( )⋅,G  je GS-kvazigrupa a Gdcba ∈,,, , pak 

 ))(,,,(),,,( bcbaddcGSTdcbaGST ⇒ . 

 

Důkaz: Za předpokladu cabad ))((=  (což je ekvivalentní s ),,,( dcbaGST ), dostáváme: 

44.542.541.5

))(())(())())((()()( =⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅ cabacabaccacabacabaccadcdcaadcdc

)()()())()(())()((
47.543.545.541.5

bcbcabaacabaacabaabacccabaabacca =⋅=⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅ , tedy  

platí ))(,,,( bcbaddcGST . 

 

Lemma 5.6.2.11: Nechť ( )⋅,G  je GS-kvazigrupa, 1>n  je celé číslo a nechť nn baba ,, 11 K  

jsou prvky G. Jestliže ),,,( 11 ++ iiii abbaGST  platí pro všechna { }1,,1 −∈ ni L , pak také platí 

),,,( 11 abbaGST nn . 

 „Duálně“, jestliže ),,,( 11 iiii baabGST ++  je splněno pro všechna { }1,,1 −∈ ni L , pak pla-

tí i ),,( 11 nn baabGST . 

 

Důkaz: První část vyplývá z )()()( 222111 nnn baabaabaa === K . Druhá část se dokazuje 

užitím duality. 

 

V GS-kvazigrupě ( )⋅,G  platí následující implikace pro všechna Gdcbadcba ∈́´,´,´,,,,, : 

jestliže platí ),,,( dcbaGST  a ´)´,,,( dcbaGST , pak platí ´)´,,,( dccdGST , 

jestliže platí ),,,( dcbaGST  a ´),´,,( dcbaGST , pak platí ´),´,,( dbbdGST . 

Dvojice připomíná  něco jako „perspektivní Desargueskou pozici dvojice „trojúhelníků“  

s vlastním středem a nevlastní osou. 

 

Lemma 5.6.2.12: Pro libovolný výběr bodů Gedcba ∈,,,,  v GS-kvazigrupě ( )⋅,G , implikují 

dvě z následujících tvrzení ),,,( dcbaGST , ),,,( edcbGST , ),,,( aedcGST  to třetí. 

Poznamenejme, že tvrzení ),,,( aedcGST  můžeme nahradit tvrzením ),,,( baedGST , tedy 

závěr lemmatu 5.6.2.12 platí. 

 

Důkaz: Ověřme, že tvrzení ),,,( edcbGST  a ),,,( aedcGST  jsou ekvivalentní za předpokladu 

),,,( dcbaGST . Pro zbytek můžeme využít duality vztahů za výměny ),(),( beeb → , 
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),(),( cddc → . Předpokládejme, že cabad ))((=  a ověřme platnost ekvivalence 

aecdcdbcbe =⇔= ))(())(( .  Doopravdy:          

47:542.5

))))(())(())(((()])()[(]))([()))((( =⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅ cababcbcabacccababcbcabaccdbcbcdc  

46.543.544.5

)))((())))(()((())))(((())))((((( =⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅ cbcbabacababcbabacababcbcabaaba  

ababa
46.5

)( =⋅ . 

 

Lemma 5.6.2.13: V GS-kvazigrupě ( )⋅,G , pro všechna Gdcbedcba ∈́´,´,,,,,, , tři ze čtyř 

následujících tvrzení ),,,( dcbaGST , )´,´,,( dcbaGST , )´,,,( ebabGST , )´,,,( ecdcGST  impli-

kují to zbývající. „Duálně“, ze tří z následujících tvrzení ),,,( dcbaGST , ´),,´,( dcbaGST , 

),,´,( ceaaGST , ),´,,( beddGST  vyplývá to čtvrté. 

 

Důkaz: Stačí dokázat polovinu případů. Opravdu, použitím permutace ),(),( adda → , 

),(),( bccb → , ´)´,(´)´,( dccb → můžeme zkontrolovat, že tvrzení )´,,,( ebabGST  a 

)´,,,( ecdcGST  jsou zaměnitelná, zatímco zbývající tvrzení jsou převedena do ekvivalentního 

tvrzení (Lemma 5.6.2.1). Předpokládejme, že platí )´,,,( ebabGST , tj. ´)( bbabe ⋅= . Z tohoto 

předpokladu máme dokázat, že dvě z tvrzení ),,,( dcbaGST , )´,´,,( dcbaGST , 

)´,,,( ecdcGST  implikují to zbývající. Můžeme dokázat, že dvě z rovností  

  bcacd =⋅ )( ,                     (5.54) 

 ´´)´( bcacd =⋅ ,                     (5.55) 

 eccdc =⋅ ´)( ,                     (5.56) 

implikují tu zbývající. Argumenty jsou následující: 

 
41.541.5

´)´())))((((´)))´((())))()((((( =⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅ cacdacaccacddcacdacacdcacd  

 
41.541.5

´)´))((())((´)´()(())(( =⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅ acaccacdcacddcacacacdcacdd  

 
42.541.5

´)´()(())((´)´))((())(( =⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅ cccaaacdcacddacccaacdcacdd  

 
43.548.5,47.5´

´)´)((()))(()((´))´())((()))((( =⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅ ccccacdcaccaccccacaadcacdd  

 ´)(´)´(´´)´)((´)´(´))´())(((
44.548.544.547.5

ccdcdcccccdcccddcccddcccdcaccac ⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅⋅⋅ . 
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Implikace (5.54), (5.55) ⇒  (5.56) a (5.54), (5.56) ⇒  (5.55) jsou zřejmé. Jestliže jsou splně-

ny (5.54)  a (5.55), pak platí ´)(´)( ccdcbbabe ⋅=⋅= , a (5.56) platí; podobně ostatní implika-

ce. 

 Nyní začněme s dvojicí rovností (5.55), (5.56).  Výše uvedené výpočty poskytují 

´)(´))())((((( bbabebacacdcacd ⋅==⋅⋅⋅⋅ . Po zkrácení zprava prvkem b  ́  dostaneme: 

)())())((((( babacacdcacd ⋅=⋅⋅⋅ . Vynásobením rovnice prvkem a zprava a použitím (5.51) 

dostaneme vztah (5.56). 
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