Pedagogicka Jiho€eska univerzita
fakulta v Ceskych Budé&jovicich

Jihoéeska univerzita v Ceskych Budéjovicich
Pedagogicka fakulta
Katedra matematiky

Diplomova prace
Integraly a diferencialni rovnice

v aplikaénich ulohach - sbirka
reSenych prikladua

Vypracoval: Be. Miroslav Holub
Vedouci prace: RNDr. Libuse Samkova, Ph.D.

Ceské Budéjovice 2018



Prohlaseni

Prohlasuji, ze svoji diplomovou préaci na téma Integrély a diferencialni rovnice
v aplika¢nich tlohach - sbirka fesenych prikladu jsem vypracoval samostatné
pouze s pouzitim pramenu a literatury uvedenych v seznamu citované litera-
tury.

Prohlasuji, ze v souladu s § 47b zdkona ¢. 111/1998 Sb. v platném znéni
souhlasim se zverejnénim své diplomové prace, a to v nezkracené podobé,
elektronickou cestou ve vefejné pristupné casti databaze STAG provozo-
vané JihoGeskou univerzitou v Ceskych Budéjovicich na jejich internetovych
strankach, a to se zachovanim mého autorského prava k odevzdanému textu
této kvalifika¢ni prace. Souhlasim déle s tim, aby toutéz elektronickou cestou
byly v souladu s uvedenym ustanovenim zdkona ¢. 111/1998 Sb. zvefejnény
posudky skolitele a oponentu prace i zaznam o prubéhu a vysledku obha-
joby kvalifika¢ni prace. Rovnéz souhlasim s porovnanim textu mé kvalifika¢ni
prace s databézi kvalifika¢nich praci Theses.cz provozovanou Narodnim regis-
trem vysokoskolskych kvalifika¢nich praci a systémem na odhalovani plagiati.

Ceské Budéjovice, 10. Gervence 2018

Miroslav Holub



Anotace

Hlavnim tématem diplomové préace je sbhirka feSeni vybranych tloh integrél-
niho poctu a obycejnych diferencialnich rovnic. Integraly, respektive jejich
aplikace jsou feseny metodou substituce a per partes. Pro slovni ulohy jsou
sestaveny piislusné diferencialni rovnice a ty jsou nasledné vyteseny.

Annotation

The main topic of the Thesis is a digest of solved examples on integral calculus
and applications of ordinary differential equations of the first order. Integrals
are solved via substitution and/or integration by parts. For word problems
corresponding differential equations are formulated and subsequently solved

via standard methods of ODE.
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Kapitola 1

Uvod

Tato diplomova prace si klade za cil spocitat vybrané priklady z integralniho
poctu a diferencidlnich rovnic.

Stézejni c¢asti prace jsou Kapitoly 2 a 3, ve kterych je spocitdna rada
zajimavych prikladu z integralniho poctu a jeho aplikaci a z aplikaci obycej-
nych diferencidlnich rovnic. V Kapitole 2 jsou spocitany integraly pomoci
substituénich metod, pomoci metody per partes a integraly, které vedou
ke znamym vzorcum pro objem a obsah nékterych geometrickych utvaru.
V Kapitole 3 jsou studovany slovni tlohy z ruznych zivotnich situaci, jejichz
matematickda formulace vede na pocatecéni tlohy pro obycejné diferencialni
rovnice prvniho radu. Tyto rovnice jsou néasledné feseny znamymi prostiredky
diferencialniho a integralniho poc¢tu. Ziskané vysledky jsou u vétsiny prikladua
prezentovany obrazkem.

Predkladana prace muze byt pouzita jako sbirka ptrikladu pro ucitele této
problematiky, stejné tak jako i pro studenty a dalsi zdjemce. U ¢tenare se
predpoklada zédkladni znalost diferencidlniho a integrélniho poc¢tu a znalost
feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu a jejich pocatec¢nich
uloh v rozsahu [1],[7],[8] a [2],[4],[6]. Vzhledem k typum aplikaci slovnich
uloh v Kapitole 3 predpokladame déle u ¢tenare zdravy selsky rozum a schop-
nost sestavit ze zadani (ve findle mnohdy jednoduchou) diferencidlni rovnici,
jejiz teseni je pak uz pouhym rutinnim postupem znamym z kurzu o Di-
ferencidlnich rovnicich. Zadéni piikladu bylo ¢erpano z prednédsek a cviceni
absolvovanych na Jihoceské univerzité v Ceskych Budéjovicich a z osobnich
zdroju vedouci diplomové prace ([5] a [9]).

Ukolem nebylo vytvorit ucelenou uc¢ebnici véetné teorie, ale spise praktic-
kou sbirku vybranych zajimavych ptikladu a moznych zpusobu jejich feseni.

Prace byla vysdzena systémem IXTEX, obrazky nakresleny programem
GeoGebra.



Kapitola 2

Aplikaéni tlohy vedouci na
integraly

2.1 Integraly reSené pomoci substituce

1
Piiklad 2.1 Urcete obsah plochy ohranicené funkei f(x) = ﬁ+ 5 4 in-
T+
tervalu (0,9).
Resent:
9
. 1
Resenim je urcity integrél / s dx.
0 VI+2
t=+x
dt = 1-dx
) 1 2V t+1
S=/ ﬁ+2dx= o2t dt = dz /L 2t dt
0 VTT 00
93




po vydéleni zlomku dostaneme

3 3 1
=2 t—1dt+2 —dt
(f rmree [ )

217
2 {——t} +4nt+2]]
2 0

:2<9—3—0+0)+4ln5—41n2

2
3 5

—92.244In2
5 TG

=3+4+4In—-

05

4 5
S=667

Obrazek 2.1: Geometricka interpretace



1
Piiklad 2.2 Urcete obsah plochy ohranicené funkci f(z) =

intervalu (0, 3).

Resent:

us

. 1
Resenim je urcity integral —dx.
) Y & /0 1+ 3cos?z

t=tanx
dtzcoslzxdx
- _1_
s /g L @ = med /°° 1 dt
= —  dx = | COST = = .
2 V1412 _3 2
o l+3cos?x COSQSEZNLQ o 1+ 1+t
0—0
7 +0oo
o 1 < 1
~ [t [ e
o 1+t2+3 o 4+t
w=t
/Oo 1 du:%dt
= ———dt = | 2udu = dt
)2
o AT (D7) -
00 00
< 1 1 [ 1
- —5 | i
4 )y 1+ u? 2 o 1+u?
1/
- i - 51
larctan u], 5 (3

Plocha pod ktivkou je S = % AN

= —— na
1+ 3cos?x
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5=079

Obrazek 2.2: Geometricka interpretace

1
Piiklad 2.3 Urcete obsah plochy ohranicené funkci f(z) = 1T 30022 na
cos?x

intervalu (0, ).

Resent:

. i 1

ReSenim je urcity integral / ————dx. Urcity integral je podobny in-
o 14+ 3cos?z

tegralu v piikladé (2.3), ktery ma jen jinou horni mez. Vzhledem k symetrii

funkce f(z) = cos? r muzeme psat

T 1 B 1
S = ————dr =2 ———d
/0 1+ 3cos2a /0 11 3cos2a

Plocha pod kfivkou je S = g A RN

I
N

=3
ro|



0.8

0.6 1

0.4

0.21

05

1 15 2 25
S=157

Obrazek 2.3: Geometricka interpretace

35



Piiklad 2.4 Urcete obsah plochy ohranicené funkci f(x) =

intervalu (0, ).

Resent:

Resenfm je urcity integrél / -
0

B 1

S

r

sinx + 1

dx

1

— na
sinz + 1
1
——dx.
sinx + 1
t:tang
%zarctant
xr = 2arctant
_ 2
dx = 1+t2dt
0—0
T = o0
B _/°° 1 2dt
sinz = 2sin § cos 3 0 1_1_1%2 1+ ¢#2
sinx:1i2
Cosx20082§—sin2§
1—t2
cosx:“rl
o0
2
:/ / 2
2t+1+t2 o PH+2t+1
— _dt=2 t+1)72dt
/ t+1 /0 (t+1)
(t+1 —2+1 t+1)"11%
e
-2+1 |, —1 0
1 1% -2 1=
—_9|——_ N
EEE)
. —2 —2
=lim|(— ) - —

=0+2=2

Plocha pod kiivkou je S =2 j%. A



0.8 1

0.6 1

0.4 1
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0.5

Obrazek 2.4: Geometricka interpretace
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Piiklad 2.5 Urcete obsah plochy ohranicené funkei f(x) =

intervalu (0, 3).

Resent:

- . s , 5 sinz +1
ReSenim je urcity integral / —dux.

o cosx+1
t = tan%
% = arctant
Tr = 2arctant
dx = 1+t2 dt
0—0
% — tan%

1
us . — 5 =
3 sinx +1 . A \/§m 3
S = ——dx = sinz = 2sin § cos § =
0 0

cosx + 1

cosx = cos® £ —sin

N8

1—¢2
t241

1
V32t + 1+t

COSx =

2 +1

sinz + 1
— na
cosx + 1

+1 2

+1 142

1—¢2
t24+1

2

0 1+¢2

1— 248241 142

dt

ft 1)? B4 +1
/ + 21+ 2dt = / et dt

ftQ—l—l 7 2t
N u:1+t2 N
S| du=2dt | =[5
1 4
1 4 1 4
=—+|lnull? =—+In-—Inl=

Plocha pod kfivkou je S = 5= +Inj j2. A

Sl-
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Obréazek 2.5: Geometricka interpretace
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Piiklad 2.6 Urcete obsah plochy ohranicené funkci f(x) = sin\/x na inter-
valu (0,1).

Reseni:

1
Resenim je uréity integrél / sin /z dx.
0

t=+
1 dt:m 1
S:/ sinyzdr =| 2tdt = dx :/ sint - 2t dt
0 00 0
1—1

u=t v =sinx
w =1 v=—cost

1
= 2/ tsintdt =
0

1

2( cost - t] )+/ costdt
0

([=

2 ([~ cost - ], + [sin t](l))
2(—cosl +OcosO+sin1 —sin0)
2(

sinl —cos1).

Plocha pod ktivkou je S =2 (sin1 —cos 1) j2. A

08

06

04 /

02 I,’

Obrazek 2.6: Geometricka interpretace
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Piiklad 2.7 Urcete obsah plochy ohranicené funkci f(x) = e™V® na inter-
valu (0,1).

Reseni:

1
Resenim je uréity integrél / e V¥dzr.
0

t=+/1
dt = —A—
1 2v/x dz 1
S:/ e Vidr =| 2tdt = dz :/ e totdt
0 0—0 0
1—1

— I o=
et dt — u=t v =e

= R
2( >/01'(—€)_tdt
(e

(o

I
ro

2

("bll—‘

—2(1-7)

Plocha pod kfivkou je S =2 (1—2) j2. A

Obréazek 2.7: Geometricka interpretace
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Piiklad 2.8 Urcete obsah plochy ohranicené funkci f(x) = eV% na intervalu
(0,8).

Reseni:

8
ResSenim je urcity integral / eV' .
0

t =
dt = ix~ 3 dx
8 7 2
S:/e%dx: dt;fﬂw v :/et-?)t?dt

0 3t dt:dx 0
0—0
1—y8=2
u=t> v =e

2
2t 1, _
—3/tedt— W= oy — e

2
=3 t“) /2tedt

u=t v =e

Ww=1 v=e¢

%

w
wN

/ t

t

(
3{4(3 —0) —2[tet]§+2/026tdt]
(4e2 = 202¢2 — 0) + 2 [¢']})

=3
=3 (4¢* — 4e® +2¢° — 2)
3(2¢? — 2) = 6¢* — 6.

Plocha pod kiivkou je S = 6e? — 6 j2. A

\\\\\\\

Obrazek 2.8: Geometricka interpretace
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2.2 Integraly reSsené metodou per partes

Piiklad 2.9 Urcete obsah plochy ohranicené funkci f(x) = arctanx na in-
tervalu (0,1).

Resent:

1
Resenim je uréity integrél / arctan x dzx.
0

uw = arctanz v’ =1

! 1
u_1+:E2

1
S:/ arctan x dor =
0

V=2

1 e
= t — d
[z arctan x|, /0 ek
t=142?
= [zarctanz]) — | dt =2z dw
% =xdx
. bde
= [rarctanz], — [ —
. 2

1 1
= [z arctan 2] — [5 In(1+ xz)}
0
tanl — 0 1l2+11 1
=arctanl —0— =1n —In
2 2
1

:arctan1—§1n2:§—ln\/§.

Plocha pod kiivkou je S =2 —Inv/2 j%. A

14



0.5

0.6

0.4+

0.2+

0 05 1
5=044

Obréazek 2.9: Geometricka interpretace

Piiklad 2.10 Urcete obsah plochy ohranicené funkei f(x) = e*sinz na in-
tervalu (0, 7).

Reseni:

K
Resenim je urcity integral / e“sinxdx. V tomto pripadé si ho oznacme
0

jako I.

s x / . s
. u=e* v =sinz
S:/ exsm:rdx:‘ b e :—excosx—i-/ e’ cosx dx
0 W =e" v=—cosw 0
| u=e* v =coszx
| W =¢" v=sinx

™
= —¢"cosx + e’ sinx —/ e’ sinx dz.
0

15



Zde je ziejmé, ze bychom metodu per partes opakovali nekonec¢né krat a vy-
sledku bychom nedosdhli. Muzeme ale integral napsat jako rovnost

I =[e"(sine —cosz)]y — I
2] = [e®(sinx — cos )]

1

I= 3 [e(sinz — cos )]y
1

I= [e"(0+1) —e°(0—1)]
1

I = 5 (67r + 1)

Plocha pod kiivkou je S = 1 (e" + 1) j2. A

0 1 2 3
5=1207

Obrazek 2.10: Geometricka interpretace

16



Piiklad 2.11 Uréete obsah plochy ohranicené funkci f(x) = Inz na
valu (e, ).

Reseni:

™
Resenim je uréity integrél / Inxde.
&

S:/ Inzdx = :xlnx—/ 1dx

=[zlnz —z|] = [z(lnz —1)]]

=n(lnr—1)—-0)=n(lnw —1).

u=Ilnz v =1

=% wv=g
X

Plocha pod kfivkou je S = w(Inm — 1) j2. A

0.8+

0.6+

0.4+

0.2 1

nter-

Obréazek 2.11: Geometricka interpretace
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2.3 Obsah obrazce omezeného krivkami

Ptiklad 2.12 Urcete obsah obrazce omezeného krivkamiy = 2° a y = x.

Reseni:

Nejdiive je nutné najit meze, musime tedy vyfesit rovnici

3

=
2} — 2 =0
(2 —1)=0
x € {£1;0}

Kofeny rovnic ndm piiklad rozdéli na dva symetrické integraly.

/Ol(x?’—x)dx+/01(m—a73)dm:Q/i(x?’—x)dng/ol(x_ﬁ)dx

Obsah obrazce je S = 3 j*. A

B=(1,1)

—1 1
A=(-1-1)

Obréazek 2.12: Geometrickd interpretace

18



Priklad 2.13 Urcete obsah obrazce omezeného krivkamsi

_ 1 _ 1,2
Y= 15z 0y =37

Resent:

Nejdiive je nutné najit meze, musime tedy vyfesit rovnici

1 z?
1+22 2
2 = 2*(1 + 2?%), pouzijeme substituci 2% = ¢
2=1(1+1)
+t—2=0
(t+2)(t—1)=0
te{-2;1}.

Po navratu k substituci 22 = t méame rovnici

=1

r = =+1.

Obsah obrazce tedy spocitame jako

+

1 2 1
1 1
S = / _T dz = |arctanx — —2°
L\ 1+ 22 2 6 |,
T
4

1 1
= [arctan 1-— 6 arctan(—1) + 6(—1)] =

W =

bo |
|

| =

s
4

Obsah obrazce je S =5 — £ j>. A

Obrazek 2.13: Geometricka interpretace

19



2.4 Délka kiivky

V nasledujicich sekcich budeme vyuzivat znameho vzorce pro vypocet délky
kiivky dané rovnici y = f(z), « € (a,b),

:/ab\/l%—(f’(a:)fdx

pripadné kiivky dané parametricky

r=y )7 y_w(t)a le (a,b),

/ V@O + @ (1) da.

Priklad 2.14 Urcete délku krivky dané rovniciy = Inx na intervalu (\/g, \/g)

Resent:

K vypoctu potiebujeme znat kvadrat derivace. Spocitejme nejprve derivaci
podle x

(Inz)" =

Nasledné jeji kvadrat

t2—1

/ Ly _/ uu4 Qo — At
xzm \/_r—>2

\/_»—>3

/ 1+1 t a
wz— \/t2—1 Ve

2—1+1 3 1
[ dt:/Q_m:/ 2

Tento integréal vede na parcidlni zlomky

3 1 3
/ dt:/ AL BV
, 21 , \t+1  t—1

At—1)+B(t+1)=1

20



Pro t =1 mame

2B =1
1
B=—
2
Pro t = —1 mame
—2A =1
-1
2
Plati tedy

/jﬁdt:/j <—2<t1+ 't 2<t1—1>) dt:/j (2<t1—1> - 2<t1+1>) “

Po dosazeni zpét do piikladu dostavame

L—/3 1+ L dt = t+11 |t—1\—11 |1t+1]3
A ot—1) 20¢+1)) T 2" 2 )

-1 3—3+112 SRS MR B M HE
n 0Ty S I A G

Délka oblouku kfivky je L = 1 + In \/§ i A

21
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-
;

0.8

06

0.4

0.2
1.4 16 1.8 2 2.2 2.4 26 2.8

Obréazek 2.14: Geometricka interpretace

Piiklad 2.15 Urcete délku krivky dané rovnici y = ln(sinz) na intervalu
T 27

(5. %)

Resent:

K vypoctu pottebujeme znat kvadrat derivace. Spocitejme nejprve derivaci

podle x
cos T

l . /

(cos x>2 cos? x

sin sin?z’

22



27 2 2n .92 2
3 Cos* X 3 sin” x + cos“x
™ sin‘ x z sin” x

2r 1 = 2
3 3 3 sinx
= ——dr = . dx = ——dw
= sin”® x = sinx = sin"w

cosx =1
2 . )
3 sin x —sinxzdx = dt
— —dl‘: T 1
= 1—cos?x 335
’ 2w =1
3 2

SIS

T At dt
1= Ja -2
2 2

Tento integrdl vede na parcialni zlomky

1 1

5o i/ A B
—dt= L 2 )

/11—t2 /1(1+t+1—t>

2 2

Al—=t)+B(1+t) =1

Pro ¢t =1 mame

A-0+2B=1
1
B=-
2
Pro ¢t = —1 mame
24 =1
A=t
2
Plati tedy
> 1 3 1 1
/z—dt:/Q + dt
L1-P S \21+0) C201-0)

2 2
Po dosazeni zpét do prikladu dostavame

1
2

L—/ Lo Y Vo dp e v w2
“Ja\eary T2a—n) T 2 Z gt 3

L[ J14t[]E 1y 3 L
=[1n|1+t]—ln\1—t|]221:§{ln1_t]1:5(1n§—1n§>
3
1 1 1 1 1 1 1

Délka oblouku ktivky je L =In3 j. A

23



15

05

0.5 1 15 2
Obrazek 2.15: Geometricka interpretace

2.5 Priklady pro odvozeni znamych vzorcu

V nasledujici sekci budeme vyuzivat vzorcu z predchozich sekci a vzorce pro
objem a povrch rotacniho télesa daného rotaci kiivky y = f(x), z € (a,b)
kolem osy x

ver [ U@
S = 27r/abf(a:)\/1 + (f'(z))* da.

Priklad 2.16 Urcete obsah elipsy dané rovnici j—z + z—; = 1.

Reseni:

Bez tjmy na obecnosti predpokladejme a,b > 0. Rovnici elipsy si muzeme
upravit na y = j:gx/ a? — 22, x € (—a,a). Protoze je elipsa symetricky utvar,

24



muzeme spocitat pouze horni polovinu, vysledek vynasobime dvéma.

r=asint
a b b a _
S:2/ —\/CLQ—{L‘le’:Q_/ mdx: dx aCOﬂStdt
7aa a —a CL'—>§
—ar— =

b [2 —
:2—/ Va2 —a?sin“t-acostdt
aJ=r
g
:2b/ \/a2(1 —sin®t) - cost dt
=

3 z1 ot
:2b/ acos2tdt:2ab/ H%dt

2

]

us
2

(VB

1
:ab/ 1+ cos2tdt = ab {t—l— 58111275}

-7

2 2

1 1
=ab {g + 5 sin + g b Sin(—w)] = mab.

Obsah elipsy je S = wab. A

Priklad 2.17 Urcete délku kruznice dané rovnicemiy = r-cost ay = r-sint
prot € (0,2m), r > 0.

Reseni:

2m 2m
L= \/rzsinzt—i-rzcosztdt:/ \/7’_2:[%]3”:27rr—0:27rr
0 0

Délka kruznice je L = 2nr. A

Piiklad 2.18 Uréete obsah kruhu daného rovnici r*> = x* + y* pro r > 0.

Resent:

Rovnici obvodové kruznice daného kruhu si muzeme upravit na y = /12 — 2,
x € (—r, 7). Protoze je kruh symetricky tutvar, muzeme spocitat pouze horni

25



polovinu, vysledek vynésobime dvéma.

r=rsint

5:2/ N/ dx:rc?rstdt
—r TI—>§
—r = 5

3
= 2/ V12 —r2sin?t - rcostdt

2/ \/72(1 —sin®t) - r cost dt
2 Vr2cos?t-rcostdt
) 2 z 2
2/ r“cos“tdt = 2r / cos“tdt
- -3
21 ot 2
—27"2/ %dt_ﬁ/ 1 + cos 2t dt

I Il I
N oy N oy NE )

(VB

s
2

vl

1 2
= r? {t + 3 sin 215}

(VB

1 1
=7’ [g + 3 sinm + g ~3 sin(—w)} = r’r.

Obsah kruhu je S = 7r?. A

Ptiklad 2.19 Urcete povrch koule dané rotaci krivky 2% + y?> = r? kolem
08y .

Reseni:

Rovnici kiivky (kruznice) si muzeme upravit na y = +v12 — 22. Protoze
je koule symetricky utvar, muzeme spocitat pouze horni polovinu, vysledek
vynasobime dvéma. K vypoctu jesté potiebujeme znat kvadrat derivace.
Spocitejme nejprve derivaci podle x

(M)l = % (r* — x2)_% < (—2x) = E——

2 _ o2
2
—x x?
r? —z? r? — a2
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r 22 r 72— 22 1 12
S =27 V2 — a1+ — 5 dr =27 Vr? — o —————dx
., r? —x ., r? —x

= 27r/ Vi2de = 2n [ra]”, = 27(r? +r?) = 4mr?

r

Povrch koule je S = 4mr?. A

Priklad 2.20 Urcete objem kuZele, ktery rotuje kolem primky y = % a ko-
lem osy x na intervalu (0,v).
Resent:
v 2 2 v 2 1 v 2 1
V:ﬂ'/ <E> dx:ﬂ—/ .1'2d.1':7TT— —g3 :7TT —3) = v
0 \v 2 /o 213 |, v?2 \ 3 3

2.6 Slovni ulohy

Priklad 2.21 Spotrebu dreva ve svété v letech 1991 - 2000 popisuje funkce
f(z) =52+0,008 - 2*,

kde x je poradi roku sledovdni a f(x) je rychlost (intenzita) spotreby v mil.
m? za rok na konci roku 1990+xz. Jakd byla celkovd spotieba dreva od zacdtku
roku 1991 do konce roku 20007 Jakd byla prumérnd rocni spotreba v tomto

obdobi? Jakd byla spotreba dreva v roce 19937

Reseni:

Abychom zjisitli celkovou spotiebu dieva za deset let, musime spocitat urcity
integral folo f(x), tedy

0,008 4} 10

10
80
/ 52 4 0,008z° dr = [5233 + 5| =520+ - —0=>540. (2.1)
0

0
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Pro vypocet prumérné spotieby ve sledovaném obdobi nam staci, abychom
vysledek (2.1) vydélili 10, tedy

Jy'52+0,0082%dz 540 ”
10 10 7T
Zajima-li nas spotfeba v roce 1993, musime meze urcitého integrélu zménit

od 2 do 3, tedy

3 3
/ 52 + 0,008z do = [52x + % 4}
2

2
0,008 0,008
(156 + T 81 — 104 — T 16)

=156 40,002 -81 — 104 —4-0,008 = 52, 13.

Celkova spotieba dieva od roku 1991 do roku 2000 byla 540 miliont m3.
Primérnd spotieba v tomto obdobi byla 54 miliont m?. Spotieba dieva v ro-
ce 1993 byla 52,13 miliont m3. A

Priklad 2.22 Ze skladky unikd do okoli kontaminovand voda. Velikost pri-
saku charakterizuje funkce

360
(+1)%

kde x je pocet dni od zacdtku pozorovdni a f(x) je intenzita prisaku v litrech
za den na konci x-tého dne. Kolik kontaminované vody prosdklo do okoli
behem pruniho dne? Kolik kontaminované vody prosdklo béehem druhého dne?
Kolik kontaminované vody prosdklo do okolni za prunich pét dni pozorovdni?
Jaky byl pramérny prusak v prunich péti dnech pozorovdni?

fx) =

Resent:

Abychom zjistili, kolik kontammovane Vody proséklo do okoli za prvni den,

musime spocitat urcity integral fo ), tedy
r+1=t
1
360 = 360
/ I | de=d / T dt= /36o-t—3dt
o @i 1P 01
1—2

=217 T 112 =180
- {360-—} - —180-—} - 1+ 180 = 135.
—2], | 2], 4
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Pro vypocet kontaminace béhem druhé dne bude mit integrdl pouze jiné meze
(primitivni funkce navic transformované meze) a to

2 3
360 1 —180 180
——dze=|-180-=| = —— + — = —20+45 = 25.
/1 @rip [ t?k o i

Obdobné spoc¢itame hodnotu pro pét dni jako

5360 115 —180 180
2 dr=|-180- 2| = —Z 4+ 22— 54180 =175. (2.2
/o(a:+1)3 T [ 80 tQL T 54180 = 175.  (2.2)

Pro vypocet prumérného prusaku za pét let nam staci, abychom vysledek
(2.2) vydelili 5, tedy

5 5

Béhem prvniho dne prosaklo do okoli 135 1 kontaminované vody. Béhem
druhého dne prosaklo do okoli 25 | kontaminované vody. Béhem péti dni
prosaklo do okoli 175 1 kontaminované vody, prumérné tedy 35 1 denné. A

Piiklad 2.23 Rybolov na sledovaném uzemi charakterizuje funkce

f(z) =100 + 20z — 22,

kde f(z) je intenzita rybolovu v tundch za rok na konci roku 2000 + x. Jakd
byla celkovd hmotnost ryb vylovenych od ledna 2001 do prosince 20097 Kolik
ryb se ulovilo v letech 2004 - 20067

Jaky byl pramérny lovek v letech 2004 - 20067

Resent:

Abychom zjistili hmotnost vylovenych ryb od ledna 2001 do prosince 2009,
musime spocitat urcity integral

9

9 1
/ 100 + 20z — 2?2 dx = {100:(: + 1022 — 5:53} =900 4+ 810 — 243 — 0 = 1467.
0 0

V pripadé tlovku v letech 2004 - 2006 musime spocitat urcity integrél

6 1 6
/ 100 + 20z — 22 dx = [1003; + 1022 — 5933}
3 3
= 600 + 360 — 72 — 300 — 90 + 9 = 507. (2.3)
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V pripadé vypoctu prumérného vydélku za toto obdobi vydélime integral
(2.3) ¢islem 3,

f36 100 + 20x — z2dz 507

Hmotnost ryb vylovenych od ledna 2001 do prosince 2009 byla 1467 t. Od ro-
ku 2004 do roku 2006 se ulovilo 507 t ryb, prumérné 169 t ryb roéné. A

Piiklad 2.24 Teplota cerstvé udélané kdvy je 90 °C' a klesd rychlosti

f(z) =T7e %17
kde x je ¢as v minutdch pocitany od okamzZiku uvareni kavy a f(x) je rychlost
poklesu teploty ve °C' za minutu na konci x-té minuty. Jakd bude teplota kdvy

po péti, deseti a dvaceti minutdch?

Reseni:

Abychom zjistili teplotu kavy po péti minutach, musime spocitat urcity in-
tegral

t=-0,1z
5 _ —0,5 1 0
/ 76_0’1I dx _ dt O, 1 dflf _ / 7€t dt — _7 . 10/ et dt
o 0—0 0 -0,1 —0,5
5+— —0,5
= [0 = 70 (1 - ) = 27,5

Tuto hodnotu pricteme k vychozi teploté kavy a dostdvame

90 — 27,5 = 62, 5.

V pripadé uplynuti 10 a 20 minut bude integral témér stejny, kromé nezbytné
zmény mezi.
Pro teplotu kavy po deseti minutach dostavame

10 0 0 70
/ Te O dy = 7. 10/ e'dt = [-70e']_, = =70+ — = —44,3.
0 B e

1
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Tuto hodnotu pricteme k vychozi teploté kavy a dostdavame

90 — 44,3 = 45,7.

Pro teplotu kavy po dvaceti minutach dostavame

20 0 0 70
/ Te~01T 4y — 7. 10/ ot dt — [_70615} =70+ = = —60, 5.
0 -2

Tuto hodnotu pricteme k vychozi teploté kavy a dostavame

90 — 60,5 = 29, 5.

Teplota kavy po péti minutdch bude asi 62,5 °C', po deseti minutach bude
asi 45,7 °C' a po dvaceti minutach bude asi 29,5 °C'. A
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Kapitola 3

Aplikaéni tlohy vedouci na
diferencialni rovnice

Priklad 3.1 Naftalinové kulicky se vyparuji rychlosti primo umérnou po-
vrchu kulicky. Predpoklddejme, Ze polomer kulicky se zmensi z 0,5 c¢cm na
0,25 cm za 6 meésici.

Za jak dlouho naftalinovd kulicka zmizi?

Resent:

4gr3

Objem koule je dén vztahem V = #Z- a povrch S = 4ar®. Diky pfimé
umeérnosti vypatrovani kulicky zavislé na povrchu muzeme psat

dVv
—=KS
dt ’
po dosazeni za V' a S potom
d (47r3
(SWT ) = Kdnr?.
dt

To po zderivovani

vede na rovnici

Obecné feSeni této rovnice ma tvar

r(t) = K(t+¢), teR,
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kde ¢ € R je libovolna konstanta.
Ze zadani nam plynou dvé pocatecni podminky

r(0)=0,5 a r(6)=0,25.
Diky nim dopocitame konstantu K

0,5=Kc

0,25 = K(6+c¢)

0,25 =6K + Kc
0,25 —-0,5=6K

K=-—=
6

Po dosazeni do vztahu 0,5 = K¢ dostavame

0,5

— =

c=—12.

Konkrétni feseni diferencialni rovnice je tedy

2
r(t) = —%(t _12), teR

Pokud chceme zjistit, za jaky cas t kulicka zmizi, musime vyftesit 1lohu
r(t) = 0. V nasem piipadé mame

2
—%(t— 12) = 0

t—12=0
t=12.

Naftalinovd kulicka zmizi za 12 mésicu. A
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Zmizeni = (12, 0)

T . . &
10 105 1 1.5 12

Obrézek 3.1: Reseni pro rozpusténi kulicky

Piiklad 3.2 Led taje rychlosti neprimo imérnou své tloustce. Predpoklddej-
me, Ze za hodinu se vrstva ledu ztencéi z 10 cm na 5 cm.
Za jak dlouho led zcela roztaje?

Reseni:

Oznacéme tloustku ledu v case t jako z(t). Zménu tloustky ledu muZzeme
zapsat jako

de K
dt €T
dx
— =K.
T

Integraci postupné dostavame

/m’(t)dt:K/ldt

/ rdr = K(t+c)
2
x
— =Kt :
= K(t+0)
Obecné teseni pak je ve tvaru

x(t) = \2K(t+¢), te (—o0,—d,

kde vzhledem k tani ledu je K < 0 a ¢ € R je libovolna konstanta.
Ze zadani nam plynou dvé pocatecni podminky

z(ty) = 10, z(to+1) =5.
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Z prvni vyjadiime konstantu K Méame

2K (to + ¢) = 100
100

-y
CTaog

100
2(to + ¢)
50
Cto+c

Ze druhé vyjadrime

2K (to+ 1+ ¢) = 25.

Mé&me soustavu rovnic

K(to+¢) =50
K(to+c+1)=12,5.

Rovnice od sebe od sebe odecteme a dostaneme

K =50-12,5
K = —37,5.
Z rovnice (3.1) méme
t—l—c—@
K
20 ;
c=— —
s
_ 0
-37,5

Dostavame tak konkrétni feSeni ve tvaru

() = \/—m— 75 (% —to),
() = \/—75 [t— (%HO)}, t§t0+§.
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Chceme-li zjistit, za jak dlouho led zcela roztaje, musime vyftesit ilohu
z(t) = 0. V nasem piipadé to znamend

4
t—(<+t) =0
(54

Led zcela roztaje za 1 hodinu a 20 minut. A

roztani = (1.333, 0)
0 1 2 3

Obrazek 3.2: Resenf pro rozténi
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Priklad 3.3 Intenzita sluneéniho svétla pod vodou klesd rychlosti primo umér-
nou intenzité svétla v dané hloubce.

Pokud 8 metri vody absorbuje 15 % svétla, v jaké hloubce bude v poledne
stejné jasno jako na hladiné vody pri dplnku? Intenzita slunce v poledne je
300 000krdt vetsi nez intenzita pri uplnku.

Reseni:

Oznacme intenzitu svétla jako I a hloubku jako h. Pokles intenzity svétla
I = I(h) pod hladinou vody muzeme zapsat jako

df

E:KI’ pro I #0
]’/
R
1
I/
—dh= | Kdh
I
1
/de:Kh%—c, prol >0
Inl =Kh+c
I:€Kh+c

7 ¢ehoz dostévame obecné feSeni diferencidlni rovnice ve tvaru

kde ¢; > 0 je libovolna konstanta.
Ze zadani nam plynou dvé pocatecni podminky

1(0) = Iy, I(8)=0,85I.

Diky nim vyjadiime konstanty ¢; a K.

cre’ = I
a =1
Iye®® = 0,851,
e =0,85
8K =1n0,85
1
K:§ma%.
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Konkrétni teseni diferencidlni rovnice je tedy
I(h) = es ™08  p >0,

Zajima nas, v jaké hloubce bude intenzita v poledne stejnd jako na hladiné
pri upliku, kdyz vime, ze v poledne je 300 000krat vétsi.
Musime tedy vyTesit rovnici

1

Kh
Toe™ = 350000
kn_ 1
300000
Kh = —1n 300000
~ —1n300000
TIn0,85
h = 621,

V hloubce asi 621 m bude v poledne stejné jasno jako na hladiné pti uplnku.
A
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Priklad 3.4 Pruni mésic rustu rostliny u nékterych vyznamnych prumyslo-
vych plodin je okamZzitd rychlost ristu hmotnosti rostliny primo umérnd jiz
dosazené hmotnosti. Pokud ¢as meéerime na dny, tak u baviniku je koeficient
této primé umernosti roven 0,21. Predpokladejme, Ze bavinikovd rostlinka
dnes vazi 70 mg.

Za jak dlouho se jeji hmotnost zdvojnasobi?

Kolik bude vadzit za mésic?

Reseni:

Ozna¢me hmotnost rostliny v case t jako m = m(t). Rychlost rustu hmotnosti
rostliny je pfimo imérna jeji hmotnosti, proto muzeme psat

dm
— =0.21m.
a e

Odtud postupnymi upravami dostavame

!
™ _p,21
m

/idm:/o,zmt
m

Inm=20,21t +¢

m = 6O,21t-l—c

m = 021t

1.
Obecné teseni rovnice je tedy
m(t) = ;e >0,
kde ¢; > 0 je libovolna konstanta.
Ze zadani ndm plyne pocateéni podminka m(0) = 70. Diky ni zjistime

hodnotu konstanty c;

c1e’ = 70

C1 = 70.
Konkrétni feSeni rovnice je tedy

m(t) = 70>, t > 0.
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Zajimé nés, za jak dlouho se hmotnost rostliny zdvojndsobi. Resime tedy
rovnici

140 = 70e%21

9 — (021t
In2 = 0,21t
B In2
70,21
tl - 3, 3

Hmotnost rostliny se zdvojnésobi asi za 3,3 dne.

Dale nés zajimalo, kolik bude rostlina vazit za mésic. Resime tedy rovnici

m(30) =z
T = 7060,21-30
x = 70e%3
= 38120,

Za mésic bude rostlina vazit asi 38,12 g. A

145

dvojnésobek = (3.301, 140)

135

130

125

120

15

10

5 10 15

Obrézek 3.3: Reseni pro dvojndsobnou délku
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Priklad 3.5 Pravdépodobnost, Ze tidic s 0 %o alkoholu v krvi se stane icast-
nikem dopravni nehody, je rovna 1 %. Pri 1 %o alkoholu v krvi vidice je prav-
dépodobnost dopravni nehody 7 %. Obecné lze tici, Ze ¢im vétsi je pravdépo-
dobnost nehody pro dany obsah alkoholu v krvi, tim rychleji tato pravdépo-
dobnost roste.

Uréete, jakd je pravdépodobnost nehody, jestlize tidic md v krvi 1,5 %o alko-
holu, 2 %o alkoholu.

Pri jakém obsahu alkoholu v krvi je nehoda jista?

V' USA maji neprofesni tidici nad 21 let povoleno 0,8 %o alkoholu v krui.
Kolikrdt vétsi je pravdépodobnost nehody ridice s 0,8 %o nez ridice s 0 %o
alkoholu v krvi?

Reseni:

Oznacéme mnozstvi alkohoholu v krvi jako A a pravdépodobnost jako P. Cim
vétsi je pravdépodobnost nehody pro dany obsah alkoholu v krvi, tim rychleji
pravdépodobnost roste, proto muzeme psat

dpP
T4 KP
pro néjakou konstantu K. Postupnymi tpravami dostavame
P
5=

P/
—dA= [ KdA
[rir=]

P
/d—:KA+c

P
mP=KA+c
P = fAte,

Obecné teseni rovnice je tedy
P(A) = ¢, A>0,

kde ¢; > 0 je libovolna konstanta.
Ze zadani ndm plyne pocatecni podminka P(0) = 0, 01.
Diky ni ur¢ime konstantu ¢,
0,01 = e
1 = 0, 01.
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Nyni je potieba vyjadrit konstantu K a to diky pocate¢ni podmince
P(1) =0,07.

0,07 = 0,01
0,07 g
0,01 ¢
K =7
K=1InT7.

Konkrétni feSeni rovnice je tedy
P(A) =0,01e4™7.

Zajima nds, jakd je pravdépodobnost nehody fidice s 1,5%0 alkoholu,
respektive s 2% alkoholu. Dosazenim do naseho feseni mame

P(A) =0,01e"™7
P(A) = 0,185,

resp.

P(A) =0,01e*™7
P(A) = 0,49.

Zajima-li nas, pri jakém obsahu alkoholu v krvi je nehoda jista, fesime rovnici
P(A) =1.

0,0let7 =1
et =100
Aln7=1In100
_ In100
In7
A =2 36.
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Chceme-li ziskat porovnani s USA, musime zjistit pravdépodobnost ne-
hody pro fidice s 0, 8% alkoholu. Dosazenim do FeSeni plyne

P(A) = 0,017
P(A) =0,047.

Pravdépodobnost nehody pro fidice s 1,5 %o alkoholu v krvi je asi 18,6 %.
Pravdépodobnost nehody pro tidice s 2 %o alkoholu v krvi je asi 49 %. Prav-
dépodobnost nehody fidice s 0,8%¢ alkoholu v krvi je asi 4, Tkrat vyssi nez
u tidice bez alkoholu v krvi. A

jista = (2.367, 1)

porovnani = (0.8, 0.047)

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26

Obrazek 3.4: Reseni pro jistou nehodu a pro 0,8 %o alkoholu
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Priklad 3.6 Z lidského organismu se alkohol odbourdvd rovnomeérné, kazdou
hodinu se ho rozlozi 10 az 15 %. V USA maji neprofesni ridic¢i nad 21 let
povoleno 0,8 %o alkoholu v krvi, pro tidice tazi a autobusi je limit 0,1 %o.
Po bujaré oslavé se druhy den domu autem vraci taxikdr, jehoZ organismus
alkohol rozklddd rychlosti 15 %.

O kolik drive by mohl odjet domu, kdyby nebyl tazikdrem?

V mdlo pristupné oblasti USA doslo k dopravni nehodé, o 2 hodiny pozdéji
v nemocnici Tidici namérili 0,7 %o alkoholu v kru.

Spliioval Tidic v dobé nehody povoleny limit 0,8%¢ ¢

Reseni:

Ozna¢me mnozstvi alkoholu v krvi v ¢ase t jako A = A(t), povolené mnozstvi
alkoholu pro neprofesni fidice jako Ay a pro profesni fidice jako Ap. Protoze
se alkohol z lidského organismu odbourava rovnomeérné a rozlozi se ho az
15% za hodinu, muzeme psat diferencidlni rovnici

dA
— = —0,15A.
de ’
Postupnym fesenim dostavame
A/
— =-0,15
A J
A/
—dt = | —0,15d¢
[ e ] o
dA
7 = —0, 15t —f- C
InA=-0,15t+c¢
A= e—D,lSt-‘rc

A = e 01

Obecné teseni rovnice je tedy
A(t) = cie” 1 L e R, (3.2)

kde ¢; > 0 je libovolna konstanta.

Ze zadani ndm plyne pocateéni podminka ¢(0) = Ay = 0, 8, kterou jsme
umistili do okamziku poklesu hodnoty alkoholu v krvi na povolenou hodnotu
pro neprofesniho tidice.

Diky ni vyjadiime konstantu c;.

0,8 = cye’

0,8 =Cq.
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Konkrétni feSeni rovnice tedy je
A(t) = 0,870t e R.

V piipadé taxikafe nés zajimad, jak dlouho “musel jesté c¢ekat”, nez mu
mnozstvi alkoholu v krvi pokleslo na hodnotu Ap = 0,1 < Ay, aby mohl
v klidu odjet domu. Resime tedy rovnici

0,1=0,8¢"%"
07 1 —0,15t
07_8 =€
ot = —0, 15t
S :
—In8 = —0, 15t
,_ 8
0,15
t=14.

Taxikar mohl odjet domu o 14 hodin dfive, kdyby nebyl profesni fidic.

1

dfive = (13.863, 0.1)

vvvvvv

Déle nas zajimala situace u dopravni nehody, kde jsme pottebovali zjistit,
jestli Tidi¢ v dobé nehody splnil povoleny limit 0,8 %o alkoholu v krvi, kdyz
mu v nemocnici 2 hodniny po nehodé nameérili 0,7%o alkoholu v krvi. Zvolme
okamzik méreni alkoholu v nemocnici jako ¢as ty = 0. Dosadime obecné feseni
(3.2) — s konstantou oznacenou tentokrat jako co — do podminky

A(0)=0,7.
a mame

07 7 = C2670,15-0

Co = 0, 7.

Protoze se nehoda stala o dvé hodiny diive, Zajima nas, zda hodnota tohoto
feseni
Ay(t) =0,7e708 t € R,
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v Case t = —2 prekracovala povolenych Ay = 0,8. Ptame se tedy, jestli plati
nerovnost

Ay(=2) = 0,7e 152 < 0,8

Vzhledem k tomu, ze 0, 7e~%1%(=2 = 0,9 > 0, 8, tato nerovnost neplati.

Ridi¢ v dobé nehody limit alkoholu v krvi nespliioval. A

nehoda = (-0.89, 0.8) 4

. \

-2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7 75 8

Obrazek 3.6: Reseni pro 0,8 %o alkoholu a porovnani
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Priklad 3.7 Velmi silny kurdk vykouri kaZdou hodinu 5 cigaret. Z kaZdé
cigarety se do krevniho objehu uvolni 0,4 mg nikotinu. Nikotin se v téle od-
bourdvd rychlosti primo dumeérnou jeho aktudlnimu mmnozZstvi, pricemz koe-
ficient této primé dmeérnosti je roven 0,346 (pri méreni ¢asu v hodindch).
Predpoklddejme, Ze v 7 hodin rdno (tésné po probuzeni) neni v krvi tohoto
kurdka Zadny nikotin.

Kolik nikotinu se se v jeho krvi bude vyskytovat v 11 hodin vecer, aZ pujde
spat?

Na jaké mnoZstvi se obsah nikotinu sniZi béhem osmihodinového spdanku,
jestlize kurdk nebude v noci kourit?

Jak se situace zméni, pokud ve 3 hodiny rano vykourt jednu cigaretu?

Resend:
Ozna¢me mnozstvi nikotinu v krvi v ¢ase ¢ jako n = n(t). Protoze se nikotin
odbourava primo umeérné jeho aktudlnimu mnozstvi s danym koeficientem k,
muzeme psat
dn
dt
Musime vzit v ivahu fakt, ze kurdk vykouii kazdou hodinu pét cigaret, 1iloha
se tedy zmeéni na

—kn.

dn
— =k 5-0.4
di n¥o-b

n' = —kn+ 2. (3.3)

Jelikoz se jedna o nehomogenni rovnici, vyfesime nejprve tlohu homogenni

n' +kn =0,
n' = —kn,
jejiz obecné feseni je tvaru
ny(t) = cre™ (3.4)

s néjakou konstantou ¢; € R. Vime, ze feseni nehomogenni tlohy hledame ve
tvaru n(t) = ny(t) + np(t). Partikuldrni feseni np(t) nehomogenni rovnice
budeme hledat ve tvaru pravé strany, t.j. konstantni np = A, a to pomoci
metody neurcitych koeficientu. Pro takovéto np je n’, = 0 a po dosazeni do
nehomogenni rovnice (3.3) mame

0+kA=2
A:

EN
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Tim dostavame obecné feseni nehomogenni rovnice

2
n(t) = cre ™ + a teR (3.5)

kde ¢; € R je libovolna konstanta. Ze zadani nam plyne pocateéni podminka
t(0) = 0. Diky ni vyjadiime konstantu ¢;

2

0= 6160 + E
2
Cc1 = _E

Ciselné vyjadieni vede na hodnotu
2
=————=-05,78.
AT 70,346 0 7

Dosazenim do (3.5) dostdvame konkrétni feseni rovnice

2

n(t) = _—ke_kt +
2

n(t) = % (1—e™

N

, telR

~—

Pomoci takového feseni nehomogenni rovnice muzeme spocitat, kolik ni-
kotinu se v téle kurdka bude vyskytovat v 11 hodin vecer. Jelikoz jsme
pocatecni hodnotu, ktera udavala mnozstvi nikotinu v 7 hodin rano oznacili
jako n(0), musime hledanou hodnotu nikotinu v 11 hodin vecer vzit jako
n(16). Dostavame tedy rovnost

2

n(23:00) = n(16) = . (1 _ 6—k~16)
n(16) = 5,78 - (1 — ¢ 0346:16)
n(16) = 5, 757.

Déle nés zajimalo, jaké mnozstvi nikotinu bude v jeho téle po osmi hodinach
spanku. K tomu budeme potiebovat obecné feseni homogenni ulohy (3.4),
t.].

na(t) = ng(t) = cpe .
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Musime dopocitat konstantu ¢, z poc¢ateéni podminky ns(0) = n(16) = 5, 757
nastavené na hodnotu nikotinu ve 23:00, tedy

coe M =5 757
ce® = 5,757
¢y = 5,757, (3.6)

ktera dava reseni v dobé od 23:00 do 7:00 ve tvaru
ny(t) = 5,757e ",
Pro nas piipad musime zjistit ny(8). Tedy

n(7: 00) = ny(8) = 5,757 **
ny(8) = 5, 757¢ 03468
ns(8) = 0, 362.

Déle nas zajimalo, jak se obsah nikotinu zméni, kdyz ve 3 hodiny rano
kuidk vykouti cigaretu. V takovém piipadé musime skloubit jak feseni dveé
feseni homogenni 1lohy (3.4) prerusené ve 3:00 dodanou dévkou nikotinu
z jedné cigarety.

V prvnich 4 hodindch kuidk spi od 23:00 hodin do 3:00 hodin (stejné jako
v prvni ¢asti tlohy), pouzijeme tedy Feseni ns(t). Zajima nds hodnota ve tii
hodiny réno, tedy ns(4)
n(3: 00) = ny(4) = 5,757e*4

ny(4) = 5, 75703464

ny(4) = 1,443
Ve tii hodiny rano se kurak probudi a da si jednu cigaretu, o kterou se mu
zvysi pocatecni podminka pro dalsi 4 hodiny spanku. M4 tedy v sobé

n3(0) = na(4) + 0,4 =1,443 + 0,4 = 1,843 (3.7)

mg nikotinu, kde ¢islo 0, 4 je mnozstvi nikotinu z jedné cigarety. Od této doby
do probuzeni chybi 4 hodiny, béhem kterych nekouii a proto budeme pocitat
s obecnym fesenim homogenni tlohy (3.4)

ns(t) = cge ™.

Konstantu ¢3 dopocitdme z poc¢atecni podminky (3.7)

cse M =1,843
cse’ = 1,843
c5 = 1,843.
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Diky tomu muzeme urcit obsah nikotinu po dalsich ¢tyfech hodinéch
spanku.

n(7:00) = ng(4) = 1,843¢ 03164
nz(4) = 1,843¢~ 1%
ns(4) = 0, 462.

Predpokladédme-li, Zze v 7 hodin rano neni v téle kurdka zadny nikotin,
potom pii pravidelnych dédvkach (kazdou hodinu 5 cigaret) bude v 11 hodin
vecer v jeho téle asi 5,757 mg nikotinu. Béhem osmi hodin spanku se hladina
nikotinu snizi na 0,362 mg. A v piipadé, ze se béhem spanku kutak ve 3 ho-
diny rano probudi a vykoufi jednu cigaretu, bude v jeho téle v 7 hodin rano
nasledujiciho dne 0,462 mg nikotinu. A
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Priklad 3.8 Pesticidy se z lidského téla odbourdvaji rychlosti 8% za den.
Predpokladejme, Ze sledovand osoba se dostala do prostredi, kde konzumuje
10 mg pesticidi denné.

Kolik pesticidi bude mit v organismu po 1 mésici, po 1 roce?

K jaké hodnoté bude obsah pesticidiu v organismu konvergovat pti trvalém
pobytu v tomto prostredi?

Reseni:

Ozna¢me mnozstvi pesticidu v téle v case t jako p = p(t). Protoze se pesticidy
odbouravaji rychlosti 3% za den, muzeme psét

d
P _ pririistek — Gbytek

dt
dp
— =10-10,03
dt ? p
p =10 —0,03p
P +0,03p = 10.

Jelikoz se jednd o nehomogenni rovnici, vyfesime nejprve ilohu homogenni

p +0,03p =0
p'=—0,03p
pu(t) = ce %% teR,

kde ¢; > 0 je libovolna konstanta.

Vime, ze feSeni nehomogenni tlohy hleddme ve tvaru p(t) = py(t) + pp(t).
Partikuldrni feseni nehomogenni rovnice pp(t) budeme hledat vzhledem ke
konstantni pravé strané téz konstantni a to pomoci metody neurcitych koe-
ficientt. Zvolme tedy pp = A a mame p, = 0,

040,034 =10

0,034 =10
. 1000‘

3

Tim dostavame obecné feSeni rovnice ve tvaru

1000
~0,03t

, teR
3

p(t) = cre
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Ze zaddni ndm plyne pocatetni podminka p(0) = 10. Diky ni vyjadiime
konstantu ¢

1000
10:q&+—§—
1000
0-—-=a
970
g =——"
! 3

Diky tomu dostavame konkrétni feseni nehomogenni rovnice

970 1000
p(t) = —76_0’0& —+ T, t e R.

Déle nés zajima, kolik pesticidu bude mit v téle ¢élovék po 1 mésici
a po 1 roce. V pripadé jednoho mésice fesime tilohu

p(30) ==
970 1000
o _?6—0,03.30 i .
970 49 N 1000
T = ———¢€ ’ [
3 3
x = 202.
V pripadé jednoho roku fesime tlohu
p(365) =y
970 1000
y= _Te—o,os-%s 4 .
970 4595 , 1000
Y= 3 e + 3
y = 333.

Zajima-li nas, k jaké hodnoté bude obsah pecticidu konvergovat pii tr-
valém pobytu v tomto prostiedi, musime vypocitat limitu

970 1000
lim (__ " _) .
t—o00 3 3

Protoze prvni ¢len ma limitu diky exponencidle nulovou, vyslednd hodnota

limity je tedy
0+ lim (1000) = 1000 = 333.
t—00 3 3
Po jednom meésici bude organismus obsahovat asi 202 mg pesticidu, po jed-
nom roce asi 333 mg pesticidu. Zustane-li organismus v takovém prostiedi
trvale, hodnota pesticidi bude konvergovat k 333 mg. A
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Obrazek 3.7: Reseni pro mnozstvi pesticidu po meésici a po roce
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Priklad 3.9 V prirodnim parku na kazdij cm? za rok spadnou 3 gramy listi.
Diky procesu tleni se kazZdorocné 75 % listové hmoty rozlozi. Predpoklddejme,
zZe park je c¢isté shrabdn, ale bylo rozhodnuto, Ze se v nem jiZ listi hrabat ne-
bude.

Jak bude park vypadat za 2 roky, za 5 let, za 10 let?

K jaké hodnoté bude mnozZstvi listi konvergovat s rostoucim casem?
Predpokladejme, Ze do parku bylo navezeno listi z mésta a rovnomeérné roz-
prostieno v mnoZstvi 10 grami na cm?.

Jak bude park vypadat za 1 rok, 2 roky, 5 let, 10 let? Jaké bude limitni

mmnozstvi listi v tomto pripade?

Resent:

Ozna¢me hmotnost listi v case t jako m = m(t). Vime, Ze se kazdoroc¢né
rozlozi 75% listi. Muzeme tedy psat

@ = prirustek — ubytek
dt

dm

dt o

m' =3 —0,75m.
Jelikoz se jednd o nehomogenni rovnici, vyfesime nejprve tilohu homogenni

m' +0,75m =0
m' = —0,75m

mg(t) = ce %™ teR,

kde ¢; > 0 je libovolna konstanta.

Vime, Ze feseni nehomogenni tlohy hleddme ve tvaru
m(t) = mg(t) + mp(t). Partikuldrni feseni nehomogenni rovnice mp(t) bu-
deme hledat konstantni pomoci metody neurcitych koeficientu, tedy pro
mp = A mame m', =0,

0+40,75m =3
0,754 = 3

1

A=4.

Tim dostavame obecné feseni nehomogenni rovnice

m(t) = cie ™ + 4.
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Ze zaddni ndm plyne pocateéni podminka m(0) = 3. Diky ni vyjadiime
konstantu ¢;.

3:C1+4
01:—1.

Diky tomu dostavame konkrétni feSeni rovnice
m(t) = —e " 4 4,

Daéle nas zajima, kolik listi bude v parku za 2 roky, 5 let a 10 let. Nesmime
zapomenout, ze listi zacalo tlit az po prvnim roce. Takze pocet let musime
o jeden rok zmensit. V ptipadé dvou let fesime tlohu

m(l) =x
g = e 0Tl 4y
r=—e " 44
r = 3,53.
V pripadé péti let Tesime tlohu
m(4) = x
g —e 0T |y
r=—e"+4
x = 3,95.
V pripadé deseti let fesime ilohu
m(9) =z
g = —e 0759 |y
r=—e%" 44
r =4.

Zajima-li nas, k jaké hodnoté bude mnozstvi listi konvergovat s rostoucim
casem, musime vypocitat limitu

lim (—670’751‘/ + 4) .

t—00
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Protoze prvni ¢len ma limitu diky exponencidle nulovou, vyslednd hodnota
limity je tedy
0+ lim (4) = 4.

t—o00

Za dva roky bude v parku asi 3,53 gramt listi na cm?. Za pét let bude v parku
asi 3,95 gramu list{ na cm?. Za deset let budou v parku asi 4 gramy listi na
ecm?. S roustocim ¢asem bude mnozstvi listi v parku konvergovat k hodnoté
4 gramy list{ na em?. A

Zméni-li se uloha tak, ze do parku bylo listi pfivezeno a rovnomeérné roz-
prostieno v mnozstvi 10 gramt na em?, zménf se i hodnoty pro tidaje v 1 roce,
2 letech, 5 letech, i 10 letech. Diky vyse uvedenému se zméni i konstanta cq,
protoze m(0) = 10.

10:CQ+4

Cy = 6.
A konkrétni feseni je potom

m(t) = 6e """ 4.

V pripadé jednoho roku fesime 1ilohu

m(l) =z
z=6e """ +4
z=06e""" 44
xr = 6,83.

V pripadé dvou let fesime tlohu

m(2) =x
r=06e"072 14
r=06e"" 44
xr =5,34.
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V pripadé péti let fesime tdlohu

m(b) =x
r =607 14
=63 +4
r=4,14.

V pripadé deseti let fesime tlohu

m(10) =z
T = 6670,7510 4 4
x=06e"""+4
r=4.

Zajima-li nas, k jaké hodnoté bude mnozstvi listi konvergovat s rostoucim
casem, musime vypocitat limitu

lim (66_0’75t + 4) .

t—o00

Protoze prvni ¢len ma limitu diky exponencidle nulovou, vyslednd hodnota
limity je tedy
0+ lim (4) =4.

t—o00

Po jednom roce bude v parku asi 6,83 gramt list{ na ecm?. Za dva roky bude
v parku asi 5,34 gramt list{ na cm?. Za pét let bude v parku asi 4,14 gramu
list{ na em?. Za deset let budou v parku asi 4 gramy listi na cm?. S roustocim
casem bude mnozstvi listi v parku konvergovat k hodnoté 4 gramy listi na
em?. A
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4 e

// pét = (5, 3.976) deset = (10, 3.999)
/ ok = (1, 3.528)
3

0 2 3 4 5 6 7 8 9 0

Obrazek 3.8: Reseni pro mnozstvi list{ po 1, 5, 10 letech

Priklad 3.10 Von Bertalanffytuv model ristu se pouZivd na predpovidani
délky téla Zivocichu v zdvislosti na c¢ase. Pokud L je maximdlni délka kon-
krétniho Zivocisného druhu, tak model predpokldadd, Ze rychlost riustu jedince
tohoto druhu je primo umernd délce, ktera mu v daném okamziku chybi do
délky L.

Pro tresku trivousou plati model od délky 10 c¢cm. Maximdlni délka tohoto
druhu je 53 ¢cm, koeficient vjse uvedené primé umérnosti je 0,2 (pri méreni
casu v letech).

Za jak dlouho se velikost tresky zdvojndsobi?

Jak je treska dlouhd po 3 letech, po 5 letech?

Kdy dosdhne délky 50 cm?

Reseni:

Oznac¢me maximalni délku zivocisného druhu jako L, a aktualni délku v case
t jako L = L(t). Vime, ze rychlost rustu jedince je pfimo iumérna délce, ktera
v okamziku chybi do maximalni délky L;;. Muzeme tedy psat

dL

— =k(Ly — L
ap ~ K= 1)
pro k = 0, 2. Reenim této rovnice postupné dostavame
L/
e — 4
Ly — L

dL
- = kdt. L < L
/LM—L / s S

—In(Ly — L) = eMre

Ly — L =cie™™.
Obecné feseni rovnice méa tedy tvar

L(t) =Ly —ce ™, t>0
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Diky pocatecni podmince L(0) = 10 a znalosti maximalni délky tresky
muzeme dopocitat konstantu c;.

10 = LM - cle_kt

10 = 53 — ¢1€°
10=53—¢
01:43

Tim dostavame konkrétni feseni rovnice

L(t) = 53 — 43¢7%%  t>0.

Déle nés zajimé, kdy se velikost tresky zdvojnasobi, musime tedy vyftesit

rovnici

L(ty) = 20
20 = 53 — 43¢ 022
33 = 43¢ 022
g — 6072t2
33
43
In— =0,2t
n 33 ) 2
43
ln ﬁ
to = —99
70,2
ty =1,32.

Dalsi otazkou bylo, jak je treska dlouhd po 3 a po 5 letech.
V pripadé tii let fesime rovnici
L33) ==
x =53 — 4372072
x =53 — 43¢0
r=953—24
r =29.
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V pripadé péti let fesime rovnici

L) =y
= 53 — 43¢ %02
y =53 — 43¢ "
y=>53—16
= 37.

Dalsi otazkou bylo, kdy treska dosahne délky 50 cm. Musime tedy vyftesit
rovnici

L(tg,o) = 50
53 — 43¢ %20 — 5
3 =43¢ %10
3 _ _—0,2-t50
3 °
43
].Il ?
0,2 50
43
5ln — =t
n 3 50
ts0 = 13,3

Velikost tresky se zdvojnésobi asi po 1,32 letech. Po tiech letech bude treska
dlouh& 29 cm a po péti letech bude dlouha 37 cm. Délky 50 cm dosédhne asi
za 13,3 let. A
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. -

délkas0 = (13.313, 50)

45

40

pét = (5, 37.181)

354

304

254

dvc.jnascbek =(1.323, 20)

Obrazek 3.9: Reseni pro dvojndsobnou velikost, pro velikost po 3, 5 letech,
pro délku 50 cm

Priklad 3.11 Télo obéti vrazdy bylo nalezeno v poledne v mistnosti s kon-
stantni teplotou 18 °C. Teplota nalezeného téla byla 33 °C'. O dvé hodiny
pozdéji meélo télo teplotu 31 °C'. Predpokladejme, Ze teplota téla klesd rych-
losti primo umérnou rozdilu teploty téla a teploty mistnosti.

Kdy doslo k vrazde?

Kdy doslo k vrazdeé, jestlize zavrazdény mél horecku (38 °C' nebo dokonce

39°C)?

Resent:

Oznacme si aktudlni teplotu téla jako T' = T'(t) a teplotu mistnosti jako
Ty = 18. Dobu nalezu téla ve 12:00 zvolme ¢ = 0 a teplotu téla v dobé nalezu
oznacme Ty = 33. Protoze zména teploty je pfimo tmérna rozdilu teploty
téla a mistnosti (s konstantou imérnosti k£ > 0), muzeme psat diferencidlni

rovnici pro teplotu téla
T =k(Ty —T).
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Jejim feSenim postupné dostdavame
T/
Ty =T

T/
dt = | kdt
/TM—T /

dT
dt = kt R
/TM—T +c cE

—In|Ty —T|=kt+c
In|Ty —T|=—kt+c
Tu—T=2cie™, ¢ #0
TM_T:CQQ_kt, co >0proT > Ty
T = Ty + coe "t

=k

Obecné feseni rovnice je tedy

T(t) =Ty + Cge_kt, t e R.

Diky pocatecni podmince 7'(0) = 33 muzeme dopocitat konstantu c,.

T =Ty + coe™™

33 = 18 + o€
33— 18 = ¢y
Cy — 15.

Dalsi pocatecni podminka 7'(2) = 31 ndm umozni dopocitat konstantu k.

T =Ty + coe™
31 =18 + 15~ %

13 = 15¢72F
13
22 2k
15
13
9%k =1In—
15
2k =1n g
13
k=1In E
13
k=0,07.



Dostavame tedy konkrétni feseni rovnice
T(t) =Ty + 157"t € R. (3.8)

Pokud chceme védét, kdy doslo k vrazdé, musime zjistit, kdy (v jakém case)
teplota dana funkci (3.8) nabyvala teploty zivého lidského téla. Tu budeme
uvazovat postupné pro zdravého ¢lovéka Ty = 36, 6°C, pro clovéka s horeckou
Ty = 38°C a Te = 39°C. Resime tedy rovnici

Ty + 157007 =,
156_0’07tA = TA — TM

e 0.07ta _ Ty — Ty

15
Ty — Ty
0,07ty =In-A—_"M
9 A 1 15
L 100, Ty Ty
AT Ty 15

t4 = 3.073h = 3h4min.

Obdobné bychom dostali ¢asy

100, Ts—T

ty = ——In 315 M = 411h = 4h 6, 6min.
1 Te —T

to = —glncl—g)M. = 4.8h = 4h 48, 4min.

Vzhledem k pocéatecni dobé 12:00 nam vychazi doby vrazd v 8:56 u zdravého
jedince, v 7:54 u clovéka s horeckou 38°C a v 7:12 u ¢lovéka s horeckou 39°C.

A

horetka39 = (-4.807, 39)

horecka3s = (-4.11, 38)

an

i)

37

vraZzda = (-3.073, 36.6)
36

Obrazek 3.10: Reseni pro doby vrazd pii ruznych teplotdch
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Priklad 3.12 V' 5 hodin odpoledne vyndala maminka koldc¢ z trouby, mél
teplotu 100 °C. V 5:10 hodin byla teplota koldce 80 °C, v 5:20 hodin meél
kolac teplotu 65 °C. Predpoklidejme, Ze teplota kolace klesd rychlosti primo
umernou rozdilu teploty koldce a teploty mistnosti.

Jakd je teplota mistnosti?

Resent:

Oznac¢me teplotu koldce v ¢ase t jako T'= T'(t) a teplotu mistnosti jako T)y;.
Vime, ze teplota kolace klesa rychlosti pifimo imeérnou rozdilu teploty kolace
a teploty mistnosti, konstantu imérnosti oznac¢ime k > 0. Muzeme tedy psat

S~ k@ - T)
:
TEFTM:_k
/T_T'TMdt:_/kdt
/TfTTMz—ktJrc, T — Ty >0

—kt
T — TM = C1€ s

kde ¢; > 0 je libovolna konstanta.
Obecné teseni rovnice ma tvar

T(t)=cie ™+ Ty, teR.

Ze zadani ndm plynou tii poc¢ateéni podminky (Casy uvazujeme v minutéch)
T(0) =100, T(10) =80, T(20)= 65.
Diky nim dostavame nelinearni soustavu tii rovnic o tfech neznamych
cre”% + Ty = 100
cre 1% 4 Ty =80
cre 2% 4 Ty = 65.

-1

Pro zjednoduseni pouzijeme substituci Ex = e~ a dostaneme

c1+ T =100
ClEK + TM =80
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7 prvni rovnice vyjadiime 7T}, a dosadime do zbylych dvou

Ty =100 — ¢ (3.9)
c1Ex + 100 — ¢; = 80 (3.10)
c1E% 4100 — ¢; = 65. (3.11)
Z rovnic (3.10), (3.11) vytkneme ¢;.
c(Bx —1)=—-20 (3.12)
c(E% —1) = —35. (3.13)

Rovnici (3.13) muzeme rozlozit na soucin

a je videét, ze jeho prvni dva ¢leny jsou stejné jako leva strana rovnice (3.12),

muzeme tedy psat
—20(Ex +1) = —35.

Odtud postupné dostavame

—35
Ex+1=_—"2
K+ —20

35 20

Ep == 2
K790 20
3

—10

Vratme se zpét k substituci Ex = e~ '% a vypoéitejme pro tplnost hodnotu k

3
—10k _ <
© Ty
3
—10k =1In -
"
1 3

Diky rovnici (3.12) muzeme vypocitat konstantu ¢

Cl(EK - ].) =—-20

=20
T Bk -1
20
T T Ex
20

C1—07—25
61:80.
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Pomoci rovnice (3.9) 1ze dopocitat teplotu mistnosti

Ty = 100 — ¢,
Ty = 20.

Teplota mistnosti je 20 °C'. A

66



Priklad 3.13 Ve velké nadrzi je 500 galoni 4% piva. Rychlosti 5 galoni za
minutu se do nddrZe priddvd 6% pivo. Piva se v nddrzi diukladné rozmichaji
a vznikld smés se stejnou rychlosti vypousti ven.

Jak silné pivo bude v nddrzi po 1 hodiné, po 2 hodindch?

K jakému pivu bude situace konvergovat s rostoucim casem?

Reseni:

Oznatme si mnozstvi piva v nadrzi v case t jako p = p(t). Ze zadani vime,

( ) . Pritok je roven
500

p(t)-5
500

ze momentalni koncentrace piva v nadrzi je K(t) =

0,06 - 5 = 0,3 galonu za minutu. Odtok je potom roven

Zménu mnozstvi piva v nadrzi muzeme napsat jako

@ = pritok — odtok

dt
pt) -5
'=0,3—
=527 500
p(t)
=0,3 — —=
100
I 30 — p( )
100 -
Resenim postupné dostdvéme
_r 1
30 —p(t) 100

p/
/ T at= —at
30 — p(t) 100

1 1
— ~  _dp=—t+c, c€R
/30—p(t) P=T00" T4 ¢

t
—ln]30—p] HO—FC

In |30 — ——

n[30 —p| = 100 te
|30 _p| — 6100 -C1, proc; > 0,p S (0730)
30 —p=cie”

p=30— cle_ﬁ.
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Obecné teseni diferencidlni rovnice ma tvar
(i)
p(t) =30 — e 100/ ¢ eR,

kde c; € R je libovolna kostanta.
Diky pocateéni podmince p(0) = 20 muzeme dopocitat konstantu ¢;

30 — ¢;e” = 20
30 —¢; =20
C1 = 10.

Tim dostavame konkrétni feSeni rovnice
(i)
p(t) =30 —10e \100/ e R

Zajima nas, jak silné pivo bude v nadrzi po jedné hodiné a po dvou hodinach.
V pripadé jedné hodiny feSime rovnici
p(60) =
z =30 — 10eT0
z =30 — 10e~"°
x = 24, 5.

V pripadé dvou hodin fesime rovnici
p(120) =

y =30 — 10e ™0
y =30 — 10e~ "

y = 27.
Vime, ze momentdalni koncetraci piva vypocitame jako K(t) = 500 Proto
v pripadé jedné hodiny bude koncentrace piva K; = ?%05 = 0,049 a v ptripadeé
dvou hodin bude koncentrace piva Ky = 52070 = 0,054.
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Zajima-li nés, k jakému pivu bude situace konvergovat s rostoucim casem,
musime vypocitat limitu

lim (30 — 1075 ).

t—o0
Protoze druhy ¢len ma limitu diky exponencidle nulovou, vysledna hodnota

limity je tedy
lim (30) — 0 = 30.

t—o00

Pro aktualni koncentraci piva bude tedy platit K3 = % =0, 06.

Po jedné hodiné bude v nadrzi asi 4,9% pivo, po dvou hodindch bude v nddrzi
asi 5,4% pivo. S rostoucim ¢asem bude sila piva v nadrzi konvergovat k hod-

noté 6 %. A

// hodina = (60, 24512)
20

0 10 20 30 40 50 a0 70 80 90 100 110 120 130 140

Obrézek 3.11: Reseni pro situaci po 1 a po 2 hodinach
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Priklad 3.14 V nejmenovaném stdté maji v obéhu bankovky v celkové hod-
noté 10 miliard korun. Kazdy den protece bankami 50 milioni korun. Cen-
trdalni banka zacala vyddvat novou emisi bankovek a banky kazdy den vymeni
vsechny své staré bankovky za nové. Obcéané si sami bankovky ménit nechods.
Za jak dlouho bude vymeénéno 50 % bankovek a za jak dlouho bude vyménéno
90 % bankovek?

Reseni:

Oznacme staré bankovky jako S a nové bankovky jako N. Vime, ze banky
kazdy den vymeéni vSechny staré bankovky za nové, tedy muzeme psat, ze
rychlost vymény v je v = 50000000 a tedy

dN

—_— =

d¢

N =
/N’dt:/vdt

N =vt +ec.

Obecné feSeni rovnice mé tvar
N(t)=vt+ec, teR,

kde ¢ € R je libovolna konstanta.
Diky pocatecni podmince N(0) = 0 vyjadiime konstantu c.

v-04+¢c=0
c=0.

Konkrétni feseni rovnice je tedy

N(t)=5-10"-t.

Zajima nés, za jak dlouho bude vyménéno 50 % bankovek a za jak dlouho
bude vyménéno 90 % bankovek.
V piipadé 50 % bankovek dostdvame rovnici
vtso = 0,5 - 101°
5-107 t5 =5 - 10
tso = 10°
ts0 = 100.
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V piipadé 90 % bankovek dostdvame rovnici
Utgg == 0, 9. 1010
5-107 - tgg =9 - 10°
5-tgg =9 - 107
tg(] = 180.

50 % bankovek bude vyménéno za 100 dni a 90 % bankovek bude vyménéno
za 180 dni. A
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Piiklad 3.15 Ozid uhelnaty (CO) je nebezpeény, prekroci-li jeho koncent-
race limit 0,12 litri na m® vzduchu. V podzemni gardZi o objemu 10 000 m?
je obsazeno 1 800 litru CO. V gardzi je vétraci systém, ktery do ni privddi
10 m? éistého vzduchu za sekundu, promichdvd cisty vzduch se znecisténym
a vzniklou smés odvadi stejnou rychlosti z gardze pryc.

Za jak dlouho bude v garazi podlimitni obsah CO?

Jak by se tato doba prodlouZila, kdyby vétraci systém mel polovieni kapacitu?

Resent:
Oznacme si kritickou miru koncetrace oxidu uhelnatého jako c., objem garaze
jako V. Mnozstvi oxidu uhlenatého jako m(0) pro mnozstvi na zacatku, m;,

pro mnozstvi, které prichazi, m,,; pro mnozstvi, které odchazi. Dale rychlost
dovniti ozna¢me jako v;, a rychlost ven v,,;. Muzeme tedy psat

/
m = Min — Mout,
a pokud do gardze zadny CO nevnika ani v ni nevznikd, mame
/ J—
m = —Meoyt-

Chceme-li vyjadrit, jaké mnozstvé CO jde z garaze ven, plati

m
Mout = 77 * Vout-
Yy
Zménu mnozstvi CO v garazi tedy muzeme popsat rovnici
, m
m = —— * Uout
Yy
m/ _ _Uout
Yy

Vout

Oznacéme k := a dostaneme rovnici

g

m = —k-m.

Jejim TeSenim postupné dostavame

— =k

/—dt /—kdt

—dt —k+c¢, prom>0
m

Inm=—-kt+c

m = cie M.
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Obecné teseni rovnice je tedy
0
m(t) =ce™, teR, prok= out
Vy

c1 je libovolna konstanta.
Diky pocatecni podmince m(0) = 1800 vyjadiime konstantu c;.
cre? = 1800
c1 = 1800.

Konkrétni feseni rovnice je tedy

Vout

v

m(t) = 1800e ¥, t € R, prok =

Zajima nas, za jak dlouho bude v garazi podlimitni obsah CO. Potfebujeme
tedy vypocitat nerovnici

|

=
~
A
=
[GCIN )

@1000.111;

t > 405.
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Dalsi otazkou bylo, jak by se tato doba prodlouzila, kdyby systém mél po-
loviéni kapacitu. Diky poloviéni kapacité bude mit systém poloviéni rychlost
a z toho vyplyva, ze cas bude dvakrat tak vétsi.

Podlimitni obsah CO bude v gardzi za 405 sekund (6, 75 minuty). V pfipadé
polovi¢ni kapacity systému se tato doba zvétsi na 810 sekund (13,5 minuty).

A

1800 {

1600 {

1400 {

podlimitni = (405.465, 1200)

1000 4

200 4

600 1

400 1

200 1

_200

0

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200

Obrézek 3.12: Resen{ pro podlimitni mnozstvi CO
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Priklad 3.16 Rybdri nasadili do jezera 400 ryb, pricemz predpokldidaji, Ze
kapacita jezera je 10 000 ryb. Po roce se pocet ryb v jezere ztrojndsobil. Za
jak dlouho bude v jezere 5 000 ryb?

Reseni:

Oznaé¢me si pocet ryb v ¢ase t jako p = p(t), nosnou kapacitu prostiedi jako
K a rychlost rustu jako r. Muzeme tedy psat

/: 1_£)
p 7‘p< K

=N
P qr= [ra
foap
/ﬁ —rt4ec (3.14)

Integrdl vlevo oznacme jako [

1 A B
I:/—dp:/ —+——7 | dp
A
PUT & K
a budeme ho fesit pomoci parcidlnich zlomku
p
1=A(1-2)+B
K) PP

Pro p = 0 mame

Pro p = K méme



Integral I tedy vyjadiime jako
A B 1 1 1 1
p 1-2L p K <1 _ _> p K—p
K K

=Inlp| —In|K —p|=In

p
K —pl|

Nynf se vratmé k rovnici (3.14)

In ‘:rt+c, pro p € (0, K)
-D
P _ e
K—p !
p=ce" (K —p)
0=cie"K —ciep—p
0=cie""K — p(cie™ +1)
—c1e""K = —p(cie™ + 1)
cre K B
crert+1 P
K p—
e Tt 1 P
Obecné teseni rovnice je tedy
K
t) = .
p(t) coe™+ 1
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Diky pocateéni podmince p(0) = 400 =: py vyjadiime konstantu c¢;
K

——F =400
(cre7mt +1)
K
—— =400
(cre”+ 1)
K _ 400
(e +1)
K = 400c¢; 4+ 400
K — 400
—— =
400 !
K —po
=C.
Po
Konkrétni feSeni rovnice je tedy
K
p(t) = 77— :
|
Po
coz lze upravit jako
K
t) =
Po
Kp
p(t) -

"~ po+ (K —po)e Tt

Poznamenejme, ze toto feseni je pro 0 < py < K definovano na celém R.
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Vime, ze pocet ryb se po prvnim roce ztrojnésobil, ¢ili mtuzeme psat

Kpo
1 pu— p— 3
p(1) po+ (K —po)e"! P
K
p— 3

po+ (K —po)e"

K =3py+3(K —pg)e "

K — 3p0 .y
3(K - PO)
In M - —p
3(K - PO)
=In —3(K — o)
K — 3]?0
3(10000 —400)
r=1In
10000 — 1200
28800
= n —-
8800
36
r=In—.
11
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Zajima nas, za jak dlouho bude v jezere 5000 ryb. Musime tedy vytesit rovnici

K
t) = —
p(t) 5
K B K
= N
e A P | 2
Po
K —
p e L
DPo
K —
1 — poeth
Po
po = (K —po)e™"
Po —rt
=e
K — po
Do
In = —rt
K —po
K —
rt = In Po
Po
K —
t=—-1n Po
r Po

1 10000 — 400

tzl 36 ™ 400
n_

11
=2 68

V jezete bude 5000 ryb asi za 2,68 roku, coz jsou asi 2 roky a 8 mésicu. A
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10000 1

9000 -

8000 -

7000 4

6000 -

g Tt ®

oo

4000 -

3000 -

2000 1

1000 1

ryb5000 = (2.68, 5000)

1 2 2 4 5 6 7

Obrézek 3.13: Reseni pro 5000 ryb
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Kapitola 4
Zaveér

Préace predkladéd vytesené vybrané ptriklady z integralniho poctu a diferenci-
alnich rovnic. Pti feseni prikladu bylo tfeba nejprve prevést slovni tlohy do
matematického jazyka a nasledné viceméné standartnimi metodami vyftesit
prislusny integral nebo diferencialni rovnici. Vznikla tak prakticka sbirka
zajimavych ptrikladu na danou problematiku.

Prace muze obohatit rozhledy jak studentum, tak i vyucujicim danych
predmeétu prave diky nestandartnim zadanim slovnich loh.
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