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Abstrakt

Zavéreéna prace se zabyva vlivem Sroubovitosti prutu na zvySeni kritické sily ztraty vzpérné
stability, zamétuje se na prut obdélnikového pfiéného prufezu. Tento problém je v praci
rozdélen na dvé zakladni oblasti. Prvni z nich pfedstavuje prut s velkym stoupanim zavitu,
druhou prut se stoupanim mensim. ReSeni je provedeno numericky s vyuZitim prostiedi
MATLAB. Za pomoci kone¢no-prvkového programu je provedeno ovéteni pouzitych metod.
Vysledkem této prace je grafické vyjadieni zavislosti zvyseni kritické sily vii¢i prizmatickému
prutu stejnych rozméri na poméru délek stran obdélnikového pfi¢ného prurezu. Vysledky
jsou zobrazeny pro oba typy uvazovanych pruta.

Klicova slova

Vzpérna stabilita, kritickd sila, prut, Sroubovity prut, osazeny prut, prizmaticky prut,
kvadraticky moment, ohybova tuhost, rovnice prihybové ¢ary, volny prut, zvySeni kritické
sily, numerické feSeni, Newtonova metoda

Abstract

Bachelor’s thesis deals with the effect of the pretwist of a column on the increase in buckling
load and also focuses on a column with rectangular cross section. This problem is divided into
two main parts. The first one is represented by the column with a large thread pitch, the
second one by a small thread pitch. The results are obtained by a numerical approach using
MATLAB software. The verification is carried out via finite element software. The outcome
of this thesis is plotting the ratio of the critical loads of the twisted and prismatic columns
against the ratio of the side lengths of the rectangular cross section. The results are shown for
both types of considered columns.

Keywords

Buckling, critical load, column, rod, pretwisted beam, two-segment column, Euler column,
cross section, second moment of inertia, flexural rigidity, free-standing, increase of first
buckling load, large deformation, numerical solution, Newton‘s method
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1 Uvod
Uvazujme pfimy prut o nepromeénném prairezu obdélnikového tvaru. Jakmile natocime jeho
podstavy vici sobé kolem podélné osy, vznikne prut Sroubovity.

Téma Sroubovitého prutu patii v Cesky psané literature k témef neprobadanému tizemi, piitom
byva tento typ prutl pouzivan nejen pro soucasti, jez vznikly diky konstrukénim pozadavkim
na zdokonaleni estetického dojmu, jako jsou napf. inovativni provedeni visutych konstrukci
nebo jinych soustav prutl. Tyto pruty jsou také prvky okrasnych ploti a dalSich vytvord
uméleckych kovari. Protoze neni vliv Sroubovitosti prutu na kritickou silu ztraty vzpérné
stability vSeobecn¢ znamy, byvaji tyto konstrukce dimenzovany podobné, jakoby se jednalo
o0 struktury s pfimymi pruty, pfestoze je ziejmé, ze Sroubovitost prutu zvysuje kritickou silu
vzpeéru. Aspon priblizna kvantifikace tohoto zvySeni je cilem predkladané bakalarské prace.



1.1 Co je to vzpér?

Vypracovano podle [1],[2]

Jestlize zatizime $tihlou konstrukci tlakovou silou a dané zatizeni je dostateéné malé, pak je
takto zpisobend deformace uvazované konstrukce téméf nezpozorovatelnd vzhledem ke
geometrii a schopnosti pienaset zatizeni. Jakmile vSak dosdhneme kritické hodnoty zatiZeni,
uvazovana konstrukce nahle vykazuje velkou deformaci a mize dojit ke ztraté schopnosti
pienaset tuto zatéz. Prave tento okamzik oznacujeme ztratou vzpérné stability.

Danou situaci mizeme demonstrovat naptiklad na Spejli, pfi malém silovém plsobeni se
mirn¢ stlaci, jakmile ale dosdhneme kritické meze, Spejle vyboc¢i a neni jiz dale schopna
pfenaSet toto puasobeni. Stabilitu vSak nemusi pozbyt pouze konstrukce modelové
odpovidajici pfimému prutu, mize to byt tenky krouzek zatizeny radialné, nebo prut
s kfizovym tvarem piicného prifezu. V téchto ptipadech nedojde k vyboceni v lateralnim
sméru, ale dojde ke zvIinéni obvodu kruhu resp. ke zkrouceni v ptipadé prutu s kiizovym
prafezem.

1.2 Rozdéleni vzpéru

Vypracovano podle [1],[2],[3]

Ztratu stability mtiZzeme rozd¢lit do dvou zakladnich kategorii.

Prvni znich se nazyva bifurkacni vzpér, tento typ vzpéru je stabilnf ohyb
charakteristicky tim, e deformace zpiisobena zatizenim ™o e
prechazi z jednoho sméru do druhého, tj. z axialniho zkracovani \

do prohybani ve sméru lateralnim. Zatizeni, které zpusobi |

mezni stav vzpérné stability, se nazyva kritickd sila, pfi tomto ! o
zatizeni vznika bod bifurkace (rozdvojeni) rovnovahy. Stlaceni

vyskytujici se pred bodem bifurkace rovnovahy se oznacuje | i
stabilni. Dale se vzrustajici silou se problém rozdvojuje na dvé ¢ lﬁ"'h},n':?;;a&ni
vétve, pricemz jedna znich nese oznacCeni labilni stlaceni, stiatens

druha stabilni ohyb viz obr. 1.1. V zavislosti na konstrukci
a zatizeni mize byt kiivka popisujici druhou vétev raznych
tvar,, mize byt symetrickd ¢i nikoliv a miiZze vzrlstat nebo
klesat nad resp. pod kritickou silu.

Druha kategorie obsahuje ztratu tvarové stability zptisobenou
limitnim zatiZenim, ktera nastava pii kritické sile bez piedchozi
bifurkace, tj. pouze s jednim typem vychylky. Ptikladem mohou
byt tlakové zatizené oblouky s relativné velkymi poloméry, viz
7" obr. 1.2 a), a kulové ¢asti konstrukci (svétliky) nebo vyboceni duté

valcové nadoby v dusledku vnéjsiho zatizeni viz obr. 1. 2 b).

F

Obr. 1.1 Zavislost pruhybu
na sile u bifurka¢niho vzpéru,
ptevzato z [1]

Obr. 1.2 a) Ztrata tvarové
stability oblouku bez

. Dalsi déleni pak mize by ade avislosti k ych
bifurkace, prevzato z [2] al$i déleni pak muze byt provadéno v zéavislosti na zkoumanyc

atributech.

Obr. 1.2 b) Ztrata tvarové
stability valcové nadoby bez
bifurkace, pievzato z [2]



2 DiileZitost vzpérné stability

Vypracovano podle [2],[3]

To, jaky vzhled bude urcita konstrukce mit, ¢asto zaleZi na pevnosti a tuhosti této konstrukce.
Pevnost je definovana jako schopnost konstrukce odolat zatiZeni, zatimco tuhost je jeji odpor
vici deformaci, tj. konstrukce ma dostatecnou tuhost, aby se nedeformovala nad ptipustnou
mez. | pfesto se vS8ak mize dana konstrukce stat nestabilni mnohem dfive, nez dojde
k piekroceni meznich stavii pevnosti a deformace pro dané konstrukéni provedeni.

Tento jev Ize jednoduSe ukazat na piikladu 500mm dlouhého volného ocelového prutu
0 pruméru 5 mm S mezi kluzu 300MPa. Zatézujici axidlni sila potfebna k dosazeni mezniho
stavu pruznosti odpovida priblizné 5,9kN, zatimco sila, pfi niz dojde k vyboceni, odpovida
zhruba 250N. Na tomto pifikladu mizeme jasné vidét, ze z pohledu tvaru a dimenzovani
musime zvlasté u Stihlych a lehkych konstrukci upiednostiiovat kontrolu mozné ztraty
vzpérné stability pied meznimi stavy vychazejicimi z pevnostnich kritérii.

Linearné elasticky vzpér konstrukénich prvka je elementarnim piipadem ztraty vzpérné
stability jako takové. Jeho studium je nutnym krokem k tomu, abychom mohli pochopit
neelastické chovani, obsahuji poc¢ate¢ni imperfekce nebo zbytkova napéti, atd.

Zatizeni, pfi némz linearné elasticky vzpér nastava, je taktéz velmi dilezité. Byva zakladem
pro vztahy bézné pouzivané nejen konstruktéry pii navrhovani jakychkoli typti soucasti, ale
zabyvaji se jim i rizné organizace vytvarejici normy. Stejné tak v publikovanych védeckych
vyzkumech nebo Vv jiné dostupné literatuie je kriticka sila potfebna pro vzpérné vyboceni
vyjadfovana pro rizné druhy konstrukci podrobenych mnoha druhtim zatizeni s riznymi typy
okrajovych podminek.

U urcitych problémil je vSak potdd nutné provadét hlubsi analyzu, protoze jsou zapotiebi stale
presnéjsi vysledky, nebo jejich feSeni zatim nezname vibec. Nutno fici, ze kromé par
specialnich ptipadd jako je napft. elasticky vzpér dokonalého prizmatického prutu zatizené¢ho
axialni silou byva obtizné rozumné odhadnout feseni, netku-li ziskat exaktni feSeni, daného
problému.

Z tohoto dtvodu je mnohdy tieba vyuzit numerické metody. Pokud budeme hovotit
0 vySetiovani mezniho zatizeni u elastického typu vzpéru, pfichdzeji do tvahy numerické
metody, které mtizeme rozd¢lit na dva zakladni ptistupy. Prvnim z nich je vektorovy ptistup
a druhému odpovidé energeticky ptistup. U vektorového pfistupu se pouziva druhy Newtontv
zakon k tomu, abychom ziskali pozadované diferencialni rovnice, zatimco u energetického
pfistupu vyjadiujeme diferencialni rovnice tak, aby byla celkova energie (soucet vnitini
a potencialni energie v diisledku zatiZeni) minimalni.

Tyto rovnice pak Vv podstaté¢ odpovidaji slozitému problému vlastnich ¢isel, pfi¢emz vlastni
Cislo reprezentuje zatiZzeni pii vzpéru a vlastni vektor pfedstavuje mod vzpérné stability.
Ziskana nejmensi vzpérna sila se nazyva kriticka sila a byva spojovana s volnou, neboli
indiferentni rovnovaznou polohou viz obr 2.1. K tomu, abychom zjistili, zda je rovnovazna
poloha stabilni nebo nestabilni, 1ze pouzit metody tzv. poruchové teorie nebo druhou derivaci
celkové potencialni energie.

Obr. 2.1 Typy rovnovaznych poloh, popis zleva: poloha stala,
vratka, volna; pievzato z [3]



3 Historicky podtext

Vypracovano podle [2], [4]

Prvni studie elastické stability byvaji pfitazovany Leonhardu Eulerovi (1707-1783), ktery
vyuzil teorie variacniho poc¢tu k tomu, aby ziskal rovnice rovnovahy a kritickou vzpérnou silu
pro tlakové zatizeny prut. Vysledky své prace zvetejnil v dodatku ,,De curvis elasticis* knihy
snazvem ,,Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes,
Lausanne and Geneva, 1744.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) nasledné zformuloval obecnéjsi piistup, nez byl, v té
dob¢ jiz zavedeny, Newtonliv vektorovy pfistup, a to pfistup energeticky. Coz ptirozen¢ vedlo
ke vzniku principu minimalni celkové potencidlni energie, jez je nastrojem nejen pro
vySetfovani stability soustav.

Jules Henri Poincaré (1854—1912) je také zndmy jako zakladatel teorie bifurkace, tj. bodu
rozdvojeni rovnovahy na stabilni a nestabilni vétev pfi zatézovani prutu. Taktéz klasifikoval
singularni body integralnich kiivek dulezitych pro feSeni diferencidlnich rovnic.

Dalsim piedstavitelem této doby byl Alexandr Michailovi¢ Ljapunov (1857-1918). Postavil
zéklady teorie pro feSeni stability systému a také predstavil mnohé energetické funkce, které
po ném nesou nazev Ljapunovovy funkce (Ize pomoci nich ovéfit stabilitu obecnych
diferencialnich rovnic).

Pak také Lev Pontryagin (1908-1988) ptedstavil spolu s A. Andronovovem dilezity
topologicky koncept strukturni stability, ktery vedl k vytvoreni velmi zndmé teorie zvefejnéné
ve stati Stabilite structurelle et morphogenese: Essai d’une theorie generale des modeles
(voln¢ pielozeno jako Strukturni stabilita a morfogeneze: Popis obecné teorie modeltl), jejimz
autorem je R. Thom.

Theodore von Karman (1881-1963) zaméfil svou ¢innost na vzpérnou stabilitu neelastickych
prutti. Vytvofil model vysvétlujici hysterezni smycky a provedl vyzkum zabyvajici se
plastickou deformaci nosnikd.

Teorie k této problematice Se neubirala kuptedu, dokud se Warner Tjardus Koiter (1914—
1997) ve své dizertacni praci ,,Over de Stabiliteit van het Elastisch Evenwicht* nezaobiral
klasickou nelinearni teorii bifurkace. Zejména upozornil na piitomnost imperfekci
V materialu, které vyznamné snizuji kritickou silu pro vyboceni.

Inovativni vyzkumy byly poté dale provadény mnohymi odborniky jmenovité naptiklad
B. Budiansky, J. W. Hutchinson, F. Engesser, S. P. Timoshenko, G. R. Kirchhoff,...

Obr. 3.1 Leonhard Euler, prevzato z [2]



4 Vzpérna sila idealniho volného prutu

Vypracovano podle [1],[5]

Abychom mohli piikro€it k teorii pro neprizmaticky typ prutl, je tfeba si ukézat zakladni
vztahy, ze kterych se nasledné pii vypoctech vychazi. U piimych pruti se vSeobecné
uplatiuje vySe zminény bifurkacni vzpér, tzn. vzpér po vzniku bodu rozdvojeni rovnovahy.
Protoze se vSak pfi ném prut prohyba, nemizeme uvazovat predpoklady vymezené pro prosty
tlak, zejména pak axiom o pfiblizovani pficnych prifezu, ale je tfeba tyto predpoklady doplnit

0 nasledujici:

Pri¢né prutezy se pfiblizuji, nebo se nataceji, viz obr. 4.1.

'

=l FT /)

Obr. 4.1 Pievzato z [1]

Dale pak budeme uvazovat idedlni prut s nasledujicimi vlastnostmi:

a) v nezatizeném stavu je stiednice prutu idealné ptima
b) prut je prizmaticky a neSroubovity
¢) prifez prutu je tlustosténny (tj. vSechny rozméry ptiéného prutfezu jsou fadove

stejné velké)

A%

el prutu, a jejich nositelky jsou totozné se stfednici prutu v nezatizeném stavu
e) material prutu je homogenni, izotropni a bez omezeni linearn€ pruzny
f) v prabéhu celého zatézovani plati prutové predpoklady prostého namédhani prutl

F r
£
|

41
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Obr. 4.2 Pievzato z [1]

Nasim cilem je zejména urcit, kdy je pro prut podstatna
deformace stlacovanim a kdy deformace prohybanim.
Ttebaze je pro nas z tohoto divodu podstatna normalova
sila N a ohybovy moment M, pfi ztrat€ vzpérné stability je
dominantni ohybové namahéni, a proto se tato prace dale
nevénuje prostému tlaku. Pro nasledujici rovnice tedy
zvolme soufadny systém jako na obr. 4.2. Dale
predpokladejme, Ze lateralni vychylka bude v roviné ZX, a
pruhyb stfednice prutu znaéme w jako na obr 4.2.

Z hlediska daného prutu pak muzeme psat vztah pro ohybovy moment v misté x prutu

V deformovaném stavu:

M,(x) = Fw , kde w = w(x) (4.2)

Nasledné potiebujeme diferencidlni rovnici prihybové ¢ary prutu, jeji odvozeni je uvedeno
napf. v [5], ktera 1ze pouzit vzhledem k danym ptedpokladtim. Po dosazeni M, ze (4.1) plati:

W —
(1+w'2)3/2

i (4.2)

— 5,



Reseni této nelinearni diferencialni rovnice (4.2) obsahuje dvé integraéni konstanty Cy, Cy,
pro jejich urceni je nutné zapsat dvé okrajové podminky:

x=0 w=0, x=1l; w=0 (4.3

Reseni rovnice (4.2) na zakladé okrajovych podminek (4.3) je neschtidné, nezname totiz
vzdalenost mezi ptisobicimi zatézujicimi silami po deformaci prutu v lateralnim sméru 1, je
totiz samoziejm¢ mensi nez puvodni délka prutu [. Lagrange tuto rovnici feSil se
zjednodusenim [ = [; a dospél k zavéram uvedenych v kapitole 1.2, tj. k existenci kritické
sily F, a bodu rozdvojeni rovnovahy. Toto Lagrangeovo feSeni je tfeba, pokud chceme do
vypoctu zahrnout také stav po piekroceni kritické sily.

Pokud bychom ovSem méli toto slozité feSeni vyuzivat pii béznych aplikacich, nebylo by to
prilis efektivni. Jestlize nas ale v ramci naseho problému nezajima chovani pii zatézné sile
F > F,, nybrz chceme urcit pouze kritickou silu F,, mizeme vyuzit tzv. Eulerovo feSeni. To
vychazi z ptedpokladu velmi malych prihybu, tj. fesi deformaci pouze do kritické sily. Diky
tomu lze vrovnici (4.2) zanedbat w'?, nebot pii danych predpokladech w'? « 1.
Diferencidlni rovnice (4.2) se pak zjednodusi takto:

w'+—w=0 (4.4)
EJ]
Vzhledem k malym deformacim l; = [ a okrajové podminky tedy vyjadiime:
x=0w=0 x=1lw=0 (4.5)

Diky témto zjednodusenim je prithyb w popsan linearni homogenni diferencilni rovnici
druhého tadu s konstantnimi koeficienty. Oznac¢ime-li:

F
p* = 5 (4.6)
Lze zapsat rovnici (4.4) v tzv. normovaném tvaru:
w' +p*w =0 (4.7)

Je zfejmé, Ze jeji charakteristicka rovnice ma komplexné sdruzeny koren® a feeni rovnice
(4.7) pak existuje ve tvaru:

w = (; sinpx + C, cos px (4.8)

Z okrajovych podminek (4.5) v kombinaci s rovnici (4.8) dostavame tyto rovnosti:
0=C;sin0+C,cos0—-C, =0 4.9
0 = C;sinpl+ C,cospl = C;sinpl =0 (4.10)

Pokud do (4.10) dosadime p ze vztahu (4.6), dostavame:

C; sin (\gl) =0 (4.11)

! Kofen charakteristické rovnice je Ay, = +ip. Obecné plati, ze pokud A, , = a +ib, pak
homogenni feSeni je ve tvaru w = e?*(C, sinbx + C, cos bx). Chceme-li se piesvédcit, ze

Y oM v

(4.8) je skutecné feSenim (4.7), staci provést jeho druhou derivaci a dosadit ji do (4.7).



4.1

MozZné stavy

Vypracovano podle [1],[5]
Nyni je tfeba prozkoumat ptipady, kdy rovnice (4.11) plati. Mohou nastat tfi moznosti:

a)

b)

c)

Nestabilni/

LY

e Pro k = 0 je prut nezatiZzeny, proto se nemize deformovat. / ‘*
e Prok=1jeF =F, = e

C; = 0,sinpl # 0, pak w =0, a soucasné¢ argument funkce sin mulze nabyvat
libovolnych hodnot, tzn., libovolnych hodnot miize nabyvat také sila F a prut zstava
pfimy. Prut by se vSak nachazel ve stavu labilni rovnovahy, coz ve skute¢nosti nikdy
nenastane vlivem pfitomnosti imperfekci v zatizeni nebo v materialu prutu.

C; # 0,sinpl =0, pak C; # 0isinpx # 0 pro x # [ . Prihyb prutu nastava za
podminky:

sinpl=0 - \/Ezjl =0,m2m, ... (4.12)
Protoze veli¢iny [, E, ] zname, plati nasledujici vztah:
2
F=%¥2F ©ok=012.  (413)

1z’

¢F:F,,

n2E]

12

# 0 pro kazdy nenulovy prufez.
Znamena to, ze pruhyb je pfi kritické sile nenulovy, ale zaroven
je neurcity”. Pfi porovndvani tohoto vysledku s obecnym
feSenim podle Lagrange zjistime, ze souhlasi v okoli bodu F,,
nebot’ pro malé pruhyby sestavena te¢na v tomto bodu je kolma
na osu sily F viz obr. 1.1. Diky tomu jsme z pfiblizného feseni
ziskali pfesnou hodnotu kritické sily pro idedlni a idedlné
zatizeny prut.

Pro k > 1 je vSak sila F ze vztahu (4.13) vétsi nez sila kriticka,
coz znamena, ze pro tyto hodnoty k deformacni stav prutu
odpovidé stavu labilnimu neboli nestabilnimu. Jak uZz néazev TF =F,
tohoto stavu napovida, v praxi samovolné nenastane, protoze Obr. 4.3
jedinym stabilnim deformovanym stavem je stav pfi F,, coz
muizeme vidét na obr. 4.3.

Stabilni

Vytvoreno
v grafickém editoru

Vhodnou zménou konstrukce vsak miizeme docilit stabilitu prutu i za okolnosti, kdy
by zatézujici sila presahla kritickou silu pro nezménény idedlni prut. Mizeme napf.
zamezit pohybu prutu v ur¢itém sméru, nebo pribéh pii¢ného prufezu po délce
sttednice vhodné¢ modifikovat, aby byla skutecna kriticka sila vEtSi nez sila
odpovidajici F, ptivodniho idedlniho prutu. O tomto postupu, zvlasté pak o zkrouceni
prutu kolem podélné osy do Sroubovice stimto zamérem, bude pojednano
Vv nasledujicich kapitolach.

C; = 0,sinpl = 0 odpovida situaci F = F, a sou¢asné w = 0, coz je zahrnuto v bod¢
a. Ten uvadi, Ze pfi libovolné sile zlistava prut pfimy.

Z této analyzy vSech moznosti je zfejmé, ze kritickd sila ziskand za predpokladu malych
deformaci je totozna s Kritickou silou z obecného feseni. Pii daném zjednoduseni ale
v zadném ptipadé neobdrzime spravny popis situace pro F > F,. Piedpoklad w'? « 1 je tedy
pouzitelny pouze pro urceni kritické sily.

2 Nezname hodnotu jeho velikosti.



4.2  Rovina vyboéeni Fel, | I B

Zypracc?vano podlc? [1]1.[5] ) ‘ O o Taek ¥
ilem této podkapitoly bude najit rovinu prithybu idealniho
prutu pii ztraté vzpeérné stability. Je ziejmé, Ze to bude : £
takova rovina, pro kterou bude platit F, je minimalni. Aby £
totiz doslo k prihybu v jinych rovinach, byla by zapotiebi
vetsi sila. Ze vztahu (4.13) je ziejmé, Ze kriticka sila bude
minimalni, jestlize bude minimalni kvadraticky moment
VvV prifezu J. Proto bude minimalni pro mensi zobou
hlavnich centralnich kvadratickych momenta, ktery zna¢ime

J2-

Z toho jasn¢ vyplyva, ze osa kvadratického momentu J,
bude neutrdlni osou pro ohyb a vyboceni probéhne v roviné Fekf,
vytvofené osami J; pfi¢nych prufezi podél stfednice prutu.
V jinych smérech by prithyb vyzadoval vétsi hodnotu sily.

1
n—...“-..

e e E

’f
#f

Obr. 4.4 Pievzato z [1]
Takze na zdklad¢ vyse uvedeného plati:

n?E],
12

E, =

(4.14)

Znéazornéni této situace muzeme vidét na obrdzku 4.4 pro obdélnikovy pfi¢ny prifez prutu.
Neutralni osa ohybu J, a smér lateralniho vyboceni dany osou J; pfesn¢ odpovida predchozim
stanoviskim.

5 Neprizmatické typy pruti

Prizmaticnost prutu udavd, Ze se jedna o prut s konstantnim pfi¢nym prifezem. Urovani
kritické sily u neprizmatickych prutt je vSak slozitéjsi, nez je tomu u idedlnich pfimych prutt.
Cilem této prace je zaméfit se prave na tento typ pruti, zvlasté pak na Sroubovity prut a urcit,
zda maji jejich geometrické odchylky od prizmatického tvaru ptiznivy vliv na jejich kritickou
silu.

Pojd'me se tedy podivat na nékteré z nich.

5.1 Piimy prut s odstupfiovanym priiezem

Vypracovano podle [1],[5]

Predpokladejme, Ze ma prut po délce proménny pii¢ny prifez nebo modul pruznosti. Pokud
jsou takovéto uchylky od predpokladii vzpéru malé, tzn. prifez je malo proménny nebo je
prifez odstupiiovany, lze s dostate€nou piesnosti vyuZzit vztahli pro prosty ohyb. Promé&nnost
priifezu se projevi tak, ze kvadraticky moment J = J(x) a clen Eij v diferencidlni rovnici

prihybové Cary je pak také funkci x. Analogicky k tomu je ptipad pfi proménnosti modulu
pruznosti E po délce stiednice. Diferencialni rovnice (4.4) se pak stava linearni diferencialni
rovnici druhého fadu s proménnymi koeficienty, jejiz feSeni v uzavieném tvaru je mozné jen
ve speciadlnich piipadech. Proto se kriticka sila u neprizmatickych pruti urcuje vétSinou
numerickymi metodami.



Nyni tedy k prutu, Ktery je otazkou této podkapitoly.
Uvazujme pifimy prut odstuptiovany tak, zZe jde
rozd¢lit na dva tseky o kvadratickych momentech J;
pro usek I a J;; pro usek Il viz obrdzek 5.1.

‘ » (4)e 0

Prihyb pak muzeme na kazdém z tUsek popsat
vztahy, které vyplyvaji z diferencialni rovnice
pruhybové ¢ary v normovaném tvaru (4.7), kazdému
useku tedy odpovida jeji feseni (4.8) analogicky,
jako v kapitole 4. Zapis pak vypada takto:

’ F
w; = C; sinp;x + C, cosp;x, pr = ﬁ
I

. F
wy = Dysinpyx + Dy cosppx, py = /m Obr. 5.1 Pievzato z [1]

|
2 e by (e}
I

/
\sz @)= :y‘-_’(aj

g
i WI' (0).0
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Pritom je dulezité splnit okrajové podminky, abychom mohli dofeSit nezndmé integracni
konstanty C;, C,, D1, D, . Jeden typ okrajovych podminek souvisi s ulozenim na konci prutu,
podobné jako je tomu u podminek (4.5):

wi(0)=0; wy()=0 (5.1)
Druhy typ okrajovych podminek pak upravuje spojitost a hladkost stfednice, je totiz potieba
splnit prutové predpoklady:
wi(a) =wy(a);  wi(a) =wj(a) (5.2)
Po dosazeni okrajovych podminek dostavdme soustavu rovnic pro feSeni nezndmych
konstant:
0= Cl sin pIO + CZ CosS pIO
0 = D; sinpy;l + D, cospy;l (5.3)
Cy sinp;a + C, cosp;a = Dy sinpj;a + D, cos p;a
Cip; cospra — Cyp;p sinpya = Dypyy cos pyja — Dopyy sinppa

Z predchozi soustavy (5.3) vyplyva, ze C, = 0, tato soustava se ndm tak zjednodusi na tvar:
0= C10 + Dl sin p”l + DZ Ccos p”l
0 = C; sinp;a — D, sinp;;a — D, cosp;;a (5.4)
0 = Cyp;cosp;a — Dypy cospyra + Dopy sinppa
Coz je homogenni soustava pro neznamé Cy, D,, D, . Protoze v bod¢ bifurkace rovnovahy je
maly pruhyb neurdity, musi platit, Ze matice soustavy (5.4) je singularni, tj. determinant
matice je roven nule:
0 sinp1 cos py;l
sinp;a —sinp;a —cosppal=0 (5.5)
p;cosp;a —ppcospya ppsinppa

Po vyjadieni determinantu a jeho upravé pomoci goniometrickych vzorcii dostdvame pro
urceni kritické sily F, rovnici:

—tan(p;a) cotan(p;; (1 — a)) = % (5.6)

kterou je tfeba feSit numericky. ProtoZe existuje feSeni této transcendentni rovnice, existuje
Vv tomto piipad¢ jak bod bifurkace, tak i kriticka sila F,.



5.2  Primy prut se zuZujicim se priiFezem

Vypracovano podle [2]

Po vyse uvedené teorii Ize konstatovat, ze stejn¢ jako odstupnovani prutu ¢ili skokova zména
kvadratického momentu odpovida vypoctoveé ndhlé zméné modulu pruznosti, pti¢emz je jasné
dan bod bifurkace piipadné kritickd sila, tak odstupfiovany prut S mnoha useky V podstaté
odpovida spojité proménnosti piicného prufezu. Odlisnosti je ,,pouze™ to, ze odstupiiovany
prut ma po délce stfednice pocet usekl srozdilnymi parametry konecny, kdezto spojité
proménny prut nikoliv. I pfesto vSak konecny pocet isekli navySuje vypoctovou narocnost
natolik, Ze je tieba vyuzit numerické feSeni, coz je vhodné si uvédomit v souvislosti s prutem
spojité¢ proménnym.

Ttebaze se u prutd, jez jsou tématem této podkapitoly, po délce stfednice méni jejich pficny
prifez, pofad u nich zustava stejna rovina vyboceni, viz podkapitola 4.2. Nejcastéji jsou
pouzivany neprizmatické pruty, kde ziistavd zachovan tvar pti¢ného prifezu a méni se pouze
jeho rozméry. Pokud se omezime pouze na piipad, kdy neuvazujeme do feSeni vlastni tihu
prutu, lze pro urcité typy prifez provést exaktni feSeni a pouzit pro né klasické okrajové
podminky. V tomto textu se budeme drzet stejnych okrajovych podminek jako v kapitole 4, tj.
podminky pro volny prut. Samoziejmé by bylo mozné spojit dohromady vice riznych spojité
proménnych prutl, podobné jako pfi feseni osazeného prutu, feSenim téchto ptipadl se vSak
zabyvat nebudeme.

Nyni tedy k problému vytyéenému touto podkapitolou. Kvadraticky moment v prifezu J je

zde stejné jako V podkapitole (5.1) funkci polohy podél stiednice | = J(x), délku prutu
znacime [. Zékladni diferencidlni rovnice popisujici prithyb pak vypadéa nasledovné:

(EJw)'"+Fw" =0 (5.7)
Soucasné F # 0 je koncové zatizeni prutu. Po dvou integracich dostavame nasledujici vztah:
EJ(x)w"+Fw=C; +Cyx (5.8)

Pficemz hodnota konstanty C, mimochodem souvisi s namahanim ve smyku. Obecné feSeni
diferenciélni rovnice (5.7) je:

_a, &
w=—+—"x+w, (5.9)

Kde homogenni feSeni wy, je popsano nasleduji rovnosti:
EJCOwy + Fw, =0 (5.10)

J(x) se méni na zakladé proménlivosti pticného prufezu. V zavislosti na tom, jakého typu je
charakteristicky sou¢in E J(x), jinak feceno ohybova tuhost, existuji rizna exaktni feSeni
homogenni rovnice (5.10). Napiiklad lze specifikovat E J(x) pravé tak, aby obecna
diferencidlni rovnice odpovidala rovnicim, které maji feSeni v uzavieném tvaru. Tyto rovnice
popisuje napt. Kamke nebo Murphy. Nicménég vétSina téchto feSeni nema fyzikalni vyznam.
Predpokladejme vSak, Ze jsme nalezli dvé nezavisld feSeni rovnice (5.10) a oznacme si je
U(z) aV(z). Tyto funkce vytvaii fundamentalni systém feseni, kde z = z(x). Obecné feseni
je pak:

&

c
w==+
FF

x+ C3U(z) + CV(2) (5.11)
Necht’
zy = 2(0), z; = z(D) (5.12)

Ug = U(20), Vo ="V(z) (5.13)



Uy =U(z), V1 =V(z) (5.14)

Potom kritérium stability pro okrajové podminky odpovidajici volnému prutu mé nésledujici
tvar:

U1V0 - V1U0 = 0 (515)

Déle existuje zavislost mezi rozmérem h(x) plosné se meéniciho pticného prifezu
a kvadratickym momentem v prufezu J(x), pro nékteré vyznamné druhy prifezi viz tabulka
5.1.

J(x) =C h(x)" (5.16)

Kde C,n jsou kladné konstanty; hodnoty n navic lezi v intervalu ¢isel od 1 do 4 podle tvaru
pfi¢ného prufezu, viz tabulka 5.1.

Tabulka 5.1 Piepracovano podle [2]

Souf. systém Tvar Popis n
Tenky obdélnikovy priiez;
B - konstantni rozmér v 0se z, n=1°

proménny V 0S€ Y

I-profil, duty profil;
s e = = konstantni rozmér v 0se Y, n=2,1 az2,6
z : | proménny V 0Se Z

Plny obdélnikovy prifez;
y ’ ; konstantni rozmér v 0Se y, n=3
proménny V 0Se Z

Plné prufezy zachovavajici

geometrickou podobnost po
—-—- e - délce prutu; n=4
proménné rozméry v 0bou

smérech

Takto Ize pomoci tabulky 5.1 a zavislosti (5.16) vyjadfit J(x), je vSak nutné znat zavislost
promé&nnosti prifezu h(x) a navic jesté konstantu C, z tohoto diivodu se tato metoda hodi pro
jen velmi malo pfipadd. V praxi jsou vSak dulezitéjsi dva typy souéinu E J(x)
charakterizujiciho ohybovou tuhost, jez se aplikuji pro pruty s exponencialni a linearni
zavislosti zGzeni.

Jestlize tedy ohybova tuhost odpovida exponencidlnimu pribehu, Ize situaci zapsat
nasledovné:

EJ(x)=ae™ (5.17)

kde a, A jsou kladné konstanty. Reseni homogenni rovnice (5.10) se potom sklada z tzv.
Besselovych funkci nultého fadu. Obecné feSeni nasledné odpovida:

w =24 2x 4 Cyfo(2) + CaYo(2) (5.18)

3 Ve zdrojové literatufe [2] byla uvedena hodnota n = 2 s vedoucim jsme se viak shodli na
uvedené hodnoté n = 1.



Pti¢emz si Ize v§imnout podobnosti mezi vySe uvedenym feSenim a feSenim (5.11)

V tomto obecném feSenti je:

z=2 ﬁeAx/Z (5.19)
AN\ «a
Jestlize oznacime:
U(z) =Jo(2), V(2) =Ys(2) (5.20)

2 |F 2 |F
22\/;' Z1=Z\/;€Al/2 (521)

pak kritérium stability odpovida difive uvedenému vztahu (5.15). Pokud by konstanta A
nabyvala nulové hodnoty, vztahy by odpovidaly neproménnému prifezu.

Daéle uvazujme zavislost ohybové tuhosti danou mocninnou funkci:
EJ(x) = a(1 — Bx)4 (5.22)
Kde a, 4 jsou kladné konstanty, Bl < 1. Pro A # 2 necht’:
= |— k=— (5.23)
z=1-Bx (5.24)
Pak homogenni feSeni rovnice (5.10) je:
Vz J_¢(2Vkcz'/?)
Vz YC(Z\/ECZUZC)

Pfi¢emz horni tvar V (z) pouzijeme, pokud C neni celé &islo, spodni v ostatnich piipadech®.

U(z) =z Jc(2Vkcz/%¢), V(z) = { (5.25)

Jestlize vSak A = 2, forma feSeni se vyznamné zméni.

Potom:

|k - 1| (5.26)

4
Reseni ma nasledujici tvar:

U(z) =212, V(z) = z77+1/2 prok < 1/4 (5.27)

U(z) =z, V(z) =+zlnz prok = 1/4 (5.28)

U(z) =z cos(rlnz), V(z) =Vzsin(rinz) prok > 1/4 (5.29)
Kritérium stability nédsledné znovu odpovida tvaru (5.15). Pro ptipad platnosti podminky

k > 1/4 Freudenthal vyjadiil z rovnice (5.29) feSeni v uzaviené formé pro specidlni typ
volného prutu:

=+ (= )2 (5.30)

In(1-BI)

“1,2) a J_,(2) jsou linearné nezavislé Besselovy funkce.



5.3  Sroubovity prut
Vypracovano podle [6],[7]
Uvazujme prizmaticky prut s obdélnikovym piicnym prafezem axialné zatizeny silou. Jak jiz
vime, jakmile tlakova zatézna sila F dosahne prvni kritické sily hodnoty E,, tento prut ztrati
vzpérnou stabilitu ve sméru roviny vytvofené osami J;, tj. ve své mén¢ tuhé roviné viz
kapitola 4.2. Necht’ kvadratické momenty priifezu pro zminéné dv¢ roviny mozného vyboceni
Jjsou pravé takové, ze lateralni vyboceni ve druném modu se odehrava v roving s vétsi tuhosti.
Nasledné uvazujme podobny prut se stejnym piicnym prufezem a délkou, ale s tou odliSnosti,
ze je Sroubovity. Zakladnim znakem Sroubovitosti je totiz

spojeni ,,slabsi“ roviny vyboceni s rovinou ,,silnéjsi“. Diky K

tomu mizeme intuitivné¢ odhadnout, Ze prvni kriticka sila
takovéhoto prutu bude vétsi, nez je tomu u prizmatického
prutu. Dale z toho také plyne, Ze pro ¢tvercovy piicny prufez
k zadnému zvyseni velikosti kritické sily nedochazi, nebot’
ma tento prut obé dvé (vlastné vSechny) roviny mozného
vyboceni stejn¢ tuhé.

Zkrouceni prutu ma skutecné kladny vliv na kritickou silu
pro ztratu vzpérné stability. Prestoze tato vlastnost negativné
ovliviiyje silu pro druhy vzpérny méd, v praxi neni tato sila
prilis dulezitd, takze pfevazuji pozitivni ucinky.

Zkroucené pruty maji Sirokou $kalu aplikaci, a to nejen jako
nosniky zatizené axialnim tlakem. Pouzivaji se napft. jako
vrtule helikoptér, lopatky turbin, nckteré ptipady vyztuh
litych disku kol, atd. Spolu s konstrukénimi pozadavky na
zlepSeni vzhledu soucasti se pak tento typ tvaru objevuje
v novych konstrukénich provedenich, jako jsou visuté
konstrukce pro zastieSeni, skofepinové Kkonstrukce na
principu membranové napjatosti nebo jiné soustavy pruttl.
Lze uvést, ze takovych konstrukénich prvkll bylo vyuzito
napf. pii stavbé olympijského stadionu Pta¢i hnizdo, Cinské
veéze ?uangzhou Tower nebo u konceptu tzv. Mobiova Obr. 5.2 Pfevzato z [1]
mostu.

Vratme se vSak k otazce této kapitoly. Abychom ziskali rovnice rovnovahy pro ztratu vzpéru
Sroubovitého prutu, vychazime z energetického pohledu, pficemz je tieba znat vztahy mezi
silou a kinematickymi veli¢inami. Jsou to takzvané konstitutivni vztahy, jejichz tvar pozdgji
ukazeme. Opét je tieba vychazet z diferencialni rovnice pruhybové ¢ary zjednodusené pro
malé prihyby viz rovnice (4.4).

ProtoZze se vSak jedna o popis Sroubovitého prutu, prihyb nenastava pouze v jedné roving.
V tomto ptipadé budeme operovat se dvéma prihyby ve dvou na sebe kolmych rovinach,
proto uvadim tvary pouzitych veli¢in vCetné indext, které¢ sméry charakterizuyji.

Jak vime M,,, = Fw, pro nas popis tedy do pfedchozi rovnice zavedeme praveé M,

WII + Moy

=0 (5.31)

> Koncept mostu konstrukéng vychazi ze vzhledu Mébiovy pasky, tedy plochy s pouze jednou
stranou a jednou hranou.



To, jak bude dana rovnice prihybové ¢ary vypadat, ale také zavisi na znaménkové konvenci
momentu M,,, a orientaci globalniho soufadného systému. V souvislosti s tim, je tfeba védét,
za jakého piedpokladu vznikly dale uvedené konstitutivni vztahy. Vztahy jsou odvozeny pro
konvenci uvoliiovani prutu zprava (0sa Z orientovana smérem nahoru), coz neodpovida
konvenci pouzité v ptredeslych kapitolach. Tuto odchylku jednoduSe odstranime zménou
znaménka ohybového momentu M,, vzhledem K piivodnimu vztahu. Z rovnice (5.31) tedy
dospéjeme ke vztahu:

M,, = w"E], (5.32)
Coz muzeme vyjadiit pomoci natoceni, ¢, = Z—V: :
Moy, = (péE]y (5.33)

ProtoZze je prut Sroubovity, je nutné psat prihybovou rovnici ve dvou rovinach mozného
vyboceni vzajemné otoCenych o 90° viz obr. 5.3. Konstitutivni vztahy jsou pak nasledujici:

Moy = E]y((/’é - l/J(Py) (5.34)
M,, = E]Z((pl’, +Ye,) (5-35)

Pficemz prut je rovnomérné Sroubovity a i
odpovida velikosti natoceni hlavnich os cel
prutu v uhlové mite, viz obrdzek 5.2.

Je zfejmé, ze by se v téchto vztazich mély
vyskytovat také rovnice zahrnujici namahani Zi(w)

smykem, pro dostate¢né §tihly prut v kom- Obr. 5.3 Pfevzato z [6]
binaci s malou velikosti zkrouceni ¥ vSak Ize tyto rovnice bez vétsi chyby zanedbat.

Pro dalsi upravy vztaht (5.34) a (5.35) se dale vychazi z principu minimalni celkové
potencialni energie.

Energii napjatosti prutu tvofenou ohybovou slozkou (smykovou slozku zanedbavame) lze
vyjadiit:
1 0l , ,
U= EIO{E J1(oz — lp(py)z +EJ, (‘py + 1/J<Pz)2}dx (5-36)
Potencialni energie vnéjsich sil pak odpovida:
W =3[ {FO' —pw)?+ F(-w' - v)?}dx (5.37)

Pomoci varia¢niho principu je néasledné provedeno mnoho ne pfili§ jednoduchych tprav, ze
kterych plyne, ze polozime-li thlova pietvofeni rovna nule (coz vyplyva z pfedpokladu
zanedbatelnosti smykového namahani), ziskdme vztahy mezi natoCenimi a deformacnimi
posSuVy.

o, =—-w —yYv (5.38)
Qy=v' —yYw (5.39)

Jestlize tyto predeSlé vztahy dosadime do plvodnich rovnic (5.34) a (5.35) dostdvame
vysledné diferencidlni vyjadfeni naSeho problému:

Moy = EJ;(—w" =2 v' + *w) (5.40)
M,, =E,(v' =2y w' —y?v) (5.41)



Jestlize bychom z téchto vztaht chtéli vyjadfit pfimo kritickou silu F,, jednoduse je Ize na
zaklad¢ vlastnosti momentil ptepsat:

Fw= EJ;(—w" =2y v +y?w) (5.42)
Fv=E,(wv" =2y w —y?v) (5.43)

Takto vznikla soustava dvou diferencialnich rovnic druhého fadu je exaktnim fesSenim kritické
sily pii problému vzpérné stability u Sroubovitych prutl, jeji feSeni vSak presahuje nase
moznosti. Pfi urCovani této kritické sily proto pljdeme jinou cestou, o které bude jesté
pojednano dale.

Je vsSak tfeba si uvédomit, Ze se jedna o soustavu dvou diferencidlnich rovnic druhého fadu
jenom diky tomu, Ze vychazime z piedpokladu volného Stihlého prutu a zanedbavame
pusobeni smyku. Pro staticky neurCity stav prutu by feSeni vedlo na soustavu dvou
diferencidlnich rovnic ¢tvrtého fadu, a pokud bychom piedpoklad o Stihlosti neudélali, feSeni
by sestavalo ze soustavy Ctyi diferencidlnich rovnic druhého fadu.

6 ReSeni mirné zkrouceného prutu

6.1 Modifikace osazeného prutu

Jak jiz bylo zminéno, exaktni feSeni Sroubovitého prutu je pfili§ obtizné, pojd'me se tedy
podivat na to, jakou cestou se dale ubirat. K lepsimu pftiblizeni, neZ je Eulerova kriticka sila
pro prizmaticky prut stejnych rozmérd, ndm pro mirné zkrouceny prut staci vychazet
z modifikované ulohy pro osazeny prut. Modifikace bude spocivat v tom, Ze rozsifime pocet
useklti osazeni ze dvou na tfi a vhodné upravime velikosti jednotlivych kvadratickych
momenti na jednotlivych usecich tak, aby co nejblize popisovaly problém Sroubovitého
prutu. Reseni této modifikované alohy budeme provadét numericky, je proto tfeba si nejprve
definovat rozméry a dal§i parametry naseho prutu viz obr. 6.1 a) a obr. 6.1 b).

Obr. 6.1 a) Rez pti¢nym
prafezem, vytvoieno

v programu Autodesk
Inventor 2013

Obr. 6.1 b) Axonometricky
pohled, vytvotreno v programu
Autodesk Inventor 2013

Muzeme vidét, Ze rozméry pficného prifezu jsou s = 10 mm,h = 5mm, délka prutu
[ = 500 mm a natoceni hlavnich os ¢el prutu p = 180°.

Nyni k modifikaci samotné. Budeme vychdzet z diferencidlni rovnice prihybové Ccary
analogicky jako v kapitole 5.1. Napisme si tedy jeji feSeni pro kazdy ze tii asekd:

wy; = A;sinp;x + A, cospyx, p1 = /5 (6.1)
1
w, = By sinpy,x + B, cospyx, py; = L (6.2)

Ejn



w3 = C; sinpzx + C; cospzx, p3 = L (6.3)
EJmn

X Obdobn¢ jako v kapitole 5.1 si napiSeme okrajové podminky pro

vypocet integracnich konstant A4, A,, By, By, Cy, C,, které plynou
Z ulozeni na konci prutu a spojitosti a hladkosti stiednice:

w1(0) = 0; w3(D) =0 (6.4)
wi(a) = wy(a); wy(b) = ws(b) (6.5)
wi(a) = wy(a); wy(b) = ws(b) (6.6)

Znaceni v okrajovych podminkach odpovida obr. 6.2.

Nasledn¢ uved’'me soustavu rovnic pro vypocet téchto neznamych
konstant:

A, =0
Cisinpszl+ Cycosp3l =0

. A, sinpja + A, cospia = By sinp,a + B, cosp,a

Obr. 6.2 Schéma t¥i Gsekd, B, sinp,b + B, cos p,b = Cy sinpsb + C; cos psb

vytvofeno v programu Ayp; cospia — Appy sinp;a = Byp, cosp,a — Byp, sinp,a
Autodesk Inventor 2013 , .

Bip, cosp,b — Byp, sinp,b = Cyps cos pzb — Cyps sinpzb

Je ziejmé, Ze konstanta A, = 0, dostavame tedy soustavu péti rovnic 0 pé€ti neznamych
A4, B4, B,, Cy, C,, maticové soustavu pak lze vyjadtit ve tvaru:

0 0 0 sin p3l cos psl Aq 0
/ sinp;a —sinp,a —cosp,pa 0 0 \ /Bl\ /0

0 sinp,b cosp,b —sinpsb  —cospsb B, |=1]0
kpl cospia —p,CoSppa p,Sinp,a 0 0 ) kCl) ko)

0 p,cosp,b  —p,sinp,b  —p3cospsb  pssinpsb C, 0

soustava (6.7)

Protoze v bod¢ bifurkace rovnovahy je prihyb neurcity (piedpoklad malych prihybi piestava
platit), musi platit, Ze vySe uvedena matice soustavy je singularni, proto polozime jeji
determinant roven nule:

0 0 0 sin psl cos psl
sinp;a —sinp,a —cospya 0 0
0 sinp,b cos p,b —sinpsb  —cospsb| =0 (6.8)
p1COSpPia —p,COSpP,a P, Sinp,a 0 0
0 p2COsp,b  —p,sinp,b  —pzcospsb  p3sinpsb

Je ziejmé, ze determinant (6.8) by bylo zbyte¢né jakymkoli analytickym zptisobem upravovat,
pro dalsi feSeni je zapotiebi vyuzit néjakou numerickou metodu. Pro tento ucel jsem
V programovacim jazyce MATLAB vytvofil skript, ktery numerické feSeni provede.

Abych v8ak mohl pokracovat popisem krokti vlastniho feseni, je nutné uvést zakladni teorii
numerické metody, jez jsem pro feseni pouzil.



6.1.1 Numerickd metoda

Vypracovano podle [8]

k feSeni takovychto rovnic vyuzivame také iteratni metody, tj. z pocate¢nich aproximaci
hledaného kofene vytvofime konvergujici posloupnost ke kofenu x". Existuje hned n&kolik
metod, jimiz Ize vySe uvedenou rovnici feSit; u nekterych je zapotiebi stanovit interval
obsahujici hledany kofen, jiné potfebuji udat pocateCni aproximaci v jeho dostate¢né
blizkosti.

V prvnim kroku tedy potfebujeme urcit pocatecni aproximaci hledaného kotene. Muzeme
s vyhodou vyuzit vypocet dvou kritickych sil Eulerova typu pro minimalni a maximalni
kvadraticky moment, ze vSech usekd, které vstupuji do vypoctu. Tak dostaneme interval,
v némz bude leZet nase hledané feSeni. PoCateCni aproximaci hledaného kotfene pak miizeme
zvolit napf. uprostied tohoto intervalu.

Ve druhém kroku nasledné ziskany odhad zptesiiujeme. K tomuto ucelu miizeme pouzit rizné
metody: metoda bisekce (zalozena na principu znaménkovych zmén), Newtonova metoda,
metoda secen, metoda regula falsi (podobné jako metoda bisekce konverguje vzdy),
Steffensenova metoda, metoda inverzni kvadratické interpolace, atd.

Pro nas§ ucel jsem vyuzil Newtonovu metodu neboli metodu teéen. Tato metoda vzdy
konverguje za predpokladu, Ze pocateni aproximaci zvolime dostatecné blizko hledaného
kofene, a jeji konvergence je druhého fadu, tj. konverguje kvadraticky. Kontrolu konvergence
mizeme provést napi. pomoci Fourierovy podminky. f(xg) * f''(xg) > 0, vV nasem ptipadé
vSak lze predpoklddat, Ze se nachazime v dostatecné blizkosti kotfene a dal$i derivace by
pouze zvysila vypoctovou narocnost.

Jak jiZ nazev metody napovidd, pfesnéjSich odhadl dociluje za pomoci te€en k dané funkci
apii jeji aplikaci proto musime znat derivaci dané funkce. Pokud bychom zvolili pfilis
vzdéleny pocate¢ni bod, mohla by metoda divergovat, je proto vhodna pro zpfesiiovani jiz
ziskaného odhadu jinou metodou napf. ptilenim intervald, v naSem ptipadé¢ ale vyuzijeme bod
uprostied intervalu Eulerovych kritickych sil (viz vyse).

Newtonova metoda je dana vztahem:
f(xo)
Xip1 = X — lel) (6.9)

Znazornéni funkce této metody teCen je zobrazeno na obrazku 6.3:

f(x)
y=0

o Dgftx)]
(Y=Y (x=%) = £ (x)

Obr. 6.3 Prevzato z [8]



6.2 Numerické FeSeni
Ted, kdy jiz mame prut s odstupfiovanym priifezem rozdéleny na tfi Gseky, mizeme upravit
proporce jednotlivych useku tak, aby tato modifikace odstupniovaného prutu 1épe vystihovala
nas problém.

Kvili tomu, ze vprogramu MATLAB neni mozné provadét zapis indext, budeme
V nasledujicich fadcich jednotlivé momenty useka J;, /i1, Jir znacit J1, J2, J3, pficemz Cisla
téchto momentt zaéinaji v pocatku osy x (obr 6.4) a nemusi se ¢iseln¢ v oznaceni shodovat
S hlavnimi kvadratickymi momenty.

X

Varianta 1 Varianta 2
J3 J3 J3
— J2 ) J2 J2
D © J1 J1 J1
|

Obr. 6.4 Schéma modifikace tii useku, vytvofeno v Autodesk Inventor 2013

Bude ale zapotiebi vhodné zvolit délky jednotlivych tsekl. Pro zacatek
zvolme napt. a = 125mm, b =375mm, [ =500mm, vV dalSich
odstavcich se nasledné podivame na volbu téchto rozmeéri ponckud
podrobngji.

Variantu 1 a 2 si miizeme piedstavit, jak je znazornéno na obr. 6.5, tj. jako
dva rizné pohledy na tfi kvadry se stejnymi podstavami o vyskach
vyhovujicim naSim poZadavkiim. Kvadry jsou vzajemné pootoceny o 90°
a jsou dokonale spojeny tak, aby nenarusovaly spojitost a hladkost
stfednice prutu jimi vytvoteného.

Intuitivné mutzeme predpokladat, ze varianta 2 bude vykazovat vétsi
kritickou silu F,, nezli varianta 1, nejvétsi ohybovy moment je totiz ve
stfedni ¢asti prutu, jejiz pruhyb potom bude dominovat v celkové
deformaci. Tudiz pro nas nebude tak zajimava z hlediska feSeni, protoze
ve skuteCnosti diive nastava ptipad o mensi kritické sile. Pojd’'me si vSak
tento ptedpoklad potvrdit.

6.2.1 Variantal
Nyni muzeme zacit skriptem v programu MATLAB pro variantu 1,
nejprve nacteme hodnoty jednotlivych proménnych:

Obr. 6.5 Vytvoteno
v Autodesk Inventor
2013

$zadani hodnot proménnych
s=input ('Zadej velikost s'");
h=input ('Zade] velikost h');
l=input ('Zadej velikost 1'");
a=input ('Zadej velikost a');
b=input ('Zadej velikost b'");
E=210000:

Priloha A, 7adek 6-12, vytvoteno v programu MATLAB R2012b



Jak vime, s = 10 mm a h = 5 mm jsou rozméry pfi¢ného prufezu, viz obr. 6.1 a), hodnota E

pak odpovida modulu pruznosti v tahu v MPa. Nasledné vypocitame kvadratické momenty
sh3,

3
prifezu, pro dany obdélnikovy prifez plati J1 = hl—sz, J2 = -

$vypocet - kvadratické momenty prufrezu
Jl=(h*s"3) /12

J2=(s*h"3) /12

J3=J1

Priloha A, radek 14-17, vytvoieno v programu MATLAB R2012b
PfiCemz je ziejmé, Ze kvadratické momenty J1 a J3 popsané v priloze A4, 7. 14-17, jsou stejné
velkeé, coz plyne ze symetrie Sroubovitého prutu.

Dale vypocitame interval, ve kterém bude lezet vysledna hodnota kritické sily, k tomuto ucelu
vyuzijeme Eulerovy kritické sily pro kvadratické momenty J1 a J2 viz kapitola 4:

$Eulerovy kritické sily
Fvl=(pi®2*E*J2) /1”2
Fv2=(pi®2*E*J1) /1”2

Priloha A, radek 18-20, vytvoreno v programu MATLAB R2012b

Poté nadefinujeme hodnoty vyrazl p,, p,, p3Vviz rovnice (6.1) az (6.3):

syms F positive;

pl=sqrt (F/(E*xJ1));
p2=sqrt (F/ (E*J2));
p3=sqgrt (F/ (E*J3)) ;

Priloha A, radek 23-26, vytvoteno v programu MATLAB R2012b

A zapiSeme matici soustavy z rovnice (6.7), vyjadiime jeji determinant (6.8) a pro potieby
metody tecen tento determinant také zderivujeme podle sily F:

%Soustava rovnic (6.7) pro vypocet integracénich konstant
M=[0, 0, 0, sin(p3*1l), cos(p3*1l); sin(pl*a), -sin(p2*a), -
cos (p2*a), 0, 0; 0, sin(p2*b), cos(p2*b), -sin(p3*b), -

cos (p3*b); pl*cos(pl*a), -p2*cos(p2*a), p2*sin(p2*a), 0, 0;
0, p2*cos(p2*b), -p2*sin(p2*b), -p3*cos(p3*b), pP3*sin(p3*b)];
%$Determinant matice (6.8)

D=det (M) ;

%$Derivace determinantu

derD=diff (D) ;

Priloha A, radek 28-37, vytvoteno v programu MATLAB R2012b

Potom z determinantu (6.8) a jeho derivace vytvotime zapis funkce, aby bylo mozné ziskat
funk¢éni hodnoty v ruznych bodech odpovidajicich zadané sile, definujeme také prvni
aproximaci této sily jako polovinu intervalu vytvoteného na zakladé prilohy A, 7. 18-20:

%Zapis funkci

f=inline (D) ;

fd=inline (derD) ;

%$Pocatecni aproximace kritické sily
F=(Fv1+Fv2)/2;

Priloha A, radek 41-45, vytvoteno v programu MATLAB R2012b



Nyni uz jen definujeme pocatecni hodnoty cyklu pro provedeni vypoctu metodou teCen,
zvolime pozadovanou presnost vypocétu sily a pak nasleduje cyklus samotny. Nakonec
zobrazime vyslednou hodnotu vypoctu véetné kontroly poctu provedenych cykli a funkcni
hodnotu vysledné sily ve vychozi funkci determinantu (viz priloha A, 7. 42), tato hodnota se
musi blizit nule:

%$Pozadovana presnost vypoctu
Eps=1*10"(-1);

$pocatecni hodnoty cyklu
Er=10"7;1=0;

while Er>Eps
i=i+1;

Er=F;

F=F- (£ (F)/£d(F));
Er=abs (Er-F) ;
end;

disp('Kriticka sila Fv je:');disp(F);
disp ('Pocet krokll vypoctu:');disp(i);
disp ('Funkcéni hodnota pro vyslednou silu:');disp(f(F)):

Priloha A, radek 47-61, vytvoieno v programu MATLAB R2012b
Pro vySe uvedené hodnoty ziskdvadme spusténim skriptu po zaokrouhleni nasledujici
vysledky, vzhledem k charakteru tohoto feSeni je zaokrouhleni vysledkii nezbytnosti:
Fvl = 864N
Fv2 = 3 454N
Kriticka sila Fv je: 990N
Pocet krokti vypoctu 4

Funkéni hodnota pro vyslednou silu: 1,2e-13

6.2.2 Varianta 2

Pro tuto variantu mirn¢ upravime vySe pouzity skript, prozatim kvili moznosti srovnavani
zachovame rozméry a,b,l,s,h na predchozich hodnotach. Jak je vySe uvedeno, pro tuto
variantu ptedpokladame vyslednou kritickou silu vétsi nez pro ptedchozi piipad, proto by pro
nas neméla byt tak zajimava.

Pro feSeni samotné se zméni vypocet kvadratickych momentu v jednotlivych tsecich, viz ¢ast
prilohy A, 7. 14-17, obdobné¢ jako v pfedchozim pfipadé budou momenty J1 a J3 stejné:

$vypocCet - kvadratické momenty prtrezu
Jl=(s*h"3) /12

J2=(h*s"3) /12

J3=J1

Priloha B, 7adek 14-17, vytvoteno v programu MATLAB R2012b




Aby byly Eulerovy kritické sily vytvaiejici interval mozného feSeni sefazeny podle velikosti,
je tieba jejich zépis prohodit:

$Eulerovy kritické sily
Fvl=(pit2*E*Jl) /172
Fv2=(pi"2*E*J2) /172

Priloha B, rddek 18-20, vytvofeno v programu MATLAB R2012b
Jinak neni tfeba provadét ve skriptu Zadnou zménu a je mozné jej spustit.
Pro tuto konfiguraci dostadvame nasledujici vysledky:
Kriticka sila Fv je: 2 120N
Pocet krokli vypoctu 3
Funk¢ni hodnota pro vyslednou silu: 1,03e-20

Coz spliiuje na§ pocatecni predpoklad o velikosti této kritické sily, tj. Ze bude véEtsi nez
kritickd sila pro variantu 1. Protoze je na$ prut volny, mize se deformovat ve kterémkoli
sméru, proto skutecné hledané kritické sile neodpovida tato sila. Pro dal$i podkapitolu tedy
budeme vychazet z toho, ze feSeni prozatim odpovida nejlépe varianta 1.

6.3 Volba délky a ohybové tuhosti jednotlivych tsekii

Piedchozi varianta 1 vSak odhaduje vysledek kritické sily
Sroubovitého prutu pfiliS konzervativng, kvili tomu, ZzZe
hodnoty rozméri a, b, byly pouze voleny a velikosti
kvadratickych momentd J;,/;;,J;;; na jednotlivych tsecich
odpovidaly maximalni resp. miniméalni hodnot¢ této prafezove
charakteristiky, viz vySe. Abychom se pfiblizili skute¢nému
vysledku vice nez v dosavadnich uvahach, je tfeba vhodné
délky a kvadratické prafezy jednotlivych usekd urcit. Pii
zachovani geometrického razu prutu totiz neni mozné vyrazné
ménit délky jednotlivych tsekd, aniz bychom soucasné s touto
zménou nenahradili hodnoty kvadratickych momenti na
téchto usecich.

Pokusme se nyni vyjadfit zavislost kvadratického momentu J
na soufadnici podél sttednice prutu x. Mizeme si v§Simnout, ze
tento pribéh ma goniometrickou zavislost, viz obr 6.6.
Od poloviny délky prutu je pak tato zavislost symetricky
soumérnd, pokud uvazujeme velikost natoCeni hlavnich os cel
Y = m stejné jako v predchozich piipadech. Tuto soumérnost
je mozné popsat druhou mocninou goniometrické funkce. Je
ziejmé, Ze krajnim hodnotam zavislosti odpovidaji hodnoty
hlavnich centralnich kvadratickych momenti J;, J,.

z

5 Tuto zavislost zapiSeme nasledovné:
Obr. 6.6 Vytvofeno v programu

Autodesk Inventor 2013 J(x) =J, + (J; — J,) cos? (xT”) (6.10)

Nasledné¢, kdyz uz hledanou zavislost mame, zbyva otazka, jakym zptsobem ji lze vyuzit.

Pomoci ni mizeme do pramétu prutu do roviny xz vepsat tii obdélniky odpovidajici tiem
useklim osazeného prutu pravé tak, Ze prostiedni z nich bude charakterizovan minimalnim



kvadratickym momentem J, a charakteristika zbylych dvou bude nabyvat hodnoty J(a), viz
obr 6.7. S témito parametry pak muzeme v zavislosti na délce a sledovat zménu kritické
vzpérné sily.

Dokonce, pokud napt. graficky zaznamename zavislost vyse X
zminéné kritické sily, jsme schopni navrhnout optimalni
hodnotu rozméru a tak, aby byla kriticka sila co mozna
nejvetsi, tzn. co nejblizsi realité.

Pti feSeni tohoto problému vyuzijeme skript v programu \
MATLAB pouzity pro feSeni varianty 1. Tento skript ale \
samoziejm¢ upravime tak, abychom dosahli daného cile. \
Tento skript je cely uveden v priloze C.

\
Prikro¢me tedy ke skriptu, znovu je tfeba nacist hodnoty \\
jednotlivych proménnych: \ )
s=10; \
h=5; \ o~
1=500; Y
N=20; \
a=linspace (100,200,N); \ o
Fv=zeros (1,N); )
K=zeros (1,N); L y
Ch=zeros (1,N); ‘
b=1-a; Obr. 6.7 Vytvofeno v programu
E=210000; Autodesk Inventor 2013

Priloha C, 7. 6-15, vytvoieno v MATLAB R2012b

Muzeme vidét, Ze rozméry s, h, | zlistavaji stejné jako v pfedchozich ptipadech, zména nastala
u rozméru a, jehoz hodnota je proménna v intervalu od 100mm do 200mm, proto je zapsan
ve formé¢ fadkového vektoru, pfi¢emz hodnota N znaci pocet sloZek tohoto vektoru. Rozsah
vektoru a vychazi z ptedpokladu, Zze nema smysl uvazovat prut s rozmérem a krat§im nez
100mm, nebot’, jak jiz vime, pii deformaci dominuje prihyb prostiedni ¢asti. Ohybova tuhost
této prostfedni Casti odpovida kvadratickému momentu J, a jeji délka je uz pii této nami
zvolené hrani¢ni hodnoté pfili§ velkd. Druhd mez rozméru a je zase dana pfilisSnym oslabenim
ohybové tuhosti krajnich ¢asti prutu, tato tuhost totiz sleduje funkéni zapis (6.10), tzn. ¢im
vétsi rozmér a zvolime, tim mensi je hodnota J(a).

Dale také mtizeme predpoklédat, ze vychozim bodem zavislosti kritické sily na rozméru a
(bod, kdy a = 0) bude prvni Eulerova kriticka sila odpovidajici kvadratickému momentu J2
a tataz sila bude stejné tak i bodem koncovym pro a = 250mm.

Kvili tomu, Ze rozmér a se stal vektorem hodnot, vypocet jednotlivych kritickych sil bude
probihat cyklicky po slozkach a vysledny zapis kritické sily bude také vektor o stejném poctu
prvkl. Definovan je tedy také vektor kritickych sil F,, vektor poctu krok vypoctu pro
jednotlivou slozku, podobné vektor chyb, pfipadné rozmér b.

Nyni analogicky jako v priloze A, 7. 14-17, definujeme jednotlivé kvadratické momenty,
vzhledem k cyklickému piepisovani si je vSak lokaln¢ oznac¢ime I1,12,13 a dale dopocitame
Eulerovy kritické sily, viz ¢ast prilohy A (7. 18-20), pomoci téchto momenta.



Poté je tfeba vytvofit cyklus pro vypocet kritickych sil po slozkdch vektord a,b, ktery
obsahuje vypocet aktudlnich kvadratickych momentii na zadkladé diive definovanych
11,12 a I3. Indexace cyklu je provedena proménnou n.

J1=I2+(I1-1I2)*cos(pi*a(n)/1)"2
J2=12;
J3=J1;

Priloha C, Fadek 30-32, vytvoieno v programu MATLAB R2012b

Nasleduje stejny krok jako v priloze A, 7. 23-26, avSak matici pro vypocet soustavy rovnic,
viz vztah (6.7), je nutné spravné picindexovat z divodu nasledného vypoctu pouze s urcitou
slozkou vektort.

%$Soustava rovnic

M=[0, 0, 0, sin(p3*1l), cos(p3*l); sin(pl*a(n)), -
sin(p2*a(n)), -cos(p2*a(n)), 0, 0; 0, sin(p2*b(n)),
cos (p2*b(n)), -sin(p3*b(n)), -cos(p3*b(n)); pl*cos(
-p2*cos(p2*a(n)), p2*sin(p2*a(n)), 0, 0; 0, pZ2*cos(
-p2*sin(p2*b(n)), -p3*cos(p3*b(n)), p3*sin(p3*b(n))

pl*a(n)),
p2*b( n)),
1;

Priloha C, radek 40-45, vytvoreno v programu MATLAB R2012b

Poté nasleduji kroky popsané Vv priloze A, 7. 41-61, zménéna je pouze piesnost vypoctu na
niz8i, abychom vypoc¢tovou narocnost tohoto problému snizili a alespon trochu se ptiblizili
naro¢nosti vypoctu piedchoziho.

Na konci kazdého cyklu je dale nutné zapsat vyslednou hodnotu do piislusné slozky vektoru
a také vymazat hodnotu uloZenou v proménné charakterizujici kritickou silu pro dany cyklus,
aby mohl vypocet probé¢hnout znovu:

Fv(n)=F;K(n)=1;Ch(n)=Er;
n=n+1;
clear F;

Priloha C, radek 71-73, vytvofeno v programu MATLAB R2012b

Nakonec vytvorime vypis vysledkt vektortu diive jiz definovanych na ¢asti prilohy C, 7. 6-15,
a nechame vykreslit graf kritické sily v zavislosti na rozméru a:

Ivypis

disp('Vektor kritickych sil: ");disp(Fv);

disp ('Vektor poctu krokt vypoctu: ');disp(K);

disp ('Vektor chyb v jednotlivych krocich [N]:");disp(Ch);
sgraf

plot (a, Fv);

grid on;

xlabel('a / mm'); ylabel ('F / N');

title('Zavislost kritické sily F na délce a');

Priloha C, Fadek 76-84, vytvoreno v programu MATLAB R2012b



Tento skript nasledné mizeme spustit a zobrazit tak hledané vysledky a grafické znazornéni
zavislosti kritické sily na zvoleném rozméru a. Dostavame tyto vysledky:

Vektor kritickych sil [N]:

1.0e+03 *

0.9202 0.9284 0.9372 0.9465 0.9561 0.9661 0.9763 0.9865 0.9965 1.0060
1.0147 1.0223 1.0284 1.0326 1.0344 1.0335 1.0296 1.0225 1.0122 0.9989

Vektor poctu krokt vypoctu [-]:
6 5 5 4 4 4 3 3 4 4 4 4 4 3 3 4 4 4 5 6

Vektor chyb v jednotlivych krocich [N]:

0.0008 0.0328 0.0009 0.1314 0.0111 0.0003 0.0074 0.4039 0.0009 0.0017
0.0018 0.0011 0.0003 0.1070 0.1179 0.0025 0.0447 0.4401 0.0105 0.0003

Grafické znazornéni pak vypada takto:

Zavislost kritické sily I na délce a
1040 T T T

1020

10001
=
= 980 \ g
L

960/ | .

940 ‘ N

| | | | | | | | |
gngo 110 120 130 140 150 160 170 180 180 200
a/mm

Graf 6.1 Vytvoteno v programu MATLAB R2012b

Z uvedeného grafu 6.1 mizeme vy¢ist, ze optimalni rozmér a lezi v rozmezi 170 + 180mm.
Nevykreslena ¢ast grafu skutecné, jak jsme predpokladali, zac¢inda na hodnoté prvni kritické
sily 864N a kon¢i na stejné hodnoté. Ted jiz tedy neni problém dopocitat kritickou silu
odpovidajici rozméru a = 175mm pro tento model, ziskany Gipravou varianty 1:

Kriticka sila Fv je: 1 034N
Pocet krokli vypoctu 4
Funkéni hodnota pro vyslednou silu: 3e-19

Tato kriticka sila je skute¢né vétsi nez pro variantu 1, vzhledem k danému problému je ale
mén¢ konzervativnim odhadem. Pfi pohledu na obr 6.7 totiz miZzeme vidét, ze se stale
nachazime na bezpetné strané€, protoZze primét naSeho modelového piipadu do roviny xz
nepiekracuje obrys primétu vlastniho Sroubovitého prutu ani tento primét nevypliuje.
Skutec¢na kritickd sila vzpéru by tedy méla byt jesté o néco malo vétsi, z hlediska naSeho
modelu vSak nejsme schopni jeji hodnotu vice zptesnit.



7 Prut s vice zavity

Pti predchozich tvahach jsme vyuzivali ptredpokladu malého natoceni hlavnich os cel .
Sroubovity prut viak mize byt charakterizovan i vétsim zkroucenim, miize tedy mit vice
zavith a pro odhad jeho kritické sily je nutné vyuzit jiného postupu. Na takovyto prut se totiz
Ize divat jako na celek o urcité primérné ohybové tuhosti, kterou je tieba pro vypocet kritické
sily urcit. Vypocet kritické sily vzpéru pak mulzeme provadét, jako by se jednalo
0 prizmaticky prut a do vztahu pro vypocet této sily (4.14) dosazovat urCeny prumérny
kvadraticky moment namisto momentu J,.

7.1  Prvotni odhad ohybové tuhosti

Pii feSeni otazky této podkapitoly je tu moznost vychazet ze zavislosti kvadratického
momentu na soufadnici podél stiednice (6.10). Tuto zavislost je samoziejmé mozné integrovat
ptes stiednici prutu a vysledek vydélit délkou prutu. Touto operaci tak ziskame pramérny
kvadraticky moment ], pravé ten moment, ktery bude dosazen do znamého Eulerova vztahu
pro kalkulaci kritické sily.

[ 1(x)dx
Jav =7 — (7.1)

Dosazenim ze vztahu (6.10) ptejde rovnice (7.1) do tvaru:

1 X T
-72) 2(Z=)|a
Jay = fo[fz"'(]l ]leOS ( 7 )] X (72)
Nésledné provedeme numerickou integraci pomoci programu MATLAB?®, pficemz hodnoty
vstupnich veli¢in jsou stejné jako v kapitole 6, J, = 104,2mm* a], = 416,6mm?*, takto
dostavame vysledek:

Jav = 260,4mm*

ktery lze srovnat s vySe uvedenymi kvadratickymi momenty J,, J;. Kriticka sila vypo¢itana na
zaklade tohoto primérného kvadratického momentu by mu pak byla pfimo umérna. Nez vSak
udélame jednoznaény zavér a kritickou silu dopocitame, je tieba tento postup vypoctu
verifikovat nebo piipadné vyvratit. K tomuto ucelu vyuZijeme modelovy ptiklad vetknuté
poloviny prutu na konci zatizené silou 0 velikosti F, viz obr. 7.1, u niz budeme pocitat
maximalni prihyb pii dosazeni dvou ruznych ohybovych tuhosti. Tento ptiklad odpovida
vyuZiti symetrie pro prut na dvou podporach s dvojnadsobnym zatizenim uprostied.

/
/

A /
F

Obr. 7.1 Vytvoteno v grafickém editoru

V prvni fazi kontroly prihybu dané poloviné prutu ptifadime pticny prifez modelové
odpovidajici sroubovitému prutu’, jenz ma veelku pét zavita a délku [ = 500mm. PouZijeme

®Viz skript v ptiloze D.
" Jedna se o model s vepsanymi obdélniky v primétu skuteéného prutu do roviny XZ
analogicky jako na obr. 6.7, kap. 6.3.



prut s péti zavity, protoze takovyto prut mizeme povazovat za dostate¢né zkroucen}'/8 a kazdy

vvvvvv

prihybu budeme pouzivat Castiglianovu vétu.

Ve fazi druhé tomuto prutu pfitadime priméry pficny prifez odpovidajici vyse
vypocitanému momentu J,, a budeme prut povazovat za prizmaticky.

Ziskdnim maximalnich prihybii pro obé kontrolni faze mtizeme porovnat jednotlivé ohybové
tuhosti obou piipadd. Diky tomu budeme schopni rozhodnout o0 pouzitelnosti vySe uvedeného
vypoctu primérného momentu J .

Znazornéni modelu poloviny Sroubovitého prutu pro vypocet prihybu v prvni kontrolni fazi je
zobrazeno na obr. 7.2.

| I
NN\

Obr. 7.2 Vytvoieno v programu Autodesk Inventor 2013

Lze na ném vidét, Ze hodnoty ohybové tuhosti delsich usekt odpovidaji hodnoté J(175) podle
rovnice (6.10), viz zavér kapitoly 6.3, a kratsi useky jsou svazané s momentem J/,.

Nyni tedy piikro¢me k obecnému zapisu vypoétu pruhybu podle Castiglianovy véty:

1 pl/2 oM (x)
Wimax = E_]fo/ [M(x) a_Fx] dx (7.3)

Pro uvazované zatizeni je ziejmy zapis ohybového momentu po délce stiednice M(x) = Fx
vstupujiciho do pfedchoziho vztahu. Polovina prutu ma délku [/2 = 250mm, tu je tieba
rozpocitat na jednotlivé integraéni meze, abychom mohli provést integraci. Jestlize i
oznac¢ime délky delSich tisekt d a délky kratSich k, vztah pro integraci bude vypadat takto:

Wimax

1 3 5 7 9
1, Sd+k 2d+2k Ta+3k 2d+ak 5d+5k
[2"Fx?dx + [§  Fx?dx+ [§  Fx%dx+[?  Fx%dx+ [}  Fx?dx+ [s Fx%dx
0 Sd+k Sd+2k Sd+3k Sd-+4k 5d+5k

EJ(175)
Zd+k Savak Sa+3k Tavak 2d+sk

[2 Fx%dx + [ Fx?dx + [ Fx?dx + [ Fx?dx + [§ Fx%dx
+ Ed §d+k §d+2k §d+3k §d+4—k

EJ,
(7.4)

Vzhledem k délce poloviny prutu a poctu jednotlivych tiseku lze jednoduse vyjadiit hodnoty
d = 35mm ak = 15mm. Po dosazeni do vztahu (6.10) dostavame J(175) = 168,6mm?.
Zat&zujici silu volime F = 100N.

Po dosazeni vSech pottebnych hodnot do vztahu (7.4) dostavame maximalni prahyb:
Wimax = 17,41mm (7.5)

Teorie linearni pruznosti je zde pouzitelna, protoze maximalni tthel natoceni stfednice prutu je
mensi nez 6°.

8 Ve srovnani s prutem uvazovanym V kapitole 6 ma desetkrat vétsi Sroubovitost, tj. desetkrat
mensi stoupani zavitu.



Nyni pokra¢ujme druhou fazi vypocétu a vypocitejme si prihyb pro uvazovany prizmaticky
prut o kvadratickém momentu J,,. Obdobné vyuzijeme feSeni poloviny prutu plynouci ze
symetrie tlohy spolu s Castiglianovou vétou:

_ 1t (Vg 2g, . F 1p 391/2 _ 100 . 2803
Wamax = EJav fO Fx“dx = EJav 3 [x°1g" = 210 000-260,4-3 250 (7.6)
Tento vyraz vede na vysledek:
Womax = 9,52mm (7.7)

Tento prihyb nasledné mizeme srovnat s prithybem dosazenym V pfedchozi fazi. Na prvni
pohled je vidét, ze jednotlivé ohybové tuhosti jsou zcela odlisné, a tudiz nelze pouzit pro
vypocet kritické sily vy$e ureny primérny kvadraticky moment vyplyvajici z rovnice (7.2).
Tento vztah by bylo pravdépodobné mozné gouiit v ptipadé, pokud by byl prihyb popsan
linearni zavislosti, coz v tomto piipadé neplati”.

7.2  Priamérna ohybova tuhost

ProtoZze se nam v piedchozi podkapitole nepodafilo nalézt platnou hodnotu primérného
kvadratického momentu ], je tfeba zkusit hledat v dostupné literatufte.

Vypracovano podle [6]

Jiz vime, ze prizmaticky prut obdélnikového piicného prifezu ma dva hlavni centralni
kvadratické momenty. Témto momentiim jsou pfifazeny na zaklad¢ vztahu (4.14) dvé kritické
sily, pficemz jejich pomér odpovida poméru téchto kvadratickych momenti. Abychom
zjistili, jaky vliv mé natocCeni ¥ na ohybovou tuhost ve vzpéru, je na misté vykreslit graf
zavislosti poméru obou kritickych sil pro uvazovany obdélnikovy priifez na zkrouceni Y ve
stupnich.

Tato zavislost je znazornéna grafem 7.1.

Pomér kr. sil
2

1,9
1.8
1,7
1,6
1,5

1,4

1,3
1,2

1.1

1 —
0 920 180 270 360 450 540 630 720
Natoéeni el prutu

Graf 7.1 Ptepracovano podle [6]

Na grafickém zndzornéni mizeme vidét, ze postupné se vzrlstajicim zkroucenim Y ve
stupnich dochazi k ocekdvanému rastu tuhosti ve vzpéru pro prvni zatéZzovaci mod, zatimco
u kritické sily pro druhy mod dostavame pokles. V blizkosti hodnoty zkrouceni i = 360°

9Po integraci vztahu z Catiglianovy véty je prihyb w nelinearni funkci proménnych J,, a x.



zaCinaji tyto dva mody konvergovat s mirnou fluktuaci k jedné hodnoté, ktera zavisi na
pocate¢nim pomeéru prvni a druhé kritické sily pro prizmaticky (nezkrouceny) prut stejného
pricného prifezu. Tento trend se dale opakuje s jesté menSimi vychylkami pro vétsi thly
zkrouceni.'® Jakmile je pak Sroubovitost prutu dostatené velka, tyto dva zatdZovaci médy
splynou dohromady. Dale také mizeme vidét, Ze hodnota, K niz se asymptoticky bliZi prvni
kritické sila vzpéru v oblasti v&tsiho zkrouceni, je o 33% v&tsi' neZ u prizmatického prutu
stejného pricného prufezu.

Z ptedchoziho je v [6] vyvozen zavér, ze pro dostatené velké zkrouceni hlavnich os ¢el prutu
piejdou vztahy vyjadiujici rovnici prahybové ¢ary, viz (5.31), na tento tvar:

i Moy i Moz
VT TRy T B (7:8)

kde ], je obdobné¢ jako v pfedchozi podkapitole primérny kvadraticky moment. Dale pak:
2

1 1 2]41)2
—_— = = — resp. = 7.9
Jav . 1 + J2 p- Jav J1+)2 (7.9)

Pticemz podle velikosti poméru hlavnich kvadratickych momenti mizeme vztah (7.9) dale
upravovat, napf. pro ], /], = 2 lze napsat:

2]1]2 4]2]2 4
p— p— ] 7-10
Jov =70, = 2, 302 (7.10)

Pokud bychom tento postup aplikovali na prut s parametry, pro které jsme provadéli vypocet
Vv piedchozich kapitoléach, tj. s = 10 mm, h = 5 mm, dostdvame nésledujici.

8
P4 Ja =20 (7.11)
2
Z piedchoziho vime, ze J, = 104,2mm*. ], pak podle vztahu (7.11) bude nabyvat hodnoty:
Jaw = 166,7mm* (7.12)

Tento pramérny kvadraticky moment nyni mizeme vyuzit k vypoctu kritické sily pro prut
s vétsi Sroubovitosti, nez byla uvazovana v kapitole 6. Z uvedené teorie vyplyva, Ze jiz prut se
zkroucenim 1 = 360° ma predpoklady blizké k tomu, aby bylo mozné pouZit tuto primérnou
ohybovou tuhost. Kriticka sila pro uvazovany prut pak nabyva hodnoty:

”ZE]av
12

E, = (7.13)

Coz nasemu dostatecné Sroubovitému prutu o délce [ urcuje hodnotu F, = 1380N.

10 Tyto poznatky poprvé zvetejnil Frisch-Fay v roce 1973.
1 plati pro prut s pomérem kvadratickych momentd J, /], = 2 (je pfedmdtem zdroje [6]).



8 Ovéreni v programu ANSYS

Cilem této kapitoly je kontrola a porovnani vysledki dosazenych ve vyse
uvedenych odstavcich s vysledky uréenymi metodou kone¢nych prvka. Pti
komparaci se ke slovu dostane zjednoduSeny model mirné zkrouceného prutu
pocitany s vyuzitim modifikované ulohy pro osazeny prut a dale pak prut
s vice zavity. Aby bylo mozné provést feSeni velikosti sily vzpéru touto
nezavislou metodou, bylo nutné vytvorit v programu Autodesk Inventor 2013
trojrozmérmé modely vySe uvedenych dvou Sroubovitych prutd, jejichz
specifikace samoziejmé vychazeji z kapitoly 6 resp. 7.

Geometrie téchto Sroubovitych prutd byla importovana do programu ANSY'S
16.2 a vypocet probihal v prostiedi Workbench, pfesnéji v modulu strukturni
analyzy propojenym S dopliiujicim modulem pro vyhodnocovani vzpérné
stability.*

Pro provedeni vypoc¢tu pomoci metody kone¢nych prvku je dale nutné ;7\;

vySetfované téleso doplnit o vazby, aby model byl vdzan nepohyblivé a

staticky urcité. Jinak feceno dodat dostatecny pocet okrajovych podminek, a

zajistit tak jednoznacné feSeni matice soustavy. Proto je tfeba volny prut Obr. 8.1
uvazovany v této praci, nahradit z hlediska feseni prutem kloubové ulozenym Pfepracovano
na obou koncich, viz obr. 8.1. podle [5]

Abychom zajistili nepohyblivost modelu, je tieba
provést nékteré operace. Zamezime tedy ve
vypoctovém prostiedi rotaci prutu kolem vlastni osy.
Na jedné podstavé zamezime vSem posuviim a na
druhé provedeme obdobnou operaci, pfiCemz ji
ponechame volny axialni posuv. Navic tuto podstavu
volné¢ pohyblivou v jednom sméru zatizime osové
silou F = 1N®.Tato konfigurace byla ovéfena
pomoci volného prizmatického prutu, pfi¢emzZ byla
nalezena shoda s analytickym feSenim.

Pro vypocet je nasledné nutna diskretizace ulohy na
jednotlivé prvky. Geometrie Sroubovitého prutu
s obdélnikovym pficnym prifezem predurcuje dva
typy prvku, které je mozno pouzit. Prvnim z nich je
linearni Sestistén oznaceny Solid 185 viz obr. 8.2,
jenz ma osm uzlovych bodii se tiemi stupni volnosti®*.

Obr. 8.2 Prvek Solid 185, pievzato z [9]

Druhym je Sestistén Solid 186, ktery 1épe vystihuje
zakiivené tvary, na rozdil od prvku piedchoziho je
totiz doplnén o dalsi uzly, viz obr 8.3, coz s sebou
vSak pfinasi vyssi vypoctovou narocnost. Analogicky
ma v kazdém uzlu tfi stupné volnosti.

Pro moZnost srovnani vysledki a vyhodnoceni
potfebné hustoty sité¢ tedy obé€ ulohy pocitdme

Obr. 8.3 Prvek Solid 186, pievzato z [9]

12 Nazvy modulti v angliéting jsou ,,Static Structural a ,,Eigenvalue Buckling®

3 Modul pro vypocet vzpéru vyhodnocuje, pii jakém nasobku zatizeni nastane ztrata vzpérné
stability, pii zadani hodnoty F = 1N je tedy tento nasobek piimo roven velikosti kritické sily.
Y Posuvy ve smérech os znazorn&nych na obrdzku 8.2.



S vyuzitim obou typt prvkl a provadime postupné zjemnovani sit€, tj. pouzivame prvky
o velikosti 10; 5a 2,5mm.

Po provedeni vypocti v programu ANSYS 16.2 dostavame pro prut se zkroucenim 3y = 180°
vysledky popsané v tabulce 8.1.

Tabulka 8.1
Velikost [mm]  Typ prvku Pocetuzli  Kriticka sila [N]
Solid 185 208 1027,8
10 Solid 186 620 1024,9
Solid 185 612 1025,3
> Solid 186 1932 1024,8
25 Solid 185 3030 1025,0
Solid 186 10 489 1024,9

V tabulce 8.1 mizeme vidét, ze jednotlivé vysledky jsou velmi podobné a jiz prvky o nejvetsi
velikosti typu Solid 186 davaji velice presny odhad kritické sily. Jemné&jsi sit’ vykazuje
vysledky rozdilné fadové o setiny procent. Pro srovnani Ize uvést vysledek z kapitoly 6.3, kde
FE, = 1034N.

Vizualizace deformace prutu pro tuto tlohu je zobrazena na obr. 8.4. Protoze cilem je pouze
uréeni kritické sily vzpéru, neni ptiloZena legenda velikosti deformaci.
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Obr. 8.4 Vytvoteno v programu ANSYS 16.2

Dale nasleduje tabulka 8.2 s vysledky pro prut s vét§im zkroucenim (tthel zkrouceni 1800°, tj.
pét plnych otacek), jenz je analyticky feSen v kapitole 7.

Tabulka 8.2
Velikost [mm] Typ prvku Pocetuzli  Kriticka sila [N]
Solid 185 216 1571
10 Solid 186 644 1296
. Solid 185 642 1332
Solid 186 2027 1298
25 Solid 185 3195 1315

Solid 186 11 061 1305




Pohledem do tabulky 8.2 zjistime, Ze ptesnéjsi vysledky dava znovu nelinearni hexaedricky
jednotlivymi vysledky vétsi nez v predchozim vypocétu. Pro porovnani zde znovu uvadim
vysledek z kapitoly 7.2, kde F, = 1380N.

Rozdil mezi analytickym a numerickym feSenim je vétsi (cca 5%), zejména kvili vétSimu
vlivu smykovych napéti zanedbanych v analytickém feseni. Tento vliv je &itelny z rozboru™
poméru smykovych napéti a axidlnich napéti v podélném fezu daného prutu. Pro prut
s velkym stoupanim zavitu (mirn€ zkroucen) odpovidd tento pomér pro extrémni hodnoty
12% a v kritickém misté se smykové napéti podili pouze 7%. Na rozdil od toho u prutu
S mens$im stoupanim zavitu se pomér maximalnich hodnot téchto napéti vysplhal na 45% a
Vv kritickém misté na 22%. Proto vznikd vySe uvedeny rozdil mezi analytickou a numerickou
metodou vypoctu.

Vizualizaci deformace prutu s vice zavity nyni zobrazuje obr. 8.5.

Obr. 8.5 Vytvoteno v programu ANSYS 16.2

Pro objasnéni funkce modulu provadéjiciho kalkulaci kritické sily vzpéru byl nésledné
v programu ANSY'S 16.2 proveden vypocet velikosti prithybu prutu v zavislosti na krokové se
zvySujici zatézujici sile. Z téchto vysledki je sestaven graf 8.1 a graf 8.2 zobrazujici tuto
zavislost. Tyto grafy se nachazeji na nasledujici strané.

1> Rozbor byl proveden v programu ANSY'S 16.2 s vyuZitim geometrii obou typil pruti.
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Graf 8.1 Vytvoteno v programu Microsoft Excel

w/mm

Zavislost pruhybu na zatéZujici sile pro prut s péti zavity
200

— Z4vislost prihybu

180

= = \/ypocCitana kriticka sila

160

140
120

<_____._
N

60

40

100 {
80 |
|

|

|

20
) _J

0 200 400 600 800 1000 1200 1400

1600

F/N

Graf 8.2 Vytvoteno v programu Microsoft Excel

Na grafech lze vidét, ze program pii vypoctu oznaci za kritickou tu zatézujici silu, kterad
odpovida laterdlni vychylce w = 100mm prutu o naSich rozmérech. Muzeme si také
v§imnout, Ze se znazornéné chovani téchto soucasti velmi bliZi vzpéru s bifurkaci rovnovahy,
viz kapitola 1.2.



9 Zhodnoceni vysledki

Na pocatku byl odhad kritické sily pro mirné€ zkrouceny prut postaven pouze na dvou pilifich
odpovidajicim dvéma krajnim hodnotam intervalu, které byly utvoifeny z Eulerovych
kritickych sil pro hlavni kvadratické momenty pti¢ného prifezu. ReSersni ¢ast vSak ukazala,
ze exaktni feSeni ulohy Sroubovitého prutu piekracuje naSe moznosti, proto dalsi smér udala
myslenka upravit feSeni odstupfiovaného prutu tak, aby bylo pouzitelné pro zkrouceny typ

o

prutu.

Zakladnim stavebnim kamenem pro tyto uvahy byla teorie pro prizmatické pruty s rozsifenim
0 neprizmatické typy prutd, pficemz jsem se omezil na jejich t¥i zakladni druhy. Zagatek
tohoto popisu pojednaval 0 osazeném typu prutu, nasledoval prut se spojit€ proménnym
zuzujicim se pfi¢nym prafezem a nejveEtsi pozornost byla samoziejmé vénovana Sroubovitému
prutu.

Poznatky nabyté v reSerSni Casti nasledné¢ mohly byt aplikovany na feSeni kritické sily
Sroubovitého prutu zvolenych rozmérd, a to ve dvou urovnich. Prvni z nich zahrnovala feseni
prutu s mirnym zkroucenim hlavnich os ¢el, druha obsahovala prut s vétsi Sroubovitosti, t.
S men$im stoupanim, protoze zvySeni kritické sily v disledku Sroubovitosti je pro tyto dva
ptipady odlisné.

Problém mirn¢ zkroucené¢ho prutu vychdzel z modifikace feSeni odstupiiované¢ho prutu
s vyuzitim numerického feseni pocitaného programem MATLAB. Tato tloha byla rozsitena
na tii useky, jez pii dosazeni hlavnich kvadratickych momenti pouze velmi hrubé
napodobovala Sroubovity prut. Az vhodné urceni délek jednotlivych useku a jejich ohybovych
tuhosti na zakladé funkéni zavislosti pro kvadraticky moment proménny po délce stiednice
prutu, dalo tomuto zjednodusenému modelu ptedpoklady pro presnéjsi odhad kritické sily.

Nasledné byl feSen prut s vétSim zkroucenim, ktery pivodné také stil na stejnych dvou
pilitich z Eulerovych kritickych sil, jak se ale pozdéji ukazalo, tyto pilite mély jeSt€ mnohem
vétsi dopad na teSeni neZ v pfedchozim, nebot’ vysledek kritické sily pro tento ptipad prutu
pfimo souvisi s pomérem hlavnich centralnich kvadratickych momentt, ktery se shoduje
s odpovidajicim pomérem téchto Eulerovych sil.

Nakonec bylo provedeno ovéfeni uvazovanych uloh s vypocty dosaZzenymi konecno-
prvkovym programem, pfi¢emz bylo zji$téno, Ze rozdil mezi pouzitymi analytickymi vztahy
a numerickym feSenim je v ramci cca 5%, divod tohoto rozdilu je popsan v kapitole 8.



10 Zavér

Cilem této prace bylo kvantifikovat zvySeni kritické sily vzpéru prutu v dasledku vzajemného
natoCeni podstav kolem podélné osy, tzn. vlivem Sroubovitosti.

Diky reSerSni ¢asti byl nalezen ptistup, ktery byl pouzit pro vlastni feSeni kritické sily takto
konstrukéné modifikovanych pruti. Bylo zjiSténo, ze prut s velkym stoupanim zavitu (mirné
zkrouceny) vykazuje odlisné chovani nez prut se stoupanim mensim (vice zaviti). Pro lepsi
predstavu této situace jsem vytvoril graf 10.1, jenz zobrazuje zavislost kritickych sil pro tyto
dva druhy prutd na poméru délek stran obdélnikového pii¢ného prifezu s/h. Byla dodrzena
konstantni velikost obsahu pii¢ného prittezu S = 50mm? a délka prutu [ = 500mm.

1800
F [N]
16004 SO Kriticka sila prizmatického prutu =
‘\ —Kiriticka sila pro prut s vice zavity
1400+ g - ==-Kriticka sila pro prut s mirnym zkroucenim
K .,‘—\'\,\
1200 v
1000}
800} el
600|- TR ———
P = 180°
200 | | | | | | |
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Graf 10.1  Velikost kritické sily vzpéru prutu s obdélnikovym pii¢nym prifezem
pro rtizné miry Sroubovitosti. (SKript v piiloze F)
Volny prut s mirnym zkroucenim v zobrazeném grafu odpovida prutu s polovinou zavitu
(¥ = 180°), prut s vice zavity pak zkrouceni o pét plnych otacek (¥ = 1800°).

Jesté zajimavéjSim zaveérem je pak zobecnéni piedeslého grafu do grafu 10.2.
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Graf 10.2 Pomémé zvyseni kritické sily vzpéru prutu s obdélnikovym pticnym
prufezem pro ruzné miry Sroubovitosti. (SKript v pfiloze F)



Graf 10.2 totiz zobrazuje zavislost podilu kritické sily volného Sroubovitého prutu Fg.oup
a odpovidajici kritické sily prutu prizmatického F.;,m, na poméru délek stran prutu s/h16. Na
tomto grafu lze navic vidét vliv Sroubovitosti prutu na zvySeni kritické sily pro celou skalu
rozmértt uvazovanych prutli s ohledem na zachovani dostatecné Stihlosti. Analogicky také
tento graf vychdzi z ptfedpokladu stejného obsahu pti¢nych prirezi.

Kiivka piedstavujici prut s malym stoupanim zaviti v podstaté vymezuje mozné zvySeni
kritické sily vlivem Sroubovitosti, coz plyne zteorie uvedené v kapitole 7, protoze
zmenSovani stoupani zaviti se od hodnoty celkového zkrouceni 1 = 360° jiz pfestava
projevovat na zvysovani kritické sily. Prut pak Ize charakterizovat primérnym kvadratickym
momentem J,,,, ten je limitovan pomérem dvou hlavnich kvadratickych momentu J; /J,, ktery
se rovna druhé mocniné poméru s/h pouzitého v grafu.

Je dulezit¢ neopomenout situaci, kdy je pificny prifez c¢tvercovy. Pro takovyto prut
Sroubovitost neptinasi zvyseni kritické sily vzpéru, protoze vV tomto piipadé nejsou ohybové
tuhosti charakterizované hlavnimi kvadratickymi momenty prafezu rozdilné a pii jejich
kombinaci dostdvame hodnotu s nimi totoznou. Na druhé stran¢ ale z hlediska velikosti
kritické sily tato konfigurace znamena lepsi volbu nez obdélnikovy pficny prutez, ktery pfti
stejném obsahu pfi¢ného prufezu nedosahne stejné velké sily ani vlivem Sroubovitosti.

Jiz tedy vime, ze pokud umélecky kovar vytvoii Sroubovity prut S obdélnikovou podstavou,
docili tak nejen zlepSeni estetického dojmu, ale také navysi kritickou silu potiebnou
k dosazeni mezniho stavu vzpérné stability. Tato sila bude zalezet nejen na poméru délek
stran obdélnikového prifezu, ale také na celkovém zkrouceni ¥ uvazovaného prutu. Podle
téchto parametrii 1ze pak velikost zvySeni kritické sily odecist z uvedené¢ho grafu 10.2 pro
uvazovany rozsah hodnot.

16 Obvykle se znaci b/h, v této praci ma vsak symbol b jiny vyznam.
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Seznam pouzitych symbolu

Symbol
A

Az Az
B

By, B>
C
Ciy, Co, C3, Cy
Dy, D2

E
F
Fy

Fvi
Fv2
Ch
11,12, I3
J(x)
/L )2, ]3
J1
J2
Jav
Jc Jc
i Ju Jur

Jy
Jz
K

M,
Moy
Moz

N
S

U(z), V(z)

(x)
f(x)

Popis
Kladna konstanta

Integracni konstanta
Kladné konstanta

Integracni konstanta

Kladna konstanta
Integra¢ni konstanta

Integracni konstanta

Youngtv modul pruznosti v tahu

Zatézujici sila

Kriticka sila ztraty vzpérné stability

Prvni kriticka sila, zapis pro MATLAB

Druha kriticka sila, zapis pro MATLAB

Vektor chyb v jednotlivych krocich cyklu

Lokalni znaceni kvadratického momentu na usecich prutu
Osovy kvadraticky moment

Lokalni znaceni kvadratického momentu na tisecich prutu
Maximalni hlavni centralni kvadraticky moment

Minimalni hlavni centralni kvadraticky moment

Primérny osovy kvadraticky moment pro prut s vice zavity

Linearn¢ nezavislé Besselovy funkce

Kvadratické momenty jednotlivych usekt prutu

Kvadraticky moment k ose z
Kvadraticky moment k ose y
Vektor poctu krokli v cyklu
Ohybovy moment

Ohybovy moment kolem osy y
Ohybovy moment kolem osy z
Normalova sila

Obsah pti¢ného piifezu

Nezavisla feSeni rovnice (5.10)

Soutadnice x pro koncovy bod prvniho useku prutu
Soutadnice x pro koncovy bod druhého tseku prutu

Hodnota funkce v bodé x;

Hodnota derivace funkce v bod¢ x;
Rozmér vysky pticného prifezu prutu

Jednotka



P1 P2 pP3
PP, pi

n

14
w(x)
w'(x)
w'(x)
wi, Wz, W3
Wimax, W2max
Wh
wi(x), wi(x)
w(x), wiu(x)

X

*

X

Proménny rozmér vysky pricného prurezu
Pivodni celkova délka prutu

Délka prutu po deformaci

Exponent h(x)

Substitu¢ni proménna

Substitu¢ni proménna pro dané tseky prutu
Substitu¢ni proménnd na daném useku prutu
Rozmér $itky pti¢ného prifezu prutu
Deformacni posuv v ose X

Deformacni posuv v ose y

Derivace posuvu v ose y (natocent)

Druha derivace posuvu v ose y (kiivost)
Deformacni posuv v ose z (pruhyb)

Prvni derivace posuvu v ose z (natoceni)

Druha derivace posuvu v ose z (kfivost)

Priihyb v jednotlivych tsecich prutu pro kap. 6
Maximalni pruhyb daného modelového piikladu
Homogenni feSeni diferencidlni rovnice pro prithyb
Prithyb v ose z pro dany usek prutu, kap. 5

Natoceni v ose z pro dany usek prutu
D¢élkova souradnice podél stiednice prutu
Hledany kotfen numerickou metodou

Kladna konstanta

Koften charakteristické rovnice
Natoceni dv/dx

Derivace natodeni d?v/dx?
Natoceni dw/dx

Derivace natodeni d?w /dx?
Celkové natoceni hlavnich os ¢el prutu



Seznam priloh
Ptiloha A - skript v jazyce MATLAB pro numerické feseni dle podkapitoly 6.2.1

Ptiloha B - skript v jazyce MATLAB pro numerické feseni dle podkapitoly 6.2.2
Ptiloha C - skript v jazyce MATLAB pro numerické feseni dle podkapitoly 6.3
Ptiloha D - skript v jazyce MATLAB pro numerickou integraci dle rovnice (7.2)

Priloha E - skript v jazyce MATLAB pro vykresleni grafii 10.1 a 10.2
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Priloha A

%$newtonova metoda pro modifikovany osazeny prut
clear all

clc

format long

%$zadani hodnot proménnych
s=input ('Zadej velikost
h=input ('Zadej velikost
l=input ('Zadej wvelikost
('
('

- ~—
~

a=input ('Zade] velikost
b=input ('Zadej velikost
E=210000;

W = o o1

(
(
(
(
(

(O VI =R i)}

$kvadratické momenty prurezu
Jl=(h*s"3) /12

J2=(s*h"3) /12

J3=J1

$Eulerovy kritické sily
Fvl=(pi®2*E*J2) /1”2
Fv2=(pi"2*E*J1l) /1”2

syms F positive;

pl=sqrt (F/ (E*Jl));
p2=sqrt (F/ (E*J2)) ;
p3=sqrt (F/(E*J3));

0, p2*cos(p2*b), -p2*sin(p2*b), -p3*cos(p3*b),
p3*sin(p3*b) ];

%Determinant pfedes$lé matice (6.8)

D=det (M) ;

%Derivace determinantu

derD=diff (D) ;

$Vlastni Newtonova metoda

%Zapis funkci

f=inline (D) ;

fd=inline (derD) ;

$Pocatecni aproximace kritické sily
F=(Ev1+Fv2)/2;

%$Pozadovana presnost vypoctu
Eps=1*10"(-1);

%$Soustava rovnic (6.7) pro vypocCet integrac¢nich konstant
M=[0, 0, 0, sin(p3*1l), cos(p3*1l); sin(pl*a), -sin(p2*a),
cos (p2*a), 0, 0; 0, sin(p2*b), cos(p2*b), -sin(p3*b), -
cos (p3*b); pl*cos(pl*a), -p2*cos(p2*a), p2*sin(p2*a

)I OI

0;
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%pocatecni hodnoty cyklu
Er=1077;1i=0;

while Er>Eps
i=i+1;

Er=F;

F=F- (£ (F) /£d(F));
Er=abs (Er-F) ;
end;

disp('Kriticka sila Fv Je:');disp(F);
disp ('Pocet krokl vypoctu:');disp(i);

disp ('Funkc¢ni hodnota pro vyslednou silu:');disp(f(F));
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Priloha B

%$newtonova metoda pro osazeny prut
clear all

clc

format long

%$zadani hodnot proménnych
s=input ('Zadej velikost
h=input ('Zadej velikost
l=input ('Zadej wvelikost
('
('

- —
~

a=input ('Zade] velikost
b=input ('Zadej velikost
E=210000;

w = o1 o1

(
(
(
(
(

(O VI =R i)}

$vypocet - kvadratické momenty prarezu
Jl=(s*h"3) /12

J2=(h*s"3) /12

J3=J1

$Eulerovy kritické sily
Fvl=(pi®2*E*J1) /1”2
Fv2=(pi"2*E*J2) /1”2

syms F positive;

pl=sqrt (F/ (E*Jl));
p2=sqrt (F/ (E*J2));
p3=sqrt (F/(E*J3));

%Soustava rovnic (6.7) pro vypocet integracdnich konstant
M=[0, 0, 0, sin(p3*1l), cos(p3*1l); sin(pl*a), -sin(p2*a),
cos (p2*a), 0, 0; 0, sin(p2*b), cos(p2*b), -sin(p3*b), -
cos (p3*b); pl*cos(pl*a), -p2*cos(p2*a), p2*sin(p2*a), O,
0, p2*cos(p2*b), -p2*sin(p2*b), -p3*cos(p3*b),
p3*sin(p3*b) ];

%Determinant pfedes$lé matice (6.8)

D=det (M) ;

%Derivace determinantu

derD=diff (D) ;

$Vlastni Newtonova metoda

%Zapis funkci

f=inline (D) ;

fd=inline (derD) ;

$Pocatecni aproximace kritické sily
F=(Ev1+Fv2)/2;

%$Pozadovana presnost vypoctu
Eps=1*10"(-1);

0;
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%pocatecni hodnoty cyklu
Er=1077;1i=0;

while Er>Eps
i=i+1;

Er=F;

F=F- (£ (F) /£d(F));
Er=abs (Er-F) ;
end;

disp('Kriticka sila Fv Je:');disp(F);
disp ('Pocet krokl vypoctu:');disp(i);

disp ('Funkc¢ni hodnota pro vyslednou silu:');disp(f(F));
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Priloha C

%$zavislost zmény kritické sily na rozméru a
clear all
clc

$zadani hodnot proménnych
s=10;

h=5;

1=500;

N=20;
a=linspace (100, 200,N) ;
Fv=zeros (1,N);

K=zeros (1,N);

Ch=zeros (1,N);

b=1-a;

E=210000;

SvypocCet - kvadratické momenty prirezu

I1=(h*s"3)/12;
I2=(s*h"3)/12;
I3=1I1;

$Eulerovy kritické sily
Fvl=(pi®2*E*I2)/1"2;
Fv2=(pi"2*E*I1)/1"2;

scyklus

n=1;

while n<=N
J1=I2+(I1-1I2)*cos(pi*a(n)/1)"2;
J2=12;

J3=J1;

syms F positive;

pl=sqrt (F/(E*J1));
p2=sqrt (F/ (E*J2)) ;
p3=sqrt (F/ (E*J3)) ;

%$Soustava rovnic

M=[0, 0, 0, sin(p3*1l), cos(p3*l); sin(pl*a(n)), -
sin(p2*a(n)), -cos(p2*a(n)), 0, 0; 0, sin(p2*b(n)),

cos (p2*b(n)), -sin(p3*b(n)), -cos(p3*b(n)); pl*cos(pl*a(n)),
-p2*cos (p2*a(n)), p2*sin(p2*a(n)), 0, 0; 0, p2*cos(p2*b(n)),
-p2*sin(p2*b(n)), -p3*cos(p3*b(n)), pP3*sin(p3*b(n))]:;
%Determinant matice

D=det (M) ;

(n
(n
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$Derivace determinantu
derD=diff (D) ;

sNewtonova metoda
%7Zapis funkci
f=inline (D) ;
fd=inline (derD) ;

%$Pocatecni aproximace kritické sily
F=(Fv1+Fv2)/2;

%$Pozadovana presnost vypocltu
Eps=5*10"(-1);

%pocatecni hodnoty cyklu
Er=1077;1=0;

while Er>Eps
1=14+1;

Er=F;

F=F- (£ (F) /£d(F));
Er=abs (Er-F) ;
end;

Fv(n)=F;K(n)=i;Ch(n)=Er;
n=n+1;
clear F;

end;

SVypis

disp('Vektor kritickych sil: ");disp(Fv);

disp ('Vektor poctu krokt vypoctu: ');disp(K);

disp ('Vektor chyb v jednotlivych krocich:');disp(Ch);
sgraf

plot (a, Fv);

grid on;

xlabel('a / mm'); ylabel ('F / N');

title('Zavislost kritické sily F na délce a');




56  Priloha D

Priloha D

1| Snumerickd integrace

2| clear all

3| clc

4

5| $zadani vstupnich parametrt

6| s=10;

7| h=5;

8| 1=500;

9| E=210000;

10| J1=(h*s"3)/12;

11| J2=(s*h"3)/12;

12

13| $funkéni zapis kvadratického momentu

14| J=0@(x) J2+(J1-J2) *cos (pi*x/1)."2;

15| $primérny kvadraticky moment viz kap. 7.1

16| Jav=integral (J,0,1)/1;

17

18

19| $vypocet prumerné ohybové tuhosti viz kap. 7.2
20| Jav2=(2*J1*J2)/ (J1+J2);
21
22| %$srovnani kritickych sil pro oba pristupy
23| FJavl=(pi"2*E*Jav)/1"2;
24 | FJav2=(pi"2*E*Jav2)/1"2;
25
26| disp('Prtimérny kvadraticky moment (kap. 7.1)7je:");disp(Jav);
27| disp ('Prumérny kvadraticky moment (kap. 7.2)7Je:');disp(Jav2);
28| disp('Kriticka sila dle prvniho ptristupu:');disp(FJavl);
29| disp('Kritické sila dle druhého ptristupu:');disp(FJav2);
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Priloha E
Cast 1:

%$hledani kritickych sil prutu s vice zavity
$vykresleni grafu téchto sil na poméru s/h
$pocet krokt
J=41;
E=210000;
1=500;
$vstupni parametry
h=zeros (1, J);
s=zeros (1,J);
Jl=zeros (1,J);J2=zeros(1,J);
beta=zeros (1, J);alfa=zeros(1,J);
$pomér s/h
gama=linspace (1,5,J);
i=1;
while i<=J
h(i)=sgrt (50/gama (1)) ;
s (i)=gama (i) *h (i)
Jl(i)=(h(i)*s(i)"3)/12;
J2(i)=(s(i)*h(i)"3)/12;
$pomér J1/J2
beta (1)=J1(1)/J2(1);
$pomér F3roub/Fprizm
alfa(i)=(2*beta(i))/ (beta(i)+1);
Fk(i)=(pi”2*E*J2 (1)) /1"2;
F(i)=Fk(i)*alfa (i)
i=1+1;
end
sgraf 10.1 - prvni a druha trada
plot (gama, Fk,gama, F)
$graf 10.2 - prvni Ffada
figure;plot (gama,alfa)
Cast 2:
%hledani kritickych sil mirné zk. prutu v zavisloti na
proménném rozméru /a/
$vykresleni grafu téchto sil na poméru s/h
clc
$pocet krokll v prvnim cyklu
J=41;
$vstupni parametry
E=210000;
1=500;
$parametry prufrezu
h=zeros (1, J) ;
s=zeros (1,J);
Il=zeros(1l,J);I12=zeros(1l,J);I3=zeros(1,J);
Fvl=zeros (1, J) ;Fv2=zeros(1l,J);
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$vektor podilu s/h
gama=linspace(1l,5,J);

J=1;
while j<=J
h(j)=sgrt(50/gama(j));

s (j)=gama (J) *h(J);

$Vypocet - kvadratické momenty prufrezu
I1(3)=(h(J)*s(3)"3)/12;
I2(3)=(s(3)*h(j)"3)/12;

I3(3)=I1(3);

$Eulerovy kritické sily
Fvl(J)=(pi"2*E*I2(j))/1"2;

Fv2 (3)=(pi"2*E*I1(j))/1"°2;

J=3+1;

end

$pocet krokl druhého cyklu

N=21;

%vstupni parametry

a=linspace (150,220,N);

Fv=zeros (1,N);

K=zeros (1,N);

Ch=zeros (1,N);

Fvm=zeros (J,N) ;

Km=zeros (J,N) ;

Chm=zeros (J,N) ;

b=1-a;

%vektor po¢. aproximaci na zakladé céasti 1
B=linspace (1700, 700,J);

%cyklicky vypocet

j=1;

while j<=J

n=1;

while n<=N
J1=I2(j)+(I1(3)-I2(j))*cos(pi*a(n)/1)"2

J2=I2(3);
J3=J1;
syms F positive;

pl=sqrt (F/(E*J1));
p2=sqrt (F/ (E*J2)) ;
p3=sqrt (F/(E*J3));
M=[0, 0, 0, sin(p3*1l), cos(p3*l); sin(pl*a(n)),

sin(p2*a(n)), -cos(p2*a(n)), O,
cos (p2*b(n)),
-p2*cos (p2*a(n)), p2*sin(p2*a(n)
-p2*sin(p2*b(n)), -p3*cos(p3*b(n
D=det (M) ;

derD=diff (D) :

), p3*sin(p3*b(n

0; 0, sin(p2*b(n)),

-sin(p3*b(n)), -cos(p3*b(n)); pl*cos(pl*a(n)),
), 0, 0; 0, p2*cos(p
)

))

2*b(n)),
))1;
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$Newtonova metoda
f=inline (D) ;
fd=inline (derD);

$PocateCni aproximace kritické sily
A=B(J);

%$Pozadovana presnost vypocltu
Eps=1*10"(-1);

%pocatecni hodnoty cyklu
Er=1077;1=0;

while Er>Eps
1=1+1;

Er=A;

A=A- (£ (A)/fd(R));
Er=abs (Er-3) ;
end;

Fv(n)=A;K(n)=i;Ch(n)=Er;
n=n+1;

clear F;

end;

%zapis vysledkt do matic
Fvm (3, :)=Fv;

Km(J, :)=K;

Chm(j, :)=Ch;

J=Jj+1;

clear F pl p2 p3 M D derD f fd;
end;

svypis

disp('Matice krit. sil v zéavislosti na rozméru a: ');
disp (Fvm) ;

disp('Matice poctu krokt vypoctu: ');disp (Km);
disp('Matice chyb v jednotlivych krocich:'");disp (Chm) ;

szapis vektoru kritickych sil

j=1;

V=zeros (1,J);

while j<=J

V(j)=max (Fvm(j,:));

J=J+1;

end

disp('Vektor kritickych sil: ");disp(V);
$Vykresleni grafu 10.1 - treti tada

plot (gama, V)
sgraf 10.2 - druha rada
figure;plot (gama,V./Fk)




