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Anotace

Prdce je zamérena na nastudovani problematiky fuzzy relacnich rovnic a
na ndslednou implementaci ziskanych poznatkiu v podobé sady funkci pro pro-
gramovact jazyk Common Lisp. Implementovdna byla kritéria resSitelnosti fuzzy
relacnich rovnic typu X * R =T a S« X =T, kde * znaci jisty typ skladani
fuzzy relaci, R, S a T jsou dané fuzzy relace a X je nezndmd fuzzy relace. Ddle
byl implementovan vypocet vsech reseni s exportem do xml formdtu pro rovnice
s urcitym typem fuzzy relact.
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1. Uvod

Cilem préace bylo nastudovat a déale naprogramovat teseni fuzzy rela¢nich
rovnic s moznosti zvolit si vlastni strukturu pravdivostnich hodnot a pouzit
4 zakladni typy skladani. Fuzzy rela¢ni rovnice maji uplatnéni v systémech
pracujicich s fuzzy pravidly, které jsou ve tvaru ,Jestlize A, pak B.“, napf.
yJestlize je vysokd teplota, pak se vétrak otaci rychle”. Ukolem je pak najit
aparat, ktery by rozhodoval podle zadanych pravidel. Pokud se na pravidlo
podivame z matematického pohledu, pak lze toto pravidlo piepsat do tvaru
X (A) = B a rozhodovacim apardtem muzeme nazvat funkei X.

Pokud se budeme divat na A a B jako na relace, pak vyraz X(A) = B
muzeme vyjadrit jako fuzzy relac¢ni rovnici ve tvaru A x X = B, kde * znaci
jisty typ skladani. V dalsim textu se budeme zabyvat detailnéjsim vyznamem
tohoto vyrazu, ale nejprve zavedeme nékteré zakladni pojmy z teorie fuzzy mnozin
a jejich vlastnosti. Déle zavedeme nékolik typu fuzzy rela¢nich rovnic, kritéria
feSitelnosti a hledani feseni, a nakonec je popsané naprogramované reseni.

2. Zakladni pojmy

Nez si zavedeme pojem fuzzy mnozina a fuzzy relace, je potieba se podivat, jak
bude vypadat stupnice pravdivostnich hodnot. K tomu bude slouzit reziduovany
svaz, jakozto struktura pravdivostnich hodnot.
2.1. Struktury pravdivostnich hodnot

Definice 2.1. Reziduovany svaz je algebra L = (L, A\, V,®,—,0,1) kde

e (L,A\,V) je svaz s nejmensim prvkem 0 a nejvétsim prvkem 1,

e (L,®,1) je komutativni monoid, tzn. ® je asociativni, komutativni a plati
a®1=a,

e plati podminka adjunkce, tzn.
a<b—c pravé kdyz a ® b < ¢,

pro kazdé a,b,c € L, kde < je usporadani na L indukované operacemi A a
V.

Reziduovany svaz se nazyva uplnyg, pokud je (L, A,V,0,1) uplny svaz a Op-
erace ® nazyvame multiplikaci, — reziduem, A infimem a \V/ supremem.

Podminky kladené na reziduovany svaz vychazi z redlnych potieb, které by
pravdivostni hodnoty mély splnovat, jak je uvedeno v [1].



> PRIKLAD 2.1. Pfedpoklddejme, ze L = [0,1] (interval redlnych ¢isel od 0
do 1), aAnb = min(a, b), aVb = max(a, b) (linedrni usporadani). Pak (L, A, V, ®, —
,0, 1) spolu s nddledujicimi dvojcemi operaci tvoii tplny reziduovany svaz:

e a ®b =max(a+b—1,0), a - b = min(l — a + b,1) (Lukasiewiczova
struktura),

e a®b=min(a+b—1,0),a >b=1,kdyza<baa—b=>b, kdyza > b
(Godelova struktura),

e a®b=a-b,a—b=1kdyza<baa— b=>b/a, kdyz a > b (soucinova
struktura).

V piipadé, ze by L = {0,0.25,0.5,0.75, 1} a byla by zase usporadédna linedrné
(viz obrézek 1.), pak bychom mohli zavést spolu s Lukasiewiczovymi nebo Gode-
lovymi operacemi pétiprvkovou strukturu. Sou¢inové operace v tomto pripadé
nelze pouzit, jelikoz vysledky operaci by nebyly z mnoziny L. O]

{

Obrazek 1. Linearné usporadand mnozina.

> PRIKLAD 2.2. Nyn{ uvazujme L = {0,a,b,c,d, e, 1}. Na obrézku 2. je vidét,
jak by mohla vypadat nelinearné usporddand mnozina (L, V, A). Piiklad operaci
multiplikace a rezidua je uveden v tabulce 1.. O

2.2. Vlastnosti reziduovanych svaza

Nyni uvedeme neékolik potifebnych vlastnosti reziduovanych svazu, které
vyuzijeme u dokazovani vlastnosti fuzzy relacnich rovnic. Ve vSech néasledujicich
vétach budeme uvazovat libovolné a,b,c € L.



Obrézek 2. Nelinedrné usporadana mnozina.
®I0abcdel —0abcdel
0/10000D000O0 0/1111111
al0aaaaaa al0111111
bl|0Oa babadbd bl0elelel
cl0aacccec cl0bbl1111
dl0abcdcd dl0abelel
el0aaccee el0bbdd1l1
110abcdel 1/10abcdel

Tabulka 1. Operace multiplikace a rezidua

Véta 2.1. Pro kazZdy reziduovany svaz plati ndsledujici podminky:

a® (a—b) <b,

b<a— (a®b),

a<(a—b)—0b,

a — b je nejuétsi prvek {cla ® ¢ < b},

a®b je nejmensi prvek {cla < b — c}.
Dikaz. Prvni podminka plyne ptimo z adjunkce

a® (a—b) <b, pravé kdyz a — b < a — b,

coz je pravda, protoze relace < je reflexivni. Druhd a tfeti obdobné plynou z ad-
junkece.
Ctvrta je pravdiva diky tomu, ze

a—be{cla®c<b}

pouzitim prvni podminky. Pokud a ® ¢ < b, pak z adjunkce a komutativity ®
plyne a < ¢ —b.



Pata je pravdiva diky tomu, ze
a®be{cla<b—c}

pouzitim tfeti podminky. Pokud a < b — ¢, pak z adjunkce plyne a ®@ b < c. [

Z predchozi véty je patrné, ze ze zadané operace ® se d4 odvodit operace —
a obraceneé.

Nésledujici véta nam fika, ze operace ® je izotonni v obou argumentech (fakt,
ze je izotoni v prvnim argumentu, vyplyva z komutativity ®) a — je izotonni
v druhém a antitonni v prvnim argumentu.

Véta 2.2. V kaZdém reziduovaném svazu je pravdivé:

jestlize by < by, pak a®b; < a® by,
jestlize by < by, pak a — by < a — by,
jestlize a; < as, pak as — b < ay; —b.

Dikaz. Nejdiive dokazeme prvni 2 tvrzeni. Z adjunkce,

a®b; <a®by, pravée kdyz by <a— (a® by),
a—b <a— by, pravée kdyz a® (a — by) < bs.

Coz je pravdivé diky predpokladu, ze b; < by, a pouzitim predchozi véty

blngSCL%(CL@bQ),
a® (a—by) < by < bo.

Nyni dokazeme treti tvrzeni. Z adjunkce,
ag = b<a, — b, pravé kdyz a; ® (as — b) <b.
Coz je pravdivé diky ptredpokladu, ze a; < as, a pouzitim prvniho tvrzeni a

predchozi véty
a1®(a2—>b)§a2®(a2—>b)§b.

]

Dalsi tvrzeni ndm ukaze vlastnosti multiplikace a rezidua vyhledem k supremu
a infimu.
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Véta 2.3. Nasledugici je pravdivé v kazZdém reziduovaném svazu a pro kazZdou
indexovou mnozinu 1.

a®\/bz = \/(a®b2),

iel el
CL-)/\b,L = /\(CL-)bZ),
el el
icl i€l

Dukaz. Prvni rovnost: Z izotonie @ méame
a®b <a® \/ b;
icl

pro kazdé i € I. Pokud nékteré c je takové, ze a ® b; < ¢ pro kazdé i € I, pak
b < a — ¢, tedy \/iel b; < a — ¢, z ¢ehoz dostavame a ® \/iel b; < c¢. Proto
a ® Ve bi je nejmensi prvek d spliujici @ ® b; < d pro kazdé i € I. A tedy

z definice \/,
iel iel
Druha rovnost: Z izotonie — v druhém argumentu dostavame
a — /\ bfL <a— bl
iel

pro kazdé ¢ € I. Pokud pro nékteré ¢, c < a — b;, pak c® a < b;, tedy c® a <

Nicy bi, coz nam dava ¢ < a — A, b;, tedy
iel iel

Tteti rovnost: Z antitonie — v prvnim argumentu dostavame

\/az—>b§az—>b

el

Vezmeme takové ¢, ze ¢ < a; — b pro jakékoliv ¢ € I. Pak a; < ¢ — b (pouzijeme
dvakrat adjunkci), proto \/,.;a; < ¢ — b, tedy ¢ < \/,.;a; — b, tedy

i€l il
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2.3. Fuzzy mnoziny a fuzzy relace

Fuzzy mnoziny oproti normalnim mnozindm mohou obsahovat prvky jen
v ur¢itém stupni, tedy nemusi je obsahovat tplné, a lze tak pracovat s vagnosti.
Napft. teplota 19 °C miuze patiit do mnoziny vysokych teplot jen z ¢asti, protoze
19°C neni moc vysoka teplota.

Definice 2.2. Nechf L je tiplny reziduovany svaz a X neprazdnd mnoZina.
Pak fuzzy mnozina (nebo také L-mnozina) na X je zobrazeni A : X — L.

Mnoziné X se tika univerzum a A(x) se nazyva stupen prislusnosti x do A.
Fakt, ze A je fuzzy mnozina na X se zapisuje jako A € LX.

Reknéme, ze L = [0,1], X je mnozina viech °C a fuzzy mnozina A obsahuje
vysoké teploty, tedy napt. A(14°C) = 0, A(19°C) = 0,1 nebo A(26°C) = 0, 8.
V piipadé, ze L = {0,1}, pak se mnozina A nazyvéd crisp a jde o klasickou
mnozinu, tedy nékteré teploty by patfily do mnoziny A (A(x) = 1) a byly by
v tom piipadé vysoké a zbyvajici teploty by nepattily do mnoziny A (A(z) = 0)
a vysoké by nebyly.

Definice 2.3. Necht X = X x --- x X,,, potom se fuzzy mnozina (nebo L-
mnozina) na X nazyva fuzzy relace (nebo L-relace) mezi X, Xo,... a X,,. Pokud
n = 2 pak hovotime o bindrni fuzzy relaci.

Jelikoz budeme pouzivat pouze bindrni fuzzy relace, pojmem fuzzy relace
budeme myslet binarni fuzzy relaci. Pro dalsi praci je tfeba si zadefinovat nékolik
operaci s fuzzy relacemi a také jednu relaci mezi fuzzy relacemi. Pro nasledujici
definice budeme uvazovat fuzzy relace R, R' € LA*P a § € LB*C,

Pro fuzzy relace definujeme operace N, U, ™! ndsledovné:

(RN R')(a,b) = R(a,b) A R'(a,b),
(RUR')(a,b) = R(a,b)V R'(a,b),
R Ya,b) = R(b,a),

pro kazdé a € A a b € B. Budeme také potiebovat relaci C mezi fuzzy relacemi
definovanou jako

R C R/, pokud pro kazdé a € A a b € B plati R(a,b) < R'(a,b).

Nyni uvazujme L-relaci R mezi A a B a L-relaci S mezi B a C' a budeme chtit
ziskat relaci R xS mezi A a C'. R % S nazveme kompozici fuzzy relaci R a S a
kompozice fuzzy relaci je tedy zobrazeni x : LAXE x LBXC — [AXC 'V dalsim
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textu budeme pouzivat nasledujici kompozice fuzzy relaci:

(RoS)(a,c) = \/(R(a,b) ® 5(b,c)),

(R<S)(a,c) = \(R(a,b) = S(b,c)),
(Rr> S)(a,c) = /\(S(b, c) = R(a,b)),
beB
(ROS)(a,c) = [\ (R(a,b) > S(b,c)),

beB

pro kazdé a € A,c € C, kde a <> b= (a Ab) — (a VD). Je vidét, ze kompozice o
je komutativni, diky komutativité ®.
Daéle uvedeme nékolik vlastnosti kompozic fuzzy relaci.

Véta 2.4. Pro libovolné R € LA*F o S € LB*C plati:

(RoS)™ = S'oR™,

(R<aS)™ = S'>R

(R>9)" = S'<R™
(ROS)™ = S'OR™

Diikaz. Uvedeme pouze dukaz druhé rovnosti:

(R<18)(c.a) = (R<18)(a,c) = /\ R(a,b) = S(b,c) =

beB
= /\ R7Y(b,a) = S (c,b) = (S7' > R (c, a).
beB
Dukazy zbyvajicich rovnosti jsou obdobné. O]

Je jednoduse vidét, ze ROS = (R<1S)N(R>.S) a navic z predchozich rovnosti
plyne R> S = (S7! <« R7!)~. Proto jako zdkladn{ skldddn{ relac{ muzeme brat
oa <.

Dalsi véta nam iikd, ze kompozice o je izotonni v obou argumentech (fakt,
ze je izotoni v prvnim argumentu, vyplyvd z komutativity o) a < je izotonni
v druhém a antitonni v prvnim argumentu.

Véta 2.5. Pro libovolné R, Ry, Ry € LB 0 S,S,, S, € LB*C plati:

Jestlize S1 C Sy, pak RoSy; C RoS;.
Jestlize S1 C Sy, pak R<1S, C R<S5,.
Jestlize Ry C Ry, pak R1 <SS C Ry < S.
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Diukaz. Vsechna tvrzeni plati diky vété 2.2.; tedy

(Ro S)(a,c) =\/(R(a,b) @ Si(b,c)) €

beB
C \ (R(a,b) & Sy(b,)) = (Ro Sa)(a, 0).
beB
Dukazy ostatnich tvrzeni se provedou obdobné. O]

Véta 2.6. Pro libovolné R, R; € LB 0 S,S; € LB*C, kde i € I, plati:

(JR)os = JRio9),

Ro(Js) = Utres).
Ra(()S) = [(R<S),
(JRr)<s = [(Ri<9).

Diikaz. Vsechny rovnosti jsou dusledky véty 2.3.; tedy

[((JR) o S)(a,c) = \/ (\/ Ri(a,b) @ S(b,c)) =

i€l beB iel
:\/\/ i(a,b) ® S(b,c)) \/\/ i(a,b) ® S(b,c)) =
beB iel i€l beB
= JIRio S)(a,c).
iel
Stejné by se provedly dukazy pro ostatni rovnosti. m

3. Fuzzy rela¢ni rovnice

Situace je nasledujici: mame fuzzy relace R,S a T' a zname R a T a snazime
se najit S tak, aby platilo R xS = T nebo zname fuzzy relace S a T" a chceme
najit R.
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Definice 3.1. Necht R € L*X*Y S € LY*Z T € LX*Z jsou fuzzy relace.
Pro danou R a T, odvod S, pro kterou plati

R % .S je rovna T.
Nebo také, pro danou S a T, odvod R. Pak
XxS=T R« X=T

znacime fuzzy relacni rovnici s nezndmou relaci X.

Oznacme fuzzy relacni rovnici pismenem &, a pak pro rovnici £ typu XS =T
budeme mnozinu vech relacif X € LA*8 které vyhovuji rovnici £, znacit Sols(&),
tedy

Sols(£) = {X € LB X xS =T}.

Obdobné pro rovnici € typu R* X = T budeme mnozinu véech relaci X € LB*,
které vyhovuji rovnici £, znacit Sols(E), tedy

Sols(£) = {X € LP*C|Rx X =T}.

Jelikoz [J a > 1ze vyjadrit pomoci <1 a dale plati, ze Ro X =T je ekvivalentni
sX tToR!'=T"1 R>X=Tijeeckvivalentni s X ' <R ' =T} X>S=T
je ekvivalentni s S~ <t X! = T~! pak vSech 8 typt fuzzy rela¢nich rovnic lze
redukovat pouze na 3 typy X oR=T, X 1S=TaR<1X=T.

3.1. Struktura reSeni

Je znamo, ze linedarni kombinace feSeni soustavy homogennich linearnich
rovnic je zase TeSeni této soustavy. Proto mnozina vSech teseni tvoii vektorovy
prostor. Nyni uvazujme podobnou otazku pro fuzzy rela¢ni rovnice.

Véta 3.1. Necht & je fuzzy relaéni rovnice typu X o S = T. Pak pro kaZdé
1 € I plati, Ze
pokud R; € Sols(&y), pak | J R; € Sols(&1).

el

Diikaz. 7 predpokladu méme R; € Sols(&;) pro kazdé i € I, tedy R0 S =T
pro kazdé ¢ € I. Pak plati

T:U(RiOS):URiOS,

el i€l

a proto | J;c; Ri € Sols(&y). O
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Véta 3.2. Necht & je fuzzy relacni rovnice typu X < S = T. Pak pro kaZdé
1 € I plati, Ze
pokud R; € Sols(&,), pak | J R € Sols(&y).

el

Diikaz. 7 predpokladu mame R; € Sols(&;) pro kazdé i € I, tedy R; < S =T
pro kazdé ¢ € I. Pak plati

a proto | J;c; Ri € Sols(&y). O

Véta 3.3. Necht & je fuzzy relaéni rovnice typu R <1 X = T. Pak pro kazdé
1 € 1 plati, Ze
pokud S; € Sols(&s), pak ﬂ S; € Sols(&3).

el

Diikaz. 7 predpokladu méme S; € Sols(&;) pro kazdé i € I, tedy R<1S; =T
pro kazdé ¢ € I. Pak plati

iel iel
a proto (),c; Si € Sols(&3). O
Predchozi vety ukazuji, ze pro &1, & a &s, definované v prislusnych vétach,
Sols(&;) tvoil uplny spojovy polosvaz, Sols(&) tvoil dplny spojovy polos-
vaz a Sols(&;) tvori uplny prusekovy polosvaz (kdykoliv piislusna Sols(&;) je
neprazdnd), vse s ohledem k relaci C.

Nyni potfebujeme védét zpusob, jak popsat vsechna feseni z daného polosvazu
a k tomu ndm pomuzou néasledujici véty.

Véta 3.4. Necht &, je fuzzy relacni rovnice typu X oS = T a R, Ry €
Sols(&y) jsou libovolnd dvé Tesent fuzzy relacni rovnice E1 pro které plati, Ze Ry C
Rs. Pak pro libovolnou fuzzy relaci R' € LA*B plati, Ze

jestlize Ry C R' C Ry, pak R' € Sols(&,).

Dikaz. Véta je dusledkem véty 2.5.,
T=RoSCRoSCRyoS=T,
z ¢ehoz plyne R o S =T, tedy R' € Sols(&;). O
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Véta 3.5. Necht &, je fuzzy relacni rovnice typu X < S = T a Ry, Ry €
Sols(&;) jsou libovolnd dvé Tesent fuzzy relacni rovnice Ey pro které plati, Ze Ry C
Rs. Pak pro libovolnou fuzzy relaci R' € LA*B plati, Ze

jestlize Ry C R' C Ry, pak R' € Sols(&,).

Dukaz. Tvrzeni plyne z véty 2.5.,
T=R aSCRAaSCRy<S=T,
pak R’ <1S =T, coz znamend, ze R’ € Sols(&). O
Véta 3.6. Necht 3 je fuzzy relacni rovnice typu XoS =T a Sy, Sy € Sols(Es)

jsou libovolnd dvé tesent fuzzy relacni rovnice E3 pro které plati, Ze S1 C Sy. Pak
pro libovolnou fuzzy relaci S' € LA*B plati, e

jestlize S; C S C Sy, pak S’ € Sols(&3).

Dikaz. Véta vyplyva z vety 2.5.,
T:RQSQQRQSIQRQSHZT,

tedy R < S" =T, coz znamend, ze S" € Sols(&3). O

Pokud jsme tedy schopni vypocitat nejvétsi feseni R a viechna minimdalni
feseni R; pro rovnice & a & a nejmensi Feseni S a viechna maximalni Fegent S'Z
pro rovnici &, pak diky predchozim tvrzenim muzeme popsat strukturu vsech
feseni jako

Sols(&;) = | R € L™P|R, C R C R},
Sols(&,) = | {R € L™P|Ri C R C R},

Sols(&5) = [ J{S' e LP*9SC & C St

i

V nésledujicich kapitolach se budeme zabyvat hledanim téchto extremélnich
feSeni.
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3.2. Kritéria resitelnosti
Nyni ukdzeme kritéria fesitelnosti fuzzy relac¢nich rovnic, tak jak jsou popsana

v [1].

Veéta 3.7. Fuzzy relacni rovnice X o S = T md teSeni, prdvé tehdy kdyz
(S<T Y71 je resent.

Diikaz. Musime ukdzat, ze pokud X oS = T m4 feseni, pak (S<<T~!)! je feseni.
Nejdifv si v§imnéme, ze (S <<T')1oS CT.

(S<T ")t oS(a,b) =
- \/ S(b, c) ®(/\ S(b,d) — T(a,c)) <

beB ceC
< \/ Sb,0)®(S(b,c) = T(a,b)) < T(a,c)

Navic pokud R je feseni X o S =T, potom pro kazdé a € A a b € B,

/\ R(a,b) ® S(b,c) < T(a,c),

yey
a proto, pouzitim adjunkce, pro kazdé y € Y méame R(a,b) < S(b,c¢) — T(a,c),
tedy R(a,b) < .o S(b,c) = T7'(c,a), coz znamend R(a,b) < S <T7!
tedy R C (S <T7!)~!. Tedy méme
T=RoSC(S<aT ) 'oSCT,
tedy (S <1771t oS =T dokazuje, 7e (S <1 T~)~! je feSeni. O

Véta 3.8. Fuzzy relacni rovnice X 1S = T ma tesent, prdave tehdy kdyz
(T <871 je resent.

Diikaz. Musime ukazat, ze pokud X <1.S = T m4 feseni, pak (T <1.S™!) je Fesend.

Nejdifv si véimnéme, ze T C (T <1 S71) <1 S. Opravdu, z definice a pouzitim

adjunkce, T C (T' <1 S71) <1 S je pravdivé, pravé kdyz pro kazdé a, b, ¢ madme
T(a,c) @ (T <15 (a,b)) < S(b,c),

coz je pravda:

T(a,c)® (T <S5 a,b)) < T(a,c) @ (T(a,c) = S(b,c)) < S(b,c).
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Navic pokud R je feseni X <1 S =T, potom pro kazdé a € A ab e B,

T(a,c) < /\ R(a,b) = S(bc),

a proto pouzitim adjunkce pro kazdé b € B mame R(a,b) < T(a,c) — S(b,c),
tedy R(a,b) < Ao T(b,c) = S7(c,b), tedy R C T <.5~!. Mame tedy

TC(Tr<1SH<SCRaS=T,

tedy (T'<1 S71) <8 =T dokazuje, ze (T <1.S™') je feSeni. O

Véta 3.9. Fuzzy relacni rovnice R 1 X = T md reSeni, pravé tehdy kdyz
(R~ o T) je resent.

Diikaz. Musime ukdzat, ze pokud R <1 X = T m4 feseni, pak (R~ oT) je feseni.
Nejdifv si vimnéme, ze T C R<1 (R oT). Opravdu, T C R< (R 'oT) je
pravdivé, pravé kdyz pro kazdé a, b, ¢ mame T'(a,c) ® R(a,b) <t (R~ o T)(b,c),
coz je evidentné splnéno. Navic, pokud S je feSeni R <1 X =T, potom pro kazdé
a€Aabe B,

T(a,c) < /\ R(a,b) = S(b,c),

a tedy, pouzitim adjunkce, pro kazdé b € B mame R(a,b) ® T'(a,c) < S(b,c),
tedy Ve B1(b,a) @ T(a,c) < S(b,c), tedy R™' o T C S. Mdme tedy

TCRa(R ' oT)C R4S =T,
tedy R<1 (R™' oT) =T dokazuje, ze (R™! o T je feseni. O
Predchozi dikazy ndm tikaji ze, pokud X oS = T' m4 feSeni, pak (S<1T~1)~!
je nejvétsi fesend; pokud X <1.S = T mé feseni, pak (T' <1 S™1) je nejvétsi Fesent;
pokud R <1 X =T m4 feseni, pak (R~ o T) je nejmens{ feSeni.

Déle pro tplnost uvedeme kritéria resitelnosti pro ostatni typy fuzzy relacnich
rovnic, které vychazi z faktu, ze je lze prevést na typy z predchozich vét.

Veéta 3.10. Fuzzy relacni rovnice R o X = T mad resent, pravé tehdy kdyz
(R7' < T) je resent.

Véta 3.11. Fuzzy relacni rovnice R > X = T md reseni, pravé tehdy kdyz
T < R)™! je Fesend.
( j
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Véta 3.12. Fuzzy relacni rovnice X > S = T md tesent, pravé tehdy kdyz
So T H71 je Fesent.
( j

Veéta 3.13. Fuzzy relacni rovnice XIS = T md resSent, pravé tehdy kdyz
(T<aS™HN(SoT™H! je resend.

Véta 3.14. Fuzzy relacni rovnice RUX = T md resent, pravé tehdy kdyz
(R'oT)N(T 1< R)™! je resend.

3.3. Minimalni reSeni

Pokud uspofddand mmozina pravdivostnich hodnot (L,A,V) je linedrné
usporadand (tzn. pro kazdé a,b € L plati bud a < b, nebo b < a), pak pro fuzzy
rela¢ni rovnici lze vypoéist i mnozinu minimalnich (maximélnich) feseni. V této
kapitole budeme tedy ptredpoklddat, Ze pravdivostni hodnoty v reziduovaném
svazu jsou linedrné usporadané. Pfi vypoctu se vychazi z metod uvedenych v [4].

Nejprve si zavedeme operace, které budeme pozdéji potiebovat :
a+b = NceLp<a®c},
aOb = /\{cEL|c—>b§a},
aOb = \/{CGL\a—>c§b}

Nyni predpoklddejme rovnici ve tvaru

V(X(0)©50) =T,

beB

kde S € LB, 7 € L a tkolem je vypoéitat X € LP. Rovnice by se dala piepsat
do tvaru s fuzzy relacemi a to nésledovné: XoS = T, kde X € L1a}*B g ¢ [Bx{c}
T € Liebe} a pro kazdé b € B plati X (b) = X (a,b), S(b) = S(b,c) aT = T(a,c).
Pak jsme schopni zjistit nejvétsi feseni (viz 3.2.). Jak zjistit vSechna minim&ln{
reSeni nam tika nasledujici tvrzeni.

Lemma 3.1. Pokud rovnice ve tvaru \/,.5(X(b)®@S(b)) = 7 je Tesitelnd, pak
minimalni resent jsou proky mnoZiny

O = {M, € LP|r < S(k) a M, C G},

kde G je mejuétsi reseni a fuzzy mnoZina My pro k € B je definovdana jako

[ S(k)y—>T prob=k
Mi(b) = { 0 jinak ’
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Déle uvazujme soustavu rovnic
Ee i Vyep(X(b) © 5:(b) = 7o,

kde S. € LB, 7. € L pro kazdé ¢ € C a tikolem je opét vypocitat X € LB.
Tato soustava by se opét dala prepsat tvaru s fuzzy relacemi a to nasledovneé:
XoS =T, kde X € LIe2xB g ¢ [BxC T ¢ [13xC 4 pro kazdé b € B a
c € C plati X(b) = X(a,b), S.(b) = S(b,c) a 7. = T(a,c). Pak jsme opét schopni
zjistit nejvétsi feseni, a jak zjistit vSechna minimalni feSeni, nam tika nasledujici
tvrzeni.

Lemma 3.2. Pokud soustava rovnic ve tvaru E. : \/ . 5(X(b) ® S.(b)) = 7,
kde c € C, je resitelnd, pak je Tesitelnd kazdd z rovnic E. a minimdlni reseni jsou
manimdalni proky mnoZiny

P={|{JNJN.€O. aN.CG},
ceC

v/ v

kde G je nejvétsi resent a O, je mnoZina minimdlnich Teseni rovnice E..

Nyni vSe vyjadiime fuzzy relacemi:
e (G je nejvétsi feSeni fuzzy relacni rovnice X o S =T
e O,.={M;,. € LP|T(a,c) < S(k,c) a My.(b) C G(a,b) pro kazdé b € B}

S(k,c) » 1 rob==k
¢ Mk’c(b):{ ( O> inak

e P, je mnozina minimélnich prvka mnoziny

{{J NaclNac € O & Noo(b) € G(a,b) pro kazdé b € B},
ceC

Z predchozich tvrzeni mtuzeme nakonec vyslovit:

Veéta 3.15. Pokud fuzzy relacni rovnice X o S =T md tesent, pak vSechna
minimdalni resent jsou ddana mnozZinou

R={X € L*B|X(a,b) = Qu(b) a Q, € P,}.

Déle predpokladejme rovnici ve tvaru

N\ (X () = S(b) =,

beB
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kde S € LP, 7 € L a tkolem je vypoécitat X € LP. Rovnice by se dala piepsat
do tvaru s fuzzy relacemi a to néasledovné: X <5 = T, kde X € LIxB g ¢
LBt T e [Llabde} 4 pro kazdé b € B plati X(b) = X(a,b), S(b) = S(b,c) a
7 = T'(a, c). Pak jsme schopni zjistit nejvétsi feseni (viz 3.2.). Jak zjistit vSechna
minimaln{ feseni nam fika nasledujici tvrzeni.

Lemma 3.3. Pokud rovnice ve tvaru J\,.5(X(b) — S(b)) = 7 je resitelnd,
pak mainimdlni resent jsou prvky mnoZiny

O={M, c LP|S(k) <1 aM,CG},

v/ v

kde G je mejvétsi reseni a fuzzy mnoZina My pro k € B je definovana jako

_fTtOSKk) prob=k
Mi(b) = { 0 Jinak '

Déle uvazujme soustavu rovnic

Ee: Nyep(X(0) = 5:(0) = 7o,

kde S, € LP, 7. € L pro kazdé ¢ € C a tikolem je opét vypocitat X € LP.
Tato soustava by se opét dala prepsat tvaru s fuzzy relacemi a to nasledovné:
XoS =T,kde X € LIs}xB g ¢ [BxC T ¢ [13xC 4 pro kazdé b € B a
c € C plati X(b) = X(a,b), S.(b) = S(b,c) a 7. = T(a,c). Pak jsme opét schopni
zjistit nejvétsi feSeni, a jak zjistit vSechna minimalni feseni, ndm tika nasledujici
tvrzeni.

Lemma 3.4. Pokud soustava rovnic ve tvaru E. : \,c (X (b) — Sc(D)) = 7,
kde ¢ € C, je resitelnd, pak je Tesitelnd kazdd z rovnic E. a minimdlni reseni jsou
manimalni proky mnoZiny

P={{JNJN.€O. aN.CG},
ceC

v/ v

kde G je nejvétsi resent a O, je mnoZina minimdlnich Teseni rovnice E..

Nyni vSe vyjadiime fuzzy relacemi:
o (G je nejvétsi feSeni fuzzy relaéni rovnice X <5 =1T.
e O,.={M;,. € LP|S(k,c) <T(a,c) a My.(b) C G(a,b) pro kazdé b € B}

T(a,c) O S(k,c rob==k
.Mk’c(b):{ ( )() () inak
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e P, je mnozina minimélnich prvkt mnoziny

{{J NaclNac € O & Noo(b) € Gla,b) pro kazdé b € B}
ceC

Z predchozich tvrzeni muzeme nakonec vyslovit:

Véta 3.16. Pokud fuzzy relacni rovnice X 1S =T md reSent, pak vSechna
minimalni resent jsou dana mnozZinou

R={X € L*P|X(a,b) = Qu(b) a Q, € P,}.
Déle predpokladejme rovnici ve tvaru

N (RE) = X (1) =T,

beB

kde R € LB, 7 € L a tikolem je vypocitat X € LP. Rovnice by se dala prepsat
do tvaru s fuzzy relacemi a to nasledovné: R << X = T, kde R € LIsxB X ¢
LBt T e plabdet a pro kazdé b € B plati R(b) = R(a,b), X(b) = X(b,c) a
7 = T'(a, ¢). Pak jsme schopni zjistit nejmensi feseni (viz 3.2.). Jak zjistit vSechna
maximalni feSeni nam fika nasledujici tvrzeni.

Lemma 3.5. Pokud rovnice ve tvaru /\,.z(R(b) — X (b)) = 7 je Tesitelnd,
pak maximdlni resent jsou prvky mnoZiny

O ={M, € LP|(R(k) - 0) <7 a K C M},

v/ v

kde K je nejmensi reseni a fuzzy mnoZina My pro k € B je definovdna jako

_J Rk)OT prob=k
M (b) = { 1 jinak '

Déle uvazujme soustavu rovnic

E, : /\beB(Ra<b) — X(b) = 7a,

kde R, € L®, 7, € L pro kazdé a € A a tikolem je opét vypocitat X € LB.
Tato soustava by se opét dala prepsat tvaru s fuzzy relacemi a to nasledovné:
R<aX =T,kde R e LB, X € LB T ¢ LAY a pro kazdé a € A a
b € B plati R,(b) = R(a,b), X(b) = X(b,c) a 7, = T(a,c). Pak jsme opét
schopni zjistit nejmensi TeSeni, a jak zjistit vSechna maximalni reSeni, nam tika
nasledujici tvrzeni.

23



Lemma 3.6. Pokud soustava rovnic ve tvaru E, : \,c5(Ra(b) = X (b)) = 74,
kde a € A, je resitelnd, pak je resitelnd kaZdd z rovnic E, a maximdilni reSent
jsou maximalni proky mnoziny

P ={()NalN. €0, a K C N},
a€A

v/ v

kde K je neymensi reseni a O, je mnozina mazximdlnich reseni rovnice E,.

Nyni vSe vyjadiime fuzzy relacemi:
e K je nejmensi feseni fuzzy rela¢ni rovnice R<1 X =T.

e 0,. = {M,, € LP|(R(a,;k) — 0) < T(a,c)aK(bc) C
M, x(b) pro kazdé b € B}

. (b) = R(a,k) O T(a,c) prob=k
ak\") 1 jinak
e P, je mnozina minimalnich prvka mnoziny

{() Nac|Na € Oac a K(b,¢) C Nyo(b) pro kazdé b € B}.

a€A

7 predchozich tvrzeni muzeme nakonec vyslovit:

Véta 3.17. Pokud fuzzy relacni rovnice R <1 X =T ma reseni, pak vSechna
mazimdlni resend jsou ddna mnozinou

S ={X € L”IX(b¢c) = Qu(b) a Q. € P.}.

3.4. Shrnuti

Dovédéli jsme se, ze vSechna TeSeni dané fuzzy rela¢ni rovnice tvoii spojovy
(prusekovy) polosvaz, za jaké podminky je rovnice fesitelnd, a ze ona podminka
nam iikd, jak vypadd nejvétsi (nejmensi) teseni. Déle pokud je reziduovany
svaz linedrné usporadany, pak jsme schopni vypocitat mnozinu minimalnich
(maximadlnich) feseni, a jelikoz jsme si dokazali, a tedy vypocitat vSechna teSeni
dané fuzzy relacni rovnice. Nakonec uvedeme piiklad pro demonstraci vypoctu
vSech teSeni.

> PRIKLAD 3.1. Uvazujme pétiprvkovou Lukasiewiczovu strukturu jako
reziduovany svaz, A = {1}, B = {1,2,3}, C = {1,2} a mé&jme

0.75 0.5
S=1025 0.75 T
0.5 0.25

(0.5 0.5)
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a chceme vypocitat vsechna teseni fuzzy relacni rovnice
XoS=T

. Nejprve podle véty 3.7. ovérime, jestli je rovnice TeSitelna.
-1

A 0.75 05 05
R = (S<aTH) ' =[]025 075 <<0‘5> =
0.5 0.25 '
= (0.75 0.75 1)
) 0.75 05
RoS = (075 0.75 1)o 025 0.75| = (05 0.5) =T
0.5 0.25

Rovnice je tedy ftesitelna, a jelikoz je pétiprvkova Lukasiewiczova struktura
linearné usporadana muzeme vypocitat mnozinu miniméalnich feseni. Abychom
ji ale mohli vypocitat potfebujeme védét, jak vypadaji mnoziny O; 1, O12 a P;.
O1p = {(075 0 0),(0 0 1)}
O12 = {(O 0.75 O)}
P = {(0.75 0.75 0),(0 0.75 1)}

Minimalni feSeni jsou tedy podle véty3.15.
Ry = (075 0.75 0) a
Ry, = (0 075 1).
Nakonec mnozina vSech feseni je
| (R e L*P|R, C R C R}
ie{1,2}

a je zobrazena na obrazku 3.. [

4. Uzivatelska prirucka

Fuzzy relac¢ni rovnice jsem implementoval jako sadu funkci pro programovaci
jazyk Common Lisp.

Funkece si je mozné vyzkouset v programu LispWorks Personal Edition 6.0.1,
ktery lze zdarma stahnout na http://www.lispworks.com/downloads/. Nejprve
je potfeba nacist funkce. Nacteni se provede napsanim vyrazu (load <cesta
k souboru load.lisp>) do Listeneru a néaslednym potvrzenim. Pak je uz mozné
v Listeneru vyhodnocovat funkce pro feseni fuzzy relacnich rovnic.

V nasledujicim textu budu popisovat argumenty funkce s n argumenty
nasledovné: (ndzev funkce <popis 1. argumentu> <popis 2. argumentu>
.. . <popis n-tého argumentu>).
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((0.75 0.75 1))

[((0.75 0.75 0.75)) |

o

((0.5 0.75 1))

[((0.75 0.75 0.5)) |

[((0.75 0.75 0.25)) | ((0.25 0.75 1))

((0.75 0.75 0)) ((0 0.75 1))

Obrazek 3. Usporddand mnozina vSech feSeni fuzzy relacni rovnice

4.1. Reziduovany svaz

Zékladem je reziduovany svaz, ktery je ulozen v globalni proménné
xres-latticex*. Nacitat jiné struktury lze pomoci (make-res-lattice <retézec
se zakodovanym usporadanim> <retézec se zakodovanou multiplikaci> <wvelikost
svazu>). Format zakddovani vychazi z [3].

Predpokladame, ze mnozina pravdivostnich hodnot obsahuje 0 a 1 jako ne-
jmensi a nejvétsi prvek a dalsi prvky svazu jsou kédovany velkymi pismeny
A,B,... Usporddani < na L = {0,A,...,1} je kédovano jako vektor obsahujci
0 a 1 reprezentujici hodnoty ve vnitinim trojihelniku horni trojihelnikové mat-
ice sousednosti, ve které radky a sloupce odpovidaji prvkum z L v nasledujicim
poradi: 0, A, ..., 1. Prvnich n—3 hodnot v zakdédovani urcuje jestli A<B,
A<C, A<D,...; dalsich n—4 hodnot v zakédovani urcuje jestli B<C, B<D,...,
a tak dale. Multiplikace ® je kédovana vektorem vysledki a ® b, ve kterém
preskocime trivialni vysledky jako a®0, a®1, atd. Navic diky komutativité ®, vek-
tor obsahuje pouze vysledky a ® b, kde a < b. Prvnich n—2 hodnot v zakédovani
urcuje vysledky operaci A®A, A®B, ARC, .. .; dalsich n—3 hodnot v zakdédovani
urcuje vysledky operaci B®B, BRC, ..., a tak déle.

> PRIKLAD 4.1. Chceme  zakédovat — pétiprvkovy — reziduovany — svaz
s usporadanim a multiplikaci danymi v tabulce 2.. Pak zakédovani uspotradani
je 101 a zakodovani multiplikace je 00ABCD. O]

Ptipustné pravdivostni hodnoty jsou ulozeny v seznamu v globalni
proménné *truth-degs*. Poradi hodnot v seznamu odpovida zakédovanym tab-
ulkdm. V pripadé tabulky 2. a seznamu ’(f d x 6 9) v globalni proménné
xtruth-degs* by napf. hodnota d odpovidala hodnoté A v tabulce a hodnota
9 by odpovidala hodnoté 1 v tabulce. Je dulezité, aby seznam v proménné
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Obrazek 4. Usporddana mnozina, ktera obsahuje 216 teseni.

xtruth-degs* byl tak dlouhy, jako je velikost reziduovaného svazu. K dispozici je
funkce (truth-degs <welikost seznamu>), ktera vygeneruje >(0 A B C ...1),
kde délka seznamu je z rozsahu 2-28, coz muze slouzit jako seznam piipustnych
pravdivostnich hodnot.

> PRIKLAD 4.2. Prostredi s pétiprvkovovou Godelovou strukturou, kde L =
{0,0.25,0.5,0.75,1}.

(let ((xres-lattice* (make-res-lattice "111""AAABBC"5))
(xtruth-degs* ’(0 0.25 0.5 0.75 1)))
)

4.2. Fuzzy relace

Fuzzy relace se vytvaii pomoci funkce (rel-02i <matice>), jejiz argument
je matice reprezentujici relaci. Matice je definovana jako seznam radku, kde
kazdy tadek je seznam pravdivostnich hodnot z *truth-degs*. Opacny proces,
tedy z fuzzy relace na matici, lze provést funkci (rel-i2o <fuzzy relace>).
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<|0 A B C 1 ®|0 A B C 1
of(1 1 1 1 1 00 0 0 O O
AjJO0O 11 0 1 A0 0O O A A
B|{o o 1 1 1 B|0O O/B C B
c|o0 0 0 1 1 C|0 A C D C
1170 0 0 0 1 D|0O A B C 1

Tabulka 2. Tabulka se zvyraznénym zakoédovanim reziduovaného svazu.

Fuzzy relace lze skladat pomoci (circ R S) pro Ro S, (subp R S) pro R < S,
(supp R S) pro Rr> S a (sqr R 8) pro RLIS.

> PRIKLAD 4.3. Vypocteni fuzzy relace vzniklé slozenim dvou fuzzy relaci,
kde struktura pravdivostnich hodnot je stejnéd jako ptedchozim piikladé.

0 0.25 o 05 075 1
0.5 0.5 0 025 0.75

(let ((*res-lattice* (make-res-lattice "111""AAABBC"5))
(xtruth-degs* ’(0 0.25 0.5 0.75 1))
(r1 (rel-o2i ’((0 0.25) (0.5 0.5))))
(r2 (rel-o2i ’((0.5 0.75 1) (0 0.25 0.75)))))
(rel-i2o (circ r1 r2)))

4.3. ReSeni fuzzy relacnich rovnic

Funkce pro feseni fuzzy rela¢nich rovnic je (solve <sklidand fuzzy relace>
<wvysledna fuzzy relace> <klic :left nebo :right podle toho na které strané
je mezndmd fuzzy relace> <jeden z klicu :circ, :subp, :supp, :sqr podle typu
skldddni>) .

> PRIKLAD 4.4. vyfeSeni (nalezeni nejvétsiho feseni) fuzzy relacni rovnice
Yo 05 075 1Y\ (0 025
0 025 075) \05 05

(let ((*res-lattice* (make-res-lattice "111""AAABBC"5))
(xtruth-degs* ’(0 0.25 0.5 0.75 1))
(r1 (rel-o2i ’((0.5 0.75 1) (0 0.25 0.75))))
(r2 (rel-o02i ’((0 0.25) (0.5 0.5)))))
(rel-i2o0 (solve rl r2 :left :circ)))
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4.4. Minimalni a vSechny reSeni fuzzy relaéni rovnice

Pokud reziduovany svaz je linedrné uspotadany, lze vypocitat seznam
minimalnich feseni funkci (offshoots <sklidand fuzzy relace> <wvyslednd fuzzy
relace> <kli¢ :left nebo :right podle toho na které strané je nezndmd fuzzy relace>
<jeden z klicu :circ, :subp, :supp, :sqr podle typu skladdani>) a seznam vsech
feSeni funkci (all-sols <sklddand fuzzy relace> <wvyslednd fuzzy relace> <klic
:left nebo :right podle toho na které strané je mezndmd fuzzy relace> <jeden z
klici :cire, :subp, :supp, :sqr podle typu skladani>).

> PRIKLAD 4.5. nalezeni vSech feSeni fuzzy relacni rovnice
Yo 05 075 1Y\ (0 025
0 025 075) \0.5 05

(let ((*res-lattice* (make-res-lattice "111""AAABBC"5))
(¥truth-degs* ’(0 0.25 0.5 0.75 1))
(r1 (rel-o02i ’((0.5 0.75 1) (0 0.25 0.75))))
(r2 (rel-o02i ’((0 0.25) (0.5 0.5)))))
(mapcar ’rel-i2o (all-sols rl r2 :left :circ)))

]

Funkci (latvisxml <cesta k souboru> <sklidand fuzzy relace> <wyslednd
fuzzy relace> <klic¢ :left nebo :right podle toho na které strané je nezndmd fuzzy
relace> <jeden z klicu :circ, :subp, :supp, :sqr podle typu sklddini>), lze vy-
generovat soubor obsahujici relaci pokryti mnoziny vSech feSeni fuzzy relacni
rovnice v xml formatu. Soubor jde oteviit v programu LatVis verze 0.5.3 [5], ktery
umi zobrazit usporadanou mnozinu vsech feSeni. VSechny obrazky v této praci
jsou vytvorené pomoci programu LatVis. Na obrazku 3. je zobrazena usporadand
mnozina vSech feSeni fuzzy rela¢ni rovnice. Format vygenerovaného souboru je
znazornén nize.

<?xml version="1.0"7>

<ordered_set data_type="array">

<elements>

<element id="1"name="matice prvntho TeSent'">
</element>

<element id="n'"name="matice n-tého Te3eni">
</element>
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</elements>

<orders>

<order>

<pred id="1id Te3ent a"/>

<succ id="1%d Te3eni pokryvajici Telent a"/>
</order>

</orders>
</ordered_set>

5. Dokumentace zdrojového kédu

Sada funkei pro programovaci jazyk Common Lisp byla vytvorena v prostiedi
LispWorks Personal Edition 6.0.1 na opera¢nim systému Windows 7 Home Pre-
mium SP1. Jinde odzkousena nebyla.

5.1. Reziduovany svaz

Reziduovany svaz je ve formé tiidy residuated-lattice a pii vytvofeni
instance se vytvori tabulky vSech operaci. Je zde pouzito liné vyhodnocovani,
tedy vypocitani hodnoty se provede, az pii ptistupu na dané misto v tabulce.
Pouziti liného vyhodnoceni je vhodné, jelikoz ne vzdy se pouziji vSechny oper-
ace mezi vSemi prvky reziduovaného svazu a vypocet je v pripadé vétsich rezid-
uovanych svazu je docela naroény. Hodnoty v tabulce jsou cisla od 0 do ve-
likosti svazu zmenseného o jednicku reprezentujici hodnoty ze svazu jako indexy
do tabulky. Déle uz jen struc¢ny vycet hlavnich funkci pracujicich s reziduovanym
svazem:

e (lat-<= a b res-lat) — relace a < b

e (lat->= a b res-lat) — relace a > b

otimes a b res-lat) — operace a ® b
res a b res-lat) — operace a — b
inf a b res-lat) — operace a A b

sup a b res-lat) — operace a \V b

load-lattice file lattice-size) — viz 4.1.

(
(
(
(
(
(
(
(

make-res-lattice str-order str-mult size) — viz 4.1.
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5.2. Fuzzy relace

Fuzzy relace je reprezentovana tiidou fuzzy-relation, kterd nese informace
o matici, kterd ji reprezentuje, a reziduovaném svazu, z néhoz jsou hodnoty
v matici. Hodnoty jsou stale reprezentovany indexy do tabulky. Operace skladani
jsou popsany v 4.2..

5.3. Fuzzy rela¢ni rovnice

Funkce pro praci s fuzzy relacnimi rovnicemi jsou jiz popsany v 4. a k vypoctu
se vyuziva pouze poznatku z 3..

Za zminku stoji pouze vypocet relace pokryti pro vystup do xml, ktery je im-
plementovéan naivnim zpusobem, kdy se postupuje od minimélnich (maximalnich)
feseni k nejvétsimu (nejmensimu) a pro kazdé feseni se pocitaji vsichni horni
(doln{) sousedé. Pak se pro kazdého hornitho (dolniho) souseda zjistuje, jestli uz
byl nékdy predtim vypocitan, a v tom piipadé se zaregistruje s novym ID, a pak
se piifadi jako horni (dolni) soused jeho ID.
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Zaveéer

Vysledkem je sada funkci pro feSeni fuzzy relacnich rovnic, ktera se da
pouzit pro teoretické tucely, nebo pro konstrukci jednoduchého fuzzy rela¢niho
systému. Dalsim vylepSenim by bylo naprogramovéani vypoctu pribliznych fesent,
omezenych feSeni nebo feseni fuzzy rela¢ni rovnice typu R+ X xS =T
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Conclusions

The result is set of functions for solving fuzzy relational equations which may
be used for theoretical purposes or for construction of a simple fuzzy relational
system. Further improvement could be to program the computation of approx-
imate solutions, limited solutions or solving fuzzy relational equations of type
R+ XxS=T.
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A. Obsah prilozeného CD

Na prilozeném CD, naleznete vSechny soucésti této préce.
e Adresar doc obsahuje dokumentaci této prace a zdrojovy kéd dokumentace.
e Adresar src obsahuje zdrojové kody programu.

e Soubor readme.txt obsahuje popis jak vyzkouset sadu funkei.
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