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Uvod

Tato bakalarska prace je vytvorena na téma matematické a logické paradoxy. Toto
téma je autorce velmi blizké. UZ od malicka milovala logické hadanky a hlavolamy,
které rozviji predstavivost a logické mysleni. Je dilezité nenahliZet na matematiku
jen jako na védu o cislech, postupech, vzorcich a hodnotach, ale nahliZet na ni z jiné
perspektivy. Umét se zamyslet nad vysledkem a jeho podstatou. Vidét matematiku
a jeji smysl v béZném Zivoteé.

Pod slovem paradox si kazdy predstavi néco jiného napr. nesmyslnost, zmatek,
mylny usudek, klam, a mnoho dalSiho. Ve skutefnosti maji vSichni s touto
predstavou pravdu, jedna se o formalné spravny usudek, jehoZ vysledek je logicky
spor. Mame tii zdkladni druhy paradoxt, které budou na zacatku této prace
predstaveny. Ke kazdému druhu bude uvedena nejzakladnéjsi a nejznamé;jsi ukazka
a priklad.

V praci se zamérime na pét vybranych matematickych paradoxt. Kazdy paradox je
z jiného oboru matematiky, a tudiZ maji rozdilné zaklady. Kazdému z nich vénujeme
jednu samostatnou kapitolu, ktera je rozdélena na dvod do problematiky, teorii a
praktickou cast. V tivodu se seznamujeme s diilezitymi pojmy, které jsou v dané
kapitole vyuzivany, a s jejich historii. Vteorii se dozvidame zjisténa fakta,
vysvétlujeme si jejich funkci a postupné objevujeme vznik daného paradoxu.
V praktické Casti je navrzeno predstaveni paradoxu zaklim a studentiim. Soucasti
prace bude vyzkousSeni praktické ¢asti na Zacich devatého roc¢niku zakladni Skoly a
vysledek hodnoticiho formulate od téchto zaki.

Prvni paradox souvisi s ¢islem nula a délenim timto zakefnym cislem. UZ na prvnim
stupni ZS je zakiim zd@raziiovano, Ze nulou nelze délit. I piesto na to Zaci ¢asto
zapominaji. Diky této praci mohou pochopit, pro¢ tomu tak je, a mozna jim tento

piiklad pomiiZe na jedno z nejdtlezitéjSich pravidel v matematice nezapominat a
vzdy urcovat potfebné podminky, pro které ma dany vyraz smysl.

Dal$i kapitola se zaobird geometrickym paradoxem tangramu, znaméjSim
jako paradox mizejici plochy. Mnoho zakii zna z internetu gif s fezanim ¢okolady a
ubiranim jednotlivych dilkd, prestoZe cokolada zlistava porad stejné velka. Tento gif
vypada velmi uvéritelné a nékteré déti i dospélé dokdze zmast a oklamat, proto
danou problematiku objasnime a opticky klam vyvratime.

V kapitole Zénonovy paradoxy se zamérime na davného filozofa Zénoéna a jeho
presvédceni o neexistenci pohybu. Jeho uceni si ukdZeme na dvou paradoxech. Prvni
se bude tykat bajného hrdiny Achilla a jeho zavodu s Zelvou. Druhy paradox se
zameétuje na dichotomii tzv. ptleni.



Ve c¢tvrté kapitole se setkame s teorii mnozin a s Russellovym paradoxem. Tento
paradox je nékdy spojovan s lharskymi paradoxy, které jsou pro Zaky a studenty
pochopitelnéjsi. UkdZeme si, jak lharsky paradox vypada na piikladu s vesnickym
holi¢em, a k cemu takovy paradox nakonec vede. V této kapitole narazime i na téma
sémantické paradoxy.

Poslednimi paradoxy, kterym vénujeme pozornost, souvisi s pravdépodobnosti.
Predstavime si amerického moderatora Monty Halla a jeho vyznamny problém ti
dveri, ktery se zabyva pravdépodobnosti zmény prvniho vybéru. Také zminime
francouzského matematika Josepha Bertranda, jehoZ jméno zname z nékolika

riznych védnich disciplin. U ného se zamérime na paradox Bertrandovy krabice a
vysvétlime pravdépodobnost vybéru dvou zlatych minci.

Cilem prace je ukazat matematiku zabavnou formou, objasnit nékolik zahad a naucit
zaky premyslet logicky nad jednotlivymi tlohami a procesy nejen ve Skole ale i
vbézném zivoté. Porozumét zadani, postuplim a zvazit pravdivost tvrzeni ci
vysledku, ktery vidime pred sebou.
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Paradoxy

Vyznam a vznik paradoxi

Slovo paradox je tvrzeni, které ma mnoho vyznamu. Jeho zakladni objasnéni zni:
Paradox spojuje pojmy nebo vyroky zdanlivé protismyslné a odporujici béZnym
pravidlim, z kterych se stavd neocekavané smysluplny celek. Také muze byt
definovan, jako formalné spravny usudek, jehoz vysledek je logicky spor.[1]

Slovo paradox je odvozeno z feckého slova paradoxos, sloZeného z predpony ,para’
a kmene ,doxa‘. ,Doxa‘ se bézné preklada jako minéni, nazor, tvrzeni o néfem ci
zdani, ,para‘ naproti tomu oznacuje néco vedle, proti né¢emu, nebo v rozporu.[2]
Paradox je tedy pomérné nejednoznacné slovo, oznacujici takovou véc, ktera je
v rozporu s nasim piesvédcenim a ocekavanim. S paradoxy se lidstvo setkavalo uz
od dob antiky. Toto slovo bylo preloZeno do latiny jako paradoxum.[3] Paradoxy
studovali predevsim filozofové, napi. Zéndn z Eleje (asi 490-430 pi.n.l.), Eubulidés
z Milétu (4 stol. pr.n.l.), Aristoteles (384-322 pr.n.l) a jejich Zaci. S paradoxy se
v historii dale pracovalo a vyzkum téchto vyznamnych filozofli nebyl zapomenut, ale
nedoslo k jeho velkému rozvoji. K velkému pokroku doslo az na konci 19 stoleti n.l.,
kdy logici a matematici zacali vytvaret formalizovany systém logiky a matematiky
pomoci modelti a pravidel. SnaZili se odstranit nejasnosti, neurcitosti, viceznacnosti,
klamna zdani, a predevSim samotné paradoxy v logice i matematice. Na pocatku 20.
stoleti se ukazalo, Ze jsou paradoxy dilezité a neda se jich zcela zbavit. V této dobé
se paradoxiim vénovali mnozi logici a matematici, napsali mnoho knih, ve kterych
se kazdy zabyva vlastnim paradoxem, na ktery pohliZi vlastnim smérem. Mezi né
patii: napf.vyznamny Rakousko-Uhersky matematik Kurt Gobel a jeho véty
o neuplnosti, britsky matematik a filozof Bertrand Russell, némecky matematik a
logik Georg Cantor, ktery se vénoval nekonecnu a rozsitil teorii mnoZin o nekonec¢na
Cisla.

Tri zakladni skupiny paradoxi

1. skupina paradoxt - tvrzeni zni absurdné, ale je pravdivé

2. skupina paradoxt - tvrzeni zni pravdivé, ale je nesmysIné

3. skupina paradoxli - dvojice pravdivych a dokazanych vyrokt spolecné
neslucitelnych a vedoucich ke spornym vysledkiim[4]
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1. skupina paradoxt

Tvrzeni, které zni zdanlivé nemozné, ale ve skutecnosti je pravdivé a proveditelné.
Skvélou ukazkou typu téchto paradoxd jsou Simpsonovy paradoxy, napi. jeho
paradox o Skole, ktery zni: Pan ucitel zjiStuje pomoci testi, ktery ze dvou zaki je
lepSi. Premiant Jarda napsal prvni test na 30 % a druhy na 100 %. NeSika Pepa
napsal prvni test na 25 % a druhy na 75 %. Z vysledk jasné vyplyva, Ze Jarda uspél
daleko lépe neZ Pepa. Nyni se na jednotlivé testy podivame trochu bliz. Jardtv prvni
test se skladal z 10 otazek a Pepiiv ze 4 otazek. Jarda odpovédél spravné na 3 otazky
a Pepajen na 1 otazku. V druhém testu mél Jarda dvé otazky a Pepa 8 otazek. Jarda
na obé odpovédél spravné a Pepa spravné odpovédél na Sest z nich. Celkem tedy
premiant Jarda zodpovédél spravné 5 otazek z 12 a neSika Pepa 7 otazek z 12. Tudiz
jasné vyplyva, Ze neSika Pepa uspél v testech 1épe neZ premiant Jarda.

2. skupina paradoxii

Tvrzeni, které zni zdanlivé pravdivé, ale ve skuteCnosti je nepravdivé a
neproveditelné. Obvykle se jedna o néjaky svindl a podfuk, nejcastéji o geometrické
optické klamy. Velice zndmou ukazkou tohoto typu paradoxi je kanadsky chytak
od firmy W.A. Elliott Company v Toronu: The Vanishing Leprechaun (Mizejici
skritek).

Obrdzek 1: Vanishing leprechaun puzzle-Clip Art Library

KdyZ rozstfihneme horni obrazek podle dvou vyznacenych ¢ar na dvé vrchni ¢asti a
jednu spodni, nasledné obé vrchni ¢asti prohodime (viz. Obrazek 1). Vznikne nam
novy obrazek, na kterém je 15 skritki. Ale na plvodnim obrazku bylo pouze
14 skritkd. Jak je mozné, Ze nam jeden sktitek pribyl? Vysvétleni je jednoduché.
Na vzniklém obrazku prvnimu trpaslikovi chybi mald ¢ast nohou a poslednimu
trocha vlasl, tyto detaily jsou témér nepostiehnutelé a pro pozorovatele
zanedbatelné. Pravé tato drobnost a tkz. zanedbatelnost zptsobyla vzniknuti
paradoxu, ktery je velice dobre provedeny a propracovany opticky klam. Grafické
vysvétleni naleznete na nasledujicim obrazku.
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Obrazek 2: Leprechauns 15 or 14 | PP

3. skupina paradoxt

Dvojice tvrzeni, kterd jsou sama o sobé pravdiva, kdyZ je vSak zkombinujeme
vznikne ndm nesmyslné a neproveditelné tvrzeni. Jedna se vétSinou o otazky, ¢i
vyroky na které nelze odpovédét ani kladné ani zaporné. Dostavame se tudiz
do sporu, ze kterého nelze najit jasné feSeni. Tento druh paradoxl se nejcastéji
vyskytuje vteologii a filozofii, jejich zaklad patfi do vyrokové logiky, a tudiz
do matematiky. Na 3. skupinu paradoxtl se zaméril na zacatku 20. stoleti vyznamny
logik a matematik Bertrand Russell.

Znamy priklad, ktery spada do této kategorie, je Epimenidiv paradox. Plivodni
vyrok zni: ,VSichni Krétané jsou lhari.“ Podstatné pritom je, Ze autorem tohoto
vyroku je Epimenidés, ktery je sam Krétan. Tento paradox miZeme znat i ve znéni:
,Epimenidés tika: ,VSichni Krétané jsou lhari." Epimenidés je Krétan.“ Pro tento
paradox je duleZité pochopit znéni této véty - byt lharem’ se v této vété pouziva jako
naznak pro ,lhat stale‘. Pokud je ivodni véta pravdiva, pak Zadny Krétan nemluvi
pravdu, ale sdm Epimenidés je Krétan, tudiz nemtiZe rikat pravdu. Kdyz tedy nerika
pravdu, tak musi lhat a ivodni véta musi byt 1Ziva. TudiZ plati opaény vyrok: ,Zadni
Krétané nejsou lhari.“ TudiZ ani sam Krétan Epimenidés nesmi lhat, ale on lZe. TudiZ
se opét dostavame do sporu s predpokladem, ze kterého neni cesta ven. Naprosto
obdobny je vyrok: ,Tato véta je nepravdiva.“ Oba tyto vyroky / paradoxy patri
do skupiny lharskych paradoxt.[5]
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1 Nula

1.1 Cislo nula

,Nula neni obycejné nic. Je to nic opirajici se o Zelezny zdkon své nezbytnosti.”
- Gabriel Laub, ¢esky esejista a novinar (1928-1998)

V dnesni dobé je ¢islo 0 pro nas naprosto prirozené, v minulosti tomu tak ale nebylo.
Matematické mysleni v historii vznikalo diky zakladnim poctiim: pocitani predméti
(napt. zvirat), stanoveni hodnoty majetku nebo zjistovani ¢asu. Nula nebyla ani
kjednomu z téchto poctli potreba. Lidstvo nepremyslelo nad tim, Ze maji 0 koz,
prosté neméli Zaddnou - a to jim stacilo, nulu nepottebovali.[6]

V Egypté vznikaly zaklady geometrie. Urcovali pravé thly pomoci provazi, znali
Ctverec a trojuhelnik, uméli vypocitat objem nékolika téles (napt. pyramid). Ale ani
zde nemdame jediny dikaz o pouziti nuly.

Nula byla objevena az nékdy kolem roku 300 pt.n.l. v Babyloné. Méla vyznam jen
jako znak pro obsazeni prazdné pozice, neméla Zzadnou vlastni numerickou hodnotu
(vysvétleni: Cislo 1026 by bez pouziti nuly bylo Cislem 126). Nulu tehdy znacili
symbolem dvou Sikmych Kklinti. Na nasledujicim obrazku (Obrazek 3) je ukazka
Babylonského zptlisobu zapisu cisel, ve kterém symbol pro nulu urcuje pozici
ostatnich ¢islic (znaki), a tim kazdy sled symbol ma jedine¢ny vyznam.[7]

Pred zavedenim nuly

|l |1 v YT |«

10 | 61| 6013601 36001 216001 | 2 161 001

| < ETY i<T iT&T }<4~T Y2 2Y ‘<4¢T

xl
1
T

Po zavedeni nuly
Obrdzek 3: Zivot bez nuly.

Dokonce i vdnesSni dobé se stava, Ze nepocitame s nulou jako prvnim c¢islem.
Podivejme se tfeba na telefonni klavesnici nebo na horni ¢ast klavesnice u naSich
pocitact, oboji zacina Cislem 1 a ¢islem 0 az kon¢i.

Osamocena nula se chova vzdy proti vSem pravidlim. Kdyz pricteme k Cislu jeho
vlastni hodnotu, tak se tim zméni. Jedna a jedna neni jedna, ale dvé. Dvé a dvé jsou
Ctyri. Ale nula a nula je porad nula. Toto chovani odporuje Archimédové axiomu,
ktery rika: pricteme-li ¢islo k sobé samému, prevysi vysledek vzdy jakékoli ptivodni
Cislo.[8] Nula se vSak podle tohoto axiomu zvétSit neda. Také jeji pricitani k jinému
Cislu nevede k vy$simu vysledku. Podobny problém vznika i pfi od¢itani.
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jako méteni plochy obdélnika, jak si predstavit plochu o Sifce a vysce 07 Co to vlastné
je? Nic. Vznikd nam i dalsi problém: 1 * 0 = 0a 2 x 0 = 0, to znamena3, Ze 1 = 2?7 Ale
to je naprosty nesmysl!

1.2 Déleni nulou% =ca#0

»Déleni nulou: Kdo vam nakecal tu blbost, Ze to nejde? Slyseli jste o cernych dirdch?”
- Sebastian Wortys, umélec a spisovatel (1994)

Déleni je rozdéleni néjakého velkého celku na stejné velké mensi dilky. Priklad:
Maminka ma v penéZence 300 K¢ a chce je spravedlivé rozdélit svym tfem détem.
Kolik kazdé dité dostane korun? Graficky si to mizeme vyjadrit jako rozdéleni
usecky o délce 300 na tfi stejné dlouhé casti:

| | ] ]
| 1 | |

0 100 200 300

Obrdzek 4: Ciselnd osa

Mize se stat, Ze Cislo nebude bezezbytku délitelné. Napr. Cislo 301 nemizeme
rozdélit na tii stejné velké ¢asti. ReSenim je zanedbani nepatrného zbytku (tedy
1 K¢), tento zbytek je naprosto nepatrny a miiZzeme ho tedy ignorovat.

Piedstavme si déleni jako jednoduché odecitani. Vezmeme si zakladni cislo a ¢islo,
kterym délime. Musime jen odecist toto ¢islo od zakladniho ¢isla, a to stale opakovat,
dokud nedostaneme nulu, nebo ¢islo mensi jak samotny mensitel.
Napft. ¢islo 300 = 100 =? znamena:
300 — 100 = 200
200 — 100 = 100
100 -100=0

Museli jsme tedy odecist ¢islo 100 trikrat. Vysledkem déleni 300 <+ 100 je ¢islo 3.

Nulu mizeme podélit jakymkoliv ¢islem, toto je platny vyraz: 1%. V podstaté tim

fikdme, Ze chceme nulu rozdélit na 10 stejnych ¢asti, tim padem se kazda ¢ast rovna
nule. Délit nulu jinym ¢islem tedy mutzeme, ale nemiizeme jiné ¢islo délit nulou.

Vyraz % je neplatny. Nyni si vysvétlime, pro¢ tomu tak je.

Stale si miizeme déleni ukazat jako jednoduché odcitani. Kolik je 300 = 0?

300 -0 =300
300 -0 =300

300 -0 =300
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ProtoZe odecitame do nekonecna, tak by vysledkem mélo byt co. Nekone¢no neni
7adné urcité ¢islo, ackoliv se v matematice ¢asto pouziva. Zadny vysledek se nemfize
rovnat nekonec¢nu. Avsak mame Ccisla, ktera jdou do nekonec¢na nebo se k nému
alespon blizi, ale nikdy nemtizou byt samotnym nekonecnem. Tato rovnice tedy
nema zadny vysledek.

Déleni je mozné také zavést jako inverzni nasobeni. Pokud obecné délime %, pak
vysledkem je ¢islo c, pro které plati b * ¢ = a. KdyZ se pokousime délit nulou %, tak
hledame néjaké cislo c, pro které plati 0 *x ¢ = a. Napriklad %5 =c¢ - 0x*c=15.[9]

Cokoliv krat nula je nula, nikdy nenajdeme c, pro které by tato rovnice méla smysl.
Proto rikame, Ze délit nulou nelze.

1.3 Déleni nulou% =ca=0

»Nula je dvojcetem nekonecna, a pritom stoji na uplné opacné strané. Nula md moc
otrdst zdklady logiky.” - Charles Seife, spisovatel a novinar (1972)

Déleni jako inverzni nasobeni

V algebife vnimame déleni jako opak nasobeni, jak jsme si vysvétlili v minulé
kapitole. Predstavme si, Ze mame vyraz % = Xx.]e potireba nalézt neznamou hodnotu
x, pro kterou plati x * 0 = 0. OvSem plati, Ze vynasobime-li jakékoliv ¢islo nulou, tak
vysledkem bude opét nula
(napt.1*0=0,—-200%0 =O,%*O =0,7*0=0,0+x0=0,..).
To by vSak znamenalo, Ze vysledkem miiZe byt jakékoli redlné ¢islo. Nyni vznika
stejny problém, s jakym jsme se potykali v ivodu o ¢isle nula. Mame-li:
1x0=0a-200x0=0

1x0=-200%0
Vydélenim obou stran nulou ziskdme:

1+0 —200%0

o 0
0

0
—%1=—x (=200
5 1=g*( )

Zjednodusenim dostavame vyraz:
1=-200

CoZ je opét velky omyl, protoze 1 # —200.
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Obecné vime, Ze L 1, (napfr. %: 1, Z: 1, g= 1,..). Logicky tedy miizeme

©3

predpokladat, Ze i 5= 1. Dokonce i vztah 0 = 1 * 0 je spravny. Zkusime vyzkouSet
tuto teorii na prikladu 10 =101 = 10 * % = 1%*0 = % = 1. Ve skuteCnosti se

10 # 1, takZe predchozi vztah je opét chybny a% * 1.

Klamem je zde predpoklad, Ze déleni 0 je legitimni operace se stejnymi vlastnostmi
jako déleni jakymkoli jinym cislem. Pii déleni % = x nelze zlomku priradit pouze

jednu hodnotu. Proto se matematici dohodli, Ze déleni nulou zlistava nedefinované.

1.4 Prakticka cast

V této Casti popiseme, jak probéhla prakticka ¢ast a jak by méla probihat podobna
praktickd ¢ast vbudoucnu. Na tvod na tabuli zakim, ktefi uz uméji pracovat
s rovnicemi, promitame téma: ,Cislo nula‘ a nasledujici zapis prikladu a jeho upravu:

x=1 / *x
x?=x / —1
x2-1=x-1 /i (x—=1)

x+Dxx-1) (x—-1)
(x—-1) S (x—-1)
x+1=1 /-1
x=0 [10]

Zaci dostavaji zadani, ve kterém si musi pofddné prohlédnout zapis s danymi
upravami. Je dilezité zakim zdlraznit, Ze se v pribéhu Uprav nékde musela stat
chyba. Na zac¢atku zadani se totiz hodnota x =1 a na konci se x = 0. Zakéim
pokladame otazku: ,Kde se v priibéhu vypoctu chyba stala?“ Chvili nechavame zaky
premyslet a diskutovat mezi sebou. Pokud si Zaci nebudou védét rady, napovime, Ze
chyba nastala béhem tieti dpravy. Otazka na Zaky nyni zni: ,Proc€ je tato uprava
chybna?“ Opét nechame Zaky mezi sebou diskutovat a pokusime se je dovést ke
spravnému fe$eni. Zakiim by mélo dojit, Ze po dosazeni &isla 1 na misto neznamé x
ve tretim tkonu: : (x — 1), budeme délit ¢islem nula. Délit nulou nemiZeme,
protoze je tato Uprava matematicky zakazana, neni nijak dale definovana a vede
k paradoxiim a chybam. Praveé kviili déleni nulou nam vysledek vySel nesmyslny.

Zavérem tohoto prikladu, je otazka: ,Pomoci ceho v matematice zabranujeme déleni
nulou, napt.: kdyZ se neznama objevi ve jmenovateli zZlomku?“ VSechny Zaky by mélo
napadnout, Ze pravé v téchto pripadech musime urCovat pravdivostni podminky,
pro které ma dany priklad smysl.
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2 Paradox tangramu (chybéjici plochy)

2.1 Tangram

,Lidské mysli jsou plné zdhad vice neZ jakdkoli psand kniha a jsou proménlivéjsi
neZ tvary mrakii na nebi.” - Louisa May Alcott, americka spisovatelka (1832-1888)

Tangram je tradi¢ni ¢insky hlavolam, pro déti i

dospélé. Jedna se o diimyslnou skladacku, ktera se ‘ 2
sklada ze sedmi rtiznych geometrickych tutvari (dva
velké trojuhelniky, dva malé trojuhelniky, jeden v
stfedni trojuhelnik, jeden Ctverec a rovnobéznik) a 6
jejim cilem je vytvorit zadany obrazec s vyuZitim
vSech sedmi dilkd, které miizeme rizné prevracet,
ale nikdy se nesmi vzajemné prekryvat. Tangram lze

vytvorit v raznych velikostech, musi vSak spliovat
urcité podminky.

Obrdzek 5: Tangrams-Uses, Examples

Podminky tangramu:

e vSechny trojihelniky jsou rovnoramenné a pravouhlé

e vnitrni ahly vSech dilkti maji velikost 45°, 90°, nebo 135°

e stiedni trojuhelnik, ¢tverec a rovnobéznik maji stejny obsah

e obsah malého trojihelniku je polovinou obsahu stfedniho trojuhelniku a
obsah stredniho trojuhelniku je polovinou obsahu velkého trojihelniku.

Neni jisté, kdy presné tangram vznikl. Nékteré historické prameny uvadéji, jeho
vznik jiz pred 4000 lety, jiné legendy zas udavaji stari 2000 let. Jisté vSak vime, Ze
ho vynalezli Citané a dali mu nazev &chi ch’iao T'u, coZ v prekladu znamena
,2dlimyslny sedmidilny hlavolam“.[11] Do Evropy a Ameriky se dostal v 19. stoleti a
velmi rychle si ziskal oblibu mistnich obyvatel a mnoha slavnych osobnosti. Tehdy
ho nazyvaly nékolika riznymi nazvy napi. yum-yum, Archimédes ¢i Hlavolam
ze sedmi kouskd.

Nazev tangram vznikl ze spojeni slova ,tan“ které v katonském nareci znamena
¢insky, a feckou koncovkou ,gram“, ktera v prekladu znamena tvar, kresbu, ¢i slovo.

Prvni pisemny zdznam slova tangram pochazi z Websterova slovniku z roku
1864.[12]
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2.2 Paradoxy tangramu

,Paradox je pravda, kterd stoji na hlavé, aby upoutala pozornost.” - Nicholas Falletta,
americky autor a editor (1983)

Paradoxy tangramu neboli paradoxy mizejici plochy jsou obrazové paradoxy, které
se schovavaji pouze za optické klamy a iluze. Jeden z nejstarsich priklada téchto
paradoxt je Paradox Sachovnice, ktery si nyni predvedeme, pomoci nasledujiciho
obrazku:

4

/I 7

7 7 | IC
£ |

Obrdzek 6: Paradox Sachovnice

Sachovnice vlevo ma tvar ¢tverce 8 x 8 jednotek a je tedy sestrojena celkem z 64
CtvereCnich jednotek. Tato Sachovnice je ofiznuta podél diagonalni ¢ary z vrchniho
pravého rohu do koncového rohu prvniho dolniho étverecku. Cast B se poté posune
dold, jak je znazornéno vpravo. Pokud je vycnivajici trojuhelnik v pravém hornim
rohu odstriZen a vloZen do trojuhelnikového prostoru v levém dolnim rohu, vytvori
se obdélnik 7 x 9 jednotek. Nyni mame rozlohu 63 ¢tverecnich jednotek. Co se stalo
s chybéjicim c¢tvercem?[13]

Tento opticky klam vznika, protoze diagonalni ¢ara neprochdazi z pravého horniho
rohu aZ do levého dolniho rohu Sachovnice. Diky tomu, nema odfiznuty trojihelnik
vysku 1 jednotku ale je 0 1/7 vyssi. TudiZ i cely obrazec nema vysku 9 jednotek, ale
9 a 1/7 jednotek. Pridani 1/7 jednotky k vySce neni lehce patrné, ale kdyz kazdou
1/7 vezmeme v Uvahu, bude mit obdélnik piedpokladanou plochu 64 c¢tverecnich
jednotek.

KdyZ si zobrazime ctvercové jednotky, podrobna kontrola ndm odhali jejich
nepiesné licovani podél diagonalniho fezu. MiiZzeme si vSimnout, Ze Casti
vytiznutych C¢tvercl (na obrazku zvyraznéné) se postupné zmensuji nad ¢arou a
postupneé se zvétsSuji pod ¢arou. Téchto stinovanych poli je na Sachovnici patnact, ale
po vytvoreni obdélniku pouze ¢trnact. Ostatni ¢tverce nehraji v paradoxu Zadnou
roli.
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Curryho paradox

Paul Curry Zil ve 20. stoleti v New Yorku, byval slavnym amatérskym kouzelnikem.
PredevSim se proslavil svymi karetnimi kousky a karetni magii. Vroce 1953 se
zabyval myslenkou pireskupeni Casti obrazce do podoby identického obrazce
s otvorem uvnitt ného.

PtiSel na to, Ze zaména poloh trojuhelnikl v obrazci zpiisobi zjevnou ztratu jedné
ctvercové jednotky na celkové ploSe obrazku. Staci, kdyZ je bod X umistén presné
5 jednotek od strany a 3 jednotky od zakladny, pak diagonalni ¢ara nebude dokonale
rovng, i kdyZ odchylka bude tak mal3, Ze bude témér nezjistitelna, ve vysledku dojde
pouze k mirnému prekryti obrazcii podél thlopricky na druhém obrazku, coz neni
snadno rozpoznatelné. Na druhou stranu, pokud je dhlopti¢ka na prvnim obrazku
vedena presné od rohu k rohu, pak bude ¢ara XW o néco delsi nezZ 3 jednotky.
V disledku toho je chybéjici ¢tverec rozmistén po Sifce obdélniku a druhy obdélnik
je tudiZ o néco vyssi neZ prvni.

el
&

A

e

i

Obrdzek 7: Curryho paradox: Priklady na dobrou noc.

Pravé zde vznikd zndmy Curryho trojihelnikovy paradox. Geometrické principy,
z nichZ Curry vychazel, byly znamé uZz zhruba od poloviny 19. stoleti, jeho dilo je
vSak mistrovské — odchylky jsou totiZ tak zanedbatelné, Ze nase oko dava prednost
logickému predpokladu, Ze se jedna o trojihelnik, a detailnéji tvar nezkoum3; presto
jsou to pravé tyto drobné rozdily, které nakonec umozni vzniknuti nezanedbatelné
chybéjicimu ctverci. Kouzelnik Curry premyslel nad mnoha moZnostmi rozloZeni
obrazcti. PriSel na to, Ze nedokaze z méné nez péti tvarl vytvorit diru, ktera se
nedotyka okraje obrazce.[14]
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Curryho trojuhelniky

Podivejme se znovu na minuly obrazek. MliZeme si vSimnout, Ze nejvétsi trojahelnik
(trojuhelnik A) stale ziistava ve stejné pozici, protoze ho nijak neposouvame. Tudiz
v paradoxu nehraje Zadnou roli a miZeme ho vynechat. Ziistdva nam tedy pravouhly
trojuhelnik rozdéleny na 4 riizné dily (dily B, C, D, E) viz. Obrazek 7. Tyto ¢asti l1ze
preskupit na zdanlivé totozny pravouhly trojihelnik s malym otvorem uvnitr.
Vezmeme-li dva takové trojihelniky a umistime je vedle sebe, vzniknou ndm nové
rovnoramenné ,trojuhelniky’, znazornéné na nasledujicim obrazku:

A

\
\ \

ﬁ""""--..._k

xL. \ %

\
/ \ /e
\ \
L \ YA A\

Obrdzek 8: Los Tridngulos de Curry.

Tyto trojuhelniky mohou byt opét vytvoreny dvéma riiznymi zplisoby. MiZeme jim
dat dokonale rovné strany, kdy body X nebudou piesné vychazet na priseciky
miiZovych car, nebo miZeme umistit body X presné na priseciky, vtakovém
pripadé nebudou strany dokonale rovné. Ani jeden z predstavenych atvari totiz
ve skuteCnosti neni trojuhelnikem. Domnéld prepona (tedy nejdel$i strana
trojuhelniku, Sikma Usecka) je ohnutd (nema pravidelny sklon), pfrestoZe to tak
na prvni pohled nevypada. Ve vychozim stavu ma tedy tzv. trojuhelnik trochu
prohnuté strany (promacklé smérem dolil), v prestaveném stavu je ma naopak
vypouklé nahoru. Vétsi trojihelnik ma pomér stran 2,67, zatimco mensi trojuhelnik
ma pomeér stran 2,5. Cely dtvar ma rozméry 13 x 5, pomér jeho stran je tedy 2,6.
V pripadé, Ze by se jednalo o skute¢ny trojihelnik, by tyto poméry musely byt stejné
- a vtakovém pripadé by k Zaddnému chybéjicimu c¢tverci na druhém obrazku
nedoslo.

VSechny paradoxy mizejici plochy vznikaji diky velmi nepatrnym az témér
neviditelnym rozdiltim v obsahu obrazct (obrazce se bud’ prekryvaji, nebo nepatrna
cast chybi, také se muze zvySovat délka obrazce a vyska sniZovat, nebo pravé
naopak).[14]
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Obrazec vazy

Paradoxi pti sklddani tangramu vznikd mnoho. Ze zadani nikdy neni vidét, jak ma
byt obrazec veliky. Zname pouze tvar a priblizné poméry stran. Stejny obrazec lze
Castokrat vytvoritiz méné dilkd, jindy nam naopak k dotvoreni obrazce néjaky dilek
chybi. Spravnym fesenim je pouze vytvor sloZeny ze vSech sedmi dilk.

Zvolme si naptiklad obrazec vazy. Cerné zadani vidime na Obrazek 9. Nasim tikolem
je poskladat vSech 7 dilkid do tohoto tvaru. Ze zadani neni patrné, kam ktery dilek
poloZime a v tom je princip hry. Po chvili hrani si s tvary a jejich prevracenim a
pokladanim, nam vznika ze sklddanky spravny obrazec, viz. Obrazek 10a.
Pti skladani se ndm podarilo vytvorit nékolik anomalii. Jednou z nich byla vaza
stejné velk3, se stejnym tvarem a také ze vSech 7 dilkd, byl v ni vS§ak maly otvor
nahore, viz. Obrazek 10b. Jak je mozné, Ze je v ni otvor? Pri dalSim skladani se nam
podarilo vytvorit obdobnou vazu stejné velikosti, se stejnym tvarem a ze vSech
7 dilkd, vytvoril se v ni také otvor, tentokrat vsak jinde a daleko mensi, viz. Obrazek
10c. Jak je to jenom mozné?

Obrdzek 9: Tangram Paradoxes Obrdzek 10a,10b,10c: Paradoxy tangramu-Vdzy

Podivejme se zblizka na obrazek s dirou nahore viz. Obrazek 10b a porovnejme ho
se spravnym vyhotovenim skladanky viz. Obrazek 10a. Oba obrazce si vodorovné
rozdélime na 3 Casti: spodek, prostiedek a vrSek. Spodni ¢ast
vazy se sklada z jednoho nejvétsiho trojihelniku, jeho délka
prepony je shodnad se souctem délek delSi strany
rovnobézniku a pfepony nejmensiho trojihelniku (poméry
stran vychazeji ze zadani hry, viz. Podminky tangramu
str.18). TudiZ jsou plochy spodnich c¢asti vaz totoZné.
Prostredni ¢asti obou vaz se skladaji z dvou totoznych dilkt
(¢tverec a nejmensi trojuhelnik), treti dilky v prostredni
Casti jsou rozdilné a presahuji do dalsi ¢asti, nas ale zajima pouze zbyvajici kousek
v prostiedni ¢asti a ten ma u obou vaz plochu nejmensiho trojuhelniku. Tudiz jsou

Obrdzek 11: RozloZeni vdzy

velikosti obou prostrednich ¢asti totozné. Vrchni ¢ast rozvétvené vazy je osové
soumeérna, tudiZ jsou obé vrchni hrany stejné dlouhé. Leva hrana je sloZena z jedné
strany ctverce, jedné odvésny nejmensiho trojuhelniku a kratsi strany kosodélniku.
Vime, Ze tyto tfi hrany maji stejnou délku (viz. Podminky tangramu str.18).
Podivejme se na stejnou stranu originalni vazy, ta se sklada pouze z prepony
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nejvétsiho trojuhelniku. Tato prepona je stejné dlouha jako dvé prepony nejmensiho
trojuhelniku. TudiZ ndm zbyva zjistit, jestli délka dvou piepon a ti'i odvésen téhoz
pravouhlého rovnoramenného trojuhelniku maji stejnou velikost. K vypoctu

pouZijeme sinovou vétu. Odvésnu oznacime o a preponu p:
sin(45°)=% => g:% => pz%o => p=+2%*0

tim padem: 2p = 2 * V2 * 0, coZ neni presna délka 3 odvésen, je to piiblizné 2,8, coz
je méné jak 3. Z toho vyplyva, Ze vrchni ¢asti obou vaz nejsou stejné vysoké. Vaza
s otvorem je vysSi nez vaza bez otvoru. Pojdme porovnat i Sitku vrchni ¢asti.
Vrozvétvené vaze se vrchni hrana sklada ze dvou casti o velikosti prepony
nejmensiho trojdhelniku a prazdné hrany také o velikosti jedné prepony
nejmensiho trojuhelniku. Hrana prvni vazy ma velikost Cty odvésen nejmensiho
trojuhelniku (viz. Podminky tangramu str.18). TudiZ ndm zbyva porovnat velikost
3 piepon a 4 odvésen. Pro vypocet pouZijeme jiZ zjisténou informaci, Ze p = V2 * o,
tim padem zname délku t¥{ piepon: 3p = 3 * V2 * 0, je to priblizné 4,24, co% je vice
jak 4. TudiZ jsme dokazali, Ze je vrchni ¢ast vazy s vykusem nahove i Sirsi neZ vrchni
cast spravneé sestavené vazy. Plocha, ktera vznikla navySenim utvaru, je stejné velka,
jako plocha chybéjici ¢asti, viz. Obrazek 12.

Obrdzek 12: Druhd vdza

Nyni se zamérime na obrazek s dirou uvnitr vazy viz. Obrazek 10c a porovndme ho
se spravnym vyhotovenim sklddanky viz. Obrazek 10a. Oba obrazce si stejné jako
v piredchozim prikladu vodorovné rozdélime na 3 ¢asti. Vrchni ¢ast obou obrazcti se
sklada z dvou stejnych dilki, naprosto totozné umisténych, tudiz je jisté, Ze vrchni
Casti jsou stejné. Prostiedni ¢asti obou vaz jsou opét slozeny z dvou totoznych dilki
(¢tverec a nejmensi trojuhelnik), tieti dilky v prostredni ¢asti jsou rozdilné. Ve vaze
s otvorem je vyuZzit nejmensi trojuhelnik, ve spravné sestavené vaze je stredné velky
trojuhelnik, presahujici do dalSi ¢asti. Nas opét zajima pouze zbyvajici kousek
v prostiredni ¢asti a ten ma velikost plochy stejnou jako nejmensi trojuhelnik. Tudiz
jsou velikosti obou prostifednich Casti totozné. Spodni ¢asti vaz se skladaji
z rozdilnych tvard, tudiz se nad nimi musime poradné zamyslet. Vaza s otvorem ma
vtéto casti diru, dale se skladad zpostaveného rovnobéZniku a stredniho
trojuhelniku. Pivodni vaza ma tuto Cast sloZenou z polozeného rovnobézniku,
malého trojuhelniku a poloviny stfedniho trojuhelniku. Nyni budeme porovnavat
velikosti spodnich hran vaz. Délka spodni hrany vazy s otvorem ma délku tii

odvésen nejmensiho trojuhelniku (viz. Podminky tangramu str.18). Délka spodni
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hrany spravné sestavené vazy ma délku dvou odvésen nejmensiho trojuhelniku.
Nastava obdobny ptipad jako u porovnavani piedeslych vaz, tedy: 2p = 2 * V2 * o,
coZ vime, Ze je priblizné 2,8 odvésny nejmensiho trojuhelnika, tudiz je délka spodni
hrany vazy s otvorem delsi neZ délka spodni hrany spravné sestavené vazy. Nyni
jsme dokazali, Ze vaza s otvorem uvnitf ma delsi a SirSi spodni ¢ast o velikost
povrchu otvoru ve vaze, viz. Obrazek 13.

Obrdzek 13: Treti vaza

U obou obrazcti vazy jsme prisli na logické vysvétleni vzniki otvort a dokazali jsme,
Ze vazy nemaji stejnou velikost. TudiZ je skute¢né jedinym spravnym reSenim
obrazec bez otvoru. Tento paradox je skvélym piikladem druhé skupiny paradoxii:
Tvrzeni, které zni zdanlivé pravdivé, ale ve skuteCnosti je nepravdivé a
neproveditelné. Skutecné se jedna pouze o Svindl a opticky klam.

2.3 Prakticka cast

Mezi domaci pripravu pro prezentaci tohoto paradoxu si musime poridit nékolik
stavebnic tangramu. Jednou z mozZnosti je stavebnici vytisknout na 3D tiskarné.
Kazda dvojice zakl by méla mit k dispozici jeden komplet vSech sedmi dilkd.
Na zacatku prezentace zakiim predstavime a ukdzeme zakladni princip prace
s tangramem. DuleZité je zminit, Ze cilem této stavebnice je vytvorit zadany obrazec
svyuzitim vSech dilkd, které se ale nesmi vzajemné prekryvat. Na tabuli
promitneme nasledujici priklady obrazcti, které jsou serazeny podle obtiZnosti
od nejleh¢iho po nejobtiZznéjsi konstrukci:

= i

Obrdzek 14: Tangrams

A
-

24



Zaktim zadame kol postupné poskladat vSechny ¢&tyfi obrazce. Poté co vétsina
dvojic dokadZe dany tangram sestrojit, ukaZeme spravné resSeni tohoto obrazce
na dataprojektoru. VSichni Zaci tak maji ptilezitost porovnat sva reSeni. Spravné
reSeni je uvedeno v Priloha 1. Jakmile zakladni praci s tangramem Zaci ovladnou,
zadame dalsi dkol: sestavit jiZ jmenovany tvar vazy, jehoZ tmavy obrazec taktéz
promitneme na tabuli. Po sloZeni jednotlivych vaz zakiim predstavime rtzné
moZznosti pro vytvoreni paradoxu skladby tvard a spolecné zjiStujeme, jak se tento
paradox mohl vytvorit.

Hodina je zakoncena videem, ve kterém je ukazdn v dnesni dobé nejznaméjsi
ukazkovy model a zastupce tohoto paradoxu, a to pomoci tabulky ¢okolady. Tabulka
cokolady je postupné fezana a preskladavana tak, Ze ,zlistane porad stejna‘a pritom
z ni vzdy jeden ¢tveredek ¢okolady vyjmeme. Toto je skvéla ukazka Sachovnicového
paradoxu, ktery byl v minulé podkapitole predstaven. Déti si tento paradox s pomoci
cokolady dokazou daleko lépe predstavit. Nazacatku videa je také ukazan a
vysvétlen Curryho trojuhelnik. Odkaz na dané video.

Na zavér zakiim zdiraznime, Ze u tohoto paradoxu je nejdulezitéjsi si uvédomit, Ze
ne vSe, co vidime, je pravda. Vysledek by bylo dobré vzidy prozkoumat a premérit,
abychom si byli jisti, Ze nas zavér neni jen optickym klamem.
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https://www.youtube.com/watch?v=uHAEllrFEPQ&t=58s.

3 Zénodénovy paradoxy

3.1 Zénon z Eleje

Zénon z Eleje zil priblizné v letech 490 pr.n.l. az 430 pr.n.l. (obdobi zacatku recko-
perskych valek), byl synem Teleutdgora, byl vSak adoptovan Parmenidem, ktery ho
ucil. Parmenidés byl recky predsokratovsky filozof, ktery zalozil Elejskou Skolu.
Eleja byvalo recké mésto v jizni [talii. Zenon se stal uspéSnym ucitelem (sofistou) a
zajimal se ve svém zZivoté i o politiku.[15] Zénoén se zabyval vyzkumem svého ucitele,
ktery tvrdil, Ze zména a pohyb jsou jen iluzi a klamem smysla. Pravé na téma prostor
a ¢as vymyslel nékolik paradoxii. Zénén nechtél spoléhat pouze na své smysly. Dosel
k nazoru, Ze mysleni a skutec¢nost je v naprostém rozporu s vnimanim. Byti a
mysleni jsou naopak podle ného totozna véc.[16]

Po Permidoveé smrti zacal v Eleji vladnout tyran, ktery zrusil ptivodni dstavu. Zénén
se stal viidcem odboje proti tomuto muzi. Po nelispésném pokusu o svrzeni tohoto
tyrana jim byl zajat a umucen k smrti. Vtomto okamZiku se legendy a pribéhy
0 Zenonovi z Eleje rozchazeji a nevime piesné jakym zplsobem zemiel. Nékteré
z pribéhli vypravéji, ze kdyz byl vyslychan a chtélo se po ném, aby prozradil své
komplice, se kterymi udajné pasoval zbrané z Lipari, souhlasil, Ze tyranovi poSepta
do ucha jejich jména, kdyz se vsak k tyranovi naklonil, ukousl mu ucho. Hned na to
byl Zéno6n probodan. Jind verze pravi, Ze tyranovi ukousl nos a nasledné byl sam
roztlu¢en v hmozdiri. Zénoéntv pritel Antisténés z Athén ma dalsi verzi o jeho smrti,
ve které uvadi, Ze Zénon prii vyslechu na otazku, kdo jsou jeho komplici, ukazal
na tyranovi pratele, ¢imz ho rozhnéval natolik, Ze ho tyran umucil osobné. NeZ se tak
stalo, stacil odsouzenec zakfticet: ,Ty, niciteli naSeho mésta!“ Také se stihl obratit
na dav lidi, sledujicich jeho popravu a zakric¢et na né: ,Divim se vasi zbabélosti, jestli
to je kvlli mukam, které tu klidné snasim, Ze zistavate otroky tohoto tyrana,”,
pritom si ukousl vlastni jazyk a vyplivl ho pred sebe. Nato se lidé z davu zvedli,
donuceni tim, co vidéli, chopili se tyrana a svrhli ho.[17] TéZko rict, jestli je néktery
z téchto piibéhtli pravdivy.
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3.2 Zénonovy nejznaméjsi paradoxy

,I ta nejmensi véc ma své koreny v nekonecnu, proto ji nelze zcela prozkoumat.” -
Wilhelm Busch, némecky malif (1832-1908)

Achilles a zZelva

Mezi nejznaméjsi Zénonovy paradoxy patii nekonecny zavod Achilla a Zelvy.

Predstavme si, Ze nejrychlejsi recky hrdina % "
Achilles zavodi v béhu s Zelvou. Achilles vi, Ze 0 00
Zelva je pomaly tvor, a tak ji dovoli mit naskok % -

100 m. Oba zavodnici spolecné odstartuji. NeZ
se Achilles dostane do vzdalenosti 100 m

(na misto, kde startovala Zelva), Zelva se . %"
t ¥ L |

0 10 m posune. Achilles se Zelvu opét pokusi 0 00w

dohonit, ub&hne 10 m, Zelva na néj neceka a Obrdzek 15: Zeno's Paradox:

mezitim se posune o dal$i metr dal. BéZec dal Achilles And The Tortoise

nasleduje Zelvu, ktera se opét posouva. Tim vznika otdzka, ktera vede k paradoxu:
DokaZze Achilles nékdy Zelvu dohonit? Zénoén rozlozil kontinualni pohyb
do nekone¢ného poctu stale mensich krokd a dosel kzavéru, Ze Zelva je vzdy
o kousek napted, a tudizZ ji Achilles nikdy nemiZe dohonit. Logicky i prakticky vSem
bylo jasné, Ze v Zéndnové uvaze musi byt nékde chyba, protoZe je Zelva pomalejsi,
Achilles ji nékdy musi predbéhnout. Matematici si s touto dvahou lamali hlavu
nékolik stoleti, nedokazali v§ak v Zénénové postupu najit chybou. Re$eni nasli az
v 17 stoleti francouzsky fyzik Blaise Pascal a némecky matematik Gottfried Wilhelm
Leibniz diky nekonecné Ciselné radé.[18]

Spolec¢né si ukaZeme, kde chyba nastala. Zénén byl filozof, v jehoZ dobé nekonecno
nebylo mozZné vysvétlit, a tudiZ s nim neumél spravné pracovat. Zameéril se pouze
na mechanicky pohyb pomoci své logiky. Nejdiive si vypiSeme vice ¢asovych useki
rozdil vzdalenosti Achilla a Zelvy a ozna¢me si pritom Achillovu ubéhnutou
vzdalenost pomoci nezndmé a,. Vime, Ze Zelva ma na zacatku 100 m néaskok,
ve chvili, kdy Achilles ubéhne danych a, = 100 m, Zelva zatim ujde 10 m, Achilles
ubéhne a; = 10 m - Zelva mezitim ubéhne 1 m, Achilles ubéhne a, = 1 m - Zelva
zatim ubéhne 1/10 m, Achilles ubéhne a; = 1/10 m - Zelva zatim ubéhne 1/100 m,
a tak bychom mohli pokracovat dale aZ do nekonecna (a,_;). V dneSni dobé uz vime,
ze soucet nekonecné mnoha veli¢cin miize mit konecny vysledek. Mizeme si
vSimnout, %e naskok Zelvy pied bé%Zcem je posloupnost klesajici. Re$eni tohoto
problému najdeme vnekoneéném souctu, ktery umime vyreSit pomoci
nekonecnych tad. JiZ mame oznacenou plivodni vzdalenost mezi Achillem a Zelvou

jako ay. Necht g je pomér rychlosti Zelvy a rychlosti Achilla. Vypocitame si tento
= %00 = 1—10. Uplné stejné si mizeme ovéfit i dal$i poméry,
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které taktéz vychazeji q =1—10, q <1, coz nam potvrzuje, Ze tato geometricka

posloupnost je klesajici. VSimnéme si, Ze kdyZ béZec dobéhne na Zelvino posledni
stanovisté, tak je nova vzdalenost mezi nimi rovna vzdalenosti:
an = ag*q"*

1
= => =100 * — = 10,
a; =ag*q" a, *10
1
a, =ag*q* => a2_100*5*5_1,

1 1 1
a; = Qg * =>a —100*—*—*—=—
3 0*q’° 3 10 10 10 10’

Nasledovné mizeme diky konvergentni (klesajici) geometrické fadé pomoci sumy
vypocitat vzdalenost S, kterou Achilles musi urazit, nez dohoni Zelvu:

S=z ap*q*=ag*[1+q+q*+q>+q*+-]
k=0

S = zkoum*—-—1oo|ﬁ+ -+i +—-+—-+ ]
S—100+10+1+ +—+—+ /
100 1000
Ls= 10+1+—+—+——+ / 5—15
10 100 1000 10
Odectenim téchto dvou rovnic od sebe ziskame:
2§ =100
10

5=2$=1njm

Zjistili jsme, Ze Achilles doZene Zelvu po 111, 1 m, Zelva ub&hne pouhych 11,1 m.

Podobnym zplsobem se Aristotelovi okolo roku 200 pi.n.l. podarilo vypocitat, jak
dlouho tento zavod potrva, nikdy vSak neobjasnil na Zénénovu chybu.[19]

Existuje jeSté fyzikalni (grafickd) metoda nalezeni vzdalenosti, ve které Achilles
Zelvu dohoni. Jedna se o slovni tlohu o pohybu jednim smérem. Dame-li Achillovi
rychlost v; = 10"/ a Zelvé rychlost v, = 1M/ a stale plati, Ze Zelva ma naskok
100 m. Vytvorime si soustavu souradnic - vodorovna osa ndm znazornuje cas
v sekundach a svisla osa drahu v metrech. Vime, Ze Achilles startoval v poc¢atku a Ze
za 10 s ub&hl 100 m. Zelva startovala ve vzdalenosti 100 maza 10 s ub&hla 1 m. Tyto
udaje vyznacime v soustavé souradnic a vytvorime trasu obou zavodniki. Nyni
zjiStujeme, Ze se potkali priblizné v 111 metrech a za 11 sekund.

CaN m

100

—e
Zelva

Obrdzek 16: Achilles a Zelva Graf
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Puleni / Dichotomie

Tento paradox je podobny tomu predchozimu. Opét se jedna o jeden ze Zéndénovych
paradoxd, tentokrat zaméreny na pohyb jednoho prvku. Smyslem tohoto paradoxu
je najit rozdil mezi realitou a logickou a filozofickou teorii. Pro vyvraceni paradoxu
je nutné hledat chyby v naSich predpokladech a v naSem chapani ¢asu a prostoru.

Predstavme si, Ze stojime 100 m od studny, ke které se potirebujeme dostat. Za jak
dlouho se kni dostaneme? Podle Zéndnovy teorie se kni nedostaneme nikdy.
Pojd'me si ji predstavit: Vydame se ke studni a ujdeme polovinu cesty tedy 50 m.
Vydame se dal a ujdeme polovinu zbyvajici cesty tedy 25 m, tudiZ jsme dohromady
usli 75 m. Pokracujeme v cesté dal a ujdeme dalsi polovinu zbyvajici cesty tedy
12,5 m. Mame za sebou 87,5 m. Ujdeme dalsi polovinu ze zbytku, tedy 6,25 m. A takto
pokracujeme dal aZ do nekonecna. Urazime tedy nekonecné mnozstvi dilkd, které
maji jinou neZ nulovou vzdalenost. Zbyvajici vzdalenost se ndm stale zmensuje, ale
nikdy timto zptisobem do cile nedojdeme a umreme Zizni.

Tento paradox lze predvést jeSté jednim zplisobem. Opét si predstavme, Ze chceme
dojit k téZe studni. Abychom tuto vzdalenost zvladli prekonat, musime nejdriv urazit
jeji polovinu (bod A). Diive nez dorazime do této poloviny, musime pirekonat
polovinu poloviny (bod B).

NeZ se dostaneme do této vzdalenosti, opét musime piekonat jeji polovinu (bod C).
A takto miiZeme nasi trasu ke studni rozdélit az na nekone¢né mnoho kousk, které
musime zdolat. Z toho vyplyva, Ze naSi trasu viibec nemiZeme zacit a pohyb
ve skuteCnosti neexistuje.

4.C B A L

|
[

|
I
Obrdzek 17: Cesta ke studni

OvSem logicky vime, Ze 100 m vzdalenost zvladdneme bez problému zdolat a
ke studni se dostat. Kdo v Zéndnové uvaze nastala chyba? Odpovéd’ neni zas tak
slozita, opét se jedna o predpoklad, Ze nelze vykonat nekonecny déj v kone¢ném
Case. My dnes uZ ale vime, Ze jakmile se nekone¢na tfada bliZi k urcitému d¢islu,
dokaZeme problém vytesit. Podivejme se, jakou rovnici dokadzeme vytvorit: Necht
proménna S je soucet vSech usekd, které musime urazit, nez se dostaneme do cile:
S=50+25+12,5+6,25+ 3,125+ 1,5625 + 0,78125 + 0,390625 + ---

proménnou S vydélime 2:

S
5= 25+ 12,5+ 6,25+ 3,125+ 1,5625 + 0,78125 + 0,390625 + ---
nyni od sebe obé rovnice odecteme a dostaneme vysledek:
S
5= 50 => S =100

Skutecné nakonec zvladneme prekonat celych 100 m ke studni a Zizni neumreme.
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3.3 Prakticka cast

Seznameni Z7zakl se Zénodnovy paradoxy zacindme zadkladnimi informacemi
o samotném Zéndnovi. Mezi tyto informace urcité patti, Ze Zénén z Eleje byl filozof,
ktery Zil v patém stoleti pt.n.l. a zabyval se pohybem a diikazy o jeho neexistenci.

Na tabuli mezitim nakreslime dsecku, na jeji zacatek umistime postavu Clovéka,
najeji konec studnu, nezapomeneme napsat, Ze vzdalenost ke studni je 100 m.
Z4kam nasledovné poloZime zaludnou otazku: ,Zénoén zastaval nazor, Ze postava
nikdy ke studni nedorazi, tento nazor ve své dobé dokazal bezchybné odivodnit.
Pokuste se pftijit na jeho zdGvodnéni, jestlize vite, Ze postava je zdrava a vzdy se
pohybuje rovné doptedu a nikdy se neotac¢i.“ Chvili Zaky nechame piremyslet a poté
ve tridé zahajime diskusi. Pokud si Zaci skute¢né nebudou védét rady, poradime jim
zdolani prvniho useku cesty (tedy poloviny trasy - 50 m) a nechame je premyslet a
diskutovat dale. Pokud je spravny postup stale nenapadne, odhalime druhy dsek
(tedy dalsi polovinu poloviny - 25 m). Opét zahajime mezi Zaky diskusi. Po tomto
bodé uvedeme spravnou odpovéd’ - bud’ ji Zaci odhali samostatné, nebo ji odhalime
spolecné. Nazorné zakim pomoci priblizovani rukou mizeme ukazat, jak se
vzdalenost mezi nasSimi dlanémi stale zmensuje. MliZeme zminit, Ze podle uceni
Zénona by se naSe dlané nikdy neméli vzajemné setkat. Nakonec ve tfidé uvedeme
vysvétleni: ,Podle Zéndna by se ruce nikdy neméli setkat, ale my vime, Ze tomu tak
ve skutecnosti neni. Je to z toho divodu, Ze v dobé, kdy Zénén Zil, jeSté neuméli
spravné pracovat s nekonefnem. Vy se to naulite na gymnaziich a stfednich
Skolach.”

Zénbénovo mysleni si jeSté jednou predstavime na jeho nejznaméjSim paradoxu.
Jedna se o paradox Achilles a Zelva. OkamZité se nabizi jedna otazka, kterou rovnou
poloZime: ,Kdo to byl Achilles?“ Vérim, Ze alespon nékdo si vzpomene na Staré recké
baje a povésti. Na baji o Achillovi, kterého jeho matka bohyné Thetis jako miminko
ponoftila do podsvétni reky Styx, drzela ho pritom za patu. Tim Achilla udélala
nepremozitelnym, kromé jeho suché paty, kterd se stala jeho slabinou. Achilla
Fadime mezi nejrychlejsi a nejudatnéjsi bojovniky fecké mytologie.

Z4aktm zadame ukol: ,Uvédomte si, jakym zplisobem Zénoén premyslel a zamyslete
se nad nasledujici otazkou. Tento rychly a nepremoZitelny hrdina si da rychlostni
zavod s obycejnou Zelvou. Achilles vi, Ze Zelva je pomaly tvor, a tak ji dovoli mit 100
m naskok. Poté oba ve stejnou dobu vybihaji. DoZene podle uceni Zénéna Achilles
nékdy Zelvu?“ Nechdme chvili ¢as na premysleni a po chvili budeme poslouchat
zakovské tipy a diskutovat nad nimi. Vérim, zZe vétSina z zakd bude z predchoziho
prikladu navedena k odpovédi, Ze Achilles Zelvu nedokaZe predhonit. Ted na Zaky
Ceka tézsi ¢ast: prijit na divod proc ji Achilles nepiedhoni. Zéndnovo reseni nakonec
graficky predvedeme na tabuli (viz. Obrazek 15).
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Na rozlouceni se Zénonem a jeho paradoxy, détem promitnéme na tabuli basnicku
od Jaroslava Kvapila, diky které si mohou zabavnéjsi formou zapamatovat tento
paradox a jeho vyznam. Basnic¢ku prikladam i zde.

Marné jako Achilles Zenu Zelvu svou,
béZim za ni cely den, lesem, pustinou,
az na vecer se obzor krvi zaleje,

z déjin se mi vysméje Zenon z Eleje.

Nac si lamat hlavu feckym paradoxem,
necham planych uvah, za¢nu tfeba s boxem.
Réana pésti bez reci, jen to plati dnes,
Zelvu prece dohnal uZ Aristoteles.
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4 Russelliv paradox - Teorie mnozin

4.1 Bertrand Russell

.Jsem presvédcen, Ze védecké pozndni je jednim z vrcholil lidského usili. Netvrdim, Ze
pozndni nemiiZe nikdy zptisobit zlo. Tvrdim vsak, a to velmi diirazné, Ze pozndni

neporovnatelné castéji prindsi uZitek nez skodu, a strach z pozndni je mnohem
Skodlivéjsi.“ — Bertrand Russell, britsky matematik (1872-1970)

Bertrand Arthur William Russell byl vyznamny britsky matematik, filozof, logik,
spisovatel a socialni reformator. Narodil se 18.5.1872 a zemfrel 2.1.1970. Pochazel
ze Slechtické rodiny, rodice mu v détstvi zemieli, vychovavali ho prarodice.
Vzdélavali ho doma a v 18 letech zacal studovat na Trinity College v Cambridgi
matematiku a filozofii. Po vystudovani na této Skole chvili ucil, dale prednasel
na dalSich univerzitach, a predevsim psal knihy a ¢clanky na téma: ekonomie, etika,
filozofie, sociologie, politika, pedagogika, historie, a predevsim matematika a logika.
Béhem svého Zivota vydal vice jak 70 knih a asi 2000 ¢lank(. Béhem prvni svétové
valky skoncil ve vézeni, za své pacifistické nazory (verejné odmital nasili, odvody a
valku). Po druhé svétové valce usiloval o jaderné odzbrojeni. Vroce 1950 mu byla
udélena Nobelova cena za literaturu, za mnohostranna vyznamna dila, ve kterych
obhajoval ideje humanity a svobody mysSleni. Zemftel v 98 letech ve své dobé znamy
piedevsim jako protivale¢ny bojovnik.[20]

Za svij zivot byl celkem ctyrikrat Zenaty. V roce 1894 se ozenil s Americankou Alys
Persall, se kterou odjel do Berlina studovat ekonomii a psat knihy, ne prilis Stastné
manzelstvi vydrzelo 17 let.[21] Druhou manZelkou se stala vroce 1921 Dora
Blackova, se kterou mél dvé déti. Vtéto dobé vychovaval své déti a zajimal se
o pedagogiku. V roce 1927 zalozil soukromou Skolu pro déti priblizné stejné staré
jako ty jeho. Nechtél, aby chodily do vetejné Skoly, jejichZ vychovné a vzdélavaci
metody povazoval za Spatné. Kvili ¢astému cestovani a prepracovanosti se jejich
manzelstvi zacalo rozpadat a vroce 1932 se rozesli o 3 roky pozdéji se rozvedli.
Hned nasledujici rok se jeho treti manZelkou stala mlada studentka Patricie Spence,
se kterou mél jednoho syna. V této dobé vyucoval a prednasel v Americe. Manzelstvi
jim vydrZelo 13 let. Ve svych 80 letech se oZenil naposledy, ctvrtou manZelkou se
stala Edith Finch, aZ v tomto manzelstvi zaZil manzelskou harmonii a spokojenost.
V této dobé se ucastnil masovych demonstraci a podnécoval mladé lidi k pacifismu.

Za jediny ucinny nastroj poznani pokladal prirodni védy, nikoli moralku ani
naboZenstvi.[22] Také se vénoval filozofii a svymi odbornymi dily rozvijel
matematickou logiku. Vletech 1910 az 1913 spolecné s Alfredem Whiteheadem
vytvorili spis Principia Mathematica, ktery vySel ve trech svazcich. Tato kniha

32



predstavuje jedno z nejvyznamnéjsich dél zasvécenych zakladlim matematiky. K
Russellovym nejdtlezitéjsim spistim patii dilo Lidské védéni, vydano v roce 1948.
Pri pokusu zjednoduSovat a odvozovat matematiku z logiky objevil jeden z
paradoxt, kterému se vyvaroval vytvorenim axiomu pro teorii mnoZzin.[23]

4.2 Teorie mnozin

,Pokrok prindseji ti, kdo se odvaZzuji ménit vse, co neni v porddku.” - Bernard Bolzano,
Cesky matematik a filozof (1781-1848)

Teorie mnozin zarazuje vSechny matematické pojmy do pojmu mnoZiny a tim je
formalizuje. Je tvorena axiomy a predikatovou logikou. V disledku omezuje vSechny
matematické vztahy na relaci: byt prvkem (€).[24]

Pojem mnoZina zavedl v prvni poloviné 19 stoleti cesky matematik a filozof Bernard
Bolzano. Definoval mnoZinu jako souhrn, u kterého nezalezi na usporadani Casti
(prvki), Bolzanova definice nezahrnuje prazdné a jednoprvkové mnoziny. Némecky
matematik Georg Cantor v 60. letech 19. stoleti vybudoval novou teorii iracionalnich
a realnych cisel, rozvijel matematické prostredky ke studiu nekone¢nych mnoZin.
Diky tomu se stal zakladatelem nové matematické discipliny: teorie mnoZzin. Jeho
teorie mnozin v sobé meéla nékolik nedostatki a vznikaly tak paradoxy.[25] V roce
1902 Bertrand Russell otiasl celou teorii mnoZzin a dokazal jeji vnitini spornost.
Dodnes je Cantorova teorie mnoZin v matematické algebre a analyze pouZivana,
ke studiu matematiky a jejiho vyzkumu je vSak nepouzitelnd, tudiz se ji zacalo rikat:
naivni teorie mnozin.[26]

Na zpisob, jak paradoxy odstranit, nakonec ve 30. letech 20. stoleti prisli dva
némecti matematikové Ernst Zermelo a Abraham Fraenkel. Podarilo se jim zavést
teorii mnoZzin pomoci axiomi do vnitiné bezesporné podoby. Jejich zavedeni teorie
mnoZin pomoci axioml se po nich nazyva: Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin.
Vyuziti axiomt uz znadme z davné historie od Euklida a jeho vykladu geometrie
v Zakladech.[27] Axiom je tvrzeni, které se pokladd za pravdivé, bez nutnosti
dokazovani.

Axiomy - axiomaticka teorie mnoZin

1. Axiom existence mnoZzin - existuje alespon jedna mnoZina:
@Fx)x =x
2. Axiom extenzionality - mnoZiny se stejnymi prvky se rovnaji; pro kazdé dvé
mnoziny x, y plati x = y, praveé tehdy, kdyzZ kazdé u € x a pritom kazdé u € y:
(V) (Vy)Vw(uex o uey) »x=y
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Schéma axiomi vydéleni - z kazdé mnoZiny Ize vybrat prvky, vyhovujici dané
formuli, které se opét stdvaji mnozinou, vznikaji tak podmnoziny: Je-li ¢(u)
formule, ktera neobsahuje volné proménnou z, potom je nasledujici formule
axiomem vydéleni:

(Vx)(3z)(Vu) (u €Ezeo (u ExA <p(u)))
Axiom dvojice - kazdé dvé libovolné mnoZziny urcuji dvouprvkovou mnozinu;
k libovolnym dvéma mnozinam x, y existuje mnoZzina, ktera ma praveé dva prvky
a y. Podle axiomu extenzionality je takova mnoZzina jednoznac¢né urcena prvky
X, y:
V) (Vy)@Ez)Vw(u€eEzeou=xvVu=y)
Axiom sjednoceni / sumy - sjednoceni vSech prvkd mnoziny je mnoZina;
k libovolné mnoziné x existuje mnozZina z, ktera je sloZena z mnozin, které jsou
prvkem néjakého prvku mnoziny x. Podle axiomu extenzionality je mnoZina
7 jednoznacné urcena volbou mnoziny x:
(Vx)(EIz)(Vu)(u €Ezeo @Ay)(yEXAUE y))
Pokud mame definovany axiom sjednoceni, miizeme zavadét pojmy suma a
sjednoceni mnoZin.
Axiom potence - ke kazdé mnoZiné existuje mnozina vSech jejich podmnozin
(tzv. poten¢ni mnozina, znacime ji P(x)):
(Vx)(EIz)(Vu)(u ezo (V) lveu-ve x))
P(x) ={u:u S x}
Schéma axioml nahrazeni - obraz mnoziny definovaného zobrazeni je opét
mnoZinou: je-li ¢(u,v) formule, kterd neobsahuje volné proménné w,z, je
nasledujici formule axiomem nahrazent:
V) (Vo) (Yw) (e, v) Ap(u,w) > v =w)

- (Vx)(3z)(Vv) (v €Ezo (Elu)(u € x A o(u, v)))
Axiom nekonecna - existuje nekonetnad mnoZina z, obsahujici prazdnou
mnoZzinu @ a s kazdym svym prvkem u také mnoZinu u U {u}. Nedefinuje vsak
zpusob, ktery by vedl ke vzniku této mnoziny z jiz zavedenych mnozin. Tento
axiom je mimo rozsah omezené velikosti mnoZin:
(EIZ)((D eEzA(Vuw)(u€z-uu{u}e Z))

Axiom fundovanosti / regularity - kazda neprazdna mnoZina x musi obsahovat
prvek disjunktni s x. Tim se vyvarujeme mozZnosti, Ze by mnoZina obsahovala
samu sebe, napiiklad vSechny mnoZiny, pro které plati x € x. Pro kaZzdou
mnoZinu x plati, Ze pokud x # @, pak existuje y takové, Ze y € x a zaroven
ynNnx=0: (Vx)(xqt(z)—>(EIa)(aEx/\anxz(Z)))

10. Axiom vybéru - pro kazdy neprazdny soubor neprazdnych mnozin existuje

funkce, kterd z kazdé mnoZiny tohoto souboru vybird pravé jeden prvek: pro
kazdou mnozinu u, kterd neobsahuje prazdnou mnozinu @ jako svij prvek,
existuje funkce f definovana na mnozZiné u, tak, Ze kdykoliv x € u, pak

f(x) =x.
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4.3 Paradoxy lhare

,Neni pochyb o tom, Ze znalost logiky md znacny prakticky vyznam pro kazdého, kdo
chce sprdvné myslet a usuzovat.” - Alfred Tarski, polsky logik a matematik (1901-
1983)

Russelliiv paradox

Russelliv paradox zndmy i pod pojmem Russellova antinomie nam rika: mame
mnozinu, kterd je souborem vSech objektli se shodnou vlastnosti. Nyni vytvoime
mnozinu vSech mnozin, které nejsou svym vlastnim prvkem. Definujme si tedy
mnozinu S, ktera obsahuje vSechny prvky mnoZiny x, které neobsahuji samy sebe,
znacime: S = {x: x € x}. Nyni si poloZme otazku: Plati, Ze mnoZinaS € Snebo S ¢ S?
Obé moznosti nds dovedou k nepravdé a sporu, ponévadZ nastane situace, Ze
nemuZeme jednoznacné urcit, jestli prvek S patii do mnoziny S, nebo jestli nepatii
do mnoZiny S. Tuto situaci si nyni predstavime bliz:

e Predpokladejme, Ze S je prvkem mnoziny S, znacime: S € S, pak S musi mit
stejnou vlastnost jako pri zadani, které znélo: S = {x: x & x}. Z toho vyplyva, Ze
S nemiize byt prvkem mnoziny S, tudiz S & S.

e Nyni predpokladejme, Ze S neni prvkem mnoziny S, znacime: S € S, pak S musi
mit opét stejnou vlastnost jako pii zadani. Z toho vyplyva, Ze S musi byt prvkem
mnoZiny S, tudiz S € S.

Pri prvni moznosti jsme dosli ke sporu: S € S - S € S. Pri opaCné varianté jsme
dosli k opacnému sporu: S € S —» S € S. Z tohoto nam vyplyva nasledujici vztah:
S €S < § ¢ Satudiz dochazime k zavéru, Ze nelze sestrojit mnozinu vSech mnozin
s touto vlastnosti a Cantorova teorie mnoZin neplati pro vSechny mnoZiny a je
spornd.[26] Problém zplisobilo vybirani z iplné v§ech mnoZin. Tohoto problému se
dokadzeme zbavit pomoci zavedeni axiomul vydéleni a fundovanosti. Tyto axiomy
zabranuji vybéru ze vSech mnoZin a umoziuji vybér jen z jiz existujicich mnozin.
TudiZ viibec nema smysl rozhodovat o tom, jestli S € S nebo S & S. Ponévadz
mnozina S nebyla ani v pivodni mnoziné, ze které prvky, pripadné podmnoziny
vybirame.

Paradox lhare

Variantou na Russellliv paradox jsou paradoxy lhare. NejzndméjSim lharskym
paradoxem je paradox vesnického holice. K tomuto paradoxu se vaze piibéh, ktery
zni: ,V jedné vesnici je dan zakon, Ze kazdy obc¢an musi byt hladce oholen. Ve vesnici
Zije jeden jediny holi¢. Tento holi¢ holi pouze obcany, ktefi se neoholi sami.’ Zadani
zni celkem jednodusSe. VSichni ob¢ané vesnice se bud’ holi sami, nebo se nechavaji
oholit od naseho holice. Co ale ma udélat sam holi¢? Pokud se sam neoholj, tak se
musi nechat oholit od holiCe, ale pravé on je holi¢cem, tak se musi oholit. Ale pokud

35



se sam oholi, tak nesmi jit k holi¢i, ale opét pravé on je holiCem, takZe se oholit
nemiuZe. Zjednodusené tedy plati:

vesnicky holi¢ se musi oholit < vesnicky holi¢ se oholit nesmi.
Tento vyrok nemitize byt nikdy pravdivy a vZdy vede ke sporu a ke kruhové sebe-
referenci.[28]

Existuje nékolik rtznych znéni tohoto paradoxu, méni se pouze postavy a jejich
povolani. DalSimi zndmymi moZnostmi jsou vesnicky vyCepni a jeho toceni piva, kral
Francie a nalévani bourbonu, postak a jeho roznaSeni poSty a praktickym prikladem
z dnesni doby je finan¢ni ucetni, ktera pocita dané tém, co si je nepocitaji sami.[29]

Obdobny priklad také mliZeme nalézt v 61 kapitole velmi zndmé knihy ,Dimyslny
rytit Don Quijote de la Mancha II‘ od Spanélského spisovatele Miguela De Carvantes
Saavedra. V této kapitole Sancho Panza jako vladar ostrova Baratarie a zaroven
jako soudce musel rozhodnout o pripadu v jednom panstvi, které je rozdéleno rekou
na dvé Casti, které spojuje most. U mostu cekaji soudci. Kazdy, kdo prechazi
pies tento most, musi soudciim pravdivé vypovédét kam jde a proc. Pokud odpovi
1Zivé bude okamZité povéSen na nedaleké Sibenici. Vladar Sancho Panza musi
rozhodnout o budoucnosti jednoho poutnika, ktery presel tento most a soudciim
prohlasil: ,Prichdzim zemrit na nedaleké Sibenici.“ Zemfe-li tento poutnik
na Sibenici, tak mluvil pravdu a zemfit nema. Neobési-li ho, povédél lez a
podle pravidla musi byt povésen. Z toho vyplyva, Ze by méla byt povésena ta ¢ast, co
lhala, a €ast, co pravila pravdu, ma byt pusténa na svobodu. CoZ neni mozné, poutnik
by predtim musel byt zabit a tim nebude dosaZeno ani jednoho cile. Sancho Panza
vzpomina na radu svého pana don Quijota: ,Je-li spravedlnost na pochybach, je
dobré dat prednost dobru'. A podle této rady rozhodl pro osvobozeni poutnika.[30]

Sémantické paradoxy

Sémantika je nauka o vyznamu slov a jazykovych vyrazi. Sémantické paradoxy
vznikaji ze sémantickych pojmi@, a predevSim z urcovani pravdivosti vét a
zlogického vyznamu vét a slov. VySe zminény lharsky paradox patii
do sémantickych paradoxii. Mezi dal$i sémantické paradoxy miliZeme zaradit
Tarskiho lharské véty a sebepopisujici slova tzv. Grellingliv paradox.[31]
O lharskych vétach jsme se dozvédéli uz z kapitoly Paradoxy. Pro pripomenuti
miliZeme zminit, Ze mezi tyto véty patii napt.: Tato véta je nepravdiva.

Némecky matematik a logik Kurt Grelling vroce 1908 objevil paradox, ktery se
netyka teorie mnozin, ale jazyka.[32] Rozdélil vSechna slova na dvé skupiny:
autologicka a heterologickd. Autologické slovo popisuje samo sebe a heterologické
slovo se naopak na sebe nevztahuje. Autologicka slova jsou napriklad slova: Ceské,
Ctytslabicné, pétislabi¢né, vyslovitelné, existujici, ... VSechna tato slova popisuji svou
vlastnost. Heterologicka slova jsou napft. slova: némecké (jedna se o ¢eské slovo),
jednoslabi¢né (viceslabi¢né slovo), nevyslovitelné (mizeme vyslovit), neexistujici
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(existujici slovo), .. Do jaké skupiny ale zaradime slova: ,heterologicky’ a
,autologicky‘? Slovo ,autologicky’ = ,sebepopisujici‘ to bezesporu spada do skupiny
autologickych vyrazi. Ted se =zamysleme nad slovem , heterologicky’
= ,sebenepopisujici’. Pokud ho zaradime do skupiny autologickych slov, tak musi mit
vlastnost, kterou samo sebe popisuje. TudiZ musi byt heterologické, coz vede
ke sporu s tim, Ze ma byt autologické. Pokud toto slovo zaradime do druhé skupiny,
tedy heterologickych slov, vznikne také spor, protoZe najednou za¢ne samo sebe
svou vlastnosti vystihovat a zapadat do prvni skupiny. Z toho vznika paradox, nebot
z pravdivosti vyplyva nepravdivost a nepravdivosti pravdivost.

Pro zjednoduseni miizeme zapsat:

heterologické je heterologické < heterologické neni heterologické
Timto vyrokem se opét dostavame do kruhové sebe-reference, a tudiz nikdy nem?tize
byt pravdivy a vZdy vnika spor.[33]

4.4 Prakticka cast

Na zacatku uvodu do Russellova paradoxu zaky seznamime s tviircem a jmenovcem
tohoto paradoxu. Zminime informaci, Ze se nazyva podle britského matematika,
filozofa a spisovatele Bertranda Russella, ktery Zil v 19. a 20. stoleti a vénoval se
rozvijeni matematické logiky a zabyval se ptfirodnimi védami.

Poté mlzeme prejit k samotnému paradoxu. Vzhledem k tomu, Ze zaci na zakladnich
Skolach jesté neuméji pracovat se zaludnymi mnoZinami, Zakim piedstavime
znaméjsi a pochopitelnéjsi verzi tohoto paradoxu na prikladu vesnického holice.
Uvedeme, Ze tento druh paradoxl spada do skupiny lharskych paradoxt. Nadale
seznamime zaky s pfibéhem naseho holice: ,V jedné vesnici je dan zakon, Ze kazdy
ob¢an musi byt hladce oholen. Ve vesnici Zije jeden jediny holi¢. Tento holi¢ holi
pouze obcany, ktef{ se neoholi sami.“ V tento moment je diilezité zjistit, jestli Zaci
danou situaci spravné pochopili. Toho nejlépe docilime pomoci dobie smérovanych
otazek, diky kterym Zaci sami znovu prefikaji pribéh. Nyni priSel cas
poloZit nejdiilezitéjsi otdzku tohoto piibéhu: Mize holi¢ sdm sebe oholit? Zakéim
nechdme chvili na premysleni a poté zahajime diskuzi. Spravné by mél mezi Zaky
probihat rozhovor, ve kterém cast tfidy bude zastavat nazor, Ze holi¢ musi sdm sebe
oholit. Druha skupinka by jejich ndzor méla vyvracet argumentem, Ze se oholit
nesmi, protoZe existuje pravidlo, Ze holi¢ mize holit pouze ty, co to sami nezvladnou
a on to prece dokaZe. Po chvili dohadovani a argumentovani by celd tfida méla
prohlasit, Ze tento problém vyreSit nejde. Vesnicky holi¢ se musi sam oholit a
zaroven se oholit nesmi a v pfibéhu neni nikdo jiny, kdo by ho oholil. TudiZ se pribéh
stale toc¢i v zacarovaném kruhu, z kterého neni cesta ven.
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V druhé casti tohoto pradoxu Zaky seznamime s mozZnosti rozdélit vSechna slova
do dvou kategorii - naslova sebepopisujici a na slova sebenepopisujici. Zakiim
vysvétlime, Ze slova sebepopisujici jsou vSechna slova, jejichZz vyznam zaroven
popisuje jejich vlastnost a Ze slova sebenepopisujici jsou vSechna slova, jejichz
vyznam se na né nevztahuje a nepopisuje jejich vlastnost. Dale Zakiim zadame
samostatny ukol, na jehoZ splnéni budou potrebovat tuzku a papir. Na tabuli
napiseme nasledujicich deset slov: ceské, némecké, jednoslabicné, pétislabicné,
Ctyrslabicné, trislabi¢né, dlouhé, modré, nevyslovitelné a existujici. Ukol pro zaky
zni: rozdélte téchto deset slov do dvou jiz piredstavenych kategorii. MliZeme zakiim
doporucit, vytvorit si na papiru dva sloupecky, jeden pojmenovat: slova
sebepopisujici a druhy: slova sebenepopisujici. Zaci poté musi kazdé zadané slovo
umistit do jednoho sloupec¢ku. Zakiim nechame nékolik minut na rozirazeni téchto
10 slov. Kdo si mysli, Ze by mohl mit hotovo, donese svoje rozrazeni ukazat ke
kontrole. Spravnym reSenim je, Ze do slov sebepopisujicich patii nasledujici slova:
Ceské, pétislabicné, ctyrslabicné a existujici, a do slov sebenepopisujicich patii
nasledujici slova: némecké, jednoslabicné, trislabi¢cné, dlouhé, modré a
nevyslovitelné.

Nakonec kazdy Zak dostane zavérecny ukol na téma Russellovy paradoxy.
Zavérecnym ukolem je zaradit do zminénych dvou kategorii samotna slova:
,sebepopisujici‘ a ,sebenepopisujici’. Kazdy Zak by mél zvladnou zaradit prvni slovo
do kategorie sebepopisujicich slov, protoZe je na prvni pohled vidét, Ze jej samotna
jeho vlastnost vystihuje. Nad slovem ,sebenepopisujici’ se Zaci musi hloubéji
zamyslet. Toto slovo by Zaky mélo opét privézt do hlubokého bludného kruhu,
z kterého nedokazou nalézt reSeni. Na zavér zaktim zdiiraznime, Ze pravé kruhovym
odkazovanim na sebe vznikd znamy RussellGv lharsky paradox.
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5 Monty Halliv paradox

5.1 Monty Hall

,Snit o nécem nepravdépodobném md své jméno. Rikd se tomu nadéje.” - Jostein
Gaarder, norsky spisovatel (nar.1952)

Maurice Halperin

Maurice Halperin se narodil 25. srpna 1921 v Kanadé. V roce
1945 vystudoval Manitobskou univerzitu se zamérenim
na chemii a zoologii, timto smérem ale dal nepokracoval.
UZ ve svych studentskych letech se vénoval rozhlasovym hram
a po dokonceni Skoly se stal moderatorem rozhlasovych her.
Jeho nadrizeni mu zkratili pfijmeni na pouhé Hall a chybou

umeélecké jméno Monty Hall. Ve svém Zivoté se predevSim Obrdzek 18: Monty Hall
zabyval moderovanim velké rady hernich a soutéznich poradd, napft.: Strike It Rich,
Twenty-One (Dvacet jedna), Fun in the Morning (Ranni zdbava), Video Village a
mnoha dalsich.[34]

Vroce 1973 dostal hvézdu na Hollywoodském chodniku slavy a v roce 2002 byl
uveden na kanadsky chodnik slavy. Ve svém Zivoté se rad vénoval charitativni
Cinnosti, vSichni posluchaci ho znaji jako veselého a pratelského clovéka. Vroce
1947 se oZenil s producentkou Marilyn Doreen Plottel a spole¢né méli tii déti, které
se vydali ve Slépéjich svych rodici a stali se herci a televiznimi producenty. V roce
2017 Maurice zemiel na selhani srdce v ictyhodném véku 96 let.[35]

Let's Make a Deal (Pojd'me udélat dohodu)

Nejvyznamnéjsim televiznim potradem v kariéfe moderatora Monty Halla se stal
porad Let's Make a Deal (Pojd'me udélat dohodu). Tento porad vytvoril Monty Hall
se svym obchodnim partnerem Stefanem Hatosem. 30.12.1963. se poprvé promital
na televiznich obrazovkach na kanalu NBC. Tato show ziskala nevidany tspéch.
Po péti letech oba zakladatelé souhlasili s nabidkou televizniho kanalu ABC, ktery
jim za moZnost prestupu do jejich studia nabidl hlavni vecerni vysilaci ¢as. Tento
porad studiu ABC zaridil konkurenceschopnost s nejzndmé;jSimi televiznimi kanaly
70. let. Monty Hall tento porad moderoval dalSich 30 let. I v dnesni dobé soutézni
show stdle existuje a je rozsifena po celém svété.[36]

Jedna se o zabavny televizni potad, ve kterém publikum mtiZe vyhrat rtizné hmotné
a penézni ceny. Moderator si v kazdém dile vybere nékolik nahodnych divaki, kteri
si snim hraji naobchodniky. V prvnich dilech do publika dorazil clovék
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v masSkarnim kostymu, Montymu se jeho napad zalibil, a tak si zvolil, Ze dneSnim
obchodnikem bude on. V pristi hie se objevil dalsi jedinec v absurdnim kostymu a
Monty si ho opét zvolil. Od té doby vznikla tradice, Ze kazdy divak v hledisti ma
na sobé vlastnoruc¢né vyrobeny kostym.

Kazda hra zacina tim, Ze obchodnik musi nabidnout moderatorovi néco svého
(na konci danou véc vidy dostane zpét a obcas i se skrytym bonusem), moderator
na oplatku nabidne dopiedu pripraveny predmét (penize, elektroniku, jidlo,
poukazky, ...). Obchodnik se vtento moment musi rozhodnout, jestli si dany
predmét ponechd nebo zkusi zariskovat a ziskat hodnotnéjSi cenu. Kdyz se
obchodnik rozhodne zariskovat, castokrat ho cekd néjaky ukol nebo hra.
Nejznaméjsim tkolem je vybér ze tii rliznych opon. Za jednou z nich se schovava
velka vyhra a za dalSimi dvéma tzv. zonky (vystredni, bezvyznamné, ¢asto bizardni
predméty). Obchodnik si zvoli jednu oponu, moderator odklopi jinou oponu, za
kterou je schovany zonk. Nyni nabidne obchodnikovi moZnost piehodnotit svij
vybér a zvolit posledni oponu. Tento vybér vSichni divaci do dneSka nazyvaji ,Monty
Halltv problém‘.[37]

* (—l‘s Make a Deal!

Obrazek 20: Here’s What Happened to Monty Hall ~ Obrdzek 19: The Reason Why the Monty Hall Problem
Before, During and After Hosting Game Show Continues to Perplex Everyone
‘Let’s Make a Deal’

5.2Joseph Bertrand

.Jak se opovaZujeme mluvit o zdkonech ndhody? Neni ndhoda protikladem veskerého
prdva?“ - Joseph Bertrand, francouzsky matematik (1822-1900)

Joseph-Louis-Frangois Bertrand byl francouzsky matematik a
pedagog. Narodil se vroce 1822 v PariZi a vtomtéz méste i
vroce 1900 zemfel. V dobé prusko-francouzské valky byl
kapitdnem Narodni gardy. Pozdéji byl jmenovan clenem
parizské akademie véd, kde od roku 1874 aZ do své smrti

pracoval jako tajemnik.[38]
Obrazek 21: Joseph Bertrand
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Zabyval se predevSim analytickou mechanikou, termodynamikou, statistickou
pravdépodobnosti, kiivkami a plochami, dokonce i teorii trhu a monopolu. Je
po ném pojmenovana Bertrandova véta, Bertrandovy krivky, a jesté tfi paradoxy:

e Bertrandiv paradox v geometrii — velikost pravdépodobnosti ndhody, Ze
libovolna tétiva kruhu bude krat$i nez strana vepsaného rovnostranného
trojuihelnika.

e Bertrandiiv paradox v ekonomii tzv. Bertrandliv model - vysvétluje tvorbu
cen na trhu pti dokonalé pruznosti, informovanosti a konkurenci.

e Paradox Bertrandovy krabice - pravdépodobnost, Ze vjedné nahodné
vybrané krabicce (ze tfi moZnosti) jsou dvé stejné mince. Tento paradox je
v roce 1889 uveden v knize Calcul des Probabilities.[39]

5.3 Pravdépodobnost

VSechno je nejdrive tézké, neZ to zacne byt snadné. - Johann Wolfgang von Goethe,
basnik a dramatik (1749-1832)

Pravdépodobnost urcuje velikost nadéje nahodného jevu nebo pokusu (napft.: hod
kostkou, hod minci, herni sazky, ...). Je udavana desetinnym cislem od 0 do 1. Nula
znaci nemozny vysledek (0 %) a jednicka jisty vysledek (100 %).[40]

Pravdépodobnost se déli na dvé kategorie: miZeme ji urcovat bez provedeni
pokusu, pouze vypoctem relativni Cetnosti, nebo prakticky statistickym pokusem.
PTi pouziti vzorce je tfeba dopredu znat jaké moZnosti se mohou naskytnout, jejich
pocet musi byt kone¢ny a viechny mus{ mit stejnou $anci na své zvoleni. Ciselnou
hodnotu pravdépodobnosti jevu A uréime vyuzitim vzorce: P(A) = % Hodnota m
zna¢i pocet priznivych vysledki, tedy vyzadovanych a zkoumanych vysledkd.
Hodnota n znaci pocet vSech moznych vysledkli. Druhou moznosti je prakticky
pokus, jehoZz vysledky zaznamename, a nakonec z nich vytvorime aritmeticky
priimér. Cim vice pokust prob&hne, tim je nase méfeni presnéjsi. Statistické hledani
pravdépodobnosti neni z hlediska matematiky uznavanou volbou.[41]

V matematice se pravdépodobnost urcuje axiomatickym pristupem: Dany jev musi
obsahovat neprazdné mnoZiny (moznosti volby) a zaroven spliiovat nasledujici
podminky:
¢ musi obsahovat stoprocentni i nulovy jev
e skazdym jevem A musi obsahovat i opa¢ny jev A
opalny jev nastava © nenastal jev A: P(ANA) =0 A\ P(AUA) =1
e pro kazdé jevy obsahuje i jejich sjednoceni a priinik
Sjednocenijevil A4, B je jev:
A U B & nastane alespon jeden z jevi A nebo B.
Priinik jevii A, B je jev: AN B & nastane jev A a zaroven jev B.[42]
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5.4 Pravdépodobnostni paradoxy

,KdyZ vyloucite nemozné, pak to, co zbyvd, musi byt pravda, byt je

sebenepravdépodobnéjsi“ - Arthur Conan Doyle, skotsky 1ékar a spisovatel (1859-
1930)

Problém tii dveri

Paradox trfi dveri, Casto nazyvany Monty Hall Problem, podle autora tohoto
statistického a pravdépodobnostniho problému, uZz zndme desitky let. Tento
problém miuZe byt oznaCovan za paradox, protoze je vétSina lidi prekvapena
matematicky spravnym zavérem. Opét se tedy vratime do herni show Let's Make a
Deal, ve které soutéZiciho Monty Hall pozada o vybér jedné moZnosti ze tii dveri
(dvere ¢.1, €.2, ¢.3). Za dvéma z nich se ukryva koza (tady neobsahuji nic cenného),
za poslednimi je auto (velmi cenna vyhra). Hostitel Monty zna aktualni rozmisténi
cen. Ukolem soutéZiciho je vybrat si jedny dvefe a ukazat na né&. Po oznacené volbé
moderator otevie jedny ze dvou zbyvajicich dveri, za kterymi je koza. Poté za¢ne
hrat dramaticka hudba a soutéZicimu je poloZena otazka: ,,Chcete provést zménu své
ptivodni volby?“ Najdou se taci soutézici, ktefi trvaji na svém vybéru, ale i taci, co
vyuziji moznosti vybér zménit. Ktefi z nich maji vétsi pravdépodobnost a Sanci
ziskat cennou vyhru?[43]

Na zacatku mame vybér ze tii moznosti, se stejnou Sanci na zvoleni. Tudiz vybér
jakychkoli dvefri ma 1/3 pravdépodobnost, Ze vybér je vyherni a 2/3 moZnost, Ze
za dveimi je zonk. Monty Hall otevie jedny ze dvou zbyvajicich dveri, vZdy jsou to
dvere, co neskryvaji vyhru. Pravdépodobnost na vyhru jiz zvolenych prvnich dveri
zustava stale 1/3. Votevienych dvefich se hlavni vyhra nenachazi,
pravdépodobnost je tedy 0/3. Zbyvaji ndm posledni dvefte, které paivodné méli také
1/3 pravdépodobnost vyhry, po odkryti dveri se pravdépodobnost posunula na tyto
zaviené a nezvolené dvere. TudiZ je nyni 2/3 moZnost, Ze za poslednimi dveimi

bude vyhra.[44] " gﬁ
MizZeme si tuto situaci rozkreslit a ukdzat nazorné. | ;
Zvolme si mozZnost, Ze za prvnimi a druhymi ‘l ‘
dvermi se skryvaji kozy, ve tretich je ukryté auto. ¥ e
e Pokud si soutéZici napoprvé zvoli dvefte ¢.1,
Monty musi oteviit prostfedni. Vyhru i
obsahuji treti dvere, tudiZ se vyplati zména b
volby. 77
e Pokud si soutéZici napoprvé zvoli dvefte ¢.2,

Monty musi otevrit prvni. Vyhru obsahuji
treti dvere, tudiZ se opét vyplati zména
volby.

RS

Obradzek 22: Paradox tri dveri
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e Pokud si soutézici napoprvé zvoli dvete ¢.3, Monty si miiZe vybrat otevrit
prvni nebo druhé dvere. Vyhru obsahuji treti dvere, tedy napoprvé zvolené
dvefte, tudiZ se nevyplati zména volby.

Soutézici, ktefi trvaji na svém vybéru a za Zzadnou cenu svou volbu nezméni, maji
pravdépodobnost vybéru cenné vyhry (auta - A): P(A4) = é =333% a
pravdépodobnost vybéru bezcenné vyhry (kozy - K): P(K) = % = 66,7%. Soutézici,
ktef{ na své volbé netrvaji a vZdy svou volbu zméni, maji pravdépodobnost vybéru
cenné vyhry: P(A) = % = 66,7%, tedy vyhraji pokazdé, kdyz si na poprvé vyberou
dvere s kozou. Pravdépodobnost vybéru bezcenné vyhry maji: P(K) = % = 33,3%,

tedy vzdy prohraji v pripadé€, kdyz si na poprvé vyberou dvere s autem.

Pokud tedy chceme vyhrat, je dvojnasobné lepsi zménit svou plivodni volbu. Toto
dokazané reSeni je velmi neintuitivni a lidé mu i pfes padné dlikazy odmitaji vérit.
Pro lepsi predstavu mizeme situaci pozménit. Misto pouhych tfi dveri, budeme mit
20 dveri, auto zlstava pouze jedno a koz je 19. Prvni faze zlistava stejna a soutézici
si vybira jedny dvere. Moderator ve druhé fazi ze zbylych dveri otevie 18 (vSechny
bez hlavni vyhry). Ve treti fazi si soutéZici mize vybrat, jestli si svou volbu ponechj,
nebo ji piehodnoti a vybere si posledni nezvolené dvere. Sance, Ze se hlavni vyhra
skryva za prvnimi zvolenymi dveimi, je 1/20. Kdyz Monty Hall odhali 18
ze zbyvajicich dveri, Sance uprvnich zvolenych dveri zlistava stale stejna.
Pravdépodobnost zjiz otevirenych dveri se presunula k poslednim neotevienym
dveiim, které najednou maji Sanci 19/20, Ze obsahuji auto. Tomuto prikladu lidé
uvéri snaz a dokaZou si ho lépe zdtivodnit. Cim vice pridame dvef, tim je situace
uvéritelnéjsi.

]
1
1
]

I E Obrdzek 23: Monty Hall
1 z R il LN N &N A 7 7z
: Problem.

Very likely A

@ Very likely @ x18, 6
&Y BRILLIANT

Bertrandovy krabice

Opét se jedna o pravdépodobnostni hadanku,

na obdobném principu jako je Monty Hallav @ @
problém.

Na zacatku mame tri krabicky, kazda ma v sobé @

prepazku, ktera déli krabicku napil. Do prvni

krabi¢ky jsou dany dvé zlaté mince, do druhé Obrazek 24: Bertrand's Box Paradox
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jedna zlata a jedna stribrna mince, do posledni krabicky dvé stfibrné mince. Mince
jsou vzdy oddéleny piepazkou, tudiZ nelezi hned vedle sebe. Nahodné vybereme
jednu z krabicek (1/3 Sance) a pootevieme ji. Uvidime prvni minci (1/6 Sance),
ktera je bud zlata, nebo stfibrna. Jaka je pravdépodobnost, Ze i druhd mince
v krabicce bude stejna?[45]

Pro predstavu si ur¢ime, Ze prvni vytazena mince je zlata. TudiZ s urcitosti vime, Ze
se nejednd o krabicku se dvéma stfibrnymi mincemi, a tak nad ni nemusime
uvazovat. Pfred ndmi uz stoji jen dvé krabicky, které obsahuji tri zlaté mince a jednu
stribrnou minci, kazdou minci si ocislujeme:

1

Obrazek 25: Bertrand's Box
Paradox Numbers

Jedna z krabicCek je pooteviena a vidime zlatou minci. Zamysleme se nad vSemi
moZnymi kombinacemi, které mohou nastat:

e vidime minci ¢islo 1 - druhou minci v krabicce je zlata mince (¢.2)

e vidime minci ¢islo 2 - druhou minci v krabicce je zlata mince (¢.1)

e vidime minci ¢islo 3 - druhou minci v krabicce je stfibrna mince (¢.4)

e mince Cislo 4 to byt nemuzZe, protoZe neni zlata.

Mame tfi zlaté mince, tudiz tfi moZnosti pti prvnim vybéru. VSechny tfi mince maji
stejnou pravdépodobnost, Ze budou napoprvé vybrany. Z predchoziho vypisu vSech
moznych kombinaci vyplyva:

e Pravdépodobnost, Ze druhd mince bude také zlata, je 2/3, tedy priblizné
66,7 %.
e Pravdépodobnost, Ze druha mince nebude zlatj, je 1/3, priblizné 33,3 %.

Tato logicka hadanka je nazyvana paradoxem, protoZe je velmi neintuitivni. Mnoho
resSiteld by odpovédélo, ze pravdépodobnost vytazeni stejné mince je jenom
50 %.[39]
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5.5 Prakticka cast

Dopredu si musime pripravit bali¢ek karet, ze kterych vybereme jednu vyraznou
kartu a dvé obycejné (napft. joker a dvé osmicky), také si nachystadme tuzku a papir.
Zaky seznamime se situaci, Ze se dostali do soutéZe Monty Halla. Na tabuli
promitneme obrazek tii dveri, zakiim vysvétlime, Ze za jednéma z nich se skryva
velkd odména a za zbyvajicimi neni nic. Ucitel bude hrat moderatora, ktery Zakiim
vroli soutéZicich nabizi volbu. Ucitel pritom bude drzet v rukou tri skryté karty.
Tyto karty symbolizuji fe¢ené dvere. Ukolem zakd bude postupné volit jednu
z karet, ucitel nasledovné odkryje jinou nevyherni kartu a poloZzi otazku: ,Chce$
zménit svou volbu karty nebo si ji ponechas$?“ Zak odpovi a vybranou kartu
odkryjeme. Na papir si poznamename dvé informace: zménil/nezménil,

vyhral/nevyhral. Na fadu prichazi dalsi hrag, s kterym celou situaci zopakujeme.

Po tahu vSech zakl prozkoumame zaznamenané vysledky. Z téchto vysledki by
meélo vyplyvat, Ze rozumnéjsi variantou je svou volbu zménit. Nyni ptisSel ¢as zaklim
vSe objasnit. Zvolime zplisob pomoci rozkresleni jednotlivych moZnosti viz. Obrazek
22. Nakonec mizZeme ukazat variantu s vice kartami viz. Obrazek 23. Z této ukazky
by méli byt Zaci moudiejsi.
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Vystup s zaky 9. ro¢niku ZS

Provedeni

Y4

Prakticka c¢ast byla vyzkouSena a predvedena jedné devaté tridé na zakladni Skole.
Ttida se sklada z 25 zaki (11 chlapcii a 14 divek). Zaci byly podle abecedy rozdéleni
na dvé poloviny, se kterymi se pracovalo samostatné. Délka celé jedné prednasky
spada na dvé vyucovaci hodiny. Doprovodna prezentace (viz. Priloha 2), vytvorena
v MS PowerPoint, je po celou dobu promitana zakiim na tabuli.

Ze zacCatku jsou Zaci seznameni s cilem, diivodem a tématem této prednasky. Poté
predstavime tri druhy paradoxi na praktickych prikladech:
e prvni druh: tvrzeni zni absurdné, ale je pravdivé - priklad s testy dvou zakt
e druhy druh: tvrzeni zni pravdivé, ale je nesmyslné - ptiklad s trpasliky
na plakaté
e treti druh: dvojice pravdivych vyrokd spolecné vedoucim ke spornym
vysledkiim - Krétan Epimenidés
Nasledovné prechazime na naSich pét vybranych paradoxi, které postupné dle
Praktickych ¢asti (vzdy na konci kazdé kapitoly) predstavujeme zakiim. Na konci
prezentace Zaci vyplni dotaznik (viz. Pfiloha 3) se zpétnou vazbou.

Vysledky dotazniku

Prvni otazka zjiStuje, jestli se zaci s nékterym z predvedenych paradoxi jiz driv
setkali. Souhrn tohoto zjiSténi znaci, Ze vétSina zaka alespoii jeden paradox uz znala,
dokonce dva Zaci uvadéji, ze slyseli o kazdém z nich.

Setkali jste se nékdy s nékterym z uvedenych paradox(? Pokud ano, zatrhni dané moznosti.
25 odpovadi

Déleni &islem nula

Paradox tangramu 17 (68 %)

Zénonovy paradoxy 5 (20 %)

Russellovy paradoxy - Ihafské

4 (16 %
paradoxy ( )

Monty-Hall - paradox tfi dvefi 14 (56 %)

S Zadnym z uvedenych 4(16 %)

0 5 10 15 20

Obrdzek 26: Graf Setkdni s paradoxy
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Druha otazka se zabyva provedenim vystupu a zjiStovanim sympatie zak.
Z dotazniku vyplyv4, Ze paradox Monty Halla sklidil nejvétsi ispéch a déleni Cislem
nula Zaky naprosto neoslovilo.

Ktery z paradox( vas zaujal nejvic?
25 odpovédi

@ Déleni &islem nula

@ Paradox tangramu

@ Zénénovy paradoxy

@ Russellovy paradoxy - Ihaiské paradoxy
@ Monty-Hall - paradox tfi dvefi

Obrdzek 27: Graf Sympatil

Treti otazka sméruje konkrétné na paradox ¢isla nula a zjistuje, zda zakiim prisel
natolik zajimavy, Ze si na néj pri vypoctech vzpomenou a budou vzdy urcovat
podminky délitelnosti. Z grafu odpovédi respondenti plyne, Ze vice jak 3/4 z nich
problematiku pochopilo a na vyjimku déleni nulou nezapomenou.

Cislo nula: Myslite, Ze vam tento pfiklad utkvi v paméti a vzdy si vzpomenete, pro¢ nulou délit nelze
a pro¢ v matematice musime urcovat podminky délitelnosti?

25 odpovedi
@ Ano vidy
@ Spise ano
@ Nékdy ano, jindy ne
@ Spisene
] @ Ne nikdy

Obrdzek 28: Graf Déleni nulou

Ctvrta otazka sméfuje konkrétné na paradox tangramu, Zaci v ni sebehodnoti své
dovednosti a sviij zapal pri skladani stavebnice. Sebehodnoceni zakii je ve vysledku
pozitivni.

Paradox tangramu: Jak se vam darilo pfi skladanf této tradicni logické hry?

25 odpovédi

@ Super, bylo to snadné.

@ Celkem mi to §lo.

@ S nédim jsem si védél/a rady.
@ Slozil/a jsem hodné malo.

@ Vibec, bylo to t&zké.

Obrdzek 29: Graf Tangram

47



Pata otazka se zabyva Zénonovymi paradoxy, zjiStuje chapani Zénonova uceni
dnesnimi détmi. Cela skupina respondentli se v této otazce rozdélila na podobné
velké tietiny, ¢ast z nich poklada tuto problematiku za nesmyslnou, druha tietina je
ochotna se nad ni zamySlet a posledni skupina ji poklada za zajimavou az pravdivou.

Zénon(v paradox: Prijde vam v dnesni dobé tento paradox absurdni a nesmysliny, nebo ho pokladate

Za zajimavou myslenku?
25 odpovédi

@ Je absurdni a nesmysiny.

@ Trochu logiky v ném vidim.
Jedna se o zajimavou myslenku.

@ Stale v&fim v jeho naplnéni.

Obrdzek 30: Graf Zéndn

Sesta otazka se zabyva Russellovym paradoxem. Nabada Z4Ky ke tvorbé napadd, jak
zabranit a odstranit kruhovou sebereflexi, kviili které vznikaji lharské paradoxy.
16 tazanych respondentli nema zadny napad, jak zabranit této situaci. Zbytek
odpovédi je raznorodych od nesmyslnych, pres realistické az po vytvoreni dalsich
jasnych pravidel.

Russellav lhafsky paradox: Napada vas moznost, jak zabranit vytvoreni takovéto nesmysiné

situace?

L Obrdzek 31: Otdzka Lhdr'sky paradox
25 odpovédi

e holi¢ musi byt Zena

e feSenim jsou dva holici

e jiné zakony, nebo udélat vic holict ve mésté

e brat tyto vyroky s rezervou

e nehledat zbytecné slozitosti

e nastavit jasna pravidla

e vnormdalni a svobodné spolecnosti by se to stat nemélo

e vytvorit novou skupinu kam by Sel holi¢ zaradit

e je potreba pridat dalsi skupinu (mozZnost) vyhovujici obéma tvrzenim, prip.
se snazit této nesmyslné situaci vyhnou odvedenim pozornosti na jiné téma
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Sedma otazka sméruje konkrétné na pravdépodobnostni paradox moderatora
Monty Halla. Ovéruje velikost vlivu ukazky a dlikazu, o zvysSeni pravdépodobnosti
vyhry pfi zméné svého rozhodnuti, na zaky. Z vyzkumu plyne, Ze vice jak 60 %
zucCastnénych by na zakladé této ukazky své rozhodnuti zménilo. Pouhych 20 %
nadale véri ve své stésti prvni volby a rozhodnuti nezméni.

Monty-Hall: Na zakladé seznameni s problémem tfi dvefi pfehodnotili byste své rozhodnuti a otevieli

druhé dvefe?
25 odpovédi

@ | bez tohoto seznameni bych zménil/a
vybér.

@ Ano, po tomto seznameni bych zménil/a
vyber.

@ Ne, svou volbu bych nezménil/a.

Obrdzek 32: Graf Monty-Hall

Osma otazka je jedinou dobrovolnou otazkou. Zabyva se povédomim zakt o dalsich
zndmych paradoxech. 14 dotdzanych odpovédélo na tuto otdzku a pouze 4 méli
kladnou odpovéd'. Kazda z nich je pravdiva a naprosto odlisna.

Znate dalsi logické a matematické paradoxy, o kterych nebyla zminka? Pokud ano uvedte struény
popis.
14 odpovédi

Obrdzek 33: Otdzka Paradoxy

e paradox dvou obalek

e paradox o nekonec¢né opici, kterd nakonec napise celou vétu

e Schrodingerova kocka

e paradox nemoznych tvarl (zkroucené objekty) a jiné optické klamy

Obrdzek 34: Optické klamy Obrazek 35: Schrédingerova kocka
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Zavérecna otazka shrnuje pribéh celé probéhlé prednasky na téma matematické a
logické paradoxy. Ukolem Z4ki je zhodnotit vystup pedagoga, obsah a sympatie
k danému tématu. Na stupnici od 1 do 5 (1 predstavuje nezdjem a 5 nejvétsi zaujeti)

musi vybratjednu z hodnot, ktera je jejich pocitu nejblizZsi. Z grafu vyplyva, Ze zaujeti
zakil bylo spise kladné, v priiméru vychazi na hodnotu 4.

Zaujalo vas toto téma?
25 odpovedi

20

17 (68 %)

15

10

4 (16 %)
2(8 %) XCED)
1 2 3 4 5

Obrdzek 36: Graf Celkové hodnoceni
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Zaver

Téma této bakalarské prace je matematické a logické paradoxy. Predmétem
zkoumani bylo pét vybranych paradoxi z rliznych matematickych disciplin. Tyto
paradoxy byly vysvétleny a nasledné prevedeny na pochopitelnéjsi formu, kterou
dokazou pochopit Zaci druhého stupné zakladni Skoly a studenti strednich skol. Tyto
priklady rozviji lidskou predstavivost a logické mysleni.

Cilem prace bylo ukazat matematiku zabavnou formou, objasnit nékolik zahad a
primét zaky premyslet logicky nad jednotlivymi ulohami a procesy nejen ve Skole
ale i v bézném zZivoté. Porozumét zadani, postuplim a zvazit pravdivost tvrzeni ¢i
vysledku, ktery vidime pred sebou. Umét se zamyslet nad vysledkem a jeho
podstatou. Vidét matematiku a jeji smysl v béZném Zivoté.

V teoretické c¢asti doSlo k predstaveni pojmu paradox a jeho rozdéleni na tri
kategorie. Na zacatku kazdé kapitoly je Uvod, ktery nds seznamuje se vznikem
daného paradoxu a s jeho autory. Také zde byly zavedeny a vysvétleny jednotlivé
dilezité pojmy, které byly nasledovné pouzivany.

Prakticka cast se vénovala objasnéni paradoxt a uvadéni obdobnych prikladd, které
danou kategorii reprezentovaly a dale rozvijely. Na konci kazdé kapitoly se naléza
podkapitola, ve které je pro pedagogy navrZzena moznost praktického predvedeni
daného paradoxu zakiim a studentim. Tyto ukazKky jsou témeér nendrocCné
na pripravu, privodni prezentace je soucasti této prace, potirebné pomicky jsou
vzdy vypsany na zacatku této podkapitoly. Nakonec byla prace dle vypracovanych
navrhii predstavena zZakiim devatého ro¢niku zdkladni Skoly. V posledni kapitole
této prace se zabyvame provedenim tohoto vystupu a zkoumanim vysledki
hodnoticiho formulare od danych zakd.

Toto téma je velmi zajimavé, jeho velikost rozsahu je obrovska. Existuje mnoho
riznych paradoxi, které maji velké mnozstvi obdobnych provedeni. Nebylo lehké
zvolit pouhych pét z nich. Nejlépe se pracovalo s paradoxem tangramu, jeho
zkoumani a dokazovani bylo zdbavné a jednotlivé priklady na sebe navazovaly a

VvV

objevuje v Russellové paradoxu a v dalSich Tharskych paradoxech.

Vystup pred Zaky nebylo téZké prezentovat. Z dotazniku vyplyva, Ze téma vétSinu
zaku zaujalo. Bavilo je premyslet nad jednotlivymi ptiklady, aktivné se zapojovali a
davali najevo své nazory a ndpady pri reSeni danych témat. Nejvice uspéchu sklidily
priklady, které si Zaci mohly prakticky vyzkousSet. Téma bylo pochopeno a vystup
dobre zorganizovan. Jediny problém nastal pri nazorném predvedeni paradoxu
Monty Halla na tfech hracich kartach. Pri praktické zkouSce porad hraje roli nahoda.
S druhou skupinou subjektii nastala situace, ve které zména své volby prinesla
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stoprocentni Usp&snost. Zaci tudiz vyvodily chybny tisudek, Ze vyména vZdy vede
k jasné vyhre. Bylo proto obtiZnéjsi vysvétlit si a dokazat, Ze vZdy tomu tak neni.

V dotazniku Zaci navrhly dalsi 4 paradoxy. V budoucnu by bylo dobré pokracovat
v této praci dal a zamérit se na tyto volby Zak(, popripadé ziskavat dalSi mozné
navrhy. Téchto pét paradoxt nestaci k rozvijeni logického mysleni Zaki a nad stalym
zamySlenim se nad touto problematikou. Je pottreba jejich logické mysleni rozvijet
i naddle, do vyuky obcasné vkladat logické ukoly, hadanky a dalS$i matematické a
logické paradoxy.
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V této priloze jsou ukazany obrazky spravnych vysledkli sestavenych obrazct
z kapitoly 2. U téchto obrazcii ¢asto lze zrcadlové prohodit nékteré dilky (napf.
fialovy a zluty trojuhelnik za zeleny u obrazce Svicka). Také samoziejmé miizeme
prohodit stejné dilky s odliSnymi barvami (fialovy a Zluty dilek, nebo oranZovy a
Cerveny dilek). TudiZz existuje daleko vice barevnych variant sestaveni téchto
obrazci.

Obrdzek 38: Tangram Liska Obrdzek 37: Tangram Svicka

Obrdzek 40: Tangram Jablko Obrdzek 39: Tangram Lod’
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Podkladova prezentace vytvorena pro Zaky 9. rocniku, ktefi jsou touto formou
seznameni s 5 paradoxy této zavérecné prace.

Obsah

s paradox a jeho 3 skupiny

LOGICKE e
PARADOXY

= 7&énon z Eleje
Monika o o Russelliv paradox
= Monty-Hall

o dotaznik

Paradox Tvrzeni zni absurdné, ale je pravdivé

= Jarda napsal prvnf test na 30 % a druhy na 100 %.
> Pepa napsal prvni test na 25 % a druhy na 75 %.

1. skupina paradoxt - tvizenl znf absurdné, ale je pravdive

2. skupina paradoxd - tvrizeni znf pravdivé, ale je nesmysiné KDO MA LEPS| VYSLEDKY?2
3. skupina paradoxd — dvojice pravdivych a dokdzanych vyrokd o JardOv prvnf test se skiddal z 10 otdzek a Peplv ze 4 otdzek.
spolegné neslugitelnych a vedoucich ke spomym visledkim ° Jarda odpovédgl spravné na 3 otazky a Pepa na 1 otazku.

= JardOv druhy test se skiddal z 2 otdzek a Peplv ze 8 otézek.
= Jarda sprévné& odpovédél na obé& otdzky a Pepa na 6 otdzek.
KDO MA VICE SPRAVNYCH ODPOVEDI?

Tvrzeni zni pravdivé, ale je nesmysiné
= obvykle se jednd o dvindl, podfuk a optické klamy

Dvojice pravdivych vyrokd spoleéné Eille mlE
vedoucich ke spornym vysledkdm
x=1 [ *x
= Epimenidés fka: ,,Vichni Krétané jsou Ihéifi a pofad jenom Fou.* e
= Epimenidés je Krétan. xX°=x /=1
RikA EPIMENIDES PRAVDU NEBO LZEZ ¥—-1=x-1 /:(x-1)
(x+1)=(x-1) — G-1)
(x-1) (x-1)
x+1=1 /=1
x=0
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Tangram

v

A

Tangram

o4

Tangram vdazy

Ne vie, co vidime, je pravda, dlle7ité je
vysledek prozkoumat a provéfit!

w.youtube com/watchev=uHAEIFEPQ

Filozof Zéndn z Eleje

°2éno6n z Eleje Zil priblizn& v letech 490 pf.n.l. aZ 430 pr.n.l.
= zabyval se pohybem a dikazy o jeho neexistenci

* 1 L 11 i $=100m
L] L} LI
Zénén zastaval ndzor, Ze postava nikdy ke studni nedorazi, tento
ndzor ve své dob& dokdzal bezchybné& odivodnit. Pokuste se prijit
na jeho zdOvodnéni, jestlize vite, Ze postava je zdrava a vidy se
pohybuje rovné dopfedu a nikdy se neota&r.

Achilles a Zelva

> Kdo fo byl Achilles?

Uv&domie si. jakym zpOsobem Zénén premyilel a zkuste

odpovédét na nasledujici otazku:

= Achilles, rychly a nepfemoizitelny hrdina, si da rychlostni zavod s
oby&ejnou Zelvou. Achilles vi. Ze Zelva je pomaly tvor. a tak ji
dovoli mit 100 m naskok. Poté oba vybihaji. DoZene podle uceni
Zéndna Achilles n&kdy Zelvu?

Russelldv paradox — paradox Ihdare

=V jedné vesnici je ddn zdkon, 7e kaZdy ob&an musi byt hladce
oholen. Ve vesnici Zije jeden jediny holic. Tento holiC holi pouze
ob&any, ktefl se necholi sami.

= MUZe se holi¢ saém oholit2

Sebepopisujici a sebenepopisujici

= Sebepopisujici slova - viechna slova popisujicl svou viastnost
= Sebenepopisujici slova - vyznam slova nepopisuje dané slovo

&eské, némecké. jednoslabiéné, pétislabiéné, Etyfslabicné,
fiislabiéné, dlouhé, modré, nevyslovitelné, existujicr
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Spravné rfeseni

Sebepopisujici slova Sebenepopisujici slova
= Ceské = némecké
= pé&tislabicne s jednoslabicné
= Etyfslabicné = fslabicné
= existujicl = dlouhé
= modré
= nevyslovitelné

Do jaké skupiny patfi slova:
sebepopisujicl a sebenepopisujici?

Monty - Hall
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Dékuji za pozornost

na zaver zbyva vyplnit formuldf zaslany na vade Skolnf emaily
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Formular urceny pro zpétnou vazbu od Zaki 9. ro¢niku:

Logické paradoxy

Monika Remsova
1. Pohlavi: *

Oznacte jen jednu elipsu.

(_ )Zena

2. Setkali jste se nékdy s nékterym z uvedenych paradoxt? Pokud ano, zatrhni dané *
moznosti.

Zaskrtnéte vsechny platné mozZnosti.
| Déleni islem nula
' Paradox tangramu
] Zénonovy paradoxy
| Russellovy paradoxy - haiské paradoxy
L] Monty-Hall - paradox tfi dvefi

[1s Zadnym z uvedenych

3. Ktery z paradox( vés zaujal nejvic? *
Oznacte jen jednu elipsu.
() Déleni &islem nula
) Paradox tangramu
) Zénodnovy paradoxy
) Russellovy paradoxy - Iharské paradoxy

D) Monty-Hall - paradox tfi dvefi
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4. Cislo nula: Myslite, Ze vam tento priklad utkvi v paméti a vzdy si vzpomenete,
pro¢ nulou délit nelze a pro¢ v matematice musime urcovat podminky
délitelnosti?

Oznacte jen jednu elipsu.

) Ano vzdy
) Spige ano

) Nékdy ano, jindy ne
) Spise ne

() Ne nikdy

5. Paradox tangramu: Jak se vam dafilo pfi skladani této tradicni logické hry? *

Oznacte jen jednu elipsu.

(") Super, bylo to snadné.
() celkem mi to $lo.

() S néé&im jsem si védél/a rady.

() Slozil/a jsem hodné malo.

) Viibec, bylo to tézké.

6. Zénodnuv paradox: Prijde vam v dnesni dobé tento paradox absurdni a
nesmysliny, nebo ho pokladate za zajimavou myslenku?

Oznacte jen jednu elipsu.

(__ ) Je absurdni a nesmyslny.
(__) Trochu logiky v ném vidim.
() Jedna se o zajimavou my$lenku.

() stale véfim v jeho naplnéni.
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7. Russelliv Iharsky paradox: Napada vas moznost, jak zabranit vytvoreni takovéto *
nesmysiné situace?

8. Monty-Hall: Na zakladé seznameni s problémem tfi dvefi prehodnotili byste své *
rozhodnuti a otevreli druhé dvere?

Oznacte jen jednu elipsu.

() I bez tohoto seznémeni bych zménil/a vybér.
() Ano, po tomto sezndmeni bych zménil/a vybér.

() Ne, svou volbu bych nezmeénil/a.

9. Znate dalsi logické a matematické paradoxy, o kterych nebyla zminka? Pokud ano
uvedte strucny popis.

10. Zaujalo vas toto téma? *

Oznacte jen jednu elipsu.

Vib Zaujalo mé velmi
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