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Anotace

HABINAKOVA, L. VyuZiti dynamické geometrie pro studium polohovych vlastnosti
trojuhelniku. Hradec Kralové, 2023. Bakalarskd prace na Prirodovédecké fakulté

Univerzity Hradec Kralové. Vedouci bakalaiské prace Mgr. Lukas Vizek, Ph. D. 66 s.

Cilem bakalarské prace je vytvorit applety a aktivity vhodné k objeveni polohovych
vlastnosti trojuhelniku. Applety a aktivity jsme vytvorili v programu GeoGebra.
V teoretické ¢asti definujeme trojuihelnik véetné jeho naleZitosti. Specialni podkapitoly se
zabyvaji dllezitymi iseckami v trojihelniku a kruznici trojuhelniku vepsanou i opsanou.

vvvvv

nami vytvorené applety i aktivity. Nékteré z nich proSly tfemi fazemi reflexe.

Klicova slova
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trojuhelnik a kruZnice



Annotation

HABINAKOVA, L. Using dynamic geometry to study selected properties of a triangle. Hradec
Kralové, 2023. Bachelor Thesis at Faculty of Science University of Hradec Kralové. Thesis

Supervisor Mgr. Lukas Vizek, Ph.D. 66 p.

The bachelor thesis aims to create applets and activities suitable for discovering the
positional properties of triangle. We created the applets and activities in GeoGebra. In the
theoretical part, we define a triangle including its essentials. Special subsections deal with
important segments in a triangle and the inscribed and circumscribed circle of a trinagle.
The practical part begins with a search for already created applets on the given topics.
Subsequently, we present the applets and activities created by us. Some of them went

through tree stages of reflection.
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Uvod

V poslednich letech doslo k vyraznému vyvoji moderni technologie. Zpristupnéni
programu GeoGebra vSem zajemclim zdarma se odrazilo i ve vyuce matematiky:.
Rada pedagogti dany program znd a vyuziva. Nadale ale ziistava otazkou, jak vhodné
a efektivné lze zapojit GeoGebru do vyuky? V nasi praci se zamérime na zapojeni
dynamické geometrie jako ndstroje k objeveni vlastnosti stfednich pricek, téznic,
vysek, kruznice trojuhelniku opsané a kruznice trojuhelniku vepsané.

V prvni ¢asti uvedeme potrebné teoretické pozadi. Zavedeme pojem trojuhelnik
a jeho nalezitosti. Nasledné uvedeme zakladni vlastnosti. Nékteré z nich dokazeme.
Vteorii neopomeneme rozdéleni trojuhelniki na  zdkladni  druhy.
Ve specidlnich podkapitoldch uvedeme dtlezité usecCky a kruznice tykajici se
trojuhelniku. Presnéji feCeno se budeme zabyvat pojmy stredni pricka, téZnice,
vyska, Kruznice trojuhelniku opsand a kruznice trojuhelniku vepsana. Teoretickou
cast obohatime o nazorné obrazky, které jsme vytvorili v prostiedi GeoGebry.
Seznam ocislovanych, autorsky vytvorenych obrazkl uvddime na stranach 64 a 65.

Druha ¢ast nas seznami s programem GeoGebra a sjiz vytvorenymi applety
na téma stredni piicky, téznice, vysky, kruznice trojuhelniku vepsana a kruZznice
trojuhelniku opsand. V ivodu uvedeme kratky popis programu. Nasledné pomoci
struénych a prehlednych tabulek seznamime cCtenare s applety nebo aktivitami,
které vytvorili riizni autoti a které jsou volné dostupné. Tabulky se skladaji ze tirech
sloupcti. V prvnim sloupci je nazev appletu nebo aktivity, jméno autora, snimek
a odkaz. Ve druhém sloupci uvadime stru¢né v bodech obsah daného appletu
(aktivity). Treti sloupec obsahuje nase poznamKky vcetné jazyka, pouzitych nastrojq,
pohybu s jednim nebo vice vrcholy.

Po strucné resersi jiz vytvorenych appletii uvedeme nase autorské. V jejich tvodu
upozoriiujeme na moznost zkombinovat applet s moZnymi otdzkami dle potieb
vyucujictho. Pred samotnymi odkazy popisujeme reflexi vyzkouSenych aktivit.
Aktivity zaméfené na polohu priseciku vysek a polohu priseciku téZznic prosly
celkem tiemi fazemi reflexe. Nejprve je vyzkouseli Zaci devaté tridy zakladni skoly
vramci opakovani, nasledné po potifebnych upravach Zaci Sesté tridy, kteri
objevovali pro né nové informace, a vzavérecné fazi slouzily applety opét
k zopakovani stavajicich znalosti v ramci individualni ptipravy na prijimaci zkousky:.
Popis jednotlivych appletli a aktivit uvddime opét ve struc¢nych tabulkach o trech
sloupcich.

Vytvorené aktivity a applety slouzi Zaklim k objevovani pro né novych vlastnosti,
pripadné k utuZenti jiz stavajicich znalosti. Vyucujici by si mél predem promyslet,
v jaké ¢asti hodiny, s jakym cilem, které applety a s jakymi otdzkami, zapoji do své
vyuky. Nami vytvoiené applety a sestavené aktivity milize vyucujici rovnou zapojit



do svych hodin nebo je pouZit jen jako zdroj moZné inspirace a vytvorit si vlastni.
Zapojenim GeoGebry do vyuky zaroven rozvijime i digitadlni gramotnost.



1. Trojuhelnik

1.1 Charakteristika

Tri body, které neleZi v jedné primce, urcuji geometricky utvar zvany trojuhelnik.
Riizni autofi definuji trojuhelnik riznymi zptsoby. Uvedeme si zde nékolik prikladi:

,Trojuhelnik je rovinny ttvar, ktery md tri vrcholy, tri strany a tri vnitini thly.”
(Cihlar, Zelenka, 1997)

,V nasem pojeti bude trojuhelnik usporddand trojice bodii A, B, C v roviné, které
neleZi na primce a které souhlasi s kladnou orientaci (tj. s orientaci proti sméru
hodinovych rucicek) roviny.” (Svréek, Vanéura, 1988)

, Trojuhelnik je priinik ti'i polorovin: A ABC =+— ABC N +— CBA N — ACB." (VoSicky,
2007)

»,Méjme ddny tri rizné body A, B, C, které nelezi v jedné primce. Trojihelnik ABC je
priinik polorovin ABC, BCA, CAB, tj. mnoZina vsech bodii, jeZ leZi zdroveri v téchto trech
polorovindch.” (Polak, 1995)

»Trojuhelnik ABC Ize téZ definovat jako mnoZinu vsech usecek AX, kde X je libovolny
bod usecky BC.” (Poldk, 1995)

Obr.¢. 1 Trojuhelnik ABC

Popis trojuhelniku uvedeme na prikladu z Obr. ¢. 1. Trojuhelnik ABC budeme
znacit A ABC.

Vrcholy trojuhelniku popisujeme velkymi tiskacimi pismeny, napiiklad A, B a C.

Strany trojuhelniku tvori usecky (AB, BC, AC), které mliZeme oznacovat i malymi
pismeny a, b, c. Jednotlivé strany popisujeme pismeny, které odpovidaji protilehlym
vrcholiim. Kromé stran znac¢i mald pismena i délku jednotlivych asec¢ek AB, BC a AC,
tedy délky jednotlivych stran, pricemz plati:

a = BC; a = |BC| b = AC; b = |AC| ¢ = AB; ¢ = |AB]|.

Pro kazdy trojuhelnik plati, Ze soucet dvou stran trojuhelniku musi byt vétsi
nez délka strany treti. Tuto vlastnost nazyvame trojihelnikova nerovnost. Napriklad
pro trojuhelnik ABC se stranami a, b a ¢ mizZeme psat trojuhelnikovou nerovnost
ve tvaru:

(a+b >c)A(a+c >b) A(c+Db > a).



Na strany trojuhelniku se mizZeme divat jako na usecky, které maji sviij stred
a svoji osu. Stiredem usecky, respektive strany trojuhelniku, rozumime bod, ktery je
stejné vzdaleny od obou krajnich bodi. Oznacujeme ho S sdolnim indexem
prislusné strany - S,,S, aS. - pripadné S;,S, a S;3. Primka kolma k usecce,
respektive ke strané trojihelniku, kterd prochdazi stredem dané tsecky, znazornuje
osu usecky, respektive strany trojuhelniku. Jinymi slovy pojem osa usecky, osa
strany, predstavuje mnoZinu vSech bodul, které maji od krajnich bodi usecky
(strany) stejnou vzdalenost. V trojuhelniku ABC se stranami a, b a ¢ zna¢ime osy
jednotlivych stran o,, 0,a o,.
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Obr. ¢. 2 Stredy a osy stran trojuhelniku ABC

.\'\_B
\-

U trojuhelnikl vyuzivame tzv. cyklickou zaménu. Cyklickou zdménou rozumime
moznost vymeény vrcholli 4, B a C (jim odpovidajicich stran, vnitinich uhli) po radé
vrcholy B, C, A, respektive C, A, B, coZ ndm umoziuje psat nasledujici vlastnosti jen
pro vybrané vrcholy (strany, ahly). TrebaZe vlastnosti uvadime na prikladech, plati
i pro cyklicky zaménéné vrcholy (strany, ahly).

Strany trojihelniku sviraji konvexni dhly zvané vnitini dhly. Zna¢ime je pismeny
fecké abecedy, pro trojuhelnik ABC to jsou zpravidla «, 5, y. Pismena recké abecedy
budou kromé thla oznacovat i jejich velikosti:

a = 4BAC; a = |4BAC|
B = £ ABC; B = | % ABC|
y = 4ACB;y = |4 ACB].
Uhly vedlejsi k thliim vnitfnim nazyvame vnéj$i a znac¢ime je pomoci apostrofu. Uhel

v/

vnéjsi vici vnitinimu thlu @ budeme znacit a‘, vnéjsi ihel vici ahlu g budeme znacit

vivs

B B
4 : P\~
Obr. ¢. 3  Vnéjsi ahly trojuhelniku ABC
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Soucet vnitinich Ghli trojuihelniku patri mezi zakladni vlastnosti. Pokud secteme
vnitini dhly, ziskdme pokazdé primy thel o velikosti 180°

a+ p+ y=180°.

Diikaz je znazornén v nasledujicim obrazku. Pokud bodem C vedeme rovnobézku
se stranou AB, ziskdme souhlasné thly s thly a a 8. VSechny tfi thly spolecné tvori
uhel ptimy, tzn. thel o velikosti 180°. Z toho plyne, Ze soucet vnitinich thla je 180°
(Cihlar, Zelenka, 1997), (Moravcova, Hromadova, 2021)

A B
Obr. ¢. 4 Soucet vnitinich Uhli trojuhelniku

Soucet vnitiniho a prisluSného vnéjsiho uhlu je 1807 tedy pro trojuhelnik ABC

s vnitinimi dhly a, B, y a prisluSnymi vnéjSimi dhly o, 3 y* plati
(a+ a'=180°) A(B+ L' =180°) A (y+y' = 180°).
Dana vlastnost plyne z vlastnosti vedlejSiho uhlu (viz nasledujici obrazek).

vnitinich thli u zbyvajicich vrcholii. Napriklad pro trojihelnik z Obr. ¢. 5 miizeme
psat:
(@=B+y) A(B'=a+y) A Y =a+p).
Diikaz provedeme na zakladé vlastnosti souctu vnitinich ahlt a souctu vnitiniho

a prislusného vnéjsiho uhlu.

e Diikaz pro thel a:
a+B+y=180° = B+ y= 180° — a. Zaroven plati, Ze a+ a' =180°.
Pokud pouzijeme oba vztahy, dostavime a’ = f + .

e Dtikaz pro uhel g:
a+pB+y=180° = a+ y = 180° — B .Zaroven plati, ze § + B’ = 180°. Pokud
pouzijeme oba vztahy, dostdvime ' = a + y.
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e Diikaz pro thel y:
a+f+y=180° = a+ B = 180° — y. Zaroven plati, ze y+ y' = 180°. Pokud
pouzijeme oba vztahy, dostavime y' = a + f3.
Obecné pro uhly zavadime pojem osa uhlu, ktera predstavuje mnoZinu vSech
bodi stejné vzdalenych od ramen svirajicich dany uhel. V trojuhelniku ABC
s vnitfnimi dhly o, B, y miZeme konstruovat osy téchto thli a znacime je o4, 0g a o,

. P
\.OV T

g
0{1, « .B
A X S

v
Obr. ¢. 6 Osy vnitinich ahli trojuhelniku ABC

Hranice trojuhelniku oznacuje sjednoceni vSech stran trojihelniku. Bodtim, které
tvofi hranici trojihelniku, rikdme hrani¢ni body. VSechny ostatni body trojihelniku
nazyvame vnitini body. Vnitfek trojuhelniku je mnozina vSech vnitifnich bodi
trojuhelniku. (Polak, 1995)

Pro jednoznacné urceni trojuhelniku a jeho presnou konstrukci musime znat
nasledujici kombinace uidaji:

e délku jedné strany a velikosti dvou thld k dané strané prilehlych,

e délky dvou stran a velikost uhlu, ktery sviraji,

e délky dvou stran a velikost uhlu, ktery je protilehly k delsi zadané strané,
e délky vSech tf{ stran trojuhelniku. (Vosicky, 2007)

1.2 Druhy

Trojuhelniky délime podle dvou odliSnych hledisek. Nejprve se zamérime
na klasifikaci trojuhelnikii podle délek stran na trojuhelnik rlznostranny,
rovnoramenny a rovnostranny. Podle velikosti vnitinich thlG délime trojihelniky
na trojuhelniky ostrouhlé, pravouhlé a tupouhlé.

o Kilasifikace trojuhelniki podle délek stran

o Rilznostranny

V riznostranném trojihelniku (napt. Obr. ¢. 1) plati, Ze Zadné dvé strany

trojuhelniku nejsou stejné dlouhé.

12



o Rovnoramenny
U rovnoramenného trojuhelniku (Obr. €. 7) jsou pravé dvé strany stejné dlouhé,
napriklad plati
a = b.
Strany a, b, které jsou stejné dlouhé, oznacujeme pojmem ramena. Stranu c,
rozdilnou od zbylych dvou stran, nazyvame zakladna. Uhly ptilehlé k zakladné maji
stejnou velikost, napriklad

a=.

Obr.¢. 7 Rovnoramenny trojuhelnik ABC

o Rovnostranny

Poslednim druhem trojihelniku podle délky stran je trojahelnik rovnostranny,

ktery ma vSechny tfi strany stejné dlouhé. Pro trojuhelnik ABC tedy plati:
a=b>b=c

[ vSechny vnitini dhly v rovnostranném trojihelniku maji stejnou velikost:
a=p=y.

V kapitole Charakteristika jsme uvedli velikost souc¢tu vSech vnitinich dhla
trojuhelniku. Pravé tato vlastnost ndm udava velikost vnitinich thld. Pro soucet
vnitinich thld plati:

a+ f+ y=180°.
Pokud dale plati, Ze
a=p=y
dostavame velikost vnitinich ihl v rovnostranném trojihelniku:
3a =180° = a= f =y =60°
Slovné vyjadiime predchozi vztah jako velikost vnitfnich Ghld v rovnostranném
trojuhelniku je 60°.

13



e Klasifikace trojuhelnikd podle velikosti vnitfnich ahli
o Ostrodhly
V ostrodhlém trojihelniku jsou vSechny vnitini dhly ostré, tzn. jsou vétsi nez 0°
a zaroven mensi nez 90°, tedy
< a<90°) A (°< B<90°) A (0°< ¥y<90°).

C

A B

Obr. ¢.8 Ostrouhly trojuhelnik ABC

o Pravouhly
V pravouhlém trojihelniku je pravé jeden uhel pravy, tzn. ma velikost 90  tedy
ostatni dhly jsou ostré. Napriklad
a=90° A B,y <90°.
Pfi popisu pravoudhlého trojuhelniku vyuzivime pojmy piepona a odvésny. Strana
leZici proti pravému dhlu se nazyva prepona. Zbylé dvé strany nazyvame odvésny.

C

l_
A

Obr.¢. 9 Pravouhly trojuhelnik ABC

B
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o Tupouhly
Pravé jeden tupy uhel, tzn. velikost thlu je vétsi nezZ 90 °a mensi nez 180 5 ma
trojuhelnik tupouhly, tedy naptiklad
90°<a<180° A 0°<pf,y<90°.

A B
Obr. ¢. 10 Tupouhly trojahelnik ABC

¢ Kombinace piedchozich klasifikaci
Predchozi déleni podle dvou rozdilnych kritérii mizeme i kombinovat. Ziskdme
tim celkem sedm rozdilnych druh trojihelnikt:
o ruznostranny ostrouhly,
riznostranny pravouhly,
riznostranny tupouhly,
rovnoramenny ostrouhly,
rovnoramenny pravouhly,
rovnoramenny tupouhly;,

o O O O O O

rovnostranny.

1.3 Shodnost a podobnost

V zavéru predchoziho odstavce jsme uvedli podminky jednoznac¢ného urceni
trojuhelniku. Jednotlivé body predstavuji zaroven i véty o shodnosti trojahelniku.
V geometrii rozhodujeme, zda jsou dané utvary shodné ¢i ne na zakladé
odpovidajicich si vzdalenosti. U trojuhelniku sledujeme délky sobé odpovidajicich
stran a velikosti vnitrnich ahli. Plati, Ze navzajem shodné trojuhelniky maji stejné
délky stran a stejné velikosti vnitinich thld. Napiiklad shodnost trojihelniku ABC
s trojuhelnikem KLM zapisujeme:
A ABC = AKLM.
Pti urcCovani shodnosti trojihelnikl vyuzivame véty o shodnosti trojihelniki.

15



e Vétasss
JJestliZe pro trojuhelniky ABC a KLM plati rovnosti
[AB[ = [KL], [BC[ = [LM] a [CA] = [MK],
pak jsou tyto trojuhelniky shodné: A ABC = A KLM.” (Herman, Chrapavj,
Jancovicova, Simsa, 1995)

C

L
A B K

Obr. ¢. 11 Shodnost trojuhelniki podle véty sss

Toto tvrzeni rozhoduje o shodnosti trojuhelniki na zakladé délek stran, oznacujeme
ho jako vétu sss. Pismeno sznaci shodnou dvojici stran. Zvéty vyplyva, Ze
trojuhelniky shodujici se v délkach stran, maji také stejné velikosti vnitinich thld.

V tvodu této podkapitoly jsme tekli, Ze zaleZi na délce stran a velikosti vnitinich
uhlt. Nasledujici véta rozhoduje o shodnosti trojuhelnikti na zadkladé dvou dvojic
stejné velkych uhli a jedné dvojice shodnych stran. Oznacujeme ji jako vétu usu.
Stejné jako v predchozim pripadé znaci pismeno s dvojici shodnych stran a pismeno
u znaci dvojici shodnych ahli. Stejné znacCeni budeme pouzivat i u dalSich vét
o shodnosti trojuhelnikii.

o Vétausu

JJestliZe pro trojuhelniky ABC a KLM plati rovnosti

|AB| = [KL], |ACAB| = |4MKL|a |4ABC| = |4KLM|,

pak tyto trojuhelniky jsou shodné: A ABC = A KLM." (Herman, Chrapava,
Jan¢ovic¢ova, Simsa, 1995)

M

A B

Obr. ¢. 12 Shodnost trojihelnikid podle véty usu
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Je nutné upozornit na piesnou polohu dhli. Dana véta plati pro jednu stranu
trojuhelniku a dva dhly dané strané prilehlé.

Dalsi véta kombinuje délku dvou stran a velikost jednoho Uhlu. Presnéji se tyka
délky dvou stran a velikosti uhlu jimi sevienym. Oznacujeme ji jako vétu sus.

e Vétasus

JJestliZe pro trojuhelniky ABC a KLM plati rovnosti

|AB| = |[KL|, |IBC| = [LM|, |AABC| = [£KLM|,
pak jsou tyto trojuhelniky shodné: A ABC = A KLM.(Herman, Chrapava,
Jancovicova, Simsa, 1995)
M

A B
Obr. ¢. 13 Shodnost trojuhelniki podle véty sus

Posledni véta vypovida o délce dvou stran a thlu leZicim proti del$i z nich. Nazyva
se véta Ssu.

e VétaSsu

JJestliZze se shoduji dva trojiihelniky ve dvou strandch a tihlu proti vétsi z nich, jsou
shodné.” (Herman, Chrapava, Jancovicova, Simsa, 1995)

M
/\ K L
A B

Obr. ¢. 14 Shodnost trojuhelnikd podle véty Ssu
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Kromé shodnosti trojuhelniki miliZeme mluvit o podobnosti trojuhelnikd.
Navzdjem podobné trojihelniky maji stejné poméry délek odpovidajicich si stran
a stejné velikosti vnitfnich UhlG. Pri rozhodovani o podobnosti trojuhelniki
porovnavame délky stran a velikosti vnitinich uhld.

,Dva trojihelniky ABC a A’'B’C‘ se nazyvaji podobné trojtihelniky, prdavé kdyZ existuje
takové kladné cislo k (zvané koeficient podobnosti), Ze plati

|A'B‘| = k*|AB/, |B'C’| = k*|BC/, |A’C’| = k *|AC|,
cili
|A'B'| _|B'C'| |A'C"|

= = = k.
|AB| |BC| |AC|
Piseme A ABC -~ A A'B'C"." (Polak, 1995)
o
C
A B’

A B
Obr. ¢. 15 Podobnost trojuhelnikti ABC a A’B’C*

Koeficient k je kladné ¢islo. Pokud je k vétsi neZ nula a zaroven mensi nez jedna,
mluvime o zmenseni. Pokud je k véts$i neZ jedna, mluvime o zvétSeni. Posledni
pripad, kdy se krovna jedné, je vlastné shodnost trojihelniki. Analogicky
se shodnosti trojuhelniki formulujeme véty o podobnosti trojuhelnikd.

e Véty o podobnosti trojihelniki

»Dva trojihelniky jsou podobné jestliZe,

a) Se shoduji ve dvou tihlech (véta uu),

b) Jsou sirovny pomeéry délek dvou stran a jsou-li shodné tihly jimi seviené (véta
sus),

c) Jsou si rovny poméry délek dvou stran a jsou-li shodné uhly proti vétsim
z nich (véta Ssu).” (Polak, 1995)

1.4 Polohové vlastnosti

Kapitola Polohové vlastnosti je zaméfena na dilezité uUsecky v trojuhelniku
a kruznici ve vztahu k trojuhelniku. Presnéji se budeme zabyvat pojmem stredni
pricka, téZnice, vySka, kruZnice trojuhelniku opsana a kruznice trojihelniku
vepsand. Dané pojmy definujeme, zavedeme jejich diilezité vlastnosti a dané

vlastnosti dokdaZeme.
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1.4.1  Stredni pricky
Nejprve se budeme vénovat pojmu stredni pricka. Stredni pricka je usecka, ktera
spojuje stredy dvou stran. Predchozi vétu miZeme povazovat za jednu definici
stredni pricky. Uvedeme zde i nékteré jiné moznosti definovani nového pojmu.

,Stredni pricka trojuhelniku je usecka, jejiz krajni body jsou stredy dvou stran
trojuhelniku. Je rovnobéZnd s jeho treti stranou a jeji délka je rovna poloviné délky této
strany.” (Herman, Chrapava, Jancovicova, Simsa, 1995)

,Usecka, jejimZ krajnimi body jsou stiedy dvou stran trojiihelniku, se nazyvd stiedni
pricka trojuhelniku. ... KaZda stredni pricka trojuhelniku je rovnobézZnd s jeho protéjsi
stranou a jeji délka je rovna poloviné délky této strany:

S.5, I AB SpSc I BC Sa5: I CA
1SaSpl = 314B11SpScl =51BCI 1SaSel = 5 IcAL”

(Polédk, 1995)

LStredni pricka trojuhelniku je usecka spojujici stredy dvou stran.” (Molndr,
Kopecky, LiSkova, Novak, Slouka, 1998)

V kazdém trojuhelniku nalezneme celkem tfi stfedni pricky. Kazdé dvé stredni

piicky maji pravé jeden spolecny bod.

Obr. ¢. 16 Stredni pricky trojuhelniku

Z vySe uvedenych definic plynou dvé vlastnosti:
o stredni pricka je rovnobéZna se stranou, se kterou nema Zadny spole¢ny
bod,
o stredni pricka ma polovi¢ni délku neZ strana, se kterou nema Zadny
spole¢ny bod.
Pro dlikaz predchozich vlastnosti vyuzijeme dva poznatky tykajici se stredové
soumeérnosti. Prvni z nich nam rika, Ze ,soumérné sdruzené trojiihelniky jsou shodné“
(Herman, Chrapava, Jan¢ovi¢ova, Simsa, 1995). Druha se tyka soumérné sdruZenych

usecek, které jsou taktéZ shodné a navic i rovnobézné.
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Méjme dan trojuhelnik ABC se stredni prickou S,S,. Prvni krok diitkazu spociva
v konstrukci obrazu trojihelniku S,S,C ve stredové soumérnosti se stiredem S, (viz
nasledujici obrazek).

Obr. ¢. 17 Diikaz vlastnosti stiedni pricky

Vznikne trojuhelnik S, X B, pricemzZ plati
AS,S,C = AS,XB a  S,C |l XB.

Usecky AS,, a S,,C leZi na téze primce. Plati rovnobéZnost usecek S, C a BX, tudiz
BX je rovnobéZna i s useckou ASj,. Ddle plati i rovnost délek usecek BX a AS;, (plyne
ze shodnosti obou usecek s tiseCkou S, (). Vrovinném utvaru jsme zkonstruovali
ctyiuhelnik ABXS,. Na zdkladé predchozich informaci mizeme dany ctyithelnik
nazvat pojmem rovnobéznik. Pro rovnobéznik plati, Ze protéjsi strany jsou shodné.
Odtud plyne rovnobéZnost stredni pricky S,S;, se stranou AB trojuhelniku ABC
a délka stredni pricky, kterd je rovna jedné poloviné strany AB.

Pro stiedni pricky trojuhelniku dale plati, Ze rozdéluji trojuhelnik na ctyfti
navzajem shodné trojihelniky. Trojuhelnik S.S,S, oznacujeme pojmem prickovy
trojuhelnik.

Obr. ¢. 18 Rozdéleni trojuhelniku ABC stfednimi prickami

Méjme dan trojuhelnik ABC se stfednimi prickami S,S;,S,S; a S:S,. Stredni
pricky rozdélily pavodni trojuhelnik na ctyfi mensi - AAS.Sp, AS:.BS,,
A S,S,C a AS.S,Sy. Z definice stfedni pricky a jejich vlastnosti plyne, Ze délky stran

b
dil¢ich trojuhelniki jsou %, S a % Dil¢i trojuhelniky jsou shodné podle véty sss a s

trojiihelnikem ABC jsou podobné. (Herman, Chrapava, Janc¢ovi¢ova, Simsa, 1995),
(Moravcova, Hromadova, 2021), (Svréek, 1998)
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1.4.2  TéZnice

V dalsi ¢asti se zamérime na téznice trojuhelniku. TéZnice se zna¢i malym pismenem
t sdolnim indexem prislusné strany, tedy t,, t, a t.. Prisecik téZnic nazyvame
tézisSté a znacime ho T. Pojem téZnice mliZe oznacovat i délku daného rovinného

,Usecku spojujici vrchol trojiihelniku se stiedem protilehlé strany nazveme téZnici
trojuhelniku prislusnou k této strané.” (Moravcova, Hromadova, 2021)

»TéZnice spojuje vrchol trojiihelniku se stfedem jeho protéjsi strany. VSechny tri

,Kazda usecka, jejiz krajni body jsou vrchol trojuhelniku a stred jeho protilehlé
strany, se nazyvd téZnice trojuhelniku.” (Kurina, 1996)

»TéZnice trojuhelniku je usecka spojujici vrchol trojihelniku se stfedem protéjsi
déli téZnici na dvé tsecky. Delsi ¢dst obsahuje vrchol a je dvakrdt delsi neZ kratsi ¢dst.”
(Herman, Chrapavg, Jancovicova, Sims$a, 1995)

VVeyv

vvvvvvvv

usecky, usecka obsahujici vrchol je dvakrdt delsi nez usecka obsahujici stied strany.”
(Cihlar, Zelenka, 1997)

C

Sp

Obr. ¢. 19 TéZnice trojuhelniku ABC

Nejprve si zdivodnime, jak je mozné, Ze se téznice protinaji vjednom bodé.
Méjme dan trojuhelnik ABC s jeho dvéma téZnicemi AS,a BS,, které se protinaji
vbodé T. Sestrojime stredni pricku S,S, trojuhelniku ABC a stredni pricku XY
trojuhelniku ABT. Bod X je stred usecky AT abod Y je stied usecky BT.

A LL . B
Obr. ¢. 20 Dtikaz priseciku téznic AS, a BS),
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Obé stifedni pricky jsou rovnobézné se stranou AB a maji polovi¢ni délku
nez strana AB, tudiZ jsou shodné. Na zakladé rovnobéznosti a podle véty sus jsou
trojuhelniky S,;S,T a XYT shodné, tedy plati

IXT| = ITSa|l a [YT|=ITSl.
Zamérime se na téZnici AS,. Body T a X déli téZnici na tri dily o stejné velikosti, plati
tedy
|XT| = |TS,| a |XT| = |AT].

Prvni rovnost plyne ze shodnosti trojuhelniki S,S, T a XYT, druha rovnost plyne
z vlastnosti bodu X. Bod X je sttedem tsecky AT. Usecka AS, je rozdélena bodem T
na dvé casti, pricemz usecka AT je dvakrat delsi neZ usecka T'S,. TotéZ tvrzeni plati
i pro téznici BS,. Predchozimi kroky jsme dokdazali tvrzeni o déleni téZnic AS, a BS,,
bodem T. Stejnou dvahu pouZijeme i pro diikaz rozdéleni téznice CS. priisecikem
S téZnic AS, a CS, .

C

A S, B

Obr. ¢. 21 Diikaz priseciku téznic AS, a CS,

Analogicky jako v predchozim pripadé plati shodnost trojuhelnikti XZS a S,S,S.

Tedy
1ZS| = |SSc] a  |XS| =SSl

Body Z a S déli téZnici CS, na tfi stejné velké dily. Bod S tedy déli téZnici na dvé

Casti, pricemz plati
|CS| = 2[SS,|.

Dokazali jsme i to, Ze vSechny tfi téZnice prochazeji jednim bodem, tedy Ze bod T

abod S splyne v jeden. Na téZnici AS, existuje pouze jeden bod, pro ktery plati
|AT| = 2|TS,|.
(Herman, Chrapava, Jancovicova, Simga, 1995)

1.4.3  VySky
Vysky trojuhelniku znac¢ime malymi pismeny v s dolnim indexem prislusné strany -
V4, Vp a V.. Pojem vySka zahrnuje rovinny atvar a pri vypoctech nebo konstrukcich
i jeho velikost. Pfenesené miiZzeme pojem vyska chdpat jako vzdalenost vrcholu
trojuhelniku od proté;jsi strany.
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,Vyskou trojihelniku rozumime usecku Ci délku této tsecky, kterd spojuje vrchol
trojuhelniku s patou kolmice vedené z tohoto vrcholu k primce, na které leZi protéjsi
strana.” (Herman, Chrapavg, Jancovicova, Simsa, 1995)

»Vyska trojihelniku je usecka, jejimz jednim krajnim bodem je vrchol trojuhelniku

a druhym je pata kolmice, spusténd z tohoto vrcholu na primku, na niz leZi protéjsi
strana.” (Cihlar, Zelenka, 1997)
Vyska je , kolmice spusténd z vrcholu k prislusné strané.” (VoSicky, 2007)
C

A B
Obr. & 22 Vy&ky v trojihelniku ABC

Pro vysku tedy plati, Ze je kolma k jedné strané trojuhelniku. Kazdy trojihelnik
ma prave tri vysky, které se protinaji vjednom bodé. Prisecik vysek, pripadné
primek, na kterych vysky lezi, se nazyva ortocentrum.

Dokazme si existenci prlseciku vSech tii vySek. Méjme dan trojuhelnik ABC.
VSemi vrcholy trojihelniku ABC povedeme rovnobézky s protilehlymi stranami.
Vzniklé body ozna¢me pismeny K, L, M. Trojihelnik KLM je rozdélen na trojuhelniky
BLC,ACM,KBAaABC.Uhly BAC, ACM, KBA jsou shodné stejné jako tihly ABC, LCB,
BAK nebo uhly ACB, KBA, CBL. Kazdy z trojuhelniki LCB, BAK, CMA ma praveé
jednu stranu spole¢nou s trojuhelnikem ABC. Z vlastnosti thld a stran vyplyva, Ze
trojuhelniky ABC, BAK, LCB a CMA jsou shodné podle véty sus. Ze shodnosti
trojuhelnikl plyne i shodnost délek odpovidajicich stran, tedy bod C je stied strany
LM, bod B je stfed KL a bod A je stired KM. Osy stran trojihelniku KLM splyvaji
s vySkami trojuhelniku ABC.

\M C " L

Obr. ¢. 23 Diikaz existence priseciku vysek
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Pro uplnost diikazu musime jesté dokazat, Ze se osy stran trojuhelniku protinaji
v jednom bodé. Necht' je dan trojihelnik ABC. Pod pojmem osa strany BC chapeme
mnozinu vSech bodt X, které maji od krajnich bodi stejnou vzdalenost, tzn., Ze

|XB| = |XC]|.

Analogicky bychom mohli vyjadrit osu strany AC. Strany trojuhelniku BC a AC
nejsou rovnobézné, tudiZ ani osy téchto stran nejsou rovnobézné. Priisecik os
oznacme jako bod S. Bod S naleZi ose strany AC a ose strany BC, plati tedy

|SB| = |SC| = |SA.

-

“'"-._ B
‘-"'-

1
Obr. ¢. 24 Diikaz priseciku os stran trojuhelniku ABC

Z predchoziho vztahu vyplyva, Ze bod S ma stejnou vzdalenost od bodu B
jako od bodu A. Musi tedy leZet i na ose tieti strany, na ose strany AB. Jinak receno,
vSechny tfi osy stran trojihelniku ABC se protinaji v jednom bodé€ S.

V prvni ¢asti jsme dokazali, Ze vysSky trojuhelniku ABC splyvaji s osami stran
trojuhelniku KLM. Druhd ¢ast dokazala existenci priiseciku vSech tri os stran. Pokud
dame obé informace dohromady, dokdZeme existenci priseciku vSech ti{ vysek.

Prisecik vysek se mliZze nachazet uvnitt trojuhelniku mimo vrcholy, ve vrcholu
trojahelniku nebo i mimo trojuhelnik v zavislosti na druhu trojihelniku. Na Obr. ¢.
24 se nachazi prisecik vysek uvnitf trojihelniku mimo vrcholy. Jednd se
o trojihelnik ostrouhly. V pravodhlém trojihelniku splyva prisecik vysSek
s vrcholem (viz Obr. c. 25).

C

A b B
Obr. ¢. 25 Vysky v pravouhlém trojuhelniku
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Zbyva nam pruisecik vySek leZici mimo trojdhelnik. Pravé tuto zvlastnost

nalezneme u trojihelniku tupouhlého (viz Obr. ¢. 26).
C

1
1
1
1
1
1

-

-
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Obr. €. 26 VysSky v tupouhlém trojuhelniku

V posledni ¢asti kapitoly Vysky se zamérime na vztah vysek a téZnic, priseciku
vySek a prilseciku téznic vzhledem ke druhu trojihelniku. Pro lepsi nazornost
budeme v nasledujicich obrazcich znacit vysky zelené a téznice modie. Prisecik
vySek oznacime pismenem O a priisecik téznic T.

V rliznostranném trojuhelniku lezi priisecik vysek, popripadé piimek, na kterych
se nachazeji vysky, mimo priseéik téZnic (viz Obr. ¢ 27). Zadna z vysek nesplyva

s zadnou téznici.

C

Obr. ¢. 27 Prisecik vysek a priisecik téZnic v riznostranném trojuihelniku

DalSim druhem trojuhelniku podle délek stran je trojuhelnik rovnoramenny.
V rovnoramenném trojuhelniku splyva pravé jedna vyska s jednou téZnici. Priisecik
vysek, pripadné pirimek, na kterych se nachazeji vysky, lezi mimo prisecik téznic
(viz Obr. ¢. 28).

Obr. ¢. 28 Vysky a téZnice v rovnoramenném trojuhelniku
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Treti moZnosti je trojihelnik rovnostranny. V rovnostranném trojuihelniku
splyvaji vSechny vysky se vSemi téZnicemi. Prisecik vysek lezi uvnitf trojahelniku
a splyva s prisecikem téznic (viz Obr. ¢. 29). (Moravcova, Hromadova, 2021)

Obr. ¢. 29 Vysky a téZnice v rovnostranném trojihelniku

1.4.4 KruzZnice trojuhelniku opsana
Prvnim typem kruZnice ve vztahu k trojuhelniku je kruznice trojuhelniku opsana,

ktera prochdazi vSemi vrcholy daného trojuhelniku.

,KruZnici, kterd prochdzi v§emi vrcholy daného trojihelniku, nazveme kruZnici
opsanou danému trojuhelniku.“ (Moravcova, Hromadova, 2021)

... KaZdému trojuihelniku Ize opsat jedinou kruZnici. Jeji str'ed je priisecikem os stran
trojuhelniku. Jeji polomér je roven vzddlenosti stiedu od libovolného vrcholu
trojuhelniku.” (Herman, Chrapava, Jancovicova, Simsa, 1995)

»KruZnice se stiedem S v priiseciku os stran a polomérem

r = |SA| = |SB| = |SC]|

nazyvdme kruZnici opsanou trojuhelniku ABC.” (Polak, 1995)

KruZnici I1ze opsat kazdému trojihelniku. Jinymi slovy plati, Ze kruZnice je
jednoznacné urcena tremi nekolinedrnimi body, tedy tfemi body, které neleZi v jedné
primce. Stied kruznice opsané leZi v priseciku os stran. Dlikaz existence priseciku
vSech tif os jsme jiz uvedli v kapitole Vysky. DokaZeme si tedy moZnost opsani
kruznice kazdému trojihelniku.

-~

Obr. ¢. 30 KruZnice trojuhelniku opsana
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Méjme dan trojuhelnik ABC, ve kterém zkonstruujeme osy stran. Osy stran se
protinaji vjednom bodé, ktery oznacime O. Pro vzdalenost bodu O od jednotlivych
vrcholi trojuhelniku plati:

|OA| = |OB| = |0C]|.

Pokud sestrojime kruZnici se stftedem v bodé O prochazejici bodem A, pak dana
kruZnice prochazi i body B a C. (Moravcova, Hromadova, 2021)

Stfed kruznice opsané miuze lezet uvnitr trojuhelniku, na strané trojuhelniku
nebo mimo trojuhelnik ve vztahu ke druhu trojuhelniku podle velikosti vnitinich
uhld. U ostrouhlého trojuhelniku (viz Obr. ¢. 30) nalezneme stred kruzZnice opsané
uvnitt trojuhelniku mimo jeho strany nebo vrcholy. U pravouhlého trojuhelniku lezi
stred kruznice opsané ve stfedu prepony (viz Obr. ¢. 31).

Obr. ¢. 31 Kruznice opsana pravouhlému trojuhelniku

Poslednim typem trojuhelniku podle velikosti vnitinich dhli je trojihelnik
tupouhly. V tomto piipadé leZi stfed kruznice opsané mimo trojuhelnik (viz Obr.
¢. 32). (Moravcova, Hromadovg, 2021), (Polak, 1995)

Obr. ¢. 32 Kruznice opsana tupoudhlému trojuhelniku

1.4.5 Kruznice trojuhelniku vepsana
Dal$i kruZnici ve vztahu k trojuhelniku, které se budeme vénovat, je kruzZnice

trojuhelniku vepsana. Kruznice trojihelniku vepsana neprochazi vrcholy, ale dotyka
se vSech stran.
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LKruznici, kterd se dotykd vsech stran daného trojuhelniku, nazveme kruZnici
vepsanou danému trojuhelniku.” (Moravcova, Hromadova, 2021)

,0sy vnitrnich uhli trojuhelniku se protinaji v jednom bodé. Je to stied kruZnice
vepsané trojuhelniku.” (Odvarko, Kadlecek, 1997)

,KruZnice, kterd se dotykd vsech tri stran trojtihelniku, se nazyvd kruZnice vepsand
tomuto trojuhelniku. Kazdému trojuhelniku Ize vepsat jedinou kruZnici. Jeji stred je
prisecikem os vnitrnich thlil trojuhelniku. Jeji polomér je roven vzddlenosti jejiho
stfedu od libovolné strany trojuhelniku. (Herman, Chrapava, Jancovicova, Sims$a,
1995)

Kazdému trojuhelniku lze vepsat kruznici. Nejprve si dokaZeme existenci
priseciku vSech tf{ os vnitinich uhlt.

Méjme dany trojuhelnik ABC s vnitinimi thly «, £, y. Mnozinu vSech bod X, které
jsou stejné vzdalené od obou ramen AB, BC thlu a, nazyvame osou o,. Analogicky
definujeme osu og tihlu f. Priisecik os thlii o, a 0z oznacime 0. Plati, Ze vzdalenost
bodu O od primek AB, BC a AC je stejna a zdroveinl bod O je vnitinim bodem
trojuhelniku ABC. Vzdalenost bodu O od ramen CA4, CB uhlu y je taky stejn3, tudiz
bod O musi leZet i na ose o, thlu y. Jinak feceno, osy vnitrnich thli trojuhelniku se

protinaji v jednom bodé.

Op

Obr. ¢. 33 Prusecik os vnitfnich thla

V dalsim kroku nastinime dtkaz pro existenci kruznice opsané kazdému
trojuhelniku.

Opét méjme trojuhelnik ABC a v ném osy vnitrnich uhli, které se protinaji v bodé
0. Prisecik vnitinich ahld O je stejné vzdalen od vSech tri stran trojihelniku ABC.
Vzdalenost O od stran trojuhelniku oznacime p. KruzZnice kse stfedem O
a polomérem p se dotyka vSech tri stran trojuhelniku ABC. Jina kruZnice, ktera by se

dotykala vSech tf{ stran, neexistuje. Pokud bychom misto stran mluvili o pfimkach,
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na kterych strany trojuhelniku ABC leZi, pak by vyse zkonstruovana kruznice nebyla

jeding, ktera by se téchto primek dotykala. (Moravcova, Hromadova, 2021)
/o

Obr. & 34 KruZnice trojuhelniku vepsana
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2. GeoGebra

2.1  GeoGebra a geometrie

V teoretické casti jsme vymezili potfebné geometrické pojmy, jejich vlastnosti
a nalezitosti. Druha ¢ast bakalarské prace se zaméri na propojeni geometrie (drive
uvedenych poznatkid) s programem GeoGebra. Program GeoGebra ndm umoZiuje
prenést geometrii trojuhelniku do dynamické geometrie, coZ ndm umoZiiuje
dynamicky modifikovat trojuhelnik a pozorovat vlastnosti vysek, téZnic, stfednich
pricek, kruznice trojuhelniku opsané a kruznice trojtihelniku vepsané. Zaci ziskaji
prostiednictvim daného programu komplexni pohled na studovand matematicka
témata, mohou experimentovat a objevovat potiebné matematické vztahy
a zdkonitosti a mohou i 1épe pochopit nékteré ¢asti uc¢iva. Mimo jiné dochazi
prostfednictvim GeoGebry i krozvoji digitdlni gramotnosti. Po seznameni
s programem uvedeme kratkou a struc¢nou reSerSi jiz vytvorenych materidld
k danym tématlim. Nasledné uvedeme autorsky sestavené a zkonstruované applety.
Nékteré z nich se podafrilo i vyzkouSet ve vyuce.

2.2 Program GeoGebra

GeoGebra je pocitacovy program, ktery spojuje geometrii, algebru, tabulky,
znazornéni grafi, statistiku, diferencialni a integralni pocet. Slouzi hlavné uciteltim,
ale i Zzakiim. Je volné dostupny a bezplatny. GeoGebra predstavuje multiplatformni
dynamicky software vhodny pro vSechny tirovné vzdélavani. V priibéhu let nasbiral
program GeoGebra celou fadu vyznamnych ocenéni po celém svéte.

Program zacal vyvijet vroce 2001 na Univerzité v Salcburku Markus
Hohenwarter jako svoji zavére¢nou praci. V pribéhu let ziskal program pies milion
uzivatelli v rtznych zemich. GeoGebra se stala jednim z hlavnich poskytovateld
softwaru pro dynamickou matematiku. Podporuje vzdélavani v oblasti védy,
techniky, strojirenstvi, matematiky, fyziky a inovace ve vyuce a uceni. Urychluje
velkou radu vzdélavacich webovych stranek po celé zemi. Vytvorené materidly
miiZe autor volné nasdilet prostrednictvim platformy GeoGebra Classroom, ktera
umoZiuje uciteli kontrolovat jednotlivé kroky Zaka. PrestoZe existuje GeoGebra
ve svété uz pres dvacet let, stile je zde otdzka, jak ji zapojit do pedagogické praxe.
I to je jednim z naSich cili. Oproti vyuce geometrie v papirové a statické podobé
miiZe byt dynamické prostredi GeoGebry pro Zaky zajimavou alternativou, ktera je
vybizi k tvorbé vlastnich zavért. Dynamické konstrukce lze na obrazovce ménit.
Pri navrhovani aktivity s dynamickou geometrii je potieba peclivé zvazit jednotlivé
Casti a jejich vliv na uceni zakd. Pri uceni dochazi k privlastiiovani nejriznéjsich
zdrojt, jako je mluveny a psany projev, matematicka reprezentace systémd, kresby,
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gesta a dal$i. Spojenim predchozich zdroji 1ze zazit a vyjadrit matematické objekty
a vztahy. Pouze zapojenim dynamického softwaru nezlepsi pedagog svoji vyuku
matematiky. DiileZité je, jak ho zakomponuje. Zaci by méli mit moZnost pracovat
samostatné, aktivné, méli by objevovat a zkoumat v prostiedi dynamické geometrie
a své poznatky nasledné prezentovat a diskutovat s ostatnimi zaky. (Ulm, 2010)

Vyvoj technologie v poslednim desetileti oteviel i moZnost jejiho vyuZiti
pii vyuce geometrie. Celkova dostupnost digitdlnich nastroji se znacné zménila.
TaktéZ i Sirokd dostupnost mobilnich telefonii s dotykovymi obrazovkami prispéla
k vétSimu zapojeni modernich technologii do vyuky jako takové. Na zdkladé studif
byl prokdzan rozvoj synteticko-geometrickych zpiisobi mySleni, spojeni
se se ztélesnénou matematikou a spojeni se s taZzenim pojmu dynamicko-synteticko-
geometrického mysleni prostfednictvim dynamické geometrie. Ddle studie
dokazaly, Ze digitalni hra s geometrickymi tvary miiZe vyrazné zlepsit prostorové
schopnosti a sniZit rozdily mezi odliSnymi pohlavimi. Pfi zanedbani moderni
technologie lze ovlivnit prostorovou vizualizaci a geometrické vnimani zapojenim
geometrie zaloZené na origami. Zapojenim moderni technologie do Skolstvi se
zabyva celd rada odbornikii. I tak neexistuje jednotny pristup. Nadale je zde potireba
provést dalsi vyzkum specifickych efektli technologie ve vyuce geometrie. Jednim
z pricin specifickych efektli miZe byt proménlivost geometrickych objektd, coZ se
znacné lisi s pristupem typu papir a tuzka. Technologie a jeji zapojeni do vyuky
zaCina byt teprve chapana, pricemz se ale stale rychle vyviji a méni tim svét kolem
nas i ve tridach. Vyuzivani digitdlnich nastrojii se stalo nedilnou soucasti
kazdodennich ¢innosti. Otazkou stdle zlistava, jak je lze efektivné vyuZzit pro vyuku
i pro uceni. (GeoGebra, 2023 [online]), (Sinclair, Bussi, de Villiers, Jones,
Kortenkamp, Leung, Owens, 2016)

V programu GeoGebra je volné dostupné ohromné mnozstvi material
k nejriznéjSim tématim nejen z matematiky. Pro prehlednost zavedli autofi
moZnost vyhledavani klicovych slov, kterda kazdy autor pii zverejnéni musi zadat
do popisu jeho aktivity. Jednotlivé aktivity se kromé obsahu mohou liSit i pouZitymi
applety a dal$imi nastroji. Kromé appletli se do aktivit daji vloZit otevirené otazky
s vybérem spravné odpovédi z libovolného mnoZstvi moZnosti. Zak nasledné jen
oznaCi spravnou odpovéd, pripadné odpovédi. Autor mize pokladat i otazky
s otevirenymi odpovéd'mi. Ddle se applety daji doprovazet texty, videi, obrazky, PDF
soubory, poznamkami nebo webovymi prvky. V textu je moZné vyuZziti tucného
pisma, kurzivy, podtrZeni, horniho nebo dolniho indexu a rady dalSich nastroji
vCetné barvy pisma, matematickych zapist a vzorcu.

Aktivity zadava ucitel zakim formou GeoGebra Classroom, kde se vygeneruje
potrebny kod. ZAci si do vyhledavace zadaji odkaz
https://www.geogebra.org/classroom. Po jeho otevieni vyplni kéd tridy, své jméno

a mohou se vénovat zadané praci. Uciteli se zobrazuji odpovédi jednotlivych zakd,
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miize vstoupit do jejich aktivit a sledovat je. Vyhodou GeoGebra Classroom je
moZnost pozastavit vSem zakiim praci. Pri zadavani aktivity ucitel voli, zda Zaci uvidi
spravné odpovédi, ¢i ne. Po ukonceni prace se v GeoGebre zobrazi sloupcovy graf
odpovédi na jednotlivé otazky. Pti vybéru odpovédi na uzavienou otazku miize zak
oznacit vice moznych odpovédi. Bohuzel se neda nastavit jen jedna moZna odpovéd.

2.3 ResSerse

Pied vlastni tvorbou je dobré vyhledat si jiZ vytvorené applety na dané téma. Lze je
vyuzit samotné nebo jen jako inspiraci. Kromé sestaveni aktivit z dil¢ich casti se
mohou applety liSit i rozdilnymi nastroji. Jednou z moZnosti je zaSkrtavaci pole.
Po jeho oznaceni se v appletu zobrazi prislusné geometrické prvky, pripadné i dalsi
zaSkrtavaci pole. Velkou vyhodu predstavuje moznost pohybu jednotlivymi ¢astmi
appletu, pri¢emz se méni i piislu$né naleZitosti. Dal$im nastrojem je posuvnik. Zaci
s nim pohybuji a postupné se v konstrukci objevuji dalsi kroky. U posuvniku nelze
pireskakovat. Lze s nim pohybovat na obé strany, tedy jednotlivé kroky se mohou
postupné objevovat, naopak postupné ubyvat. U posuvniku lze nastavit i pfehrani,
kdy se posuvnik pohybuje sam od sebe a tim i pribyvaji dalsi ¢asti konstrukce.
Kromé posuvniku mohou autori vyuzit tlacitek prehrat, stopnout.

Resersi jiz vytvorenych appleti s tématy stiednich pricek, vysek, téZnic, kruznice
trojuhelniku vepsané a kruznice trojuhelniku opsané uvedeme formou struc¢nych
tabulek. Prvni sloupec obsahuje vzdy nazev aktivity, autora, jeden z appletii dané
aktivity a internetovy odkaz. Ve druhém sloupci heslovité uvadime obsahy. Treti
sloupec seznamuje ctendre s technickymi tdaji a naSimi pozndmkami. Jednotlivé
aktivity jsou rozdéleny do tabulek podle vyznamnych témat. Nejprve uvedeme
aktivity obsahujici vice témat tykajicich se trojuihelniku. Mezi aktivitami se objevuji
i aktivity v anglictiné. Mohou slouZit pedagogovi jako zdroj inspirace. V tabulkich

vvvvvv

konstrukce je potiebné, aby Zak umél s GeoGebrou pracovat.
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2.3.1 Polohové vlastnosti trojuhelniku

Aktivita Obsah Poznamky
Trojuhelnik - stredni pricky, téZnice, vysky
Irena Strausovd . ,
) e Uvodni
O Yo vy pokyny
Strednipricky | . 7 Skrtavaci
TéZnice
[ ean . pole
VysSky e Rizné bar
vy
[ e e Pohyb vSemi
M B vrcholy
https://www.geogebra.org/m/dpcehdgw
Informative Assessment for Constructing
an Altitude
Harrison Bosher, Amy Springstead
o X / @ @. ‘% Konstrukce e Anglicky
téZnic e Applety,
B Konstrukce otazky
vySek e Pohyb vSemi
vrcholy
A > C
https://www.geogebra.org/m/dtvgbn74
Dulezité usecky v trojuhelniku Stredni pricky

Karel Pazourek

[[] osy stran

VVev

Osy stran, stied
kruZnice opsané,
Kruznice opsana
Osy uhld, stred

e ZaSkrtavaci
pole

e Rizné barvy

e Rizné styly
car

kruznice . .
. e Pohyb vSemi
, vepsané,
vy . . vrcholy
kruZnice vepsana
Vysky,
https://www.geogebra.org/m/spwxgqu3 ortocentrum
Zajimavé vlastnosti trojuhelniku
% Feuerbachova e,
Jakub Sebek v e ZaSkrtavaci
kruznice ole
. e Eulerova ptimka p Y
. v e Souradnice
Kruznice o
bodu

s s s 00

L]

https://www.geogebra.org/m/zwsybhn?2

vepsana i opsana
Prisecik vysek
(ortocentrum)
Svrckiiv bod

e R{zné barvy

e Rizné styly
car

e Pohyb vSemi
vrcholy
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https://www.geogebra.org/m/dpcehdqw
https://www.geogebra.org/m/dtvgbn74
https://www.geogebra.org/m/spwxqqu3
https://www.geogebra.org/m/zwsybhn2

2.3.2  Stredni pricky
Aktivita Obsah Poznamky
Stiredni pricky trojuhelniku
Adam Cech
C
. e Uvodni text
* Stredystran e Matematicky
e Délka Z4pis
s vy
b ° Rovn(v)bezlnost e Rozdilné
e Rozdélenina barvy
i?oqgr}iglnik * Pohyb vSemi
) Y vrcholy
v B
SC
https://www.geogebra.org/m/FDau]QwR
Stiredni pricka
Zuzana e Postupné
y R o o objevovani
STREDNI PRICKA Usecka spojujici stfedy stran e Slovni pobis
o e Stredy stran bop .
S, Sy, S jsou stiedy strana, b, ¢ c i , ° Matematlcky
R e Matematicky o
Pg: Py P isou stiedni pricky L, . B Zapls
) zapis délky .
Pa = SpSc vy . | « Rozdilné
_ a rovnobéznosti
Pp = S,S¢ barvy
P.=S,S, : e Pohyb vSemi
https://www.geogebra.org/m/ss27myvs vrcholy
Triangle Midsegment Action!
Tim Brzezinski
e Anglicky
e Stredy stran * Pokyny,
, e Posuvnik
e Délka .
vy e Video
e Rovnobéznost .
. e Rizné barvy
e Souhlasné uhly .
e Pohyb vSemi
vrcholy

Slide Me!

https://www.geogebra.org/m/NFCwzehu
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Aktivita

Obsah

Pozndmky

Triangle Midsegment Action!

e Anglicky
Julian Ornelas, Tim Brzezinski e Posuvnik
e Pokyny,
otevirené
e Stredy stran otazky ‘1.
e Délka (odpovédi
"y na papir
e RovnobéZnost e Ne El nr;«lei
e Souhlasné uhly
bonus
Sige Mot e Rozdilné
. -Reset barvy
e Pohyb vSemi
https://www.geogebra.org/m/HfkKbBPC vrcholy
Triangle Midsegment Theorem
C Harrison * Anglicky
Move points A, B, C to observe how the angles and side lengths are related. L4 UVOdni text
. e Pokyny
A e Pouzejedna e ZaSkrtavaci
/// D Midpoint of AB D Midpoint of AC ° Stf'edy Stran pole
/ A migsegment is 3 line segment e Délka o Otevrené
that connects two mldpomts. ° Rovnobéinost Otézky
[ v msogment e Souhlasné uhly (odpovédi
na papir)
4 e Pohyb vSemi
' ' v vrchol
https://www.geogebra.org/m/vy8QZGSp Y
Stiredni pricky
Ivo Jedlicka
Obsah ABC = 14.46
" h
1 e Stiedy stran * glc)lzlk;,
AN e Délka o
Obsah ADE = 3.61 v , e Rozdilné
576 / e Rozdéleni na
pl s E bar
A 524 shodné vy
Obsah BFD =3.61 L ; ° POhyb vSemi
/Obsah FEC = 3.61 trOJuhelmky
/Obsah BFD=361/ .. VI‘ChOly
B \FT A'C
o 6.58
https://www.geogebra.org/m/xmfrph2q
Véty o stiredni pricce e 8appleti
Martin Vinkler e Doprovodné
D iikaz: e Stredy stran texty
) 1) Bod G tak, aby F byl stiedem EG. ° Délka ° Tlaéitko
" 9) Fjestted CB i BG e Rovnobéznost prehrat
e GO SRS o Dikazy «  Riizné barvy
: B e Rizné styly
https://www.geogebra.org/m/wht8vmpg éar
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https://www.geogebra.org/m/HfkKbBPC
https://www.geogebra.org/m/vy8QZGSp
https://www.geogebra.org/m/xmfrph2q
https://www.geogebra.org/m/wht8vmpg

2.3.3 TéZnice

Aktivita

Obsah

Pozndmky

TéZnice trojuhelniku
Markéta Zakourilovd

: o

Téznice je Usecka, ktera spojuje
vrchol se stredem protilehlé strany.
Téznice se protinaji v tézisti.

|AT| =2 - |TSa
|BT| =2 -|TSb|
|oT| =2 - |TS¢|

B

https://www.geogebra.org/m/af9fvghc

Stredy stran
Délka

v Veyv

Tlacitko
piehrat
Doprovodny
text
Matematicky
zapis

Riizné barvy
Pohyb vSemi
vrcholy

The Median Lines (euclidean)
kevthompson11

Bod
. A= (16 2.8)
o B = (-3.22, -0.08)
O C = (0.82, 0.38)

https://www.geogebra.org/m/ejYmpX9Y

Sttedy stran

vV Vv

Anglicky
Uvodni text
Souiadnice
bodi
Rozdilné
barvy

Odkaz

na dikaz
Pohyb vSemi
vrcholy

Triangle Median Illustrator & Definitio
Writing Prompt
Tim Brzezinski

Vertex

MEDIAN

Slide Mel

e

https://www.geogebra.org/m/ccBjUPJH

Pouze jedna
Stred strany

Anglicky
Uvodni text
Posuvnik
Oteviené
otazky
Riizné barvy
v textu
Pohyb vSemi
vrcholy

Median and centroid of a triangle
Zawierucha, Mathguru

-
AD = length of a median =/

A ength of the longer

seg of the media

GD = length of the shorter seg of
the median;
endpts are the centroid & a midpt

D DC = 44

BD = 4.4
BC =88

https://www.geogebra.org/m/wdq9uy8qg

ts are a vertex & the centroid

Stredy stran
Délka

v Vv

Pomér

Anglicky
Uvodni text
Pokyny
Uzaviené

i oteviené
otazky
Vypocty
Pohyb dvéma
vrcholy
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https://www.geogebra.org/m/af9fvghc
https://www.geogebra.org/m/ejYmpX9Y
https://www.geogebra.org/m/ccBjUPJH
https://www.geogebra.org/m/wdq9uy8q

Aktivita Obsah

Pozndmky

Medians and Centroid Dance

Tim Brzezinski

e Anglicky
e Uvodni text
e Pokyny
e Stredy stran e Posuvnik
e Délka e Oteviené
o TEzisté otazky
e Pomér e Video
e Rizné barvy
® === i v textu
Slide Me! e Pohyb vSemi
vrcholy
https://www.geogebra.org/m/pwTTgNfh
[49.a, ta, tb] - polohova
Martin Vinkler e Zadani
e Rozbor
49.a,t,,ty C e Postup
e Konstrukce
e Konstrukce "
a . . .. |® ZkouSka
trojuhelniku pri 1
s e Matematicky
znalosti délky s
zapis
strany a dvou L v v .
“y e Vice reseni
v teznic T,
e ZaSkrtavani
A B e Tlacitko
piehrat
https://www.geogebra.org/m /uQXZR7wC e Riizné barvy
Véta o téznicich
Martin Vinkler
e 3applety
Véta o téznicich: A
éta o téZnicic e Stfedy stran e Doprovodné
a) Véechny t#i téZnice prochazeji e Délka texty
tim# bodem T, zvanym tézisteé. o  TEFists o Tlvac1tl,<o
Y prehrat
* Pomér e Rlzné bar
e Diikazy vy

https://www.geogebra.org/m/zm3kmngb

rizné styly
car
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234  Vysky

Aktivita Obsah Poznamky
VysKy v trojuhelniku
Drugdovd
a * Prlmky,, v e Rizné barvy
b na kterych leZzi .
e Pohyb vSemi
strany
vrcholy
B :
[
https://www.geogebra.org/m/httntbgg
VysKky trojuholnika
Jozef Zvolensky e Paty kolmic
e Pravé uhly
e Slovensky
e Ortocentrum - ,
» e Uvodni text
e Primky, na
. v/ e Pokyny
. kterych lezi ,
e Posuvniky
strany i
v s délkou
e Primky, na
. v/ stran
_ kterych lezi
“ “ | . vysky
https://www.geogebra.org/m/jrzrtknk
VysKky trojuholnika
Erika Tomkovad e Pravé uhly e Pokyny
VYSKY TROJUHOLNIKA (V] zosraz zew (/] zoBRaz vidKY e Ortocentrum e ZaSkrtavaci
:Z:::;;?:o':i:‘olunomin ° Pi’-imk},’ na pole
kterych lezi e Riizné barvy
strany e Rizné styly
e Primky, na car
77777777777777777777 kterych leZi e Pohyb vSemi
‘ ySk vrchol
https://www.geogebra.org/m/VAbPv]q5 VSR y
VysKky trojuhelniku
Markéta Zakourilovd . e Tlacditko
L e Paty kolmic v 1,
C, - prehrat
& _== | e« Ortocentrum ,
e - » e Doprovodny
Vyska je vzdalenost ° Prlmky, na
S , o, text
vrcholu od protilehlé strany. kterych lezi R i
.-~ "Vzdalenost méfime na kolmici. strany e Rizné barvy
Vy3ky se protinaji v jednom bodé | e Pf‘imky’ na ¢ Buzne Styly
::A: (nazyva se ortocentrum). kterych lex{ car o
S Sk e Pohyb vSemi
BT v vrcholy

https://www.geogebra.org/m/g4rhcaku

38



https://www.geogebra.org/m/httntbgg
https://www.geogebra.org/m/jrzrtknk
https://www.geogebra.org/m/VAbPvJq5
https://www.geogebra.org/m/g4rhcaku

Aktivita

Obsah

Poznamky

Altitude of a triangle - orthocenter
Akanskha

e Anglicky

ALTITUDE OF A TRIANGLE : ORTHOCENTER . Paty kOlmic . Posuvnik
U RE— e Pravé uhly e Souradnice
. 5> ot e Vnitini ahly bodi
- ™ T - S— e Ortocentrum e Doprovodny
Bt % : e Primky, text
o g na kterych lezi e Riizné barvy
. B ~_B vysky  Pohyb dvéma
- N Obiuse Hiengle : Oulside the iriangle ~ . VI‘ChOly
https://www.geogebra.org/m/mj5vd4zb
e Anglicky
Altitude od triangle e Posuvnik
Anvitha K e Zaskrtavaci
e Paty kolmic pole
e Pravé uhly e Soufadnice
e Ortocentrum bodi
e Primky, na e Doprovodny
kterych leZi text
vysky e Otazka
S e Rizné barvy
https://www.geogebra.org/m/rypqt7eb e Pohyb dvéma
vrcholy
Definice vysky trojuhelniku
Zuzana
VY SKA TROJUHELNIKU - isedka spojujici vrchol s patou kolmice ° gOkyny dno
i e e . . oprovodn
,?i_u.e‘ a E"'u{& ’,C; ")Td b ° Paty kOlmlC p y
o S SR Vev.nv v text
vydkanastranu a v, = AA, a’b e ° Ortocentrum o ,
ce na stranu b vedena bodem B Pv, k L RuZne barVy
pris imice se stranou b oznac B, ° rim y', ., ° Rﬁzné Sty]y
vy$ka na stranu b v, = BB, na ktery(:h leZI v
Giky car
o vy e Pohyb vSemi
; : o V je prusecik kolmic VrChOly
https://www.geogebra.org/m/ccq4gbmn
06_02_Geogebra altitude
Akhila1469 * Paty kolmic e Anglicky
e Pravé uhly Mot
e e Angled e ZasSkrtavaci
! e Ortocentrum
., pole
X ‘ e Primky, ,
< i ., e Doprovodny
AL‘ na kterych lezi text
- i strany o 4
Y, e Rilzné bar
Allthe 3 altitudes always lie 2 aiyuges coincides with two skdes [ Pr]mk}/’ na Vy

inside the triangle 1 lies inside the triangle
2 altitudes always lie outside
1 inside the triangle

&) Nature of Altitudes

https://www.geogebra.org/m/mhwé6mtmk

kterych lezi
vysky

e Pohyb vSemi
vrcholy
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Aktivita Obsah Poznamky
Triangle Altitude Illustrator and ° Anglcicky
. . Uvodni text
Definition Writing Prompt *
efinition Writing Promp e Pokyny

Tim Brzezinski

e Posuvnik

Vertex e Doprovodny
e Jedna vyska text
ALTITUDE e Pravy uhel e Oteviené
otazky
Slide Me! * Rizné barvy
—) i v textu
https://www.geogebra.org/m/q9d2yqyw * Pohyb vSemi
vrcholy
Trojuhelnik, vysky trojuhelnika e Paty kolmic
Zdenék Novotny e Pravé uhly
ey e Vnitini ahly e Doprovodny
& e Ortocentrum text
£ .| e Soucet vnitfnich | e Rlzné barvy
uhla e Pohyb témér
i e Pythagorova vSemi
yer véta vrcholy
i e Obsah, obvod
https://www.geogebra.org/m/t5jd5pjd trojthelniku
2.3.5 Trojuhelnik a kruznice
Aktivita Obsah Poznamky
Trojuhelnik a jeho kruznice/ Triangle
and its circles
ViadislavZidek e Osy stran v 1
. / e Souradnice
[, -o7 TN e Osy vnitinich o
© ihla bodl
O tomma « Body dotyku e Riizné barvy
S kruznice * l}uzne styly
marc : trojuhelniku ybv
“ | i vrcholy
https://www.geogebra.org/m/npnenzdq
Tr0]uhelml‘:e—pls(;1:lgmce opsana a e Uvodni text
9 Pok
Irena Strausovd * Ov yn¥ .
e ZasSkrtavaci
: pole
Osy st
: Ozg lsj}ffﬁn e Rizné barvy

A B

https://www.geogebra.org/m/hdhfcux?2

e Riizné styly
car

e Pohyb vSemi
vrcholy
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2.3.6  KruZnice trojuhelniku opsana

Aktivita Obsah Poznamky
Kruznice opsana
Jaroslav Sebastian Blahos
osy Usecek. (Kolmice kfera protina Usecku v jejim stiedu)
C
e Doprovodny
e Stredy stran text

stfed”kruznice

https://www.geogebra.org/m/apg7jm54

e Osy stran

e Riizné barvy
e Pohyb vSemi
vrcholy

Kruznice opsana trojuhelniku
Adam Cech

C , o

https://www.geogebra.org/m/pYj39tnA

Stredy stran

e Osystran
Polomér
kruZnice opsané

e Uvodni text

e Geometricky
zapis

e Rizné barvy

e Riizné styly
Car

e Pohyb vSemi
vrcholy

KruZnice opsana trojuhelniku
Markéta Zakourilovd

KRUZNICEOPSANA Qa

]

©Oa, Ob, Oc ... osy stran
= kolmice vedené stiedem strany

Oc

https://www.geogebra.org/m/mbnhvrus

e (Osy stran
e Polomér
kruZnice opsané

e Tlacitko
prehrat

e Doprovodny
text

e Rizné barvy

e Rizné styly
car

e Pohyb vSemi
vrcholy

Kruznice opsana trojuhelniku
Holejsovsky

Zakladni konstrukce

Kruznice opsana trojuhelniku (kD]

Stied § kruZnice opsané lezi na priseéiku os stran
trojdheiniku. Polomér r kruZnice opsané je vzdalenost
stredu $ od libovelného vreholu trojihelniku.

e (Osy stran

e Tlacitko
prehrat

e Doprovodny
text

e Riizné barvy
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Aktivita

Obsah

Poznamky

Kruznice opsana trojuhelniku
Pink Cree

https://www.geogebra.org/m/ycd2zxnr

e (Osy stran

e Pokyny
e Doprovodny
text

e Obrazek
v appletu
e Uzaviené
otazky

e Riizné barvy
e Pohyb dvéma
vrcholy

Circumcenter od a Triangle
(Circumscribing a Circle)

e Uvodni text
e QOteviené

David Boud@yx, mj.pfeiffer8 otézKy
. " e Stiedy stran (odpovédi
e Osy stran psané
= e Pravé uhly na papir)
e Vnitin{ dhly e Rizné barvy
ivtextu
\ g e Pohyb viemi
S hol
https://www.geogebra.org/m/JK2HS4Rb viehoy
2.3.7 KruZnice trojuhelniku vepsana
Aktivita Obsah Poznamky

Kruznice vepsana
Jaroslav Sebastian Blaho$

prisedik os uhli
polomér se rovna délcecl]seéky: ktera je kolma na strardtrojuhelniku

https://www.geogebra.org/m/ggbcepng

e Osy vnitinich
uhlt

e Konstrukce osy
vnitiniho dhlu

e Polomér
kruznice
vepsané

e Bod dotyku
kruznice
vepsané

e Pravy uhel

e Doprovodny
text

e Rizné barvy

e Pohyb vSemi
vrcholy

Kruznice vepsana trojihelniku

pazout
vzd1 =64 vzdZ =54 vzd3=3.4

@ 1>

httns://www.geogebra.orE/m/sea5V9ww

e Osydvou
vnitinich ahla

e Polomér
kruznice
vepsané

e Posuvniky

e Tlacitko
prehrat

e Panel
s nastroji

e Rizné barvy

e Rizné styly
car
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Aktivita

Obsah

Poznamky

Kruznice trojuhelniku vepsana
hamina

Kruznice frojuhelniku vepsana i: o1

" 1.01; osa «BAC
2.02; 0sa « ACB
3.03; 0sa <ABC ( neninutné)
4. Sv; Sveo1No2No3

5. p; pLAC A Svep

6. Tb; TbepNAC
7.stejné body Taa Tc
8. k; k(Sv;ISvTal)

https://www.geogebra.org/m/vnxCQ4w?7

e Osy vnitfnich
uhld

e Konstrukce osy
vnitiniho thlu

e Body dotyku
kruznice
vepsané a
trojuhelniku

e Zapis konstrukce

e Tlacitko
prehrat

e Riizné barvy

e Rizné styly
car

e Pohyb vSemi
vrcholy

KruzZnice vepsana trojuhelniku
Adam Cech
£

https: //www.geoéebra.org)m/qu 6GtN]

e Osy vnitinich
uhlt

e Polomér
kruzZnice
vepsané

e Uvodni text

o Geometricky
zapis

e Riizné barvy

e Rizné styly
car

e Pohyb vSemi
vrcholy

KruZnice vepsana
Tomas VyslouZil

https://www.geogebra.org/m/GCvxBJVG

e Osy vnitinich
uhld

e Animace
Tlacitko
prehrat
Posuvnik
Pokyny
Riizné barvy
Pohyb vSemi
vrcholy

Kruznice vepsana trojihelniku
Markéta Zakourilovd

“-“03 Kruznice vepsana ‘

X Stfed kruZnice vepsané leZi
\C . v priseciku os Ghla.

" Polomér = kolmice spusténa
ze stiedu S na stranu trojahelniku

02— o1, 02, 03 ... osy Ghld

o1””

https://www.geogebra.org/m/cnddsxwg

e Osy vnitinich
uhld

e Polomér
kruzZnice
vepsané

e Bod dotyku
kruzZnice
vepsané
a trojuhelniku

e Tlacitko
prehrat

e Doprovodny
text

e R{zné barvy

e Riizné styly
car

e Pohyb vSemi
vrcholy
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Aktivita Obsah Poznamky

KruZnice vepsana trojuhelniku

Pink Cree

e Osy vnitfnich e Pokyny
uhld e Obrazky

e Polomér v appletu
kruZnice e Uzaviené
vepsané otazky

e Bod dotyku e Rizné barvy
kruZnice e Rizné styly
vepsané car

e Pravy uhel e Pohyb dvéma

vrcholy

https://www.geogebra.org/m/xgjgtpma

2.4  Soubor appletli

Vs w7

V dalsi ¢asti bakalarské prace uvedeme autorsky vytvorené applety v€etné souboru
moznych otdzek. Applety slouZzi k objeveni geometrickych vztaht nebo zakonitosti.
GeoGebra byla zaloZena v roce 2001 a i nadale pretrvava problém v tom, jak ji zapojit
do vyuky. Jak propojit dynamickou geometrii s pedagogickou praxi? Jednou
z moznych odpovédi na danou otdzku by mohly byt ndmi vytvorené applety
a aktivity.

Slouzi zakim Sestych trid pro objevovani vlastnosti, pripadné Zakiim vyssich
ro¢nikd v ramci opakovani. Priblizuji téma vysKy, téZnice, stiedni pricky, kruznice
trojuhelniku vepsané a kruZnice trojuhelniku opsané. Zalezi na uciteli, jaky cil
pouziti appletu zvoli, vjaké ¢asti hodiny ho zada a jak s nim bude pracovat.
Jednotlivé applety se daji i kombinovat. Vyhodou GeoGebry je moZnost pohybovat
s jednotlivymi objekty v nakresné, pficemZ se méni i prislusné vlastnosti. Zaci
mohou pozorovat geometrické zdkonitosti v dynamickém programu. Mohou si
s appletem pohrat a zaroven objevit pro sebe nové informace, popiipadé si upevnit
nebo zopakovat informace stavajici. Pro vétsi efektivitu vyuky je dilezité
promyslené a cilevédomé pouziti v kombinaci stradi¢nimi postupy (psani,
rysovanti).

Pedagog zadava aktivity prostrednictvim platformy GeoGebra Classroom, ktera
vygeneruje kéd potirebny pro vstup zaki do aktivity. Pri zadavani aktivity ucitel voli,
zda Zaci mohou nebo nemohou vidét spravné odpovédi. V prostiedi GeoGebra
Classroom je mozné sledovat praci jednotlivych zakl vcetné poctu hotovych tkold.
Dale ucitel mize zastavit praci celé tfidy najednou a prodiskutovat s nimi vyplnéné
odpovédi. Otazky v GeoGebfe mohou byt oteviené i uzaviené. U uzavienych otazek
se da oznacit i vice moznych odpovédi. Nelze nastavit vybér pouze jedné odpovédi.
Pfi promitani reSeni na tabuli, miiZe vyucujici pouzit i odpovédi jednoho z Zakd,
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pricemz lze zakryt jména vSech. U konstruovdni v GeoGebie je nutné umét
s programem pracovat. Pro naSe ucely volime applety bez nutnosti konstrukeci.
Jednotlivé vytvorené applety se liSi pouZitymi nastroji, znazornénymi vlastnostmi
a bliz§im urcenim. Jejich finalni verze uvadime niZe. Popis aktivit je opét ve stru¢nych
tabulkach. Prvni sloupec obsahuje nazev, snimek appletu a odkaz. Ve druhém sloupci
uvadime obsaZené prvky a ve tretim pouZité nastroje a dalSi poznamky.
V predposlednim radku uvadime moznou variantu kombinace appletu s otazkami.
Posledni radek tabulky tvoii odkaz na soubor otdzek tykajicich se dané casti

planimetrie, které vyucujici mize pouZzit.

2.4.1 Reflexe z praxe
Podatilo se ndm nékteré applety vyzkouset v praxi. Schéma reflexe z praxe uvadime

v nasledujicim obrazku. V prvni fazi jsme aktivity zadali zaktim devaté tridy zakladni
Skoly vramci opakovani k prijimacim zkouskam. Nasledné upravené aktivity
vyplnili Zaci Sesté tiidy. V poslednim kroku jsme aktivity vyzkousSeli
v ramci individualni pripravy k ptijimacim zkouskam na stfedni skolu.

o tiida 6. tiida mdwzduajlltl
doucovani
T;::i;e Upravy | Teinice |mmmmms Téznice
Stredni pricky Vysky e

Obr. ¢. 35 Schéma reflexe

Vprvni fazi jsme aktivity zadali zakim devaté tridy zakladni Skoly
v ramci opakovani. Prace s GeoGebrou byla rozdélena do ¢tyr vyucovacich hodin
v pribéhu dvou dni. Prvni den se aktivit acastnilo celkem deset zaki, druhy den
jedenact. PredloZené applety se zabyvaly tématem téZnice, vyska a stiedni piicka.
Pojmy téZnice a vySka nepredstavovaly pro zZaky nic nového. Abychom zjistili jejich
znalosti pred pouZitim GeoGebry, vyplnili nejprve Zaci kratky test s uzavienymi
odpovédmi. Otazky vcetné vyplnénych odpovédi dotazniku zaméreného na vysky
zobrazuje nasledujici schéma. Analogicky vypadal i dotaznik zaméreny na téznice.
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Pired aktivitou

[Vyéka trojithelniku je |

[Potet visek v trojihelniku |

[V7§ka m4 krajni bod ve

Zak1
\ usecka kolma ke strané stedu strany
trojihelniku s krajnim | 2 1 tro 'ﬁllelnﬂaf
74k 2/. bodem v protéjsim vrcholu !
Zak3
Zak 4
L] usecka rovnobéing se
stranou
. . . 2 vrcholu trojihelniku
trojuhelniku, kterd prochazi )
Fak 5 protéjsim vrcholem
Zak 6\
f A tisedka, kterd spojuje stied strané trojihelniku
8/ strany A — 3 v misté, které si sami
Zak s protéjsim vrcholem zvolime
4

Obr. ¢. 36 Schéma odpovédi pred aktivitou

Po vyplnéni dotazniku nasledovala aktivita v GeoGebre, kde pod appletem byly

poloZeny stejné otdzky jako v testu. Jejich podobu, véetné ziskanych odpovédi,

zobrazuje schéma na Obr. €. 37.

Po aktivité
[V8ka trojithelniku je | [Potet wijdek v trojiihelniku |
Zak1
usecka kolma ke strané "
. L. stfedu strany
N trojtthelniku s krajnim |~ 1 trojéihelnfin
Zak 2 bodem v protéjsim vrcholu
Zak3
| dsectkarovnobéind se
stranou 2 vrcholu
trojuhelniku, ktera prochazi trojuhelniku
TS protéjsim vrcholem
Zak
Zak
%‘ Usecka, kterd spojuje stied strané trojihelniku
strany 3 v misté, které si sami
Zak s protéjdim vrcholem — zvolime
| 4 \

Obr. ¢. 37 Schéma odpovédi po aktivité

Po aktivitach k pripomenuti pojmi téZnice a vySky nasledovaly applety, které

priblizovaly vztahy téZnic

a vySek vzhledem ke druhlim trojuhelniku.

V rovnostranném trojuhelniku splyvaji vSechny téZnice s vySkami. Tuto spravnou
odpovéd oznacilo osm zdeseti zakl. V pravouhlém trojihelniku jsme se ptali
na splyvani stran trojuhelniku s vySkami. Spravnou odpovéd' oznacilo Sest z deseti
zakli. Na otdzku ohledné polohy priiseCiku vysek v pravodhlém trojihelniku
odpovédélo spravné Sest z deseti zaki. Druhy den jsme se zaméfili na stiredni pricky,
které predstavovaly pro Zaky novou latku. Aktivitu jsme pouZili k objeveni pojmu

VIV

stfedn{ pricka a jeji vlastnosti. Sedm z jedendcti Zadkl spravné odvodilo velikost
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stredni pricky vii¢i strané, se kterou nema Zadny priisecik. Devét z jedendcti zaki
oznacilo spravnou odpovéd, kterd obsahovala definici stiedni pricky.

Po zpracovani odpovédi zaki devaté tfidy jsme provedli potiebné upravy.
V aktivitdch jsme vynechali nadbyte¢né otazky (napriklad na pocet vySek
v trojdhelniku), popripadé celé aktivity. Pri zavadéni novych pojmi nehraje
dynamicka proména Zadnou roli, proto jsme takto zamérené aktivity v nasledné
tridé vynechali. Naopak jsme vice vyuzili aktivity, které slouZily k objevovani
vlastnosti. Dynamickd proména hraje roli pravé pri studiu vlastnosti. Zaroven je
zavedeni pojml bez GeoGebry efektivnéjSi a méné Casové ndrocné. Zménam se
nevyhnuly ani formulace otazek i odpovédi.

Upravené verze aktivit tykajicich se téZnic a vySek byly v druhé fazi predloZeny
zaklm Sesté tiidy zakladni Skoly. Prace s GeoGebrou se ucastnilo celkem patndact
zakl. Spojmy vysSka a téZnice se Zaci seznamili v predchozich hodinach. Aktivity
slouzily k objeveni zakonitosti tykajicich se polohy priseciku téznic, piipadné
praseciku vySek v trojuhelniku vzhledem ke druhu trojuihelniku. Pouzity applet
uvadime na Obr. ¢. 38, otazky poloZené pod appletem na Obr. ¢. 39. Na prvni otazku
u aktivity zamérené na prisecik vysek odpovédélo spravné Sest zakil, na druhou
sedm, na treti jeden a na ¢tvrtou tfi. Prvni otdzka u aktivity zamérené na priisecik
téZnic se tykala na polohu tézisté v ostrodhlém trojuhelniku. Spravnou odpovéd
oznacilo devét zakid. Nasledovala otdzka na polohu tézisté v tupodhlém trojihelniku,
ve které spravné odpovédélo sedm zakii. Obecnou polohu tézisté v trojuhelniku
spravné urcili Ctyri Zaci.

Prasecik vysek

Autor: luckahabinakova

Vrchol C je volné pohyblivy. Pomoci piesunu bodu C zZjisti odpovédi na nasledujici otdzky. Sprévna odpovéd je vidy pouze jedna.
v v s .
Obr. ¢. 38 Applet vyzkouSeny v praxi
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Vyzka trojuhelniku

A D leZi vidy uvnit trojuhelniku
B [ le#vidy mimo trojihelnik
c J

mZe leZet uvnitf trojahelniku, splyvat se stranou trojdhelniku nebo i mimo trojdhelnik
CHECK MY ANSWER (3)

Pokud je trojahelnik ostrodhly, leZi prasedik vyiek

A |:| uvnitf trojihelniku
B |:| v jednom z vrchol( trojihelniku

C |:| mime trojuhelnik

Pokud je trojuhelnik tupouhly, lezi praseéik wiek, popfipadé priseéik pfimek. na ktenjch lefi vitky,

D

A D uvnitf trojuhelniku
B D v jednom z vrchol( trojihelniku

C D mimo trojihelnik

Prisecik wiek, popfipadé priseéik piimek na kterjch ledi viiky,

Lde 0Znacte oaf

i

A [] jevidy uvnitf trojihelniku
B D Je vidy mimo trojuhelnik
C D Je vidy ve vrcholu trojuhelniku

] D mazZe byt uvniti trojdhelniku, v jednom z jeho wrchold nebo mime trojahelnik

CHECK MY ANSWER (3)

Obr. ¢. 39 Otazky z vyzkouSené aktivity

V posledni fazi jsme findlni verzi sestavenych aktivit zaméfenych na téZnice

a vySky v trojihelniku ptredlozili v rdmci individudlni ptipravy zidka devaté tridy
k ptijimacim zkouskam. Zak celkem vyplnil ¢tyti aktivity. Prvni aktivita byla ¢isté
zamérena na prisecik vysek, druha na prisecik téznic. Treti aktivita obsahovala dva
applety (prvni na téznice a vySky v rovnostranném trojuhelniku, druhy na téznice
a vySky vrovnoramenném trojuhelniku). Posledni aktivita obsahovala applet

s pravothlym trojihelnikem a jeho téZnicemi a vy$kami. Zak vyplnil v§echny otazky
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spravné a bez chyb. Pii nasledném rozhovoru projevil pouze obavy z nékterych
delSich otazek i odpovédi. Musel si dana souvéti precist opakované.

Aktivity s applety prosly celkem tremi fazemi. Pilotni fazi vyzkouseli Zaci devaté
tridy zakladni Skoly v ramci opakovani. Upravenou verzi poté vyplnili Zaci Sesté tridy
zakladni Skoly, ktefi zde objevovali nové informace. V posledni fazi jsme aktivity
predlozili v ramci individudlni pripravy k prijimacimu rizeni na stredni skolu.

2.4.2 Stfedni pricky
Prvni tabulka obsahuje applety, aktivitu a mozné otazky zamétené na stiedni pricky.
Pred zadavanim uvedenych appletli je potfeba seznamit zZidky se znacenim
rovnobéznosti primek a stejné dlouhych usecek v prostredi GeoGebra. Stejné dlouhé
a rovnobézné usecky se znaci urcitym poctem preskrtnuti.

Prvni uvedeny applet pouze znazornuje jednotlivé stiedni piicky bez zakladnich
vlastnosti. Druhy applet uvadi jednu stredni pricku vcetné jejich zakladnich
vlastnosti. Nasledné tii applety ukazuji vSechny stredni pricky vcetné jejich
vlastnosti. Lisi se pouze v pouzitych nastrojich. Prvni z nich obsahuje zaskrtavaci
pole, druhy posuvnik a treti tlacitko prehrat. Predposledni odkaz predstavuje celou
aktivitu. Sklada se z jednoho appletu se zaskrtavacimi poli a CtyI uzavirenych otazek.
Pod appletem jsou uvedené i pokyny. V pokynech upozornujeme na skutecnost, Ze
u vSech otazek je pouze jedna odpovéd spravna. Prvni otdzka se zabyva definici
stredni pricky, druha poctem strednich pricek v trojuhelniku, treti a ctvrta se
zdkladnimi vlastnostmi stfednich pricek. Posledni tadek obsahuje odkaz
na mozné otazky ohledné stiednich pricek. Nékteré z nich jsou i pocetni.

Aktivita Obsah Poznamky
Stiredni pricka - zaskrtavani
Sfedy stran e ZaSkrtavaci
D ramoni, _ﬁ pole
StFedni pricka 5, e RUzné
/ e Stredy stran . ll;a:rvy, I
/ o Vizstn13al4 |® _oZRestyly
car
e Pohyb
vSemi
https://www.geogebra.org/m/kj5fgw5a vrcholy
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Aktivita

Obsah

Poznamky

Stiredni pricka - Posuin mé

Posuii mé

https://www.geogebra.org/m/u3gh8szp

Pouze jedna
Stredy stran
Rovnobéznost
Délka

Viz str. 13 a 14

e Animace
e Tlacitko

prehrat
e Posuvnik
e Rizné
barvy

e Riizné styly
Car

e Pohyb
vSemi
vrcholy

Stiredni pricky - zaskrtavani - délka obecné
Stfedn piicka S,
Stfedn’ pfitka S,S c

e Zaskrtavaci

Stedni picka S, S, ° Stf'edy stran p?le )
e Rovnobé&znost | ° Euzne
e Délka . Pf‘);‘;}l’)
e Vizstr.13a14 . o
vSemi
vrcholy
https://www.geogebra.org/m /huuwz3fc
Stiredni pricky - Posui mé - vSechny
e Posuvnik
e Stredy stran e Rilzné
e Rovnobéznost barvy
e Délka e Pohyb
e Vizstr.13a 14 vSemi
o vrcholy

https://www.geogebra.org/m/xfkwx8rt

Stiedni pricka - prehrat

14 44 9713 pp pl

https://www.geogebra.org/m/drepx3hz

Stfedy stran
Rovnobéznost
Délka

Vizstr. 13a 14

e Tlacitko

prehrat

e Rizné
barvy

e Pohyb vsemi
vrcholy
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Aktivita Obsah Poznamky
Stredni pricky - aktivita
D Stredni pficka S,Sy
(] stredni pricka S, - o 7Zaskrtavaci
(] streani pricka s,,S, e Stredy stran pole
V8echny stredni pricky ° ROVnObéinOSt ° POkyny
e Délka e Rizné
e Uzaviené barvy
] otazky e Pohyb
e Vizstr.13a 14 jednim
J vrcholem
https://www.geogebra.org/m/vz6u9fae
Stiedni pricky - otazky
Stfednf pficka je
- Usecka spojujici stied strany s protéjsim vrcholem
- usecka spojujici stfedy dvou stran, ktera je s tfeti stranou rovnobézna
- usecka kolma ke strané trojuhelniku prochizejici prot&jéim vrcholem
Pocet stfednich pficek v trojahelniku i Mozne
! e Uzavrené otazky do
-3 otazky sestavenych
-4 . P
e Vizstr.13a14 aktivit
Stiedni pfi¢ka ma krajni bod nebo krajni body v/ve :
- vrcholu trojihelniku ® Insplrace
- stfiedu pouze jedné strany trojuhelniku
- stfedech dvou stran trojihelniku
https://www.geogebra.org/m/efrxksan

2.4.3 TéZnice
V dalsi ¢asti uvddime applety, aktivitu a mozné otazky zamérené na téZnice. Prvni

applet znazornuje vSechny téznice vcetné jejich priiseciku. Mimo téZzisté jsou jesSté
vyznacené stiedy jednotlivych stran. Pomoci tlac¢itka prehrat ptibyvaji
v trojuhelniku ABC dalSi potrebné naleZitosti. Dalsi tri applety zobrazuji kromé
téZnic a téZisté i pomeér ¢asti, na které déli téZisté jednotlivé téZnice. Dané tfi applety
se liSi pouzitym nastrojem (posuvnik a zaskrtavaci pole). Tentokrat preskrtnuti
usecek znaci pouze stejné dlouhé usecky, nikoliv jejich rovnobéZnost. V appletu
s nazvem Prusecik téZnic - zaskrtavani a pomér jsou navic prekreslené casti téznic
i mimo trojuhelnik pro lepsi vizualni podklad. V predposlednim radku tabulky
uvadime upravenou verzi aktivity. Sklada se z jednoho appletu a Ctyr uzavienych
otazek, pricemz je pokazdé spravna jen jedna odpovéd. Posledni odkaz zobrazuje
moZné otazky, kterymi lze vysSe uvedené applety doprovazet. Otazky se tykaji

VVey

i poméru ¢asti téZnice, na které ji rozdéli tézisté, a pocetnich ukolt.
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Aktivita

Obsah

Pozndmky

TéZnice - prehrat

4 44 8/8 »p pl
https://www.geogebra.org/m/hdap2dxz

e Stredy stran
o Téziste
e Vizstr15a16

e Tlacitko
prehrat

e Riizné barvy

e Rizné styly
car

e Pohyb vSemi
vrcholy

TéZnice - Posun mé

e Stredy stran i
. Téiiéé: e Posuvnik
e Pomér e Riizné barvy
. v .
e Vizstr.15a16 Pohyb vsemi
vrcholy
Posun mé
L]
https://www.geogebra.org/m/nwypaczp
TéZnice - zaskrtavani a pomér
Téznicet,
)
TézZnice t . 3 ;
o / e Stredy stran e Zaskrtavaci
Zni Yy ole
C o Teézisté P o
e Pomér e Ruzné barvy
. « .
e Vizstr.15a16 Pohyb vSemi
vrcholy
https://www.geogebra.org/m/yrufvfde
Prisecik téZnic - zaskrtavani a pomér
G
St S T S
B T e Zaskrtavaci
*--—-—-—-—-—-- .
" ole
Teznice e Stredy stran IP){° ‘b
Téznice f, _ [ ] Téilété ° ljzne, arvy
Teznice f, A" . ° Pomér ® Ruzne Styly
Teznice a teziste e Vizstr15a16 car

https://www.geogebra.org/m/hdnbutz

e Pohyb vSemi

vrcholy
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Aktivita Obsah Poznamky
Prisecik téznic - aktivita
Posuvnik
e Stredy stran P?kyr}y
Rizné barvy

o Tézisté
e Uzavrené otazky
e Vizstr.15a16

Riizné styly
car

Pohyb jednim
Posun mé! vrcholem
e
https://www.geogebra.org/m/xs8pa8zn
TéZnice - otazky
Téznice a vysky splyvaji v jedny Gsecky v trojuhelniku
- rovnoramenném
- rovnostranném
- pravouhlém v_ 7
Mozné
Pouze jedna z téZnic splyvé s vyikou v trojihelniku . 3 ; Otézky do
- rovnoramenném L] Uzavrené OtaZky ’
- rovnostranném . SeStavenyCh
o e Vizstr.15a16 o
- pravouhlém akthlt
V pravouhlém trojahelniku InSpiI‘ace

- leZi praseéik téZnic ve vrcholu trojuhelniku
- splyvd priseéik t&#nic s prisedikem vyiek
- lezi prasecik téZnic uvnitf trojihelniku mimo priseéik vysek

https://www.geogebra.org/m/gkzhkvde

2.4.4 Vysky

V nasledujici tabulce uvadime applety, aktivitu a otazky tykajici se vySek. Prvni

uvedeny applet umoZiiuje pouze pohyb jednim vrcholem, pricemZ se méni

i jednotlivé vysky. Pro lepsi ilustraci a odliSeni jednotlivych ¢asti vyuzivaime kromé

odliSnych barev i odlisné styly ¢ar. Pravé thly zna¢ime malym ¢tvereckem. Dalsi dva

uvedené applety se liSi pouzitym ndstrojem. V prvnim je posuvnik a ve druhém

tlacitko prehrat. Oba postupné zobrazuji jednotlivé ¢asti trojuhelniku a jeho vysek,

v obou se da pohybovat vrcholem C. U appletu s tlacitkem piehrat je omezeny pohyb

vrcholem tak, Ze nelze nastavit jiny trojuhelnik nez ostrouhly. Predposledni radek

tabulky obsahuje sestavenou aktivitu. Pod appletem jsou uvedeny pokyny a Ctyri

uzavicené otazky. U kazdé otazky je pouze jedna odpovéd spravna. V zavér uvadime

mozné otdzky, které lze pritadit k jednotlivym appletim.
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Aktivita

Obsah

Poznamky

Vysky - pohyb vrcholem C

https://www.geogebra.org/m/ma8bx3p7

e Paty kolmic

e Pravé uhly

e Ortocentrum
e Vizstr. 16-19

e Riizné barvy

e Rizné styly
car

e Pohyb
vrcholem C

VysKky - Posuin mé

e Posuvnik

e Paty kolmic e Rizné barvy
8 e Pravé uhly e Rizné styly
e Ortocentrum car
Akl 2 3 e Vizstr. 16-19 e Pohyb
Posuii mél VI‘ChOlem C
https://www.geogebra.org/m/wvgput9z
Priisecik vysek - prehrat
C
P, e Paty kolmic e Tlatitko
© e Pravé dhly v v
A prehrat
b/ e Ortocentrum e Rizné bar
k e Plati pouze pro JZne batvy
1 e Rizné styly
ostrouhly y
B ., , car
Cir trojuhelnik e Pohvb
c e Vizstr. 16-19 y
vrcholem C
14 44 11711 pp p|
https://www.geogebra.org/m/vmavadvc
Pruisecik vysek - aktivita
C
e Pokyny

https://www.geogebra.org/m/dxw3caqac

e Paty kolmic

e Pravé uhly

e Ortocentrum

e Uzavrené otazky
e Vizstr. 16-19

e R{zné barvy

e Rizné styly
car

e Pohyb jednim
vrcholem
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Aktivita Obsah Poznamky

7 v 7
VysKky - otazky
Vyiska je
- USECKA KOLMA KE STRANE TROJUHELNIKU S KRAJNIM BODEM V PROTEJSIM VRCHOLU
- Gsecka rovnobézna se stranou trojlhelniku, kterd prochazi protéjsim vrcholem
- tsecka, ktera spojuje stied strany s prot&j$im vrcholem

e Mozné otazky

Pocet vysek v trojuhelniku

-1 “ do

-2 e Uzavrené otazky sestavenych
-3

-4 e Vizstr. 16-19 aktivit

Vyiska mé krajni bod ve .

- stéedu strany trojihelniku L] Insplrace

- vrcholu trojiihelniku
- strané trojuhelniku v misté, které sami zvolime

https://www.geogebra.org/m/c7nuefjm

2.4.5 TéZnice a vysky
Vlastnosti vysek a téznic vzhledem ke druhu trojihelniku mohou predstavovat
zajimavou cast, kterou lze bliZe zkoumat a objevovat prostrednictvim GeoGebry.
VysSe uvedena tabulka kombinuje predchozi applety a sleduje prolinani jednotlivych
casti. Kromé pridavani jednotlivych ¢asti maji Zaci za tkol upravit pomoci posuvniku
velikosti stran nebo uhlu tak, aby vznikl pozadovany trojihelnik. Prvni applet
znazornuje rovnoramenny trojuhelnik, druhy rovnostranny a treti trojuhelnik
pravouhly. Dale uvadime dvé riizné aktivity. V prvni jsou nakombinovany applety
tykajici se trojihelniku rovnoramenného a rovnostranného se souvisejicimi
otazkami. Druha aktivita je zamérena Cisté na pravouhly trojuhelnik. Posledni radek
tabulky uvadi odkaz na mozné otazky, které Ize k danym appletiim pridat. I zde plati,

Ze pouze jedna z uvedenych odpovédi je spravna.

Aktivita Obsah Poznamky
TéZnice a vySky 1
a=75 e TéZnice
L 2
b=85 G Téznice t, [ ] Stf.e dy Stran
R 0 e, . Tézists ° Pokyny
Havy [ resmicer, . e ZaSkrtavaci
(] viskavy, W2 vaechny teznice L4 VySky
0 - I
" , pole
Vaechny vysky b Paty kOImIC ° Posuvniky
e Pravé uhly e Rizné
e Ortocentrum barvy
e Rovnoramenny | Rizné stvl
trojihelnik o oY
E . i e Vizstr 7,19,
https://www.geogebra.org/m/censx9hp 20
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Aktivita Obsah Poznamky
TéZnice a vySky 2
- e TéZnice
Pl - Teznice t, e Stredy stran e Pokyny
(] vyskav, [ reznicen, e Teéziste o 7Zatkrtivaci
Vyska v, [] Teznicet, o Vysky ole
S vsechny teznicel @ Paty Kolmic . Ilzosuvniky
(] vsechny vysky e Pravé uhly e Rizné
P3 e Ortocentrum barvy
A/Q ko e Rovnostranny | Razné styly
L trojuhelnik ar
e Vizstr. 7,19,
; 20
https://www.geogebra.org/m/kdunztwu
Téznice a vysKky 3 e TéZnice
= ° Stredystran |, pokyny
) L) remeet, © Teziste o Zadkrtavaci
[ viskav, c Teznice t, o Vysky
viskavy ' Teznice t; e Paty kolmic pole ]
vyska v [[] vsecnnyteznice | o Pravé uhly * P(Zsuv,mk
[] vaechny vysky e Ruzné
e Ortocentrum barvy
¢ Pra.\{oﬁhl}:/ e Rizné styly
A 3 5 : tr.01uheln1k &ar
e Vizstr.8a18
https://www.geogebra.org/m/mcpgvbav
TéZnice a vy$ky 1 - aktivita e TéZnice
L e Stredy stran
b=9 (] Teznicet, o Tezisté
, ¢ c [ reznicet, e Vysky e Pokyny
ﬁa b \TISechn ' e Paty kolmic e ZaSkrtavaci
Vkay i vieme | e Pravé tihly pole
[ vsechny visky e Ortocentrum |e Posuvniky
e Rovnoramenny | ® Riizné
a rovnostranny barvy
trojuhelnik e Rizné styly
o Uzaviené Car
7 e - . otazky
e Vizstr. 7,19,

https://www.geogebra.org/m/cjrsufp4

20
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Aktivita Obsah Poznamky
I Ly . e TéZnice
Téznice a vysSky 2 - aktivita N
vysky e Stredy stran
P o TEzisté Pokyny
[] rericet, o Vysky Zaskrtavaci
[ vyskav, c [] reznicet kolmi 1
. _ S2nicety e Paty kolmic pole
0] vie ’ Tez"'“ fe e Pravé uhly Posuvniky
o ‘c V8echny téznice o ,
[] vsechny vysky ’ e Ortocentrum Rizné
e Pravouhly barvy
: trojuhelnik Riizné styly
A s, B e Uzaviené Car
https://www.geogebra.org/m/ptmzwvpc otazky

e Vizstr.8a18

TéZnice a vySky - otazky
V rovnoramenném trojihelniku
- nesplyva 24dna vyika s Zadnou téznicl
- splyvaji viechny wyiky se viemi t&znicemi
- splyva pouze jedna vyika s jednou téZnici

N e Moiné
L e Uzavrené .
V rovnostranném trojlhelniku tazk otaZky do
) PP s otaz p
nesl::ly\ia z:ad na vys%? H zadn?u t?znnlva ‘ ) ) y Sestavenych
- splyvaji viechny vysky se viemi téZnicemi ° VlZ str. 7, 8, kt ,t
- splyva pouze jedna wyika s jednou téZnicl aKtivl
18,19a 20

e Inspirace

Priseéik vygek v pravodhlém trojihelniku

- leZi uvnitf trojuhelniku mimo strany a vrcholy trojihelniku
- lezi v jednom z vrchold trojuhelniku

- leZi mimo trojuhelnik

https://www.geogebra.org/m/usaxsfct

5 2.4.6 KruZnice trojahelniku opsana

Radu vytvorenych appletd, které nebyly vyzkouSeny v praxi, jsme zamérili
na kruznici trojuhelniku opsanou. Prvni uvedeny applet ukazuje trojuhelnik véetné
os stran, kruznice opsané a vyznacenych polomért této kruZnice. VSechny
nalezitosti jsou oznaceny i pojmenovany. Pohybovat se d4 pouze vrcholem C.
U dalSiho appletu se nejprve zobrazi pouze trojuhelnik se ¢tyfmi zasSkrtavacimi poli.
Po oznaceni dil¢ich poli se zobrazi jednotlivé osy stran. Oznacenim ¢tvrtého pole se
zkonstruuji osy vSech stran trojuhelniku a objevi se dalSi zaSkrtavaci pole
pro kruZnici trojuhelniku opsanou. Po jeho zaSkrtnuti se zobrazi i dana kruZznice
vcetné jejiho stfedu a poloméru. Pisemné oznaceny jsou pouze stredy stran, vrcholy
trojuhelniku a stfed kruznice opsané. Ve tietim appletu vidime nejprve pouze Sedivé
pozadi trojuhelniku a tfi vrcholy. Postupné se vykresli jednotlivé strany, jejich osy
a prusecik os. Nasleduje usecka s krajnimi body v priiseciku os a jednom vrcholu
trojuhelniku. V poslednim kroku se zobrazi kruZnice trojihelniku opsana. Pisemné
oznaceny jsou pouze vrcholy trojuhelniku a stred kruZnice.
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Piredposledni fadek tabulky obsahuje odkaz na applet i s pokyny. Ukolem je

premistit kruZnici tak, aby prochazela véemi vrcholy trojihelniku. Zak nasledné

oznacuje jednotliva zaskrtavaci pole s riznym oznacenim, kterd vykresluji urcité

primky nebo usecky v trojuhelniku. Nasledné by mél diskutovat a rozhodnout, co

plati pro stied kruznice trojuhelniku opsané. V poslednim radku tabulky uvadime

odkaz na mozné otazky tykajici se dané problematiky. Kromé uzavrenych otazek se

zde vyskytuje i ukol tykajici se ocislovani postupu konstrukce kruzZnice trojuhelniku

opsané.
Aktivita Obsah Poznamky
KruZnice opsana - pohyb bodem C
i e Stiedy stran
* Pravé iihly e Riizné barvy
* Osvy stranv : e Rizné styly
e Stred kruznice Ear
opsané e Pohyb

e KruzZnice opsana odnim
* Polomér ]Vrcholem

https: //www.geogebra.org/m/nhcumrbr

kruZnice opsané
Viz str. 20 a 21

KruZnice opsana - zaskrtavani

D Osa strany a e Stredy stran
(] osastrany b e Pravé thly e ZaSkrtavaci
e Osystran pole
D Osa strany ¢ e Stred kruZnice e Ruzné barvy
M Osystran~ opsané e Rizné styly
Kruznice op . Krusz:e opsana car o
e Polomér e Pohyb vSemi
kruZnice opsané vrcholy
e Vizstr. 20a21
https://www.geogebra.org/m/x9crgz5h
KruzZnice opsana - Posuil mé y
P _ e Stredy stran ,
by e Posuvnik
e Pravé uhly .,
e Tlacitko
e Osy stran v s
. . prehrat
e Stred kruznice o 4
opsané e Rizné barvy
p . . | ® Rizné styly
e Kruznice opsana v
PO R e Polomér car
L g 2 EA .. . | ® Pohyb vSemi
kruzZnice opsané
vrcholy

https://www.geogebra.org/m/eevdr5d5

Viz str. 20 a 21
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Aktivita Obsah Poznamky
v . p ° ¢ 3
Kruznice opsana Osy stran vCetn€ | Pokyny
stiedti a pravych ZadlrtAvaci
e o [ ]
ahld a? rtavaci
7119 ole
[ ] osystran c ° Osy uhlu p o ,
» , e Rizné barvy
D Osy uhlu [ ] Vysky o ,
[ vysky e TéZnice * l}uzne styly
; > v v s car
[ veanice ¢ e Stfed kruznice
. e Pohyb
opsane . ,
e KruZnice opsana jednim
https://www.geogebra.org/m/qgwsmuub ] p vrcholem
e Vizstr.20a21
Kruznice opsana - otazky
Stied kruZnice trojuhelniku opsané lezf
- v prisediku os stran trojihelniku ° Moiné
- v prasetiku os vnitfnich Ghld [ Uzavf‘ené OtéZky ,
- v préseciku os vnéjiich ahld OtaZky do
e Postup ,
o s sestavenych
Na kruznici trojuhelniku opsané lezi konstrukce L.
- vrcholy trojuhelniku akthlt

- stfedy stran trojahelniku
- paty kolmic vedenych ze stfedu kruZnice trojuhelniku vepsané na strany trojihelniku

e Vizstr.20a21

e Inspirace

https://www.geogebra.org/m/nthrbhsb

2.4.7 KruZnice trojuhelniku vepsana
Posledni tabulka obsahuje applety zaméfené na Kruznici trojihelniku vepsanou.

Prvni applet rovnou znazortiuje trojihelnik s jeho vnitfnimi tthly a osami vnitinich
uhlt. Nasledné je oznacen priisecik os vnitinich uhll, ze kterého jsou spusténé
usecky kolmé kjednotlivym stranam. Posledni zvyraznénou cast predstavuje
Kruznice trojuhelniku vepsana. Dalsi aktivita znazornuje v prvnim nahledu pouze
trojuhelnik a ctyri zaskrtavaci pole. Prvni tfi zobrazuji osy jednotlivych vnitinich
uhlq, ¢tvrté konstruuje vSechny vniti'ni thly a zaroven se diky nému objevuje dalsi
zaSkrtavaci pole. Po oznaceni nové objeveného pole vidime kruZnici trojuhelniku
vepsanou vcetné jejiho stiedu, ze kterého je spusténa kolma usecka k jedné strané
trojuhelniku. Kolmost usecky je vyznacena pravym dhlem. Pisemné jsou oznaceny
pouze vrcholy, vnitini thly trojuhelniku a stfed kruZnice vepsané. Predposledni
uvedeny applet s nastrojem posuvnik postupné vykresluje jednotlivé vnitfni thly
vcetné jejich os, prisecik os, isecku kolmou ke strané trojihelniku s krajnim bodem
v pruseciku os a vpaté kolmice a vposlednim kroku i kruznici trojuhelniku
vepsanou. Pravy uhel je zndzornén ¢tvereckem a uvedenou velikosti.

Applet s nazvem KruZnice vepsana obsahuje kratky tivodn{ text s pokyny. Zak ma
premistit kruznici tak, aby se dotykala vSech stran trojuhelniku. Nasledné
oznaCenim zaSkrtavacich poli zakresli do trojuhelniku nékteré usecky a piimky.
Postupné Zak vykresluje dané primky a usecky, pricemZ pozoruje a diskutuje, co
plati pro stred kruznice vepsané. KriZky na jednotlivych stranach znazornuji body
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dotyku dané kruzZnice. Posledni radek tabulky obsahuje odkaz na moZné otazky

k danym appletiim. Kromé uzavienych otazek uvadime i ukol, ve kterém Zzaci cisluji

postup konstrukce kruznice trojuhelniku vepsané.

Aktivita Obsah Poznamky
KruZnice vepsana - pohyb bodem A
e Vnitfni thly
e Osyuhli e Pokyny

https://www.geogebra.org/m/tefzabpg

e Stied kruznice
vepsané

e Kruznice
vepsana

e Polomér
kruznice
vepsané

o Vizstr.21a22

e Rizné barvy

e Riizné styly
Car

e Pohyb
jednim
vrcholem

Kruznice vepsana - zaskrtavani

\-

Osy thlu
Kruznice vepsana

https://www.geogebra.org/m/phren7nu

e Vnitini ahly

e Osyuhli

e Stred kruZnice
vepsané

e Kruznice
vepsana

e Polomér
kruznice
vepsané

e Pravy uhel

e Vizstr21a22

e ZaSkrtavaci
pole

e R{zné barvy

e Rizné styly
car

e Pohyb vSemi
vrcholy

KruZnice vepsana - Posuii mé

Posun mé!

L
https://www.geogebra.org/m/b3egk6ékq

e Vnitfni ahly

e Osyuhld

e Stred kruznice
vepsané

e KruzZnice
vepsana

e Polomér
kruZnice
vepsané

e Pravy uhel

o Vizstr.21a22

e Posuvnik

e Tlacitko
prehrat

e Rizné barvy

e Rizné styly
car

e Pohyb vSemi
vrcholy

60



https://www.geogebra.org/m/tefzabpq
https://www.geogebra.org/m/phren7nu
https://www.geogebra.org/m/b3egk6kq

Aktivita Obsah Poznamky
KruZnice vepsana Osy stran véetns
o .
) ‘ stiedd e Pokyny
P Osy uhlii v€etné | e Zaskrtavaci
vnitinich ahli pole
Osy thid sy o 4
- Vysky e Rizné barvy
0] sty Téznice e Riizné styly
Oremee o/ Stfed kruznice dar
vepsané e Pohyb
L 0. v . . z
R Kruznice jednim
¢ vepsana vrcholem
https://www.geogebra.org/m/d6zjzcey Vizstr. 21a 22
Kruznice vepsana - otazky
Sted kruZnice trojdhelniku vepsané lezi
- v praseciku os stran trojuhelniku “ , , [ ] M Oiné
- v priseéiku os vniténich dGhla UzaVI'el’le OtaZky ’
- v praseéiku os vngjiich Ghla Postup otazky do
Constuce | Sesavenih
- stiedy strar.w troj\]helrm’ku 5 » 5 . 5 VIZ str. 2 1 a 22 .
- paty kolmic vedenych ze stfedu kruznice trojihelniku vep: na strany trojihelnil [ Insp]race
https://www.geogebra.org/m/g4bvfunw

2.5 Shrnuti

a4

V praktické ¢asti bakalarské prace uvadime struc¢nou resersi appleti od riznych
autorli. Pro lepsi prehlednost jsme zvolili formu stru¢nych tabulek. U kazdého
appletu uvddime jeho nazev, jméno autora, odkaz a obrazek. To vSe v ramci prvniho
sloupecku tabulek. Druhy sloupec obsahuje stru¢né obsah jednotlivych appleta.
Ve tietim sloupci uvadime riazné poznamky tykajici se vyuzitych nastrojii, jazyka
danych aktivit ¢i appletd a dalsi poznamky.

Po appletech jinych autorti uvadime naSe vytvorené. Opét kjejich popisu
vyuzivame struc¢né tabulky, které jsou doplnény i o slovni popis. Prvni sloupec
tabulek obsahuje kromé nazvu a odkazu i snimek daného appletu. V druhém sloupci
uvadime heslovité obsah appletu, pripadné aktivity, v€etné odkazu na pouZité
poznatky zteoretické casti bakalarské prace. Do tretiho sloupce vpisujeme
pozndmky véetné pouZzitych nastrojli, mozného pohybu vrcholy a dal$ich informaci.
Nékteré applety jsme zkompletovali sotdzkami a vyzkousSeli i v praxi. Reflexi
vyzkousSenych appleti jsme vénovali celou podkapitolu. Uvadime v ni i ukazku jedné
aktivity zamétfené na vysky a dvé schémata otazek vcetné odpovédi. Reflexe
probéhla ve trech fazich. Nejprve slouzily aktivity v GeoGebre k opakovani jiz
stavajicich znalosti, poté kobjevovani vlastnosti priseciku téznic a vysek
a v posledni fazi opét k zopakovani informaci. Na zakladé zpétné vazby od zakl jsme
provedli potfebné Upravy a zjednodusSeni. Upustili jsme od zavadéni novych pojmi
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prostfednictvim GeoGebra Classroom, naopak zameérili jsme se na objevovani
vlastnosti.

Applety slouZi k propojeni dynamické geometrie s pedagogickou praxi. Vyucujici
si mlze zvolit jakykoli applet, pfidat k nému otdzky z naSich soubort nebo své
vlastni a zadat ho zakiim prostiednictvim GeoGebra Classroom. Snazime se vyuZit
vyhody GeoGebry pri vyuce vysek, téznic, stiednich pricek v trojuhelniku, kruznice
trojuhelniku opsané a kruznice trojuhelniku vepsané. Mimo jiné se snaZime pridat
prvky badatelské vyuky i do hodin matematiky. Zaci si sami a individualné pohraji
s applety, ve kterych se snaZi vypozorovat geometrické zakonitosti.
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Zavér

Teoretickd cast bakalarské prace obsahuje potiebna teoretickd fakta
tykajici se trojuhelniku. Kromé definice a zakladnich vlastnosti uvadime i druhy
trojuhelnikdi z riznych hledisek a vyznamné usecky v trojihelnicich. U nékterych
vlastnosti uvadime i diikazy. VSe je znadzornéno v obrazcich, které jsme vytvorili
v programu GeoGebra.

Obsahlejsi ¢ast bakalarské prace tvori applety v GeoGebre. Po popisu programu
uvadime reSerSi appletd od jinych autorl. Kjejich popisu vyuzivime strucné
a prehledné tabulky o tfech sloupcich. Prvni obsahuje nazev, autora, odkaz a snimek
dané aktivity. Ve druhém je zapsan v bodech obsah daného appletu nebo aktivity.
Posledni sloupec uvadi poznamky v€etné mozného pohybu a pouzitého jazyka.

Dalsi ¢ast prace tvori popis nami vytvorenych appletii a aktivit. Pfred tabulkami
uvadime i reflexi nékterych aktivit. Sestavené aktivity prosly celkem tremi fazemi.
Nejprve je vyzkouSeli Zaci devaté tridy zakladni Skoly vramci opakovani
k prijimacim zkouskach. Nasledné byly upravené aktivity predlozeny zakiim Sesté
tridy zakladni Skoly s cilem objeveni vlastnosti priiseciku téZnic a vySek. Vysledné
aktivity nakonec vyplnil v posledni fazi reflexe Zak devaté tiidy v ramci individualni
piipravy k prijimacim zkouSkdm. V praxi jsme vyzkousSeli applety zaméiené
na zopakovani pojmid vyska a téznice, na vlastnosti priseciki vysek a téznic
a na vzajemnou polohu téznic a vysek, pripadné priseciki téznic a vysSek v zavislosti
na druhu trojuhelniku.

Po struc¢né reflexi nasleduji tabulky. Prvni sloupec tabulky obsahuje nazev, odkaz
a obrazek nami vytvoreného appletu, pripadné aktivity. Ve druhém sloupci uvadime
obsah a odkaz na pouzitou teorii. Ve tfetim sloupci nalezne ¢tenar nase poznamky.
Pokud je v nazvu uvedeno slovo aktivita, jedna se o popis jiZ sestavené aktivity, ktera
se sklada z jednoho ¢i vice applett a z nékolika uzavienych otazek. Posledni radky
obsahuji odkazy na mozné otazky, které 1ze kombinovat s prisluSnymi applety.

Na zdkladé reflexe jsme applety zjednodusili. Ubrali jsme pocty uzavienych
otazek a odstoupili jsme od zavedeni pojmu prostiednictvim programu GeoGebra.
Naopak jsme se vice zaméfili na objevovani vlastnosti, u kterého hraje dynamicka
proménlivost roli. Uvedli jsme jednu z moZnosti zapojeni moderni technologie

do vyuky.
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