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Abstrakt
Bakalarska prace se zabyva analytickym urcenim vlastnich frekvenci a vlastnich tvart
prizmatického nosniku. Vysledky vypoctu jsou poté porovnany s daty experimentalné
zjisténymi na nosniku se stejnou geometrii a vlastnostmi. Na zavér je na zakladé tohoto
srovnani zhodnocen vliv zanedbanych veli¢in na presnost vypoctu.

Vysledkem jsou vztahy pro vypocet vlastnich frekvenci a vlastnich tvart nosniku. Pro
vypocet je vyuzito kromé standartniho matematického aparatu také takzvanych Krylovo-
vych funkci, které délaji postup znacné efektivnéjsim.

Summary
The bachelor’s thesis deals with the analytical determination of eigenfrequencies and mode
shapes of the prismatic beam. The solution is compared with the experimental data and
validated.

The analytical relations for determination of eigenfrequencies and mode shapes of
prismatic beam expressed by basic functions and also by Krylov functions are the results
of the thesis.

Klicova slova
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UVOD

L d
Uvod
Kazdy pohyb, ktery se po urcitém case neustale opakuje, se nazyva vibrace respektive
kmit [1]. Mechanické kmiténi, neboli opakovany mechanicky pohyb télesa nebo soustavy
téles je déj, ktery je pritomen v Siroké skale strojirenskych aplikaci. Proto je dilezité
s touto problematikou pocitat.

Nejvétsi nebezpeci spocéiva v jevu zvaném rezonance. Tehdy amplitudy vychylek pti
kmitani dosahuji bézné jednotek nebo desitek nasobku statické vychylky zatizeného té-
lesa nebo soustavy téles. K rezonanci dochazi tehdy, je-li budici frekvence shodna s vlastni
frekvenci télesa. Vlastni frekvence je fyzikalni vlastnost dané soucasti, stroje, respektive
konstrukce a kazdé pruzné téleso jich mé nekoneéné mnoho [2]. Nalezeni vlastnich frek-
venci je tedy dulezité, protoze je nutné zajistit, aby stroj byl provozovan na frekvencich
dostatecné vzdalenych od svych vlastnich frekvenci.

Tato prace se zabyva problematikou analytického zptisobu urcovani vlastnich frekvenci
a vlastnich tvart jednoduchého nosniku. Jelikoz analytické urceni je i v tomto jednodu-
chém pripadé obtizné, je tfeba pri feseni zavést jisté zjednodusujici predpoklady a nékteré
vlivy povazovat na dané rozliSovaci trovni za nepodstatné. Porovnanim takto ziskanych
vysledki s experimentalné zjisténymi daty je v dané situaci hodnocen skutecny vliv téchto
zjednoduseni reality na presnost vypoctu.
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1. MATEMATICKY APARAT
1. Matematicky aparat
1.1. Krylovovy funkce

V mechanice téles postup feseni problému casto vede na reseni linearnich diferencidlnich
rovnic. PTi jejich analytickém feseni zakladnimi zplisoby vétsinou obdrzime vyslednou
funkci ve tvaru

y = 60’+i7’
To lze pomoci Eulerova vzorce (1.1) prevést na kombinaci trigonometrickych, poptipadé
i hyperbolickych funkei a déle pracovat s nimi.

e'™ = cos(7) + isin(r) (1.1)

Zavedeni pomocnych funkei, které jsou vhodnymi kombinacemi trigonometrickych a hy-
perbolickych funkei, mize usnadnit dalsi postup. Krylovovy funkce [3] jsou piesné takové
a byly odvozeny pravé za timto ucelem. Maji vlastnosti diky kterym velmi zjednodusuji
praci s resenim.

Jsou definovany takto:

1
§(Cosh (kx) + cos(kx >
1
§(s1nh (kx) + sin(kzx) >
1
U(kx) §(COSh (kx) — cos(kx > (1.2)
1
§(smh (kx) — sin(kx) >
Kde z je proménna a k je konstanta.
Pri derivovani téchto funkei si vSimnéme, ze prechazeji jedna ve druhou.
dS(kr) 1 ) ) B
e §k(s1nh(kx) — sm(kx)) = kV (kx)
dT'(kz) 1
i §k(cosh (kx) + cos(kx) >
dU(kx) 1
P §k(smh (kz) + sin(kz > = (1.3)
dV(kz) 1
i Ek(cosh (kz) — cos(kx) >

Dale lze vidét chovani pti vicenasobnych derivacich.

dS(kz)
i kV (kx)
d*S(kx) dV (kx) )
e
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1.1. KRYLOVOVY FUNKCE

d®S(kx) ZdU(kz) 4

e k Fra k°T (kx) (1.4)
d*S(kx)  ,dT(kz)

T = 9 s (k)

Pokud do rovnic (1.2) dosadime z = 0, potom dostaneme nasledujici:
S(0) =1 T0)=0 U0)=0 V(0)=0 (1.5)

Je vhodné zavést jesté jednu pomocnou funkei, odvozenu v [3], ktera bude v konecné fazi
vypoctu vlastnich frekvenci uzitecna.

W = cos(kz) cosh(kz) — 1 = 2(T(kx)V(kx) - U?(kx)) (1.6)

14



2. PRISTUPY K PROBLEMU

2. Pristupy k problému

Pro matematicky popis kmitani télesa existuji v zasadé dvé zakladni moznosti. Lze ho
popsat jako kontinuum se spojité rozlozenymi parametry nebo jako soustavu n hmotnych
bodu. Inspiraci k takovému rozdéleni byla publikace [4].

Tyto pristupy se od sebe zasadné lisi a kazdy ma své vyhody a nevyhody. Vysledky
feseni totozného problému jednou a druhou metodou se mohou mirné lisit. To je zptisobeno
predpoklady a zjednodusSenimi, které obé metody obsahuji.

2.1. Reseni spojitého pruzného télesa

Pruzné téleso je definovano jako jednoduché téleso, které ma spojité rozlozenou hmotu
po celém svém objemu, muze se pruzné deformovat a méa nekonecné mnoho vlastnich
frekvenci [2].

Pro téleso obecného tvaru neni mozné tuto metodu aplikovat. Pouziva se pouze pro
takzvand elementarni télesa. V této praci je feSeno kmitani nosniku, ktery tento predpo-
klad bez problému splnuje.

Parafraze hlavnich vlastnosti nosniku dle definice:

Nosnik je tvoren stfednici (kfivkou dané délky) a v kazdém jejim bodé pricnym prurezem,
deformace spojita a hladka, pricné prurezy vuci ni vzdy zustavaji kolmé. Strednice je
radove delsi, nez je nejvétsi rozmeér pricného prurezu. Vazby a zatizeni interaguji pouze
se stiednici. Definice a obrazek 2.1 prevzaty z [5].

normalova rovina

h

pricny prirez

strednice

-

=i

Obrazek 2.1: Strednice a pricny prifez obecného nosniku
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2.2. RESENI DISKRETNICH SOUSTAV

Princip popisované metody spoc¢iva v uvolnéni elementarniho prvku pomoci vhodnych
fezu télesem. Prvek je potifeba narozdil od prosté pruznosti a pevnosti uvolnovat v jiz
deformovaném stavu. Déle se ze silového ptsobeni na prvek sestavi silovd a momentova
pohybova rovnice. To lze provést naptiklad pomoci d’Alambertova principu. V téchto
rovnicich ovsem vystupuji rizné ¢leny, derivované podle vice proménnych. Proto je nutné
doplnit dalsi rovnice znamé z obecné PP a pomoci nich ziskat jednu linearni parcialni
diferencialni rovnici. Nalezenim integralu dané rovnice (analyticky nebo numericky) lze
ziskat feSeni, které predstavuje prihybovou ¢aru v zavislosti na ¢ase a délkové soutadnici.

Chceme-li obdrzet feseni v uzavieném tvaru, musime zanedbat rizné vlivy, jako napti-
klad vnittni tlumeni materialu, vnéjsi tlumeni, vliv rotac¢ni setrvacnosti elementu a dalsi.
Poptipadé Tesit rovnici s uvazenim pouze nékterych.

Analytickym feSenim rovnice v plném tvaru se valna vétsina prament nezabyva. To je
dano skutecnosti, ze pri enormnim nartustu slozitosti a ¢asové narocnosti reseni dochazi
vétsinou pouze k zanedbatelnému zpresnéni vysledku oproti zjednodusenému reseni.

2.2. ReSeni diskrétnich soustav

Popis pomoci diskrétni soustavy s n stupni volnosti, nékdy oznacované jako soustava se
soustfedénymi parametry, je zaloZen na jiném principu.

Téleso je nutno diskretizovat a Tesit jako soustavu hmotnych bodua a tuhych téles.
Pokud to situace dovoluje, pouziva se z divodu jednoduchosti linearni popis. Nosnik je
jednoduché téleso. Tudiz za predpokladu Hookeovského materialu a linearnich okrajovych
podminek neni zadny duvod, zavadét nelinearity. Linearni soustava je charakterizovana
nasledujicim zpisobem.

,Linedrni soustavy se soustfedénymi parametry (diskrétni) se vyznacuji témito jedno-
duchymi (diskrétnimi) prvky

e hmotnymi body nebo tuhymi hmotnymi télesy, jez jsou nositelkami kinetické energie
e nehmotnymi pruzinami, jez jsou nositelkami potencialni energie
o nehmotnymi tlumici, jez disipuji energii, tj. méni mechanickou energii v teplo“ [4]

Téleso je tieba vhodné diskretizovat tak, aby vysledna soustava méla co nejpodobné;jsi
dynamické vlastnosti, jako redlnd soucast. Jednoduchy nosnik (viz obrazek 2.2) se déa
modelovat kuprikladu takto (viz obrazek 2.3, prekresleno dle [4]).

Kde [, b, h jsou rozmeéry nosniku a m; jsou hmotnosti jednotlivich hmotnych bodi.
Lze Tici, ze ¢im vice stupnu volnosti bude zahrnuto do vypoctu, tim vice bude vysledek
odpovidat realité. OvSem za cenu rostouci naroc¢nosti reseni.

Nasleduje sestaveni pohybovych rovnic soustavy. Tyto pohybové rovnice jsou obycejné
linearni diferencialni rovnice 2. fadu. Jejich pocet je stejny jako pocet stupni volnosti.
Pri feseni volného kmitani z rovnic zaroven obdrzime stejné mnozstvi vlastnich frekvenci
a konstant, urcujicich vlastni tvary.

Tato metoda mé tedy tu vyhodu, Ze cesta od rovnic k vysledku je snaz$i. ReSeni
systéml obycejnych linedrnich diferencidlnich rovnic lze provést jak analyticky, tak nu-
mericky, pficemz numerické feSeni pomoci vhodného softwaru byva u vétsich soustav
rychlejsi, pohodlnéjsi a s dobrou presnosti. Zasadni problém je tedy vytvoreni soustavy
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2. PRISTUPY K PROBLEMU

Obréazek 2.2: Nosnik pred diskretizaci

Obrézek 2.3: Diskretizovany nosnik

vhodné modelujici zkoumané téleso, coz ma poté dominantni vliv na pfresnost ziskaného
reseni.
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ld Vv I N

3. Vypoctova cast

Tato préace se vénuje analytickému reseni ohybového kmitani nosnikt a to konkrétné vol-
nému kmitani za ticelem nalezeni vlastnich frekvenci a vlastnich tvart. Samotné odvozeni
a vypocet budou provedeny pro nosnik jako spojité pruzné téleso, ¢ili metodou popsanou
v kapitole 2.1. Tento piistup je zalozen na nésledujicich predpokladech (predpoklady li-
nearni pruznosti a pevnosti [5]), za kterych je celé feseni odvozeno a jejichz splnéni je na
konci kazdého konkrétniho vypoctu nutno ovérit:

Deformace jsou malé

Pracujeme s linedrné pruznym Hookeovskym materialem

Jsou splnény prutové predpoklady

Vyskytuji se zde pouze linearni okrajové podminky — vazby

3.1. Uvolnéni prvku

Z nosniku uvolnime dvéma fezy elementarni prvek (viz obrazek 3.1, piekreslen dle [2]).

X dx

vy

Na tomto prvku poté zavedeme elementarni silové a momentové ptsobeni (viz obrazek
3.2, prekreslen dle [1]). Pfedpoklada se, Ze rovina zy je rovina kmitavého pohybu.

F(x;t) je posouvajici sila, M (z;t) znac¢i ohybovy moment, y(x;t) pruhyb, 8(z;t) thel
natoceni stiednice, ¢y, (z;t) slozka liniového silového zatizeni ve sméru y a m,(x;t) liniové
momentové vnéjsi zatizeni.

Obrazek 3.1: Schema Fezu nosnikem

3.2. Odvozeni rovnice kmitani

Nyni Ize na zakladé d‘Alambertova principu sesatvit pohybové rovnice. Vypocet je popsan
dle odvozeni v [2] a [1].
Silova pohybova rovnice ve sméru y:

oF 0%y oy
F+ de + godx — F — pdew — /@d&:a =0 (3.1)
2
Clen pdea—t?; vyjadiuje setrvacnou silu. Skladé se z hmotnosti dané pZdx, kterd je
Py 0
nasobena zrychlenim 7Y Clen rde2 vyjadiuje vliv vnéjsiho tlumeni. kdz je koeficient

ot ot
18



3. VYPOCTOVA CAST

X
mv(x;T]
PN
y(x:t)
Flx 1) qVY(X;T)
M(X;H+C|M[X;H I T
dx
F(X,‘HerHX;H
Obrézek 3.2: Uvolnéni prvku
tlumeni elementu a je nasoben rychlosti, danou % p je hustota materidlu a predpoklada

se konstantni, Z(x) je obsah pfiéného prifezu a s je mérny délkovy koeficient vnéjsiho
tlumenti, ktery se taktéz predpoklada konstantni.

Po vynésobeni ¢lenem T dostaneme nésledujici.

x
oF 0%y oy
— 4 q,— pl—2 — k=2 =0 3.2
or TP e Ty (3.2
Preusporadani ¢lent vede na zakladni tvar
oF 0? 0
LY S R (3.3)

Momentova pohybova rovnice k bodu A:

oM q,(dx)? 0?3
Fdr +M — M — o dx — 5 —}—mvdx—lzdarwzo (3.4)
2
Kde clen Izdxw vyjadiuje setrvac¢ny c¢len v rovnici momentové rovnovahy. Moment
2
setrvacnosti elementu k ose z dany jako I.dz je nasoben tthlovym zrychlenim el
1
Po vynasobeni ¢lenem T dostaneme nasledujici.
x
oM 0?3
) ,—L,——==0 3.5
or T e (3:5)

Pricemz ¢len byl jako jediny druhy diferencial prostorové souradnice v rovnici

qy(dx)?
2

vzhledem ke své velikosti vii¢i ostatnim clentim zanedban a déle se s nim nepocita.
—= =My (3.6)
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3.2. ODVOZENI ROVNICE KMITANI

Néasleduje doplnéni geometrickych a konstitutivnich vztahi.
Uhel prohnuti nosniku zavisi na pri¢né sile a na ohybovém momentu, pricemz pti
splnéni predpokladi prosté PP lze tyto vlivy dle principu superpozice secist.

dy
5o =71+8 (3.7)
Pricemz 7
a
=%z (38)

Kde a je koeficient tvaru prifezu, ktery je konstantni! [6], a G je modul pruznosti ve

smyku, taktéz konstantni.
Déle

% 28 ) (3.9)

M=-EJ (ax TS

Kde E je modul pruznosti v tahu, ktery je konstantni, u je koeficient vnitiniho tlument,
taktéz konstantni, a J,(x) je osovy kvadraticky moment pticného prutrezu k ose z, vztazeny

Byl zaveden predpoklad, Ze vnitini tlumeni je pfimo imérné rychlosti ihlové zmény
vlivem ohybového momentu, coz vyjadiuje vyraz vpravo v zavorce v rovnici (3.9) [2].

Nyni mame soustavu 5 rovnic o 5 neznamych. Konkrétné rovnice (3.3), (3.6), (3.7),
(3.8) a (3.9), ve kterych jsou nezndmé F', M, (3, v a y, zavislé na Case t a na souradnici .

Pro dalsi teseni je zaveden predpoklad konstantniho priéného priurezu. To znamena,
ze J,, a, I, a Z jsou konstantni.

Rovnici (3.7) lze upravit na tvar

Jy
-2 - 1
7= (3.10)
A dosadit do (3.8).
dy aF
-7 _ B =" 3.11
Ox GZ (3:.11)
Z ¢ehoz lze vyjadrit silu F.
GZ [0y
F=—|—- 12
a (&B ) (3:12)

Nyni je vyjadiena sila a moment v zavislosti na prithybu y a thlu natoceni . Ty lze se
svymi derivacemi podle = dosadit do (3.3) a (3.6).
Derivace vypadaji takto

OF GZ (9% 0B

o 7(@‘@) (313)
oM 0% 033

o = _E‘]Z(ax2+“8x2at) (3.14)

Pokud priifez ziistdva po délce konstantni nebo alesponn podobny, je i a konstantni. Napiiklad pro
kruhovy ptiény prifez je ag = 1,11, pro obdélnik ay = 1,2
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3. VYPOCTOVA CAST

Dosazeni.
_GZ 0%y 0 0%y oy
a (@—a) +pZW+/€E = @ (3.15)
GZ 0% 03B 0
e (@ - 5) (axz * 'uax?at) L = m (3.16)

Rovnice (3.15) a (3.16) tvori soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych, 5 a y.
Rovnici (3.16) lze zderivovat podle x.

Gz (82 86) B (836 0B ) L2 om,

or? Oz

(3.17)

. 9% M assor 020r  0x

Je vidét, ze v rovnici (3.17) se proménna (3 vyskytuje pouze v derivacich. Proto je vhodné
tyto derivace vyjadrit a dosadit.

0
Z rovnice (3.15) lze vyjadrit ¢len —5 a derivovat jej.

ot
GZ0p GZ 0%y o’y Oy
Z2 o it Y/ 1
a Ox @ a Ox? P ot? Klat (3.18)
o a 0%y oy 0%y
%~ Gz (q”_pZ8t2 o) T o (319)
> a (g 'y %y oy
9o - 7 - 3.20
0 Gz (8552 P2 ror “M&) g (8:20)
°p a (g oy Py 'y
— = — pZ — k= 21
0r0r G2 ( oz P o “a&) * owor (321)
0B a [ Pq, 9y My 9y
-7 = A — 3.22
0301 Z (a 20t~ P 00208 “ax28t2> T orion (322)
Dosazeni do rovnice (3.17).
Gz 0%y N GZ 0%y o Z@_Qy Oy EJa 9q, o oty B Py B
a 922 a 92 TP T et T TGgz a2 P o202 "or2or
My pEJ.a [ 93q, Py oty Py
EO) Rl 7 - E
Lo T Gz (8x28t P2 oz2ote “axzaﬁ) HESg g T

J— —_— = Kk

oz~ P T Mo

La (0%, oty Py o'y om,
a7 ( z ) e oror T os (323)

Po lehké upravé ma nasledujici tvar.

LE Py N pEJap 9y BJ 84y (EJzap N wEJ.ak ) My
z z 8

D1t Z 02013 * ot G GZ 2202
Lapdty EJ,ax By  Lakdy Py 83/ _ pEJ.a &g,

G o' TGz oot Gz o PPor T "ot T Gz oot
La 0%, FEJ.ad?q, - omy,
GZor Gz 02 T Tor

Rovnice (3.24) je rovnice kmitani prizmatického nosniku s konstantni hustotou v plném
tvaru.

(3.24)
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3.3. RESENI

Protoze cilem je zjistit vlastni frekvence a vlastni tvary nosniku, bude dale feseno jeho
volné netlumené kmitani. Z toho plyne, ze parametry tlumeni a budici silové a momentové
pisobeni budou dale nulové. Tedy x =0, u =0, ¢, = 0 a m,, = 0. Pokud bude zanedban
vliv pticné sily zpusobujici namahani smykem (a = 0) a rotacni setrvacnosti elementu
(I, = 0), zbyde rovnice ve zjednoduseném tvaru.

My 0%y

EJ,.— +pZ— =0 3.25
et TP ore (3.25)
Tu je dobré upravit na tvar
Py 10%
— 4L 220 3.26
o2 T Ei gt (3:26)
pZ
Kde & =
°C =B

3.3. ReSeni

3.3.1. ResSeni rovnice kmitani

Hlavni myslenkou pfi hledéni integralu rovnice (3.26) je predpoklad feseni ve tvaru souc¢inu
¢asové a polohové funkee [2]. Tomu lze také rozumét tak, ze kazdému bodu trva kmit stejné
dlouho.
To vyjadiuje vyraz
y(x,t) =Y () K(t) (3.27)

Y (x) predstavuje vlastni tvar nosniku (prihyb) a K(t) ¢asovy prubéh kmitéani.
Dle [4] je z dynamiky obecné znamo, ze ¢asovy priubéh volného netlumeného kmiténi
se da vyjadrit vyrazem
K(t) =e*! (3.28)

Kde t je ¢as a w je vlastni thlova frekvence kmitéani. Pfedpoklddané feseni ma tedy tvar
y(z,t) =Y (x) - e (3.29)

Poté se nabizi tuto rovnici zderivovat a dosadit do (3.26).

92
8—;’ = Yw?e! (3.30)
oty GO

Dosazeni L oty

Yw?e? + 6—4@“% =0 (3.32)

Nasledujici uprava vede na tvar
oY
Dot + &Y =0 (3.33)
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3. VYPOCTOVA CAST

Clen £*w? je vyhodné substituovat néasledujicim zptisobem.

A 2
glw? = k' = 'OE}“) (3.34)
Rovnice (3.33) tedy prejde na tvar
oY
i Y =0 (3.35)

Coz uz je obycejna linearni diferencialni rovnice s konstantnami koeficienty. Da se ukazat,
ze TeSeni rovnice (3.35) méa tvar

Y (z) = Asinh(kz) + B cosh(kz) + C'sin(kx) + D cos(kz) (3.36)
Celkové Teseni mé tedy tvar
y(z,t) = (A sinh(kz) + Bcosh(kx) + C'sin(kz) + D COS(k:l:))@“’t (3.37)

Kde A, B, C, D, jsou konstanty zavislé na okrajovych podminkach kazdé konkrétni ilohy.

3.3.2. Okrajové podminky

Reseno bude volné netlumené kmitani volné uloZeného prizmatického nosniku o délce .
Dle [2] je na tomto télese posouvajici sila tieti derivaci prihybu podle délkové sourad-
nice a ohybovy moment druhou derivaci prithybu podle délkové souradnice.
Pro volné ulozeny nosnik maji okrajové podminky tvar

9%Y (0)

z=0 F=0 => 57 =0
92Y (0)

M=0 => = ==0
O3Y (1)

z=1 F=0 => —===0
0%Y (1)

M=0 => —-==0

Je vhodné si predpripravit derivace rovnice (3.36).

2

27}; = Ak*sinh(kz) + Bk? cosh(kx) — Ok? sin(kz) — DE? cos(kx) (3.38)
3

27}3/ = Ak cosh(kz) + BE® sinh(kx) — Ck® cos(kxz) + Dk® sin(kx) (3.39)
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3.3. RESENI

Dosazeni okrajovych podminek do téchto derivaci vede na nasledujici soustavu rovnic.

AR —CE* = 0 (3.40)
Bk* — DEK* = 0 (3.41)
AK? cosh(kl) + Bk®sinh(kl) — Ck® cos(kl) + Dk*sin(kl) = 0 (3.42)
Ak*sinh(kl) + Bk? cosh(kl) — Ck*sin(kl) — Dk*cos(kl) = 0 (3.43)
Tato soustava se da zapsat maticove.
k3 0 —k3 0 A 0
0 k2 0 —k? Bl o (3.44)
k3 cosh(kl) k3sinh(kl) —k3cos(kl) k3 sin(ki) cl 1o '
k%sinh(kl) k?cosh(kl) —k*sin(kl) —k?cos(kl) D 0
Respektive
A-z=0 (3.45)

Kde A je matice soustavy,  vektor neznamych a 0 vektor pravych stran.
Aby takova soustava méla netrivialni feseni, musi byt splnéna néasledujici podminka:

det(A) =0 (3.46)

Coz se nazyva frekvencni rovnice, ze které jiz 1ze obdrzet konkrétni hodnoty vlastnich
frekvenci nosniku.

3.3.3. Vlastni frekvence
Rovnice (3.46) ma nasledujici feseni.

k3 —k3 0
0 = k*|k3cosh(kl) —K®cos(kl) K3sin(kl) | —
k*sinh(kl) —k*sin(kl) —k?cos(kl)

3 0 k3
— E*|k3cosh(kl) —K®sinh(kl) —k3 cos(kl) (3.47)
k*sinh(kl)  k*cosh(kl) —k*sin(kl)
Cili
(k8 cos?(kl) — k® sinh(kl) sin(kl) + k3sin?(kl) — k® cosh(kl) cos(kl)) k2~
- ( — kS sinh(kl) sin(kl) — k® cosh?(kl) + kS sinh2(kl) +
+ K cosh(kl) Cos(kl)>k2 —0 (3.48)
Dale pak
2510 (1 — cosh(kl) COS(k’l)) =0 (3.49)

7. ¢ehoz plyne
1 = cosh(kl)cos(kl) (3.50)
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3. VYPOCTOVA CAST

Nebo také 1
- 51
cos(kl) cosh(kl) (3.51)

Coz se da graficky interpretovat nésledujicim zptsobem (dle [7]).

1

05~

ki
Obrazek 3.3: Grafické znazornéni rovnice (3.51)

Numerické feseni rovnice je

kil = 1,506 (3.52)
kol = 2,57 (3.53)
1
Jelikoz funkce ————— se rychle blizi k nule, dalsi TeSeni uz lze s dostatecnou presnosti
cosh(kl)

psat ve tvaru

cos(knl) =0 (3.54)
Respektive
1

kol = (n—l—§>7r on>2 (3.55)

V dalsi fazi jiz bude pocitan konkrétni prizmaticky nosnik o dané délce a obdélnikovém
priéném prurezu, viz obrazek 3.4.

Obrézek 3.4: Geometrie nosniku a jeho pri¢ny prifez

Kde

[ = 550 mm b= 100 mm h=6mm
(3.56)
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3.3. RESENI

J, a Z maji hodnoty

Z = bh =600 mm? (3.57)
bh?
J. = 45 =1800 mm* (3.58)

Materiél je konstrukéni ocel s nasledujicimi vlastnostmi

k
E=206GPa  p=T850 —L
m

- |

Vysledny vzorec pro vypocet vlastni tthlové frekvence frekvence nosniku je tedy dle rovnic

(3.52) az (3.55)
/EJ
w = 150627T (3.59)

Pro rekapitulaci

EJ,
= 52— 3.60
w2 PY4 ( )
Pro nasledny prepocet na vlastni frekvenci vzdy plati
fo=2n (3.62)
27

Tedy vlastni frekvence tohoto nosniku jsou dany vztahy

_ 2 T J-
fi = 1,506 212,/ (3.63)

B 1, m™ [EJ,
fo = (a5 551/ 7 (3.65)

fi = 104,5 Hz
fo = 288,0 Hz
f3 = 564,4 Hz
fi = 933,0 Hz
fs = 1393, 7 Hz

A vysledkem je
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3. VYPOCTOVA CAST
3.3.4. Vlastni tvary
Vlastni tvar nosniku predstavuje vyraz (3.36), tedy n-ty vlastni tvar predstavuje vyraz
Y,(x) = A, sinh(k,z) + B, cosh(k,x) + C,, sin(k,z) + D,, cos(k,x) (3.66)

Pricemz konstanty A, az D, lze obdrzet fesenim soustavy (3.45). Vyrazy k,l z rovnic
(3.52) az (3.55) predstavuji charakteristicka ¢isla matice A. Proto budou déale znaceny
takto

kol = A, (3.67)

Charakteristicka ¢isla matice A jsou tedy

M= 1,5067 (3.68)
No = 2,57 (3.69)
Ny = 3,57 (3.70)
)\4 = 4, 5% (371)
Xs = 5,57 (3.72)

Z prvnich dvou rovnic soustavy (3.45) plyne
A, = C, (3.73)
B, = D, (3.74)

Nasledujici dvé se poté daji upravit na tvar
Ch ( cosh(\,) — COS()\n)> + D, ( sinh(\,) + sin()\n)> =0 (3.75)
Ch ( sinh(\,) — sin()\n)> + D, ( cosh(\,) — COS()\n)> =0 (3.76)

Z rovnice (3.75) lze vyjadrit C,,
b .

C —_D sinh(\,) + sin(A,) (3.77)

"cosh(\,) — cos(A,)
A dosazenim do (3.76) vznikne

sinh(\,) + sin(\,)
"cosh(\,) — cos(\,)

(sinh()\n) - sin()\n)> n Dn(cosh()\n) - Cos()\n)> —0 (3.78)

Neboli

sinh(\,) + sin(\,,)

Dn {(COSh()\") B COS()\")> cosh(\,) — cos(\,) |
D {coshz()\n) — 2cosh(\,) cos(An) + cos?(\,) — sinh®(\,) + sin?(\,)]
" cosh(\,) — cos(A,

cosh(\,) cos(A,) — 1 \
n( cosh(\,) — cos(A,) 0 (3.81)

(sinh()\n) —sin()\n)>- — 0 (3.79)

= 0 (3.80)

| —

-
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3.3. RESENI

Vyraz v zavorce v rovnici (3.81) je dle frekvenéni rovnice roven nule. Proto D,, muze byt
libovolnym parametrem. Potom tedy mame vysledek v zavislosti na parametru p.

sinh(\,) + sin(\,)

A, — 3.82
pcosh()\n) — cos(Ap) (382)
B, = p (3.83)
sinh(\,) + sin(\,)
c, = — 3.84
pcosh()\n) — cos(Ap) (384)
D, = p (3.85)
Pro dalsi pouziti je jesté vhodné vyjadrit hodnoty k,,. Z rovnice (3.67) plyne
k, = % (3.86)
A proto
ki = 8,60 (3.87)
ky = 14,28 (3.88)
ks = 19,99 (3.89)
ky = 25,70 (3.90)
ks = 31,42 (3.91)

Vysledny vzorec pro vypocet vlastnich
rovnice (3.66)

tvaru je po dosazeni rovnic (3.82) az (3.85) do

_ (An) (An) .
Y,(x)= — cosh(h,) — cos(h,) sinh(k,x) + p cosh(k,x) —
sinh(\,) +sin(\,) .
cosh(n) — cos(n) sin(k,x) + pcos(k,x) (3.92)

Volba p = 1 a dosazeni prislusnych konstant A, a k, vede pro jednotlivé vlastni frekvence

na nasledujici vlastni tvary.

= —sinh

SN S S S

(z)
(z)
(z)
(z)
(z)

( )
(25, 70)
( )

—0,98sinh(8,60z) + cosh(8,60z) — 0, 98 sin(8, 60z) + cos(8, 60z) (3.93

+ cosh

(3.93)

—sinh(14, 28z) + cosh(14, 28z) — sin(14, 28x) + cos(14, 28x) (3.94)
—sinh(19,99x) + cosh(19,99z) — sin(19, 99x) + cos(19, 99z) (3.95)
(25, 70x) — sin(25, 70zx) + cos(25, 70x) (3.96)

—sinh(31,42x) + cosh(31,42z) — sin(31, 42x) + cos(31, 42x) (3.97)

Obrazek 3.5 predstavuje postupné tyto vlastni tvary od prvniho po paty.
Na zavér vypoctu je tieba jesté ovérit splnéni predpokladii.

o Malé deformace nelze posuzovat, jelikoz velikost vychylek vlastnich tvari je zavisla
na volbé parametru, tedy je normovana. Konkrétni velikosti vychylek 1ze obdrzet az
fesenim ulohy ulozeného prutu s konkrétnim zatizenim.
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3. VYPOCTOVA CAST

1
Eo- ]
>
1o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x [m]
1 ‘
Eo ]
>
1o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x [m]
1
€0 1
>
o 01 0.2 03 04 05
x [m]
1 ‘
Eo- 1
>
1o 01 0.2 03 0.4 05
x [m]
1
Eo- ]
>
- 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x [m]

Obrazek 3.5: Prvnich pét vlastnich tvart nosniku

o Materialem je ocel. Pokud nedojde k prekroceni meze kluzu, predpoklad Hookeov-
ského materidlu byl splnén!.

o Prutové predpoklady dany nosnik beze vseho splnuje.

e Nosnik je ulozen volné, tudiz podminku linedrnich okrajovych podminek splnuje.

IP¥i konkrétnim vypoctu s danym zatiZenim by se tato skutecnost méla ovéfit. V tomto piipadé stejné
jako u malych deformaci nelze posoudit.

29



3.4. VYUZITI KRYLOVOVYCH FUNKCI
3.4. Vyuziti Krylovovych funkci

Uvedeni do problematiky a znaceni je uvedeno v kapitole 1.1. Nyni nésleduje vypocet
téhoz problému pomoci Krylovovych funkei.

3.4.1. Vlastni frekvence

Jak jiz bylo zminéno, vlastni tvar kmitani predstavuje rovnice (3.36), jenz je obecnym
fesenim rovnice (3.33).

Y (z) = Asinh(kz) + B cosh(kz) + C'sin(kx) + D cos(kz)
Tuto rovnici je treba nejprve upravit na tvar
Y(x) = OS(kx) + PT(kx) + QU (kx) + RV (kx) (3.98)

Konstanty A, B, C, D a konstanty O, P, (), R nejsou totéz a maji mezi sebou vztah,
ktery je vidét v nésledujici rovnici vyuzitim vztaha (1.2).

2Y(z) = O-cosh(kz)+ O cos(kz) + Psinh(kz) + Psin(kx) +
+ Qcosh(kz) — Q cos(kz) + Rsinh(kzr) — Rsin(kx) =
= (P + R)sinh(kz) + (O + Q) cosh(kx) + (P — R)sin(kz) +
+ (O —Q)cos(kx) (3.99)

Je dobré zminit jesté tvar derivaci rovnice (3.98).

% = k[OV (kx) + PS(kz) + QT (kx) + RU (kz)] (3.100)
% = K’[OU(kz) + PV (kz) + QS(kz) + RT (kx)] (3.101)
% = K[OT(kz) + PU(kz) + QV (kx) + RS(kz)] (3.102)
% = Kk'[OS(kx) + PT(kz) + QU (kx) + RV (kz) (3.103)

Okrajové podminky pro x = 0 jsou

2
% = 0 (3.104)
3
% = 0 (3.105)

Vztahy (1.5) tikaji, Ze

Proto

Q = 0 (3.106)
PR = 0 (3.107)
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3. VYPOCTOVA CAST

Tedy @ = R =0.
Poté pro x = [ plati

2
% — R2[OU(kl) + PV (kI)] = 0
2%
i? = KOT(kl) + PU(kl)] =0

Frekven¢ni rovnice ma tedy tvar
U?(kl) = V(EDT(kl) =0
Coz je s vyuzitim rovnice (1.6) ekvivalentni se zapisem
W =0

Tedy
cos(kl) cosh(kl) —1 =0

Resenim této rovnice jsou opét charakteristickd ¢isla, jenz jsou dana vyrazy

ki = 1,5067
k’gl = 2, o1
1
knl = (n+§)7r ;o >2

Z nichz lze stejnym zpusobem jako v minulé podkapitole dle vztahu (3.63) a

vydislit vlastni frekvence nosniku.

fi = 104,5 Hz
fo = 288,0 Hz
fs = 564,4 Hz
fa = 933,0 Hz
fs = 1393,7 Hz

3.4.2. Vlastni tvary

Vlastni tvar, nélezici n-té vlastni frekvenci obecné popisuje vztah

Y, (2) = 0pS(knx) + PyT (k) + QuU(knz) + RV (k)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)
(3.114)

(3.115)

% (3.65)

(3.116)

Kde konstanty @),,, R, jsou rovny nule a konstanty O,,, P, lze obdrzet pro jednotlivé k,l

feSenim rovnic (3.108) a (3.109).
Vyrazy k,l jsou dale znaceny nasledujicim zptsobem.

knl = A,

(3.117)

31



3.4. VYUZITI KRYLOVOVYCH FUNKCI

Tedy
A1 = 1,506m (3.118)
Ao = 2,57 (3.119)
As = 3,5m (3.120)
A = 4,57 (3.121)
Xs = 55w (3.122)
Z rovnice (3.109) lze vyjadiit P a dosadit do rovnice (3.108)
T(An)
—Un P, 3.123
U0) (3:125)
T(An)
0, U\,) — O, VN, = 0 3.124
() = 05V (1) (3124)
Coz upravou vede na tvar
2 _

U(An)

Vyraz v citateli rovnice (3.125) je pro charakteristicka ¢isla A, roven nule. Tedy O, je
libovolny parametr.

Poté

O, = p (3.126)
P, = —p;E;Z; (3.127)

Z rovnice (3.117) plyne
kn:% (3.128)

Proto

ki = 8,60 (3.129)
ko = 14,28 (3.130)
ky = 19,99 (3.131)
ke = 25,70 (3.132)
ks = 31,42 (3.133)

Vztah pro vlastni tvary nosniku je po dosazeni konstant O,, P,, @), a R, do rovnice
(3.116) nésledujici.

Y, (z) = pS(k,z) — pggiZ;T(knx) (3.134)
Vlastni tvary nosniku, pti volbé p =1 a dosazeni \,, k, tedy jsou

Yi(z) = S5(8,60x) —0,987(8,60x) (3.135)

Yi(x) = S(14,28z) — T'(14,28x) (3.136)

Yi(z) = 5(19,99x) — T(19,99z) (3.137)

Yi(x) = S(25,70x) — T(25,70x) (3.138)

Yi(x) = S(31,42x) — T(31,42x) (3.139)
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3. VYPOCTOVA CAST

1
E o ]
>
- 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x [m]
1 :
E 0o
>N
- 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x [m]
1
Eo |
>
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x [m]
1 :
E o-
>
1o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x [m]
1
Eo0 .
>
- 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x[m]

Obrazek 3.6: Prvnich pét vlastnich tvart nosniku

Obrazek 3.6 predstavuje tyto vlastni tvary postupné od prvniho po paty.
Ty jsou s ohledem na definici Krylovovych funkei totozné s (3.93) az (3.97).

Je vidét, ze s pomoci Krylovovych funkei je feseni frekvenéni rovnice i vlastnich tvarta
kmitani nosniku mnohem kratsi, prehlednéjsi a vyhodnéjsi.
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4. Experimentalni cast

Vysledky analytického vypoctu zde budou porovnany s experimentem, provedenym za
ucelem zjisténi vlastnich frekvenci nosniku. Experiment probéhl v laboratotich Vysokého
uceni technického v Brné spolecné s méfenim pro diplmovou préci [8].

4.1. Modelovani okrajovych podminek

Modelovani okrajovych podminek je obecné problematicka zalezitost. Analyticky vypocet
byl proveden pro volné netlumené kmitani volné ulozeného nosniku. Jeden ze zptisobt,
jak tyto podminky v realité vytvorit, je nosnik zaveésit za jeden konec na lano. Ve smérech
kolmych ke stiednici tedy neni zadné primé omezeni pohybu. Vliv plisobeni vlastni tihy
nosniku mé v tomto pripadé na vysledek marginalni vliv, a proto jej lze bez vétsi ztraty
presnosti zanedbat.

Provedeni bylo totozné jako v praci [9], coz je vidét na obrazku 4.1.

V77777174

SNimac

Obrézek 4.1: Nékres realizace zkousky

4.2. Méreni

Meéteni bylo provedeno pevnym snimacem zrychleni umisténym na télese v jeho pravém
dolnim rohu, jak je vidét na obrazku 4.1.
Samotnéa zkouska byla provedena pomoci uderu kladivkem do nosniku. Impulz byl
smérovan do bodu na ose nosniku, aby se co nejméné vybuzovaly krutové vlastni frekvence.
Vystupem z tohoto méreni je prubéh zrychleni snimace v case, jak je zobrazeno na
obrazku 4.2.
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N
o

= N W
o O O

N
o o

zrychleni [ms'2]

04 1 2 3 4 5 6

Cas [s]

Obréazek 4.2: Zaznam z méteni zrychleni

4.3. Zpracovani dat

Data ze snimace byla zobrazena do frekven¢niho spektra pomoci Fourierovy transformace
v programu Matlab R2018a. Byl pouzit algoritmus FFT. Ze zdznamu byl vzat vzorek, bez
prvnich dvou desetin sekundy po dopadu kladivka. Timto se eliminoval vliv samotného im-
pulzu. V idedlnim ptipadé by totiz mélo byt kmitani vybuzeno Diracovym impulzem, coz
v realité neni mozné. Zaznam pro vyhodnoceni nesmi byt moc kratky, abychom spravné
pokryli vlastni frekvence. Z toho divodu byla zvolena délka v fadu jednotek sekund.

Vystupem je zavislost amplitudy zrychleni na frekvenci. O frekvencich, na kterych se
nachazeji ostra a vyrazna maxima lze prohlasit, Ze jsou to vlastni frekvence nosniku.

Je treba jesté ovérit, zda-li néktery z nich nepredstavuje navzdory zminénym opat-
fenim krutovou nebo jinou vlastni frekvenci. To lze poznat tak, Ze hodnota amplitudy
zrychleni na této vlastni frekvenci je vyrazné nizsi, nez u ostatnich (ohybovych) vlastnich
frekvenci. Tyto vysledky byly jesté porovnany s vypoctem a tak byly validovany jako
ohybové.

Koneénym vysledkem je amplitudové-frekvencéni charakteristika, zobrazena na obrazku
4.3. Pro porovnani s analytickym vypoctem bylo brano prvnich 5 vlastnich ohybovych
frekvenci.

Prvnich pét namétenych vlastnich frekvenci je

fu1 = 107,7 Hz
fne = 297,9 Hz
fm3 = 585,9 Hz
fa = 970,8 Hz
fs = 1452 Hz

N N N N/
i el el o
Ol = W N =
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4.4. VYHODNOCENI

amplituda zrychleni [ms'z]
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Obrazek 4.3: Amplitudové-frekvencéni charakteristika
4.4. Vyhodnoceni

Nyni nasleduje porovnani experimentalné zjisténych vlastnich frekvenci s vysledky vypo-
¢tu. Vyhodnocena bude vzdy procentudlni odchylka n-té vypoctem ziskané frekvence od
zmeérené. Nasledujici tabulka udava prehled vysledk.

Tabulka 4.1: Prehled namérenych a spocitanych vysledki

namérené hodnoty | spocitané hodnoty
fo1 = 107,7 Hz fi=104,5 Hz
fm2 =297,9 Hz fo =288,0 Hz
Jm3 =585,9 Hz fs=1564,4 Hz
fma =970,8 Hz f1=933,0 Hz
fms = 1452 Hz fs=1393,7 Hz

Porovnani bylo provedeno dle vztahu (4.6).

5, = [ fon = ful . 100 (4.6)
fmn
Vysledkem je
n = 3,0% (4.7)
b = 3,3% (4.8)
03 = 3,7% (4.9)
by = 3,9% (4.10)
s = 4,0% (4.11)
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4. EXPERIMENTALNI CAST

Je vidét, Ze maximalni odchylka v porovndvanych datech je 4 %. Vypocet se tedy velmi
dobre shoduje s naméfenymi hodnotami. Pro vypocet vlastnich ohybovych frekvenci je
tento postup vyhovujici. Zanedbané veli¢iny maji v pripadé této geometrie na presnost

minimalni vliv.
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ZAVER

I v
Zaver
Cilem této prace bylo provést resersi metod analytického vypoctu kmitani nosniki, dale
provést vypocet vlastnich frekvenci a vlastnich tvari ohybového kmitani jednoduchého
nosniku a nasledné je porovnat s jiz diive publikovanymi vysledky.

V prvni ¢asti prace byly definovany Krylovovy funkce, tedy specificky matematicky
aparat pouzivany k vypoctu. Déale byl popsan problém vlastnich ¢isel, jenz je dale v praci
vyuzivan pro zjisténi vlastnich tvari.

V druhé c¢asti bylo pojednano o moznych metodach vypoctu a vysvétlen jejich hlavni
princip. Byly zde popsany hlavni vyhody a nevyhody a nastinéna moznéa konkrétni apli-
kace na nosnik.

Treti cast se jiz vénovala hledani reseni zadaného problému pomoci jedné z téchto
metod. Konkrétné pomoci metody popisu nosniku jako spojitého kontinua o danych vlast-
nostech. Bylo provedeno uvolnéni elementarniho prvku nosniku a zavedeno elementarni
silové a momentové pusobeni. Nasledovalo sestaveni pohybovych rovnic (silové i momen-
tové), doplnéni geometrickych a konstitutivnich vztahi a feseni celé soustavy rovnic, jehoz
vysledkem byla linearni parcialni diferencialni rovnice popisujici kmitani nosniku.

Nasledovalo zacileni na volné kmitani nosniku za i¢elem nalezeni ohybovych vlastnich
frekvenci a vlastnich tvari. Bylo provedeno zanedbéani vlivu vnitiniho a vnéjsiho tlument,
vlivu pricné sily a vlivu rotacni setrvacnosti elementu, diky ¢emuz byla odvozena rovnice
kmitani ve zjednoduseném tvaru a nalezeno jeji obecné feseni.

Pro dalsi postup byl zvolen nosnik konkrétniho materialu a geometrie. Do obecného
feSeni byly dosazeny okrajové podminky a byly sestaveny rovnice pro zjisténi potiebnych
konstant. Nutnosti k nalezeni netrividlniho feseni této soustavy bylo splnéni frekvencéni
rovnice, ze které byly ziskany hledané vlastni frekvence. S jejich vyuzitim byly nalezeny
vlastni tvary kmitani.

Déle byl proveden znovu stejny vypocet konkrétniho nosniku, ovsem pomoci Krylo-
vovych funkei. Na tomto vypoctu byla demonstrovana efektivita jejich pouziti, jelikoz je
vidét, ze velmi zjednodusuji cestu k hledanym vysledkiim. Bylo jesté ovéreno, zZe oba dva
zpusoby vypoctu vedou na stejné vysledky, ¢imz byla prokazana vérohodnost druhého
zpusobu.

Ctvrta ¢ast prace se vénovala popisu a vyhodnoceni provedeného experimentu. Ten byl
proveden na realném nosniku o stejném materidlu, geometrii i okrajovych podminkach,
jako mélo téleso, které bylo drive v praci reseno. Pomoci tohoto experimentu byly s urcitou
presnosti zméreny hodnoty jeho ohybovych vlastnich frekvenci.

Zavérem Ctvrté ¢asti byly porovnany vypoctené a namérené hodnoty, pricemz u prv-
nich péti vlastnich frekvenci byla zjisténa maximélni odchylka o velikosti 4 %.

Celkoveé se v této praci podarilo odvodit analytické vztahy pro vypocet ohybovych
vlastnich frekvenci a vlastnich tvart jednoduchého prizmatického nosniku. Dale se poda-
filo prokazat, ze vlivy, zanedbané v pribéhu vypoctu pro jeho vyrazné zjednoduseni, jsou
z hlediska pTesnosti TfeSeni na dané rozliSovaci irovni nepodstatné. Z toho plyne, Ze pro
vypocet ohybovych vlastnich frekvenci nosniku je tento postup vyhovujici.
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konstanta vlastniho tvaru
konstanta vlastniho tvaru
konstanta vlastniho tvaru
konstanta vlastniho tvaru

modul pruznosti v tahu
posouvajici sila

modul pruznosti ve smyku

mérny moment setrvac¢nosti k ose z
osovy kvadraticky moment k ose z
casovy prubéh kmitani nosniku
ohybovy moment

konstanta vlastniho tvaru
konstanta vlastniho tvaru
konstanta vlastniho tvaru
konstanta vlastniho tvaru
Krylovova funkce S

Krylovova funkce T'

Krylovova funkce U

Krylovova funkce V

pomocné Krylovova funkce W
vlastni tvar nosniku

obsah plochy pri¢ného prurezu
koeficient tvaru prurezu

sitka nosniku

konstanta polynomu

vypocitana frekvence

nameérena frekvence

vyska nosniku

substituent v rovnici

délka nosniku

hmotnost

liniové momentové vnéjsi zatizeni
parametr pro vypocet vlastniho tvaru
slozka liniového silového zatizeni ve sméru y
cas

souradnice

souradnice

souradnice



Symbol Jednotka Popis

B [ rad ] tthel natoceni stfednice vlivem momentu
v [ rad ] tithel natoceni stfednice vlivem sily

) [ %] procentudlni odchylka

K [N -s-m] meérny délkovy koeficient vnéjsiho tlumeni
A [—] vlastni ¢islo

L [ 5] mérny koeficient vnitiniho tlumeni

13 R substituent v rovnici

p [kg-m™ | hustota materidlu

w [rad - s | vlastni thlova frekvence

A [—] matice soustavy rovnic

x [—] vektor neznamych

0 [—] nulovy vektor
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