UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI

PRIRODOVEDECKA FAKULTA

KATEDRA ALGEBRY A GEOMETRIE

PRUNIKY TELES
VvV RUZNYCH PROJEKCICH

Bakalarska prace

Vedouci préace: Vypracoval:
RNDr. Lenka Juklova, Ph.D. Petr Kozak
Rok odevzdani: 2010 M-DG, 3. ro¢nik



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalaiskou praci vypracoval samostatné pod vedenim

RNDr. Lenky Juklové, Ph.D., a Ze jsem uvedl vSechnu pouzitou literaturu.

V Olomouci 22. dubna 2010 .



Na tomto misté bych rad podékoval RNDr. Lence Juklové, Ph.D., za poskytnuté

materiadly a za cenné rady, které prispély ke zkvalitnéni obsahu této prace.

Deékuji také RNDr. Josefu Srovnalovi, CSc., za jeho peclivé vedené prednasky, které

pro mne byly hlavni zdrojem informaci pfi psani této prace.



Obsah

Uvod

1 Zékladni pojmy a postupy
1.1 Zakladni pojmy

1.2 Postupy konstrukce priniku
2 Priniky hranatych téles .
3 Priniky oblych téles
4 Prtniky hranatych a oblych téles
Zaveér
Literatura

Priloha

11

21

29

35

36



Uvod

Tato bakalafské prace se vénuje tiloham o priniku téles. Ulohy jsou feSeny v téchto
zobrazovacich metodach; kétovaném zobrazeni, Mongeové zobrazeni, pravouhlé axono-
metrii, kosohlém zobrazeni, stfedovém zobrazeni a linearni perspektivé. U ctenafe se
predpokladaji zakladni znalosti uvedenych zobrazovacich metod. Tato prace se zabyva
pouze vzajemnymi priniky hranold, jehlant, kruhovych kuzelt, kruhovych valci a
koule. Hranoly a jehlany jsou v textu souhrné oznacovany jako hranata télesa; kruhové

kuzely, kruhové valce a koule jako télesa obla.

Prace je rozdélena do ¢tyt kapitol. Prvni kapitola obsahuje zédkladni teorii tykajici
se dané problematiky. Jsou zde také uvedeny zakladni postupy konstrukce priiniku
téles. Zbylé tri kapitoly jsou vénovany resenym tloham. Nejprve jsou feSeny tilohy na
prunik hranatych téles, tj. hranolt a jehlant, poté na prinik oblych téles, tj. kruhovych
kuzeli, kruhovych valct a koule. Posledni kapitola je vénovana priniku hranatého

télesa s télesem oblym.

V fesenych tlohach je pravoihla axonometrie zaddna axonometrickym osovym kii-
zem a predpokladame, ze je nadhledem. Kosotuhlé zobrazeni je ur¢eno kosothlym pri-
métem osového kiize a pomérem zkraceni, ktery je dan graficky. Stredové zobrazeni je
zadano pravouhlym primeétem S, stiedu promitani a distan¢ni kruznici k4. Linearni

perspektiva je ddna hlavnim bodem H, horizontem h, zdkladnici z a distanci d = |[HO|.

Ulohy a obrazky jsou narysovany v programu QCad. Bakalaiské préace je napsana

pomoci typografického systému TEX.



1 Zakladni pojmy a postupy
1.1 Zakladni pojmy

Prunikem téles rozumime mnozinu vSech spole¢nych bodi danych téles. Podle vza-
jemné polohy téles dostavame rizné pripady priniku; od prazdného priniku az po
situaci, kdy prinikem je nékteré z téles. Vzhledem k této rozmanitosti se omezime jen

na pripad, kdy je prinikem trojrozmérny utvar.

Ulohy na prinik tif a vice téles lze Fesit pomoci dil¢ich konstrukei na pranik dvou
téles. Princip feseni spociva v tom, Ze sestrojime prinik dvou z danych téles, ¢imz
dostaneme téleso nové. Dale sestrojime prinik télesa urc¢eného predchozi konstrukeci
s nékterym ze zbyvajicich téles, a tim dosta-
neme prunik tii téles. Tento krok opakujeme,
dokud nepouzijeme vsechna télesa. T€leso ur-
¢ené posledni konstrukei je pak hledany prii-
nik vSech danych téles. Jelikoz lze tento po-
stup pouzit ve vSech pfipadech, budeme se

nadale zabyvat jen tlohami o priniku dvou

téles. Pouze tloha 2.5 je vénovana priniku

vice téles, konkrétné priniku ti{ jehland. Obr. 1.1 Prinik téles a povrehi.

Misto priniku téles ve smyslu mnoziny vSech bodd spoleénych danym télestim
obycejné hledame jen prinik jejich povrchi, ptricemz pojmy prunik téles a prunik po-
vrchi (obr. 1.1) ve vét$iné pripadi nerozliSujeme.! Nutnost rozliSeni téchto pojmu
miize nastat v pripadé, kdy mame sestrojit
prunik vice nez dvou téles. Prinik povrcht je
obvykle tvoten tzv. prunikovou carou, ktera
se miize skladat z jedné, nebo z vice casti.
Budou-li mit povrchy téles spole¢nou plochu

(napt. prekryvaji-li se jejich podstavy), pak

tuto ¢ast priniku nebudeme povazovat za

Obr. 1.2. Prunik uplny a castecny.

soucast prinikové cary.

1 - 1 - . . . , . oy
V nékteré literatufe se mtizeme setkat s pojmem jddro priniku, ktery oznacuje ¢ast prostoru
spole¢nou obéma télesim. Pojmem prunik téles se poté rozumi mnozina bodi spoleéna povrchim

téles.



Prinikova ¢ara dvou hranatych téles je obecné prostorovou lomenou ¢arou. Vrcholy
této lomené prinikové ¢ary jsou pruseciky hran jednoho télesa se sténami druhého té-
lesa. Strany lomené prunikové ¢ary tvori prisecnice stén obou téles. Prinikem dvou

oblych téles je obecné prostorovd krivka. Jak

jiz bylo Teceno, tato kiivka se muze skladat z 1 g
vice ¢asti, pricemz kazdéa ¢ast mize byt nej- a / \%’
vyse kiivkou ¢tvrtého stupné. Prinikova ¢ara ”
hranatého a oblého télesa je tvofena z casti Wm W“

kuzelosecek.

Podle poctu ¢asti prinikové cary rozlisu- Obr. 1.3. Dvojné body.
jeme pruniky na upiné a édstecné (obr. 1.2).
Sklada-li se prinikova c¢ara z jediné ¢asti, rikame, ze prunik je ¢astecény, a ma-li pri-
nikova ¢ara vice nez jednu ¢ast, hovorime o priuniku Uplném.? Specidlnim pfipadem
¢astecného priniku je situace, kdy prinikova ¢ara prochazi nékterymi body dvakrat.

Takové body pak nazyvame dvojnymi body (obr. 1.3).

1.2 Postupy konstrukce priniku téles

Zpocatku se budeme zabyvat pripady, kdy je mozné sestrojit prinikovou caru
primo, bez uziti pomocnych konstrukci. Tyto pripady nastavaji zejména v situaci,
kdy maji télesa zvlastni polohu vzhledem k primétnam ¢i mezi sebou, pricemz zalezi
i na volbé zobrazovaci metody. Obecné nelze popsat vSechny piipady, kdy je pfima

konstrukce priniku mozna, a proto uvedeme jen nékteré.

Jako prvni popiSeme situaci, kdy mame v Mongeové zobrazeni sestrojit prinik
hranolu (resp.véalce), jehoz smér hran (osy) je kolmy k jedné priamétné, s dalsim télesem.
Pro jednoduchost budeme uvazovat pouze ptipad, kdy se zadna z podstav netcastni
priniku. JelikoZ se jeden prumét hranolu (vélce) zobrazi jako prislusny pramét své
podstavy, zobrazi se hledana prinikova ¢ara jako ¢ast obvodu tohoto primétu. Mizeme

tedy snadno uréit zbyvajici priumét prinikové ¢ary (obr. 1.4).

2 U primiku ploch se mizeme setkat s odlisnym zavedenim pojmit dplng a édstecny prinik. Jestlize
vS8echny vrcholové ¢i smérové primky jedné plochy protinaji druhou plochu, pak hovorime o priniku
tplném. V opacném pripadeé se jedna o prunik ¢astecény. Dale se zavadi pojem dokonaly prunik, jenz je

uplny prunik, u kterého vSechny vrcholové ¢i smérové primky kazdé plochy protinaji plochu druhou.



Dalsi pripad miize nastat pouze u priniku
oblych téles. Mame-li sestrojit priinik oblych
téles, jejichz prislusné plochy jsou opsany téze
kulové plose, pak je prtnikova kiivka tvorena
Castmi kuzelosecek.> V piipadé sestrojujeme-li
tento prunik v kétovaném zobrazeni, kde za prii-
métnu zvolime rovinu rovnobéznou s osami té-
les, zobrazi se jednotlivé casti kuzelosecek jako
usecky (obr. 1.5).

Déle se zamérime na obecné postupy kon-
strukce priniku téles. V téchto pripadech jiz ne-
budeme pozadovat zvlastni polohy téles. Mame-
li sestrojit prinik téles z nichz alespon jedno
je hranaté, muzeme postupovat tak, ze sestro-
jime Tezy druhého télesa rovinami, které obsa-
huji stény hranatého télesa. Casti téchto fezil
lezici ve sténach hranatého télesa tvori hleda-
nou prunikovou c¢aru. Pomoci tohoto postupu
jsou Teseny predevsim tlohy na prinik hrana-
tého a oblého télesa (obr. 1.6).

X2

Obr. 1.4. Pranik jehlanu a hranolu.

Jako posledni popiseme metodu, kterou lze pouzit pro prunik libovolnych téles.

Princip této metody spociva v sestrojeni prinikti danych téles a pomocné plochy. Spo-

le¢né body téchto prinikt jsou pak hledané body priiniku téles. Za pomocné plochy

zpravidla volime takové, které dana télesa protnou v co nejjednodusich geometrickych

utvarech, tj. mnohothelnicich ¢i kruznicich.

V pripadé priniku hranatych téles uzi-
vame pomocnou soustavu rovin. Vhodné je
volit tuto soustavu tak, aby byla vzhledem k
hranolu soustavou smérovych rovin a vzhle-
dem k jehlanu soustavou vrcholovych rovin
(obr. 1.7). Rezy téles staci sestrojit jen témi
rovinami, jez obsahuji alespon jednu hranu

nékterého télesa a pritom protinaji téleso

druhé. Existuji-li mezi témito rovinami ta- Obr. 1.5. Prinik obljch téles opsanych téze kulové plose.

3 Véta: Primik dvou rota¢nich ploch se rozpadne na dvé kuzelosecky, kdy# jsou obé& plochy opsany

téze kulové plose.



kové, jez jsou vzhledem k jednomu télesu ro-
vinami sty¢énymi, pak jsou bud sty¢nymi i ke
druhému télesu, nebo oddéluji od druhého
télesa tzv. lichou cdst, tedy ¢ast neucastnici
se priniku.* Spole¢né body sestrojenych Fez
nam urcuji vrcholy hledané prinikové cary.
Strany prinikové ¢ary jiz snadno sestrojime
jako spojnice vrcholli, musime vSak dbat na
to, abychom spojovali spravné vrcholy. Z to-
ho divodu je vhodné zavést tzv. cislovani.
Pti ¢islovani pritazujeme cisla prinikim po-
mocnych rovin s obvodem podstavy télesa a

vrcholiim priinikové ¢ary. Cislovat za¢neme

Obr. 1.6. Prinik hranolu a valce.

v libovolném vrcholu nékteré podstavy, stejnym cislem oznac¢ime i néktery z prinikt

prislusné roviny s obvodem druhé podstavy a prislusny vrchol prinikové cary. Déle

zvolime smér obihani na jedné podstave, pricemz smér obihani na druhé podstavé je

tim také urcen, nebo jej lze zvolit libovolné. Takto postupné ocislujeme vsechny vrcholy

v daném sméru a jim pfrislusné priseciky podstav. Prijdeme-li k liché c¢asti, obratime

na dané podstavé smér obihani. Po oc¢islovani vSech vrcholi prinikové ¢ary musi byt

u kazdého cislovaného vrcholu podstavy prave dveé ¢isla. V pripadé, kdy je prinikova

Cara tvorena z vice Casti, je nutné provést ¢islovani pro kazdou ¢ast (obr. 1.8).

Obr. 1.7. Pruinik dvou jehlant.

4 Pomoci lichych &sti mizeme u primiku ploch zévest pojmy dplng a édstecny prinik. Jsou-li liché

Casti pouze na jedné plose, pak je prinik uplny. Jsou-li na obou plochéach, pak je prunik ¢astecny.

9



U priniku oblych téles volime za po- A@
1 [y

mocné plochy zpravidla roviny ¢i kulové plo-

chy, pricemz zalezi na vzajemné poloze a

tvaru téles. Jestlize se jedna o rotacni té- 2 8
lesa s rtiznobéznymi osami, uzivame sou- v \5 / \
stavu soustfednych kulovych ploch se stte- 7N / o7
dem v pruseciku os téles (obr. 1.9). V ostat- 3.6 &Vé

nich pripadech volime za pomocné plochy
soustavu rovin. Stejné jako u hranatych té- Obr. 1.8. Cislovéni.

les je vhodné volit tuto soustavu tak, aby byla vzhledem k vélci soustavou smérovych
rovin a vzhledem ke kuzeli soustavou vrcholovych rovin. Sestrojujeme-li prinik dvou
rotacnich téles s rovnobéznymi osami, volime zpravidla soustavu rovin kolmych na smér
os (obr. 1.10). JelikoZ je obecné prinikova ¢ara priniku oblych téles kiivkou ¢tvrtého
stupné, volime pocet a polohu pomocnych rovin v zavislosti na pozadované pfesnosti
vysledku. I v piipadé pruniku oblych téles lze zavést cislovani, pricemz kazdy bod

obvodu podstavy mizeme povazovat za jeji vrchol.

Obr. 1.9. Pranik rotacnich téles s riznobéznymi osami. Obr. 1.10. Prunik rotacnich téles s rovnobéznymi osami.

O viditelnosti jednotlivych bodt prinikové ¢ary rozhodujeme u vsech ptikladi
stejné. Lezi-li bod priinikové cary na viditelnych ¢astech obou téles, pak je viditelny,

v ostatnich pripadech je neviditelny.

10



2 Pruniky hranatych téles

Ve vsech zde uvedenych tulohach na prinik dvou hranatych téles uzivame ke kon-
strukci priiniku pomocnou soustavu rovin. Jedna-li se o prinik dvou hranoli, volime
takovou soustavu rovin, jez je vzhledem k obéma hranoltim soustavou smérovych rovin.
U prtiniku dvou jehlanti volime soustavu vrcholovych rovin vzhledem k obéma jehla-
ntim a u pruniku jehlanu s hranolem uzivame soustavu vrcholovych-smérovych rovin.
Z této pomocné soustavy rovin uzijeme jen ty roviny, jez obsahuji alespon jednu hranu
nékterého télesa a zarovén protinaji téleso druhé. Dale sestrojime fezy téles témito ro-
vinami, pficemz sestrojime pouze fez toho télesa, jehoz hranu dana rovina neobsahuje.
Urcenim spolec¢nych bodt fezii a hran dostaneme hledané vrcholy priinikové lomené
cary. Pro usnadnéni konstrukce priinikové cary zavedeme cislovani a poté jednotlivé
vrcholy prinikové ¢ary ve spravném potadi pospojujeme. Nakonec rozhodneme o vidi-
telnosti jednotlivych casti téles a prinikové lomené cary. O viditelnosti stran lomené
prinikové ¢ary rozhodneme z viditelnosti stén obou téles. Jsou-li obé stény viditelné,
pak je i prislusnd strana prinikové cary viditelna. V ostatnich piipadech je strana

prunikové ¢ary neviditelna.

V dloze 2.5 je fesen prinik tii jehlant. V této tloze nehovoiime o prinikové ¢are
jako o mmnoziné bodi, které jsou spolecné povrchiim vsech tii téles, ale jako o mno-
Ziné bodi, které jsou spolecné povrchiim alespon dvou jehland a zaroven nelezi uvnitt

zéddného z danych jehlani.

11



Uloha 2.1. V kétovaném zobrazeni sestrojte prinik danych kosych hranold, jejichz
podstavy ABC'D, EFGH lezi v pramétné a podstavy A'B'C'D’, E'F'G'H' lezi v téze

roviné s kladnou kétou.

Reseni. Hranami AA’, BB', DD', FF', GG' a HH' prolozime pomocné smérové ro-
viny. Hranami C'C" a FE’ neprochéazi zadna pomocna smérova rovina, jez by zaroven
protinala i druhy hranol. Tyto hrany tedy lezi v lichych ¢astech. Pomocné roviny jsou
navzajem rovnobézné, a tedy i jejich stopy p¢, pf 1, P, Pl a p§ jsou navzajem rovno-
bézné. Jelikoz navic podstavy lezi v priimétné zobrazi se stopy jako pfimky prochazejici
vrcholy téchto podstav. Dale sestrojime fezy hranolt pomocnymi rovinami a urc¢ime
spolecné body téchto fezll a prislusnych hran. Napiiklad v roviné « lezi vrcholy 1 a
7 hledané prinikové cary. K zjednoduseni konstrukce stran prinikové cary zavedeme
¢islovani. Z cislovani je mozné vidét, ze prinikova lomend cara je tvorena z jedné Casti,
a tedy ze prinik je castecny. Na zavér podle vyse uvedenych pravidel rozhodneme o

viditelnosti.

12



Uloha 2.2. V kétovaném zobrazeni sestrojte priinik dvou jehlani, jejichZz podstavy
ABCDE a KLMN lezi v prumétné. Vrcholy U a V jehlanti lezi na pfimce m rovno-

bézné s priamétnou (s kladnou kdtou).

Reseni. Piimka m prochézejici vrcholy obou jehlanfi uréuje svazek pomocnych vr-
cholovych rovin. Diky poloze piimky m (m || ) a podstav jehlant sestrojime stopy
pomocnych rovin jako primky rovnobézné s primkou m prochézejici vrcholy podstav
jehlanii. Pouze hranou BV neprochazi pomocna rovina daného svazku protinajici druhy
jehlan, a tedy vrcholem B neprochazi zadna stopa roviny daného svazku. Dale si mize
vSimnout, ze rovina « prochézi jak hranou EV, tak i hranou NU. Priisecik téchto
hran je tedy jednim z vrcholi hledané priinikové ¢ary. Jelikoz se navic jedna o sty¢nou
rovinu obou jehlanti, je tento vrchol (5,13) dvojnym bodem primikové ¢ary. Zbylé vr-
choly prinikové ¢ary ur¢ime jako spolecné body rovinnych fezt jehlant a jejich hran.
Zavedeme ¢islovani a sestrojime strany priinikové ¢ary. Casti 14-1-2-3 a 8-9-10

prunikové ¢ary jsou viditelné, zbylé ¢asti jsou neviditelné.

13



Uloha 2.3. 'V Mongeové zobrazeni sestrojte prinik hranolu a jehlanu. Podstava hra-

nolu lezi v narysné a podstava jehlanu lezi v pidorysné.

Reseni. Soustava pomocnych rovin tvoii svazek s priiseénici m. P¥imka m prochazi
vrcholem V' jehlanu a je rovnobézné se smérem hran hranolu. Pidorysné stopy rovin
jsou vzhledem k poloze piimky m (m || 7) navzajem rovnobézné a narysné stopy tvori
svazek piimek o stfedu X. Hranami K K', LL', MM’', BV a DV prolozime pomocné
roviny. Hranami jehlanu AV a C'V neprochazi zadna pomocné rovina daného svazku,
jez by protinala i druhy hranol. Tyto hrany tedy lezi v lichych ¢astech, které vysra-
fujeme. Poté sestrojime fezy téles danymi rovinami a urc¢ime spolecné body téchto
fezi a prislusnych hran. Dale zavedeme cislovani a sestrojime strany priinikové lomené
cary. Jelikoz se prinikova c¢ara rozpadla na dvé ¢asti jedna se o prinik tplny. Nakonec

rozhodneme o viditelnosti hran téles a stran prinikové cary.

14



Uloha 2.4. V pravotihlé axonometrii sestrojte priinik dvou danych kolmych jehlanti.
Podstava jehlanu ABCDEFV lezi v prumétné m a podstava jehlanu K LM N JU lezi

v primeétné u.

Reseni. Vsechny pomocné vrcholové roviny prochazeji piimkou m, ktera je spojnici
vrcholi obou jehlanti. Jedné se tedy o svazek pomocnych rovin. Ptidorysné i bokorysné
stopy pomocnych rovin tvoii svazky primek. Hranami, kromé MU a JU, prolozime
pomocné roviny daného svazku a sestrojime fezy témito rovinami. Déle ur¢ime spolec¢né
body téchto Tezti a prislusnych hran, ¢imz ziskame vrcholy hledané prinikové cary.
Zavedeme cislovani a sestrojime strany prinikové lomené ¢ary. Prinikovéa lomena c¢ara
je tvofena ze dvou casti, prunik je tedy uplny. Zbyva jiz jen urcit viditelnost téles a

pruniku. Viditelné ¢asti priniku jsou 10-1-2 a 18-11-12-13.
15



Uloha 2.5. V pravothlé axonometrii sestrojte priinik t¥i kolmych jehlant J*, J¥ a
J". Podstava jehlanu J™ lezi v primétné m, podstava jehlanu J” lezi v primétné v a

podstava jehlanu J* lezi v primétné pu.

Resend. Nejprve sestrojime priinikové ¢ary véech dvojic jehlant (J™NJY; J™NJH; J N
NJ*). Hrana MW jehlanu J* se neucastni zadného z prinika J™ N J* a JY N J*, a
proto se nedcastni ani pruniku J™ N JY N J*. Hrana AV se Ucastni pouze priniku
J™ N J* a lezi na ni vrcholy A" a V' prinikové ¢ary tohoto priniku. Oba tyto body
jsou soucasné vrcholy hledané prinikové ¢ary. Stejné lze postupovat i u hran BV, CV,
DU a LW. Hrana KW se tcastni obou pfislusnych prinika (J™ N J#; J” N J*) a lezi
na ni tedy jak vrcholy K’, W' prinikové ¢ary J™ N J*, tak i vrcholy K", W" priinikové
cary JY N JH. 7 téchto ¢tyt bodu jsou vsak pouze dva soucasné i vrcholy hledané

prinikové ¢ary. Jednim vrcholem hledané prinikové ¢ary je takovy bod z danych ¢étyf,
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ktery lezi nejblize vrcholu W jehlanu J#, tedy bod W’. Druhym vrcholem je bod, ktery
je nejdéle od vrcholu W jehlanu J#, tedy bod K’. Stejnym zptisobem ur¢ime vrcholy
hledané prunikové ¢ary na hranach EU a FU. Oproti priniku dvou hranatych téles,
kde vsechny vrcholy prinikové ¢ary lezi na hranach téles, mohou u priniku tii téles
existovat vrcholy priinikové ¢ary, které nelezi na zadné hrané. Tyto vrcholy (1, 2, 3, 4, 5,
6) uréime jako spole¢né body vSech prinikovych ¢ar priniku dvou jehlanti. Mame tedy
urceny vSechny vrcholy hledané prinikové ¢ary a zbyva nam sestrojit jeji strany. Strany
hledané priinikové ¢ary jsou ¢astmi stran prinikovych car dvou jehlant. Jsou-li oba
krajni body strany priinikové ¢ary dvou jehlanti soucasné i vrcholy hledané prinikové
¢ary a zaroven na této tsecce nelezi zadny z bodt 1, 2, 3, 4, 5, 6, pak je cela tato tsecka
stranou hledané prinikové cary. Prikladem takové strany je tisecka A’W’. Vrcholy A’
a (" jsou vrcholy hledané prinikové cary, které zarovén urcuji stranu prinikové ¢ary
jehlantt J™ a JH*. Zaroveén vsak na tsecce A'C” lezi vrcholy 1 a 2 hledané priinikové
cary, které ji rozdéluji na t¥i ¢asti. Usecky A’2 a 1C" jsou stranami hledané prinikové
cary, tusecka 12 nikoli. Je-1li pouze jeden krajni bod strany priinikové ¢ary dvou jehlant
zaroven vrcholem hledané prinikové cary, lezi na této strané pravé jeden z vrchola
1, 2, 3, 4, 5, 6 a tyto dva vrcholy urcuji stranu hledané prinikové cary. Prikladem
takové strany je tisecka E’3. Pomoci téchto pravidel sestrojime vSechny strany hledané
prunikové ¢ary. Na zavér nam zbyva rozhodnout o viditelnosti priinikové ¢ary a danych

jehlanti.

17



Uloha 2.6. V kosothlém zobrazeni sestrojte priinik jehlanu s hranolem. Podstava

KLMN hranolu lezi v roviné i a podstava jehlanu lezi v roviné .

K X"

Reseni. Soustava pomocnych rovin tvoii svazek s priise¢nici m. Ptidorysné stopy rovin
jsou vzhledem k poloze piimky m (m | 7) navzidjem rovnobéiné a bokorysné stopy
tvori svazek pfimek o stfedu X. Hranami K K’ a C'V neprochézi zddna pomocné rovina
svazku, kterd by protinala obé€ télesa, tyto hrany tedy lezi v lichych castech. Ostatnimi
hranami prolozime pomocné roviny. Vzhledem k poloze podstav téles plati, ze A € p®,
Bep,Dep’ Lem MecmSaN e m’. Sestrojime fezy témito rovinami a
urc¢ime spolec¢né body hran a Tezt. Ziskali jsme tedy vrcholy hledané prinikové cary.
Pro usnadnéni konstrukce stran prinikové ¢ary zavedeme cislovani. Po sestrojeni stran
prunikové lomené ¢ary zbyva jiz jen rozhodnout o viditelnosti. Viditelné ¢asti priniku
jsou12-1-2a6-7-8.
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Uloha 2.7. Ve stiedovém zobrazeni sestrojte priinik dvou danych hranolt. Podstavy
ABCD a EFGH lezi v roviné p = (nfuf).

s B NN\

U

Reseni. Soustava pomocnych smérovych rovin je urcena ubéznici UlUS. Sestrojime

9. 7€ a r$ pomocnych rovin s rovinou p. Stfedové priméty téchto

priiseénice r, 8, 7, r
prisecnic maji spolecny ubéznik U] = USUS Nu? a prochazeji jednotlivymi stfedovymi
praméty vrcholit obou podstav. Roviny a a ¢ oddéluji na hranolech liché ¢asti. Dale
sestrojime fezy hranold pomocnymi rovinami a urc¢ime vrcholy prinikové lomené cary.
Zavedeme ¢islovani a uréime viditelnost. Césti 3-4-5-6 a 8-9-10—11 prinikové

¢ary jsou viditelné, ostatni ¢asti jsou neviditelné.
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Uloha 2.8. 'V linearni perspektivé sestrojte priinik danych kolmych hranolfi. Podstava
ABCDEF lezi v zakladni roviné a podstava K LM N P lezi v roviné p kolmé k zaklad-

nici z.

z=p*

Reseni. Pomocné roviny jsou navzajem rovnobézné a vzhledem k poloze téles se jejich
ptdorysné stopy zobrazi jako rovnobézné. Jako rovnobézné se zobrazi také priisecnice
pomocnych rovin s rovinou p. Rovina o oddéluje na jednom hranolu lichou ¢ast, v niz
lezi hrana LL' a rovina A oddéluje na druhém hranolu lichou ¢ast, v niz lezi hrany DD’
a FE'. Déle sestrojime fezy hranold danymi rovinami a urc¢ime spolecné body téchto
fezi a prislusnych hran obou hranoli. K jednodusi konstrukei stran prinikové lomené
cary zavedeme cislovani. Pro kontrolu, zda jsme ¢islovani provedli spravné, ovérime,
ze u vsech c¢islovanych vrcholi jsou praveé dvé cisla. Po sestrojeni celé prinikové cary
zjistime, Ze je pruinikova c¢ara tvorena z jediné casti a tedy ze prunik je c¢astecny. Na
zévér zbyva rozhodnout o viditelnosti prinikové ¢ary a obou hranoli. Viditelné ¢asti
pruniku jsou 16-1-2 a 8-9-10—-11. Z viditelnosti priniku jiz snadno pozname, jaké

¢asti hranold jsou viditelné a které naopak neviditelné.
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3 Pruniky oblych téles

V feSenych tlohach na prinik oblych téles budeme ke konstrukci priinikové cary
uzivat soustavu pomocnych rovin. U priniku dvou valcti budeme volit tuto soustavu
tak, aby byla vzhledem k obéma valciim soustavou smérovych rovin. Pti priniku dvou
kiizelt uzijeme soustavu smérovych rovin vzhledem k obéma kuzeliim a pii priniku ku-
zele a valce uzijeme soustavu vrcholovych-smérovych rovin. Oproti lloham na prinik
hranatych téles vyuzijeme v této kapitole i soustavu rovin, jez neni soustavou vrcholo-
vych ani smérovych rovin nékterého télesa. Konkrétné v tiloze na prinik kulové plochy
s kuzelem uzijeme soustavu rovin kolmych na osu kuzele. Dale sestrojime fezy obou
danych téles zvolenymi pomocnymi rovinami a ur¢ime spole¢né body téchto fez. Tim

ziskdame hledané body priinikové Cary, které nasledné spojime plynulou c¢arou.

7 dtivodu prehlednosti nejsou ve vysledné konstrukci zobrazeny vSechny uzité po-
mocné roviny. Zobrazeny jsou zejména ty roviny, jez obsahuji dilezité body prinikové
cary, naptiklad body v nichz se méni viditelnost priinikové ¢ary, nebo které oddéluji na
nékterém z téles liché casti. Pricemz ze stejného diivodu nejsou mnohdy zobrazovany

ani vSechny body pruniku, které lezi v zobrazenych rovinach.

Na tlohéch 3.1 a 3.3 je ukdzano uziti pomocného ¢islovani u oblych téles. Jelikoz
vsak neni, vzhledem k mnozstvi bodi uzitych k urceni prinikové ¢ary, uziti ¢islovani

nutné, je v ostatnich tlohach vynechano.
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Uloha 3.1. V kétovaném zobrazeni sestrojte priinik valce a kuzele. Podstavy obou
téles lezi v pramétné m a vrchol V' kuzele lezi ve stejné roviné (s kladnou kdtou) jako

druh& podstava véalce.

Reseni. Soustava pomocnych rovin tvoii svazek o priisec¢nici m. Vzhledem k vzajemné
poloze primky m a primétny 7 tvofi stopy pomocnych rovin svazek pfimek o stfedu
v bodé X = 7w Nm. Roviny « a § oddéluji na télesech liché ¢asti. V rovinach 3 a v lezi
body, v nichz se méni viditelnost prinikové ¢ary. Sestrojime fezy pomocnymi rovinami
a urcime spolecné body téchto fezi. Zavedeme cislovani a ziskané body prinikové ¢ary
ve spravném potadi spojime plynulou c¢arou. Na zavér urc¢ime viditelnost prinikové
cary a danych téles. Viditelné ¢asti prinikové cary jsou 2—1-12—-11 a 6—-7-8. Jelikoz
je prinikova c¢ara tvorena z jedné Casti, je prunik c¢astecny.
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Uloha 3.2. V kétovaném zobrazeni sestrojte priinik dvou danjch kuZeli. Podstavy
obou kuzelt lezi v priumétné 7 a vrcholy na téze pfimce m rovnobézné s primétnou (s

kladnou kétou).

Reseni. Pomocné roviny tvoii svazek rovin o priisecnici m = V'V’. Stopy pomocnych
rovin jsou vzhledem k poloze pfimky m (m || ) navzajem rovnobézné. Rovina « je
vzhledem k jednomu kuzeli rovinou sty¢nou a na druhém vymezuje lichou ¢ast. Rovina
€ je zaroven stycnou rovinou obou kuzelti a soucasné se prislusné povrchové tusecky
protinaji ve dvojném bodé priinikové ¢ary. V rovinach v a § lezi body, v nichz se méni

viditelnost prinikové cary. Dalé postupujeme stejné jako v predchozi tloze.
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Uloha 3.3. 'V Mongeové zobrazeni sestrojte priinik dvou danjch vélcii. Podstava jed-

noho valce lezi v ptdorysné a podstava druhého valce lezi v narysné.

Reseni. Pomocné roviny tvoii soustavu rovnobé&znjch rovin a tedy i jejich ptidorysné
(resp. narysné) stopy jsou navzajem rovnobézné. Roviny a a p oddéluji na télesech li-
ché ¢asti. Roviny (3, v, 4, €, ¥ a A obsahuji body, v nichz se méni viditelnost prinikové
c¢ary. Pomoci fezli rovinami uré¢ime body hledané prinikové cary a zavedeme dislo-
vani. Nakonec rozhodneme o viditelnosti ptidorysu a narysu prinikové ¢ary. Viditelné
¢asti prinikové cary jsou 16—-1-2-3, 8-9-10 v pidoryse a 2—-3-4-5, 12-13-14

v naryse. Prinikova c¢ary je tvofena z jediné ¢asti a tudiz se jedna o prinik castecny.
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Uloha 3.4. 'V Mongeové zobrazeni sestrojte priinik kulové plochy a rota¢niho kuzele,

jehoz podstava lezi v ptidorysné.

n¥=a,

né=p3,

=%

ﬂzﬁz (Sz

Reseni. Ke konstrukci uzijeme soustavu rovnobéznych rovin kolmych na osu kuzele.
Vzhledem k rovnobéznosti pomocnych rovin s primétnou 7 neexistuji jejich ptidorysné
stopy. V naryse se pomocné roviny zobrazi jako primky totozné se svymi narysnymi
stopami (n$ = «a3). Body prtnikové ¢ary urc¢ime jako spoleéné body fezii obou téles
pomocnymi rovinami. Napfiklad rovina o protina kuzel v kruznici [* a kulovou plochu
v kruznici £%. Body, v nichz se tyto dvé kruznice protinaji, jsou body priunikové c¢ary.
K urceni bod A, B, C neni tfeba pomocnych rovin, jelikoz diky poloze téles zname
jejich druhé praméty A,, B,, C; a prvni pruméty jiz snadno sestrojime. Prunikova ¢ara

ma pouze jednu cCast, jedna se tedy o prinik ¢astec¢ny s dvojnym bodem B.
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Uloha 8.5. 'V pravotihlé axonometrii sestrojte prinik dvou rota¢nich kuzeli. Podstava

jednoho kuzele lezi v priimétné 7 a podstava druhého kuzele v primétné pu.

Reseni. Piimka m prochézejici vrcholy V a V' obou kuZelt uréuje svazek pomocnjch
vrcholovych rovin. Plidorysné stopy pomocnych rovin tvotri svazek pfimek o stfedu
X = m N m a bokorysné stopy tvori svazek primek o stiedu ¥ = pu N m. Roviny «
a ¢ vymezuji liché ¢asti a v rovinach 3, v a ¢ lezi body, v nichz se méni viditelnost
prunikové cary. Dale postupujeme stejné jako v predeslych tilohach. Nejprve sestrojime
fezy kuzelti pomocnymi rovinami a urc¢ime jejich spole¢né body. Poté spojime ziskané
body plynulou ¢arou a urc¢ime viditelnost. Priinikova ¢ara je tvorena ze dvou casti a

prunik je tedy uplny.
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Uloha 3.6. 'V kosouhlém zobrazeni sestrojte prinik rotaéniho kuzele a rota¢niho vélce.

Podstava kuzele lezi v primétné m a podstava valce v primétné pu.

Reseni. Pomocné roviny tvoii svazek rovin o priise¢nici m, kde pifmka m prochizi
vrcholem V' kuzele a je rovnobézna se osou valce. Plidorysné stopy pomocnych rovin
jsou vzhledem k poloze piimky m (m | 7) navzdjem rovnobéiné a bokorysné stopy
tvori svazek primek o stfedu X = pNm. Roviny a a € vymezuji na vélci liché ¢asti. V
rovinach 3, v a ¢ lezi body, v nichz se méni viditelnost prinikové ¢ary. Déle sestrojime
fezy obou téles pomocnymi rovinami a urc¢ime jejich spolecné body. Tyto body spojime
plynulou ¢arou a rozhodneme o viditelnosti. Priinikova cara je tvorena ze dvou c¢asti a

prunik je tedy uplny.
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Uloha 3.7. Ve stiedovém zobrazeni sestrojte priinik dvou danych kuZeli. Podstavy

obou kuzelfi lezi v roviné p. Vrcholy V a V' kuzelti lezi na nositelkdch N°U® a NU®.

Reseni. Sestrojime priise¢ik R pifmky m = V'V’ s rovinou p. Timto bodem proché-
zeji vSechny priisecnice pomocnych vrcholovych rovin s rovinou p. Pomocné vrcholové
roviny tvori svazek rovin o priisecnici m. Pomocné roviny a a € oddéluji na kuzelech li-
ché ¢asti. Déale sestrojime fezy obou téles pomocnymi rovinami a urc¢ime jejich spolec¢né
body. Jelikoz se ¢asti podstav kuzeli navzajem prekryvaji, jsou priseciky podstavnych
hran kuzeli body prinikové c¢ary. Na zavér spojime ziskané body plynulou carou a

rozhodneme o viditelnosti.

28



4 Priuniky hranatych a oblych téles

V dlohach na prianik hranatého télesa s télesem oblym budeme prinikovou c¢aru
konstruovat pomoci fezii oblého télesa rovinami, které obsahuji stény hranatého télesa.
Césti Teztl, které lezi ve sténach hranatého télesa, pak budou tvofit prinikovou ¢aru.
Jelikoz za obléd télesa uvazujeme pouze kruhové valce, kruhové kuzele ¢i koule, jsou

prunikové cary tvoreny z ¢asti kuzelosecek.

Z dtvodu prehlednosti je v kazdé loze zobrazena a popsana jedina konstrukce fezu
prislusné plochy rovinou. V tlohach 4.1, 4.3, 4.4 a 4.5 jsou vSechny Tezy kuzeloseckou
stejného typu a postupy konstrukce rezi jsou tedy analogické. V tloze 4.2 jsou fezy
dvou typu (dva eliptického a jeden hyperbolického), pfi¢emz je zobrazena konstrukce

eliptického fezu.
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Uloha 4.1. 'V kétovaném zobrazeni sestrojte priinik valce a hranolu. Podstava ABCD
hranolu a podstava valce o stredu S lezi v pramétné 7. Podstava A’B’C"D’ hranolu a

podstava valce o stfedu S’ lezi v téze roviné (s kladnou kétou).

Reseni. Sestrojime fezy valcové plochy piislusné k valci rovinami, které obsahuji stény
hranolu. Rovina 3 obsahuje sténu BCB'C" a tedy jeji ptudorysna stopa p? prochézi
vrcholy B a C'. Nejprve uré¢ime prusecik O’ primky SS’ s rovinou 3. Bod O’ je stifedem
hledané elipsy, v niz rovina 3 protina valcovou plochu. Primét hledané elipsy sestrojime
pomoci osové afinity A = (p? ;S — O’1>, v niz primét % hledané elipsy odpovida
prumétu k; podstavné hrany valce. Analogicky sestrojime i ostatni fezy a uréime ty
jejich casti, které lezi ve sténach hranolu. Tim ziskdme hledanou prinikovou ¢aru. Na

zaveér rozhodneme o viditelnosti prinikové ¢ary a obou téles.
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Uloha 4.2. 'V Mongeové zobrazeni sestrojte priinik rota¢niho kuZele a hranolu. Pod-

stava kuzele lezi v ptidorysné a podstava hranolu lezi v narysné.

Reseni. Rovina obsahujici sténu BC'B’ hranolu protiné piislusnou kuzelovou plochu
v hyperbole, zbylé dvé roviny protinaji kuzelovou plochu v elipsach. K sestrojeni fezu
kuzele rovinou o = ABA’ uzijeme treti vedlejsi primétnu obsahujici osu kuzele a
kolmou k roviné a. Hledana elipsa se ve tfetim primétu zobrazi jako tsecka P;Q)s. Z
tfetiho primétu hledané elipsy jiz snadno sestrojime primét prvni a nasledné i druhy.
Césti vsech tif fezfi, které lezi ve sténich hranolu, tvoii hledanou priinikovou éaru.
Prinikova cara je tvorena z jedné casti a prinik je tedy castecny.
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Uloha 4.3. V Mongeové zobrazeni sestrojte primik kulové plochy a hranolu, jehoz

podstava lezi v ptidorysné.

Reseni. Roviny obsahujici stény hranolu protinaji kulovou plochu v kruznicich, které
se v obou prumétech zobrazi jako elipsy. K sestrojeni fezu kulové plochy rovinou v =
= C'D(C" uzijeme tfeti vedlejsi primétnu prochézejici sttedem kulové plochy a kolmou
k rovindam 7 a ~. Hledana kruznice se ve tretim primétu zobrazi jako tsecka P;()s, tato
usecka urcuje primér hledané kruznice. Prvnim primétem hledané kruznice je elipsa
s hlavni hlavni osou M; N, a vedlejsi osou P,Q),. Sestrojeni druhého primétu kruznice
je jiz otazkou elementarnich konstrukci. Takto sestrojime i zbylé fezy a poté urcime ty
casti, které lezi ve sténach hranolu. Hledana priinikova cara je tvorena ze dvou Casti,

jedna se tedy o prinik tplny.
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Uloha 4.4. V pravothlé axonometrii sestrojte priinik rotaéniho valce a jehlanu. Pod-

stava jehlanu lezi v primétné 7 a podstava valce v praimétné pu.

Reseni. Sestrojime fezy vélce rovinami obsahujicimi stény jehlant. Tyto roviny pro-
tinaji pfislusnou véalcovou plochu v elipsdch. Rovina « obsahujici sténu C'DV" jehlanu
protiné osu valce v bodé O’, ktery je stfedem hledané elipsy. K sestrojeni hledané elipsy
uzijeme osové afinity A = (m”; St — O’a), v niz hledana elipsa odpovida podstavné
hrané valce. Stejnym postupem sestrojime i ostatni elipsy a ur¢ime ty ¢asti, které lezi
ve sténach jehlanu. Ziskdme tedy hledanou priinikovou ¢aru. Césti priinikové éary lezi-
cich na elipsach ‘e a “c se navzajem dotakaji v bodé X, ktery lezi na hrané AV jehlanu.

Tento bod je tedy dvojnym bodem priinikové cary.
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Uloha 4.5. 'V kosouhlém zobrazeni sestrojte priinik rotaéniho kuzele a jehlanu. Pod-

stava kuzele lezi v primétné 7 a podstava jehlanu v pramétné pu.

Reseni. Prtnikovou ¢aru sestrojime pomoci fezfi piislusné kuzelové plochy rovinami,
které obsahuji stény jehlanu. Rovina v obsahujici sténu ABV jehlanu protne kuzelovou
plochu v elipse. Nejprve osou kuzelové plochy prolozime rovinu A kolmou na rovinu a.
Stopa roviny A protind podstavnou hranu kuzele v bodech P’ a )'. Dale sestrojime
fez kuzele rovinou A a také priisecnici r rovin o a A. Primka r protind fez kuzelové
plochy rovinou A\ ve dvou bodech P a ). Body P a () jsou krajnimi body prtiméru
hledané elipsy. Sdruzeny primér M*N* k priméru P*QF sestrojime pomoci stiedové
kolineace urcené stiedem V*, osou p* a dvojici odpovidajicich si bodéi P* a P*. V
této kolineaci odpovida elipse k’* (préimét podstavné hrany) elipsa 2c* (priimét fezu).
Analogicky sestrojime zbylé fezy a urcime ty ¢asti téchto rez lezici ve sténach jehlanu,

¢imz dostaneme hledanou priinikovou ¢aru.
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Zaver

Cilem této prace bylo sestrojit pruniky téles v riznych zobrazovacich metodach.
Prace miize slouzit studentim ¢i ucitelim deskriptivni geometrie jako doplnujici ma-
terial ke studiu ¢i vykladu dané latky. Soucasti prace je priloha, ktera obsahuje pred-

rysovana zadani fesenych tuloh.

Jelikoz studium priiniku téles zahrnuje Sirokou skalu pfipadi v zévislosti na sa-
motnych télesech, jejich poctu a jejich vzajemné poloze, nelze obecné popsat vsechny
situace, a proto jsme se omezili jen na vysetfovani priniku zakladnich téles. Dale jsme
se omerzili pfedevsim na priniky dvou téles. Uloha 2.5 vénovana priniku t¥i téles ndm
dava nahlédnout na rozdil mezi prinikem dvou téles a prunikem vice téles. Abychom
redukovali mnozstvi a obtiznost pomocnych konstrukci, a pfitom zachovali zakladni
princip fesSeni, volili jsme specialni polohy téles, konkrétné jejich podstav. Podstavy
téles jsme nejcastéji volili v primétnach, piipadné jsme podstavy obou téles umis-
tili do téze roviny. Diky tomu jsme se v tlohach mohli zabyvat predev§im samotnou

konstrukei priniku.
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Priloha

Zadant 2.1. 'V kotovaném zobrazeni sestrojte prinik danych kosych hranold, jejichz
podstavy ABC'D, EFGH lezi v prumétné a podstavy A’B'C'D’, E'F'G'H' lezi v téze

roviné s kladnou kétou.




Zadani 2.2. 'V kétovaném zobrazeni sestrojte prinik dvou jehlani, jejichz podstavy
ABCDE a KLMN lezi v prumétné. Vrcholy U a V jehlanti lezi na pfimce m rovno-

bézné s priamétnou (s kladnou kdtou).




Zadani 2.3. 'V Mongeové zobrazeni sestrojte prinik hranolu a jehlanu

. Podstava hra-
nolu lezi v narysné a podstava jehlanu lezi v pidorysné.




Zadant 2.4. 'V pravouhlé axonometrii sestrojte prinik dvou danjch kolmych jehland.
Podstava jehlanu ABCDEFV lezi v prumétné m a podstava jehlanu K LM N JU lezi

vV primeétné u.




Zadani 2.5. 'V pravouhlé axonometrii sestrojte prinik tii kolmych jehland J™, J” a
J". Podstava jehlanu J™ lezi v primétné m, podstava jehlanu J” lezi v primétné v a

podstava jehlanu J* lezi v primétné p.




Zadani 2.6. 'V kosouhlém zobrazeni sestrojte prinik jehlanu s hranolem. Podstava

KLMN hranolu lezi v roviné i a podstava jehlanu lezi v roviné .




Zadani 2.7. Ve stfedovém zobrazeni sestrojte prinik dvou danych hranoli. Podstavy

ABCD a EFGH lezi v roviné p = (nuf).




Uloha 2.8. 'V linearni perspektivé sestrojte priinik danych kolmych hranolfi. Podstava
ABCDEF lezi v zakladni roviné a podstava K LM N P lezi v roviné p kolmé k zaklad-

nici z.
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Zadani 3.1. 'V kétovaném zobrazeni sestrojte prinik valce a kuzele. Podstavy obou
téles lezi v pramétné m a vrchol V' kuzele lezi ve stejné roviné (s kladnou kdtou) jako

druhé podstava valce.




Zadani 3.2. 'V kétovaném zobrazeni sestrojte prinik dvou danych kuzeld. Podstavy
obou kuzelt lezi v prumétné 7 a vrcholy na téze pfimce m rovnobézné s primétnou (s
kladnou kétou).




Zadani 3.3. 'V Mongeové zobrazeni sestrojte prinik dvou danych valcti. Podstava

jednoho valce lezi v ptidorysné a podstava druhého vélce lezi v narysné.




Zadant 3.4. 'V Mongeové zobrazeni sestrojte prinik kulové plochy a rotacniho kuzele,

jehoz podstava lezi v ptidorysné.

o
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Zadani 3.5. 'V pravouihlé axonometrii sestrojte prinik dvou rotac¢nich kuzelid. Pod-

stava jednoho kuzele lezi v primétné 7 a podstava druhého kuzele v primétné pu.




Zadani 3.6. 'V kosouihlém zobrazeni sestrojte prinik rota¢niho kuzele a rotac¢niho

valce. Podstava kuzele lezi v primétné m a podstava valce v primétné pu.




Zadani 3.7. Ve stfedovém zobrazeni sestrojte prinik dvou danych kuzeld. Podstavy

obou kuzelfi lezi v roviné p. Vrcholy V a V' kuzelti leZi na nositelkdch NeU® a NU®.

ne




Zaddni 4.1. 'V kétovaném zobrazeni sestrojte prunik véalce a hranolu. Podstava ABC' D
hranolu a podstava valce o stredu S lezi v prumétné 7. Podstava A’B’C"D’ hranolu a

podstava valce o stfedu S’ lezi v téze roviné (s kladnou kétou).




Zadant 4.2. 'V Mongeové zobrazeni sestrojte prinik rotacniho kuzele a hranolu. Pod-

stava kuzele lezi v ptidorysné a podstava hranolu lezi v narysné.
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Zadant 4.3. V Mongeové zobrazeni sestrojte prinik kulové plochy a hranolu, jehoz

podstava lezi v ptidorysné.




Zadant 4.4. 'V pravouihlé axonometrii sestrojte prinik rotac¢niho valce a jehlanu.

stava jehlanu lezi v primétné 7 a podstava valce v pramétné pu.

Pod-




Zadant 4.5. 'V kosothlém zobrazeni sestrojte prinik rotacniho kuzele a jehlanu. Pod-

stava kuzele lezi v primétné 7 a podstava jehlanu v primétné pu.




