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Abstrakt

Prace se zabyva numerickou analyzou Teseni diferencialnich rovnic se zpozdénym argu-
mentem. Zejména je studovana rovnice pantografu, na niz je aplikovana #-metoda na
ekvidistantni a kvazi-geometrické diskretizacni siti. Kvalitativni vlastnosti metod jsou
demonstrovany na nékolika specialnich pfipadech rovnice pantografu.

Summary

The thesis deals with numerical analysis of delay differential equations. Particularly, the
f-method is applied to the pantograph equation considering equidistant and quasi-geometric
mesh. Qualitative properties of the numerical methods are demonstrated on several special
cases of the pantograph equation.
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1. Uvod

Diferencialni rovnice se zpozdénym argumentem, nebo také zpozdéné diferencialni rov-
nice (zkracené DDE z angl. Delay Differential Equations) jsou ¢astym pfedmétem moder-
niho matematického vyzkumu. Od obycejnych diferencidlnich rovnic (budeme vyuzivat
zkratky ODE z angl. Ordinary Differential Equations) je odliSuje, Ze kromé hodnoty sta-
vové veli¢iny v daném case v nich vystupuji rovnéz néjaké jeji hodnoty v ¢ase minulém. To
umoznuje v mnoha realnych aplikacich podrobnéji vystihnout skutec¢né vlastnosti zkouma-
ného problému. Oblasti, ve kterych lze narazit na modely formulované s vyuzitim DDE,
je cela fada. Jedna se zejména o problémy ve strojnim inzenyrstvi, fyzice, mediciné, ¢i
ekonomii a dalsich oblastech aplikované matematiky.

Problémem je, ze analytické feseni DDE neni mnohdy tplné snadné, resp. je casto
zcela nemozné. Z tohoto divodu se vyzkum vénuje zejména numerickym metodam feseni
DDE. Ackoliv jsou mnohé numerické metody znamy a také fadné analyzovany, je stale
zadouci hledat metody lepsi ve smyslu nizsi vypocetni narocnosti, ¢i vyssi stability. Dalsim
problémem je pak velka riznorodost DDE. Tyto rovnice lze rtiznymi zptsoby klasifikovat
na vice typu, které vykazuji zasadné odlisné chovani. Aplikaci numerickych metod je tak
obvykle tfeba zkoumat pro konkrétni typ rovnice.

Cilem této prace je popsat zakladni pojmy z teorie DDE a uvést nékteré technické apli-
kace. Dalsim cilem je popsat vybrana numerickd schémata. Dliraz je v této préaci kladen
na tzv. f-metody. Je zde zkoumano chovani téchto metod pfi aplikaci na rovnici panto-
grafu, kterda ma siroké uplatnéni v matematickém modelovani. Numerické experimenty
v této praci maji za ukol demonstrovat nékteré vlastnosti metod, zejména co se tyce je-
jich stability. K praci jsou pfilozeny programy napsané v prostfedi Matlab, umoziujici
provérit popsané numerické experimenty, pfipadné provadét dalsi pokusy a analyzy.

Ve druhé kapitole se nachézi popis zakladnich pojmu, klasifikaci a definic z teorie DDE.
Je zde uvedena rovnice pantografu, metoda krokd pro feseni DDE, véty zabyvajici se
existenci a jednoznacnosti feseni studovanych rovnic a kvalitativnimi vlastnostmi feseni.
Konec kapitoly je vénovan vybranym technickym aplikacim DDE.

Treti ¢ast se vénuje uz samotnym numerickym metodam pro DDE. Je zde popsana
f-metoda se dvéma riznymi pristupy k ¢asové diskretizaci: ekvidistantni siti s konstantnim
krokem a kvazi-geometrickou siti. Déle jsou zde uvedeny riizné typy stability numerickych
metod pro DDE.

Ve ¢tvrté kapitole je na nékolika prikladech specifickych tvart pantografové rovnice
ukézano chovani feseni ziskaného numerickymi metodami uvedenymi ve tieti kapitole.
Je zkouméana H-stabilita metod pro rtznou volbu vstupnich parametri. Dale jsou zde
uvedeny nékteré postacujici podminky pro zachovani stability numerického feSeni. Pro
specifické pripady je ukazano riziko chybné analyzy numerického feseni, pokud neni vyse-
tfeno na dostatecné velkém casovém intervalu. Metody jsou také mezi sebou porovnany
z hlediska vznikajici numerické chyby.

Hlavnim zdrojem poznatkt o zpozdénych diferencidlnich rovnicich a metodéach pro je-
jich TeSeni je pro tuto praci kniha autori Bellena a Zennara s ndzvem Numerical methods
for delay differential equations [1]. Dalsimi zdroji, které jsou na odpovidajicich mistech
citovany, jsou pak zejména vybrané c¢lanky zabyvajici se pantografovou rovnici, 8-meto-
dami, jejich stabilitou a souvisejici problematikou.



2. TEORIE ZPOZDENYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC
2. Teorie zpozdénych diferencialnich
rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat teorii zpozdénych diferencialnich rovnic a jejich za-
kladnimi vlastnostmi. Uvedeme zde prislusnou terminologii a obvykle pouzivané znaceni.
Dlezité jsou pojmy stability DDE a hladkosti feSeni a dale také podminky pro existenci
a jednoznacnost feseni. Zvlastni pozornost je vénovana rovnici pantografu, pro kterou jsou
déle zkoumany numerické metody v dalsich kapitolach. Na konci kapitoly jsou zminény
nékteré technické aplikace zpozdénych diferencialnich rovnic.

Zakladni pojmy

Nejprve uvedme nékteré zakladni pojmy a zavedme znaceni, které bude konzistentné pou-
zivano déale. Pod pojmem zpozdéna diferencialni rovnice budeme v tomto textu uvazovat
diferencialni rovnici, kde se na pravé strané nachéazi ¢leny se zpozdénym argumentem.
Tu budeme navic obvykle uvazovat doplnénou o pocatecni podminku. Mame tedy rovnici
ve tvaru

y/(t> :f(t7y(t_7-1>7'--7y(t_7-n>>7 t Zt07 (2 1)
y(t) =2(t),  t<to, '
kde7; > 0,7 =1,...,njsou jednotliva zpoZdeni. Za ty, obvykle bereme pocatek ¢asové osy,

tedy ¢ = 0. Funkci ®(¢) nazyvame pocdatecni funkce. Tato funkce zde nahrazuje pocate¢ni
hodnotu a to z diuvodu existence zpozdénych ¢lenti. Je definovana na intervalu (p, o), kde

o= pin, {migt =}

Jinymi slovy takovy interval je tak velky, aby obsahl vSechny zpozdéné cleny.

Na pravé strané rovnice se mohou rovnéz vyskytovat derivované zpozdéné cCleny, ¢imz
dostavame tzv. Neutrdlni zpoZdénou diferencidlni rovnici (NDDE). Témto rovnicim se
vsak v této praci hloubé&ji vénovat nebudeme.

Klasifikace podle typu zpozdéni

Zpozdéni T je v obecném pripadé néjakou funkci. Na charakteru této funkce pak zavisi
celkové chovani rovnice a zejména narocnost jejiho feseni. Podle zpozdéni lze DDE kla-
sifikovat riznymi zpusoby. Nejdiive to provedme podle toho, na ¢em je funkce 7 zavisla.
Mame tfi zékladni typy:

e 7 = konst.,
o 7 =1(l),
o 7=1(t,y(t))

Zakladnim ptipadem DDE je rovnice s konstantnim zpozZdénim, tedy kde 7 = konst.. Ta-
kové rovnice jsou nejbéznéjsi pro popis realnych technickych problémi. Vlastnosti téchto
rovnic byly jiz vydatné prozkoumany, i co se tyce jejich numerického feseni.



2.1. ROVNICE PANTOGRAFU

Slozitéjsi rovnici dostaneme pro pfipad zpoZdeni zdvislého na case, tedy 7 = 7(t).
Reseni takovych rovnic neni jednoduché a mnohdy vyzaduje individudlni piistup podle
konkrétniho tvaru rovnice. U tohoto typu rovnic je vétSinou potieba uchylit se k numeric-
kému feseni. Témto rovnicim je vénovana hlavni ¢ast této diplomové prace, zejména pak
specialnimu pripadu, rovnici pantografu.

Nejkomplikovanéjsim pripadem je potom rovnice se zpoZdenim zdvislém na stavu, tedy
T =7(t,y(t)). Témto rovnicim se v této praci vénovat nebudeme.

2.1. Rovnice pantografu

Viyznamnym piikladem DDE s casové zavislym zpozdénim je tzv. rovnice pantografu.
Nézev pochézi z ¢lanku Ockendona a Taylera [21], kde autofi odvodili tuto rovnici pro
popis pohybu pantografu elektrické lokomotivy po dratu elektrického vedeni. Postupem
casu se vsak ukézalo, ze tato rovnice ma celou fadu dalsich aplikaci v oblastech aplikované
matematiky, mechaniky, ekonomie a dalSich. V této praci bude rovnici pantografu véno-
vana zvysena pozornost, zejména pak zptisobtim numerického feSeni této rovnice. Nékteré
aplikace této rovnice (a dalsich DDE) jsou uvedeny v podkapitole 2.6.

Podoba rovnice je nasledujici. Mé&jme d € N dimenzi tlohy a A, B, C' komplexni matice
o rozmérech dx d. Cislo q € (0, 1) je koeficient tzv. proporciondiniho zpozdéni 7(t) = t—qt.
Pak rovnici pantografu rozumime rovnici

y'(t) = Ay(t) + By(qt), t>0. (2.2)
Obecnéjsim pripadem je potom neutralni rovnice pantografu obsahujici derivovany
zpozdény c¢len na pravé strané:

y'(t) = Ay(t) + By(qt) + Cy'(qt), t>0.

Dalsimi specidlnimi pfipady mohou byt rovnice, které na pravé strané obsahuji vice
zpozdénych ¢lent, které mohou mit navic kazdy jiné zpozdéni. Z toho divodu uvedeme
pro uplnost jesté zcela obecny zapis neutralni rovnice pantografu:

yt)=rty@),y(at),...,ylqt),y' (rit),...,y'(rnt)),  ¢t>0,
kde ¢;,7; € (0,1),i=1,....kaj=1,...,L

Zvlastni vlastnosti pantografové rovnice je, ze ma tzv. zanikajici zpozZdéni (angl. va-
nishing delay). Konkrétné v tomto pfipadé zpozdéni zanikd v bodé ¢ = 0. Z tohoto
divodu je mozné rovnici doplnit obycejnou poc¢ateéni podminkou

y(0) = y,,

kde y, € C¢ je vektor pocatecnich hodnot. Druhou moznosti je zvolit, jak je to obvyklé
pro jiné typy DDE, pocatec¢ni podminku ve tvaru pocatecni funkce definované na intervalu
(q,to), to > 0. pfed pocéatkem, tedy

y(t) =2(t), t<to. (2.3)



2. TEORIE ZPOZDENYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Takto zadand pocateéni podminka je pro nas vyhodné&jsi, nebot ji lze lehce aplikovat
na numerické algoritmy uvedené v dalsim textu.

Je zfejmé, zZe se slozitosti rovnice vyznamné stoupa i narocnost vyzkumu prislusnych nu-
merickych metod pro jeji feseni. My se v této praci zaméfime zejména na rovnici s jedinym
zpozdénym nederivovanym ¢lenem. Budeme se tedy zabyvat poc¢atecni ilohou sestavajici
z rovnic (2.2) a (2.3). Dostavame tak
y'(t) = Ay(t) + By(qt),  t=>to, (2.4)
y(t) = ®(t), t < to. '

Poznamka. Zpozdéné ¢leny na pravé strané pantografové rovnice jsou zavislé na gt. Ekvi-
valentné je lze zapisovat v klasické podobé jako zavislé na t — 7(t), kde 7(¢t) = t(1 — q).

2.2. Hladkost rfeSeni

Zajimavosti DDE je, Ze jeji feseni neni obecné hladké. Zejména v misté napojeni pocatecni
funkce ®(t) na feSeni y(t) vznika nespojitost v prvni derivaci, protoze

Y ()" # @' (t) "

Tedy derivace feSeni zprava v poc¢atku se nerovna derivaci poc¢atecni funkce zleva v pocatku.
Obecné tak plati, Ze Feseni y(t) je pouze t¥idy C* na ngjakém integrac¢nim intervalu (¢, tr),

a to i za predpokladi, ze funkce f,7 a ® jsou tridy C*°. Je ukazano, ze vSak dochazi k

postupnému vyhlazovani feSeni a plati, ze FeSeni y(t) je tfidy C™ pro libovolné n, pro

dostatecné vysoké t. Toto vSak neplati pro NDDE.

Body, kde dochézi k nespojitosti nékteré z derivaci funkce y(¢) maji potom zasadni
vliv zejména na chovani numerickych schémat pro feseni DDE. Ukazalo se, Ze je nutné
tyto body nespojitosti zahrnout v diskretizacni siti numerické metody. Proto potifebujeme
vysettit, kde se takové body nachéazeji. Obecné poloha bodu zavisi zejména na podobé
zpozdéného argumentu «(t) =t — 7(t, y(t)).

V pripadé rovnic s konstantnim zpozdénim je to snadné. Potencionalni body nespo-
jitosti jsou to + k7, k = 0,1,2,.... Naopak pro pripad zpozdéni zavislého na stavu je
vysetfovani hladkosti feseni velmi komplikované. Pro vice informaci se odkazeme na knihu
Bellena a Zennara [1], kde je tato problematika prozkoumana podrobné. Nés vsak zaji-
maji pfedevsim rovnice s ¢asové zavislym zpozdénim, a proto zde uvedme nékteré jejich
vlastnosti.

Predevsim nas bude zajimat typ rovnic se zanikajicim zpoZdéenim, jelikoz sem spada i jiz
zminéna rovnice pantografu. V okoli bodu, kde zpozdéni 7 iplné zanika, vznika nekonecné
mnoho bodu nespojitosti vyssich derivaci (pro blizsi odavodnéni viz [1]). Abychom se
takovému piipadu vyhnuli, budeme pfi aplikaci numerickych metod obvykle pozadovat
platnost nasledujici hypotézy.

(H;) Existuje konstanta 75 > 0 takova, ze 7(t) =t — a(t) > 19, Vt € (to,ty).



2.3. METODA KROKU

To nam zajisti zejména konecny pocet bodu nespojitosti na zvoleném uzavieném inter-
valu. Abychom zajistili platnost této hypotézy, musime v numerickém vypoctu uvazovat
prvni bod ¢asové diskretizace ty mimo bod, ve kterém zanika zpozdéni. O tom vice v ka-
pitole 3. Dalsi hypotéza

(HQ) hmt_>oo O[(t) = 00,

potom zarucuje, ze bude dochazet k jiz zminénému vyhlazovani feSeni. Pro tplnost jesté
pridejme tfeti hypotézu:

(Hj) Existuje konstanta 7 > 0 takova, ze 7 =t — «a(t) <, Vte€ (to, ty).

Tato hypotéza by implikovala ohranicenost zpozdéni 7. Lze si povSimnout, ze Hs implikuje
H,, to ovSem neplati obracené. Zejména pro pfipad rovnice pantografu nejsou funkce
a(t) = qt, ani 7(t) = t(1 — q) ohrani¢ené a tak nelze platnost Hz uvazovat. V mnoha
aplikacich se pfedpoklada platnost dalsi hypotézy:

(Hy4) Zpozdény argument «(t) je rostouci funkce pro vSechna ¢ € (to,t).

Vlastnost H, ziejmé plati jak pro rovnice s konstantnim zpozdénim tak i rovnice s pro-
porcionalnim zpozdénim.

Z numerického hlediska je dilezity fakt, ze pokud neni splnéna hypotéza Hs, a funkce
7(t) a «(t) nejsou ohranicené, zavisi feSeni y(¢) na vyznamné velké ¢asti svych minulych
hodnot, které je potfeba uklddat pro numericky vypocet. Tato ¢ast minulosti, kterou je
potieba ukladat, s postupem cCasu roste neomezené. Ziejmé je vhodné se zabyvat tim, jak
tuto vlastnost oSetfit, nebot zvysuje vypocetni ndroénost numerickych metod.

2.3. Metoda kroku

Diilezitym nastrojem pro vysetfovani vlastnosti numerickych metod nam bude metoda,
ktera je obvykle v literatufe nazyvana jako metoda krokiu. Nejedna se o numerickou me-
todu, ale o metodu analytickou. Jeji podstatou je postupné prevadéni DDE na pocatec¢ni
problém ODE; a to na posloupnosti na sebe navazujicich vhodnych intervali (generované
na zékladé tvaru zpozdénych argumentii). Pfevedeni na ODE docilime vhodnou nahra-
dou zpozdéného ¢lene néjakou funkei, jejiz podobu znadme bud z pfedchozich kroki, nebo
z pocatecni podminky. Postup opakujeme v kazdém kroku metody, ¢imz vzdy ziskame
feSeni na néjakém dalsim intervalu. Vysledné celkové feseni pak ziskdme slozenim téchto
dil¢ich feseni. Uvedme si nyni konkrétni postup pro pocatecéni tlohu (2.4).

Méjme sit bodt {t_1 = 0,%,1,...,tr}, které ndm vytvaii intervaly, na kterych budeme
postupné hledat feSeni. Sit zvolime tak, aby pro jednotlivé jeji intervaly platilo

qt € <ti_1,ti> pro vSechna t € <ti,ti+1>, 1=20,... ,f — 1. (25)

Takovou siti bude geometrickd sit, jejiz zavedeni je podrobné vysvétleno v kapitole 3.1.
Nyni pouze pfedpokladejme, Ze takovou sit spliiujici (2.5) méme k dispozici. Pro srozu-
mitelnost jesté uvedme, ze feSeni rovnice na intervalu (¢;_1,¢;) budeme znacit y,(t). Na
prvnim intervalu (0, o) je feSeni ddno pocate¢ni funkci, tedy mame y,(t) = ®(1).

6
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V dalsim kroku hleddme feseni DDE

y1(t) = Ay, (t) + By, (qt), t € (to, 1),
Y1(to) = Yo(to)-

Zpozdény ¢len y,(qt) lze vSak nahradit funkei y§(t) = y,(qt), nebot diky vhodné zvolené
siti plati, ze y,(qt) = y,(qt),Vt € (to,t1) . Tim dostaneme pocatecni tlohu ODE ve tvaru

{maw~wxw+3%@» t € (to,th),
yl(t0> =Y (t0>7

jejiz tfeseni spocteme obvyklym postupem znamym z teorie ODE. V dalsim kroku pak
toto feSeni y,(t) opét pouzijeme pro ndhradu zpozdéného clene.
Obecné v n-tém kroku tedy fesime tlohu

Yn(t) = Ay, (t) + By, _1(1), 1€ ({ta-1,n),
Yo(tn1) =Y, 1(tn1)s

) B ®(qt), t <t
n1(t) = {,yn_l(qt)7 t e (th-1,tn).

Postup opakujeme az do pozadovaného casu.

Pouzivanim analytického feseni vsak tato metoda zfejmé nebude pfilis prakticka k feseni
uloh. My ji zde v8ak uvadime, nebot je v praxi pouzivana pro vySetfeni stability a dalsich
vlastnosti diferencialnich rovnic a pfislusnych numerickych metod.

Soucasti prilohy této prace je kéd pro prostiedi Matlab, kde je tato metoda zpraco-
vana. Jednad se o soubor metoda kroku.m. Metoda je zpracovana jako funkce pro tento
software a je pouzita v nékterych skriptech v kapitole 4. Rovnéz je pfiloZzena metoda
metoda kroku ekv.m, kterd funguje na stejném principu, avsak s tim rozdilem, ze vy¢isli
spoctené analytické feSeni na ekvidistantni sit. Aplikaci metody krok si ¢tenaf ziejmé po-
vSimne ¢asové narocnosti vypoctu, nebot analytické feSeni soustav ODE je velmi pomalé
ve srovnani s aplikaci vhodnych numerickych metod.

2.4. Existence a jednoznacnost reseni

V této podkapitole uvedme nékolik zakladnich matematickych vét ohledné existence a jed-
noznacnosti feSeni DDE. Méjme pocatecni tilohu s ¢asové zavislym zpozdénim

{y@>=f@w@xy@—7@»» o<t <ty, (26)

y(to) = Yo-
Existence a jednoznacnost feseni této tlohy zavisi zejména na spojitosti funkce f(¢,u,v)

vzhledem k ¢ a Lipschitzovské spojitosti vzhledem k u a v, a tedy u nasledujicich vét 1ze
vidét podobnost s teorii ODE. Lokalni existenci feSeni popisuje nésledujici véta.
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Véta 2.1 (Lokélni existence). Méjme pocdtecni ulohu (2.6) a predpoklidejme, Ze funkce
f(t,u,v) je spojitd ma oblasti A C (to,t;) x R? x R? a lokdlné Lipschitzovsky spojitd
vzhledem k w a v. Navic predpoklidejme, Ze funkce zpoZdéni T(t) > 0 je spojitd na
(to,ty),7(to) = 0 a ddle, pro néjaké & > 0, plati t — 7(t) > ty na intervalu (to,to + &).
Potom pocdtecni tloha (2.6) ma jediné teseni na intervalu (to,ty + &) pro néjaké § > 0
a toto Tesent zavisi spojité na pocdtecni podmince.

Za stejnych predpokladt 1ze ukazat, ze takové feSeni lze prodlouzit az na maximalni
feseni definované na intervalu (ty,b), kde to, < b < ty, z ¢ehoz plyne nasledujici véta.

Véta 2.2 (Globalni existence). Pokud za stejnijch predpokladi, jako ve vété 2.1, je jediné
mazimalni Tesent ulohy (2.6) ohranicené, pak existuje na celém intervalu (to,ty).

Pro globalni existenci feSeni je jesté nutné znat néjakou hranici feSeni, kterd je déna
nasledujicim dtsledkem predchozich vét.

Dusledek 2.3. Necht plati predpoklady véty 2.1 a ddle jesté predpoklddejme, Ze funkce
f(t,u,v) spliiuje podminku

|[f(t,u,0)] < M() + N(E)(|ul + |v])

na (to,t;) x R4 x RY, kde M(t) a N(t) jsou spojité kladné funkce na {(to,t;). Potom veseni
ilohy (2.6) existuje a je jednoznacné na celém intervalu (to,ty)

Dikazy uvedenych vét (a také obecnéjsich vét pro rovnice s obecnym zpozdénim) lze
dohledat v literatute [1] a [8].

2.5. Stabilita a kontraktivita DDE

V této podkapitole definujeme nékolik zasadnich pojmii, konkrétné kontraktivitu a asympto-
tickou stabilitu rovnice, tak, jak jsou definovany v literatufe, napt. v [1] a [13]. Jsou to
dilezité vlastnosti rovnic, které udavaji, jaké dané rovnice vykazuji chovani a souvisi za-
sadné s jejich Tesitelnosti. Navic tyto vlastnosti potfebujeme pro naslednou analyzu stabi-
lity samotnych numerickych metod. Dale uvedeme nékolik souvisejicich vét, které se vzta-
huji na konkrétni podobu rovnice. Kromé obecného tvaru DDE se zaméifime predevsim
na rovnice se zanikajicim zpozdénim, kam spada i ndmi studovana rovnice pantografu.

2.5.1. Obecna nelinearni rovnice DDE

Uvazujme pocatecni problém, resp. rovnici s po¢ateéni podminkou

{y'<t>=f<t,y<t>,y<t—f<t>>>, t> to, (2.7)
y(t) = ®(t), <t

kde f € CY((to,t5) x C¢ x C4 C?) a casové zéavislé zpozdéni 7(t) je spojité a spliuje
hypotézu (H).
Spolu s (2.7) uvazujme také pocatecni problém

{y'@) = ft ). gt — (1),  t>t,

yt)=d(t), t<ty, (2.8)
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se stejnou pravou stranou f(,y, x), ale s rozdilnou po¢atetni funkei ®(t). Definujme déle

oy(t) = y(t) —y(t),

5B(t) = B(t) — B(1).

Pro nasledujici definice kontraktivity a asymptotické stability rovnic jesté potrebujeme
zavést spojité funkce Y (¢) a X (¢) néasledovné.

R((f(t7y17x> - f(t,yz,l’)) ) (yl - y2>)

Y(t) > sup : : (2.9)

T,Y17Y2 ||y1 - y2||

* t t
X(t) Z Sup ||f( 7y7xl> B f( 7%1’2)”7 (210)

Y,T1#T2 ||l‘1 - $2||
kde a - b znadi skalarni sou¢in v C? a || - || je pfislusnd norma, R(-) zna¢i realnou ¢ast

komplexniho ¢isla.

Definice 2.4. Relfneme, ze rovnice DDE (2.7) je kontraktivni, pokud pro jakoukoliv jinou
pocatecni funkci ®(¢) plati, ze rozdil dy(t) feseni rovnic (2.7) a (2.8) spliiuje podminku

loy@)ll < max[lo@(2)ll, ¢ =to. (2.11)

Definice 2.5. Rekneme, Ze rovnice DDE (2.7), nebo také jeji feseni y(t), je asymptoticky
stabilni, pokud pro jakoukoliv jinou pocateéni funkci ®(t) plati, Ze rozdil dy(t) FeSeni
rovnic (2.7) a (2.8) spliiuje podminku

lim dy(t) = 0. (2.12)

t—o00
Pro takto definované pojmy jiz mtizeme uvést nasledujici véty.

Véta 2.6. Meéjme rovnice DDE (2.7) a (2.8) a spojité funkce Y (t) a X(t) dan€ vztahy
(2.9) a (2.10). Pokud plati

Y(t)+ X(t) <0, >t

pak je rovnice (2.7) kontraktivni (tedy plati podminka (2.11)) pro vSechny pocatecni funkce
®(t) a pro vSechna zpozdéni T(t) spliujici hypotézu (Hy).

Véta 2.7. Méjme rovnici DDE (2.7). Pokud pro spojité funkce Y (t) a X(t) dané vztahy
(2.9) a (2.10) plat?
Y(H) <Y <0, t>t,

a pro néjaké nezdporné redlné cislo R < 1 plati
RY (t) + X(t) <0, t > to,

pak je rovnice (2.7) nejen kontraktivni, ale také asymptoticky stabilni (tedy plati podminka
(2.12) ) pro vSechny pocdtecni funkce ®(t) a pro vsechna zpozZdeni T(t) spliugjici hypotézy
(Hy) a (Hsy). Navic, pokud plati také hypotéza (Hs), je mira konvergence v podmince
(2.12) alespori exponencidlni.

Dikazy obou vét lze nalézt v [1].
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2.5.2. Rovnice se zanikajicim zpozdénim

Nyni se zaméfme na problematiku rovnic se zanikajicim zpozdénim, kde mtizeme uvedené
véty diky nékterym vlastnostem rovnic preformulovat. Také zde uvedeme, jaky je vyznam
téchto vét pro pantografovou rovnici.

Uvazujme opét rovnici (2.7), kde vSak tentokrat pro zpozdéni 7(t) plati

T(to) >0a T(t) > 0, VYt > to. (213)

To znamena, ze bod t; je jediny, ve kterém muize dojit k zaniku zpozdéni. V tom piipadé,
jak jiz bylo uvedeno, se poc¢ateéni podminka redukuje na vztah y(to) = y,.

Opét budeme potFebovat pro srovnani rovnici (2.8), kterd ma znovu stejnou pravou
stranu f(t,y, x), ale jinou pocatecni funkci ®(t). Dale mé&jme

oy(t) = y(t) —y(1),

0®(1) = (1) — ®(1),

0Yo = Yo — Yo
a zavedme novou spojitou funkci Y'(¢) jako
Y(t) = sup plfy(t,y, )], (2.14)
y,ucCd

kde p-] je tzv. logaritmickd norma matice definovana jako

I Ll -1
w[L] = lim —H +eL )
e—0 £

S takto zavedenymi pojmy lze jiz véty o kontraktivité a asymptotické stabilité prefor-
mulovat do jediné nasledujici véty.

Véta 2.8. Méjme rovnice DDE (2.7) a (2.8) a spojité funkce X(t) a Y (t) dan€ vztahy
(2.10) a (2.14). Pokud plati

Y(t)+X(t) <0,  t>t, (2.15)

pak je rovnice (2.7) kontraktivni pro vSechny pocatecni funkce ®(t) a pro vsechna zpozdéni
T(t) spliugict (2.13).
Na druhou stranu, pokud plati

a pro néjaké nezaporné redalné cislo R < 1 plati
RY (t)+ X(t) <0, t > to, (2.17)

pak je rovnice (2.7) nejen kontraktivni, ale i asymptoticky stabilni pro vSechny pocdtecni
funkce ®(t) a pro vsechna zpozdéni T(t) spliujici (2.13) a hypotézu (Hy) na (to + H, 00)
pro néjaké H > 0. Navic, pokud plati také hypotéza (Hs), je mira konvergence v podmince
(2.12) alespon exponencidlny.

Dikazy obou vét lze opét nalézt v [1].

10



2. TEORIE ZPOZDENYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

2.5.3. Rovnice pantografu

Konkrétnim pfipadem rovnice se zanikajicim zpozdénim je ndm jiz zndmé rovnice panto-
grafu. Nejprve vezméme pantografovou rovnici s nestacionarnimi ¢leny A a B a pocatkem
tg = O, tedy

y'(t) = A()y(t) + B(t)y(at),  t=0,

y(0) = y,.

Pak muzeme nékteré vztahy z véty 2.8 vyjadfit lépe. Konkrétné nerovnost (2.15) lze
napsat jako
plA@]+B@) <0,  t=>0.

Podminka kontraktivity tak nabude tvaru
ly@I < llyoll, vt =0.
Déle vztahy (2.16) a (2.17) pfejdou na
wlA(t)] <Yy <0, t>0,
RulA(D] +[[B@A)|| <0, =0,
Jejich platnost implikuje také splnéni podminky asymptotické stability

lim y(t) =0

t—o00

pro néjaké g € (0,1) a v8echny pocateéni hodnoty y,. Konkrétné ||y(¢)| konverguje mo-
noténné k nule, avSak ne nutné exponencialné, nebot hypotéza (H3) neni v pfipadé pan-
tografové rovnice splnéna.

Pro pfipad skalarni pantografové rovnice
(2.18)

kde a,b € C, dokéazali Kato a McLeod [14], nasledujici vétu.

Véta 2.9. Skaldrni pantografovd rovnice (2.18) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz

platt
R(a) <0, (2.19)
|af > [b].

Déle zavedme nésledujici znaceni. Nechf o[-] znac¢i spektrum matice (tj. mnozinu je-
jich vlastnich ¢isel), a p[-| spektralni polomér matice (tj. maximum z absolutnich hodnot
vlastnich ¢isel). Pak pro vektorovou pantografovou rovnici (2.2), kterou jsme uvedli dfive,
plati nasledujici véta, kterou dokazal Iserles [11].

Véta 2.10. Pantografovd rovnice (2.2) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz je spl-
néno

{)\ € o[A] = R()) <0, (2.20)

plA71B] < 1.

11
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Kdyz vime, na kterych c¢lenech rovnice zavisi jeji asymptoticka stabilita, pak mtzeme
zavést tzv. analytickou oblast asymptotické stability jako mnozinu k-tic takovych cleni,
pro které plati, Ze je dané rovnice asymptoticky stabilni.

V obecném vektorovém tvaru rovnice mame matice A a B, které jsou obecné rozméru
d x d. Ozna¢me {a;;}¢;_; mnozinu prvki matice A a {b;;}¢;_; mnozinu prvki matice B.
Méjme k = 2d? podet téchto prvki.

Definice 2.11. Analytickd oblast asymptotické stability pantografové rovnice (2.2) je
mnozina S, k-tic prvka {a;, b;}¢,_, matic A a B takovjch, Ze plati (2.20).

Pro skalarni pfipad pantografové rovnice mtizeme tuto oblast podle véty 2.9 definovat
nasledovné.

Priklad 2.12. Analytickd oblast asymptotické stability skalarni pantografové rovnice (2.18)
je mnozina S, dvojic ¢isel (a,b) spliujicich (2.19).

Nazorné muizeme tuto oblast vyobrazit jako na obrazku 2.1.

1.5
1
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:
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Obrazek 2.1: Analytické oblast asymptotické stability S,

Takto definované oblasti stability rovnic jsou dilezité pro analyzu stability nume-
rickych metod pro jejich feseni. V zasadé se jedna o problém hledani takové numerické
metody, ze mnozina k-tic, pro které dava metoda stabilni Feseni, obsahuje analytickou
oblast asymptotické stability dané rovnice. Blize je toto rozebrano v kapitole 3.2.
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2.6. Technické aplikace DDE

Jak jiz bylo zminéno v tivodu prace, aplikaci DDE je v dnesni dobé mnoho v celé fadé
védnich a technickyjch oborti. Pomoci DDE lze modelovat rtizné problémy z oblasti stro-
jirenstvi, dopravy, ekonomie, robotiky, ¢i biologie a spousty dalsich odvétvi. Zpozdény
¢len na pravé strané rovnice vystihuje zavislost stavové veli¢iny na své hodnoté v néja-
kém minulém case. Mize se stat, ze lze dany problém modelovat pomoci jednodussiho
(a v praxi snadnéji fesitelného) ODE modelu, avsak je otazkou, jestli tak nedochézi k za-
sadnim nepfesnostem. Pouziti DDE modelu tak obvykle bereme jako krok k preciznéjsimu
popisu dané problematiky. Nize pro ilustraci uvedeme nékolik konkrétnich modelti, které
vyuzivaji poc¢atecnich problému DDE.

2.6.1. Konstantni zpozdéni

Rovnice s konstantnim zpozdénim jsou zdkladnim typem DDE a také se v praxi vysky-
tuji castéji. Zpozdéni v daném problému obvykle vznika néjakymi fyzikalnimi limitacemi
systému. Mize dochéazet napr. ke transportnimu zpozdéni, které je dano omezenou rych-
losti proudéni kapaliny vyznamné dlouhym potrubim. Ke komunika¢nimu zpozdéni, da-
ném omezenou rychlosti sifeni signalu na velkou vzdélenost, mtze dojit napt. pfi fizeni
stroji ve velkych podmoiskych hloubkach nebo ve vesmiru. V komplikovanych robotic-
kyrch systémech zase mtize dochéazet k informac¢nimu zpozdéni, daném dobou reakce stroji,
prip. vypocetni dobou néjakého tkonu.

U obrabécich a frézovacich stroji, nebo u robotti s néjakym pruznym komponentem,
miize zpozdény ¢len piesné modelovat chvéni stroje pii jeho praci. Radu zajimavych apli-
kaci z oblasti technologie obrabéni a robotiky lze nalézt v monografii [23].

Dalsim prikladem budiz model stavebniho jetfabu, kde je zpozdény c¢len pouzit k popisu
oscilaci pri vykyvu télesa zavéseného na mechanickém rameni jefabu. V aplikaci z oblasti
dopravy, kde diferencialni rovnici popiseme rychlost vozidel, se také da vyuzit zpozdéného
¢lene. Rychlost vozidla v daném misté totiz zavisi také na rychlosti vozidel, které projely
pfed nim. Téchto modeli se pak d& vyuzit pfi analyze a navrhu dopravni infrastruk-
tury. Uvedené piiklady jsou blize zpracovany v bakalaiské praci J. Kra¢mara [15]. Mnoho
dalsich aplikaci 1ze nalézt v publikaci T. Erneuxe [7].

Velmi zajimavé jsou aplikace DDE v oblasti matematické biologie, kde jimi lze po-
psat vyvoj populace néjakych tvort. Zpozdéni zde reprezentuje urcitou reakcéni dobu,
napf. periodu dozravani jedince, nebo dobu obnoveni zdroji umoziujici dalsi rist po-
pulace. Uvod do této problematiky zpracoval ve své publikaci Murray [20], dalsi zminka
je opét v praci [15]. Komplikovanéjsi modely dynamického ristu populace pouzivajici
dokonce zpozdéni zavislé na stavu predstavili napi. Zaghrout a spol. [25].

2.6.2. Rovnice pantografu

V této préci je vénovana pozornost zejména rovnici pantografu a proto si uvedme i néjaké
konkrétni aplikace této rovnice. Vyznamné vyuziti ma mimo jiné v oblasti vyzkumu te-
orie dynamickych systému, viz napt. prace Derfela [6]. V ¢lanku Iserlese [11] lze nalézt
dalsi odkazy na aplikace v oblasti teorie pravdépodobnosti, vyzkumu specifickych druhi

vvvvvv

chovéani nevodivych materialid. V kazdé praci zabyvajici se rovnici pantografu vsak nelze
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opomenout prvotni aplikaci téhle rovnice, ze které pochazi jeji nazev. Tou aplikaci je po-
pis pohybu pantografu elektrické lokomotivy po elektrickém vedeni. Autory ptvodniho
¢lanku z roku 1971 jsou Ockendon a Tayler [21].

Odvozeni pantografové rovnice je velmi komplikovana zalezitost, ziejmé také proto, ze
v dobé odvozeni nebyla teorie DDE nijak vyznamné prozkoumana. Zde uvedeme jenom
stru¢ny souhrn. Pro vice informaci ¢tenafe odkazeme na ptvodni ¢lanek. Model celého
systému pantografu a elektrického vedeni je znazornén na obréazcich 2.2 a 2.3. Elektrické
vedeni sestava z dratu, ktery je provéSeny mezi jednotlivymi pruznymi podporami. Sa-
motny pantograf pak sestava ze dvou hmotnych téles m, a ms, kterd jsou spojena pruzi-
nami a tlumi¢i mezi sebou a taktéz se stiechou lokomotivy. Veli¢ina P(t) pak udéava silu,
kterou ptisobi pantograf na vedeni ve vertikdlnim sméru. UvaZzované lokomotiva (panto-
graf) se pohybuje konstantni rychlosti U v naznaceném sméru.

_’U

Obrazek 2.2: Model elektrického vedeni [21]

1Pct)

my
::I*”l hy

my
Tp. To

Obrazek 2.3: Model pantografu [21]

Zohlednénim vsech fyzikalnich vztaht v tomto systému a také omezujicich podminek
(zabranujici ztraté kontaktu pantografu s vedenim) pak autofi ¢lanku odvodili rovnici
dY
pri AY (t) + BY (qt), t>0, (2.21)
kde neznamad Y (t) = (p(t), y(t), z(t),w(t))r. Funkce y(t), z(t) zndzoriuji svislé vychyleni
hmotnych téles my, mo; funkce ¢(t), w(t) reprezentuji svislou vychylku elektrického vedeni.
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Matice A, B rozméru 4 x 4 pak obsahuji celou fadu konstant, danych fyzikalnimi vlast-
nostmi materiali, tuhosti pruzin, silou P(¢) a podobné. Doplnénim o vhodnou poéate¢ni
podminku pak uvedena rovnice uplné popisuje fyzikalni chovani zjednoduseného modelu.
Dodejme, zZe rovnice zde neni uvedena se stejnym znacenim, jaké pouzili autofi, ale je
nepatrné zjednodusena pro celkovou prehlednost textu.

Zpozdény clen zde popisuje vzajemné ptisobeni pruziciho pantografu a stejné tak pru-
zicitho vedeni. To vyvolava vychylky, které se postupem cCasu umocnuji a projevuji se
v dal$im case. Funkce Y'(¢) je tak zavisld na svych minulych hodnotach. Zajimavé je,
ze prvotni pristup k popisu problému byl zalozen pouze na jednodussim ODE modelu.
Zpozdény c¢len bylo vSak nutné pridat k preciznéjSimu popisu chovani modelu v proble-
matictéjsich ¢astech (okolo podpor vedeni). Autofi ¢lanku déle ukézali, Ze model popsany
rovnici (2.21) dokazi fesit s libovolnou presnosti a tudiz je k popisu pohybu pantografu
vhodnj.
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3. Numerické metody pro DDE

Prvotni pfistup k numerickému feseni DDE byl zaloZen na aplikaci znamych numeric-
kych metod pro ODE. Zpozdény ¢len v DDE vsak zptisobuje riizné potize, zejména ovli-
viuje stabilitu a nebo ohranic¢enost Teseni, a obecné dynamické vlastnosti jednodussiho
ODE modelu. Obdobné je to s aplikaci ODE metod na DDE, kde zpozdény ¢len ovliviiuje
presnost a stabilitu metod. Kvili tomu neni tento pfistup tak jednoduchy. V knize [1] 1ze
dohledat celou fadu prikladi, jak mohou selhat numerické metody pro ODE pfi aplikaci
na DDE s konstantnim zpozdénim. Jelikoz se navic DDE zasadné od sebe lisi podle typu
zpozdéni, je obecné vhodné posuzovat kazdou rovnici zvlast a navrhovanou metodu volit
podle konkrétnich vlastnosti feSeni rovnice. V této kapitole se budeme zabyvat numeric-
kymi metodami pro pantografovou rovnici.

3.1. f-metoda

V této podkapitole nejdiive uvedeme odvozeni tzv. 8-metody v klasické podobé s ekvi-
distantni diskretizacni siti na casové ose. Jedna se o metodu, jejiz konkrétni podoba je
déna volbou parametru #. Aktualné je tato metoda a jeji vlastnosti ¢astym predmétem
vyzkumu a i v této praci ji bude vénovan patri¢ny prostor. Vysledny pfedpis metody
odvodime rovnou ve tvaru pro rovnici pantografu. Poté uvedeme jinou variantu c¢asové
diskretizace, tzv. kvazi-geometrickou sif, kterd m4 jisté vyhodné vlastnosti.

3.1.1. Odvozeni metody

Méjme skalarni rovnici pantografu

y'(t) = ay(t) + by(a(t)), t=to, (3.1)

kde a,b € C a «(t) = gt je spojita, diferencovatelnd a rostouci funkce. Pro odvozeni
metody zaCneme integraci rovnice (3.1), ¢imz dostaneme

t t t
/ y'(u)du = / ay(u)du + / by(a(u))du.
0 0 0
Aplikujme ekvidistantni diskretizaci s krokem h > 0, ¢imz dostaneme
thi1 tn41
Ynil — Yn = / ay(u)du + / by(a(u))du, n=20,1,..., (3.2)
tn tn
kde y, =~ y(t,) a t, = ty + nh. Pro aproximaci integralti na pravé strané rovnice (3.2)

nejprve uzijeme klasické obdélnikové kvadraturni formule vztazené k levému krajnimu
bodu intervalu. Prvni integral tak dava

tn+1
/ ay(u)du == hay,,.
tn

U druhého integralu vsak nastava problém, jelikoz bod «(t,) = ¢t,, obecné nemusi byt
uzel pouzité sité. Dostaneme proto

tn41
/ by(a(u))du = hby" (qts)
tn
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3. NUMERICKE METODY PRO DDE

kde y" (qt,) definujeme linedrni interpolaci mezi sousednimi uzly bodu qt,. Ozna¢me
Qp = (@) Potom pouzijeme vztah

y" (gtn) = (1= i+ (6] ) Y, + (@0 = [0n]) Yla, o1, (3.3)
kde || znadi celoCiselnou ¢ast ¢isla. Dosazenim do (3.2) mame

Déle je pottfeba provést opét aproximaci integrali v (3.2), tentokrat pomoci obdélnikové
formule vztazené k pravému bodu integracniho intervalu. Dostavame tak

tn+1
/ ay(u)du ~ hayps,
tn

tnil
/ by(a(u))du ~ hby" (qtns)
tn

Dosazenim do (3.2) dostavame diferen¢ni schéma
Yni1 = Yn + hayni1 + hby" (qtps1) . (3.5)
Linearni kombinaci rovnic (3.4) a (3.5) dostaneme hledany pfedpis f-metody
Yni1 = Yn + h (1 = 0)ayn + ayni1 + (1 — 0)by" (qtn) + 0by" (qtny1)) . (3.6)

kde 6 € (0,1). Odvozeni vztahu je podrobné provedeno v [12]. Pro uplny pouzitelny pied-
pis numerické metody nahradime 3" (¢) podle (3.3) a ¢leny ¥, 1 pfevedeme na levou stranu
rovnice. Vysledkem je nasledujici zapis #-metody pro skalarni pantografovou rovnici.

Yni1 = Ryn + S (ﬁnytanj + Y6, 41 + B\nytanﬂj + anyLanHJ-o-l) , n=0,1,..., (3.7)
ke b 1t(=0ha o bh
' 1—6ha " 1—06ha’
! an = (1-0) (e, — [an]), Brni=1—0—ay,
Ay =0 (1 — [Ony1]) B =0 — G

Uzitecnéjsi je vSsak metoda pripoustéjici obecny vektorovy tvar pantografové rov-
nice (2.2), ktera je odpovidajici maticovou formou formule (3.7):

Y1 = P_len+P_lhB (ﬁnyL&nJ + anyL&nH-l + BnyL&n—HJ + anyL&n+1J+l> , = 07 17 s
(3.8)
kde A a B jsou komplexni matice rozméra d x d, dale

P:=1-0hA,
Q=1+ (1-0)hA,

a I znaci jednotkovou matici stejnych rozméri, jako matice A, B.
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3.1. 6-METODA

3.1.2. Kvazi-geometricka sit

Odvozeni metody v predchozi ¢asti uziva tzv. ekvidistantni sif. Jedné se tak o metodu
s konstantnim krokem h. Déleni ¢asového intervalu na rovnomeérné dilky, jako bychom to
obvykle provadeéli u vypoctu iloh ODE, nebo DDE s konstantnim zpozdénim, nebude vSak
u uloh s proporcionalnim zpozdénim vyhodné. Kromé potieby spocitat velké mnozstvi
iteraci, a tak i vyS$i ndroc¢nosti na pamét, je také problémovéa nutnost pouziti linedrni
interpolace ve zpozdéném clenu. Idedlni je pro nasi potfebu takové sit, kterd ndm zajisti, Ze
kazda hodnota numerického feseni potfebné v libovolném kroku metody byla jiz spoc¢itana
v nékterém z predchozich krokt (nebo je zndma z pocateéni podminky). Jelikoz v nasem
pripadé zpozdéni s ¢asem proporcionalné roste, budeme chtit aby rovnéz délka casovych
krokt s casem rostla. Také budeme pozadovat, abychom zvolili za uzly takové body,
ve kterych budeme potiebovat znat hodnotu zpozdéného c¢lenu.

Pro nase ucely tak bude vhodné tzv. kvazi-geometrickd sif, ve tvaru, jak je navrZena
napf. v ¢lanku [2]. Hledanou sif uzli budeme znadit to < t; < ... < £, < ... < 0.
Predpokladejme, Ze jiz zndme numerické feSeni rovnice (2.2) do néjakého bodu 7 > 0.
Pro jednoduchost (avSak bez jmy na obecnosti) mizeme polozit Ty = to = 1. To je
nutné z divodu zaruceni platnosti hypotézy H;i, jak je uvedena v kapitole 2.2. Nejdiive
definujme primérni sif vztahem

Tkiz s k:,1,2,...,

kde ¢q € (0, 1) je koeficientem proporcionélniho zpozdéni. Délky primarnich intervalii jsou
potom dany vztahem
1—-qg 1—g¢q

Hk = Tk_Tk—lzTO qk = ] k:71727““ (39>
q

Vidime, ze délka primarnich intervald roste geometrickou fadou. Abychom vsak ziskali
globélni kvazi-geometrickou sif, musime jesté podélit kazdy primérni interval na pevné
dany pocet m stejnych podintervali. Délky téchto podintervalii (neboli intervali globalni
sité) jsou dany vztahem

HLn/mH—l 1-— q

Pyt = - = YIRS n=12,..., (3.10)

kde |-] znaci celociselnou ¢ast. Z toho jiz lehce ziskdme obecny vztah pro jednotlivé uzly
globalni kvazi-geometrické sité

tn—m
t, = , n > m. (3.11)

V fadé ¢lankt (uvedme napf. [2],[16], [24]) je ukdzano, Ze je takto definovana casova
diskretizace pro ucely diferencidlnich rovnic s proporcionalnim zpozdénim, a zejména pro
rovnice pantografu, velmi vyhodna. Ostatné ukaze se to i v nasem dalsim postupu.

Na obrézku 3.1 je tato kvazi-geometrickd sif zndzornéna pro skaldrni pantografovou
rovnici s ¢ = % a pouzitym délenim m = 10. Tucné ¢ary znaci uzly primérni sité, tenci ¢ary
potom vsechny ostatni uzly sité. Cervené je znazornéno feseni rovnice y(t). Na obrazku
je nazorné postupné prodluzovani kroku mezi uzly priméarni sité.
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3. NUMERICKE METODY PRO DDE

0.5 1

1
% TOTl T, ¢ T 10 57 20 25 30 T5

Obrazek 3.1: Kvazi-geometrickd ¢asova diskretizacni sit

Pouzitim kvazi-geometrické sité muzeme pfedpis #-metody (3.6) poupravit néasledovné.
Konstantni krok ~ bude nahrazen krokem h,; podle (3.10). Déle, jak jiz bylo feceno,
diky vhodné zvolené siti se zcela vyhneme linedrni interpolaci, nebot pokud bychom vztah
pro linearni interpolaci zapsali jako
b=t -t

= ——yit—v, L<t<ty, (3.12)
tj —t;

h
t
y'(t) )

potom podle (3.11) a (3.12) plati

Yy (gtn) = ¥ (ta-m) = y(ta-m), 0 >m. (3.13)

Aplikaci vySe uvedenych vztaht (3.6) a (3.13) na rovnici pantografu (2.2) dostavame
schéma vyjadfené rovnou ve vektorovém tvaru

yn+1 =Y, + hn+l[(1 - 9) (Ayn + Bgn—m) + Q(Ayn—O—l + Byn—m+l>]7 n = 07 17 ceee
(3.14)

Pfevedenim vSech ¢lenil y,, | ; na levou stranu rovnice dostavdme schéma linearni f-metody
s kvazi-geometrickou siti

yn+1 = Mn_—&an-Flyn + 9hn+1Mn_—&lByn—m+l + hn+1(1 - 9>Mn_—&lByn—m7 n= 07 P

kde
Mn+1 =1 th+1A,

Nopt =1 + (1 — 0)hnir A,

a I je jednotkova matice stejnych rozméru jako matice A a B.

Metoda s kvazi-geometrickou siti je zdanlivé vyhodnéjsi, jednak diky absenci linearni
interpolace v pripadé nékterych clenti v predpisu metody, coz vede k primocafejsimu
vypoctu, a také diky obecné mensimu poc¢tu vypocetnich cykld, coz je zptisobeno prodlu-
zujicim se krokem. Na druhou stranu je také dobré si povs§imnout, ze v predpisu metody
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3.2. STABILITA NUMERICKYCH METOD

s kvazi-geometrickou siti vystupuji matice M, 1 a N,1, které je potieba pfepocitavat
v kazdém kroku. Vypocetné naro¢né bude zejména nasobeni inverzni matici M, il' V pii-
padé metody s ekvidistantni siti jsou na stejné pozici konstantni matice P a (), s kterymi
je potreba vykonat stejné operace pouze jednou na zacatku vypoctu.

Obé metody budeme v dalsim textu porovnavat, a piipadné posuzovat, jestli nékteré
znamé vlastnosti metody s ekvidistantni siti plati i pro metodu s kvazi-geometrickou siti.

Poznamka. Specilni volbou parametru 6 € (0,1) lze ziskat nékteré zndmé metody. Pro
0 = 0 dostavame explicitni Eulerovu metodu, § = 1 potom dava implicitni Eulerovu
metodu. Nakonec volbou # = 0,5 dostavame metodu pouzivajici lichobéznikovou integra-
¢ni formuli. Zkracené ji nazyvejme lichobéznikovou metodou. Kazda z téchto metod ma
néjaké vyhody a nevyhody. f-metoda pak zfejmé miize poslouzit jako jisty kompromis,
kdy vhodnou volbou # mtiizeme dosahnout vysoké presnosti a zaroven dostatecné stability
metody.

Poznamka. Obé uvedené f-metody jsou naprogramovany jako funkce pro prostiedi Matlab
a prilozeny k této praci. f-metodu s kvazi-geometrickou siti nalezneme v souboru

theta metoda.m, f-metodu s ekvidistantni siti potom v souboru theta met_ekv.m. V uve-
denych souborech jsou popsany principy metod, i potfebné vstupy a vysledné vystupy.
Metody jsou pouzivany v numerickych vypoctech v kapitole 4.

3.2. Stabilita numerickych metod

V kapitole 2.5 jsme uvedli definice a nutné podminky stability DDE. Po numerickych
metodach, kterymi tyto rovnice fesime, budeme logicky povazovat, aby zachovavaly stejné
vlastnosti stability a nebo kontraktivity za stejnych podminek, které je zarucuji pro presné
feSeni.

Pii analyze stability numerickych metod obecné rozliSujeme vice typi stability. V pii-
padé metod pro ODE je zdkladnim typem tzv. A-stabilita (neboli absolutni stabilita),
ktera je vazana na stabilni skalarni testovaci rovnici. Dalsim typem je obecnéjsi BN-sta-
bilita vztazena na obecnou vektorovou rovnici. Nékteré definice stability (a také kontrak-
tivity) metod pro DDE jsou potom z A-stability, piip. BN-stability, odvozeny. Vybrané
definice jsou v této kapitole uvedeny. Nas budou zajimat zejména definice vztazené na
rovnici s ¢asové zavislym zpozdénim — FP-stabilita a FRN-stabilita. Pro aplnost jsou zde
vsak uvedeny i dil¢i definice, které k nim vedou pfi postupném zobectiovani.

3.2.1. A-stabilita ODE metod

Nejprve uvedme nejjednodussi pojem stability pro ODE metody, kterym je absolutni
stabilita, zkracené A-stabilita. Pro jeji definici potfebujeme tzv. testovaci rovnici

{y’(t) =y(t), >t

y(to) = 10, (3.16)

kde A € C. Potom A-stabilitu metod definujeme nésledovné.
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3. NUMERICKE METODY PRO DDE

Definice 3.1. Oblast A-stability numerické metody pro ODE je mnozina S 4 komplexnich
¢isel o = hA takovych, ze numerické feseni {y, },>0 testovaci rovnice (3.16) ziskané touto
metodou s konstantnim krokem h splituje podminku

lim y, = 0.

n—oo

Definice 3.2. Numerickd metoda pro ODE je A-stabilni, pokud
Sa2{aeC|R(x) <0}

Jinymi slovy, numerickd metoda je A-stabilni, pokud pfi implementaci s konstantnim
krokem h zachovava asymptotickou stabilitu feseni y(¢) rovnice (3.16).

Za testovaci rovnici muzeme rovnéz vzit linedrni soustavu

{y’(t) = Ly(t), 1>t

y(to) = g, (317)

kde L je komplexni matice rozmért d x d. Potom bude platit nasledujici véta, kterou lze
nalézt v [3].

Véta 3.3. Numerické resent {yn}n>0 testovaci rovnice (3.17) ziskané numerickou meto-
dou pro ODE s konstantnim krokem h splriuje podminku

lim y, =0,

n—oo

pro vSechny pocdtecni podminky y, pravé tehdy kdyz plati hA € Sa pro vSechna vlastni
cisla A matice L.

3.2.2. BN-stabilita

Pojem A-stability vztazeny na plné obecnou vektorovou testovaci rovnici vede k zavedeni
BN-stability. Jako testovaci rovnici méjme

{z’éi);gy(z,y(t))» t = to, (3.18)

kde g € C°([tg, 00) x C4,C?). Rozdil u linedrnich testovacich rovnic (3.16) a (3.17) je
ten, ze jejich skutecné, i numerické feseni jsou rovny nulové funkci, kdyz yo = 0. Diky
tomu, a také diky linearité, je mozné posuzovat kontraktivitu a stabilitu feseni jednoduse
porovnanim s nulovou funkeci. AvSak u obecné nelinearni rovnice (3.18) toto zjednoduseni
nemuzeme uvazovat, zejména v pripadé numerického feseni. Proto méjme dalsi rovnici

{ﬁ’(t) =9(t.gt),  t=to, (3.19)

y(t()) = gO?

se stejnou funkci g(¢, y), ale jinou pocéateéni podminkou g,. Déle definujeme rozdil feseni
téchto testovacich rovnic

0Yn = Yp — Yp,
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a dale pfedpokladame existenci spojité funkce

Y (1) > sup R((g(t,y1) — g(j» y2))2‘ (y1 — yz))‘
Y17Y2 ||y1 y2||

Potom definujeme BN-stabilitu metody nésledovné.
Definice 3.4. Numerickd metoda pro ODE je BN-stabilni, kdyz pro rozdil {dy, }n>0
feSeni rovnic (3.18) a (3.19) plati, ze

10y 41l < l6wal,

pro libovolnou diskretiza¢ni sif a zaroven plati

Y(t) <0, t>t

3.2.3. P-stabilita a jeji zobecnéni

Nyni prejdéme k definicim stability pro metody pro DDE. Nejjednodussim zobecnénim
pojmu A-stability pro DDE je tzv. P-stabilita. Vezméme testovaci rovnici rozsifenou na
pravé strané o zpozdény clen.

'(t) = My(t t—71),  t>to,

y'(t) = Ay(t) + py(t —7) > 1o (3.20)
y(t) = @(t),  t <t

kde A\, 4 € C a 7 je konstantni zpozdéni. Potom P-stabilitu numerické metody pro DDE
definujeme obdobnym zptsobem, jako A-stabilitu pro ODE metody.

Definice 3.5. Oblast P-stability numerické metody pro DDE je mnozina Sp dvojic kom-

plexnich ¢isel (o, 3), a = hA, 8 = hu, takovych, ze numerické feseni {y, }n>o testovaci
rovnice (3.20) ziskané touto metodou s konstantnim krokem A za predpokladu

h=71/m,m>1méeN, (3.21)
spliiuje podminku
lim y, =0,
n—oo

pro vSechna konstantni zpozdéni 7 a vSechny pocatecni funkce ®(¢).
Definice 3.6. Numericka metoda pro DDE je P-stabilni, pokud
Sp 2 {(a,8) € C* | R() + 5] < 0}.

Podminka (3.21) mutze byt v jistych pripadech pfili§ omezujici pro volbu diskretizac¢ni
sité, a tak se v literatufe uvadi pojem GP-stability (tj. zobecnéné P-stability).

Definice 3.7. Oblast GP-stability numerické metody pro DDE je mnozina Sgp dvojic
komplexnich ¢isel (o, 5), a = hA, f = hu, takovych, ze numerické feseni {y, },>0 testovaci
rovnice (3.20) ziskané touto metodou s konstantnim krokem h, spliiuje podminku

lim gy, =0,

n—oo

pro vSechna konstantni zpozdéni 7 a vSechny pocatecni funkce ®(¢).

Definice 3.8. Numericka metoda pro DDE je GP-stabilni, pokud
Sap 2 {(a,8) € C* | R(a) + 8] < 0}.
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3. NUMERICKE METODY PRO DDE

GP-stabilita je silngjsim typem stability, nebot nedava takovd omezeni na volbu sité.
U metody s ekvidistantni siti je tato definice dostatecna. Ovsem fakt, ze vyzaduje kon-
stantni volbu délky kroku h, mtze byt ptili§ omezujici. Zvlast v nasem piipadé, kdy chceme
vySetfit stabilitu metody pouzivajici kvazi-geometrickou sif. Toto omezeni je zfejmé zpi-
sobeno i volbou testovaci rovnice, kde se nachéazi konstantni zpozdéni. Vezméme tedy
jinou testovaci rovnici s ¢asové zavislym zpozdénim.

(3.22)

y'(1) =xy(@) + py(t —7(1), L=t
y(t) = @@),  t<to.

S touto testovaci rovnici uz muzeme zavést pojem tzv. FP-stability (tj. aplné P-sta-
bility).

Definice 3.9. Numerickd metoda pro DDE je F'P-stabilni, pokud numerické feseni {y, }n>0
testovaci rovnice (3.22) ziskané touto metodou na libovolné diskretiza¢ni siti spliiuje pod-
minku

lim y, =0,

n—oo
pro vSechny pocate¢ni funkce ®(¢) a vSechna zpozdéni 7(t) spliujici hypotézy (Hi), (Hz)
a (Hy), a zaroven plati
R(N) + |p| <O.

FP-stabilita je z uvedenych definic nejsilnéjsim typem stability a plati, ze FP-stabilni
metoda je rovnéz GP-stabilni. Déle také GP-stabilni metoda je P-stabilni a P-stabilni
metoda pro DDE je A-stabilni pro ODE.

3.2.4. P-kontraktivita a jeji zobecnéni

Pojmy kontraktivity numerickych metod lze postupné odvodit prakticky velmi podobnym
postupem, jako je tomu u pfedchozich uvedenych definic stability. K definicim jsou potifeba
stejné testovaci rovnice, pouze podminka stability je nahrazena podminkou kontraktivity.

Definice 3.10. Oblast P-kontraktivity numerické metody pro DDE je mnozina C'p dvojic
komplexnich ¢isel («, 8),a = hA, 8 = hu takovych, ze diskrétni numerické feseni y,
rovnice (3.20), ziskané metodou s konstantnim krokem h spliiujicim

h=71/m, m>1mE¢cZ,

spliuje
lynl < max|o(t)|, n>0 (3.23)
t<to

pro vSechna konstantni zpozdéni 7 a vSechny pocéatecni funkce ®(¢).

Definice 3.11. Numerickd metoda pro DDE je P-kontraktivni, pokud plati
Cp 2 {(,8) € C*|R(a) + || < 0}

Odstranénim podminky na délku kroku A mame definici GP-kontraktivity (tedy obecné
P-kontraktivity).
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Definice 3.12. Oblast GP-kontraktivity numerické metody pro DDE je mnozina Cgp
dvojic komplexnich ¢isel («, 5),a = hA, 5 = hu takovych, Ze diskrétni numerické feSeni
Y, rovnice (3.20), ziskané metodou s konstantnim krokem h spliiuje (3.23) pro vSechna
konstantni zpozdéni 7 a vSechny pocatecni funkce ®(t).

Definice 3.13. Numerickd metoda pro DDE je GP-kontraktivni, pokud plati
Cop 2 {(a, B) € C*|R(a) + 8] < 0}

Nakonec pouzitim testovaci rovnice s ¢asové proménnym zpozdénim mame dostavame
hledanou definici iplné FP-kontraktivity.

Definice 3.14. Numerickd metoda pro DDE je FP-kontraktivni, pokud numerické reSeni
{Yn}n>0 testovaci rovnice (3.22) ziskané touto metodou na libovolné diskretizacéni siti
spliiuje podminku (3.23) pro vSechny pocateéni funkce ®(¢) a vSechna zpozdéni 7(t) spliiu-
jici hypotézy (H;) a (Hy), a zaroven plati

R(A) +[ul <0.
Ztejmé FP-kontraktivni metoda je GP-kontraktivni a ta je také P-kontraktivni. Dale

ziejmé plati Cop C Cp.

3.2.5. RN-stabilita a jeji zobecnéni

Dalsi typy stability pro vektorovou rovnici odvodime pifimo z pojmu BN-stability. P¥imé
zobecnéni ODE (3.18) na DDE dostaneme opét pfidanim zpozdéného ¢lene na pravou
stranu. Mame tak testovaci rovnici

I — — >
y(t) = fLyt),yt—7)), =t (3.24)
y(t) = ®(1), t < to,
kde 7 je konstantni zpozdéni. Déale vezméme druhou testovaci rovnici
~/ t — t 7 t U t - t > t
g(t) = f(t.5(0),5( — 7). = to, (3.25)
y(t) = ®(1), t <.

Oznacme rozdil numerickych feseni téchto rovnic
0Yn = Y — Y,

a rozdil pocatecnich funkci

5B(t) = B(t) — B(1).

Navic budeme opét potiebovat funkce X(¢) a Y (¢) definované vztahy (2.10) a (2.9).
Pro takto zavedené rovnice se zavadi nasledujici pojem RN-stability, resp. GRN-stabi-
lity (tj. obecné RN-stability).

Definice 3.15. Numerickd metoda pro DDE je RN-stabilni, kdyz pro rozdil {dy,, }n>0
feSeni rovnic (3.24) a (3.25) spliujici

Y(t) 4+ X (1) <0, >t
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plati, ze
6y, || < max ||6@(t)||, n >0
t<to

pro viechny podétecni funkce ®(t) a ®(t), pro viechna konstantni zpozdéni 7 a pro
libovolnou konstantni délku kroku A spliujici podminku

h=71/m, m>1mecZ.
Obecnéjsi definici opét dostaneme odstranénim omezujici podminky na délku kroku h.

Definice 3.16. Numerickd metoda pro DDE je GRN-stabilni, kdyz pro rozdil {dy,, }n>0
feSeni rovnic (3.24) a (3.25) spliujici

Y()+X(t) <0,  t>t,
plati, ze
10y,[l < max [[6@ ()], n >0,
t<to
pro viechny podétecni funkce ®(t) a ®(t), pro viechna konstantni zpozdéni 7 a pro
libovolnou konstantni délku kroku h.

Podobné, jako u skalarnich rovnic, i zde dostaneme definici Gplné RN-stability (zkra-
cené FRN-stability) pouzitim testovacich rovnic se zpozdénim zavislym na c¢ase. Mé&jme
tedy rovnice

y(t) = fltyt),yt —7(t), t>to,

{y(t) = ®(t), t<t, (3.26)
g'(t) = f(t,gt), gt —7(t))), t > to,

{ﬂ(t) =®(t), t <ty (3.27)

kde ¢asové zavislé zpozdéni 7(t) spliuje hypotézy (Hy) a (Hy).

Definice 3.17. Numerickd metoda pro DDE je FRN-stabilni, kdyz pro rozdil {dy,, }n>0
feSeni rovnic (3.26) a (3.27) spliujici

Y(t)+ X(t1) <0, >t

plati, ze
10y, || <max||6®(t)[, n >0,
t<to

pro viechny pocatecni funkce ®(t) a ®(t), pro vechna asové zavisla zpozdéni 7(t) splitu-
jici hypotézy (H;) a (Hy), a pro libovolnou ¢asovou diskretizaéni sit.

Pro uvedené definice stability opét plati, Zze silnéjsi vlastnost implikuje slabsi. Mame
tedy, ze FRN-stabilni metoda bude také GRN-stabilni, GRN-stabilni bude RN-stabilni
a nakonec RN-stabilni bude BN-stabilni. Poznamenejme rovnéz, ze FRN-stabilni metoda
bude také FP-kontraktivni.

Uvedené vlastnosti jsou prozkoumény zejména u znaméjsich zavedenéjSich metod.
Napr. o Eulerové metodé s linearni interpolaci, kterou dostaneme pouzitim #-metody
s ekvidistantni siti pti volbé 6 = 1, je znamo (viz [1]), Ze je nejen BN-stabilni, ale dokonce
FRN-stabilni.
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3.2.6. H-stabilita

Uvedené pojmy FRN-stability, pfip. FP-stability, jsou platné, pokud je ukazana stabilita
metody pro vSechny diskretizacni sité H. Velmi uzite¢nou definici stability metody z hle-
diska analyzy je vSak tzv. H-stabilita, tedy stabilita vztazena ke konkrétni diskretizacni
siti H.

Méjme rovnici pantografu

{y'<t> = Ay(1) + By(at), = to, (3.28)

yt)=2(t), t<to,

a oznacme {a;; }¢;_, mnozinu prvki matice A a {b;;}{,_, mnozinu prvki matice B. M&me
k = 2d? pocet téchto prvkii. Pak definujme H-stabilitu metody nésledovné.

Definice 3.18. Oblast H -stability numerické metody pro rovnici (3.28) s diskretizacni siti
H = {to,t1,...,tn, ...} je mnozina Sy k-tic {az‘j,bij}gj:l prvki matic A a B takovych,
ze numerické FeSeni {y,},>0 ziskané touto metodou na dané diskretizacni siti spliuje
podminku

lim y, = 0.

n—oo

Necht S, je analytickd oblast asymptotické stability rovnice (3.28) podle definice
(2.11). Pak H-stabilitu numerické metody definujme timto zpisobem.

Definice 3.19. Numerickd metoda pro rovnici (3.28) je H-stabilni, pokud
Sy D S,.

Poznamka. Pti analyze muzeme zkoumanou oblast asymptotické stability Sy zazit pevnou
volbou nékterych parametri. Stejnym zptisobem pak ztzime i analytickou oblast stability
S, a uvedené definice se nezméni. Prikladem takového postupu miize byt, kdyz vezme
matice A a B diagonalni. Potom k = 2d a cela problematika se tak zjednodusi.

26



4. NUMERICKA ANALYZA METOD

4. Numericka analyza metod

V této kapitole vySetiime nékteré vlastnosti numerickych metod pro konkrétni piipady
rovnice pantografu, zejména pro skalarni pripad pantografové rovnice. Vysledky ziskané
numerickym vypoctem jsou zde srovnany s nékterymi znamymi poznatky z literatury.
Numerické vypocty jsou provedeny v prostiedi Matlab a lze je opakovat pomoci skriptii,
které jsou prilohou této prace. V jednotlivych skriptech lze déle upravovat vstupni hodnoty
a tak provadét dalsi pokusy. Diiraz je kladen na pouziti f-metody s kvazi-geometrickou siti.
Déle je v nekterych prikladech pouzita i f-metoda s ekvidistantni siti, potom metoda krokt
a metoda ddesd, ktera je integrovana v prostiedi Matlab a jedné se o lichobéznikovou
metodu.

4.1. Skalarni rovnice pantografu
Zaméime se predevsim na nejjednodussi piipad — skalarni rovnici pantografu

{y'<t> = ay(t) +by(at), =, (1)

y(t) =2@),  t <ty

kde a,b € C a ¢ € (0,1). Za pocatecni bod sité ¢, budeme vzdy volit ty = 1, jak je to
uvedeno v predchozi kapitole.

4.1.1. Stabilita rovnice

Nejprve na jednoduchém piikladu demonstrujme chovani feseni stabilni a nestabilni rov-
nice, resp. rovnice na hranici stability. Méjme pocatecni problém

y(t) =1,  t<1, '
kde koeficient a = —1,5 je zvolen pevné. Sledujme feSeni rovnice pro rtzné volby koefi-

cientu b. Jako konec¢ny cas vypoctu vezméme T = 5000. Jelikoz chceme demonstrovat
pouze stabilitu, resp. nestabilitu rovnice, vypocet provedeme metodou ddesd pro feseni
DDE, ktera je integrovana v prostiedi Matlab.

Obrazky 4.1 a 4.3 zobrazuji feseni pro rizné zaporné, resp. kladné hodnoty koeficientu
b, na obrazku 4.2 pak vidime detail prvniho obrazku do ¢asu ¢t = 100. Dle véty 2.9 je rovnice
(4.1) stabilni pravé tehdy, kdyz R(a) < 0, |a| > |b], coz je na obrézcich nézorné. Navic je
ziejmé TeSeni ,stabilnéjsi“ (tedy konverguje k nule rychleji), ¢im mensi je |b|. Pro p¥ipad
|b| = |a| vidime, Ze FeSeni se sice neblizi k nule, ale je ohrani¢ené dvéma hodnotami, mezi
kterymi po néjakém case osciluje. Vypocty lze zopakovat spusténim prilozeného skriptu
skriptl.m.
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feseniy

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
cas t
’ B v 4
Obrazek 4.1: Reseni (4.2) pro b < 0.
2 T T T
bh=-0.7
—b=-1.3
15 B
h=-1,5
—bh=-17
Al 1
15 -
2 | | | | 1 | 1 | 1
0 10 20 30 40 50 B0 70 80 20 100

cast

Obrazek 4.2: Regeni (4.2) pro b < 0 (detail do ¢asu ¢t = 100).

3 T T T
b=0.7
—h=1.3
25F b=1.5|4
—b=17
2k 4

| | | | 1 | 1 | 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
cas t

Obrazek 4.3: Regeni (4.2) pro b > 0 (detail do ¢asu ¢t = 100).
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4.1.2. H-stabilita #-metody s kvazi-geometrickou siti

Pro pouziti #-metody v praxi je tfeba znat nékteré jeji vlastnosti, zejména co se tyce
jejl stability. V literatute 1ze dohledat nékteré dil¢i zavéry ohledné H-stability 6-metod,
konkrétné pifi aplikaci na skalarni pantografovou rovnici (4.1). Liu a spol. [16] zkoumali
stabilitu 8-metody na obecnéjsi kvazi-geometrické siti, podobné té uvedené v této praci.
V jejich ¢lanku dokézali zejména nasledujici véty.

Véta 4.1. Plati-li R(a) < 0, (20—1)|a| = |b| a navic > h,! < oo, potom je numerické

n=0""n

resent ziskané 6-metodou (3.14) na kvazi-geometrické siti stejnomérné ohranicené.

Véta 4.2. Plati-li R(a) < 0, (20 — 1)|a| > |b| a navic lim,,_,, h, = oo, potom pro
numerické tesent ziskané 6-metodou (3.14) na kvazi-geometrické siti plati

lim y, = 0.

n—oo

Na tuto praci navézali Bellen a spol. [2], ktefi dokdzali nésledujici vétu o H-stabilité
f-metody na siti (3.11), tedy na ndmi zkoumané kvazi-geometrické siti.

Véta 4.3. Numerickd metoda (3.14) na siti (3.11) je H-stabilni pravé tehdy, kdyz
1
- <6<1.
2

Konkrétné pro 6 = %, tedy pro lichobéznikovou metodu, pak rovnéz Bellen a spol.
ukézali, Ze metoda neni stabilni ve smyslu definic 3.18 a 3.19. ReSeni ziskané touto meto-
dou je vsak alespon ohranicené, coz miize byt v nékterych pripadech postacujici vlastnost.
Ziejmé tak alespon splnuje podminku kontraktivity.

Ukazkovy priklad

Platnost uvedenych vét demonstrujeme na nasledujicim pfikladu. Méjme pocatecni pro-

blém
{y’(t) =12t =07y (5), t=1, (4.3)

y(t) =1, t <1,

kde je rovnice ziejmé stabilni, a tedy feseni by mélo konvergovat k nule. Reseni poéitejme
do ¢asu T' = 5050 s délenim m = 1000. Parametr 6 volime rtzny.

Na obrazku 4.4 vidime detail do ¢asu t = 100. Jednotliva feseni pro rtznou volbu 6
jsou zde nerozeznatelna (kiivky se v grafu prekryvaji). Na dalsim obrazku 4.5 (detail od
Casu t = 4800) uz vsak lze spatfit, jak se naplno projevi nestabilita metody po urcitém
case pro parametr 6§ = 0,25. Ohranicenost feseni pro 6 = 0,5 se zda byt v tomto pfipadé
dostate¢na vlastnost, nebot rozdil oproti feseni pro 6 = 0,75 je stéle neznatelny. Vypocty
a konkrétni spocitané numerické hodnoty miizeme blize prozkoumat spusténim skriptu
skript2.m.
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fedeniy
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Cast

04

Obrazek 4.4: Reseni prikladu (4.3) pro riiznou volbu 6 (detail do ¢ = 100).
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Obréazek 4.5: Reseni pitkladu (4.3) pro rfiznou volbu 6 (detail od t = 4800).
4.1.3. Stabilita diferenéniho schématu

Clanek Cerméaka a spol. [4] se zabyva analjzou stability diferenéniho schématu ve tvaru

Yn+1 + AYn + Byn—m—O—l + YYn—m = 07 n = 07 17 27 ey (44>

kde a, 3,7 € R a m > 2 je celé ¢islo. Toto diferen¢ni schéma je v zasadé obecnym vyja-
dfenim dfive uvedeného ptedpisu #-metody (3.6) pro skalarni rovnici pantografu (avsak
s redlnymi koeficienty), ktery mtizeme ziskat volbou
1 —i—l(l . Q)ah7 f—_ 6bh o _(1 Q)bh‘ (4.5)
— Bah 1—6ah 1—0ah
Proto se zabyvejme tim, jak lze zavéry uvedené v citovaném c¢lanku dale pouzit pro
zkouméani #-metody. V ¢lanku nalezneme odvozeni nékolika nutnych a zaroven posta-
¢ujicich podminek pro stabilitu schématu (4.4) s pfislusnymi dikazy. Shrnuty jsou do
nésledujicich vét, zvlast pro pripady, kdy je ¢islo m liché a kdy je sudé.

30


file:///-9ah
file:///-9ah'

4. NUMERICKA ANALYZA METOD

Véta 4.4. Necht o, 3,7 jsou redlné konstanty a m je kladné liché celé c¢islo. Potom je
schéma (4.4) stabilni pravé tehdy, kdyz

la+ 8] <147, (4.6)
a dale plati
T-1<]la=pl<1-7, (4.7)

a nebo
arccos ((a? — % ++* — 1) /(2lay — B]))

arccos (a2 — 2 =72+ 1) /(2| — B9]))

Véta 4.5. Necht o, 3, jsou redlné konstanty a m je kladné sudé celé c¢islo. Potom je
schéma (4.4) stabilni pravé tehdy, kdyz

la = B[ >[1 -], (4.8)

la+9l <1+5, (4.9)

a dale plati
B-l<]a—9]<1-5, (4.10)

a nebo

arccos ((o? — 2 +~* — 1) /(2]ay — B]))

arccos ((a? — 2 =724+ 1) /(2|a — B9]))

Uvedené véty lze dale shrnout. Pro obecné m dostaneme, pokud soucasné uvazujeme
platnost vztaht (4.6),(4.7),(4.9) a (4.10), nasledujici vétu.

la =~ >[1-5], (4.11)

Véta 4.6. Necht a, 3,7 jsou redlné konstanty. Potom je schéma (4.4) stabilni pro libo-
volné€ m > 1 prave tehdy, kdyz

la+ Bl <147, ~v—1<pf—-—a<1l-—7. (4.12)

Pokud podminku (4.12) z této véty uvazujeme se vztahy (4.5), dostaneme po nékolika
upravach podminku na velikost kroku h. Konkrétné plati, ze pokud je splnéno

1

h< —— 4.13
S (4.13)

potom je schéma (4.4), (4.5) asymptoticky stabilni pro libovolné kladné celé m préavé
tehdy, kdyz plati také |a| > b, coz je dfive uvedend podminka stability skaldrni pantogra-
fové rovnice.

Uziti podminky na kvazi-geometrické siti
Je potteba zdlraznit, ze uvedené zavéry plati pro «, 5, v konstantni, tedy i délka kroku
h musi byt konstantni. Dostavame tak podminku na volbu kroku pro ekvidistantni sit, ne
vsak pro pfipad kvazi-geometrické sité uvedené v predchozim textu. Vlastnosti této sité
je ale to, ze se délka kroku zvétsuje pouze skokové v uzlech primarni sité. Mezi témito
uzly zustava délka kroku konstantni, a tedy vzdy na omezeném intervalu, ohrani¢eném
uzly primarni sité, 1ze také uvazovat platnost uvedenych vét.
Navic se délka kroku sice zvétsuje teoreticky do nekonec¢na, vypocet vsak provadime
pouze do néjakého zvoleného casu T'. Muzeme tedy zkoumat, jak volit parametry metody
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tak, aby ani nejvétsi pouzitd délka kroku nepfekrocila podminku (4.13). Potom bude
podminka splnéna i pro vSechny ostatni intervaly. Jediny voleny parametr metody bude
ziejmé cislo m, které urcuje, na kolik dilki se déli intervaly primarni sité.

Vezmeme-li T, > T jako posledni uzlovy bod priméarni sité, index k je dan vztahem

1
k= [logq T-‘ ,

kde [-] znad¢i nejblizsi vétsi celé ¢islo. Délka posledniho intervalu bude podle (3.9) rovna

1—gq
qc

Hy =

Nejvétsi délka kroku pouzita v algoritmu metody bude potom

H, 1-—¢q
1

Pmax =
mq

Zéroven chceme, aby tato délka kroku spliiovala (4.13), tedy méme

1
jal + [b

max ~

Z téchto vztaht plyne, Ze miniméalni vhodnou volbu parametru m déleni sité dostaneme
podle vztahu

—— [ Hy W _ {(1 —a)(lal + M | 414

Pmax q IVIqu %—I

Zaokrouhleni na celé ¢islo je nutné, protoze m predpokladame celociselné. Pro libovolné
m > My, by tak mélo byt uvedené diferencni schéma #-metody s kvazi-geometrickou siti
asymptoticky stabilni.

Vynuceni stability Feseni do ¢asu T'

Dodejme, ze podminka (4.13) neni nutnd, je vSak postacujici. Tedy metoda mize byt
stabilni, i kdyz podminka neni splnéna. A naopak splnénim podminky lze ,zarucit* sta-
bilitu uvedeného diferenc¢niho schématu. V predchozim piikladé (4.3) jsme ukazali, Ze je
metoda nestabilni pro 6 < %, konkrétné pro 6 = 0,25. My vSak muzeme pouzit vztahy
(4.13) a (4.14) a nastavit podle nich déleni m tak, aby FeSeni ziskané touto metodou
bylo stabilni alesponi do ¢asu 7T'. Dosazenim parametri piikladu (4.3) do (4.14) mame
hmax = 0,5263 & mpy;, = 7783. Na obrazku 4.6 vidime, Ze se feseni pro toto jemnéjsi déleni
opravdu drzi hodnot blizkych nule (na obrazku se opét zelend a modra linka prekryvaji)
do pozadovaného casu 1" = 5050. Tento zavér je vsak vhodné chapat predevsim jako va-
rovani, ze pri vysokém déleni sité miize metoda vyvolat dojem, Ze je stabilni, a¢ tomu tak
neni. Proto je potfeba byt obezfetny pii interpretaci numerickych vysledkii.

Zajimavé je, ze vztah (4.13) neni nijak zavisly na parametru #. Dosazenim konkrétni
hodnoty 6 a také hodnot koeficientti a, b do nerovnic (4.12) dostaneme méné restriktivni
podminku na krok h. Lze jednoduse ovérit, ze dosazenim libovolnych hodnot 6 > % nam
vyjde pouze podminka h > 0. Tedy pro tyto hodnoty 6 je metoda stabilni nezavisle na
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Obrézek 4.6: ReSeni ziskané nestabilni metodou pro riizné déleni m.

délce kroku, coz je zavér konzistentni s vétou 4.3. Naopak dosazenim # = 0,25 dostavame

podminku

0 < h < 2,1053,

z ¢ehoz spocteme My, = 1946. I toto déleni bude dostatecné pro zachovani stability
feSeni az do casu T, jak lze rovnéz vidét na obrazku 4.6.

Dale muzeme zjistit kriticky casovy bod t*, ve kterém dochézi ke zméné stability
schématu. V naSem piipadé pro hrubdjsi déleni m = 1000 bude t* = 4096, nebot pied
timto casem je h = 2,048 < hpax, PO tomto case je to vSak h = 4,096 > h... Mame tak
casovy bod, o kterém vime, ze feseni je zarucené stabilni az do tohoto ¢asu. Pro zjisténi
nestability metody je vSak nutné provést vypocet dostatecné daleko za t*. Kromé sledovani

e/

kterém se nestabilita projevi zfetelnéji, viz obrazek 4.7 (spodni kfivky). Uvedené vypocty
prikladu lze zopakovat spusténim skriptu skript3.m.

feseni y; log(ly|)

éas t

R e N
\ \\ //‘7 B i —
\
\f \ . 7
s \. i \ /
| | \ ——t" = 4096
| \ ——;m = 1000
BT | ‘II I" ysm = 1946
! —log(lm}
F ——log([ys)
A2 | I I | | I | | I
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Obrazek 4.7: Srovnani feseni a logaritmu feseni, kriticky bod t*.
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4.1. SKALARNI ROVNICE PANTOGRAFU

4.1.4. Numericka no¢ni mura a podteceni algoritmu

Predchozi ptiklad ukazoval moznost nespravné interpretace vysledkti numerické metody,
kdy bychom mohli mylné povazovat nestabilni metodu za stabilni. Podobné se mtze
stat, ze bychom stabilni metodu aplikovali na nestabilni rovnici, ovSem vypocet ukoncili
jesté pred kritickym casem t*, ve kterém se zacne teprve projevovat nestabilita rovnice.
»,Naivni“ interpretaci takového numerického feseni by se mohlo zdat, ze je skutecné reseni
stabilni.

Timto problémem na rovnici pantografu se zabyval naptiklad Liu [16] ve svém ¢lanku,
kde ho nazyvéa , Numerickou no¢ni mirou“. Ukazal, Ze problém nastava predevsim pri
vysokych hodnotach parametru q. Ukazme si tuto situaci na prikladu. Méjme pocatecni
problém

(4.15)

y'(t) =01y(t) —y (0,99), =1,
y(t) =1, t<1.

Pouzijme opét #-metodu s kvazi-geometrickou siti, s # = 1 a pocitejme feseni do
¢asu T = 820. Blizsim pohledem na feseni této rovnice (vykresleném na obrazku 4.8)
vidime, ze se nejdiive feseni blizi nule v tom smyslu, Ze se snizuji amplitudy ,kmiti“
kolem nuly. V kritickém bodé t* se vsak charakter feseni zméni a amplitudy zac¢nou opét
rist. ReSeni tak zjevné diverguje, ovéem to bychom nezjistili, pokud bychom neprovedli
vypocet dostatecné daleko za Cas t*. Ziejmé az nékdy kolem casu ¢t = 800 je nestabilita
viditelna i v grafu.
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Obrazek 4.8: Srovnani feSeni a logaritmu TesSeni, kriticky bod ¢*.

V ¢lanku [19] nalezneme odvozeni vzorce pro nalezeni tohoto kritického bodu. P¥i odvo-
zovani autor postupoval pres pouziti Schurovych polynomt ke stanoveni stability rovnice,
coz zde vSak pro jednoduchost vynechame. Pouze uvedeme vysledné vztahy podstatné
pro nas priklad. Kriticky bod t* vypoc¢teme podle

L
A p— (4.16)
l—q
kde L je konstanta, jejiz hodnota je zavisla na parametrech rovnice a,b a spocteme ji
vztahem
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4. NUMERICKA ANALYZA METOD

2 2 1/2
. 1 (b —a ) 1
mln{marctanf,a}, a>0

L = ﬁ7 a=20 (4.17)
(b2_a2>1/2
<7T + arctan f) . a<0
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