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Uvod

Tato bakalarska prace se vénuje zékladnim pojmum teorie téles, zejména vlastnostem
algebraického rozsiteni téles a konstrukci kone¢nych téles. Znalost zakladnich pojmu
z algebry jako téleso, grupa, atd., jiz prepokladam, proto jsem povazoval za zbytecné je
znovu opakovat. Pfi zpracovani tématu jsem se snazil vytypovat jednotlivé partie této
problematiky a uttidit ji do logicky navazujicich celku.

Cilém této prace bylo predstavit ¢tenari problematiku téles srozumitelnym zpusobem
prostiednictvim fady ukdzkovych tloh. Vychazim predevsim z knih [3] a [7], uvedend
terminologie je zavedena podle knihy [3]. Pro lepsi ndzornost jsou na zavér kapitoly
uvedeny fesené priklady a nasledné i cviceni pro samostatné feseni, jednotlivé piiklady
jsou uvedeny s vysledky pro néaslednou kontrolu. Ptiklady jsem se snazil vybirat tak,
aby jednotlivé pojmy a vlastnosti na nich byly srozumitelné demonstrovany. Pii vybéru
téchto piiklada jsem se nechal inspirovat nefesenymi piiklady z [3], [7].

V prvni a druhé kapitole jsou definovany zakladni pojmy, jejichz znalost je potfebna
pro pochopeni nasledné problematiky vénované algebraickym prvkum. Ve treti a ¢tvrté
kapitole se zabyvam vlastnostmi rozsifovani téles a rozkladovymi télesy polynomu. V za-
vérecné kapitole je popsana teorie konecnych téles. V celém textu jsem se snazil ukazat

souvislosti mezi jednotlivymi pojmy, vétsSina uvedenych vét je podrobné dokazana.



1 Jednoduché algebraické a transcendentni rozsireni

téles

Rozsitenim libovolného komutativniho télesa [F rozumime kazdé téleso K, které obsa-
huje F jako podtéleso. Téleso K muze byt nad F generovano ruznymi zpusoby. Generatory
rozsiteni jsou nékteré prvky z tohoto rozsiteni.

Napriklad téleso Q(\/i) je generovano prvkem v/2, ktery je kofenem rovnice 22 —2 = 0
a tvoif jej véechna redlnd ¢isla ve tvaru a+bv/2, kde a, b € Q. Jind rovnice 22 —2zx—1 =0
m4 kofen 1+ /2, ktery generuje totéz téleso, protoze kazdé ¢islo z télesa Q(\/ﬁ) muzeme

napsat pomoci nového generatoru ve tvaru

a+bvV2=(a—0b)+bl+V2). (1.1)

Necht’ K je komutativni téleso, F podtéleso télesa K a u néjaky prvek z K\ F. Zkou-

mejme pravée ty prvky, které jsou dany polynomickymi vyrazy tvaru

flu) = ag + aru + axu® + ... +ayu®; ag, ay, ..., a, € F. (1.2)

Kazdy podobor integrity télesa K, ktery obsahuje [F a u, potom obsahuje vSsechny prvky
f(u). Mnozina vsech takovych polynomickych vyrazu je uzaviena na s¢itani a nésobeni.
Vsechny prvky tvaru (1.2) tvori podobor integrity télesa K generovany télesem IF a prvkem

u. Tento podobor integrity obvykle ozna¢ujeme symbolem F|u] [3].

Definice 1.1 Necht’ K je libovolné téleso a F jeho podtéleso. Prvek u € K nazveme
algebraickym nad F, jestlize u je kofenem nenulového polynomu f nad F. Prvek c z K,

ktery neni algebraicky nad FF, se nazyva transcendentni prvek nad F.

Definice 1.2 Téleso K nazveme jednoduchym algebraickym rozsitrenim télesa F C K,
jestlize existuje prvek u € K, algebraicky nad F, takovy, ze K = F(u). Jestlize u je
transcendentni nad F, tak K = F(u) nazveme jednoduchym transcendentnim rozsitenim

télesa F.



V nasledujici definici zavedeme pojem podtéleso generované mnozinou.

Definice 1.3 Necht’ F je téleso, X libovolnda podmnozina v F. Pak prunik vsech podtéles
télesa IF, které obsahuji mnozinu X, je podtéleso v IF. Toto podtéleso nazveme podtélesem

generovanym mnozinou X a budeme jej znacit [[X]].

Véta 1.1 Necht’ F je podtéleso télesa I a necht’ je dan prvek uw € L. Potom [[F U {u}]]

se rovnd mnoziné

ap + aju + au® + ... + a,u”
F(u) = :m, n €N,
() {b0+blu—|—bgu2—|—...—|—bmum s
ao,al,...,an,bo,bl,...,bmeF,bo+blu+...+bmum7£0}. (13)

Poznamka 1.1 Prvek u € L je algebraicky nad podtélesem F C L, jestlize existuje nenu-
lovy polynom f nad F, coz budeme znacit f # o, pro ktery plati, ze f(u) = 0. Prvek u
je transcendentni nad F, jestlize f(u) # 0 pro kazdé o # f € Flz]. Vime, ze téleso F(u)

generované prvkem u ma tvar

) = {2 1. g € Flal, o) £ 0

(véta 1.1). Odtud vyplyva uplnd charakteristika jednoduchych transcendetnich rozsireni

(shrneme ve vétée 1.3).

Véta 1.2 Necht’ D je obor integrity. Kazdy prvek z podilového télesa Q(D) je podilem
dvou prvku z oboru integrity . Jestlize p : D — F je vnoteni D do libovolného télesa F,
pak o mizeme rozsirit na vnoreni ¢ : Q(D) — F wvztahem ¢(ab™') = @(a) (p(b))~", pro
a, beD, b#£0.

Véta 1.3 Jednoduché transcedentni rozsireni F(u) télesa F je izomorfni s podilovym

telesem Q(F[z]) oboru integrity F[x] polynomi jedné neurcité nad F.

Diikaz. Necht’ u je transcendentni prvek nad F, potom homomorfizmus ¢, : Flx] — F(u)
definovany vztahem ¢, (f) = f(u) pro f € F[z] je injektivni, protoze Ker ¢, = {0}, kde
Ker ¢, je jadro homomorfizmu ¢,. Muzeme pouzit vétu 1.2 a rozsitit ¢, na injektivni

homomorfizmus ¢ : Q(F[z]) — F(u) vztahem ¢(fg~') = % pro fg~' € Q(F[z]). Ze



struktury F(u) vyplyva, ze ¢ je také surjektivni, tedy ¢ je izomorfizmus [7]. O

Dusledek 1.1 Jestlize u,v jsou transcendentni proky nad F. Pak rozsiteni F(u), F(v) jsou

1zomorfni.



Resené piiklady

Priklad 1.1 Rozhodnéte, kterd z nasledujicich ¢isel jsou algebraicka a ktera jsou transcen-

dentni nad télesem Q vSech racionalnich cisel.

Pti feseni ulohy vyuzijeme definice 1.1. Jestlize existuje nenulovy polynom s koeficienty z
Q, pro ktery plati, ze u je kofenem tohoto polynomu, pak u je algebraicky nad Q. Tento
polynom muzeme nalézt tak, ze uré¢ime prirozené ¢islo n takové, ze u™ lze vyjadrit jako
linedrni kombinace prvka v %, "2, ..., u', u’ = 1 s koeficinety z Q. Uréime:

u’ =1

ul=1++v2

W =1+2v2+2=2(1+2)+1

Je evidentni, Ze prvek u? muzeme vyjadiit jako linedrni kombinaci prvka w!, u®

, nebot’

u? = 2u + 1. Hledany polynom je

f=a2>—22—1.

Podle definice 1.1 u je algebraicky nad Q.

b) v = —id/2

Vypocet je analogicky jako v piipadé a), uréime:
W =1
vl = —f’\/§
v? = (—iV/2)? = V4
v = (=VA)(-iV2) = 2i
vt = 2i(—i{/2) = 282
V> = 28/2(—iV2) = —2i¥/4
08 = (=2iV/4) (—iV2) = —4

4 0

Je ziejmé, ze prvek v° lze vyjadrit jako linedrni kombinaci prvki v°, v4, ..., 2°,
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jelikoz v® = —4v°. Proto hledany polynom je

f=a%+4.

Tedy v je nad Q algebraicky.

c) z =7

Vyuzijeme analogického postupu jako v predchézejicich pripadech. Uréime:

V=1
2= \/m
2=
28 =m /T
A 2

Chceme nalézt pfirozené ¢islo n takové, aby 2" bylo linedrni kombinaci prvka 2771,

220, 2 2% Ale v tomto pifpadé takové n neexistuje, proto jediny polynom nad

Q, pro ktery plati, ze prvek z je jeho kofenem, je polynom nulovy. Tedy z je nad Q

transcendentni.

Priklad 1.2

a) Necht’ d je celé ¢islo, které neni druhou mocninou celého éisla. Popiste téleso
(V).

b) Najdéte vsechny prvky u z télesa Q(v/d), které generuji celé téleso, tj. Q(u) =
Q(Vd).

c¢) Vyjadrete kazdy prvek z b) jako kofen kvadratické rovnice s koeficienty z Q.

Reseni:

a) Libovolny prvek z télesa Q(\/ZZ) muzeme zapsat ve tvaru

ag + al\/a; kde ag, a; € Q.

Pro scéitani v Q(\/E) plati

(CLO + al\/c_l) + (bo + bl\/;l) = (CL() + bo) + (a1 + bl)\/;Z
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Snadno nalezneme i opacny prvek

—(ap + a1Vd) = (—ap) + (—ay)Vd; kde — ag, —aq jsou opacné prvky k ag, a3 v Q.

Pro nasobeni odvodime vztah

(CZO + al\/c_i)(bo + bl\/a) = Clob[) -+ (a0b1 -+ albo)\/a + albl(\/a)Q.
Ponévadz (v/d)? = d, plati

(ay + a1Vd) (b, + b1Vd) = (aybo + daiby) + (aghy + arbe)Vd.

Pro inverzni prvek plati

= 2 (%) ()

ao—l—al\/a ao_al\/a B a%—da% a%_da%

b) Prvky z télesa Q(v/d) jsou ve tvaru a+bVd; a, b € Q. Je ziejmé, ze viechny prvky
ve tvaru u = a + bVd, a € Q, b € Q\ {0} generuji téleso Q(u) = Q(v/d). Jelikoz prvky,

pro néz b = 0, generuji pouze téleso Q.

¢) Oznaéme a = a + bv/d. Pifslusnou kvadratickou rovnici budeme hledat tak, ze

prvek o by mél byt linedrni kombinaci prvki o', a®. Tyto prvky si vyjadiime:

a’ =1
ol =a+bVd
a? = a? 4 2abV/d + V*d = 2a(a + bVd —a) + a® + b2d = 2ac — a® + b*d
—_——
oY
eQ eQ

. . . O ~ 7/ /\ ~ . 7’ ~
Kvadratickou rovnici pro o mizeme psat ve tvaru 2 —2a x + a* — b*d = 0. Je ziejmé, ze

koeficienty této rovnice jsou z Q, tedy tato rovnice je hledanou rovnici.
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Cviceni

Cviceni 1.1 Rozhodnéte, ktera z nasledujicich ¢isel jsou algebraicka a ktera jsou transcen-

dentni nad télesem Q.

[a), d) jsou algebraickd; b) ¢) transcendentni nad Q]

Cviéeni 1.2 Najdéte vsechny prvky u z télesa Q(V/3), které generuji celé téleso, tj.

Q(u) = Q(V3).

[ag + a3+ aﬁ/@; ag, a1, as € Q, kde ay, as nejsou soucasné rovny nule}
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2 Algebraické prvky nad danym télesem

V této kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi jednoduchych algebraickych rozsireni
télesa F. Je-li F(u) jednoduché algebraické rozsiteni F, musi byt u kofenem néjakého

polynomu, jehoz koeficienty jsou z F, ktery je alespon prvniho stupné [3].

Definice 2.1 Necht’ je dan polynom f = ag+a1x+ ... +a,x" z oboru integrity F|z], kde

n € N. Rekneme, ze polynom f je normovany, jestlize a,, = 1.

Definice 2.2 Polynom f z F[z] stupné alesporn prvniho se nazyva reducibilni v Flz],
jestlize jej lze zapsat jako souc¢in dvou polynomu z F|z], z nichz kazdy je stupné alespon

prvniho. V opa¢ném piipadé se polynom f nazyvé ireducibilni v F[z].

Ukazeme, ze algebraicky prvek u nad F musi byt kofenem pravé jednoho ireducibilniho
normovaného polynomu nad F.

Véta 2.1 Kazdy polynom g z Flx] stupné alespori proniho lze vyjddrit ve tvaru soucinu
normovanych ireducibilnich polynomi a konstanty ¢ € F. Tento rozklad je jednoznacné

uréeny az na poradi ¢initeli.

Véta 2.2 Prvek u, ktery je algebraickym prvkem nad télesem F, je korenem prdvé jednoho
normovaného polynomu p, ireducibilniho v oboru integrity Fz]. Jestlize g je dalsi polynom
s koeficienty z F, potom g(u) = 0 prdvé tehdy, kdyz g je ndasobkem polynomu p v oboru
integrity F|x].

Diikaz. Algebraicky prvek u je podle definice 1.1 kofenem alespon jednoho polynomu
f # oz Flz]. Jestlize polynom f neni ireducibilni, muzeme jej podle véty 2.1 rozlozit
na soucin f = ¢pips . .. pm normovanych ireducibilnich ¢initelu, pricemz ¢ # 0. Protoze
f(u) = 0, alespon pro jeden ¢initel p; plati p;(u) = 0. Nalezli jsme normovany ireducibilni
polynom p; takovy, Ze u je jeho kofenem. Necht’ n je stupen p;.

Ukéazeme, ze u neni kofenem zadného polynomu ¢ # o stupné mensiho nez n. Pred-
pokladejme, Ze by existoval polynom ¢, st ¢ < n, ktery by mél kofen u. Protoze ¢ ma
nizsi stupen nez ireducibilni polynom p;, jsou polynomy p; a ¢ nesoudélné, tj. nejvetsi
spolecny délitel (n.s.d.) D(p;,q) = 1. Tento n.s.d. muzeme vyjadfit ve tvaru tp; + sqg = 1
s polynomy ¢, s € F[z]. Déle plati, ze p;(u) = 0 a g(u) = 0, tedy 1 = 0, coz je spor.
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Déle necht’ g € Flz|, g(u) = 0. Pak existuji ¢, r € Flz| tak, ze g = qp; + r,
kde stupen polynomu r je nejvyse n — 1. Protoze g(u) = 0 a p;(u) = 0, potom i r(u) = 0.
7, ptedchazejicich ivah vyplyva, ze polynom r je nulovy, takze g = qp;. To dokazuje, ze

kazdy polynom ¢ s kofenem u je nasobkem polynomu p; [3]. ]

Definice 2.3 Minimalnim polynomem prvku u algebraického nad F nazyvame nor-
movany polynom p € F[z], ktery je generatorem idealu (p) = {f € F[z]; f(u) = 0} v okru-
hu (Flz], +, ) (pro vSechny f € Flx] plati, ze f(u) = 0 prdvé tehdy, kdyz p | f).

Z této definice vyplyvé, ze minimalni polynom ma nejnizsi stupen ve srovnani s polynomy
f € Flz], pro které plati, ze f(u) = 0. Pozadavek normovanosti uréuje minimalni polynom
jednoznacné.

Nésledujici dvé véty jsou zndmé z teorie okruhu a jejich dukazy lze nalézt napt. v [9].

Véta 2.3 Faktorovy okruh A/J1 komutativniho okruhu A s jednotkou 1 je télesem prdvé
tehdy, kdyz 1 je maximalni idedl.

Véta 2.4 Homomorfni obraz A" okruhu A v homomorfizmu ¢ je izomorfni s faktorovgm
okruhem A/ Ker .

Véta 2.5 Je-li p je minimadlni polynom prvku u nad télesem F, potom p je ireducibilni
nad F. Jednoduché algebraické rozsireni F(u) se potom rovnd okruhu Flu], ktery je izo-

morfni s faktorovym okruhem F[z|/(p), kde (p) je idedl generovany polynomem p.

Dikaz. Necht’ p = fg je rozklad polynomu p nad F. Potom p(u) = f(u)g(u) = 0,
z tohoto okamzité plyne, ze bud’ f(u) = 0 nebo g(u) = 0. Z definice 2.3 plyne, ze p | f
nebo p | g. V obou piipadech je rozklad polynomu p trividlni, coz znamend, ze p je
ireducibilni nad F.

Z ireducibilnosti polynomu p nad F vyplyva, ze (p) je maximalni idedl v F[z], tedy
faktorovy okruh F[z]|/(p) je téleso (véta 2.3). Uvazujme homomorfizmus ¢, : Flz] — Flu],
ou(f) = f(u), zitejmé Ker ¢, = (p). Flu] je izomortni s F[z]/Ker ¢, = Flx]/(p) (véta 2.4).
Tedy F[u] je téleso, tj. Flu] = F(u) [7]. O

Pozndamka 2.1 Podle véty 2.5 kazdy prvek jednoduchého algebraického rozsiteni F(u)
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muzeme napsat jako polynomicky vyraz

ag + aru + asu® + ... + apuf = f(u) (2.1)

pro néjaky polynom f € Flz].

Definice 2.4 Stupném algebraického prvku u nad télesem F rozumime stupen n

jeho minimélntho polynomu nad F. Stupen prvku u nad F oznac¢ujeme [u : F].

Véta 2.6 Necht’ u je algebraicky prvek stupné n nad télesem F. Potom kaZdy prvek

v € F(u) lze vyjadrit pravé jedingm zpusobem ve tvaru
v=ag+ au+ au®+ ... +ap_1u" 1 ag, ay, ..., an_q € F. (2.2)

Diikaz. Dle poznamky 2.1 existuje f € F[z]| takovy, ze v = f(u). Jestlize vydélime
polynom f minimélnim polynomem p, pak plati, ze f = gp+r, kde ¢, r € Flz], st r < st p,

nebo r = 0. Potom

tedy v = r(u) jest hledané vyjadteni.

Na dukaz jednoznacnosti uvazujme v = r(u) = s(u), str < n, sts < n. Potom
(r—s)(u) = 0, tedy p | (r — s). Protoze st (r —s) < n musi platit, ze r — s = o,
tj. r = s [7]. O

Disledek 2.1 Necht’ algebraické prvky w,v maji stejny minimdlni polynom p nad télesem

F, pak F(u) ~ F(v).

Diisledek 2.2 Necht’ u je algebraicky prvek stupné n nad télesem F, pak F(u) je vektorovy

prostor nad F s bazi 1, u, u?, ..., u" L.

Dusledek 2.3 Necht’ u je algebraicky prvek stupné n nad télesem F, pak kaZdy prvek
v € F(u) je algebraicky nad F stupné [v : F] < n.
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Nésledujici véta rozsifuje dusledek 2.1, dukaz této véty lze nalézt napt. v [3].

Véta 2.7 Necht’ télesa F(u) a F(v) jsou jednoduchd algebraickd rozsirent télesa F, kterd
jsou generovand koteny u a v polynomu p ireducibilniho nad F. Pak F(u) a F(v) jsou
izomorfnd. Specidlné ezistuje izomorfizmus mezi F(u) a F(v), ktery zobrazuje u na v

a kazdy prvek z F na sebe.
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Resené piiklady

Piiklad 2.1 Predpokladejte, ze jednodnoduché rozsitreni Q(u) je generované korenem wu

polynomu f = 2% —622+9x+3. Vyjadiete kazdy z nésledujicich prvki pomoci v, u!, u?,

jak je uvedeno v (2.2).
a) u
b) 2u® — 4
c) u%l
Resent:
a) ul
Jelikoz u je kofenem polynomu f, plati u® — 6u® + 9u + 3 = 0. Pfi vypoctu vyuzijeme
vztahu v? = 6u®? — 9u — 3 a zékladnich algebraickych tiprav.
ut = uu? = u(6u? —9u—3) = 6u> —9u® — 3u = 6(6u? — 9u—3) —Yu’—
—3u = 27u? — 57u — 18
Hledané vyjadieni je u* = 27u? — 57u — 18.

b) 2u® — 4
Postup bude analogicky jako v ptipadé a).
2u° — 4 = 2uu* — 4, za u* dosadime z piedchézejici tlohy
2u° — 4 = 2u(27u? — 57u — 18) — 4 = H4u? — 114u? — 36u — 4 =
= 210u® — 522u — 166

1
¢) o7

Tento prvek rozsitime tak, abychom se ve jmenovateli zbavili vSech pfirozenych mocnin

prvku u a zbyla tam pouze redlnd konstanta. Jelikoz pro w plati u® — 6u? + 9u + 3 = 0,

tento vyraz budeme chtit ziskat ve jmenovateli zvétseny o libovolnou konstantu. Prvek

u+r1 rozsifime vyrazem u? + au+ b, kde ¢&isla a a b dopoéteme tak, abychom obdrzeli vyraz

u? — 6u? + 9u + 3 + c. Vyjadifme si toto rozsifent

1 w+aut+b u? +au+b
u+1 wrdau+b  ud+u(a+1)+ula+b)+

- ()
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Vyraz ziskany ve jmenovateli porovname s vyrazem u® — 6u? + 9u + 3 + c.

w +ut(a+ 1) +ula+b) +b=u®—6u*+9u+3 +c

Porovnanim koeficientu u jednotlivych mocnin prvku w na obou stranach rovnice dosta-

neme:
ud 1=1
u?:a+1=—6
w':a+b=9
ul b=3+c

Reseni této soustavy rovnic je:

a=—7
b=16
c=13

Cisla a, b, ¢ dosadime do vztahu (%) a dostaneme

1 u2—7u+16_ u? — Tu+ 16 1, 7 16

Wt 1l E—Tut16 P61 9ut 313 130 13713

0

Priklad 2.2 Naleznéte minimalni polynomy néasledujicich ¢isel nad Q.

Minimalni polynom pro ¢islo o nad Q hledame tak, ze nalezneme nejmensi prirozené ¢islo
n takové, ze o lze vyjadrit jako linedrni kombinace &fsel o, ot, ..., o' s koeficienty
z Q. Proto urcime:

a’ =1

al =3++5

?=9+6V5+5=6(3++5)—4

Prvek o? lze vyjadiit jako linedrni kombinace prvki o, o' ve tvaru o?= 6a — 4. Tedy
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minimdlni polynom pro a nad Q je f = 2% — 6x + 4.

— 1425
b) = 3+v5
Nejprve se zbavime iracionality ve jmenovateli a dale postupujeme analogicky jako v pii-
padé a).
80 =1
Bl = 142v53-v5 _ —7+5V56
T 3+v53-v6 T 4

)

2 _ ([ =745v5 )" _ 49-70v5+125 _ 1 =7(=7+5v5) | 38\ _ _ 7 19

5—<T) =" —5( 1 +z>——‘5+—

Miniméln{ polynom pro § nad Q je f =2? + Iz — 12

c)y=VI1+ V2
Postupné urcime:
=1
Y =V1+V2
72 =142
P =(1+V2)V1+V2
P =142V242=214vV2)+1=292+1
Tedy ~ je algebraicky prvek ¢tvrtého stupné nad Q, jehoz minimalni polynom f = z—

—2x2 — 1.

d) 6 =V2+2

0 =1

S =V2+2

02 =34+ 28/2v/2 + 2

0 = 3V4AV2 + 632+ 2v2 + 2

5 =124+ 22+ 8V2v2 +8v2 +4
Ovéifme, zda §* lze vyjadiit jako linedrni kombinaci prvki 1, 6, 62, 63, tzn. zda existuji
a, b, ¢, d € Q takové, 7e §* = ad®+b6?+cd +d. Dosazenim za d, 62, 63, §* a porovnamim
koeficientu u jednotlivych mocnin ¢éisla 2 dostaneme:

Va: 12=b

V42 0=3a

3\/5 : 2=06a+c

V2v2: 8=2b

V2 8=2a+c
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20 . 4=2a+20+d
Tato soustava linedrnich rovnic nema teSeni, coz je patrné z prvni a ¢tvrté rovnice. Po-

kracujeme ve vypoctu a uréime 6°.

85 = 23/4 + 203/4v/2 + 203/2 + 10/2v/2 + 4v/2 + 40

Nyni ovéifme, zda §° lze vyjadiit jako linedrni kombinaci prvka 1, 6, ..., 6%, tzn. Ze
hleddme a, b, ¢, d, e € Q takova, ze 6° = ad* + bd® + c6? + dé + e. Odtud:
?’\/é_l : 2=12a+c

Vav2:20=3b = b=2

V2: 20=2a+6b+d

V2v2: 10 =8a+2c

V2:  4=8a+2b+d

20 . 40 =4a+2b+2c+e
Tuto soustavu rovnic budeme fesit tak, ze vyjadieny prvek b z druhé rovnice dosadime
do tteti a paté rovnice a vypocteme a.

20=2a+40+d

4=8a+%+d

16
9

2=204¢=c=

a dosazenim do prvni a ¢tvrté rovnice vypocitame:

_ 58
3

__ 816 _ 19
10—7"‘20:}0——3

Vyse uvedend soustava linedrnich rovnic nema feSeni, proto ¢ neni algebraicky prvek ani

Po odecteni rovnic dostaneme a =

patého stupné. Uréime §%:
6% = 603/4 + 123/4v2 + 603/2 + 243/2v/2 + 80v/2 + 12.
Ovéifme, zda 6% lze zapsat jako linedrni kombinaci prvku 1, 6, ..., 8°, tj. 0% = ad® +
+b6* + 62 +dé? +ed + f, kde a, b, ¢, d, e, f € Q. Porovndnim koeficientii dostaneme:
Va: 60=2a+12b+d
V4v2: 12 =20a + 3¢
V2:  60=120a+2b+6c+e
V2v2: 24 = 10a + 8b + 2d
V2: 80=4a+8b+2c+e
20 . 12 = 40a + 4b+ 2c +2d + f
Odtud:

St
Il
= O o

S O
Il

—12
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e=24
f=4
Tedy §° 1ze vyjadfit jako linedarni kombinace prvka 6°, ..., 1, proto d je algebraicky prvek

Sestého stupné nad Q a jeho minimélni polynom p = 2% — 62* — 423 + 1222 — 242 — 4.

Priklad 2.3 V rozsiieni Zs(v), které je generované korenem v polynomu f = 23 + 2z + 1

ireducibilniho nad Zs, najdéte minimalni polynomy prvku:

a) a = v?

b) B=1v2+2

c)y=2v+1
Resent.

a) a = v?

JelikoZ v je kofenem polynomu f, tj. v3—v+1 =0 = v® = v—1, tento vztah vyuZijeme pii
hledani minimélniho polynomu, ktery hledame analogicky jako v predchéazejicim ptikladu.
a’ =1
al = 02

ad=vt=vd =vlv—-1)=0?—v

B=0=?) ' =@w-T12=02—20+1=20w2—v)—v>+1
Plati o® = 2a® — a + 1, proto je « algebraicky prvek tfetiho stupné nad Zs a hledany

minimdlni polynom je g = 23 + 2% + x + 2.

b) B=v2+2
Vypocet provedeme analogicky jako v pripadé a).
=T
Bl =13

=2 4+22=vlo—-1)+?2+1=20>-v+1=—-0v>—-0v+1
#B=p=1?+2) (2 —v+1)=2v(v—-1)— (v—1) +v*+v* =

|
(]
]
+
(]
Il
]
]
(Y]
|
ol
S
|
<
_|_
=
+
]
<
[\~]
|
ol
=4
+
|
Il
<
[\]
|
|
]
I
|
—~
|
S
[\&]
|

—v+1)+1=-3+1
Miniméalni polynom pro prvek 3 je g = 2> + 22 + 2.
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Y
VP=Q2u+1)?=v4+v+1
V=42 =203+ 20 + 20+ +u+1=20w—-1)+1=2v+1)+1=
Minimdln{ polynom pro v je g = 23 + 2x + 2.

Priklad 2.4 7 predpokladu, Ze minimalni polynomy prvku u, v nad F jsou ruzné ne-

vyplyva, ze F(u) # F(v). Najdéte ¢isla u, v algebraickd nad Q jako protipiiklad.

Regeni: Necht’ u = 3’\/3, v = 3/25. Ukazeme, ze Q(?’\/S) = @(3\/%), a ze Cisla u, v maji

ruzné minimalni polynomy nad Q.

a)u="4%5

w=5

Proto u je algebraicky prvek t¥etiho stupné nad Q a jeho miniméln{ polynom je f = 23 —5.

b) v =3/25

1
V25
V625 =515
v3 =25
Cislo v je algebraickym prvkem tfetiho stupné nad Q a jeho minimélni polynom je
g =% — 25,

Zrejme cisla u, v generuji stejné rozsireni télesa Q, avsak maji ruzné minimalni polynomy.

’UO
Ul
1)2

Priklad 2.5 Rozhodnéte, zda télesa Q(ﬂ), Q(—\@) jsou izomorfni. Pokud jsou izo-

morfni, tento izomorfizmus sestrojte.

Reseni: Ovéteni, zda tato dvé télesa jsou izomorfni provedeme na zakladé dusledku 2.1:
pro v/2 je #2 — 2 minimaln{ polynom nad Q,
pro —v/2 je 22 — 2 miniméln{ polynom nad Q.

Jelikoz v/2 a —v/2 maji stejné minimalni polynomy nad Q, potom télesa Q(x/ﬁ), Q(—\/i)
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jsou izomorfni podle dusledku 2.1.

Vyse uvedend télesa muzeme zapsat v nasledujicim tvaru:
Q(V2) = {a+bv2; a, b e Q},
Q(—v2) = {a—bv?2; a, b€ Q}.
Uvazujme zobrazeni definované vztahem
o(a+bv2) =a—by2; kdea, b € Q.
7 predpisu vyplyva, ze se jednd o zobrazeni z Q(\/ﬁ) do Q(—ﬂ).

Zbyvé oveérit, zda ¢ je izomorfizmus, tj. bijektivni homorfizmus. Uvazujme prvky p, q¢ €
Q(ﬁ), kde p = ag + av2, q = by + biv2; ag, a1, by, by € Q. Ovéifme, zda plati
w(p+a) = ¢(p) + ¢(a), 2(pa) = v(P)p(a); ¥p, ¢ € Q(V2).
e(p+4q) = ¢((ao + bo) + (a1 + b1)V2) = (ao+bo)—(a1+b1)v2 = (ao—
—a1V2) + (b — biv2) = ¢(p) + 9(q)
w(pg) = ((agbo +2a1b1) + (aghs +a1bo)V'2) = (agbo +2a1b1) — (aghr+
+arbo) V2 = (b — b1v/2 )ag — (bo — b1v/2 )1 V2 = (ag — a1v/2)
(bo = 01v/2) = ¢(p)(q)

=  je homorfizmus. Ovéiime, zda ¢ je bijektivni.

i) ovéreni, zda ¢ je injektivni
Nalezneme vsechny prvky, které patii do Ker ¢, tj. vSechny, které se zobrazi na 0.
Necht” ¢(a + byv/2) = 0 pro a + bv/2 € Q(v/2). Pak a —bv2 =0; a, b€ Q = a=1b=0.
Tedy Ker ¢ = {0} = ¢ je injektivni.

ii) ovéreni, zda ¢ je surjektivni

Je ziejmé, ze pro kazdy prvek z Q(—+/2) existuje vzor v Q(ﬂ), proto ¢ je surjektivni.
Dokézali jsme, ze zobrazeni ¢ je izomorfizmem z télesa Q(ﬁ) do Q(—\/i)

Priklad 2.6 Zobrazeni ¢: Q(\/g)—> Q(\/?) je dano piedpisem ¢(a + bv/5) = a + bV/7,
kde a,b € Q. Rozhodnéte, zda ¢ je izomorfizmus.

Resend: Uvazujme prvky p, q € @(\/5), kde p = ag+a1V/5, ¢ = by+b1V5; ag, a1, by, by €
Q. Ovérime, zda plati ¢(p + q) = ¢(p) + ©(q), ¢(pa) = ¢ (p) - (q).

(P(p‘i‘Q) = QO((CL() + bo) + (a1 + bl)\/g) = (a0+b0>+(a1+b1)\/7 = (CL()+
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+ aVT7) + (bo + bivVT) = o(p) + ¢(q)
©(pq) = ©((aobo + 5aibr) + (aghs +arbo)v'5) = (agbo + 5a1b1) + (aghi+
+ arbo)V7
©(p)-e(q) = (a0+a1\/7)(bo+b1\/7) = (agbo+Tayby)+ (aohy —i-albo)\/7

= ¢(pq) # ¢(p) - (q)
Je evidentni, Ze ¢ neni izomorfizmus.

Priklad 2.7 Dokazte, ze pokud prvek u je algebraicky nad télesem IF, tak potom i prvek
a = 2u + 1 je nad F algebraicky.

Resend: F(u) je jednoduché algebraické rozsifeni, ziejmé o € F(u). Z disledku 2.3

vyplyva, ze «a je algebraicky nad F.
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Cviceni

Cviceni 2.1 V jednodnoduchém rozsiteni Z,(u), které je generované korenem v polynomu
f=2%+2%+1 € Zy[x]. Vyjadiete kazdy z ndsledujicich prvka pomoci 1, u, u? tak, jak

je uvedeno v (2.2).

a) 2u® + 3u® — 2
b) ub + 2ut — u?

[a) u? +2u + 1; b) 2u? + u + 1]
Cviceni 2.2 Naleznéte minimélni polynomy nésledujicich ¢isel nad Q.

a) V2 — 2
b) 1 -3/3+2V9
¢)i++V5

[a) 2* — 4% + 8z + 2; b) x® — 32® + 21z — 88; ¢) 2" — 8% + 36]

Cviceni 2.3 V rozsifeni Q(u) generovaném koienem u polynomu g = 23 + 42? — 4x + 2

ireducibilniho nad @, najdéte minimalni polynomy prvku:

c) 3u? —u+1

[a) 2® — 242® — 4; b) 2 + 1182% + 68z + 8; ¢) 2 — T92? + 85z — 69

Cviéeni 2.4 Rozhodnéte, zda télesa Q(V/2), Q(i1/2) jsou izomorfni. Pokud jsou izo-

morfni, tento izomorfizmus sestrojte.

[jsou izomorfni, izomorfizmus ¢(ag + a1 V24 as V4 +asV/8) = ag +a1iV/2 — as\/4 — asiV/8,
ag, a1, Gz, as € Q)
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3 Konecné rozsireni

3.1 Stupen algebraického rozsireni

V jednoduchém algebraickém rozsiteni F(u) generované prvkem u stupné n muzeme

kazdy prvek v vyjadrit nasledujicim zpusobem

v=ap+au+au’+ ... +a,_u"; ag, ar, ..., a,  €F. (3.1)

Toto vyjadieni ndm pfipomind reprezentaci vektoru pomoci bazovych vektoru 1, u, u?,

..,u™ 1. To nés vede k myslence pouzit pojmy z teorie vektorovych prostort.
Kazdé rozsiteni K télesa F muzeme pokladat za vektorovy prostor nad F. Operacemi
vektorového prostoru jsou séitani prvku v K a nédsobeni prvku z K prvkem z F, tyto

operace vyhovuji véem axiomum vektorového prostoru [3].

Definice 3.1 Téleso K nazveme konec¢nym rozsitenim télesa F C K, jestlize K je pro-
stor konecné dimenze nad F. Dimenzi vektorového prostoru K nad F nazyvame stupném

rozsiteni K nad F a oznacujeme jej [K : .

Véta 3.1 Stupen algebraického prvku u nad télesem F se rovnd dimenzi rozsireni F(u),
1

jestlize jej pokldddme za vektorovy prostor nad F. Tento prostor md bdzi 1, u, ..., u" .

Zékladni vlastnosti vektorovych prostori konecéné dimenze je to, ze kazdé 2 baze daného
vektorového prostoru maji stejny pocet prvku.

Dusledek 3.1 Necht’ dva algebraické prvky u a v nad télesem F  generuji stejné rozsirent

F(u) = F(v). Pak u a v magi nad F stejny stuperi.

Jednoduché algebraické rozsiteni je konecné a obracené kazdé konecéné rozsiteni se sklada
z algebraickych prvku.

Véta 3.2 Kazdy prvek v konecného rozsiveni télesa F je algebraicky prvek nad ¥ a vyho-
vuje néjaké rovnici, kterd je nad F ireducubilng a jeji stupen je nejvyse n, kde n = [F : K].
Diikaz. Necht’ K je vektorovy prostor dimenze n a prvky 1, v, v2, ..., v™ lez{ v tomto

vektorovém prostoru. Tyto prvky musi byt nad F linedrné zavislé, tj. musi existovat
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linearni kombinace by +biv+bov? 4 ... +b,v"™ = 0, pro kterou plati, Ze vsechny koeficienty
b; nejsou soucasné rovny nule (kdei =0, 1, ..., n). Jestlize se na tento vztah divame jako

na polynom, vidime, ze v je algebraicky prvek nad T, jehoz stupen je nejvyse n [3]. [
Disledek 3.2 Kazdy prvek jednoduchého algebraického rozsireni F(u) je nad F algebraicky.

Tento dulezity zavér nam zaruci, ze nikdy v jednoduchém algebraickém rozsireni nemuzeme

naleznout transcedentni prvek.

2~ rd

3.2 Vicenasobné algebraické rozsireni

Koneéné rozsiteni télesa muzeme sestrojit tak, ze na téleso postupné aplikujeme jed-
noduché algebraicka rozsiteni. V pripadé, ze téleso mé charakteristiku 0, je vicenasobné

rozsireni generovano jednim prvkem. Nyni uvedeme definici vicendsobného rozsireni [3].
Definice 3.2 Téleso K nazveme k-nasobnym algebraickym rozsifenim télesa F,
jestlize existuji prvky wui, us, ..., up € K a posloupnost jednoduchych algebraickych

rozsiteni

Fl = F(ul),]Fg = Fl(U?), e ,Fk = ]Fk_l(uk) = K

Rekneme, zZe rozsifeni K je generované prvky uy, us, ..., uy a piseme K = F(uy, uo, .. .,
Pozndmka 8.1 7 predchézejici definice vyplyva, ze mnozina F U {uy, ug, ..., ux} ge-
neruje téleso F(uy, uo, ..., ug), pricemz prvek u; je algebraicky nad F, us algebraicky

nad F(u;), atd. Taktéz obracené téleso K je k-ndsobné rozsiteni télesa F generované

prvky wuy, us, ..., ug.

Véta 3.3 Necht’ u je algebraicky prvek nad F. Potom rozsireni F(u) je koneéné mnad F
a plati [F(u) :F] = [u:F]. Obrdcené, jestlize K je konecéné rozsireni nad F, potom

pro kazdy prvek v € K plati, Ze je algebraicky nad F o [v: F] < [K: F].

Hlavnim prostfedkem na zkoumani vicendsobnych rozsiteni je néasledujici véta o skladani

bazi.
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Véta 3.4 Necht’ uq, us, ..., u, tvori bdzi konecného rozsireni K nad telesem F a necht’
V1, V2, ..., Uy 0077 bdzi konecéného rozsireni . nad télesem K. Potom prvky wv;, kde
1=1,...,n,7=1, ..., m tvori bazi L. nad FF.

Dukaz. Protoze v, v, ..., vy, tvori bazi L nad K, kazdy prvek a € L muzeme napsat ve
tvaru

a:b101+b2U2+ +bmvm

pro néjaké by, bo, ..., b, € K. Jelikoz uy, us, ..., u, tvori bazi K nad I, lze kazdy prvek
b1, by, ..., by, vyjadrit v nasledujicim tvaru

bj = C1;U1 + CojU2 + ... + CpjlUn
pro néjaké cij, cj, ..., cp; € F. Znamena to, Ze prvek a € L. muzZeme vyjadrit ve tvaru

linearni kombinace

m m n m n
a = E bj’Uj = E cijui Uj = E E cijuivj
j=1 1

Jj=1 \i= Jj=li=1

s koeficienty z F. K dukazu linearni nezavislosti nad F predpoklddejme, ze

m n
ZZ%‘U@‘%‘:O% cj €F, proi=1,...,n,5=1,..., m.
j=1i=1
Jestlize oznacime b; = cjju; + cojug + -+ - + Cpjuy, pro j = 1, ..., m, pak dostaneme
f:ijj = 0, pficemz by, ..., b, € K. Z linedrni nezavislosti prvka vy, vs, ..., v, nad K
zi_olstévéme by =by = ... = b, =0 a dale z linedrni nezavislosti prvki uy, ug, ..., u,
nad F plyne ¢;; =0 pro viechny i =1, ..., n, j=1, ..., m [7]. ]

Dusledek 3.3 Necht’ K je konecéné rozsireni télesa F a 1L je konecné rozsireni télesa K.

Pak 1L je konecné rozsitent télesa F a plati

[L:F]=[L:K]-[K:F]; kdeL D KDF. (3.2)
Dusledek 3.4 Necht’ proky uy, us, ..., up generuji nad F k-ndsobné algebraické rozsirent
L = F(uy, ug, ..., ug). PakL je konecné rozsitend télesa F a kazdy z proki uy, ug, ..., uy

je algebraicky nad F.
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Disledek 3.5 Necht” K je konecné rozsiteni télesa F stupné n = [K:F|. Pak stupen

kazdého prvku v z K nad F je délitelem cisla n.

Dusledek 3.6 Prvek u z koneéného rozsireni K D F generuje nad F celé rozsireni K prdvé
tehdy, kdyz [K:F] = [u: F].

Disledek 3.7 Necht’ L je konecné rozsirend stupné 2" nad télesem F. Potom IL neobsahuje

Zadny prvek tretiho stupné nad F.

Z dusledku 3.7 vyplyva nefesitelnost ulohy o duplikaci krychle. Ulohu lze formu-
lovat: Naleznéte obecnou eukleidovskou konstrukei, pomoci niz bude mozné k libovolné
krychli zkonstruovat hranu krychle o dvojnasobném objemu. Konstrukce pomoci pravitka
a kruzitka urcuje vicenasobné rozsiteni télesa Q. Toto rozsifeni je generovano prvky
druhého stupné, protoze rovnice kruznice je druhého stupné. Celkovy stupen rozsiteni je
podle dusledku 3.3 mocninou 2" a podle dusledku 3.7 nemuze rozsiteni obsahovat ¢islo
/2, které mé prave stupeti tii nad Q. Proto tato tiloha nenf eukleidovsky fesitelna [7].

Druhou proslulou antickou tlohou je trisekce tthlu. Zadani této ulohy lze formulovat:

[o1
3

zakladé dusledku 3.7 az na zvlasni pripady, kdy thel je ndsobkem pravého uhlu. Treti

Je dén thel «, sestrojte eukleidovsky thel o velikosti Netesitelnost lze dokazat na
antickou tlohou je kvadratura kruhu: Necht’ je ddna kruznice k o poloméru r. Sestrojte
eukleidovsky c¢tverec, ktery ma stejny obsah jako vnitiek kruznice k. Nefesitelnost této
tlohy vyplyvd z transcendentnosti ¢isla /7 nad Q. Nefesitelnost téchto ti{ antickych tloh

byla dokdzéna v 19. stoleti pomoci moderni algebry [6].
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Resené piiklady

Pi#iklad 3.1 Cislo o = u? +u, kde u spliuje rovnici u® = —3u+ 1, patif do jednoduchého

algebraického rozsiteni Q(u) télesa Q. Najdéte minimalni polynom ¢isla u nad Q.

Regend: Minimaln{ polynom pro a = u? + u nad Q uréfme analogickym zptisobem, ktery
byl pouzit ve druhé kapitole.

a’ =1

al =u?+u

o =ut+2u +u? =u(-3u+1)+2(—3u+1)+u® = —2u?® — 5u+ 2

ad = —2u* — Tud — 3u? +2u=3u? +2lu—7
Ovéifme, jestli o® je linedrni kombinaci prvki o2, o!, o, tj. zda existuji a, b, ¢ € Q
tak, 7ze a® = aa® + ba + ca®. Tuto rovnici fesime tak, ze dosadime za o2, a2, o!, o a
porovname koeficienty u jednotlivych mocnin prvku w.

u?:  3=-2a+b

ul: 21=-5a+b

u: —7=2a+c

Reseni této soustavy rovnic je:

a=—6
b= -9
c=5

Hledany minimélni polynom f = 2% + 622 + 9z — 5.

Priklad 3.2 Rozhodnéte, zda dané cislo generuje uvedené rozsiteni télesa Q. V kazdém

piipadé dokazte, ze vase tvrzeni je spravné.

a) a =2+3V9vQ(V3)
b) B=2v+1vQ(), kde v®* +v—2=0

Resent:
a) a=2+39vQ(V3)
Z véty 2.6 plyne, ze a € Q(S\/g) Déle budeme postupovat podle dusledku 3.6.
i) Uréime stupen o nad Q jako stupen jeho minimalniho polynomu.
a’ =1

al =2+3/9
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o? =44+4Y9+4 33
o = (24+V9)(4+4V9+3V3) = 12V9+18V/3+17 = 60> — 120+ 17
Proto minimdlni polynom pro o nad Q je x® — 622 + 122 — 17, ktery je tfetiho stupné,

coz znamena, ze [a : Q] = 3.

ii) Urcime [@(3\/5) : @} )
Miniméln{ polynom pro 4/3 nad Q je z® — 3, tedy [Q (3\/5) : Q] =3.

Plati, ze a € Q, ddle [Q(V/3): Q] = [V/3:Q], proto podle disledku 3.6 « generuje
rozsirenf Q(3/3) télesa Q.

b) =2v+1vQ), kde v>+v—2=0

Ze vztahu v 4+ v — 2 = 0 plyne, Ze v je algebraicky prvek tietiho stupné nad Q. Podle
véty 2.6 5 € Q(v). Uréime stupen prvku 3 nad télesem Q.

P =1

Bl=20+1

B =4v? +4v +1

(3 = 8v3+120°+6v+1 = 1202 —20+17 = 3(4v> +4v+1)—T(2v+1)+21
Muzeme psit 32 = 36% — 73 + 21 = 3 je algebraicky prvek tietiho stupné nad Q =
6: Q] = [Q(v) : Q.
Tim jsou splnény predpoklady dusledku 3.6, a proto 3 generuje rozsiteni Q(v) télesa Q.

Piiklad 3.3 Rozhodnéte, zda éislo o = 77 + 57 — 272 + 1 je transcendentni nebo alge-

braické nad Q.
Reseni: Budeme postupovat sporem, piedpokladejme, ze o je nad Q algebraické. Pak 7
je kofenem polynomu 7 + 52% — 222+ 1 — a, tzn. Ze 7 je algebraické nad Q(«). Rozsfiend

Q(a, ) je koneéné nad Q a podle dusledku 3.4 7 je algebraické nad Q. Coz je spor,

protoze 7 je nad QQ transcendentni, tedy « je transcendentni nad Q.
Piiklad 3.4 Dokazte, ze Q(v2, v3) = Q(V3, v2).
Regeni: Pro téleso Q(\/i, \/5) plati:

i) [@(\/5) ; Q] = 2, jelikoz minimaln{ polynom pro v/2 nad Q je druhého stupné. Proto
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podle dusledku 2.2 bazi télesa @(\/5) nad Q uréujf prvky 1, v/2.

ii) [Q(V2, v3) : Q(v2)] = 2, protoze minimaln{ polynom pro v/3 nad Q(v/2) je druhého
stupné. Tedy podle véty 3.1 bazi télesa Q(ﬂ, \/§) nad Q(v/2) uréuji prvky 1, v/3.

Podle véty 3.4 plati, ze béze Q(v2, v3) nad Q je 1, v/3, v2, V6.
Pro téleso Q(\/g, \/5) plati:

i) baze Q(v/3) nad Q je urcena 1, v/3.

ii) béze Q(\/g, \/5) nad Q(\/g) je urcena 1, v/2.

Tedy bazi télesa @(\/3, \/§) nad Q tvoif prvky 1, v/2, v/3, V6. Protoze obé télesa maji
stejnou bazi nad Q, plati (@(\/§7 \/g) = Q(\/g, \/5)

Piiklad 3.5 Rozhodnéte, zda polynom f = z3 + 5 je ireducibilni nad télesem @(\/5)

Svoji odpoved’ zduvodnéte.

Resent: Piedpoklddejme, ze by dany polynom byl reducibilni nad télesem Q(\/ﬁ) Pak
by musel existovat kofen daného polynomu v télese Q(\/§) Ozna¢me jej a. Pro tento

koten plati
a® = —5. Tedy a ¢ Q(V/2), coz je spor.
Proto polynom 23 + 5 je ireducibilni nad télesem Q(ﬂ) .

Priiklad 3.6 Urcete stupen vicenasobného rozsiteni a najdéte jeho bazi nad Q.

a) Q(v2, V7)
b) Q(1+ /3, v3)

Resend:

a) Q(v2, V7)

i) Uréfme stupeii rozsiteni a bazi Q(v/2) nad Q.
Miniméln{ polynom pro v/2 nad Q je 2> — 2 = [Q(\/ﬁ) : Q] = 2 a bézi tvoif 1, V2.
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ii) Nalezneme stupeii roziifeni a bézi Q(v/2, v/7) nad Q(v/2).
Miniméln{ polynom pro v/7 nad Q(\/ﬁ) jex? —7= [Q(ﬂ, V) Q(\/ﬁ)} = 2 a baze je
tvorena prvky 1, v/7.

Dle véty 3.4 béaze konecného rozsfieni Q(v/2, v/7) nad Q je uréena 1, v/7, /2, v/14 a podle
diisledku 3.3 platf [Q(v2, V7): Q] = [Q(v2, V7) : Q(v2)] - [Q(v2) : Q] =2-2 = 4.

b) Q(1+3¥/3, V3)

i) Nalezneme stupen prvku 1 +%/3 nad Q. Oznacime o = 1 4 /3 a uréfme minimaln{

polynom prvku « nad Q.

=1

al=144%3

a?=1+2V3+39

o = (1+33)(1+23/34+V9) =3V9+3V3+4= ... =3a®>—3a+4

Stupen minimalniho polynomu pro « nad Q je tfi, proto [Q(l +4/3) : Q] = 3. Jelikoz
Q(R/3 +1) = Q(V/3), proto bazi Q(1 4+ %/3) nad Q miizeme zapsat ve tvaru 1, /3, 1/9.

ii) Uréime stupen V3 nad Q1+ 3\/3)
Minimélni polynom pro v/3 nad Q(1 +3/3) je 22 =3 =[Q(1 + V3, v3): Q1 +¥3)] =
= 2 = bdze télesa Q(1 + 3\/§, \/3) nad Q(1 + 3\/3) je 1, V3.

Tedy [Q(1+3/3, v3): Q] = [Q(1 +3/3, v3) : Q(1 +¥/3)] -[Q(1 +¥/3) : Q] = 6 a baze
konecného rozsifent télesa Q(1+3/3, v/3) nad Q je tvoiena prvky 1, /3, /9, v/3, V34/3,
V30.

Priklad 3.7 Dokazte, ze pokud a, b € C jsou algebraicka nad Q, tak i a—2b je algebraicky
nad Q.

Resent: Jelikoz &fsla a, bjsou algebraickd nad Q, existuje dvojndsobné algebraické rozsfient
Q(a, b). Zrejmé a—2b je prvkem télesa Q(a, b). Teéleso Q(a, b) si muzeme predstavit jako
jednoduché rozsiteni télesa Q(a), které obsahuje pouze algebraické prvky, potom podle
dusledku 3.2 je a — 2b algebraicky nad Q.
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Cviceni

Cviceni 3.1 Rozhodnéte, zda dany polynom je ireducibilni nad uvedenym télesem. Svoji

odpovéd’ zduvodnéte.

a) #2 4+ 2 nad Q(7)
b) 2% — 18 nad Q(v/2)

[a) je ireducibilni, jelikoz iv/2 ¢ Q(i); b) je ireducibilni, protoze /9 ¢ Q(v/2)]

Cviceni 3.2 Urcete stupen kazdého z nasledujich vicenasobnych rozsiteni télesa Q.

a) Q(v/5, 2i)
b) Q(V/3, V9)
) Q(v2,v/3, V5)

[a) 4; b) 3; c) 8]

Cviceni 3.3 Rozhodnéte, zda dané ¢islo generuje uvedené rozsiteni télesa Q. V kazdém

pripadé dokazte, ze vase tvrzeni je spravné.

a) a=+v2+3V2v Q2 V2)
b) B=1+V3vQ(V3)

[a) ano generuje, jelikoz o € Q(v2, ¥/2)aa: Q] = [Q(v2, ¥/2) : Q]; b) ano generuje,
protoze 3 € Q(%) alf:Q]= [@(4\/5) : QH

Cviceni 3.4 Urcete stupen vicenasobného rozsiteni a najdéte jeho bazi nad Q.

a) Q(i, v3)
b) Q(V/4, 1/16)
) Q(V3. V)

[a) étvrtého stupné s bazi 1, /3, 4, iv/3; b) tietiho stupné s bazi 1, /2, ¥/4; ¢) gestého
stupné s bazi 1, /3, /9, i, i4/3, iV/9)
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4 Rozkladova télesa

Postupné rozsitovani ¢iselnych obort bylo motivovano snahou zabezpecit fesitelnost
algebraickych rovnic. V télese C vSech komplexnich ¢isel toto tusili vyvrcholilo. Podle
zakladni véty algebry ma kazdy polynom n-tého stupné s komplexnimi koeficienty n kom-

plexnich kofenti. Rikdme, ze téleso C je algebraicky uzaviené [7].

Definice 4.1 Necht’ f je polynom stupné n > 0 nad F. Rozsifeni L télesa [F nazveme roz-

kladovym télesem polynomu f nad F, jestlize existuji prvky ¢ € F, uy, us, ..., u, €
L takové, ze L = F(uy, ug, ..., u,) a f lze nad L rozlozit na souéin linedrnich ¢initelu
f=clr—u)(z—u) ... (x—up). (4.1)

Pozndmka 4.1 Jestlize polynom f stupné n ma v télese F n korenu, potom jeho rozkla-
dovym télesem je samotné téleso F. Pokud polynom nelze nad danym télesem rozlozit na
soucin linearnich ¢initeli, musime provést rozsiteni télesa [F na téleso, ve kterém chybéjici
koteny jiz existuji. Rozkladové téleso polynomu f je zfejmé nejmensi rozsiteni s touto

vlastnosti.

Véta 4.1 Necht’ p je ireducibilni polynom nad télesem F. Potom existuje jednoduché

algebraické rozsireni F(u) generované kotenem wu polynomu p.

Dikaz. Podle véty 2.5 hledané rozsiteni (jestlize existuje) musi byt izomorfni s télesem
Flx]/(p). Existenci dokazeme tak, ze za hledané rozsiteni vezmeme piimo F[z]|/(p). Jed-
noduse lze dokazat, ze zobrazeni ¢ : F — F[z]/(p), definované vztahem ¢(a) = a+ (p) pro
a € F, je injektivni homomorfizmus, tj. vnoreni télesa F do F[z]/(p). Jestlize ztotoznime
prvek a € F s jeho obrazem a + (p), muzeme fici, ze F je az na izomorfizmus podtéleso
telesa F|x]/(p). Ukazeme, ze prvek u = x + (p) je kofenem polynomu p. Nyni vyjadieme
p(uw).

p(u) = p(z +(p)) = ao + ar(z + (p)) + az(z + (p))* + ... +au(z+(p))" = (a0 + (p))+
(a4 () (4 () (a2 + () @+ () + - +(ant ()2 +(P)" = (a0-+arz+
+axx? + ... +aa") + (p) =p+(p) =0+ (p)

Je téz ziejmé, ze u = x + (p) generuje F[z|/(p) nad F, to znamend, ze F|x]/(p) = F(u) [7].
[
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Pozndamka 4.2 Vétu 4.1 lze zobecnit na reducibilni polynomy.

Véta 4.2 Pro kazdy polynom f nad télesem F, st f = n > 0, existuje rozkladové teleso
polynomu f nad .

Diikaz. Budeme postupovat indukcl vzhledem k n. Pro n = 1 je rozkladovym télesem
téleso F. Necht’ je n > 1. Predpokladejme platnost véty pro polynomy stupné n — 1 nad
libovolnym télesem. Podle véty 4.1 existuje rozsiteni F(u;) generované kofenem u; poly-
nomu f. Nad F(u;) mame rozklad f = (x — uy)g, stg = n — 1 > 0. Dle indukéniho
predpokladu existuje téleso L, které je rozkladovym télesem ¢ nad F(ui). Znamend
to, ze existuji prvky ¢ € F, ug, us, ..., u, € L takové, ze L. = F(uy)(ug, us, ..., uy,)

ag=c(r—u)(r —us)...(r—u,). Téleso L je generované mnozinou F(uq )U{us, us, ...,

Uy}, proto je generované téz mnozinou F U {wuy, ug, ..., u, }. Tedy L = F(uy, us, ...,
uy,), pricemz nad L méme rozklad f = c¢(x—wuy)(x—usy) ... (x—u,). Proto L je rozkladové
téleso polynomu f nad F [7]. O

Véta 4.3 Necht’ L., I jsou rozkladovd télesa polynomu f nad télesem F. Pak L je izo-

morfni s .

Diikaz. Budeme postupovat indukei vzhledem ke stupni n = [L : F]. Protoze formulace
véty neni vhodnd pro dukaz indukei, dokdzeme obecnéjsi tvrzeni. Necht’ ¢ : F — F’
je izomorfizmus téles F, /| ktery zobrazi koeficienty polynomu f nad F na odpovidajici
koeficienty polynomu f’ nad F’, a necht’ I, I jsou rozkladova télesa polynomu f nad F,
resp. [’ nad F'. Pak ¢ lze rozsitit na izomorfizmus ¢ : L — L.

Pro identicky izomorfizmus F na F dokazované tvrzeni zahrnuje tvrzeni véty. Necht’
[L:F] =1. Pak L = F, tedy f lze nad F rozlozit na soucin linedrnich ¢initela. Protoze
@ je izomorfizmus, tak i f’ Ize rozlozit na soucin linearnich ¢initelu. Tedy L' = F" a ¢ je
izomorfizmus L na L.

Prepokladejme, ze [L : F] =n > 1 a ze tvrzeni plati pro viechny piipady [L : F] < n.
Polynom f nelze nad FF rozlozit na soucin linearnich ¢initelu, proto f ma ireducibilni délitel
pnad F, stp = k > 1. Oznaéme p’ odpovidajici (v izomorfizmu ¢) délitel polynomu f’
nad F'.

V L existuje kofen u polynomu p, podobné existuje v L' kofen u' polynomu p'.

Z véty 2.6 vyplyva, ze zobrazeni p : F(u) — F(u'), dané vztahem



37

plag + ayu + agu® + - + ap_u*t) =

= @(ay) + pla)u' + (ay) (W) + - + p(a,_y) (W),

pro ag, ay, as, ..., ag_1 € F je izomorfizmus rozsirujici .
Rozsiteni L, 1" jsou rozkladovymi télesy polynomu f,resp. f’ nad F(u), resp. F'(u').
Pritom plati

n=[L:F] =[L:F)] [F(u): F] = [L: F(u)k.

Proto k > 1 = [L: F(u)] < n. Dle indukéniho pfepokladu se izomorfizmus p : F(u) —

F(u') d& rozsifit na izomorfizmus ¢ : L — L' [7]. O

V nasledujici vété uvedeme Eisensteinovo kritérium, které nam urci postacujici podminku

ireducibility polynomu ze Z[x] nad télesem Q vSech raciondlnich ¢isel.

Véta 4.4 Necht’ f = ag+a1x+ax® + ... +a,z™ je polynom s celociselnymi koeficienty.
Jestlize existuje prvocislo p takové, Ze pta,, pla;proi=1, ..., n—1ap?tag, pak [ je

wreducibilng nad Q.

Dikaz. Necht’ existuje prvocislo p dané vlastnosti a predpokladejme, ze f je reducibilni,
tj. f = gh, kde polynomy g a h nad Q jsou stupné alespon prvniho. Lze predpokladat,
ze polynomy g a h maji rovnéz celociselné koeficienty. Necht’ tedy g = by + bix + ... +
+bpx®, h = cy +cir + ... + ™. Pak nutné ag = bycy. Jelikoz p | ag, pak bud’ p | by
nebo p | cg, nebot’ p je prvocislo. Necht’ napi. p | by, pak p { cg, nebot’ p? 1 ao.

Necht’ tedy b; je prvnim z koeficientu by, by, ..., by, ktery neni délitelny cislem p.
Takovy jisté existuje, nebot’ p 1 an, tj. p 1 bpCm, coz implikuje p 1 by. Ziejmé plati
a; = bycg + bi_1c1 + ... + bici_1 + byc;. Odtud b;cg = a; — bi_1c1 — ... — bici_1 — byc;.
Avsak p | a; pro i < k < n (k je stupen g, tj. kK < n), p | by, ..., p | bi_1, jak

jsme predpokladali. Tedy p déli pravou stranu posledni rovnosti, takze musi délit i levou.
Avsak ptb;, p1co, p je prvocislo, tedy p 1 b;co, coz je spor. Tedy polynom f je ireducibiln{
nad Q [5]. O
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Resené piiklady

Piiklad 4.1 Rozhodnéte, zda polynom f = 2® + 8¢ — 2 je ireducibilni nad télesem
Q(\/—Q), svoji odpovéd’ zduvodnéte.

Reseni: Podle Eisensteinova kritéria ovéifme, zda polynom je ireducibilni nad Q. Na-

leznéme prvocislo p, pro které plati:

p|0=as
pl8=a
pl—2=ag
pfl=as
PPt —2=aq

Hledané prvocislo je p = 2, proto podle Eisensteinova kritéria je dany polynom nad
télesem Q ireducibilni. Podle dusledku 3.7 (ktery je mozné zapsat i v nasledujicim tvaru:
kdyz p je polynom tietiho stupné ireducibilni nad F a K je rozsiteni télesa F stupné 2™,

potom polynom p je nad K ireducibilni) je polynom 23+ 8z — 2 nad Q(\/ —2) ireducibilni.

Priklad 4.2 Dokazte, Ze polynom f = 2%+ z — 1 je nad télesem Zs (jehoz prvky budeme

které vznikne rozsitenim télesa Zs o libovolny kofen tohoto polynomu?

Resent:
i) Dokézeme, ze polynom f je nad Zs ireducibilni. Vypoc¢teme funkéni hodnoty polynomu

f pro vsechny zbytkové tiidy ze Zs.

f(0)=4
faO=1
f2)=4
f3)=4
fd)=2
Zadna zbytkova trida neni kofenem daného polynomu, proto f je ireducibilni nad Zs.

ii) Téleso Zs rozsiiime o libovolny kofen polynomu f a uréime pocet prvka tohoto

rozsiteni.

Uvazujme éislo o, které je kofenem polynomu f. Plati o® +a —1 = 0= «a je alge-
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braicky prvek tretiho stupné nad Zs. Téleso Zs(«) s vyuzitim véty 2.6 muzeme zapsat

v nésledujicim tvaru Zs(a) = {ag + aja + aa?; ag, a1, ay € Zs} . Jelikoz kazdy z prvki

Priklad 4.3 Najdéte vsechny ireducibilni polynomy druhého stupné nad Zs.

Resend: Libovolny kvadraticky polynom nad Z; muzeme zapsat ve tvaru f = az®+ bz +c,
kde a, b, ¢ € Zs3, a # 0. Aby dany polynom byl nad Zs ireducibilni musi platit:
f(0)=c#0
fA)=a+b+c#0
f(2)=a+2b+c#0
Z prvniho vztahu plyne, Ze ¢; = 1, ¢y = 2. Zvolme ¢ = 1, pak plati:
a+b#2
a+2b+#2
Jelikoz a # 0 = a; = 1, ay = 2, pro které dopocteme b.
=1, c=1=b=0
ay=2,c=1=by=1,b3=2
Hledané kvadratické ireducibilni polynomy nad Zs jsou fi = 22 + 1, fo = 222 + o + 1,

fs = 222 + 22 + 1 a vSechny s nimi asociované.
Priklad 4.4 Sestrojte téleso Zs(a), kde a? = 2.

Reseni: Téleso zbytkovych tifd modulo pét rozsfifme o prvek o. Ukdzeme, ze minimaln{

polynom pro « nad Zs je
p=1x>+3.

Ovétime, zda p je ireducibilni nad Zs, coz provedeme analogicky jako piikladé 5.1.

p(0) =3
p(l) =4
p(2) =2
p(3) =2
p(d) =1

Overili jsme, ze p je nad Zj ireducibilni, proto « je algebraicky prvek druhého stupné
nad Zs. Podle véty 2.6 muzeme kazdy prvek ze Zs(«) zapsat ve tvaru ag + ajc, kde

ap, a1 € Zs.
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Toto rozsiteni je tvofeno prave nasledujicimi prvky:
a, T+a, §—|—oz, §+a, é_l—l—oz,
20, 1+ 20, 2+ 2a, 3+ 2a, 4+ 2a,
3o, 1+ 3a, 2+ 3a, 3+ 3a, 4+ 3a,
4o, 1+ 4o, 2 + 4o, 3+ da, 4 + 4a.
Pro scitani a ndsobeni v Zs(a) plati:
(ap + ar1a) + (bg + bir) = (ag + bo) + (as + by,
(ao + ara)(by + biar) = agby + agbia + a1bgar + a1bia® =
= (apbo + 2a1b1) + (agh1 + a1by)av.

Priiklad 4.5 Urcete stupen a najdéte bazi rozkladového télesa nad Q pro nasledujici

polynomy.
a) 5 — 3
b) z* — 25
Resent:
a) 2 —3

Prvni rozsiteni provedeme o libovolny kofen tohoto polynomu, oznacme jej a. Zvolme
o =3/3. Ziejmé plati

23— 3= (r—a)(z?+az +a?).
Polynom 2% + ax + o2 je druhého stupné, proto pro jeho kofeny plati

_ oty a?—4a® —ataiV3
.Z'L 2 — 2 - 2 .

= téleso Q(3/3) musime rozsfiit o iv/3, jelikoz iv/3 ¢ Q(V3) = téleso Q(3/3, iV3) je

rozkladovym télesem polynomu z3 — 3.

Stupen télesa Q(3/3) nad Q je tii, protoze minimélni polynom pro /3 nad Q je 2° — 3
= bazi telesa Q(V/3) nad Q tvoif prvky 1, /3, 1/9.

Stupen télesa Q(4/3, iv/3) nad Q(V/3) je dva, protoze minimalni polynom pro iv/3 nad
Q(V/3) je druhého stupné, baze je 1, iv/3.

N [Q(s 3 Z\/§> : Q} - [Q(“ 3, Z\/§) Q(d\/g)} . [@(3\/5) : @} =

=2-3=6
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Stupei konecného roziiteni télesa Q(3/3, iv/3) nad Q je Sest a bézi uréuji prvky (dle véty

3.4) 1, /3, 19, V3, iv/3V3, iv/3V/9.

b) x* — 25
Ptredpokladejme, Ze « je kofenem tohoto polynomu. Pak plati o* = 25 = a? = £5.
Zvolme o = v/5, téleso Q rozsifime o prvek a. Je ziejmé, ze —a je také kofenem tohoto
polynomu. Nad télesem Q(«) plati
=25 = (z — a)(z + a)(z? + a?).
Jelikoz polynom z? + a? je nad Q(«) ireducibilni, provedeme posledni rozsfieni o prvek
3, pro ktery plati 3% = —a?, tj. 3 = ia. Vzhledem k tomu, Ze a € Q(«), staci k télesu
Q(c) adjungovat prvek i. Tedy téleso Q(v/5, i) je rozkladovym télesem polynomu z* —25.

Stupen v/5 nad Q je dva = béze télesa Q(\/S) nad Q je 1, v/5.
Stupen prvku i nad Q(v/5) je dva = baze télesa Q(v/5, i) nad Q(V/5) je 1, i.

Proto [Q(\/g, z) : Q] = 4 a baze rozkladového télesa Q(\/g, i) nad Q je urcena prvky
1, i, V5, iV5.

Priiklad 4.6 Dokazte, ze rozkladové téleso IL polynomu stupné n nad télesem F mé stupen

[L:F] <nl
Resend: Uvazujme libovolny polynom f = a,2™ 4+ an_12" '+ ... + a1x + ao ireducibiln{
nad F, kde a,, a,_1, ..., a1, ag € F.

Prvni rozsiteni télesa IF provedeme o o, kde oy je kofen polynomu f. Prvek a; je nejvyse

stupné n nad télesem F, coz plyne z toho, ze st f = n a nad F(ay) plati

/= an(I - al)flu

kde f; je podil po déleni polynomu f polynomem a,(x — ay). Stupen polynomu f; je
n—1 a tento polynom muze byt obecné ireducibilni nad F(ay ). Provedeme dalsi rozsifent
télesa F(ay) o o, ktery je kofenem polynomu f;. Stupen prvku o, nad télesem F(oy) je

nejvyse n — 1, jelikoz st f; = n — 1. Nad télesem F(ay, ap) plati

f=a,(v—a1)fi = ap(r — a1)(x — az) fo.

Polynom fy je n — 2 stupné. Nyni jsme uz dostali téleso F(ay, aw), rozsifovani bu-
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deme provadét tak dlouho, nez dostaneme rozkladové téleso polynomu f nad F. Po-

sledni rozsiteni bude obecné o prvek «,,_1, jelikoz polynom f3 muze byt ireducibilni nad

F(ay, ag, az), fi ireducibilni nad F(ay, ..., a4), ..., fu_o ireducibilni nad F(ay, ...,
an_o), kde f3 je podil pti déleni fy polynomem x — g, ..., f,_2 je podil pii déleni f, 3
polynomem z — «,,_5. Nad télesem F(a, ag, ..., a,_2) plati

f=ayx—ay) ... (r — ap_2)fno.

Polynom f,,_» je druhého stupné, obecné tento polynom muze byt ireducibilni nad F(ayq,
.., (p_9). Provedeme posledni rozsiteni télesa F(avy, ..., an_2) 0 a,_1, ktery je nejvyse
druhého stupné nad F(ay, ..., a,_2). Nad télesem F(a, ..., a,_1) 1ze polynom f rozlozit

na soucin linearnich ¢initelu, tedy

f=a(z—aq)(x—ag) ...(z—ap_1)(x — ay).

Plati, ze L = F(Oél, ce Oén_l).
Pro stupen télesa L nad F plati

L:F|=[F(aq, ..., an_1) : Flag, ..., an_o)] - [Fla, ..., an—2) : Flay, ..., ay_3)]

o [Flag, ag) : Flay)] [F(ow) : F] <2-3-----(n—=1)-n=nl

Tim byla dokézana platnost tohoto tvrzeni.
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Cviceni
Cviéeni 4.1 Dokazte, ze polynom z* 4+ 2% + 1 je nad Zs ireducibilni.
Cviceni 4.2 Naleznéte ireducibilni polynomy druhého a tietiho stupné nad Zs.
fi=22+a+ 1, fo=234+22+1, =23+ +1]

Cviceni 4.3 Rozhodnéte, které z nasledujicich polynomu jsou nad Q ireducibilni.

(vyuzijte Eisensteinova kritéria)

a) 3 + 22 + 4z + 2
b) 4a* + 223 + 42% — 10
) 25 + 3z° — 18z* + 8123 — 922 + 122 + 3

[a) ireducibilni, hledané provocislo p = 2; b) reducibilni, zfejmé koten je jedna; c) iredu-
cibilni, hledané prvocislo p = 3|

Cviceni 4.4 Urcete stupen a najdéte bazi rozkladového télesa nad Q pro nasledujici

polynomy.
a) 3 —2
b) z* — 1222 + 35
c) zt—4

[a) Sestého stupné s béazi 1, 3/2, ¥/4, iv/3, iv/3V/2, iv/3V/4; b) ctvrtého stupné s bazi
1, V5, V/7, V/35; ¢) étvrtého stupné s béazi 1, i, /2, iv/2]
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5 Konec¢na télesa

Necht’ je ddno konecné téleso I, které obsahuje téleso Z, celych ¢isel modulo p, kde
p je prvocislo. F je tedy konetnym rozsitenim télesa Z, a mda nad Z, bazi u, ..., uy.
Kazdy prvek z télesa F muzeme vyjadtit pomoci linearni kombinace zn:aiui, kde koeficient
a; 1ze ze Z, vybrat pravé p zpusoby, tedy téleso F mé celkem p" p;?/i{ﬁ. Tento vysledek

shrneme do nésledujici véty [3].
Veéta 5.1 Pocet q prvku konecného télesa se rovnd mocniné p™ jeho chrakteristiky.
Veéta 5.2 Kazdd dvé konecnd télesa se stejnym poctem prvkiu jsou izomorfni.

Diikaz. Uvazujme koneéné téleso F, které ma ¢ = p” prvki. Réd kazdého nenulového

prvku je délitelem ¢isla ¢ — 1, tedy kazdy prvek vyhovuje rovnici 297 = 1. Proto véechny

prvky ci, ca, ..., ¢4 télesa F jsou kofeny rovnice
! — 1z =0. (5.1)
Tento soucin (z —¢;)(z —c2) ... (x—¢,) je délitelem polynomu x? — x, jednotlivi ¢initelé

jsou navzajem nesoudélné polynomy, kazdy z nich déli ¢ — x. Protoze soucin i polynom

x9 — x jsou normované a maji stupen ¢, dostavame rovnost

! —r=(v—c)(r—c2) ... (x—cy). (5.2)

Proto I je rozkladovym télesem polynomu z? — x nad Z,. Ziejmé dalsi konecné téleso
se stejnym poctem prvku je rozkladovym télesem téhoz polynomu a je tedy na zaklade

jednoznacnosti rozkladového télesa (podle véty 4.3) izomorfni s F [3]. O

Véta 5.3 Ke kazdému prvocislu p a prirozenému ¢islu n existuje téleso, které ma p™ = q

proki. Jednd se o rozkladové teéleso polynomu x9 — x nad Z,,.

Pozndamka 5.1 Konecna télesa se nékdy nazyvaji podle francouzského matematika Eva-
rista Galoise (1811-1832) Galoisova télesa. Téleso, které ma pravé ¢ prvki, se oznacuje

GF(q).
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Veéta 5.4 Zobrazeni a — aP zobrazuje izomorfné kazdy obor integrity D s charakteristikou

p na podobor integrity DP vsech p-tych mocnin prvkid z D.

Napftiklad pokud D je obor integrity Z, celych ¢isel modulo p, pak izomorfizmus a +— a”

je jednoduse identickym zobrazenim.
Veéta 5.5 Kazdé konecné teleso s charakteristikou p md automorfizmus a +— aP.

Dukaz. O télesech s charakteristikou p vime, ze zobrazeni a +— aP zobrazuje izomorfné
F na mnozimu vsSech p-tych mocnin. Jelikoz toto zobrazeni je prosté, pritadi ¢ prvkum
stejny pocet p-tych mocnin (véta 5.4), které tvori celé téleso F. Proto zobrazeni a — a?
zobrazuje F na F [3]. O

Dusledek 5.1 'V konecném télese s charakteristikou p md kazdy prvek p-tou odmocninu.
Déle budeme charakterizovat primitivni prvek konecného télesa.

Véta 5.6 V kazdém koneéném télese GF (p") existuje takovy prukek o, Ze kazdy nenulovy
prvek 3 € GF(p") je mocninou «, tj. 3 = . Tedy (GF(p")\ {0}, ) je cyklickd grupa.

Pozndmka 5.2 Prvek a z véty 5.6 nazveme primitivnim prvkem télesa GF(p™).

Definice 5.1 Necht’ LL je nadtéleso télesa F a necht’ f€ F[z]. Je-li @ € LL kofen polynomu

f, pak téleso F(«) se nazyva kofenové nadtéleso polynomu f.

Véta 5.7 Necht’ a je primitivni prvek télesa GF(p™) a necht’ f je minimdlni polynom
proku « nad GF(p). Pak st f =n a GF(p"™) je korenové nadtéleso polynomu f.

Dikaz. Ziejmé je GF(p") = GF(p)(«), tedy GF(p") ~ GF(p)[z]/(f). Z véty o déleni
se zbytkem plyne, zZe kazdd tiida faktorového okruhu GF(p)[x]/(f) obsahuje pravé jeden
polynom stupné menstho nez st f. To viak znamend, Ze GF(p") obsahuje pravé p*t/
prvku, tedy st f = n [2]. O

Dusledek 5.2 Pro kazdé prirozené ¢islo n existuje polynom stupné n ireducibni nad GF(p).
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Pozndmka 5.3 Véta 5.7 a jeji dukaz umoznuji konstruovat libovolnéd konecnd télesa. Staci
vzit polynom f stupné n ireducibilni nad GF(p). Na mnoziné vSech polynomu stupné
mensiho nez n definovat séitani prirozenym zpusobem. Nasobeni tak, ze soucin dvou

prvku je zbytek obvyklého sou¢inu pii déleni polynomem f.

Véta 5.8 Necht’ m, n jsou dvé prirozend cisla. Pak GF(p™) C GF(p™) pravé, kdyz

m|n.

V nasledujici vété uvedeme jednu z vlastnosti konecnych téles, tato véta bude uvedena

bez dukazu. Dukaz této véty lze nalézt napt. v [1].
Véta 5.9 KazZdé konecné téleso je komutativni.

Ptikladem nekonec¢ného nekomutativniho télesa jsou kvaterninony. Tento druh cisel
zavedl William Rowan Hamilton v poloviné 19. stoleti. Kvaterniony se vyuzivaji v apli-
kované matematice, kvantové fyzice, teoretické mechanice napt. pfi popisu pohybu téles
v trojrozmérném prostoru, atd.

Mnozina K kvaterniont obsahuje tii imaginarni jednotky ¢, j, k. K tvofi ¢tyfozmérny
vektorovy prostor nad R s bazi 1, ¢, j, k. Nasobeni imaginarnich jednotek je urcené
zékladnim vztahem 2 = j2 = k* = ijk = —1. Z né& pomoci asociativniho zdkona

vyplyvaji dalsi vztahy ij = —ji = k, jk = —kj =1, ki = —ik = j [11].

Definice 5.2 Kvaterniony nazveme usporddané ¢tverice redlnych cisel (ag, aq, as, as),
které obvykle zapisujeme ve tvaru ag + a1i + asj + agk. Sc¢itani a nasobeni kvaternionu je

definovano vztahy

(ap + ayi + agj + ask) + (bg + byt + byj + bsk) =
= (ag+bo) + (a1 + b1)i + (az + b2)j + (a3 + b3)k,

(CL[) + (lli + agj + agk) . (bo + bll + bg] + b3k) =
= (&Qbo — Clel — agbg — CL3b3) + (CL()bl + alb[) + agbg — agbg)i+
+(a0b2 + agbo + agbl — albg)j + (aobg + a3b0 + a162 — ngl)k.

Mnozinu vsech kvaternionu budeme oznacovat K.
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Poznamka 5.4 Realnou casti kvaternionu a = ag + a1t + agj + azk rozumime ¢islo ay,
imaginarni usporadanou trojici (aj, as, az). Rekneme, Ze kvaternion je ryze imaginarni,

jestlize ag = 0.

Definice 5.3 Kvaternion @ = ag — a1t — asj — ask nazveme sdruzenym s kvaternionem

a= ag + a1t + asj + azk. Redlné cislo

la| = \/ag + a2+a3 + a3

nazveme absolutni hodnotou kvaternionu «a.
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Resené piiklady

Priklad 5.1 Polynom f = 2?4+ + 1 je nad télesem GF(2) ireducibilni. Urcete kofenové

nadtéleso polynomu f.

Reseni: Budeme postupovat podle poznamky 5.3. Nejprve nalezneme ireducibilni poly-

nomy stupné nejvyse jedna nad GF(2).

1
a=ux
B=x+1

Séitani pro nenulové prvky zavedeme prirozeny zpusobem.

+11 a (
110 8 «
alpB 0 1
Bla 1 0

Nésobeni pro nenulové prvky zavedeme tak, jak je uvedeno v poznamce 5.3.

1 a

1 a
ala [ 1
6108 1 «
1-1=0-f+1 a-a=f+p
l-a=0-f+a« a-B=f+1
L-6=0-f+p5 f-f=f+a

Téleso GF(2%) je urceno témito tabulkami.

Piiklad 5.2 Predpoklddejme ze m | n, kde m, n € N. Dokazte, ze (p"" — 1) | (p" — 1),
kde p je prvocislo.

Reseni: Jestlize m | n, existuje b € N: n = bm. Pak mtizeme psat p* — 1 = (p™ — 1)(1 +

+p"4 p?™ + ...+ p~U™). Tim bylo dokdzéno, ze (p™ — 1) | (p" — 1).
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Piiklad 5.3 Necht’ f je polynom nad télesem F charakteristiky p tvaru ag + aj2?’ +
tayx% 4+ ... + anz™’. Ukaite, ze f' = 0.

Reseni: Nejprve uréime derivaci polynomu f.

/ 2 21 2 2p%—1 2 21
fr=p a7 +2p"ax® "+ ... +np°a,x"”

Jelikoz p je charakteristika télesa F, pro kazdy prvek a; € F plati p - a; = 0. Tim bylo

dokazano, ze f' = o.

Priklad 5.4 Necht’ a, b, ¢ jsou prvky z télesa kvaternionu K tvaru a =i+ k, b =1+ k,
c=1— 7+ k, vypoctéte:

a+b+zc
b

a

a

o

Q

)
)
)
)

o
S

o,

SyliS]

Resent:
a)a+b+c
Uréime kvaternion sdruzeny s kvaternionem ¢ (podle definice 5.3).
c=1+7—k
Pro scitani kvaternionu vyuzijeme definici 5.2.
a+b+c=0+k)+Q+k)+Q+j—k)=2+i+j+k
Tedy a+b+c=2+i+j+k.

b) ab
Podle definice 5.2 plati
ab= (0+i+0j+k)(1+0i+0j+k) = (0+0+0—1)+(0+1+0—0)i+
+04+0+0-1)j+(0+14+0-0k=—-1+i—j+k.
Pakab=—-1+4+1i—j+ k.

c) ba
Postup viz b).
ba = (1+k)(i+k) = (0+0+0—1)+(1+0+0—0)i+(0+0+1—0)j+
F(1+0+0—0k=—1+i+j+k



Odtud ba = —-1+1i+ 5 + k.

d) §

Déleni kvaternionu provedeme analogicky jako u komplexnich ¢isel, vyraz

kvaternionem sdruzenym k b.
b itk  1-k _ 14i+j+k _ 14it+j+k
1 —k 2 - 2

1 1- 1 - 1
§+§Z+§j+§/{?.

o

Salis]
=

ol

—

Hledané vyjddieni je 3

Piiklad 5.5 Reste rovnici za = bnad K, kde a = j, b= 1414+ 2j + k.

Resend: Jelikoz x je z K, pak z = o + 17 + x2j + z3k, plati:

(vo+x1i+x9) +23k)(j)=14+i+25+k
—Xy— X3t +x0) +ik=1+1+25+k
Porovnanim koeficientu dostaneme:
—Ty=1= 129 = —1
r3=1=>x3=—1
To =2
=1

Reseni rovnice x =2 +1 — j — k.

b

90

2 pozsitime
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Cviceni

Cvigeni 5.1 Urcete kofenové nadtéleso polynomu g = 23 + 22 + 1 ireducibilniho nad
GF(2), tj. GF(23) = GF(8).

tabulky pro séitani a nasobeni nenulovych prvku
Yy Yy

+11 a b ¢ d e f 11 a b ¢ d e f
110 b a d ¢ f e 111 a b ¢ d e f
alb 0 1 e f ¢ d ala ¢ e d f 1 b
bla 1 0 f e d c b|b e d 1 a f c
cld e f 0 1 a b cle d 1 f b a e’
dic f e 1 0 b a did f a b e ¢ 1
elf ¢ d a b 0 1 ele 1 f a ¢ b d
fle d ¢ b a 1 0 flf b c e 1 d a

kdea=z,b=a+1, c=2*d=2>+1,e=2+z, f =2+ 2+ 1]
Cviceni 5.2 Necht’ a,b, ce Ktvarua=1+1+k, b=1—1+7j, c =1+ 7, vypoctéte:

a)a+b+c
b) ab + 2c
c) %+ bc

[a) 3—k; b) 4 —2i+2j+2k; ¢) 3+ 35— k]
Cviceni 5.3 Reste rovnici za = b+cnad K, jestlizea = 1—i, b = 143§, ¢ = —1+2i+k.

[ =—1+i+2j—k



Zaveéer

V této bakalarské praci jsou shrnuty zakladni poznatky teorie téles. Zabyval jsem se
algebraickym rozsitfovanim téles. Rozsifovani téles bylo motivovano snahou zabezpecit,
aby nékteré rovnice byly fesSitelné. Na zakladé rozsitovani téles je mozné dokazat nefesi-
telnost vSech tii antickych tloh.

Rozsitovani téles bylo vyuzito pro konstrukei rozkladovych téles polynomii. Je zde uve-
dena souvislost mezi rozsitenim télesa a vektorovym prostorem a poukazano na svazanost
téchto pojmu. V neposledni fadé jsem se zabyval konstrukei konecénych téles a jejich
vlastnostmi.

Tato prace by predevsim mohla slouzit jako sbhirka piikladi, jsou v ni uvedeny jak
priklady detailné vytesené tak i priklady jejichz feSeni se nechavé na iniciativé ¢tenére.
Predpokladem pro feseni téchto piikladu je zakladni znalost algebry, pochopeni principu

feSeni a zajem se touto problematikou déle zabyvat.
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Vyznam

pro kazdé x - obecny kvantifikator
existuje x - existencni kvatifikdtor
vyrok A implikuje vyrok B

vyrok A je ekvivalentni s vyrokem B
F je izomofni s L

x je prvkem mnoziny M

X je podmnozinou Y

sjednoceni mnozin X,Y

prunik mnozin X,Y

mnozina vSech prirozenych cisel
mnozina vSech celych ¢isel

mnozina vSech celych ¢isel modulo p
mnozina vSech racionalnich ¢isel
jednoduché rozsiteni Q generované prvkem u
mnozina vSech realnych ¢isel
mnozina vSech komplexnich ¢isel
polynom f

hodnota polynomu f v x

f je nulovy polynom

usporadana dvojice

usporadand n-tice

obor integrity polynomu jedné neurcité nad F
stupen rozsiteni F nad L

2-prvkova mnozina

n-prvkova mnozina
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