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Anotace

Cilem bakalatské prace Skladani papiru je vyuziti této védni discipliny nejen pfi feseni
ruznych geometrickych tloh, od antickych az po soucasné, ale i zaclenéni do vyuky

matematiky jako prospésné pomucky pro pochopeni probiraného uciva.

V praci jsou feSeny a dokazany dva z klasickych problémi fecké matematiky - trisekce
uhlu a duplikace krychle, konstrukce rovinnych a prostorovych utvard a vybrané

problémové ulohy.

Annotation

The aim of the bachelor thesis called. Paper Folding is to show the utilization of this
scientific discipline not only in solution to various geometric tasks, from ancient to
contemporary, but also the incorporation into the teaching of mathematics as a useful

tool to help understand the discussed schoolwork.

Two typical problems of the ancient mathematics are solved and proved in this thesis -
angle trisection and the duplication of the cube, construction of plane and spatial figures
and selected problematic tasks.
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1. Uvod

Téma skladani papiru jsem si pro psani bakalarské prace vybrala proto, ze bych chtéla
ukazat, ze skladani papiru, origami, neni jen pro zabavu a naplni riznych détskych

krouzkd, ale 1 dobréd ucebni pomtcka.

Zaclenéni origami do ndpln€ vyucovaci hodiny ptina$i nézornost, lepsi pochopeni a
porozuméni uciva matematiky, respektive geometrie. Moznost naucit zaky odvozovat a

piibliZit se tématu.

Pon¢kud ve zkratce nahlédneme do historie origami, kde se vzalo, co to je a proc se
vibec zacalo se skladanim papiru. Z jakych papirit mizeme skladat, jaké formaty a
rozméry papirll jsou kolem nés. Sezndmime se s pojmy stiibrny a zbytkovy obdélnik.
Pozname Huzitovy axiomy a na zaklad¢ jejich znalosti si ukdzeme feSeni nejznamé;jsich
antickych konstrukénich uloh Trisekce uhlu a Duplikace krychle. Dale se budeme
vénovat tvorbé papirovych modelli rovinnych utvarti, a to c¢tverce, pravidelného
trojuhelnika, pravidelného pétithelnika a pravidelného sedmiuhelnika, popiSeme si
postupy konstrukci a poukazeme na vlastnosti, které¢ si mohou na zdkladé modeld Zaci
odvodit. Ukazeme si konstrukci Pythagorejského trojuhelniku, jehoz strany jsou
vpoméru 3:4:5. Na zavér vytvofime papirové modely prostorovych tutvard,

pravidelného ctyi'sténu a Mobiova listu.

Na fotografiich v této praci jsou mnou vytvofené papirové modely, at’ uz papirové
skladanky ¢i postupy konstrukei rovinnych a prostorovych utvaria zpracované

v programu GeoGebra.



2. Origami

Jakymkoli skladdnim papiru bez pouziti nizek a lepidla, které vede k vytvofeni
papirové skladanky, miZzeme rozumét vyznam pojmu origami. Jednd se o slovo
¢inského ptivodu, vzniklé sloZzenim slova oru (skladat) a kami (papir). V Sestém stoleti
naSeho letopoctu ptfinesli buddhistic¢ti mnisi znalost vyroby papiru do Japonska, kde se
zacalo rozvijet skladani papiru. AZ do roku 1930 Japonci pouzivali pro sklddani papiru
pojmy jako risue, orikata a orimono. V osmém stoleti nasSeho letopoctu bylo skladani
papiru rozsifeno Maury do Spanélska, kde se nejprve vénovali poznavani
geometrickych vlastnosti ¢tverce a pozd¢ji uméni skladaného papiru, papiroflexii. Po

dlouhou dobu se rozvijelo skladani papiru odd€lené na vychod¢ a na zapade.

2.1. Tradi¢ni a moderni origami

RozliSujeme dva zakladni typy origami. Prvnim typem je tradi¢ni origami, které je
zalozeno na jednoduchosti, ptedavalo se Gstné z generace na generaci po cela staleti.
Skladalo se vzdy zjednoho kusu papiru bez pouziti nizek a nasledného zdobeni

modeld.

Druhym typem je moderni origami, zaloZzené v padesatych letech dvacatého stoleti
Akirou Yoshizawou. Je zde velky prostor pro fantazii a hravost skladdajicich. Pouzivani
nuzek, lepidla a riiznych novych typt skladl, které se u tradi¢niho origami nevyskytuji,
je povoleno. Akira Yoshizawa polozil zaklad znakiim a diagramdm, vyuZzivanych pro
zapis instrukci pro skladani papiru, které se pouzivaji dodnes. Vydal knihy s tplné
novymi modely origami. Uspofadalo se mnoho vystav po celém svété, lidé se
seznamovali s touto technikou, coz vedlo k zakladani Origami center of America (1958)
a British Origami Society (1967). V Ceské republice byla ke dni2. zaii 2003
zaregistrovana Ceska origami spolenost (COS). Dle poslednich dohledanych udaji ze

dne 13. prosince 2006 byla tvofena tficeti Sesti registrovanymi ¢leny, z toho Ctyimi



Cestnymi, dvéma skupinovymi, ¢tyfi vystoupili, celkem dvacet Sest fadnych ¢lent, [2, 3,

4].

2.2. Vyvoj origami

S vynalezem papiru se Sifilo a zdokonalovalo i uméni skladani papiru. Zpocatku se
jednalo o velmi drahou surovinu, ze které se mohlo skladat jen pro ndbozenské ucely.
Zdobily sintoistické svatyné. Vytvarely se papirové fetizky s trsy slamy navazanych na
§titirach, které vyznalovaly Gizemi svatynd, kam mohl vstoupit jen knéz. Shary
S papirovymi sklddankami visely i nad vchody do japonskych domi. Ukazovaly, ze
dim je ocistény. Sklddanymi papirovymi motylky navazanymi na Snilife se pfi
Slechtickych svatbach zdobili Zenich s nevéstou. V sedmnactém stoleti se v Japonsku
zacalo skladat pro zdbavu - rtizna zviratka, pohddkové bytosti, ozdoby. Nejrozsifenéjsi

skladankou se stal papirovy jefab ,,orizuru®, japonsky symbol dlouhého zivota, [5, 6].

2.2. Jetabi.



3. Vlastnosti a format papiru

3.1. Vlastnosti a format papiru

Ke skladani z papiru mizeme pouzit libovolny papir, ktery mame kolem sebe. At uz

kancelarsky papir, balici papiry, darkové papiry nebo jiz dobtfe dostupné origami papiry.

Zalezi, na jaké urovni skladame, ale vzdy potfebujeme, aby mél papir vlastnosti

popsané v nasledujici tabulce.

Vlastnost papiru

Pozadavek skladani

Jemnost

Nékolikanasobné pieklady

Ohebnost, vérnost

Dobte viditelné sklady po rozloZeni,

,,drzeni hran*

Pevnost

V misté prekladu se netrha

Barevnost

Motivaéni efekt

Origami papiry jsou nejcastéji ¢tverce o rozmérech 15x15, 17x17, 21x21, 6x6, velmi

tenké, jednostranné barevné s ptimeési cukrové titiny, bambusu ¢i moruse.

Vétsina tradi¢nich skladanek vychazi ze Ctverce, objevuji se i z obdélniku A4 nebo

z kruhu. Americané casto skladaji z formatu dolarové bankovky (obdélnik 3:7) nebo

Z A4.




Nejbéznéjsi formaty u nds i1 ve svété jsou definovany normou ISO 216, ktera zavadi tii

fady formatd, [7, 8].

A — zakladni fada zalozena na formatu o plose 1 m?
B — rozsifujici fada zalozena na formatu o stran¢ dlouhé 1 m

C — navrzZena pro obalky

Vzajemny pomér stran ziistdva po rozpiileni papiru zachovan. VSechny formaty vznikaji

postupnym ptilenim formata A0, BO nebo CO.

Al

A5
A4

17

A6 }—,:

Obr. 3.1. Format papiru fady A.



Do nasledujici tabulky jsem uvedla rozméry jednotlivych formati v milimetrech a

zazité Ceské nazvy pro nékteré formaty, [7, 8].

Rada A Rada B Rada C
Vzity
Cesky Format | Velikostv | Format | Velikostv | Format | Velikost v
nazev A mm B mm C mm
A0 841 x 1189 BO 1000 x 1414 CO 917 x 1297
Al 594 x 841 Bl 707 x 1000 C1 648 x 917
Arch A2 420 x 594 B2 500 x 707 C2 458 x 648
Pularch A3 297 x 420 B3 353 x 500 C3 324 x 458
Ctvrtka Ad 210 x 297 B4 250 x 353 C4 229 x 324
List A5 148 x 210 B5 176 x 250 C5 162 x 229
Pullist A6 105 x 148 B6 125 x 176 C6 114 x162
Ctvrtlist A7 74 x 105 B7 88 x 125 C7 81 x 114
A8 52 x 74 B8 62 x 88 C8 57 x 81
A9 37 x 52 B9 44 x 62 C9 40 x 57
A10 26 x 37 B10 31 x44 C10 28 x 40
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3.2. Stiibrny obdélnik

Vroce 1979 oznacila britska origami spolecnost format papiru A4 stiibrnym
obdélnikem. Jedna se o Gtvar s pomérem stran 1:/2, ze kterého jednoduse vytvoiime

&tverec o délce strany jedna a Ghlopiicce délky v2. Délka thlopiicky étverce je rovna

délce delsi strany stiibrného obdélniku, [9].

3.2. Stiibrny obdélnik.

Abychom vytvofili z jakéhokoli formatu sttibrny obdélnik, potfebujeme znat nasledujici

vlastnosti.

1. ProloZime-li osu soumérnosti stiibrnym obdélnikem, vytvoiime dva stfibrné

obdélniky. Takto miizeme pokracovat do nekonecna a vzdy vzniknou dalsi
stiibrné obdélniky s koeficientem zmenSeni %
2. Ptelozime-li jeden vrchol ke sttedu delsi protilehlé strany, ziskdme zahyb, jehoz

vrcholy lezi ve % strany od piekladaného vrcholu, [9].

3.3. Vlastnosti stfibrného obdélniku.

11



3.3. Zbytkovy obdélnik

Vyjmutim nejvétsiho mozného c¢tverce ze stiibrného obdélniku ziskdme zbytkovy

obdélnik. Pomér jeho stran je roven (\/7 — 1): 1, [9].

3.4. Zbytkovy obdélnik.

3.5. Stiibrny obdélnik ve zbytkovém obdélniku.

Pomér stran vzniklého obdélniku ¢ini (\/f — 1): (2 — \/7) Zakladnimi matematickymi

Gipravami zjistime, Ze je roven poméru stran stiibrného obdélniku 1: /2.

12



V2-1 2+4V2 242+42-2-2 N2 V2 2 1
2-Z 242 4—2 2 B -

5
=

Odebranim nejvétsiho mozného Ctverce ze zbytkového obdélniku, ziskdme opét stiibrny

obdé¢lnik s koeficientem zmenSeni % a pomérem stran (V2 — 1): (2 — v2).
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4. Axiomy origami v geometrii

4.1. Huzitovy axiomy

Pii skladani papiru vyuzivame jiz vzniklych bodi a piehybi a tvofime zékladni
konstrukce. Tyto zdkladni postiehy zformuloval Huzita v roce 1989 do vSeobecné

znamych Sesti Huzitovych axiomu, [1, 2].

O1: Jsou dany dva body A, B, mizeme
vytvofit piehyb, ktery jimi prochdzi.  ----- e m .- ===

02: Jsou dany dva body A, B, mizeme eE
vytvofit piehyb tak, ze se bod A

prekryje s bodem B.

.A

03: Jsou dany dv& piimky p, q, /
muizeme vytvofit pifehyb tak, aby se

piimka p ptekryla s piimkou g. \

14



O4: Je dan bod A a ptimka p, mizeme \
vytvoftit piehyb prochazejici bodem A a
piimka p se rozdéli na dvé casti, které

se prekryji.

O5: Jsou dany body A, B a piimka p, Y p
muzeme vytvofit pfehyb prochdzejici -
bodem B a bod A bude lezet na ptimce -

p. -3

06: Jsou dany dva body A, B a dvé¢ T~
piimky p, ¢, mizeme vytvofit piehyb,
kdy bod A nalezi piimce p a bod B

nalezi ptimce Q.

VSechny axiomy, vyjma O6, lze sestrojit pomoci pravitka a kruzitka Euklidovskou
geometrii. Konstrukce popsana axiomem O6 ndm umozni vyfeSit dva z klasickych

problémt fecké matematiky - trisekce uhlu a duplikace krychle, [2].

15



4.2. Trisekce uhlu

Anticka uloha, kterou starovéci matematici odkéazali potomstvu nerozieSenou. Zdanliveé
se jevila jako velmi prosta. Rozdélit thel na tfi stejné ¢asti pomoci pravitka a kruzitka.
Pythagorejci, ktefi se zabyvali pravidelnymi mnohothelniky, se pokouseli rozdélit uhel
o velikosti 120° na tii stejné Gasti, aby sestrojili pravidelny devitiuhelnik. Casto se
spokojili s pfibliznym feSenim. K tomu bylo vymysleno nékolik piistroji. Jeden z nich
se zaklada na kiivce kvadratrix, kterou objevil Hippias z Elidy v 5 stol. pt. n. 1., jiny na
kiivee nazyvané Nikomédova konchoida. Az v novoveké evropské matematice kolem
roku 1830 dokézal Evaristeho Galoise, Ze nelze provést konstrukci pomoci pravitka a

kruzitka, [25, 26].

D¢éleni libovolné velkého uhlu na tii shodné ¢asti nelze provést pomoci Euklidovské

geometrie. Pouzijeme skladani papiru, klicovy sklad vychazi z axiomu O6.

Vezmeme Ctvercovy papir, na kterém vytvoiime ostry thel a a pfimku g (obr. 4. 2.).

sC

N2 -

4.2. Postup konstrukce trisekce uhlu.

16



Papir ptelozime na polovinu a tu jesté na polovinu, preklad nazveme p, vzniknou body
A, B, C. Pouzijeme axiom O6, pielozime roh ¢tverce s vrcholem A tak, aby se bod C
prekryl s pfimkou g a bod A s pifimkou p. Vzniknou obrazy bodt 4, B*, C*, kterymi

vedeme ptimky z vrcholu A. Uhel a jsme rozdélili na tii shodné &asti, [2, 10].

Zda se nam podafilo thel a rozdélit opravdu na tetiny, si ukdzeme na nasledujicich

obrazcich (obr. 4. 3. a obr. 4. 4.).

Numerické ovéreni

Narysujeme kruznici K se sttedem ve vrcholu A a libovolnym polomérem. Pruseciky
kruznice srameny uhli nazveme Aj;, A As, A4 Spojenim bodi vzniknou tfi
trojuhelniky, o kterych mizeme tvrdit, Ze jsou rovnoramenné a shodné. O tomto tvrzeni

se muzeme piresveédcCit napt. v programu GeoGebra ¢i pouzitim Kruzitka a pravitka.

rd
4
rd
rd
r
4
rd
&
rd
rd
f Fd
o'/ ry
4 /
|I-.. /
k |- /
2 ,
I .th‘\\
) o
// \ A
. -
// S F‘a
[/ \
[
ri 1
é( |
Al | A,
|

4.3. Numerické ovéreni trisekce uhlu.

Secny A1Az, Az As, AsA4jsou shodné, ramena trojuhelniktt AA;, AAz, AA3,A Agjsou téz
shodna. Jedna se o tii shodné rovnoramenné trojuhelniky AjAA;, ALA Az, AsAA,. Proto i

uhly a1, az, az jsou shodné a jsou rovné jedné tieting velikosti uhlu a.

17



Diikaz

Vzty¢ime kolmici k pfimce p prochdzejici bodem A4 °, jeji prisecik se spodni stranou

¢tverce oznac¢ime K. Piimka prochazejici body 4, B*, C* je kolma na piimku r.

Nyni budeme dokazovat shodnost trojihelnikit AB’C*, AB’A ", AKA", Z které vyplyva, ze

uhel a jsme skute¢né rozdélili na tietiny.

4.4. Dukaz trisekce thlu.

Plati, 7¢ |C’B’| = |[B’A’| = |A’K| @ AB" je kolma na AC", tedy |44 ‘|= |AC, AAA'C’ je
rovnoramenny. Pak AAB'C' = AAB'A" = AAKA' dle véty SUS. Dale |£C’'AB‘| =
|2A’AB* | = |£A’AK| = g Velikost sestrojeného thlu je rovna tfetinové velikosti thlu

a, [2, 10].

18



4.3. Duplikace krychle

TéZ v minulosti nazyvand Delsky problém. Nazev vychazi z pfibéhu o Athénanéch
suzovanych morem, ktefi pluji na ostrov Délos v Egejském moii za tamé&jSimi véstci pro
rady. Vé&stci jim poradili, aby ve stavajicim chrdmu postavili novy oltaf o dvojnasobném
objemu, nez je puvodni oltaf. Athénané stali pfed tehdy nevyfesitelnym tkolem, oltar

meél tvar krychle a oni méli k dospozici jen pravitko a kruzitko, [24].

Pro danou krychli o hran¢ délky a hledame krychli o délce hrany X, kterd bude mit

dvojnasobny objem. Toto splituje matematicky zapis x> = 2a3,[11].

Tuto Glohu vyfesime pomoci origami, budeme konstruovat tsedku délky 3/2.

P2

= - — = — - — = — — T — - - - — - — — —

4.5. Postup konstrukce duplikace krychle.

19



Ctvercovy list papiru pielozime na tfetiny jako na obr. 4. 5. a. Za¢neme piekladem
uhlopticky WB1, poté stiedni pficky DE. Dale ptelozime thlopficku DA v obdélniku
EAB1D. Prisecik uhlopticek WB; a DA nazveme G, kterym nasledné¢ vedeme pieklad
rovnobézny se sttedni ptickou DE. Timto mame jednu tfetinu ¢tverce hotovou. Zbylou

¢ast dodélame jednoduchym piekladem bodu W na bod F.

Prvni pfehyb zleva nazveme p; a spodni stranu Ctverce pi1. Pro dalsi pfeklad vyuzijeme
znalost Huzitova axiomu O6. Budeme piehybat tak, aby se bod B; piekryl s p; a bod B,

S p2. Vzniklé body nazveme B;‘ a B,*. Bod B;‘ déli spodni stranu ¢tverce p; na dvé

, v N~ X 3
dsecky v poméru = = V2.

Diikaz platnosti vztahu x = /2

_x+1 x+1

Zobr. 4. 5. vime, ze |AQ| = a,IB{QI =x+1—a,|B{Bé| —T,lB{Ml ZX—T a

trojihelniky AROV ~AB; WV ~AQAB;] jsou podobné.

Podobnost trojahelniki AROV~AB;WV ~AQAB; vychazi z Hagaovy véty [13], ktera

fikd, Ze na c¢tvercovém papiru vymodelujeme tifi podobné trojuhelniky vytvofenim

jediného prekladu.
, 2x —1
|[AQ| _ |MBj] R a _"3 a  2x-1
|B;Q| IB,B;]l x+1—-a x+1 x+1—-a x+1
3

Z AAQB;pomoci Pythagorovy véty vyjadiime, ¢emu se rovna a.

x% 4 2x
2x+ 2

x+1—-a)?’=1+a*>->a=

Po dosazeni vyjadieni a do ptfedchoziho vyrazu dostdvame:

X+ 2 2 1 242 2 1
2x + 2 X — X<+ 2x X — 3 3 3
x+1—x2+2x x+1  x2t+2x+2 x+1 * o x=32
2x + 2

Délka hrany x hledané krychle o dvojndsobném objemu &ini skuteéné 3/2, [2, 10,12].

20



5. Tvorba

prostorovych utvaru

papirovych  modeli  rovinnych a

V této kapitole se zaméiime na stavbu papirovych modeld, na kterych si ukdzeme

zakladni vlastnosti danych rovinnych a prostorovych utvard, které si zdci mohou na

zakladé modeli odvodit a tim snaze uc¢ivo geometrie pochopit.

5.1. Ctverec

Z obdélnikového papiru vytvorime Ctverec jednoduchymi pieklady. Vrchol ctverce N

prelozime k protéjsi strané¢ KL a vznikne bod O. Zbyly mensi obdélnik OLMP po strané

ptelozime tak, aby se jeho spodni strana OL piekryvala se spodni stranou obdélniku KL.

Po rozlozeni papiru vidime tfi ¢asti, dva pravouhlé trojuhelniky A KPN a A KOP, které

tvoti ctverec KOPN, a mensi obdélnik OLMP po strané.

b)

Zakladni pozorované vlastnosti:

Obdélnik spolecné¢ se Ctvercem patii  mezi
rovnobézniky. Kazdé jejich dvé protéjsi strany
jsou shodné a rovnobézné. Sousedni strany jsou
na sebe kolmé. Kolmice sviraji uhly o velikosti

90°, tzv. pravé uhly.

AKOP je pravouhly, ostrothly a rovnoramenny.
Strany Vv pravothlém trojuhelniku se nazyvaji
odvésny a pfepona, v rovnoramenném ramena a
zékladna. Soucet vnitinich whli v trojuhelniku
¢ini 180°. Mame uhly vrcholové, vedlejsi,

souhlasné a stfidavé.
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M P M

I
| v
. . | Ctverec KOPN se sklada ze dvou shodnych
| .
) ’ | trojuhelnikti. Plati osova soumérnost. KP je
|
) . | thlopticka Gtverce.
. |
e
Is] L
c)

5.1. Postup konstrukce ¢tverce.

Diikaz

AKPN je rovnoramenny a pravouhly, ramena sviraji se zdkladnou tihel 45°. PieloZzenim

AKPN vznikne druhy, shodny trojuhelnik AKOP. Oba trojihelniky tvofi ctverec KOPN.

5.2. Pravidelny trojihelnik

Obdélnikovy list papiru, jehoz vrcholy nazveme ABCD (obrazek 5. 2.), pfeloZzime na
polovinu, piehyb EF. Vrchol A ptelozime na piehyb EF, vzniknou body 4 ‘ a G. Dale
ptelozime bod B na piehyb GC a bod D na piechyb GH.

c o Zakladni pozorované vlastnosti:

Obdélnik patfi mezi rovnobézniky. Kazdé jeho
dve protéjsi strany jsou shodné a rovnobézné.
Sousedni strany jsou na sebe kolmé. Kolmice
sviraji uhly o velikosti 90°, tzv. pravé uhly.

Ptehyb EF je osa usec¢ek AC a BD.
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ACGA’ je pravoihly spravym uhlem pfi
vrcholu A4 . Strany v pravouhlém trojuhelniku

nazyvame odvésny a piepona.
GBFA‘a CDFA ‘ jsou pravouhlé lichobézniky,

jez maji dvé rovnobézné zékladny a jedno

rameno kK nim kolmé.

Soucet vnitinich thli v trojuhelniku je 180°.

Soucet vnitinich thla v lichobézniku je 360°.

Pocetni operace suhly: sc¢itani, odcitani,

nasobeni, déleni.

Rovnostranny trojuhelnik: vSechny strany
stejn¢ dlouhé, vnitini thly shodné a rovné 60°,

vysky splyvaji s té¢znicemi.
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Trojuhelnik AHDJ] je pravouhly s pravym

uhlem pfi vrcholu D.

A z AGZA'je rovnostranny trojuhelnik.

G

€)
C H D

i ) Véty o podobnosti trojihelniki: USU, SSS,
E*"_z‘f"""jﬂ' ________ F SUS.
A G. B
f)

5.2. Postup konstrukce pravidelného

trojuhelniku.

Diikaz, Ze ACGH je rovnostranny

Vychazime z obr. 5. 2. f. Plati, ze |AG| = |GA'|, z pfekladu bodu A na piehyb EF, téz
plati, 22 ACAG = ACA’'G. Usetka CA " je osou soumé&rnosti pro bod G, jehoz obrazem
je bod H, plati tedy |A'G| = |A'H|. Usetka CA* je spole¢na pro AGA'C a AHA'C a jako
osa soumérnosti je kolma k ise¢ce GH. Z toho plyne, ze AGA'C = AHA'C dle véty
SUS, a proto plati ACAG = ACA'G = ACA'H a rovnéZ jsou trojihelniky CAG, CA’G,
CA’H pravouhlé. Uhel pii vrcholu C je tudiz délen na tietiny, |ZACG| = |2GCA'| =
|2A'CH| = 2= = 30°.
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Ze znalosti souctu thli v trojuhelniku vime, Ze |£GCH| = 2-30° = 60°,|£2CGA’| =

|£CHA'| = 180° — (30°+90°) = 60°.

Uhly v trojuhelniku ACGH jsou shodné a méfi 60°, strany v trojihelniku jsou shodné.

Trojuhelnik ACGH je rovnostranny.

5.3. Pravidelny pétithelnik

Rovinny obrazec s péti vrcholy, péti stranami o stejné délce, vnitinimi thly o stejné
velikosti a obsahujici pét shodnych rovnoramennych trojuhelnikli, nazyvame

pravidelnym pétithelnikem, [14].
Konstrukei pravidelného pétithelniku budeme demonstrovat na uzlu z prouzku papiru.

Vezmeme libovolny prouzek papiru obdélnikového tvaru a vytvofime z né€ho uzel,

fadné utahneme a smackneme, [15].

b)

5.3. Konstrukce pravidelného pétiuhelniku.
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Zakladni pozorované vlastnosti:

Po rozlozeni na prouzku papiru: ¢tyfi shodné rovnoramenné lichobézniky a dva rizné

pravouhlé lichobézniky.

Rovnoramenny lichobéznik ma dvé rovnobézné ziakladny a dvé ramena, ktera jsou

shodna a se zakladnami sviraji shodné thly.

Pravouhly lichobéZznik ma dvé rovnob&zné zakladny a dv€ ramena, pficemz jedno

rameno svird se zdkladnami pravy thel.

Numerické overeni

Zda ma uzel z prouzku papiru skutecné tvar pravidelného pétithelniku se presvédcime

v programu GeoGebra.

5.4. Naméfené hodnoty slozeného pravidelného pétiahelniku.

Jak je z obr. 5. 4. patrné, jedna se o pravidelny pétithelnik, ktery ma pét vrcholu, pét
shodnych stran, pét shodnych wvnitfnich uhli a pét shodnych rovnoramennych

trojuhelnikd.
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Nahled ditkazu pravidelného pétivhelniku

Skladame z prouzku, ktery ma rovnobézné strany (tvoti zadkladny lichobézniki), po celé
délce stejné Sife (tvori kratsi zdkladny a ramena lichobéznikll) a piekladame ho
ctyfikrat, abychom udélali uzel. Strany pravidelného pétitihelniku jsou tvofeny kratsi
zakladnou a rameny rovnoramennych lichobéznikti, které jsou shodné, proto ndm vzdy

vyjde pravidelny pétiahelnik.

5.4. Pravidelny sedmithelnik

Rovinny obrazec se sedmi vrcholy, sedmi stranami o stejné délce, vnitinimi uhly o
stejné velikosti a obsahujici sedm shodnych rovnoramennych trojihelnikii, nazyvame

pravidelnym sedmithelnikem, [14].

Na zékladé¢ znalosti Origami geometrie provedeme konstrukei pravidelného

sedmiuhelniku, kterou nebudeme dokazovat.

Postup konstrukce uvadi Robert Geretschldger ve své praci Skladani pravidelného

sedmiuhelniku, [16].

_______ & Ctvercovy papir prelozime na &tyfi shodné
¢tverce, body M, N. Nejprve vrchni a poté

——————— levou boc¢ni stranu ¢tverce piehneme k bodu

|

I

|
——— %

|

| M a poté dozadu.

|

I

|

I

J
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A

LN

b)

d)

Stiedem levé bocni strany je bod A. Obrazy
bodi A, B nazveme A B, pouzijeme

Huzitiiv axiom O6 (podkapitola 4. 1.).

Rozlozime na plvodni velky Ctverec a
vyzna¢ime body C a D. Ptelozime bod C na
bod D.

Bo¢ni  pfehyb  pfehneme jiz  podle
naznaceného piehybu doprava. Po rozlozeni
budeme mit tfi rovnobézné a stejné od sebe

vzdalené piehyby.
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Bodem E vedeme pichyb rovnobézny se

C M D B
i v * spodni stranou &tverce.
- — — — ‘E_ —_ _.HI_ ______
M
€)
N 7
5 !
W /
i B !
S
Y !
5 /
c ‘o B 5
| iy . Provedeme dva pichyby bodem M, kdy bod
. K " N lezi na piehybu, ktery prochazi bodem E.
/ " Body O, P jsou obrazy bodu N.
.F' " .._ \ .O
i - N R
f)
N Prvni vrchol pravidelného sedmiuhelniku
A
N IR tvoii pfehyby prochéazejici body P, N, O.
A
c LD - Poté piehneme tak, aby prehyb prochazel
Hr I\. L]
W . body O, M a bod N lezel na pravé bo¢ni
. strané Ctverce.
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Piesahujici trojuhelniky zahneme dozadu.

Provedeme pichyb prochazejici body P, M
tak, aby bod N lezel na levé bocni strané

Ctverce.

Ptresahujici trojuhelniky zahneme dozadu.

Poslednim zdhybem dozadu ziskdvame

pravidelny sedmithelnik.
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Pravidelny sedmitihelnik.

5.5. Postup konstrukce pravidelného sedmithelniku.

5.5. Pythagorejsky trojuhelnik

Kazdy pravouhly trojuhelnik, jehoz délky stran jsou v poméru 3:4:5, mizeme nazvat

Pythagorejskym trojihelnikem (Egyptskym trojuhelnikem).

Jiz ve starovékém Egypté vyuZzivali téchto vlastnosti ve stavebni praxi pro vytyceni

pravého uthlu, pomoci provazce rozdélené¢ho na dvanact dila.

Prekladanim ctvercového papiru ziskdme tficet dva trojuhelnikl, z nichz osm bude

Pythagorejskych, [17, 18].

D S5 C
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c)

5.6. Postup konstrukce Pythagorejského trojihelniku.

Na Ctvercovém listu papiru o libovolné délce strany a si vyznacCime stiedy stran S;, Sy,
S3, S4. Provedeme pieklad DS; a stejnym postupem jeste dalSich sedm (S;C, S4B, BS3,
AS,, S;:D, S,C, AS3), obr. 5. 6.

Vybereme si jeden z osmi Pythagorejskych trojuhelnikt, AAS,E vyznaceny na obr. 5. 6.

¢, ovetime si u ného vlastnosti pro Pythagorejsky trojuhelnik.

Duikaz, Ze AAS,E je Pythagorejskym trojuhelnikem.

1. Trojuhelnik AAS,E je pravouhly.
Vime, Ze strany DA a DC jsou na sebe kolmé. Bod S; je stiedem DC. Bod S; je
sttedem CB. Pak AS3; a DS; jsou téZ na sebe kolmé, vychazime z otoCeni stran
DA a DC. Pak AAS,E je pravouhly.

2. Délky stran trojuhelniku AAS, E jsou Vv poméru 3:4:5.

Vime, ze usecky AS; a S;C jsou rovnobézné, také ES; a LC jsou rovnobézné.

Bod E je sttedem tsecky CL, bod S3 je stiedem DC a bod K je stfedem AE.
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Trojuhelniky CLS,, DES;, AKS, jsou shodné.
Usecka ES; je rovnobézna s usetkou LC a tvoii stiedni piicku v ADLC, méii

polovinu délky usecky LC.

Reknéme, e [ES;| = 1, potom |LC| = 2.

Potom |AE| = |AK| + |KE|, |AK| = |KE| = |LC| = 2, |AE| = 4.

Potom |ES,| = [EL| + |LSg|, [EL| = |KE| = 2, |LS2| = |ES3| = 1, |ES| = 3.
Potom |AS,| = 5, dle Pythagorovy véty.

Pak [ES,| : |EA| : |ASy|=3:4:5.

Trojuhelnik AAS,E je pravouhly a jeho strany jsou v poméru 3:4:5, jedna se o

Pythagorejsky trojuhelnik.

5.6. Pravidelny Ctyfstén

Pravidelny Ctyistén (tetraedr), téZ pravidelny trojboky jehlan, fadime mezi Platonska
télesa, pravidelné konvexni mnohostény. Z kazdého vrcholu vychdzi stejny pocet hran a
vSechny stény tvoii stejny pravidelny mnohouhelnik. Tetraedr mé Ctyii vrcholy a Ctyfi

stény tvorené shodnymi rovnostrannymi trojuhelniky, [19].

a) b) c) d)

5.7. Postup konstrukce pravidelného Ctyfsténu.
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Papir formatu A4 prelozime na polovinu. Krajni strany pfilozime ke sttedové hrané,
kdybychom papir rozlozili, vidéli bychom, Ze jsme papir rozdélili na Ctvrtiny. Nasledné
budeme piekladat rovnostranné trojihelniky dle postupu z podkapitoly 5. 2. Na zavér

vlozime krajni trojahelniky do sebe a slozime pravidelny ¢tyistén, [20].

5.7. Mobiuv list

Pti topologickych experimentech objevili védci utvar, téZ nazyvany Mdbiova paska
(prouzek, pas), ktery si vytvofime z uzkého obdélnikového prouzku papiru. Slepime
dva konce prouzku tak, ze jeden pooto¢ime oproti druhému o 180°. Pokud je pocet

pulotacek lichy, vznika jednostranné plocha, pokud je sudy, vznik4 dvojstranna plocha.

5.8. Mobitv list.

U tohoto utvaru mizeme pozorovat specifické vlastnosti.

Neodlisime rub a lic jako u obycejného papiru. Ma jen jeden povrch.

Obarvime Mobitv list na dvé barvy. Vezmeme prvni a zjistime, ze jsme obarvili cely

prouzek, na druhou barvu jiz nezbyva prostor.
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Jedinou uzavienou kiivkou je okraj.

Prstem budeme objizdét okraj Mobiova listu. Zjistime, Ze zdani klame. Ma pouze jeden

okraj misto pro oko dvou ziejmych okrajt.
Nema parametrizovatelnou plochu.

Na kazdém papife si mizeme zakreslit soufadny systém a jednoznacné popsat bod
dvéma soufadnicemi. Na Mdbiové listu se nam jednoznacné piifazeni mezi body na

povrchu a soufadnicemi nepodaii.

Mobitiv list miizeme dale upravovat stithdnim. Rozstfihneme-li list uprostied, vznikne

jeden dlouhy pasek, ktery jiz ma dv¢ strany, rub a lic.

5.9. Mobitv list rozstiizeny v poloving.
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Rozstiihneme-li list na tietiny, ziskdme dva prouzky. Prvni prouzek je dvakrat vétsi a

ma rub a lic oproti druhému.

5.10. Mobiuv list rozstfizeny v poloving.

Rozstfihneme-li na tretiny list, ktery je dvojity Mobiliv prouzek (vytvorime z uzkého
obdélnikového prouzku papiru, kdy slepime dva konce prouzki tak, ze jeden pootocime

oproti druhému o 360°), utvofime tfi do sebe propletené prouzky s dvéma stranami.

5.11. Dvojity Mobitlv list rozstfiZzeny na tietiny.
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Tematika Mobiova listu se vyskytuje i ve vytvarném umeéni, zndmé je dilo M. C.
Eschera ,,M0bius Strip II*, kde po Mdbiovée listu kra¢i mravenci. Své zastoupeni ma ve
védeckofantastickém Zanru. Pii praktickém vyuziti slouzi napiiklad jako ptehravaci
paska s dvojnasobnou dobou zaznamu nebo soucast tiskaren a psacich stroju, [21, 22,

23].
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6. Zaveér

Skladani papiru, origami, pfedstavuje hravou a motivujici slozku ve vyuce geometrie. Je
pfinosem pro zaky vSech ve€kovych kategorii. Podnécuje je k zamysleni, probouzi v nich
zvidavost a zajem o danou problematiku. Zéci hledaji odpovédi na otazky typu, CO
skladaji, pro¢ to skladaji a hlavné proc to takto Ize slozit. Na zakladé slozenych modelil
dokazou odvodit zakladni vlastnosti rovinnych a prostorovych Utvart. Zlepsuji si svoji

predstavivost, fantazii i manualni zru¢nost.

Skladani papiru sahd nad ramec Euklidovské geometrie. Znalost Huzitovych axiomu
ptineslo rozieseni pro mnoho uloh (napt. duplikace krychle, trisekce thlu). Velké

vyuziti nalezneme také napt. v pramyslovych konstrukcich.

Ptinos této discipliny do matematiky je znac¢ny, a proto ma v tomto v€dnim oboru své

nezastupitelné misto.
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