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1.Uvod, cil(e) prace

Bakalarska prace je zaméfend na problematiku vyuziti nastrojii umélé inteligence pro
praci s grafy. Tento ptistup kombinuje tradi¢ni postupy diskrétni matematiky s metodami
hlubokého uceni, coz umoznuje zkoumat grafové struktury z odlisného thlu pohledu nez

pouze skrze exaktni vypocty.

V teoretické ¢asti je provedeno seznameni se zakladnimi pojmy diskrétni matematiky
zamétenych na teorii graftl. Priblizena bude problematiky zdkladnich pojmu tykajicich se
grafl, jejich vnitfni struktury a rizné zptisoby matematickych zapist. Dale se vénuje vy-
mezeni grafovych problémi a algoritmt, coz zahrnuje tlohy od hledani nejkratsi cesty
a konstrukce minimalni kostry aZ po ovéfeni existence hamiltonovskych kruznic. Cast
teorie se také vénuje nastrojim umélé inteligence, presnéji grafovym neuronovym sitim
(GNN). Tyto sité predstavuji specifickou architekturu schopnou pracovat ptimo s topolo-

gii grafu.

Hlavni naplni prace je porovnani deterministickych algoritma se schopnostmi GNN
fesit zadané tlohy teorie grafii. Zakladem je vytvoreni spolehlivych referen¢nich dataseta
s implementaci klasickych grafovych algoritmi. Tyto datasety vznikaji s vyuzitim pro-
gramovaciho jazyka Python a knihoven NetworkX a PyTorch Geometric. Nasledné bude
navazano vytvorenim a trénovanim GNN na tyto typy grafii a loh. Cilem je porovnani

chovani klasickych grafovych algoritmti s GNN modelem v ramci tfi experimenti.

Prvni experiment se zaméfi na strukturdlni charakteristiky grafu, jako je primeér
a polom¢r, a zpiisob jeho reprezentace pomoci matic. Druhy experiment se bude zabyvat
vybranymi grafovymi problémy pocitané deterministickymi algoritmy, napiiklad kon-
strukce minimalni kostry Kruskalovym algoritmem. V tfetim experimentu bude navrzen
a natrénovan model GNN pro ctyfi ulohy, naptiklad klasifikaci grafii nebo hledani hamil-
tonovské kruznice. U téchto uloh se provéfi, zda je grafova neuronova sit’ schopna samo-
statn¢ identifikovat a uplatnit matematické principy pouze na zakladé naucenych vzorcet,

aniz by ji byla tato pravidla explicitné naprogramovana.

Po experimentalni ¢asti budou vypsané vysledky experiment, jejich analyza a iden-
tifikace vyhod a nevyhod piistupti. Diskuse se zamé&fi na stabilitu uceni, rychlost vypoctu,

a predevSim na limity lokalniho kontextu u grafovych neuronovych siti. V zavéru prace



bude provedeno zhodnoceni celé prace a jejich mozného vyvoje a vyuziti v rdmci vyuky

diskrétni matematiky.



2.Prehled fresené problematiky

2.1. Teorie graft

Teorie grafii je jednou z hlavnich disciplin diskrétni matematiky, ktera se zabyva stu-
diem relaci mezi prvky v ramci abstraktnich struktur. Zakladnim objektem zkoumani je
graf, formalné definovan jako usporadana dvojice mnozin tvofend vrcholy a hranami,
které tyto vrcholy propojuji. Zatimco vrcholy reprezentuji jednotlivé entity, hrany zachy-
cuji existenci a charakter vazeb mezi nimi, a to v podob¢ orientovanych ¢i neorientova-
nych vztahli (Matousek & Nesettil, 2009). Tato oblast matematiky umoziuje modelovat
a analyzovat topologické vlastnosti systémd, jako jejich souvislost, hustotu ¢i vnitini hi-
erarchie. Studium uvedenych struktur poskytuje nezbytny aparat pro feseni Sirokého
spektra uloh zamétenych na optimalizaci cest, tokii nebo konektivity v definovanych si-

tich.
2.1.1. Historie teorie grafl

Pocatky teorie grafii jsou spojeny s Leonhardem Eulerem, ktery v roce 1736 publi-
koval feseni problému sedmi mostl mésta Kralovce. Euler tehdy poukazal, ze hledana
cesta méstem neexistuje, ¢imz polozil zaklady topologického nahlizeni na sit¢ bez nut-
nosti uvazovat jejich presné geometrické rozméry (Matousek & NesSettil, 2009). Tento
moment je v literatufe povazovan za vznik discipliny, ktera je misto fyzické podoby ob-

jektii zkouma jejich vzajemna propojeni.

Obrazek 1: Sedm mostit mésta Kralovce

D

Zdroj 1:(Rosen, 2013)



V 19. stoleti se oblast teorie grafi dale rozvijela skrze praktické aplikace v technic-
kych védach. Gustav Kirchoff v letech 1845 a 1847 vyuzil grafové struktury pfi analyze
elektrickych obvodi pro vypocet proudu v jednotlivych vétvich, coz vedlo k formalnimu
vymezeni nezavislych obvodi (Sima, 1998). Soub&zné s témito fyzikalnimi aplikacemi
rozvijel Arthur Cayley v roce 1857 vyuziti graft, konkrétné stromt, v chemii k identifi-
kaci molekul alkanti. Ve stejném obdobi sir William Rowan Hamilton pfedstavil
tzv. ikosaedrickou hru, ¢imz do diskrétni matematiky vnesl koncept hamiltonovské kruz-

nice.

Zésadnim teoretickym impulsem se stal problém ctyt barev, ktery v roce 1852 for-
muloval Francis Guthrie. Snaha o diikaz, ze jakoukoliv rovinnou mapu Ize obarvit pouze
Ctyfmi barvami tak, aby sousedni izemi neméla shodnou barvu, podnitila rozsahly vy-
zkum v oblasti rovinnych grafti (Sisma, 1998). Ackoliv se o spravny diikaz pokousela
fada matematikd, naptiklad Alfred Kempe ¢i Percy Heawood, definitivni potvrzeni pfi-
nesli az Kenneth Appel a Wolfgang Haken v roce 1976, pficemz jejich feSeni vyZadovalo

znacny rozsah pocitacovych vypocti.

Vyznamny ptinos pro teorii grafii piedstavuje Ceskd matematicka skola 20. stoleti.
Otakar Bortivka v roce 1926 publikoval algoritmus pro nalezeni minimalni kostry grafu,
piicemz jeho motivace byla ryze praktickd — hledani ekonomicky nejvyhodnéjsiho zpt-
sobu vystavby elektrickych siti na Moravé (Sisma, 1998). Na tyto vysledky navazal v roce
1930 Vojtéch Jarnik, ¢imZ oba matematici polozili zaklady pro moderni optimaliza¢ni

algoritmy, které tvofi nezbytny zaklad souc¢asné informatiky.
2.1.2. VyuZziti v informatice a modelovani siti

Implementace grafovych struktur v informatice predstavuje klicovy mechanismus
pro formalizaci datovych objektt a jejich vzajemnych interakci. Pro vypocetni zpracovani
je urcujici volba datové reprezentace, nejcastéji v podobé matice sousednosti nebo se-
znamu sousedd, coz pfimo ovliviiuje Casovou a prostorovou slozitost operaci (Cormen et
al., 2022). V sitové infrastruktufe grafy umoznuji exaktni popis topologie systému,
kde uzly predstavuji aktivni prvky a hrany fyzické propojeni. Tato problematika, zamé&-
fend na optimalizaci tokll a hledani nejkratSich cest, pfimo navazuje na historické zaklady
analyzy technickych siti, které v ceském prostiedi rozpracovali napiiklad Boriivka a Jar-

nik (Sidma, 1998).



Moderni analyza digitdlniho prostiedi vyuziva grafové modely také pro studium
webu a socialnich siti. Orientované hrany v podobé¢ hypertextovych odkazii umoziuji al-
goritmtim typu PageRank hodnotit relevanci informaci, zatimco v socialnich sitich se sle-
duje existence vysoce propojenych center, tzv. hubti (Barabasi & Poésfai, 2016). Prohle-
déavani téchto struktur do hloubky (Depth-first search) ¢i do §itky (Breadth-first search)
predstavuje zakladni aparat pro identifikaci komunit a sledovani Sifeni dat v ramci sité
(Rosen, 2013). Nezastupitelnou roli hraji grafy rovnéz v softwarovém inzenyrstvi pfi mo-
delovani stavovych prostorti. Kone¢né automaty, definované jako orientované grafy,
umoziuji verifikovat chovani softwaru a efektivné spravovat systémové zéavislosti nebo

planovani slozitych tloh (Rosen, 2013).
2.2. Z&kladni definice a pojmy

Pro porozuméni moznostem, které teorie grafii nabizi, je nezbytné zavést jednotnou
a presnou terminologii. Grafy, ackoliv je jejich vizualni zobrazeni v pedagogické praxi
nejCast¢jsi, predstavuji v matematickém smyslu abstraktni struktury definované prostied-
nictvim teorie mnozin (Matousek & Nesettil, 2009). Tento zplisob definice slouzi jako
univerzalni nastroj pro modelovani Siroké skaly vztahli a propojeni mezi objekty, ¢imz se

teorie grafl stava jednim z pilitG moderni informatiky a diskrétni matematiky jako celku.

Pravé tato abstrakce umoznuje popisovat komplexni systémy, od socialnich a komu-
nikacnich siti az po dopravni infrastrukturu ¢i molekularni struktury (Bondy & Murty,
2008). Jednotné zavedeni pojmi dovoluje systematicky analyzovat zakladni vlastnosti
grafii, mezi které patfi zejména souvislost, stupné vrcholii nebo existence specifickych
cykli a cest. Tyto definice jsou klicové pro studium vnitini struktury grafii a pro pocho-
peni jejich chovani v riznych kontextech, coz vytvaii teoreticky zéklad pro néslednou

aplikaci nastrojii umélé inteligence.

Matematicky popis grafii je rovnéz nepostradatelny pro analyzu a navrh algoritmu.
Vétsina modernich vypocetnich postupti, naptiklad hledani nejkratsi cesty, nepracuje s vi-
zualnim zobrazenim, ale vyuziva formalni reprezentace, jako je mnozinovy zapis nebo
matice sousednosti (Cormen et al., 2022). Diky tomu lze feSit tlohy vyzadujici analyzu
vztahll mezi prvky systému s vysokou piesnosti a efektivitou. Teorie grafii se tak proje-
vuje jako univerzalné pouzitelna disciplina, jejiz vSestrannost je v soucasné védé a tech-

nice naprosto zasadni.



2.2.1. Definice grafu, vrcholu a hrany

Zakladnim pojmem teorie grafli je graf, ktery matematicky definujeme jako strukturu
slozenou ze dvou mnozin. Tato definice tvofi formalni rAmec pro veskeré operace v dis-
krétni matematice a umoznuje exaktni modelovani vztaht v realnych i abstraktnich sys-

témech.

Definice: Graf G je usporadana dvojice (V,E), kdeV je konecnd neprdazdna mnozina

vrcholit a E je mnozina hran.

V ramci této struktury predstavuje IV neprazdnou mnozinu vrchold a E mnozinu hran.
Pro nejzékladngjsi typy grafli, oznacované jako jednoduché, plati, Zze hrany jsou defino-
vana jako dvouprvkové podmnoziny mnoziny vrcholli V. Formalné to lze vyjadrfit jako
E € P2(V), coz znamena, Ze kazda hrana spojuje dvé rizné vrcholy a mezi libovolnou
dvojici vrcholll neexistuje vice nez jedna hran. Vizualné jsou vrcholy v grafickém zna-
zornéni interpretovany jako body v roving€, nejcastéji v podob¢ tecek. Hrany jsou pak
zobrazeny jako spojnice mezi témito body, pficemz mohou mit podobu usecek nebo za-

kiivenych car.

Z hlediska kombinatoriky je dilezitym tidajem celkovy pocet vSech neorientovanych
jednoduchych grafii, které 1ze na n-prvkové mnozin€ vrchola vytvofit. Tento pocet je ro-
ven 2() =27z (Matousek & Nesettil, 2009). Vzorec vyjadiuje skutecnost, Zze pro
kazdou z moznych hran mezi dvéma vrcholy existuji pouze dvé moznosti, hrana je v grafu

bud’ obsazena, nebo neni.

Tento vypocet se tyka takzvanych jednoduchych graft, pro které plati urcita omezeni
jejich vnitini struktury. V jednoduchém grafu nemohou mezi stejnou dvojici vrcholu exis-
tovat vicendsobné hrany a zarovenl se v ném nevyskytuji smycky, tedy hrany spojujici
vrchol se sebou samym. Porozuméni témto zakladnim principlim je nezbytné pro studium

usporadani grafl a pro jejich dal§i matematickou analyzu.

V oblasti umélé inteligence transformuji grafové neuronové sit¢ (GNN) mnoZinové
definice vrcholll a hran na vektorové reprezentace, ¢imZz umoziiuji efektivni analyzu to-

pologie sité a odhalovani skrytych souvislosti v slozitych strukturach (Hamilton, 2020).



2.2.2. Okoli a stupen vrcholu, skore

Kromé celkové struktury grafu je pro jeho detailn€jsi analyzu nezbytné definovat
vlastnosti specifické pro jednotlivé vrcholy. Mezi tyto zakladni lokalni atributy patii pie-

devsim okoli vrcholu, jeho stupen a vysledné skore grafu (Matousek & Nesettil, 2009).
Okoli vrcholu

Okoli vrcholu predstavuje zékladni lokalni charakteristiku, kterd urcuje pfimé vazby

mezi jednotlivymi prvky struktury a definuje bezprostiedni dosah kazdého vrcholu.

Definice: Okoli vrcholu v v jednoduchém grafu G = (V,E) je mnoZinaN(v) = {u €
V:{u,v}€E}.

Tato mnozina obsahuje vSechny vrcholy, které jsou s vrcholem v pfimo spojeny hra-
nou. Identifikace sousednich prvkil umoznuje analyticky popsat pfimé vazby mezi vr-

choly, coZ tvoti zéklad pro nésledné zkoumani celkové souvislosti grafii.
Stupeii vrcholu

S pojmem okoli vrcholu uzce souvisi stupen vrcholu, ktery kvantifikuje miru propo-

jeni v grafech.

Definice: Stupen vrcholu v v grafu G, znaceny jako deg (v), je pocet hran incident-

nich s timto vrcholem.

V ptipadé jednoduchych grafii odpovida stupen velikosti okoli |[N(v)|, tedy podet
jeho sousedii. Zakladni vlastnost téchto struktur popisuje véta o souctu stupiti, podle niz

je soucet stupiii vSech vrcholl roven dvojnasobku poctu vSech hran (Matousek & Neset-

fil, 2009).
Skére grafu

Skore grafu pfedstavuje globalni charakteristiku, kterd je odvozena z mnoZiny stupii

vSech jejich vrcholt.

Definice: Skore grafu G je posloupnost stupnii (deg (v,),deg (vy),...,deg (v,))

vSech vrcholii grafu.

Pro tely srovnavani a analyzy se tato posloupnost standardné fadi sestupné. Pies-

toze konkrétni potfadi vrcholl v ramci definice neni urcujici, jednotné fazeni umoziuje
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efektivni porovnavani riznych grafovych struktur (MatouSek & Nesetiil, 2009). Skore
grafu slouzi jako diilezitd strukturni charakteristika, ktera slouzi k rozhodnuti o izomor-

fismu dvou graft.
2.2.3. Klasifikace vrcholu

RozliSovani riznych typt vrcholl podle jejich specifickych vlastnosti a postaveni
v systému predstavuje zédkladni krok k pochopeni vnitini struktury grafti a k analyze jejich

celkového chovani ((Matousek & Nesettil, 2009).
Izolovany vrchol

Izolovany vrchol predstavuje prvek grafu, ktery nevykazuje Zadnou vazbu na ostatni

vrcholy v systému a netvofi incidenci s zddnou hranou.
Definice: Vrchol v je izolovany, pokud plati deg(v) = 0.

V grafické reprezentaci stoji tento vrchol samostatné bez jakékoliv hrany. V matici
sousednosti se jeho ptfitomnost projevuje vyhradné nulovymi hodnotami v piislusném
fadku a sloupci, coz v grafech s vice vrcholy zptsobuje nesouvislost celé struktury, ne-

bot’ izolovany vrchol tvoii samostatnou komponentu (Matousek & Nesettil, 2009).
Koncovy vrchol (list)

Koncovy vrchol neboli list je definovan jako vrchol, ktery je spojen hranou prave jen

s jednim sousednim vrcholem.
Definice: Vrchol v je koncovy vichol (list), pokud plati deg(v) = 1.

Z této definice vyplyva, Ze list je spojen praveé s jednim sousedem, coz je zakladem
v teorii stromu, kde tyto vrcholy reprezentuji koncové (terminalni) uzly jednotlivych vétvi

(Matousek & Nesettil, 2009).
2.2.4. Typy grafl

V diskrétni matematice predstavuje klasifikace grafti zdkladni néstroj pro pochopeni
jejich struktur a vlastnosti. Toto rozliSeni umoziuje piesné popsat chovani grafovych mo-
deld a slouZzi jako voditko pro vybér nejvhodnéjSich algoritmt (Matousek & NeSetiil,
2009). Spravna identifikace typu grafu je proto kritickym krokem k feSeni jakékoliv
ulohy, nebot’ v informatice pfimo ur€uje volbu datové struktury a ovlivituje efektivitu

celého vypoctu.
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Grafy se klasifikuji podle nékolika klicovych kritérii. Prvnim je orientace hran,
ktera rozliSuje, zda je vztah mezi vrcholy symetricky (neorientovany graf), nebo zda ma
urcity smér (orientovany graf). Déle je dilezita kvantita vztahi mezi vrcholy, pokud mezi
dvéma vrcholy existuje maximalné jedna hrana, hovotime o grafu jednoduchém, zatimco
u multigrafu je povolena existence vice hran a u pseudografu i smycky (Demel, 2002).
Poslednim podstatnym kritériem je ohodnoceni hran, které rozdéluje grafy na nevazené
a vazené grafy, u nichz hrany nesou dodatecné numerické informace, jako jsou vaha,

cena, kapacita nebo vzdalenost (Cormen et al., 2022).

Pro moderni pfistupy v oblasti um¢lé inteligence, zejména pro grafové neuronové
sité¢ (GNN), ma tato klasifikace zasadni vyznam, nebot’ konkrétni typ grafu urcuje zpiisob
extrakce vlastnosti 1 interpretaci dat v praktické ¢asti prace. Znalost téchto struktur je
zaroven nezbytna pro korektni generovani syntetickych datovych sad, které jsou klicové

pro trénovani a testovani modelu GNN u specifickych uloh.
Orientovany graf

Orientovany graf je struktura, v niz maji vztahy mezi vrcholy pevné definovany

SMETr.

Definice: Orientovany graf G je usporadand dvojice G = (V,E), kde V je mnozZina

vrcholii a E € V XV je mnozina orientovanych hran.

Tato definice pfipousti 1 existenci smycek. Zasadnim rozdilem oproti neorientova-
nym grafiim je asymetrie vztahd, existence hrany (u,v) neni ekvivalentni s existenci
hrany (v, u), nebot’ reprezentuji odlisné orientované vazby (Demel, 2002). V grafickém

zobrazeni se smér hrany vyjadiuje Sipkou.
Neorientovany graf

Neorientovany graf predstavuje zdkladni typ grafu, v némz vztahy mezi vrcholy ne-
maji ureny smér a jsou vzdy symetrické.

Definice: Neorientovany graf G je usporadana dvojice G = (V,E), kde V je ne-
prdzdna mnozina vrcholii a E mnoZina hran, pricemz kazda hrana je dvouprvkovad pod-
mnozina mnoziny V.

Hrana je tedy definovana jako neuspofadand dvojice (u, v), coz znamend, ze vztah
je identicky v obou smérech, tj. (u, v) = (v,u).
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Viazeny (ohodnoceny) graf

V situacich, kdy pouha existence hrany neposkytuje dostatecnou informaci, se vyu-

zivaji vazené (ohodnocené) grafy, které umoznuji vztahy kvantifikovat.

Definice: Vazeny (ohodnoceny) graf je trojice G = (V,E,w), kde V je mnozina vr-
cholu, E je mnozina hrana w : E —» R je ohodnocovaci funkce (vahova funkce), ktera

kazdé hrané e € E prirazuje realné cislo w(e), nazyvané vaha hrany.

Véha hrany v praxi reprezentuje riiznorodé veliciny, jako jsou fyzicka vzdalenost,
¢as, ekonomické naklady ¢i kapacita sité. Vazené grafy jsou zakladem pro klasické opti-
maliza¢ni ulohy, naptiklad Dijkstriv algoritmus pro hledani nejkratsi cesty nebo kon-

strukce minimalni kostry.
Diskrétni graf

Diskrétni graf, oznacovany jako D,,, pfedstavuje nejjednodussi grafovou strukturu

tvofenou n vrcholy bez existence hran.

Definice: Diskretni graf je usporadana dvojice G = (V,E), kde V je neprdazdna mno-

Zina vrcholii a E je prazdna mnozina hran (E = Q).

Takovy graf, vyjimkou piipad s jednim vrcholem, je vzdy nesouvisly a skldda se zn
komponent souvislosti, pticemz z hlediska teorie grafi tvoti pfimy komplement uplného

grafu K,,.
Uplny graf

Uplny graf, oznatovany K, predstavuje specificky typ neorientovaného grafu, ve kterém

existuje hrana mezi kazdou dvojici vrcholi.
Definice: Uplny graf K,, je usporadand dvojice G = (V,E), kde V je mnoZina n vr-

cholii a E je mnozina vSech dvouprvkovych podmnozin 'V, tedy E = (g)

Kazdy vrchol ma v tomto grafu stupei n — 1 a celkovy pocet hran odpovida kombi-

nacnimu ¢islu (‘2/) Uplny graf vykazuje maximalni miru symetrie.
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Obrdzek 2: Uplné grafy

'—'A

Zdroj 2: (Rosen, 2013)

Bipartitni graf

Bipartitni graf je charakterizovan rozdéleni mnoZiny vrcholi do dvou disjunktnich
podmnozin, tak, Ze kazd4 hrana spojuje vyhradné vrchol z jedné mnoziny s vrcholem
z mnoZiny druhé.

Definice: Graf G = (V, E) je bipartitni, jestlize existuji dvé disjunktni podmnoziny
A,B CV takové,ze AUB =V aANB =0, apro kazdou hranu {a,b} € E platiloa €
A, b € B nebo naopak.

Klicovou strukturalni vlastnosti téchto grafti je absence cyklu liché délky coz pred-
stavuje zdkladni matematické kritérium pro jejich identifikaci i algoritmické zpracovani

(Matousek & Nesettil, 2009).
Uplny bipartitni graf

Uplny bipartitni graf, standardné oznaovany Ky n, pedstavuje mezni pripad bipar-
titniho grafu, v niz je kazdy vrchol z mnoziny A o velikosti m spojen hranou se vSemi n

vrcholy z mnozZiny B.

Definice: Uplny bipartitni graf Kmn, omanvrcholech je graf G = (V,E), existuji
dveé disjunktni podmnoziny A,B SV takové, ze AUB=V aANB=0, |A|=m a

|B| = n, a pro kazdou dvojici a € A, b € B existuje pravé jedna hrana {a, b} € E.

Celkovy pocet hran je dan soufinem m X n, pficemz vSechny stupné v mnozing

A jsou rovny n a v mnoziné B pak odpovidaji m (MatouSek & NeSetfil, 2009).
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Obrdzek 3: Uplné bipartitni grafy

P27 R

.l'.\.__ 3 K )

Zdroj 3: (Rosen, 2013)
KruZnice

KruZnice C,, ozna¢ovana téZ jako cyklus délky n, predstavuje graf tvofeny jedinym

uzavienym tahem, ktery prochazi vS§emi svymi vrcholy.

Definice: Kruznice C, je graf G = (V,E), kde V ={vy,vq, ...,0} a E =

{vu vl 1 <i<n—1} U {{v,, v1}}, pficemzn = 3.

Mezi zékladni charakteristiky patii rovnost po¢tu vrcholti a hran (|V| = |E| = n)

a stupen kazdého vrcholu v grafu ktery je roven dvéma.

Obrazek 4: KruZnice

/\

C; C, C- Cy,

Zdroj 4: (Rosen, 2013)
Cesta
Cesta P, predstavuje zakladni souvisly graf modelujici linearni sekvenci vrcholi.

Definice: Graf P, (cesta na n vrcholech) je graf G = (V,E) s mnozZinouV = {vgy, vy,

o, Un} amnozinou hran E = {{vy,v; },{v2, U3}, ..., {V(n-1)), Vn}} .

Tato struktura o n vrcholech obsahuje vzdy pravé n — 1 hran, pfi¢emzZ vnitini vr-

choly maji stupeii 2 a dva koncové vrcholy stupen 1.
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Obrazek 5: Cesta

Zdroj 5: (MatouSek & NeSetiil, 2009)

Stromy

Strom je definovan jako souvisly graf, ktery neobsahuje zadny cyklus. Kazdy strom
o n vrcholech disponuje pravé n — 1 hranami. Graf, jehoz kazda souvisla komponenta
odpovida definici stromu, se oznacuje jako les. Vyznamnym prvkem téchto struktur jsou
listy, tedy koncové vrcholy se stupném 1, pti€¢emz plati, ze kazdy strom s alesponi dvéma
vrcholy disponuje minimaln€ dvéma listy. Pokud ve stromu zvolime zvlastni vrchol jako
koten, hovotime o kofenovém stromu, v némz lze ptirozené¢ definovat vztahy rodi¢—po-

tomek.

Obrazek 6: Tri grafy stromii dohromady tvoiici les

Zdroj 6: (Rosen, 2013)

2.3. Struktura grafu

Struktura grafu predstavuje, jakym zptsobem jsou jednotlivé vrcholy propojeny.
Tato struktura neurcuje pouze statické relace mezi vrcholy, ale pfimo ovliviiuje dyna-
mické procesy, jako je efektivita vyhledavani cest nebo rychlost Sifeni informaci v sitich.
V SirSim pojeti moderni informatiky slozi studium grafovych struktur jako zéklad pro
modelovani a optimalizaci rozséhlych systémi od topologie internetu a socialnich inter-

akci aZ po architektury hlubokych neuronovych siti (Barabasi & Poésfai, 2016).

16



V teorii grafl je rozliSeni mezi vlastnostmi lokalnimi a globalnimi zésadni. Zatimco
lokalni charakteristiky se zaméfuji na okoli jednotlivych vrchold, typicky jde o stupen
vrcholu, globalni vlastnosti popisuji graf jako nedélitelny celek. Mezi tyto atributy patii
napiiklad souvislost grafu, jeho priimér ¢i pritomnost specifickych cykli a podgrafii. Dua-
lezitou roli hraji vlastnosti, které se neméni pii jakémkoli piekresleni nebo pfejmenovani
vrcholll. Tyto charakteristiky neboli grafové invarianty, napiiklad pocet vrcholtl, hran,
stupniova posloupnost nebo existence urcitého podgrafu, jsou diilezité pro rozpoznavani

stejnych struktur.

Kvantitativni popis grafu se opira o zakladni metriky, jimiZ jsou fad grafu (n), odpo-
vidajici poctu vrcholtl |V|, a velikosti grafu (m), vyjadiena poctem hran |E|. Vzajemny
vztah mezi témito veli¢inami definuje hustotu grafu, kde vysoka hustota znamena blizkost
uplnému grafu, zatimco nizkd hustota zase tidky graf, coZ v informatice ovliviiuje volbu

algoritmu a datovych struktur.

Pro vyuku diskrétni matematiky je podstatné pochopeni faktu, Ze matematicka pod-
stata grafu je zcela nezavisla na jeho geometrickém znazornéni. Jeden a tentyz graf mize
byt vykreslen v mnoha vizualné odlisSnych podobach, aniz by se zménily jeho matema-
tické vlastnosti. Schopnost nesoustiedit se na vizualni podobu grafu a zaméfit se na jeho
¢istou strukturdlni propojenost je dovednosti, kterou by si studenti méli osvojit. Vizudlni
zobrazeni slouzi pouze jako kognitivni pomiicka a nemélo by byt chapano jako definujici

znak samotného modelu.

Tento abstraktni pohled na grafy piebiraji i moderni nastroje umélé inteligence,
zejména grafové neuronové sité. Na rozdil od lidského pozorovatele, ktery se ¢asto opira
o0 prostorovou intuici, systému umélé inteligence analyzuji grafy prostfednictvim jejich
matematickych reprezentaci. Hamilton (2020) vysvétluje, ze tyto modely vyuZivaji pro-
cesy agregace informaci z okolnich uzli, ¢imz extrahuji strukturalni ptiznaky pfimo z ma-
ticové podoby dat, nejcastéji v podobé matic sousednosti a matic ptiznaki vrchold.
Pro umélou inteligenci tedy vizualni podoba grafu nehraje roli, relevantni je pouze alge-

braické struktura, kterd umoznuje odhalovat skryté vzorce v datech.
2.3.1. Sled, tah, cesta

Analyza grafovych struktur se nezamétuje pouze na to, které dvojice vrcholll jsou

spojeny hranou, ale také zptsobu, jak 1ze mezi nimi prochazet, coz je formalné€ popsané
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jako sledy, tahy a cesty. Tyto posloupnosti vrcholtl a hran tvoti zdkladni nastroj pro ur-
covani vzdalenosti a dosazitelnosti v grafu, pfi¢emz i jemné rozdily v pravidlech pro opa-
kovani vrcholti ¢i hran zdsadné méni vlastnosti vysledného modelu (Matousek & Nesetfil,

2009).
Sled

Sled predstavuje v teorii grafti nejobecnéjsi formalni vyjadieni pohybu mezi vrcholy,
pficemz definuje zakladni zpisob, jakym lze v grafové struktufe sledovat relace mezi vr-

choly.

Definice: Sled v grafu je posloupnost vy, e1,v4, €5, ...,€x Vi, kde kazda hrana e;

spojuje vrcholy v;_q a v;.

Sled je tedy konec¢na posloupnost stfidajicich se vrcholl a hran grafu. Délka takto
definovaného sledu je rovna ¢islu k, které odpovida celkovému poctu hran obsazenych

v dané posloupnosti.

S 24

jsou tahy ¢i cesty, je uplna absence omezeni na pocet opakovani jednotlivych prvki.
V réamci sledu se mohou libovolné opakovat jak vrcholy, tak 1 hrany. Z hlediska diskrétni
matematiky je tento koncept stéZejni piredev§im pro studium dosazitelnosti grafu. Exis-
tuje-li mezi dvéma vrcholy sled, jsou tyto vrcholy vzajemné dosazitelné, coz tvoii jeden

ze zakladnich vychodisek pro analyzu souvislosti grafu.
Tah

Tah ptedstavuje specificky typ sledu, ktery do pohybu v grafu vnasi omezeni tykajici
se opakovani hran. Zatimco v obecném sledu byla ptipustné libovolna opakovani vsech

prvkd, tah je definovan jako sled, v némz jsou vSechny hrany navzjem rtizné (Matousek

& Nesettil, 2009).

Definice: Tah je sled vy, eq,vq,€z, -..,€x Vi, kde kazda hrana e; spojuje vrcholy

V;_1 a V; a Zadnd hrana se v posloupnosti nevyskytuje vice nez jednou.

Toto omezeni znamena, Ze Z4dna hrana nesmi byt v ramci jednoho tahu pouzita vice
nez jednou, avSak vrcholy se v tahu opakovat mohou. Tato vlastnost umoziuje, aby tah

»protnul“ sdm sebe v jednom nebo vice vrcholech.
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Z hlediska pozice pocate¢niho a koncového vrcholu se rozlisuji dvé zdkladni formy.
Otevieny tah zacina v jiném vrcholu, nez ve kterém konéi vy # vy, zatimco v piipade
uzavieného tahu plati rovnost vy = vy

Zcela zasadnim je poté eulerovsky tah, ktery je definovan jako tah, jenz projde kaz-

dou hranou daného grafu prave jednou.
Cesta

Cesta predstavuje v usporadani pohybl v grafu nejpiisn€ji vymezenou strukturu,

ktera do posloupnosti vrchold a hran vnasi absolutni omezeni ohledné opakovani vSech

jejich prvki.
Definice: Cesta je sled vy, e1,v4, €5, ..., €k Vi, kde kazda hrana e; spojuje vrcholy
Vi_q a v; a vSechny vrcholy vy, ..., vy, tudiz v posloupnosti se nevyskytuje zadna hrana

ani vrchol vice nez jednou.

Z této definice vyplyva, ze v ramci cesty musi byt unikatni vSechny pouzité hrany,
nejen vrcholy. Tato vlastnost je urcujici pro ideélni model cesty vyjadieni ptimého, ne-
cyklického a efektivniho spojeni mezi dvéma vrcholy, které neobsahuje zadné nadbytecné
smycky ¢i opakovani se navstivenych vrcholl. Délka cesty odpovida poctu jejich hran
a predstavuje zakladni parametr pro definici metriky vzdalenosti v grafu, a to zejména

jako délka nejkratsi cesty mezi dvéma vrcholy (Cormen et al., 2022).
Shrnuti rozdila

Rozdily mezi zakladnimi typy pohybii v grafech lze shrnout nasledovné, sled umoz-
nuje libovolné opakovani jak vrchold, tak 1 hran. Tah zakazuje pouze opakované pouziti
hran, zatimco vrcholy se v ném mohou opakovat (jako pfi kresleni obrazku jednim ta-
hem). Cesta je neptisnéjsi formou, v niZ se nesmi opakovat vrcholy ani hrany. Tato hie-
rarchie stupiiujicich se omezeni postupné zvySuje informacni hodnotu kazdé struktury pro

analyzu grafu.
2.3.2. Souvislost grafu, komponenty, doplnék grafu, hranovy graf

Studium vnitini struktury grafii se neomezuje pouze na analyzu cest nebo taht, ale
zahrnuje také zkoumani celkové integrity a vzajemné provazanosti. Souvislost grafu

a identifikace jeho komponent urcuji, zda lze informaci pfenaSet mezi vSemi vrcholy,
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nebo zda je model rozdélen do izolovanych casti (Matousek & Nesettil, 2009). Po-
moci doplikovych a hranovych grafii 1ze analyzovat graf z odlisnych pohledii. Doplnék
pracuje s neexistujicimi hranami, zatimco hranovy graf ptevadi hrany ptivodniho grafu
na vrcholy nového grafu. V. GNN tyto vlastnosti urcuji, jak efektivné mohou modely $ifit
informace napfic¢ celou strukturou a jak piesn¢ dokézou predpovidat vlastnosti jednotli-

vych vazeb (Hamilton, 2020).
Souvisly graf

Souvislost grafu patii mezi zékladni strukturalni charakteristiky grafu urcujici jeho

propojenost a integritu.

Definice: Neorientovany graf G = (V, E) je souvisly, pokud pro kazdou libovolnou

dvojici vrcholit u, v existuje alespon jedna cesta spojujici tyto vrcholy.

Tato vlastnost zarucuje, ze graf tvofi jeden kompaktni celek, v némz neexistuji zadné
izolované, ¢i vzajemné nedostupné vrcholy. Z hlediska kvantitativnich vlastnosti plati,
ze kazdy souvisly graf fadu n musi mit alespoit n — 1 hran, coz odpovida minimalnimu
poctu spojeni nutnému k udrzeni souvislosti, grafy, které této meze dosahuji jsou prave

stromy.
Komponenta souvislosti

Pokud graf neni souvisly, dochazi k rozpadu na nékolik souvislych podgraft,
které jsou oznacovany jako komponenty. Pocet komponent v nesouvislém grafu se stan-
dardné¢ oznacuje c(G) nebo k(G), ptficemz plati, ze graf je souvisly pravé tehdy,

kdyz c(G) = 1.

Definice: Komponenta je takovy souvisly podgraf H grafu G, ke kterému nelze z G

pridat Zadny dalsi vrchol ani hranu, aniz by H prestal byt souvisly.
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Obrazek 7: Nesouvisly graf H s komponentami H;, H> a H;

Zdroj 7: (Rosen, 2013)
Doplnék grafu

Doplnék grafu neboli komplement, oznadovany jako G, predstavuje graf, ktery sdili
identickou mnozinu vrcholt V, avSak jeho mnozina hran sestava pravé z téch dvojic vr-
choli, které nejsou propojeny v ptivodnim grafu G.

Definice: Doplnék (komplement) neorientovaného grafu G = (V,E) je graf G' =
(V, E") se stejnou mnozinou vrcholu, kde E' obsahuje prave ty neusporadané dvojice vr-

cholii, které nejsou hranamiv G.

Sjednocenim grafu a jeho doplnku tak vznika uplna graf K,,, v némz jsou spojeny

vSechny mozné dvojice vrcholt.
Hranovy graf

Hranovy graf, oznaovany jako L(G), neorientovaného grafu G reprezentuje soused-

nost mezi hranami ptivodniho grafu.

Definice: Vrcholy hranového grafu L(G) odpovidaji hranam grafu G a dva vrcholy
v L(G) jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz odpovidajici hrany v G sdileji spolecny

koncovy vrchol.

2.3.3. Vzdalenost v grafu, excentricita, primér, polomér, matice vzda-
lenosti a dosazitelnosti

Zakladni strukturalni charakteristikou je vzdalenost v grafu, kterd umoZiluje méfit,

jak ,,daleko* od sebe lezi jednotlivé vrcholy. Z néj poté vychazeji klasické charakteristiky

jako excentricita, primér a polomér. V praktickych ptikladech se tyto vztahy reprezentuji

pomoci matic vzdalenosti a dosaZitelnosti, coz usnadniuje vypocty na velkych grafech
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(Cormen et al., 2022). V kontextu GNN prave tyto charakteristiky vymezuji dosah pte-
davani zprav (message passing) a kolik vrstev je potieba k zachyceni globalnich souvis-

losti (Hamilton, 2020).
Vzdalenost

Vzdalenost mezi dvéma vrcholy u a v, standardné oznacovana jako d(u, v), je defi-
novana jako délka (pocet hran) nejkratsi cesty spojujici tyto vrcholy. Pokud mezi vrcholy

neexistuje cesta, pokladame d(u, v) = co.

Definice: Necht G = (V,E) je graf. Vzdalenost d(u,v) mezi vrcholy u,v € V defi-
nujeme jako délku (pocet hran) nejkratsi cesty z u do v. Neexistuje-li mezi u a v Zadna

cesta, poloZime d(u,v) = oo,

Neboli, u neorientovanych a nehodnocenych grafti tato hodnota odpovida minimal-

nimu poctu hran, které je nutné prekonat pti prichodu z jednoho vrcholu do druhého.

Takto definovana vzdalenost spliuje jisté zdkladni predpoklady. Vzdalenost je vzdy
nezaporna d(u, v) > 0, v neorientovaném grafu je symetrickd d(u, v) = d(v,u) a zaro-

veh pro kazdé tfi vrcholy plati trojahelnikova nerovnost d(u, v) < d(u, v) + d(v,w).
Excentricita

Excentricita vrcholu v, znacena e (v), definuje polohu vrcholu v ramei daného grafu.
Tento parametr je urCen jako maximalni vzdalenost z uvazovaného vrcholu v do jakého-

koliv jiného vrcholu u nachazejiciho v daném grafu.

Definice: Excentricita vrcholu v v grafu je maximalni vzdalenost z vrcholu v do ji-

ného vrcholu grafu u, 4. e(v) = max yey ) d(v, u).
Primér grafu

Primér grafu, oznacovany jako diam(G), ptedstavuje maximalni hodnotu excentri-

city vyskytujici se mezi vS§emi jeho vrcholy.

Definice: Prumeér grafu G je definovan jako maximum z excentricit v§ech jeho vr-

choli, tj. diam (G) = max ey () (V).
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Tato veli¢ina odpovida nejvétsi mozné vzdalenosti mezi libovolnou dvojici uzli
v souvislém grafu. Zatimco excentricita je vlastnosti jednotlivych vrcholl, pramér slouzi

jako globalni charakteristika grafu.
Polomér grafu

Polomér grafu, oznaovany jako rad(G), predstavuje minimalni excentricitu vysky-
tujici se v mnoziné vrcholl souvislého grafu. Na rozdil od priméru grafu, ktery uréuje
jeho maximalni rozlehlost, polomér identifikuje vrcholy s nejlepsi dosazitelnosti k ostat-

nim vrcholum.

Definice: Polomer grafu G je definovan jako minimdlni excentricita mezi vSemi vr-

choly grafu, §j. rad (G) = min yey g (V).

Polomér grafu také slouzi k urceni tzv. sttedu grafu, coz je mnozina vSech vrcholl
V, pro které plati rovnost e(v) = rad(G). Intuitivné jde o vrcholy, které jsou z hlediska
nejkratSich cest ,,nejlépe dostupné* ke zbytku grafu.

Matice vzdalenosti

Matice vzdalenosti predstavuje zpiisob, jak reprezentovat metrické vztahy mezi
vSemi dvojicemi vrcholl v grafu. Jedna se o ¢tvercovou matici rozméru n X n, kde n
odpovida poctu vrcholii v grafu. Prvek na pozici (i,j) udava vzdalenost d(v;,u;),
tedy délku nejkratsi cesty mezi témito body (Rosen, 2013). Na hlavni diagonale této ma-
tice se vZzdy vykytuji nulové hodnoty, coz znamena, ze vzdalenost vrcholu od sebe sama

se rovna nule.

Matice zachycuje vSechny parové vzdalenosti v grafu a z jejich hodnot Ize odvodit

globalni charakteristiky, naptiklad pramér grafu nebo primérnou vzdélenost.
Matice dosazitelnosti

Matice dosazitelnosti ptedstavuje v teorii grafii ctvercovou matici o rozméru n X n,
ktera binarnim zplsobem vyjadiuje existenci cesty mezi libovolnymi dvojicemi vrcholi.
Prvek na pozici (i,j) nabyva hodnoty 1, pokud v grafu existuje cesta libovolné délky
z vrcholu v; do vreholu u;, v pripad€, pokud cesta neexistuje je roven hodnote 0. Matice
dosazitelnosti tak prehledné zobrazuje, které dvojice vrcholll jsou v grafu navzéjem pro-

pojeny cestou.
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2.4. Grafové problémy a algoritmy

Grafy predstavuji v ramci diskrétni matematiky jeden ze zédkladnich matematickych
modell pouzivanych k popisu a analyze realnych systémi. Tyto struktury umoziuji popis
prvki systému prostiednictvim vrcholt a jejich vzajemnych relaci pomoci hran. V infor-
matice se graf ¢asto vyuziva k modelovani siti, dopravnich systémi ¢i vztah mezi enti-
tami. Hlavnim nastrojem pro praci s témito modely jsou algoritmy, které v danych systé-
mech identifikuji specifické vlastnosti, hledaji optimalni cesty nebo konstruuji podgrafy

spliujici predem definovana kritéria (Cormen et al., 2022).

Kli¢ovym aspektem pro hodnoceni efektivity téchto grafovych algoritmi je jejich
vypocetni ndro¢nost, ozna¢ovana jako algoritmicka slozitost. Ta udava, jak se kvantifi-
kuje rast narokli na Casové a pamétové zdroje v zavislosti na velikosti grafu, kterd je

standardné definovana poctem vrcholl n a poctem hran m.

Podle Rosena (2013) Ize ulohy rozdélit na problémy fesitelné v polynomialnim case
(tfida P), kam patii naptiklad hledani nejkratsi cesty nebo minimalni kostry, které jsou
fesitelné podle znamych algoritmii. Poté na NP-tézké tlohy, napiiklad problém obchod-
niho cestujiciho, pro které zatim neni znadmy zadny algoritmus s polynomialni slozitosti.
U téchto uloh se v souCasnosti stdle cCastéji vyuzivaji metody umélé inteligence,
které misto hledani teoreticky nejlepsiho vysledku vyuzivaji heuristiky a aproximace
k ziskani dostate¢né kvalitnich feSeni v prakticky piijatelném cCase. Tato strategie nabizi

kompromis mezi piesnosti a vypocetni ucinnosti (Russell & Norvig, 2021).

Grafové problémy lze rozdélit do tfi zékladnich kategorii. Prvni skupina fesi exis-
tencni problémy, jejich cilem je ovéfit, zda graf obsahuje objekt s danou vlastnosti, na-
ptiklad eulerovsky tah ¢i hamiltonovskou kruznici. Druhou kategorii jsou problémy op-
timalizacni, zamétené na vybér nejlepsSiho mozného feseni z mnoziny ptipustnych vari-
ant, coz je typicky uloha hledani nejkratsi cesty. Posledni skupinou jsou problémy rozho-
dovaci, které posuzuji platnost urcitého tvrzeni o grafu, jako je naptiklad izomorfismus

grafli nebo otazka barvitelnosti grafu (Rosen, 2013).

Nasledujici podkapitoly se vénuji podrobnému rozboru téchto kategorii s dirazem na

jejich algoritmické feSeni a teoretické limity.
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2.4.1. Eulerovsky tah, hamiltonovska kruznice
Eulerovsky tah

Eulerovsky tah se v ramci prichodnosti grafovych struktur definuje jako posloupnost

vrcholi a hran, v niz se kazda hrana daného grafu G vyskytuje prave jednou.

Definice: Necht G = (V, E) je neorientovany graf. Eulerovsky tah v G je posloupnost
vrcholii vy, ey,Vq,€5, ..., €V, kde v; €V, ej € E pro vSechna prislusna i,j, kazda
hrana e € E se v posloupnosti vyskytuje prave jednou a pro kazdy j = 1, ...,k je hrana

ej incidentni s vrcholy v;_q a v;.

Je to tedy tah, jehoz mnozina hran je shodna s mnozinou E a Zadné hrana se v ném
neopakuje. Pokud tento tah zacina i konci ve stejném vrcholu, hovofime o uzavieném
eulerovském tahu neboli eulerovském cyklu. Graf, ktery takovy cyklus obsahuje, se na-

zyva eulerovskym grafem.

Existence eulerovského tahu je pfimo vdzana na stupné jednotlivych vrcholi. To zna-
mena, Ze v souvislém neorientovaném grafu existuje eulerovsky tah pravé tehdy, maji-li
vSechny jeho vrcholy sudy stupeni. Pokud graf obsahuje pravé dva vrcholy lichého stupné,
existuje v ném otevieny eulerovsky tah, ktery zacina v jednom z téchto vrcholl a konc¢i
v druhém. Tato vlastnost umoznuje efektivnéjsi ovéreni existence eulerovského tahu bez
nutnosti piimého hledani vSech moznych cest, protoze rozhodovaci proces omezuje na

vypocet stupiit vrcholll a ovétreni souvislosti grafu.

Hledéni eulerovského tahu je algoritmicky snadno fesitelna tiloha tfidy P, nebot’ exis-
tuji efektivni deterministické algoritmy, naptiklad Hierholzeriv s casovou slozi-
tosti O(m) (Cormen et al., 2022). Vyuziti metod umélé inteligence proto u této zakladni
ulohy neni nutné a uplatituje se az u zobecnénych variant, jako je problém ¢inského lis-

tonose, které jiz maji charakter naro¢nych optimaliza¢nich problémd.
Hamiltonovska cesta a kruZnice

Hamiltonovska cesta v grafu G je definovana jako prosta cesta, ktera prochdzi vSemi
vrcholy grafu praveé jednou. Pokud tato cesta za¢ind a kon¢i ve stejném vrcholu, hovorime
o hamiltonovské kruznici. Graf, ktery obsahuje hamiltonovskou kruZznici, se nazyva ha-

miltonovsky graf.
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Definice: Necht' G = (V, E) je neorientovany graf. Hamiltonovska cesta v grafu G je
Jjednoducha cesta vy, vy, ...,V kdev; € V provsechna i, vSechny vrcholy vy, v4, ...,V
Jjsou navzdjem ruzné a mnozina { vy, v4, ...,Vx} je rovna V, tj. kazdy vrchol grafu se

v cesté vyskytuje pravé jednou.

Definice: Hamiltonovska kruznice v grafu G = (V,E) je jednoduchy cyklus v, v,
e, Uk_q, Vg = Vg, vrémz jsou vrcholy vy, vy, ..., Vx_q navzdjem rizné a mnozina

{vo,ve, ..., v} =V, tedy kazdd vrchol se v cyklu vyskytuje pravé jednou.

Zatimco u eulerovskych tahi je pozornost vénovana hranam, v tomto piipad¢ se za-
métuje na uplné pokryti mnoziny vrcholll V. Zasadni rozdil oproti eulerovskym grafim
spociva v absenci jednoduché a univerzalni charakteristiky, ktera by umoznila okamzité
ovéfeni existence takové struktury na zaklad€ stupna vrcholti (Matousek & Nesetfil,

2009).

Hledani hamiltonovskych kruZnic patii mezi NP-uplné problémy, u nichZ vypocetni
naro¢nost roste s poctem vrcholll exponencialné (Rosen, 2013). V praxi, zejména v logis-
tice, se tato bariéra piekonava vyuzitim metaheuristik a nastroji umélé inteligence, které
v realném Case generuji kvalitni suboptimalni feSeni (Cormen et al., 2022). Tento ptistup
je nezbytny pro efektivni zvladnuti tloh typu problému obchodniho cestujiciho v rozséh-

lych sitovych strukturach.
2.4.2. Problém nejkratSi cesty

Problém nejkratsi cesty predstavuje jednu z optimalizacnich uloh definovanych na
grafovych strukturach, jejimz zakladem je model vazeného grafu. Necht’ graf G je orien-
tovany nebo neorientovany graf a necht na mnoziné hran E je definovand funkce
w: E — R, kterd kazdé hrané ptifazuje redlnou hodnotu reprezentujici fyzickou vzdale-

nost, ¢as, finan¢ni ndklad ¢i jinou sledovanou veli¢inu.

Definice: Necht graf G = (V,E) je vazeny graf's vahovou funkci w: E — R anecht
s,t €V. Cesta zs do t je posloupnost vicholii P = (vy =s,vy, ...,V =t) takovd,
Ze pro kazdy index i = 0,...,k — 1 je (v;,v;41) € E. Délka cesty P je pak dana souc-

tem L (P) = {-cz_ol WV, Vig1)-

Cilem ulohy je nalézt takovou cestu P, pro niZ je hodnota L(P) minimalni mezi vSemi

existujicimi cestami spojujici vrcholy s a t.
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V praxi se tento problém objevuje v n¢kolika variantach. Nejcastéji jde o hledani
nejkratsi cesty mezi dvéma pevné danymi vrcholy nebo o tzv. jednozdrojovy problém,
kdy se z jednoho zvoleného vrcholu urcuji nejkrats$i cesty do vSech ostatnich vrcholt
grafu. Existuje rovnéz varianta hledani nejkratSich cest mezi vSemi dvojicemi vrcholt.
Zatimco v nevazenych grafech se délka cesty obvykle chape jako prosty pocet hran,

ve vazenych grafech vypocet plné reflektuje hodnoty vahové funkce.

Pro feSeni jednozdrojového problému ve vaZzenych grafech s nenegativnimi vahami
hran se standardné vyuziva Dijkstriv algoritmus. Tento postup je zaloZen na principu
zptesiiovani (relaxaci) odhadd vzdalenosti a na vybéru vrcholi s aktualné nejmensi zna-
mou vzdalenosti od pocatecniho vrcholu, ¢imz postupné urcuje minimalni délky cest

do vSech dosazitelnych vrchold (Cormen et al., 2022).

Bellman-Fordav algoritmus roz$ifuje tento pfistup i1 na orientované grafy se zapor-
nymi vahami hran. Tento postup je zaloZen na principu opakované relaxace vSech hran,
¢imz urcuje délky nejkratSich cest a soucasn¢ detekuje zaporné cykly. Pritomnost tako-
vého cyklu v grafu znamen4, Ze problém nejkratsi cesty nema korektné definované fesenti,

nebot’ délku trasy lze v takovém ptipadé nekonecné snizovat (Cormen et al., 2022).

Pochopeni problému nejkratsi cesty piedstavuje jeden ze zdkladnich stavebnich ka-
ment pro ndvrh metod umélé inteligence nad grafovymi strukturami. Matematicky aparat
nejkratSich cest zde slouzi jako referencni ramec, k némuz se vztahuji pokrocilejsi pfi-
teligence proto klasické algoritmy pro nejkratsi cesty funguji nejen jako prakticky nastroj,
ale také jako teoreticky zaklad pro konstrukci a analyzu uc¢enych modelti zamétenych na

optimalizacni problémy na grafech.
2.4.3. lzomorfismus grafa

[zomorfismus pfedstavuje v teorii grafi zdkladni mechanismus pro posuzovani

strukturélni identity dvou grafii.

Definice: Dva grafy G a H jsou izomorfni, pokud existuje bijekce f : V(G) — V(H)
takova, zZe dvojice vrcholii u,v jsou v G sousedni prave tehdy, kdyz f(u) a f(v) jsou

sousedni v H.
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Izomorfismus lze interpretovat tak, ze se oba grafy lisi pouze piejmenovanim svych
prvkil nebo zplisobem geometrického znazornéni v roviné, zatimco jejich topologicka
struktura zastava identicka (West, 2018). Z hlediska diskrétni matematiky je izomorfis-
mus zasadni tim, ze definuje relaci ekvivalence na mnoziné vSech grafii, a umoznuje tak

klasifikovat grafy do tfid se stejnymi strukturalnimi vlastnostmi.

Existenci izomorfniho zobrazeni mezi dvéma grafy zarucuje shodu ve vsech struktu-
ralnich charakteristikach, které se v literatufe oznacuji jako grafové invarianty. Pokud
jsou grafy izomorfni, musi vykazovat identicky pocet vrcholti a hran, stejnou posloupnost
stupnd vrcholt, shodny pocet souvislych komponent a stejné hodnoty priméru grafu.
Jakékoliv vlastnost, ktera je zachovana izomorfismem, musi platit pro oba grafy sou-
casn€. Je vSak nutné zdiiraznit, ze shoda v zdkladnich invariantech je podminkou nutnou,

nikoliv vSak postacujici.

Problém izomorfismu grafl pedstavuje v informatice specifickou vypocetni vyzvu,
nebot’ jeho prfesné zatazeni mezi lehké a tézké ulohy ziistdva nejednoznacné. V oblasti
umg¢lé inteligence se k jeho feSeni vyuzivaji pfedevsim grafové neuronové sité, které se
pokouseji rozpoznat strukturalni shodu pomoci uceni se z dat. Tyto systémy sice pracuji
s vysokou efektivitou u rozsahlych databazi, avSak nardzeji na teoretickd omezeni,
ktera jim brani v naprosto presném rozliSeni vSech neizomorfnich struktur (Hamilton,
2020). Propojeni matematické teorie s metodami umeélé inteligence tak nabizi moznost
demonstrovat kontrast mezi exaktnim vypoctem a pravdépodobnostnim odhadem moder-

nich modelt.
2.4.4. Kruskallv algoritmus

Kruskaltiv algoritmus patii mezi zdkladni postupy diskrétni matematiky a teorie
grafi pro hledani minimalni kostry v ohodnoceném grafu. Radi se mezi hladové algo-
ritmy, protoze v kazdém kroku voli lokalné nejlepsi moznost s cilem dosdhnout globalné
optimalniho feSeni (Cormen et al., 2022). Podstata tohoto algoritmu spoc¢iva v postupném
pfidavani hran s nejnizsi vahou za podminky, ze jejich zatazenim nevznikne v grafu cyk-

lus, dokud nejsou spojeny vSechny vrcholy.

Definice: Necht' G = (V,E) je neorientovany ohodnoceny graf, kde w: E — R,,.
Kostrou grafu G rozumime takovy podgraf T = (V,Er), ktery je stromem a obsahuje
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vSechny vrcholy mnoziny V. Minimalni kostrou grafu G nazyvame takovou kostru T, pro

kterou je soucet vah hran ¥.ocg, w(e) minimalni mezi vsemi kostrami grafi. G.

Realizace algoritmu vychazi z postupného rozsifovani kostry o jednotlivé hrany.
Na zacatku se hrany uspotradaji podle jejich vah v neklesajicim potadi. Poté se prochézi
tato uspofadand mnozina hran a kazda hrana je do vznikajici kostry pfidana jen tehdy,
pokud jeji pfidani nevytvorti cyklus v dosud vzniklém podgrafu. Diky tomu zistava vy-
sledna struktura stromem. Algoritmus kon¢i ve chvili, kdy jsou vSechny vrcholy propo-

jeny, ptipadn€ neni mozné pridat dalsi hranu, aniz by doslo k porusSeni acykli¢nosti.

Pro efektivni zjistovani, zda hrana spojuje dvé rizné komponenty, 1ze vyuzit datovou
strukturu disjunktnich mnozZin (Union-Find), kterd umoZnuje operace Find a Union
v tém¢éf konstantnim amortizovaném case (Cormen et al., 2022). Celkovéa Casova slozitost
Kruskalova algoritmu je pak O(m \log m), kde m = |E|, pfi¢emz pievazujici ¢ast tvoii

ttidéni hran (Rosen, 2013).

Praktické vyuziti Kruskalova algoritmu se uplatituje naptiklad pii ndvrhu pocitaco-
vych siti, planovani dopravni infrastruktury ¢i ve shlukové analyze v datové vede.
V téchto ulohach minimalni kostra pfedstavuje nejlevnéjsi zptusob propojeni danych bodt
bez nadbytecné redundance. V soucasnosti se zkouma také propojeni tohoto algoritmu
s metodami umélé inteligence, které¢ mohou pomahat s predikci dynamicky se ménicich

vah hran a s optimalizaci rozsahlych grafii pomoci heuristickych ¢i neuronovych modelt.
2.4.5. Barveni grafl

Barveni grafii pfedstavuje jednu z nejvyznamnéjSich oblasti teorie grafii, kterd na-
chazi uplatnéni v Siroké Skale optimalizacnich uloh. Zakladnim konceptem je obarveni
vrchold grafu a hlavni podminkou je, aby Zadné dva sousedni vrcholy nebyly oznaceny

stejnou barvou.

Definice: Necht' G = (V, E) je neorientovany graf. Viastnim (vrcholovym) obarvenim
grafu G nazveme zobrazeni ¢ : V - {1,2, ..., k}, takové, Ze pro kazdou hranu {u, v} € E

plati c(u) # c(v).

Takto definované barveni se v odborné literatufe oznacuje jako vrcholové vhodné
barveni a slouzi k modelovani situaci, kde je nutné eliminovat konflikty mezi vzajemné

propojenymi prvky (Matousek & Nesettil, 2009).
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S problematikou barveni souvisi pojem chromatické ¢islo, znafeno y(G),
které udava minimalni pocet barev k, pro které existuje vlastni k-obarveni vrchold grafu
G. Chromatické ¢islo tedy vystihuje vnitini barevnou slozitost grafu a patii k nejpouziva-
néj$im parametrim pii jeho klasifikaci. Jeho pfesné urceni je vSak vypocetné narocné
a patii mezi NP-t¢zké problémy (Rosen, 2013). V praxi se proto Casto vyuzivaji heuris-
tiky a metody umé¢l¢ inteligence, které hledaji kvalitni obarveni v pfijatelném ¢ase misto

exaktniho vypoctu chromatického ¢isla.

Historicky nejvyznamnéjSim vysledkem barveni grafii je véta o Ctyfech barvach.
Tato véta tvrdi, Ze kazdy rovinny graf lze vhodné obarvit nejvySe Ctyfmi barvami,
tedy pro kazdy takovy graf plati y(G) < 4. Tento problém byl ptivodn& motivovan sna-
hou o barveni politickych map tak, aby jakékoliv dva sousedici staty byly odliSeny rtiz-
nymi barvami. Definitivni diikaz véty podali v roce 1976 Appel a Haken, ktefi k analyze
tisict specifickych konfiguraci vyuzili jako prvni v historii matematiky pomoc vypocetni

techniky.

Praktické vyuziti barveni graf se uplatituje predevsim pii optimalizaci rozvrht, pii-
dé€lovani sitovych frekvenci nebo spravu paméti v pocitacich. Chromatické ¢islo v téchto
ulohach urcuje minimalni pocet zdroji potiebnych k tomu, aby systém fungoval bez vza-
jemnych konflikti. Nasazeni metod umélé inteligence pak umoziuje tyto slozité pro-
blémy fesit efektivnéji 1 v situacich, kde bézné matematické postupy nardzeji na své li-

mity.
2.5. Zpusob zapisu a reprezentace grafu

Reprezentace grafovych struktur tvofi nezbytny zéklad pro jejich analyzu v matema-
tické teorii 1 v praktickych aplikacich. Zatimco v rdmci diskrétni matematiky slouzi rizné
zpusoby zapisu piedevsim k pfesné definici objekti a ndslednému dokazovani jejich
vlastnosti prostfednictvim abstrakce, v informatice je zvoleny format urcujicim faktorem
pro efektivitu algoritmi a celkové naroky na systémové prostiedky. Specificky vyznam
pak tento vybér ziskdva v oblasti umélé inteligence, zejména u grafovych neuronovych
siti, kde forma zapisu pfimo definuje, jakym zplisobem model vnima a interpretuje vztahy

mezi jednotlivymi datovymi entitami.
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2.5.1. Matematicky zapis

Zakladni formou matematického vymezeni grafu je mnozinovy zapis, v némz je graf
definovan jako uspotddana dvojice G = (V, E), kde V je kone¢na neprazdnd mnozina
vrchold a E mnozina hran mezi nimi. Tento zapis umoziuje studovat strukturu grafu na

urovni vztahii mezi prvky, nezavisle na jejich konkrétni reprezentaci.

Vedle mnozinového zapisu se graf Casto prezentuje graficky jako uspotadani boda
a usecek ¢i kiivek v roving. Tato podoba je ve studiu zasadni, protoze umoznuje okamzi-
tou vizualni analyzu vlastnosti. Zaroven plati, ze jeden a tentyz graf lze zakreslit neko-

necné mnoha zplsoby.

Alternativou k mnozinovému pojeti je zapis pomoci zobrazeni, v némz hrany tvoii
samostatnou mnozinu a kazdé hran¢ zobrazeni ptifazuje jeji koncové vrcholy. Tento pfi-
stup umoznuje rozlisit jednotlivé vazby mezi vrcholy a je vhodny 1 pro ptipady, jako jsou

multigrafy s vice paralelnimi hranami.
2.5.2. Reprezentace v informatice

Zatimco matematicky zapis primarn¢ definuje vztahy, informatickd reprezentace se
zaméeiuje na ulozeni téchto vztahli v paméti pocitace tak, aby s nimi mohly efektivné
pracovat algoritmy. Volba konkrétni struktury zasadné ovlivituje casovou i prostorovou

slozitost operaci (Cormen et al., 2022).
Matice sousednosti

Matice sousednosti se definuje jako ¢tvercova matice typu n X n, kde n odpovida
celkovému poctu vrcholll v grafu. Jednotlivé prvky a;; nabyvaji hodnoty 1 v piipadé exis-
tence hrany mezi vrcholy v; a vj, zatimco hodnota 0 znazorfiuje absenci hrany. U neori-
entovanych grafil je tato matice symetricka podle hlavni diagonaly a nenulové hodnoty
na diagondle signalizuji pfitomnost smycek. Zasadni vyhodou této reprezentace je moz-
nost ovéfit existenci hrany mezi dvéma libovolnymi uzly v konstantnim ¢ase. V oblasti
umélé inteligence slouzi matice sousednosti jako zékladni vstupni format pro grafové
neuronové sité¢ (GNN), kde popisuje Sifeni informaci mezi vrstvami v rdmci procesu

message passing (Rosen, 2013).
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Matice incidence

Matice incidence je matice rozméru n X m, kde n je pocet vrchold a m je pocet hran.
Radky reprezentuji vrcholy, sloupce jednotlivé hrany a prvek a; j je roven 1 pravé tehdy,
kdyZ je vrchol v; incidentni s hranou e;. U neorientovanych grafii obsahuje kazdy sloupec
pravé dvé jednicky urcujici koncové vrcholy hrany. Tato reprezentace je vhodna zejména
tam, kde hrany nesou vlastni vlastnosti (napt. v modelech toka v sitich), ackoli jeji pamé-

tova narocnost roste umérné poctu hran, coz mize byt u hustych grafi limitujici.
Seznam sousedu

Seznam sousedl pro kazdy vrchol uchovava mnozinu vSech uzld, s nimiz je spojen
hranou. Tento zapis je pamétove Usporny, protoze uklada pouze existujici vazby, a proto
je vhodny zejména pro fidké grafy. Nevyhodou je pomalejsi zjiStovani existence kon-

krétni hrany, které vyZaduje linedrni prohledani ptislusného seznamu (Rosen, 2013).
Seznam hran

V seznamu hran je graf popsan jako mmnozina dvojic (u,v), pfipadné tro-
jic (u, v,w), pii zahrnuti vah. Jde o velmi jednoduchou, ale praktickou reprezentaci,
ktera je vhodna pro algoritmy operujici pfimo s hranami (napt. Kruskaliv algoritmus)
a v knihovnach typu PyTorch Geometric funguje jako standardni vstupni format pro gra-

fova data (Hamilton, 2020).
2.6. Grafové neuronové sité (GNN)

Grafové neuronové sité piedstavuji moderni propojeni teorie grafii s metodami hlu-
bokého uceni a jsou navrzeny pfimo pro analyzu sitovych strukturu slozenych z uzla, v
diskrétni matematice vrcholi, a hran misto obrazku ¢i textu. Zakladnim princip spoc¢iva
v mechanismu, kdy kazdy uzel v grafu postupné sbird a vyhodnocuje informace od svych
sousedl. (Hamilton, 2020) v této souvislosti uvadi, Ze tento mechanismus umoziuje pie-
vést slozité sitové vazby do zjednodusené ¢iselné podoby, se kterou 1ze vypocetné efek-
tivné pracovat. Diky této schopnosti je mozné s vysokou piesnosti automaticky piedpo-
vidat chybé&jici spojeni v sitich nebo zatfazovat jednotlivé prvky do odpovidajicich kate-

gorii.
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2.6.1. Princip fungovani a architektura

Architektura grafovych neuronovych siti vychazi z nezbytnosti transformovat dis-
krétni topologické struktury do spojitého matematického prostiedi. Tento proces, znamy
jako vnotovani (embedding), ptevadi vrcholy a jejich vztahy na nizkorozmérné vektory
¢i tenzory, které v sobé koncentruji informaci o pozici uzlu i charakteru jeho lokalniho
okoli (Hamilton, 2020). Pravé tato numericka reprezentace umoziuje vypocetnim systé-
mum provadét operace hlubokého uceni, které by nad ¢isté diskrétnim popisem grafu ne-

bylo mozné efektivné realizovat.

Jadrem procesu uceni je mechanismus pfedavani zprav (messsage passing). V kazdé
vrstve sité dohazi k tomu, Ze jednotlivé uzly sbiraji a agreguji informace od svych bez-
prostiednich sousedil, ¢imZ dochézi k jejich bezprostiedni aktualizaci jejich vnitiniho

stavu (Hamilton, 2020). Diky opakovanému provadéni tohoto mechanismu se uzly uci

vvvvv

Pocet konvolucnich vrstev v grafové neuronové siti ptimo urcuje rozsah tzv. recep-
tivniho pole kazdého uzlu, tedy vzdalenost, ze které je schopen Cerpat strukturalni data.
Kazda dalsi vrstva rozsifuje tento dosah o jednu hranu, takze naptiklad tfivrstva architek-
tura umoziuje uzlu integrovat informace ze sousedstvi vzdaleného az tti kroky (Hamil-
ton, 2020). Tento mechanismus je klicovy pro zachyceni Sir§iho topologického kontextu
a odborna literatura zaroven upozoriuje, ze se s rostouci hloubkou GNN zvysuje riziko
piehlazeni (oversmoothingu), kdy se embeddingy jednotlivych uzli stavaji postupné
mén¢ rozlisitelnymi.
arni aktivacni funkce. Nejcastéji jde o funkci ReLU (Rectified Linear Unit), ktera se po
linearnich vypoctech ve vrstvach aplikuje na vektory uzli a davd modelu schopnost ucit
se 1 nelinearni zavislosti (Hamilton, 2020). Bez téchto nelinearit by sit’ byla jen soustavou

linearnich zobrazeni a jeji vyjadfovaci sila by byla vyrazné omezena.

Aby se ptedeslo situaci, kdy se model pfili§ uzce ptizptsobi konkrétnim trénovacim
datlim, vyuZiva se regularizacni technika dropout. Ta spo¢iva v ndhodném a do¢asném
vyfazovani ¢asti neuront béhem trénovaciho procesu, coz brani vzniku nezadoucich ko-
relaci a tzv. pretrénovani (Hamilton, 2020). Timto zplisobem je systém nucen identifiko-

vat robustni a obecna strukturalni pravidla misto mechanického zapamatovani trénovaci
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sady. Tato schopnost generalizace je kli¢ova pro aplikaci naucenych principi na nové

a dosud nevidéné grafové struktury.
2.6.2. Agregace a globalni vlastnosti

Pro efektivni fungovani GNN je nezbytné definovat pocatecni Ciselnou charakteris-
tiku uzld, ktera predstavuje vstupni priznaky modelu. V ptipadech, kdy uzly nenesou
vlastni datovy obsah, se k popis lokalni topologie sit¢ vyuzivaji strukturalni statistiky,
nejcastéji v podobé stupné vrcholu (Hamilton, 2020). Tyto po¢ate¢ni hodnoty tvori za-
kladni ¢iselnou informaci, na jejimz zdkladé mize model v prvnich vrstvach sit¢ zahajit

proces ucent.

Zatimco zakladni modely GNN generuji reprezentace pro jednotlivé uzly, pro pre-
dikci vlastnosti celého grafu je nezbytny globalni pooling. Tento proces sluc¢uje vnoteni
vSech vrcholl do jediného vektoru, ktery reprezentuje graf jako celek (Hamilton, 2020).
Takto ziskand data umoznuji vyhodnocovat globalni charakteristiky, jako je souvislost

nebo typologie grafu.
2.6.3. Vztah GNN a teorie grafli

Grafové neuronové sité predstavuji pfimou aplikaci principu diskrétni matematiky
v oblasti umélé¢ inteligence. Jejich architektura vyuziva matici sousednosti k definici cest
pro Sifeni informaci (message passing) a lokalni invarianty, jako je stupen vrcholu, coby
vychozi ptiznaky (Hamilton, 2020); (Rosen, 2013). Bez téchto matematickych zéklada

by modely postradaly strukturu nezbytnou pro realizaci vypocetnich operaci.

GNN pomahaji rychle odhadovat feseni u velmi slozitych uloh, jako je barveni grafa
nebo hledani cest, které by tradi¢ni algoritmy feSily pfili§ dlouho (Rosen, 2013). V od-
borné literatute jsou tyto modely pfirovnavany ke klasickym testim izomorfismu, kdy se
shoda dvou struktur urcuje jednodusSe podle vzdalenosti mezi jejich ¢iselnymi reprezen-

tacemi (Hamilton, 2020).

Tato synergie nachazi uplatnéni v mnoha praktickych odvétvich. Ve farmacii GNN
predikuji vlastnosti molekuldrnich grafii, zatimco v logistice slouzi k odhadu optimalnich
tras v dopravnich sitich. V ramci kybernetické bezpecnosti pak analyza transak¢nich
grafii dovoluje identifikovat podezielé, husté propojené komponenty, coz odpovida de-

tekci specifickych podgraft ¢i klik (Hamilton, 2020).
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3.Metodika

3.1.

Cile a hypotézy

Zakladem praktické Casti je porovnani dvou odlisnych pfistupti pii feseni tloh teorie

grafii. Klasicky pfistup vyuziva presné deterministické algoritmy, které zarucuji spravné

feSeni, ale u NP-tplnych problémt rychle nardzeji na vypocetni limity. Oproti tomu GNN

pracuji na principu naucenych strukturalnich reprezentaci a poskytuji odhady feseni vy-

chazejici z rozpoznanych vzorct v datech. Hlavnim cilem prace je kriticky zhodnotit,

nakolik tyto modely zaloZené na hlubokém uceni dokazou spolehliveé nahrazovat ¢i dopl-

novat klasické metody a kde lezi hranice jejich pouzitelnosti v kontextu diskrétni mate-

matiky.

K dosazeni tohoto hlavniho cile jsou vymezeny nasledujici dil¢i cile:

sestrojit spolehlivé referen¢ni datasety (ground truth) na zaklad¢ exaktnich vypo-

¢th, v nichz budou grafy doplnény o presné uréené strukturalni charakteristiky,

implementovat klasické grafové algoritmy pro optimalizacni a existencni ulohy
(napft. hledani nejkratsich cest, minimalnich koster ¢i detekci souvislosti) a vizu-

alizovat jejich prubéh pro lepsi porozuméni jejich ¢innosti,

vytvofit, natrénovat a experimentalné ovéfit grafovou neuronovou sit” uréenou

k rozpoznavani a klasifikaci strukturalnich vlastnosti v grafech riznych parame-

o

tru.

Na zaklad¢ teoretickych poznatkli o grafovych algoritmech a vnitinim fungovani

GNN jsou formulovany nasledujici hypotézy:

Implementované klasické grafové algoritmy budou vykazovat chovani v souladu
s teorii grafli, v€etné spravného zobrazeni a postupu vypoctu minimalni kostry

(Cormen et al., 2022).

Model GNN doséhne vysoké uspésnosti pii klasifikaci jednoduchych typl graft

a pii detekci nesouvislosti diky vyraznym strukturdlnim rozdilim.
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e U slozit¢jsich uloh, jako je odhalovani hamiltonovskych kruznic a izomorfismu,
bude ptresnost modelu GNN vyrazné niz8i, coz odhali limity tohoto piistupu

oproti klasickym metodam (Hamilton, 2020).
3.2. Pouzité technologie

Nastroje zvolené pro praktickou ¢ast prace byly vybrany tak, aby podporovaly jak
implementaci tradi¢nich algoritmi teorie grafil, tak experimenty s grafovymi neurono-
vymi sitémi.

3.2.1. Zakladni programovaci prostredi

Zékladnim programovacim jazykem byl zvolen Python, a to pfedevs§im pro jeho $i-
rokou podporu knihoven zaméfenych na teorii grafi a strojové uceni (Python Software
Foundation, 2025). Nabizi vysokou miru abstrakce, ktera umoziiuje prehledny zapis ma-

vvvvvv

struktur.

Pro vyvoj a spravu kédu bylo vyuzito prostiedi Visual Studio Code (VS Code), zvo-
lené pro svou modularitu a podporu specializovanych rozsiteni pro jazyk Python (Micro-
soft, 2025). Vestavéné ladici nastroje a termindl pfispivaji k prehledné spravé projektu

a rychlejsi identifikaci chyb (Pyvec, 2022).

Pro iterativni vyvoj, vizualizaci prubéznych vysledkt a rychlé prototypovani modelu
GNN byl vyuzit Jupyter Notebook (Project Jupyter, 2025). Tento néstroj umoziiuje inte-
grovat programovy kod, textové poznamky a vizualizace v ramci jediného dokumentu.
MozZnost spoustét vypocty v izolovanych blocich kddu znacné usnadiiuje pribéznou kon-

trolu spravnosti dil¢ich algoritmickych krokt a transformaci dat.
3.2.2. Knihovny pro praci s grafy a GNN

Pro analytickou c¢ast prace byla zvolena knihovna NetworkX, které slouzi k formalni
definici grafovych struktur a k vypoctu jejich strukturalnich parametri. Umoziiuje rovnéz
generovat standardni topologie a obsahuje implementace klasickych algoritmi, jakymi

jsou Dijkstritv ¢i Kruskaliv algoritmus (Hagberg et al., 2008).

Knihovna PyTorch slouZi jako zéklad pro metody hlubokého uceni, ktera poskytuje

infrastrukturu pro tenzorové operace a funguje jako vypocetni ramec pro GNN (PyTorch
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Foundation, 2025). Na ni navazuje knihovna PyTorch Geometric (PyG), specializovana
pro praci s grafovymi strukturami (Fey & Lenssen, 2019). PyG umoziuje reprezentovat
grafy jako datové objekty, stavét architektury GNN pomoci pfipravenych vrstev a pieva-
dét data z NetworkX do tenzorového formatu, coz zajistuje plynulé propojeni analytické

casti s prediktivnim modelem (PyG Team, 2025).
3.2.3. Zpracovani dat a vizualizace

Pro numerické vypocty a préaci s maticemi byla vyuzita knihovna NumPy, ktera na-
bizi datové struktury pro vicerozmérné pole a Sirokou Skalu linearng-algebraickych ope-

raci pouzivanych v Pythonu (NumPy Developers, 2024).

Vizualizaci tloh a pribéhu algoritmi zajistuje knihovna Matplotlib, urcend pro
tvorbu dvourozmérnych grafickych vystupii v prostiedi Pythonu (Hunter, 2007). V této
praci slouzi k vykreslovani topologie grafli, grafickému znazornéni matic sousednosti

a k vizualni kontrole predikci generovanych grafovymi neuronovymi sitémi.

Pro efektivni spravu a tabulkové zobrazeni dat byla zvolena knihovna pandas (The
pandas development team, 2025). Vysledky strukturalni analyzy i Gspé$nost modeli jsou
ukladany do objektii typu DataFrame, coz zajist'uje jejich prehlednost a snadnou interpre-
taci (Pyvec, 2024). Tato struktura umozinuje systematickou organizaci dat a efektivni po-

rovnavani vykonnosti jednotlivych experimentt v zavéru prace.
3.2.4. Pouzité dokumentace

Pti implementaci praktické ¢asti byla klicovym zdrojem informaci oficialni tech-
nicka dokumentace pouzitych néstrojii. Ta slouzila k zajiSténi spravné syntaxe, nastaveni

parametr a metodické presnosti spravnosti postupu:

e Python Language Reference — pro definovani logickych struktur a syntaxe (Pyt-
hon Software Foundation, 2025).

e PyTorch a PyTorch Geometric Documentation — pro konfiguraci vrstev GNN
a definovani trénovacich cykli ((PyTorch Foundation, 2025); (PyG Team,
2025)).

e pandas Documentation — pro spravu a strukturovani vysledkt analyzy (The pan-

das development team, 2025).
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Vyuziti téchto autoritativnich podkladt zajistilo technickou integritu a reprodukova-

telnost vSech provedenych experimentd.
3.3. Zpusob generovani dat a pfiprava datasetd

Tato kapitola popisuje proces tvorby datovych soubort, které tvoii zaklad pro tréno-
vani a testovani GNN. Cely postup byl rozvrzen do n¢kolika fazi, od teoretického navrhu
grafovych struktur, pies jejich ovéteni pomoci klasickych algoritmi, az po transformace

dat do tenzorové podoby vhodné pro strojoveé uceni.
3.3.1. Vyvoj od jednotlivych grafu k rozsahlym datasetiim

V tivodnim experimentu EO (Ptiloha 1) byly nejprve generovany izolované grafy re-
prezentujici zakladni typy struktur, na kterych 1ze demonstrovat zakladni grafové vlast-

nosti. Pomoci funkci knihovny NetworkX byly sestrojeny Ctyfti specifické typy:

e nahodny strom - nx.random_labeled_tree(8)

e kruznice Cg - nx.cycle_graph(8)

e Tplny bipartitni graf K, ,- nx.complete_bipartite_graph(4, 2)

e nesouvisly graf  vznikly  sjednocenim  kruznice a  cesty —

nx.disjoint_union(nx.cycle_graph(4), nx.path_graph(3)).

Pro nédhodny strom a kruznici byl dany pocet vrcholti n = 8, pro uplny bipartitni graf

n = 6 a pro nesouvisly grafn = 8.

Navazujici experiment E1 (Ptiloha 4) se zaméfil na generovani grafti vhodnych pro
testovani deterministickych algoritmi. Pomoci Erdds-Rényiho modelu (nx.erdos_re-
nyi_graph) s parametry n = 7 pro pocet vrcholii a p = 0,5 pro 50% pravdépodobnost
vytvofeni hrany. Tim vznikaly ndhodné grafy, u nichz byla souvislost vynucena opako-
vanym generovanim, dokud podminka nx.1is_connected nebyla splnéna. Nasledné
byly hranam nahodné pfifazeny vahy w € (5,20) pomoci modulu random, ¢imz vznikly

ohodnocené grafy pro urcité algoritmy.
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3.3.2. Generovani datasett pro GNN

K sestaveni datasetti v experiment E2 (Pfiloha 6) byla vyuzita knihovna NetworkX,
ktera umoziuje presn¢ generovat grafy, které striktné odpovidaji matematickym defini-

cim. Celkovée byly vytvotfeny Ctyii tematické datasety:
Klasifikace typu grafa

Dataset pro ulohu Klasifikace typi grafi (Pfiloha 6) obsahuje 1000 vzorkt, 200 pro
kazdy graf. K jejich konstrukci byly vyuzity generatory s poctem vrcholi v rozsahu
ne€ (6,12):

e stromy - nx.random_labeled_tree
e kruznice (cykly) - nx.cycle_graph
e Uplné bipartitni graf - nx.complete_bipartite_graph
e Uplné grafy - nx.complete_graph
e cesty - nx.path_graph.
Detekce souvislosti

Pro druhou tlohu Detekce souvislosti (Ptiloha 6) ¢ita dataset 600 vzorkti rozdélenych
do dvou tfid. Pozitivni vzorky ptedstavuji souvislé stromy (nx.random_labe-
led_tree), zatimco negativni vzorky vznikly disjunktnim spojenim dvou mensich upl-
nych grafii pomoci funkce nx.disjoint_union, ¢imz byla garantovana existence od-

délenych komponent.
Rozpoznavani izomorfismu

Ve tieti Casti Rozpoznédvani izomorfismu (Pfiloha 6) bylo vytvoieno 600 part grafi.
U izomortfnich dvojic byl jeden z grafli ndhodné& pfeznacen permutaci indexi vrchold po-
moci funkce nx.relabel_nodes. Tim vznikly struktury topologicky identické, avSak
s odlisSnym maticovym zépisem. Neizomorfni pary byly vytvofeny kombinaci odlisnych

struktur, naptiklad cesta a kruZnice.
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Hamiltonovska kruznice

Pro zévereCnou ¢ast Hamiltonovskd kruznice (Ptiloha 6) byl vytvoien dataset
0 600 grafech, ktery vyuziva jako pozitivni vzorky cykly a uplné grafy, u nichz je exis-
tence hamiltonovské kruznice zarucena. Jako negativni vzorky byly zvoleny stromy a
cesty, které z definice (vzhledem k piitomnosti listd se stupném 1) hamiltonovskou kruz-

nici obsahovat nemohou.
3.3.3. Struktura datového vzorku

V ramci experimentu E2 (Ptiloha 6) byla grafova data generovana pomoci knihovny
NetworkX transformovana do formatu objektd Data knihovny PyG (Fey & Lenssen,
2019). Zékladnim stavebnim prvkem této reprezentace je tenzor. V kontextu knihovny
PyTorch se jedna o vicerozmérné pole Cisel, které zobecnuje koncepty matic a vektord.
Tenzory v ramci realizovaného modelu umoziuji efektivni provadéni paralelnich mate-
matickych operaci a jsou kliové pro proces gradientniho uceni, nebot’ uchovavaji ¢iselné
hodnoty ptiznak i topologie grafu v optimalizované podob¢. Kazdy vygenerovany vzo-

rek je definovan nésledujicimi tenzorovymi atributy:

e Atribut x (pfiznaky uzl): Matice ptiznakt o rozmérech /N, 1/, kde N znaci pocet
uzlt. Jako vstupni ptiznak je vyuzit stupen uzlu, napiiklad hodnota /2. / (viz Obréazek

8) znamena, ze dany vrchol je spojen se dvéma sousedy.

e Atribut edge index (indexy hran): Tenzor reprezentujici propojeni vrcholi ve for-
matu Coordiante List (COO). Prvni fadek definuje pocatecni vrcholy a druhy fadek
vrcholy cilové, napiiklad sloupec [0,1] indikuje existenci hrany mezi vrcholy 0 a 1.
Hrany jsou ulozeny obousmérné, coz piedstavuje neorientovany graf a umoziuje me-
chanismu message passing §ifit informace mezi sousedy v obou smérech (Fey & Len-

ssen, 2019).

e Atribut y (Stitek/label): Cilova hodnota (tzv. ground truth), kterou se model uci
predikovat. Napiiklad hodnota 0 odpovida typu grafu ,,Strom*.
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Obrazek 8: Detail jednoho grafu v datsetu

Pocet uzll: 11
Pocet hran (obousmérng): 20
Priznaky uzld (x) - prvnich 5:
tensor([[2.],

(1.1,

(2.1,

(2.1,

(1.1

Matice sousednosti (edge_index) - prvnich 5 spoji:
tensor([[e, e, 2, 2, 3],

[1, 9, 4, 8, 711)
Stitek (y): @ (Nazev: Strom)

Zdroj 8: Viastni vypocet

3.3.4. Rozdéleni dat

Aby bylo mozné objektivné posoudit schopnost modelu byla data rozd€lena na tré-
novaci a testovaci sady. Pfesné pocty vzorkl pro jednotlivé ulohy, tak jak byly realizo-

vany v experimentu E2, shrnuje Tabulka 1 nize.

Tabulka 1: Piehled rozdéleni datovych sad pro jednotlivé ulohy

Uloha Celkem vzorku | Trénovaci sada | Testovaci sada | Pomér (cca)
Klasifikace typtu 1 000 800 200 80 :20
Souvislost grafu 600 500 100 83:17
[zomorfismus 600 part 480 120 80 :20
Hamiltonovska

‘ 600 480 120 80 :20
kruznice

Zdroj 9: Viastni data

3.4. Navrh a parametry trénovani GNN

Tato kapitola specifikuje vnitini logiku navrZzeného modelu a konfiguraci trénova-
ciho procesu, ktera byla pouZita v experimentu E2. Zatimco teoretické zdklady GNN byly
rozebrany v kapitole 2.6. Grafové neuronové sité, nasledujici ¢ast se zaméfuje na kon-

krétni volbu architektury a parametra pro feSeni tloh z diskrétni matematiky.
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3.4.1. Architektura modelu (navrh)

Pro ucely experimentu byl navrzen model v tfidé model_GNN (Ptiloha 6). Architek-
tura vychazi z konceptu grafovych konvoluc¢nich siti (GCN) a je optimalizovéana pro kla-

sifikaci grafovych struktur nizsiho fadu.

Zakladem modelu jsou tfi konvolucni vrstvy GCNConv, jak ukazuje nasledujici defi-

nice tiidy (Ukéazka koédu 1)

Ukazka kodu 1: Model GNN

class model GNN(nn.Module):
def __init_ (self, in_channels, hidden_channels, out_channels):

super(GNN_Bakalarka, self).__init_ ()
torch.manual_seed(42)
self.convl = GCNConv(in_channels, hidden_channels)
self.conv2 = GCNConv(hidden_channels, hidden_channels)
self.conv3 = GCNConv(hidden_channels, hidden_channels)
self.lin = nn.Linear(hidden_channels, out_channels)

def forward(self, x, edge_index, batch):

= self.convl(x, edge_index).relu()

self.conv2(x, edge_index).relu()

self.conv3(x, edge_index).relu()

global mean_pool(x, batch)

= F.dropout(x, p=0.2, training=self.training)
return self.lin(x)

Zdroj 10: Vlastni kod viz Priloha 6

X
X
X
X
X

Pro zajisténi reprodukovatelnosti vysledkt byla inicializace vnitinich parametra
modelu fixovana funkci torch.manual_seed(42). Architektura vyuziva tii konvo-
lucni vrstvy, ¢imz je receptivni pole vrcholll vymezeno na vzdalenost tii hran (Fey &
Lenssen, 2019). Dimenze skrytého prostoru, uréena parametrem hidden_channels,
umoziuje kodovani slozitych strukturnich ryst, které jsou nasledné transformovany ne-

linearni aktivacni funkci ReLU pro zachyceni slozitych topologickych vazeb.

Pro klasifikaci grafu jako celku je klicova funkce global_mean_pool. Ta agreguje
vnofeni vSech vrcholli a vypocitava jejich primér, ¢imz vytvari jednotny vektorovy
,»otisk* celého grafu. Pred finalni linedrni vrstvou je aplikovana technika dropout s prav-
dépodobnosti 0,2. Toto opatieni slouZi jako regulariza¢ni prvek, ktery béhem trénovani
ndhodné deaktivuje ¢ast neurontl, ¢imZ brani pretrénovani na specifické instance a nuti

v

model hledat spolehlivéjsi topologické vzorce (Hamilton, 2020).
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3.4.2. Transformace dat a vstupni pfiznaky

Klicovym hlediskem navrhu je pfevod diskrétnich grafii do tenzorové podoby, kde
proces definuje vstupni pfiznaky, se kterymi model pracuje. V ramci implementace byla
vytvofena funkce nx_to_pyg (Priloha 6), kterd =zajistuje transformaci objektl

z NetworkX do forméatu Data, ktery je nezbytny pro zpracovani v ramci GNN.

Ukazka kédu 2: Funkce pro prevod grafovych struktur do tenzorové reprezentace

def nx_to_pyg(G, label):
edges = list(G.edges())
if len(edges) == 0:
edge_index = torch.empty((2, 0), dtype=torch.long)
else:
edge_index = torch.tensor(edges, dtype=torch.long).t().conti-
guous()
edge_index = torch.cat([edge_index, edge_index[[1, ©]]], dim=1)
x = torch.tensor([[deg] for _, deg in G.degree()], dtype=torch.float)
y = torch.tensor([label], dtype=torch.long)
return Data(x=x, edge_index=edge index, y=y)

Zdroj 11: Vlastni kod viz. Priloha 6

Jako primarni piiznak (atribut x) byl zvolen stupeii vrchold (G.degree()), kde se
touto volbou testuje hypotéza, zda skoére grafu (stupné vrchola) poskytuji dostate¢nou
informaci pro klasifikaci grafi 1 detekci globalnich vlastnosti. Tenzor edge_index pak
reprezentuje souvislost grafu, pficemz zdvojeni hran je nezbytné pro symetrické Sifeni

informaci v neorientovaném prostredi (Fey & Lenssen, 2019).
3.4.3. Konfigurace trénovaciho procesu

Proces uceni byl realizovan pomoci optimalizaéniho modelu Adam. Tento optima-
lizér predstavuje metodu adaptivniho odhadu momentl pro jednotlivé parametry a tim
podporuje stabilni konvergenci tréninku (Kingma & Ba, 2017). Pocet epoch neboli kom-
pletnich prichodfi modelu celym datasetem béhem trénovani, byl nastaven na 30 pro kaz-
dou tlohu v experimentu E2. Tento rozsah se ukazal jako dostate¢ny pro ustaleni ztratové

funkce bez zbytecné vypocetni zatéze.
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Nastaveni tréninkového prostiedi v kodu (Pfiloha 6) odpovida nasledujicimu sché-

matu:

Ukazka kodu 3: Optimalizér, trénovaci smycka

optimizer = torch.optim.Adam(model.parameters(), lr=0.01)
criterion = nn.CrossEntropylLoss()

for epoch in range(1l, 31):
model typy.train()
Zdroj 12: Vlastni kod viz Priloha 6

Nastaveni parametrti bylo pfizptisobeno typu ulohy, pro Klasifikaci typt grafii, De-
tekci souvislosti a Hamiltonvskou kruznici byla pouzita uéici rychlost Ir = 0,01 a ztra-
tova funkce .CrossEntropyLoss() (detailné popsané v kapitole 3.7. Vyhodnocovaci
metriky). Uloha Rozpoznavéni izomorfismu pracovala s nizsi uéici rychlosti Ir = 0,001,
aby dochazelo k jemnéjsi iprave vah pii porovnavani strukturné identickych dvojic. Mo-
del zde nemé¢l za cil klasifikovat tfidy, ale minimalizovat euklidovskou vzdalenost mezi

vnoienimi izomorfnich grafi. Sit’ se tak ucila generovat pro izomorfni struktury totozné

,,otisky* bez ohledu na zvolenou permutaci vrcholi.
3.5. Postupy experimentl

Postup v experimentalni ¢asti je rozd€len do tii logickych celkt, které jsou dokumen-
tovany ve zdrojovych kodech v ptilohach 1 az 7. Prvni experiment EO je zaméten na vy-
pocet zakladnich strukturdlnich charakteristik a generovani grafii v€etné jejich matico-
vych reprezentaci. Druhy experiment E1 zahrnuje implementaci klasickych algoritmt pro
hledani nejkratsi cesty, minimalni kostry a barevni grafu. Zavérecny experiment pak spo-
¢iva v navrhu a trénovani GNN, u které je testovana schopnost automaticky rozpoznat

typy grafi a jeji topologické vlastnosti.
3.5.1. Klasicka strukturalni analyza

Prvni experiment EO (Pfiloha 1) navazuje na teoretické zaklady popsané v kapitole
2, konkrétné na problematiku strukturalnich charakteristik a zptsob reprezentace grafii.
Cilem této ¢asti bylo ovéfit této Casti bylo ovéfit funkcnost standardnich algoritml na

vybraném vzorku grafovych struktur a pfipravit data pro navazujici tlohy.
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Inicializace prostiedi a vybér testovacich prvki

Realizace experimentu nejdiive vyzadovala inicializaci vyvojového prostredi v ja-
zyce Python. KliCovymi ndstroji byly knihovny NetworkX, pandas a Matplotlib,
které byly rozebrany v kapitole 3.2.Grafické vystupy a vizualizace matic zajiStovaly
vlastni moduly vykresleni_matice a vykresleni_tabulky (Ptiloha 2 a 3),

které oddeluji logiku vypoctl od formatovani prezentovanych dat.

Pro analyzu byly zvoleny ctyti typy grafovych struktur, které reprezentuji, odlisné
topologicke vlastnosti (Ukazka kddu 4).

Ukazka kodu 4: Definice testovacich grafii

test grafy = [
(nx.random labeled tree(8), "Strom"),
(nx.cycle graph(8), "KruZnice SC_88"),
(nx.complete bipartite graph(4, 2), "Bipartitni $K {4,2}3%"),
(nx.disjoint union(nx.cycle graph(4), nx.path graph(3)), "Nesou-
visly graf")
]

Zdroj 13:Vliastni kéd viz Priloha 1

Nahodny strom byl generovan funkci nx.random_labeled tree(8) s pfesn¢ de-
finovin poctem vrcholi n =8. Kruznice Cg byla vytvofena pomoci
nx.cycle_graph(8), kde jsou uzly uspotadany do uzavieného cyklu. Uplny bipartitni
graf byl pomoci funkce nx.complete_bipartite graph(4, 2) rozdélen do dvou
disjunktnich skupin (4 a 2 uzly) se zajiSténym propojenim kazdého vrcholu z prvni sku-
piny s kazdym vrcholem ze skupiny druhé. Nesouvisly graf byl konstruovan pomoci
nx.disjoint_union(nx.cycle_graph(4), nx.path_graph(3)), kde tento ob-
jekt spojuje kruznici o 4 vrcholech a cestu o 3 vrcholech. Tato funkce automaticky pte-

¢isluje vrcholy, aby nedochézelo ke kolizim v indexaci.
Algoritmické vypocty

Pro systematickou analyzu byla vytvotfena funkce analyzuj_vlastnosti (Ptiloha
1), ktera postupné vola matematické algoritmy pro zjisténi lokélnich i globalnich charak-

teristik.
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Ukazka kédu 5: Struktura pro vypocty vlastnosti grafu

vlastnosti = {
"Typ grafu": nazev,
"Souvisly": nx.is_connected(G),
"Komponenty": nx.number_connected_components(G),
"Skére": sorted([d for n, d in G.degree()], reverse=True),

}
Zdroj 14: Vlastni kod viz Priloha 1

Nejdtive byla zjistovana souvislost grafu funkci nx.is_connected(G) anasledné
stanoven pocet komponent funkci nx.number_connected_components(G). Stupen
vrcholu byla vypoctena metodou G.degree(), pficemz vysledné skore bylo sefazeno

sestupné pomoci funkce sorted() s parametrem reverse=True (sestupné sefazeni).

Pii vypoctech vzdalenostnich charakteristik jako je primér nx.diameter(G), po-
lomér nx.radius(G) a excentricita nx.eccentricity(), nastal technicky problém.
Standardni algoritmy pro vypocty pruméru grafu konci chybovym stavem, pokud narazi
na nesouvislou strukturu, kde je vzdalenost mezi uzly v riznych komponentach defino-
vana jako nekonec¢no. Tento problém byl vyfeSen logickou podminkou a pokud je graf
nesouvisly vypise pro pramér oo a pro polomér a excentricitu ,,N/A* (tento vypocet ne-

probéhl).

Ukazka kédu 6: Vypocet vlastnosti s oSetienim nesouvislosti grafu

if nx.is_connected(G):
vlastnosti["Primér (diam)"] nx.diameter(G)
vlastnosti["Polomér (rad)"] nx.radius(G)
vlastnosti["Excentricita(ve)"]=nx.eccentricity(G, v=1list(G.nodes())[0])
else:
vlastnosti["Primér (diam)"]
vlastnosti["Polomér (rad)"] = "N/A"
vlastnosti["Excentricita (ve)"] = "N/A"
Zdroj 15: Vlastni kéd viz Priloha 1

n_n
(=

Maticova reprezentace a transformace dat

Dalsi krok byl ptevedeni grafickych modelt do algebraickych struktur. Byly vyge-
nerovana tfi zékladni typy matic (Ukdzka kodu 7).
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Ukazka kédu 7: Generovani maticovych reprezentaci grafu

adj = nx.to_numpy_array(g)

inc = nx.incidence_matrix(g).toarray()

dist = nx.floyd_warshall_numpy(g)
Zdroj 16: Vlastni kod viz Priloha 1

Matice sousednosti (adj) ziskana pies nx.to_numpy_array(g). Tato metoda vraci

étvercovou matici n X n s binarnimi hodnotami.

Matice incidence (inc) generovana funkci nx.incidence_matrix(g).to-
array (). Pfevedeni na pole NumPy (. toarray()) zajistuje, ze vysledkem je plna ma-

tice zachycujici incidenci vrcholl a hran.

Matice vzdalenosti vypocitand Floyd-Warshallovym algoritmem pomoci
nx.floyd warshall numpy(g), jenz vraci pole délek nejkratSich cest mezi vSemi

dvojicemi vrcholt.

Veskeré vystupy analyzy jsou shromazdovany v objektu vysledky pomoci kni-
hovny pandas. Tato datova struktura je nasledné¢ prevadéna do piehledné tabulky
funkci vykresli tabulku_vlastnosti (Ptiloha 3), coz umoznuje efektivni spravu

a vizualni kontrolu ziskanych vysledka.

Vysledkem celkového experimentu je poté vykresleni 4 grafii a ke kazdému tii matic

pomoci modulu vykresli matici (Piiloha 2).
3.5.2. Implementace algoritmu

Druhy experiment E1(Pfiloha 4) je zamét na praktickou aplikaci klasickych grafo-
vych algoritmti, kterd byly teoreticky vymezeny v kapitole 2.4. Grafové problémy a al-
goritmy. Zatimco v experimentu EO se pracovalo s fixnimi typy grafii, cilem tohoto ex-
perimentu je demonstrovat funkénost optimalizac¢nich a rozhodovacich algoritmii nad

identickou strukturou ndhodné generovaného grafu.
Inicializace prostiedi

Pro druhy experiment byly vyuZzity knihovny NetworkX a pandas, které byly dopl-
néné o modul random pro generovani pseudo-ndhodnych hodnot. Pro vizualizaci vy-

sledkli byl vyuzit vlastni modul vykresleni_ulohy (Pfiloha 5).
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Generovani grafu

Pro objektivni srovnani algoritmli byla vytvorena jedna instance ndhodné¢ho grafu
zalozena na Erd6és-Rényiho modelu, vytvoiena funkci nx.erdos_renyi_graph()
s parametry n=7 pro pocet vrcholl a p=0,4 pro pravdépodobnost hrany. Toto nastaveni

umoznilo zajisténi optimalni hustoty grafu.

Ukazka kodu 8: Generovani ohodnoceného souvislého grafu

n_uzlu = 7
G = nx.erdos_renyi_graph(n=n_uzlu, p=0.5)
while not nx.is_connected(G):
G = nx.erdos_renyi_graph(n=n_uzlu, p=0.5)
for (u, v) in G.edges():
G[u]l[v]['weight'] = random.randint(5, 20)
Zdroj 17: Vlastni kod viz Priloha 4

Béhem procesu generovani bylo nutné oSetfit dva zdsadni technické problémy. Prv-
nim z nich byla ¢asta nesouvislost ndhodné generovanych grafii, coz bylo problematické
pro algoritmy hledani nejkratSich cest. Toto bylo vyfeSeno implementaci smycky,
ktera vynuti opakovani procesu, dokud neni splnéna podminka souvislosti (while not

nx.is_connected(G)).

Druhym problémem byla absence vah hran u standardniho generatoru hran. Byl proto
pfidan cyklus, ktery kazdé hrané pfifadil celo¢iselnou vahu zintervalu (5,20)
(G[u][v]['weight'] = random.randint(5, 20)), ¢imz vznikl plnohodnotny

ohodnoceny graf.
Analyza nejkratsich cest

Pro algoritmy hledani nejkratSich cest byly zadany pocatecni a koncovy vrchol, pro
dany graf jsou 1. a 6. vrchol. Prvnim pfistupem bylo zvoleno prohledavani do Sitky (BFS
— Breadth-First Search), které ignoruje vahy hran a hledé4 trasu s minimalnim poctem
hran. Druhym pfistupem byl zvolen Dijkstriiv algoritmus, ktery naopak vyhledava cestu
s nejmensim souctem vah. V kddu byla pro ob¢€ tlohy vyuzita totoznd funkce nx.shor-

test_path(), kde byl pro Dijkstritv algoritmus ptidan parametr weight.
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Ukazka kédu 9: Implementace BFS a Dijkstrova algoritmu

nodes = list(G.nodes())
start_node, end_node = nodes[@], nodes[-1]
path_bfs = nx.shortest_path(G, source=start_node, target=end_node)
path_dijkstra = nx.shortest_path(G, source=start_node, target=end_node,
weight="weight")
total_weight = int(nx.path_weight(G, path_dijkstra, 'weight'))

Zdroj 18: Vlastni kod viz Priloha 4

Konstrukce minimalni kostry

Dalsi tlohou byla konstrukce minimalni kostry grafu pomoci Kruskalova algoritmu,
a to pomoci funkce nx.minimum_spanning_tree(). Postup vypoctu spociva v sefa-
zeni vSech hran podle jejich vah a jejich postupném zatazeni do kostry za podminky,
ze nevznikne cyklus. Pro lepsi pochopeni rozhodovaciho procesu a nasledné vyhodnoceni
byl pfidan cyklus, ktery pro kazdou hranu zaznamenava, zda byla pfiddna nebo vyne-

chana.

Ukazka kodu 10: Postup Kruskalova algoritmu

vsechny hrany = sorted(G.edges(data=True), key=lambda x: x[2]['weight'])
mst = nx.minimum_spanning tree(G, algorithm='kruskal')
postup_list = []
for ul, vl, d in vsechny_hrany:
stav = "PRIDANA" if mst.has_edge(ul, v1) else "VYNECHANA"
postup_list.append(f"Hrana ({ul}-{v1}), vaha {d['weight']}: {stav}")
Zdroj 19: Vlastni kod viz Priloha 4

Vrcholové barevni grafu

Zéaverecnou ulohou bylo nalezeni vlastniho vrcholového barevni grafu pomoci
funkce nx.coloring.greedy_color(G). Vzhledem k tomu, ze ur¢eni chromatického
¢isla je klasifikovano jako NP-tézky problém, byl zvolen hladovy algoritmu (Greedy
Coloring). Byl pouzit parametr strategy="'1largest_first’, kdy algoritmus nejprve
obarvi vrcholy s nejvys$$im stupném, coz Casto vede k nalezeni obarveni s menSim po-

¢tem barev nez u nahodného potadi vrcholt.
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Ukazka kédu 11: Hladovy algoritmus barveni grafu se strategii Largest First

coloring = nx.coloring.greedy_color(G, strategy='largest_first")
chromatic_number = max(coloring.values()) + 1
Zdroj 20: Vlastni kod viz Priloha 4

Veskeré vystupy jsou zpracovany pomoci funkci vykresli tabulku pro generova
strukturovanych protokoll vypoctli a vykresli_ulohy_komplet pro vizualni srov-

nani topologie zadani s nalezenym feSenim (Ptiloha 5).
3.5.3. Analyza pomoci GNN

V zévérecném experimentu E2 (Pfiloha 6) je testovana schopnost GNN identifikovat
strukturalni vlastnosti bez jejich pfimého programovani. Na rozdil od ptedchozich expe-
rimentd E1 a E2, které vyuzivaly deterministické postupy, se model uci rozpoznavat to-

pologické vzorce piimo z maticovych reprezentaci dat.
Inicializace prostiedi

Pro realizaci vypoctil byly pouZita knihovna PyTorch a jeji specializovana nadstavba
PyToerch Geometric (PyG). Poté byly vyuzity knihovny NetworkX, Matplotliba modul
random, které jsou vice rozepsané v kapitole 3.2. Pouzité technologie. Déle pro vizuali-

zaci byl vyuzit vlastni modul datove_rozhrani (Ptiloha 7).
Architektura modelu GNN

Byl vyuzit navrzeny model tfidy model_GNN (Ptiloha 6), jehoZ podrobny teoreticky
navrh a parametry jsou popsany v kapitole 3.4.1 Architektura modelu. Prakticka realizace
vyuziva 3 konvoluéni vrstvy GCNConv, coz definuje receptivni pole uzlti do vzdalenosti
tf1 hran. Béhem zkousSeni sit¢ bylo nutné osetfit riziko tzv. over-smoothingu (pfilisného
vyhlazovani), kdy model ztracel schopnost rozliSovat strukturdlné podobné grafy, protoze
vnofeni (embeddingy) se postupné stdvala téméf nerozliSitelnymi. Zafixovani tii konvo-
luénich vrstev a ptidani techniky dropout s parametrem p = 0,2 pomohlo omezit preuceni

a umoznilo siti se soustfedit na podstatné topologické vzorce.
Generovani datasetu

Pro potieby trénovani byly sestrojeny Ctyfi tematické datasety pospané v kapitole
3.3.2. Generovani datasetd pro GNN. Pivodni model vyuzival statické vektory a dosaho-

val uspé&snosti kolem 50 %, nebot’ postradal konkrétni informaci o charakterech vrchold.
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Problém byl odstranén nahrazenim statickych dat pomoci funkce nx_to_pyg do tenzo-
rové podoby, coz je podrobnéji vysvétleno v kapitole 3.4.2. Transformace dat a vstupni

priznaky. Datasety byly poté rozdéleny na trénovaci a testovaci sady pfiblizn¢ v poméru

80:20 (Kapitola 3.3.4. Rozd¢leni dat).
Konfigurace trénovaciho prostredi

Proces uceni byl realizovan pomoci optimalizéru Adam s ucici rychlosti Ir = 0,01,
specialné¢ pro ulohu Rozpoznavéani izomorfismu byla tato hodnota nastavena na
Ir = 0,001. Jak je uvedeno v kapitole 3.4.3 Konfigurace trénovaciho procesu, model byl

trénovan po dobu 30 epoch, coz se ukazalo jako dostate¢né pro ustaleni ztratové funkce.
Realizace vypocetnich uloh

Realizace experimentu byla rozdélena podle specifického zaméteni uloh, pficemz do
kazdé z nich byly promitnuty technické Gpravy reagujici na pribézna zjisténi.

1. Klasifikace typt grafa

Model kategorizoval 1000 vzorkl do péti typi grafii (strom, cyklus, bipartitni graf,
uplny a cesty). Hlavnim problémem u této ulohy byla zdména cesty za strom, kviili jejich
strukturdlni podobnosti. Zatimco cesta mé stupné uzlii omezeny hodnotami 1 a 2, strom
muze obsahovat uzly s vy$$imi hodnotami. Aby model tyto rozdily rozlisil vyZzadovalo
zpfesnit vstupni piiznaky pomoci dynamického vypoctu (G.degree()) vrchold misto

statickych hodnot.

Ukazka kodu 12: Vypocet stuprin jako vstupnich priznakit

|x = torch.tensor([[deg] for _, deg in G.degree()], dtype=torch.float)
Zdroj 21: Vlastni kéd viz Priloha 6

2. Detekce souvislosti

Bindrni uloha byla zaméfena na schopnost modelu rozpoznat, zda je graf souvisly
a identifikovat pfitomnost oddélenych komponent. Jako pozitivni vzorky byly vyuZity
souvislé stromy, zatimco negativni vzorky byly tvofeny sjednocenim dvou Uplnych grafti
(nx.complete_graph()) pomoci funkce nx.disjoint_union, kde byla zarucena

existence nesouvislych grafi.
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Ukazka kodu 13: Generovani nesouvislych grafii pro dataset

Gl, G2 = nx.complete_graph(n//2), nx.complete_graph(n-n//2)
dataset.append(nx_to_pyg(nx.disjoint_union(Gl, G2), ©))
Zdroj 22: Vlastni kod viz Priloha 6

3. Rozpoznavéni izomorfismu

Tato loha se zaméftila na srovnani strukturalni identity 600 part grafii. Polovina da-
tasetu tvorily izomorfni dvojce, u nichz byly nahodné pfeznaceny permutaci indexy uzla
pomoci funkce nx.relabel_nodes, ¢im vznikly struktury, které jsou topologicky iden-
tické, ale maji odlisny maticovy zapis. Pro neizomorfni dvojice byly vytvoieny ruzné

dvojice ze stromu, cyklu, cesty nebo kompletniho grafu.

Model zde naraZel na neschopnost rozpoznat stejné grafy pii ndhodném permutovani
indext. Problém byl vyfeSen upravou trénovaci smycky sniZzenim ucici rychlosti na

Ir = 0,00 a minimalizaci euklidovské vzdalenosti mezi vnofenimi (embeddingy) grafii.

Ukazka kodu 14: Vypocet euklidovské vzdalenosti mezi vnoienimi grafii

embl = model(gl.x, gl.edge_index, torch.zeros(gl.x.size(0),
dtype=torch.long))
emb2 = model(g2.x, g2.edge_index, torch.zeros(g2.x.size(0),

dtype=torch.long))
dist = torch.norm(embl - emb2, p=2)
Zdroj 23: Vlastni kod viz Priloha 6

Funkce torch.zeros() vraci tenzor, ¢imz umoziuje mechanismu globalniho po-
olingu vytvofit vnofeni (embedding) grafu. Podobnost téchto vnofeni je nasledné vyhod-
nocovana pomoci euklidovské vzdalenosti torch.norm(), jejiz minimalizace béhem
trénovani nuti model ignorovat potfadi uzll a soustfedit se vyhradné na jejich identickou

topologii.
4. Hamiltonovska kruznice

V posledni tloze model hledal pfiblizné feseni NP-uplného problému identifikace
hamiltonovské kruZnice v grafu. Aby byla zaji§téna kvalita dat (ground truth), byl dataset
sestaven z vzorkl, které matematicky zaru¢i hamiltonovskou kruznici, to jsou cykly

a uplné grafy, a vzorkil u nichZ z definice nelze najit kruZnici, a to stromy a cesty.
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Ukazka kédu 15: Konstrukce datasetu pro ulohu hleddani hamiltonvské kruznice

dataset.append(nx_to_pyg(random.choice([nx.cycle_graph(n), nx.com-
plete_graph(n)]), 1))
dataset.append(nx_to_pyg(random.choice([nx.random_labeled_tree(n),
nx.path_graph(n)]), 0))

Zdroj 24: Vlastni kod viz Priloha 6

Tim byla odstranéna nejistota z dat, kterd se objevovala v pocatecnich iteracich
u zcela ndhodnych grafli, kde nebylo mozné bez slozitého algoritmu spravnost predikce
ovéfit.
Monitorovani a vizualizace vysledki

Trénovaci proces byl sledovan métenim ztratové funkce a presnosti. Pro pfehlednou
interpretaci byly vysledky zpracovany v modulu datove_rozhrani (Ptiloha 7),

ktera vytvafti tabulky pro srovnani predikei s realitou.
3.6. Metriky vyhodnoceni

Pro objektivni posouzeni ispéSnosti navrzenych postupt a ovéfeni stanovenych hy-
potéz bylo nezbytné definovat metriky, které umoznuji kvantifikovat vykonnost jak kla-

sickych algoritmii, tak modelt zalozenych na hlubokém uceni.

Pfesnost (accuracy) piedstavuje primarni ukazatel spéSnosti u tloh v experimentu
E2, konkrétn¢ Klasifikace typt grafl, Detekce souvislosti a Hamiltonovska kruznice.
Je vyjadfovana jako procentualni pomér spravné klasifikovanych vzorka vii¢i celkovému

poctu testovanych grafii v testovaci sade.

Ztratovou funkci (Cross-Entropy Loss) je méfen matematicky rozdil mezi pravdépo-
dobnostnim odhadem modelu a skute¢nou hodnotou (label) béhem trénovani. Pokles hod-
not v ¢ase znaci, ze se vnitini vahy GNN Uspésné ptizplisobuji strukturnim datim a model
se blizi k optimalnimu nastaveni. Pro lohu Rozpoznavéni izomorfismu bylo pouZito mé-

feni euklidovské vzdalenosti mezi vnofenimi (embeddingy) dvou grafii.

U uloh v experimentech EO a E1 slouzi vizudlni kontrola k ovéfeni shody grafickych
vystupll a maticového zépisu s teoretickymi piedpoklady diskrétni matematiky. V expe-
rimentu E2 je tato metoda doplnéna o barevné koédovani (zelena pro shodu, ¢ervend pro

chybu), které poskytuje okamzitou zp€tnou vazbu o spolehlivosti odhadl v testovaci sad¢.
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4.Vysledky, jejich interpretace a diskuse

4.1. Strukturalni analyza a reprezentace

Prvni experiment EQ se zaméfil na ovéfeni presnosti generovani grafl a jejich na-
slednou pfeménu do algebraické podoby. Tato ¢ast potvrzuje, Ze zvolené prostredi (kni-
hovna NetworkX) spravné interpretuje teoretické koncepty diskrétni matematiky a po-

skytuje validni data pro dalsi analyzu.
4.1.1. Ovéreni vlastnosti vybranych typl grafu

Vysledky strukturdlni analyzy ctyt vybranych grafti jsou shrnuty v tabulce (Obrazek
9).

Obrazek 9: Vygenerovana tabulka viastnosti grafi

Typ grafu Souvisly Komponenty Priimér (diam) Polomeér (rad) Excentricita (v0)

Strom Ano 1 [3.2,2,2,2,1,1,1] 5 3 5

Kruznice Cg Ano 1 [2,2,2,2,2,2,2,2] 4 4 4

Bipartitni Ks, » Ano 1 [4,4,2,2,22] 2 2 2

Nesouvisly graf Ne 2 [2,2,2,2,2,1,1] o N/A N/A

Zdroj 25: Vlastni zpracovani

V piipadé stromu byla potvrzena souvislost a namétené skore [3, 2, 2, 2,2, 1, 1, 1]
ukazuje ptitomnost tfi koncovych vrchola (listi) a jednoho centralniho vrcholu se stup-
ném 3. Excentricita vrcholu v; dosahuje hodnoty 5 a je totozna s pramérem, ktery se
podle definice pocita jako maximalni excentricita. To znamena, Ze z pocatecniho vrcholu
k nejvzdalenéjSimu vrcholu (v;) vede cesta o délce 5 hran, coz piedstavuje maximalni

moznou vzdalenost.

Protiklad stromu pfedstavuje kruznice Cg, u niz lze pozorovat absolutni symetrii.
Hodnoty priméru, poloméru a excentricity jsou zde rovny 4 a skore je pro vSechny vr-

choly rovné 2.

Uplny bipartitni graf K, , vykazuje pfi celkovém poétu Sesti vrchold primér pouze
2. To vyplyva z definice uplného bipartitniho grafu, kdy kazdy vrchol z jedné partity je

spojen se vSemi vrcholy partity druhé. K dosazeni libovolného vrcholu v ramci celého
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grafu jsou tedy zapotfebi maximalné dvé hrany. O tom vypovidaji i hodnota 2 pro primér

a excentricitu.

U nesouvislého grafu byla pro primér vypocitana hodnota oo, coz mlize naznacovat
chybu, ale v diskrétni matematice je to standardni zpiisob zapisu, ze mezi nékterymi vr-
choly nevede zadna cesta. Algoritmus spravné odhalil Ze graf neni souvisly a obsahuje

dvé komponenty.
4.1.2. Analyza maticovych zapisu

Pro kazdy graf byla vypsdna matice sousednosti, incidence a vzdalenosti. Celkove
vysledky jsou soucasti ptiloh (Ptilohy 9,10,11,12), ale v kapitole se misto popisu vSech

matic pro jednotlivé grafy zaméfenim na specifické tkazy.
Obrazek 10: Bipartitni graf a matice sousednosti

Analyza grafu: Bipartitni K;,2

Matice sousednosti A
Struktura grafu

Zdroj 26: Vlastni zpracovani viz Priloha 11

U bipartitniho grafu jsou v matici sousednosti vidét dva bloky nul. Protoze vrcholy
0,1,2 a 3 tvori prvni partitu a nejsou spojeny hranou mezi sebou, a to samé pro vrcholy

4,5.
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Obrazek 11: KruZnice a matice incidence

Analyza grafu: KruZnice Cg

Matice incidence |
Struktura grafu

& B 7

B o 0o o 1 1 0 o o
2 0 0 0 0 1 1 0 0

o o o o o 1 1 0

7 : o o ©o o o o 1 1

Zdroj 27: Vlastni zpracovani viz Priloha 10

U kruznice je v kazdém tadku matice incidence prave jedna jednicka. Toto odpovida

skutecnosti, ze kazdy vrchol je incidentni pravé s dvéma hranami.
Obrazek 12: Nesouvisly graf a matice vzdalenosti

Analyza grafu: Nesouvisly graf

Matice vzdalenosti D
Struktura grafu

Af, 0 1 2 1 ® © w
5 1 0 1 2 © © ©
6 2 1 0 1 L] © w©
1 2 1 0 @ @ @
® ® o % o 1 2
0
K @ @ 3 3 1 o 1
3 \

1

\_ ® w w w 2 1 ]
2 L -

Zdroj 28: Vlastni zpracovani viz Priloha 12

U nesouvislého grafu se matice vzdalenosti rozpadla na nékolik oblasti. Pro vrcholy
0 az 3 (prvni ¢tyfi fadky a sloupce) tvoii souvisly blok hodnot, stejné tak vrcholy 4, 5 a 6
(zbylé tadky a sloupce). Zbylé ¢asti mezi témito skupinami znaci oddélené komponenty,

coz je v matici reprezentovano hodnotou co. Matice je symetricka podle hlavni diagonaly.
4.2. Porovnani klasickych algoritmu

V této kapitole jsou prezentovany vysledky experimentu E1, kde byly pouZity deter-
ministické algoritmy na grafech. Pro srovnani byl zvolen stejny graf o sedmi vrcholech
pro vSechny cCtyii algoritmy. Pouzité algoritmy v praxi potvrdily teoretické pfedpoklady

diskrétni matematiky a sp&$né€ nalezly optimalni feSeni pro vSechny definované tlohy.
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Pro ulohy bylo vygenerovano zadani (Pfiloha 13) a nasledné jeho konkrétni feSeni (Ob-

razek 13), které je analyzovéano v nize uvedenych podkapitolach.

Obrazek 13: Algoritmy a jejich FeSeni

D Algoritmus Kli¢ feseni
A Nejkratsi cesta (BFS) 0->1-> 6 (Délka: 2 hran)
B Dijkstriv algoritmus 0-> 3 -> 6 (Celkova vaha: 26)
C Minimalni kostra (MST) Vaha kostry: 63
D Barveni grafu Chromaticke cislo: 3

Zdroj 29: Vlastni zpracovani viz Priloha 13
4.2.1. Hledani nejkratSich cest

Prvni loha srovnéva dva odlisné ptistupy k hledani nejkratsi cesty mezi vrcholy v,

a vg.

Obrazek 14: Algoritmus BFS pro hledani nejkratsi cesty

ZADANI A RESENI A

Zdroj 30: Vlastni zpracovani viz Priloha 14

Algoritmus BFS (Breadth-First Search) oznacil nejkratsi cestu 0 — 1 — 6. Zde je
kritérium definovano minimalnim poctem hran, ktery zde ¢ini 2 hrany. BFS ignoruje vahy

hran, coz potvrzuje jeho vhodnost pro nevazené grafy.
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Obrazek 15: Dijkstriwv algoritmus pro hledani nejkratsi cesty

ZADANI B RESENI B

B —— g —— W

Zdroj 31: Vlastni zpracovani viz Priloha 14

Naproti tomu Dijkstriiv algoritmus na stejné struktufe nalezl cestu 0 — 3 — 6. A¢-
koliv ma cesta shodny pocet hran jako v ptipadé BFS, vzhledem zohlednéni vah hran
vede tato cesta ptes jiny vrchol. Celkova vaha nejkratsi cesty je 26 (17 +9). Tento vysle-

dek ukazuje schopnost algoritmu najit nejlevnéjs$i a nejkratsi cestu v rdmci vazeného

grafu.
4.2.2. Konstrukce minimalni kostry

Dalsi tloha byla zaméfena na nalezeni podgrafu, ktery propojuje vSechny vrcholy
s minimalnim souc¢tem vah hran pii zachovani podminky acykli¢nosti. Vysledna mini-

malni kostra dosdhla celkové vahy 63.

Obrazek 16: Kruskalitv algoritmus pro konstrukce minimdlni kostry

ZADANI € RESENI C

17

Zdroj 32: Vlastni zpracovani viz Priloha 14

Dtikazem spravnosti algoritmu je vygenerovana tabulky rozhodovaciho procesu (Ob-
razek 17). Algoritmus uplatnil hladovy pfistup, kdy si nejdiive sefadil hrany od nejmensi
véahy, a poté vyhodnocuje jejich ptidani a kontroluje situace, ve kterych by pridani vedlo

ke vzniku cyklu.
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Obrazek 17: Vygenerovand tabulka postupu rozhodovani v Kruskalové algoritmu

Hrana (Vaha) Rozhodnuti algoritmu
Hrana (1-4), vaha 5 PRIDANA
Hrana (2-3), véha 6 PRIDANA
Hrana (3-6), vaha 9 PRIDANA
Hrana (0-4), vaha 11 PRIDANA
Hrana (2-4), vaha 12 PRIDANA
Hrana (1-6), vaha 16 VYNECHANA
Hrana (0-3), vaha 17 VYNECHANA
Hrana (1-2), vaha 17 VYNECHANA
Hrana (0-1), vaha 18 VYNECHANA
Hrana (3-4), vaha 19 VYNECHANA
Hrana (0-5), vaha 20 PRIDANA

Zdroj 33: Vlastni zpracovani

Z tabulky o postupu algoritmu vyplyva, ze prvnich pét hran bylo ptidano. Hrana (1,6)
byla vynechana, ptestoze s vahou 16 byla zamitnuta, ackoliv méla nizsi vahu neZ nasledna
piijata hrana (0,5) s vdhou 20. Toto rozhodnuti bylo nezbytné, protoze po ptidani hrany
(1,6) by vznikl cyklus. Algoritmus tak potvrdil schopnost uptednostnit strukturalni inte-

gritu (acyklicnost) pied lokalni vyhodnosti.
4.2.3. Barveni grafu

Posledni tloha se vénovala problému vrcholového barveni grafu, bez shody barev
u sousednich vrcholt. S vyuzitim Larfgest First (viz Kapitola 3.5.2. Implementace algo-
ritmtt), kterd prioritné barvi vrcholy s nejvyssSim stupném, bylo dosazeno chromatického

Cisla 3.
Obrazek 18: Vrcholové barveni grafu

ZADANI D RESENi D

Zdroj 34: Vlastni zpracovani viz Priloha 14
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Vizualni kontrola potvrdila, Ze obarveni probéhlo podle o¢ekavani. Napiiklad vrchol
v, je obarven fialovou barvou, zatimco jeho sousedé jsou rozliSeni zlutou a tyrkysovou.
Vzhledem k hustoté hran testovaného grafu se zvoleny postup ukazal jako vysoce efek-
tivni pro dosazeni pfipustného obarveni, ¢imz byla eliminovana potieba naro¢ného exakt-

niho vypoctu.
4.3. Schopnost a limity GNN

Experiment E2 je posledni fazi praktické ¢asti prace, v niz byly testovany schopnosti
GNN pii feSeni Ctyt odlisnych tlloh. Model byl trénovan po dobu 30 epoch, coz se ukéazalo

jako optimélni pro ustaleni parametrti.
4.3.1. Klasifikace typl grafa

Cilem prvni ulohy bylo naucit model rozpoznat pét zédkladnich grafovych struktur

(cesty, kruznice, stromy, uplné a bipartitni grafy).

Obrazek 19: Vysledky trénovaciho procesu a uspéSnosti Klasifikace typu grafii

Epocha Ztrata Acc% Kategorie Usp&inost (%)
0 5 07724 6167 0 Strom 64.91
1 10 06242 7217 1 Cyklus 100.00
2 15 05833 73.67 2 Bipartitni 90.98
3 20 05349 73.00 3 Uplny 83.33
4 25 06313 6800 4 Cesta 75.00

(93]

30 04865 7550

Zdroj 35: Vlastni zpracovani

Z vyse uvedené vizualizace trénovaciho procesu vyplyva, ze piesnost modelu do-
sahla po 30 epochach hodnoty 75,5 %. Ztratova funkce vykazuje plynuly pokles jiz od
pocatecnich fazi trénovani, coZ naznacuje, ze pii prodlouzeni trénovaciho procesu by mo-
del pravdépodobné dosahl jesté vétsi uspésnosti. Soucasna uspésnost viak plné postacuje
k potvrzeni hypotézy, ze GNN dokaZe identifikovat zdkladni geometrické vzorce zako-

dované v maticovych reprezentacich.

Analyza konkrétnich predikci (Obrazek 19) ukazuje, Ze ne vSechny grafy jsou pro

model ¢itelné.
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Obrazek 20: Ukdazky uspésné a chybné klasifikace typu grafit modelem GNN

Al: Strom Al: Cyklus Al: Cesta
Real: Strom Real: Cyklus Real: Strom

Zdroj 36: Vlastni zpracovani viz Priloha 15

Zamena cesty za strom je teoreticky opodstatnéna. Tomu odpovida 1 mira uspéSnosti
v tabulce uspesnosti pro kazdy graf (Obrazek 19), kde pro strom a cestu dosahuje nej-
mensSich hodnot. Oba grafy sdileji identické invarianty, jako je acykli¢nost a nizka hustota
hran. Model vnima tuto podobu priméarn¢ pies lokalni distribuci stupni vrcholi, coz pii

omezeném natrénovani vede k velmi podobnym vnotfenim obou struktur.
4.3.2. Detekce souvislosti

V ramci této ulohy byla testovana schopnost modelu detekovat souvislost grafu. Mo-

del vykazoval velmi presvédcivé vysledky jiz na zacatku uciciho procesu.

Obrazek 21: Vysledky trénovaciho procesu a uspéSnosti Detekce souvislosti

Epocha Ztrata Acc% Kategorie Usp&inost (%)
0 5 02367 9033 0 Nesouvisly 85.52
1 10 0.2010 93.00 1 Souvisly 100.00
2 15 0.1789  93.00

20 01286 93.00

(%3]

4 25 01360 93.00

[

30 0.1392 93.00

Zdroj 37: Vlastni zpracovani

Hodnota ptesnosti se stabilizovala velmi rychle. Bylo tak potvrzeno, Ze existence
izolovanych komponent ptedstavuje pro GNN jeden z nejlépe identifikovatelnych pfi-
znakll. Vysoké uspésnost detekce souvislosti vyplyva z mechanismu message passing,

u n¢hoz topologické bariéry mezi komponentami brani §ifeni informaci.
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Obrazek 22: Ukdzky uspéSné a chybné detekce souvislosti modelem GNN

Al: Nesouvisly Al: Souvisly Al: Souvisly
Real: Nesouvisly Real: Nesouvisly Real: Souvisly

Zdroj 38: Vlastni zpracovani viz Priloha 16

4.3.3. Rozpoznavani izomorfismu

Uloha rozpoznavani izomorfismu, v niz model identifikuje strukturni identity dvou
rizn¢ indexovanych grafi, odhalila schopnost modelu nerozhodovat podle zapisu dat ale

vnimat topologii grafu.

Obrazek 23: Vysledky trénovaciho procesu a uspésnosti Rozpozndvdani izomor-

fismu
Epocha Ztrita Acc% Kategorie Uspéinost (%)
0 5 02953 7300 0O Stejné 100.00
1 10 02856 72.25 1 Rizné 47.92
2 15 02785 72.50
3 20 02641 72.25
4 25 0.2371 8250

30 0.2001 &5.50

(3]

Zdroj 39: Vlastni zpracovani

Pfesnost se v pritb¢hu 30 epoch postupné zvySovala, coz doklada, ze se model naucil

identifikovat shodu nezavisle na ¢islovani vrcholu.
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Obrazek 24: Ukazky uspéSného a chybného rozpoznavani izomorfismu modelem

GNN

Par 3: SPRAVNE Par 4: SPRAVNE Par 5: CHYBA
Al: Stejné Al: Rizné Al: Stejné

il
Vil

Zdroj 40: Vlastni zpracovani viz Priloha 17

Na zakladé zobrazenych vysledka (Obrazek 24) model prokazal u Paru 3 schopnost
modelu identifikovat izomorfni shodu 1 pii nahodném pieznaceni vrcholli. Naopak u Paru
5 chybné urceni odhalilo limity modelu, kdy pravdépodobné u nevyraznych struktur bez

cykli se rozhoduje pouze na zaklad¢ poctu prvki, nikoliv jejich presného usporadani.
4.3.4. Hamiltonovska kruznice

V posledni a nejnarocnéjsi uloze hledani hamiltonovskych kruznic, které spada do
NP-tplnych problémt, bylo cilem ovéfit, zda model dokaze identifikovat globalni vlast-

nosti grafu.

Obrazek 25: Vysledky trénovaciho procesu a uspésSnosti Hamiltonovska kruzZnice

Epocha Ztrata Acc% Kategorie Uspé&Zinost (%)
0 5 04469 80.94 0 Bez Hamiltona 100.0
1 10 04685 7219 1 Ma Hamiltona 100.0
2 15 01974  96.56
3 20 0.0374 99.69
4 25 0.0097 100.00

(3]

30 0.0047 100.00

Zdroj 41: Vlastni zpracovani



Navzdory slozitosti problému byla béhem trénovani identifikovana schopnost mo-
delu rozlisit zékladni rozdily mezi garantovanymi hamiltonovskymi a nehamiltonov-
skymi strukturami. Kolem desaté epochy vykazoval model urcitou miru nejistoty, ale pak

doslo k zlomu, kdy se model zlepSoval az dosahl piesnosti 100 %.

Obrazek 26: Ukazky uspé§ného a chybného hleddani hamiltonovské kruZnice mo-
delem GNN

Al: Ma Hamiltona Al: Bez Hamiltona Al: Bez Hamiltona
Real: Ma Hamiltona Real: Bez Hamiltona Real: Bez Hamiltona

Zdroj 42: Vlastni zpracovani viz Priloha 18

Jak je patrné z Obrazku 26, model vykazuje stoprocentni shodu s realitou u vSech
prezentovanych grafi. Model spravné urcil ptitomnost kruznice u vSech variant cykli
a hustych grafii, a to samé i pro stromy a cesty, které kruznici nemaji. Tuto zaleZitost

naznacuje 1 tabulka Gspé&Snosti (Obrazek 25), kde obé varianty maji 100 %.
4.4. Diskuse

Vysledky tii po sobé jdoucich experimentt poskytuji celkovy pohled na problema-
tiku reprezentace a algoritmického zpracovani grafovych struktur. Zatimco tvodni expe-
rimenty EO a E1 potvrdily matematickou piesnost klasickych metod, experiment E2 s mo-
delem GNN odhalil hranice mezi exaktnim vypoctem a neuralni heuristikou, tedy mezi
algoritmickou garanci spravnosti a statisticky nau¢enym odhadem. Tato ¢ast shrnuje zis-

kand data a hodnoti moZznosti vyuziti Al v diskrétni matematice.
4.4.1. Klasické algoritmy a GNN

Srovnani experimentli E1 a E2 ukazuje odlisny pfistup k feSeni grafovych tloh. De-
terministické algoritmy, jako je Dijkstra nebo Kruskal, poskytuji jednozna¢né vysledky,
ale u NP-Uplnych problémi by narézely na ¢asovou slozitost. GNN naopak pfi natréno-
vani a spravném nastaveni parametrii dokdZou rozpoznat klicové vlastnosti grafu. Nazna-

cuje to, Ze GNN umgéji zachytit globalni invarianty, které jsou pro klasické algoritmy bez
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uplného prohledavani stavového prostoru nepostiehnutelné. GNN tedy neptedstavuji pri-

mou nahradu exaktni matematiky, nybrz jeji dopln¢k v podobé rychlé heuristiky.
4.4.2. Chybovost GNN a lokalni kontext

Analyza chyb v experimentu E2, zejména zdména cesty za strom, odhaluje limity
tzv. lokalniho kontextu. Mechanismus message passing seskupuji informace z bezpro-
sttedniho okoli uzli, coz komplikuje rozlisSeni grafii se shodnym rozdélenim stupiit,
ale odlisSnou globalni topologii. Tato skutec¢nost se projevila 1 u ulohy izomorfismu,

kde model vykazoval nejistotu u struktur postradajicich vyrazné lokalni rysy.

Zédmeéna cesty za strom indikuje, Ze zvolenych 30 epoch postacuje k zachyceni
acykli¢nosti, nikoliv v§ak k jemnému rozliSeni mezi cestou a stromem. Pro zvySeni pfes-
nosti se jevi jako nezbytné doplnit vstupni data o globalni metriky, jako jsou primér grafu

nebo strukturdlni charakteristiky matic, které byly pfedmétem analyzy v ¢asti EO.
4.4.3. Stabilita a rychlost u€eni

Pirekvapivym zjiSténim byla vysoka rychlost u uloh Detekce souvislosti a Hamilto-
novské kruznice. Skok v pfesnosti kolem patnacté epochy u hamiltonovského problému
naznacuje, ze sit’ nalezla efektivni strukturni ,,zkratky*, naptiklad identifikaci uzlli se

stupném 1, které existenci kruznice automaticky vylucuji.

U rozpoznéavani izomorfismu byl vyvoj pozvolnéjsi, coz odpovida vysoké naro¢nosti
uceni vnofeni (embeddingt), které musi ziistat neménné viici jakékoli permutaci vrchold.
Vysledky piesto potvrzuji, Ze GNN dokaZze ignorovat ndhodné pieznaceni uzli a soustie-
dit se na strukturni podstatu grafu, coz je vlastnost zasadni pro analyzu rozsahlych infor-
macnich siti.

4.4.4. Limity a budouci vylepseni

Limity experimentu E2 jsou dany zejména rozsahem trénovacich dat a fixnim poctem
30 epoch. U rozsahlejsich struktur se stovkami uzli 1ze pfedpokladat pokles ptesnosti,
nebot’ se informace v ramci mechanismu message passing musi §ifit na delsi vzdalenosti,

coz vede k jejich postupnému rozmélnéni.

Budouci vyzkum by se mohl orientovat na pokrocilejsi architektury, naptiklad Graph

Attention Networks (GAT). Tyto modely umoziuji upiednostiiovat véhu jednotlivych
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hran a zvySovat tak tak vysledné predikce. Dalsi potencial spociva v rozsifeni funkénosti
celého prostiedi. Zatim pracuje s pfedem pfipravenymi sadami grafii, ale jeho navrh by

e

bylo mozné dale rozsifit smérem k plné interaktivnimu prostiedi.

Ziskané poznatky zaroven naznacuji piinos pro vzdélavani v diskrétni matematice.
Vytvorené interaktivni prostfedi a vizualizace mohou slouzit jako vyukova pomtcka,
diky niz je studentim umoznéno okamzité¢ vidét dopady strukturnich zmén na maticové
zapisy €1 vysledky algoritm@. Tento pfistup dava studentim mozZnost v redlném case
zkoumat vlastnosti grafii a pozorovat, jak uméla inteligence reaguje na zmény v topologii,

coZ jim vyrazn€ usnadiiuje prechod od abstraktnich definic k praktickému porozuméni.
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5. Zaver

Predlozena bakalatska prace se vénovala problematice pouziti nastroji umélé inteli-
gence v oblasti diskrétni matematiky se specifickym zaméfenim na teorii grafii. Hlavnim
cilem bylo posoudit, nakolik mohou tyto technologie nahradit ¢i doplnit klasické algo-

ritmy, a jaky potencial tyto nastroje nabizeji pro vyuku diskrétni matematiky.

Stanovené dil¢i cile byly v prubéhu prace postupné naplnény. Nejprve doslo k sesta-
veni spolehlivych referen¢nich datasetti s vyuzitim knihovny NetworkX. Tato faze byla
nezbytnd pro naslednou objektivni validaci modelu, nebot’ poskytla pfesnou matematic-
kou jistotu o vlastnostech generovanych grafi. Déle byly implementovany klasické gra-
fové algoritmy, jako jsou hledani nejkratsi cesty nebo konstrukce minimalni kostry, je-
jichz vizualizace umoznila srovnani a pochopeni postupt algoritmu. Zaveérecnym dil¢im
krokem byl névrh, trénink a ovéfeni grafové neuronové sité, ktera prokdzala schopnost

identifikovat topologické vzorce bez primého programovani logickych pravidel.

Vysledky provedenych experimentti umoznily shrnout ziskana zjiSténi a vyhodnotit
platnost stanovenych hypotéz. Prvni hypotéza predpokladajici, ze klasické algoritmy bu-
dovu vykazovat chovani s teoretickymi predpoklady, se plné potvrdila. Tyto metody zi-
stavaji nezbytnym standardem pro ulohy vyZzadujici absolutni pfesnost, zejména pii vy-

poctech minimalnich koster a nejkratSich cest v ohodnocenych grafech.

Druha hypotéza, ktera predvidala vysokou uspesnost modelu GNN u jednoduchych
klasifika¢nich tloh a detekce souvislosti, byla rovnéz potvrzena. Ukazalo se, Ze existence
izolovanych komponent a zékladni strukturalni rysy (napft. Uplnost grafu) jsou pro me-
chanismus message passing snadno rozpoznatelné. Praveé v téchto oblastech se model

GNN jevi jako vysoce efektivni nastroj pro rychlou heuristickou analyzu rozséhlych dat.

vvvvvv

s dopliiujicim upfesnénim. U rozpoznavéani izomorfismu model narazel na teoreticka
omezeni pii identifikaci strukturdln€ identickych dvojic s odliSnym indexovanim vrchold,
coz odhalilo limity neuronovych siti pfi zachycovani globalni topologie bez dodatecnych
ptiznakt. V ptipad¢ hamiltonovskych kruznic sice model po optimalizaci dosahl vysoké

pfesnosti, nicméné experimenty potvrdily, Ze GspéSnost zlstava silné zavisla na kvalité
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trénovaci sady a hloubce sit¢, coz u NP-uplnych uloh stile nedosahuje spolehlivosti

exaktnich metod.

Ptinos prace Ize spatfit v metodickém propojeni teoretickych definic diskrétni mate-
matiky zamétenych na teorii grafii s praktickou implementaci v prostiedi PyTorch Geo-
metric a dalSich pouzitych knihoven. Vytvorené skripty a sady optimalizovanych
prompta tvoti zaklad prostedi, které¢ miize byt pouzito pii vyuce teorie grafii. Pristup
vizualizace mize studentim napomoci k lepSimu porozuméni abstraktnim pojmim mati-

cového zapisu a vizualni struktury grafu.
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6.Summary

This bachelor’s thesis addressed the use of artificial intelligence tools in the field of
discrete mathematics, with a specific focus on graph theory. The main objective was to
assess the extent to which these technologies can replace or complement classical algo-

rithms, and to evaluate the potential these tools offer for teaching discrete mathematics.

The set sub-goals were gradually achieved during the course of the work. First, reli-
able reference datasets were compiled using the NetworkX library. This phase was essen-
tial for the subsequent objective validation of the model, as it provided precise mathemat-
ical certainty regarding the properties of the generated graphs. Next, classical graph algo-
rithms, such as shortest path finding or minimum spanning tree construction, were imple-
mented; their visualization enabled the comparison and understanding of the algorithm’s
procedures. The final sub-step was the design, training, and verification of a graph neural
network, which demonstrated the ability to identify topological patterns without direct

programming of logical rules.

The results of the experiments allowed us to summarize the findings and evaluate the
validity of the established hypotheses. The first hypothesis, assuming that classical algo-
rithms would exhibit behaviour consistent with theoretical assumptions, was fully con-
firmed. These methods remain an indispensable standard for tasks requiring absolute pre-
cision, particularly in the computation of minimum spanning trees and shortest paths in

weighted graphs.

The second hypothesis, which predicted high performance of the GNN model in sim-
ple classification tasks and connection detection, was also confirmed. It turned out that
the existence of isolated components and basic structural features (e.g., graph complete-
ness) are easily recognizable by the message-passing mechanism. It is precisely in these
areas that the GNN model appears to be a highly effective tool for rapid heuristic analysis

of large-scale data.

The third hypothesis, focusing on the limitations of GNNs for more complex prob-
lems, was confirmed with additional refinements. In isomorphism recognition, the model
encountered theoretical limitations when identifying structurally identical pairs with dif-

ferent vertex indexing, which revealed the limitations of neural networks in capturing
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global topology without additional features. In the case of Hamiltonian cycles, although
the model achieved high accuracy after optimization, experiments confirmed that success
remains strongly dependent on the quality of the training set and the depth of the network,

which for NP-complete tasks still does not reach the reliability of exact methods.

The contribution of this work lies in the methodological integration of theoretical
definitions of discrete mathematics focused on graph theory with practical implementa-
tion in the PyTorch Geometric environment and other libraries used. The created scripts
and sets of optimized prompts form the basis of an environment that can be used in teach-
ing graph theory. The visualization approach can help students better understand the ab-

stract concepts of matrix notation and the visual structure of a graph.

Keywords: graph theory, graph neural networks, discrete mathematics, graph algo-
rithms, Python
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11.  Prilohy

Priloha 1: Kod experimentu E0

import networkx as nx

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

from vykresleni_matice import vykresli_matici

from vykresleni_tabulky import vykresli_tabulku_vlastnosti

def analyzuj_vlastnosti(G, nazev):
vlastnosti = {
"Typ grafu": nazev,
"Souvisly": "Ano" if nx.is_connected(G) else "Ne",
"Komponenty": nx.number_connected_components(G),
"Skére": sorted([d for n, d in G.degree()], reverse=True)

}

if nx.is_connected(G):

vlastnosti["Prdmér (diam)"] = nx.diameter(G)

vlastnosti["Polomér (rad)"] = nx.radius(G)

vlastnosti["Excentricita (v@)"] = nx.eccentricity(G, v=1ist(G.nodes())[0])
else:

vlastnosti["Prdmér (diam)"] = "e"

vlastnosti["Polomér (rad)"] = "N/A"

vlastnosti["Excentricita (v@)"] = "N/A"

return vlastnosti

test_grafy = [
(nx.random_labeled_tree(8), "Strom"),
(nx.cycle_graph(8), "Kruznice $C_8%"),
(nx.complete_bipartite_graph(4, 2), "Bipartitni $K_{4,2}$"),
(nx.disjoint_union(nx.cycle_graph(4), nx.path_graph(3)), "Nesouvisly graf")
1

vysledky = pd.DataFrame([analyzuj_vlastnosti(g, n) for g, n in test_grafy])
vykresli tabulku_vlastnosti(vysledky)

for g, jmeno in test_grafy:
adj = nx.to_numpy_array(g)
inc = nx.incidence_matrix(g).toarray()
dist = nx.floyd_warshall_numpy(g)

fig, axes = plt.subplots(1l, 4, figsize=(22, 5))
fig.suptitle(f"Analyza grafu: {jmeno}", fontsize=16, fontweight='bold')

if "Bipartitni" in jmeno:
top = [n for n, d in g.nodes(data=True) if d.get('bipartite') == 0]
pos = nx.bipartite_layout(g, top)
nx.draw(g, pos=pos, ax=axes[@], with_labels=True, node_color="orange',
node_size=500)
else:




nx.draw(g, ax=axes[0], with_labels=True, node_color="skyblue"',
edge_color="gray', node_size=500) # Standardni rozloZeni pro ostatni grafy
axes[0].set_title(f"Struktura grafu")

vykresli_matici(adj, "Matice sousednosti $A$", axes[1])
vykresli_matici(inc, "Matice incidence $I$", axes[2])
vykresli_matici(dist, "Matice vzdalenosti $D$", axes[3])

plt.tight_layout()
plt.subplots_adjust(top=0.80)
plt.show()

Zdroj 43: Vlastni zpracovani




Priloha 2: Pomocny kod vykresleni_matice

import networkx as nx

import pandas as pd

import matplotlib.pyplot as plt

from vykresleni_matice import vykresli_matici

from vykresleni_tabulky import vykresli_tabulku_vlastnosti

def analyzuj_vlastnosti(G, nazev):
vlastnosti = {
"Typ grafu": nazev,
"Souvisly": "Ano" if nx.is_connected(G) else "Ne",
"Komponenty": nx.number_connected_components(G),
"Skére": sorted([d for n, d in G.degree()], reverse=True)

}

if nx.is_connected(G):

vlastnosti["Primér (diam)"] = nx.diameter(G)

vlastnosti["Polomér (rad)"] = nx.radius(G)

vlastnosti["Excentricita (v@)"] = nx.eccentricity(G, v=1ist(G.nodes())[0])
else:

vlastnosti["Prdmér (diam)"] = "e"

vlastnosti["Polomér (rad)"] = "N/A"

vlastnosti["Excentricita (v@)"] = "N/A"

return vlastnosti

test_grafy = [
(nx.random_labeled_tree(8), "Strom"),
(nx.cycle_graph(8), "Kruznice $C_8%"),
(nx.complete_bipartite_graph(4, 2), "Bipartitni $K_{4,2}$"),
(nx.disjoint_union(nx.cycle_graph(4), nx.path_graph(3)), "Nesouvisly graf")
1

vysledky = pd.DataFrame([analyzuj_vlastnosti(g, n) for g, n in test_grafy])
vykresli tabulku_vlastnosti(vysledky)

for g, jmeno in test_grafy:
adj = nx.to_numpy_array(g)
inc = nx.incidence_matrix(g).toarray()
dist = nx.floyd _warshall_numpy(g)

fig, axes = plt.subplots(1l, 4, figsize=(22, 5))
fig.suptitle(f"Analyza grafu: {jmeno}", fontsize=16, fontweight='bold')
if "Bipartitni" in jmeno:
top = [n for n, d in g.nodes(data=True) if d.get('bipartite') == 0]
pos = nx.bipartite_layout(g, top)
nx.draw(g, pos=pos, ax=axes[@], with_labels=True, node_color="orange',
node_size=500)
else:
nx.draw(g, ax=axes[0], with_labels=True, node_color="skyblue",
edge_color="gray', node_size=500) # Standardni rozlozeni pro ostatni grafy
axes[0].set_title(f"Struktura grafu")




vykresli_matici(adj, "Matice sousednosti $A$", axes[1])
vykresli_matici(inc, "Matice incidence $I$", axes[2])
vykresli_matici(dist, "Matice vzdalenosti $D$", axes[3])

plt.tight_layout()
plt.subplots_adjust(top=0.80)
plt.show()

Zdroj 44: Viastni zpracovani




Priloha 3: Pomocny kod vykresleni_tabulky

import matplotlib.pyplot as plt

def vykresli_tabulku_vlastnosti(df, titul="Vlastnosti grafi"):
plot_df = df.copy()
if 'Skére' in plot_df.columns:
plot_df['Skére'] = plot_df['Skére'].apply(lambda x: str(x))

fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 4))
ax.axis('off")

tabulka = ax.table(
cellText=plot_df.values,
colLabels=plot_df.columns,
cellLoc="'center’,
loc="center'’

)

tabulka.auto_set_font_size(False)
tabulka.set_fontsize(11)
tabulka.scale(1.2, 2.5)

for (row, col), cell in tabulka.get_celld().items():
if row ==
cell.set_text_props(weight="bold', color='white')
cell.set_facecolor('#2c3e50")
elif row > @:
if row % 2 == 0:
cell.set_facecolor('#f2f2f2")
else:
cell.set_facecolor('white")

ax.set_title(titul, fontsize=16, fontweight='bold', pad=30)
plt.tight_layout()

plt.show()
plt.show()

Zdroj 45: Vlastni zpracovani




Priloha 4: Kod experimentu E1

import networkx as nx

import random

import pandas as pd

from vykresleni_ulohy import vykresli_ulohy_komplet, vykresli_tabulku

def spustit_experiment():
n_uzlu = 7
G = nx.erdos_renyi_graph(n=n_uzlu, p=0.5)

while not nx.is_connected(G):
G = nx.erdos_renyi_graph(n=n_uzlu, p=0.4)

for (u, v) in G.edges():
G[u]l[v]['weight'] = random.randint(5, 20)

pos = nx.circular_layout(G)
ulohy = []

nodes = list(G.nodes())
start_node, end_node = nodes[@], nodes[-1]

path_bfs = nx.shortest_path(G, source=start_node, target=end_node)
ulohy.append({
'id': 'A', 'titul': 'Nejkrat3i cesta (BFS)', 'typ': 'bfs', 'G': G,
'vysledek_text': f"{' -> '.join(map(str, path_bfs))} (Délka: {len(path_bfs)-
1} hran)",
‘cesta_hrany': list(zip(path_bfs, path_bfs[1:])),
'barva_uzlu': 'lightgreen’', 'start': start_node, ‘'end': end_node

b

path_dijkstra = nx.shortest_path(G, source=start_node, target=end_node,
weight="weight')
total weight = int(nx.path_weight(G, path_dijkstra, 'weight'))
ulohy.append({
'id': 'B', 'titul': 'Dijkstrlv algoritmus', 'typ': 'vahy', 'G': G,
‘vysledek_text': £"{' -> '.join(map(str, path_dijkstra))} (Celkova vaha: {to-
tal_weight})",
‘cesta_hrany': list(zip(path_dijkstra, path_dijkstra[1l:])),
'barva_uzlu': 'lightblue’, 'start': start_node, 'end': end_node

)
mst = nx.minimum_spanning_tree(G, algorithm='kruskal')

edges_sorted = sorted(G.edges(data=True), key=lambda x: x[2]['weight'])
postup_list = [f"Hrana ({u}-{v}), vaha {d['weight']}: {'PRIDANA' if
mst.has_edge(u, v) else 'VYNECHANA'}"
for u, v, d in edges_sorted]

ulohy.append({
'id': 'C', 'titul': 'Minimdlni kostra (MST)', 'typ': 'kostra', 'G': G,
'vysledek_text': "\n".join(postup_list),
'kostra_hrany': list(mst.edges()), 'barva_uzlu': 'orange'

})




coloring = nx.coloring.greedy_color(G, strategy='largest_first')

chromatic_number = max(coloring.values()) + 1

ulohy.append({
'id': 'D', 'titul': 'Barveni grafu', 'typ': 'barvy', 'G': G,
'vysledek_text': f"Chromatické cislo: {chromatic_number}",
"barva_uzlu': [coloring[n] for n in G.nodes()]

}

vykresli_tabulku(ulohy)
vykresli_ulohy_komplet(ulohy, pos)

if __name__ == "__main__":
spustit_experiment()

Zdroj 46: Vlastni zpracovani




Priloha 5: Pomocny kod vykresleni_ulohy

import networkx as nx
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

def vykresli_ulohy_komplet(ulohy_data, pos):
"""Vykresli grafy (vahy jen u Dijkstry a Kruskala).
fig, axes = plt.subplots(2, 4, figsize=(20, 10))
fig.suptitle("VIZUALIZACE GRAFOVYCH ULOH", fontsize=16, fontweight='bold")

[IRTR1]

for i, u in enumerate(ulohy_data):

G =u['G"]

nx.draw(G, pos, ax=axes[@, i], with_labels=True, node_color='white', edge-
colors="black', node_size=700)

if u['typ'] in ['vahy', 'kostra']:

nx.draw_networkx_edge_labels(G, pos, edge_labels=nx.get_edge_attri-

butes(G, 'weight'), ax=axes[@, i])

axes[0@, i].set_title(f"ZADANI {u['id']}", fontweight='bold")

nx.draw(G, pos, ax=axes[1l, i], with_labels=True, node_color=u.get('barva_uz-
lu', 'lightgray'), node_size=700)
if u['typ'] in ['vahy', 'kostra']:
nx.draw_networkx_edge_labels(G, pos, edge_labels=nx.get_edge_attri-
butes(G, 'weight'), ax=axes[1, i])

if 'cesta_hrany' in u:
nx.draw_networkx_edges(G, pos, edgelist=u['cesta_hrany'],
edge_color="red', width=5, ax=axes[1, i])
if 'kostra_hrany' in u:
nx.draw_networkx_edges(G, pos, edgelist=u['kostra_hrany'],
edge_color="blue', width=5, ax=axes[1, i])
axes[1l, i].set_title(f"RESENI {u['id']}", fontweight='bold")

plt.tight_layout(rect=[0, 0.03, 1, 0.95])
plt.show()

def vytvor_tabulku(ax, df, titul):
ax.axis('off")
ax.set_title(titul, fontsize=12, fontweight='bold', loc='left',y=1.05)

tab = ax.table(cellText=df.values,
colLabels=df.columns,
cellLoc="left"',
loc="center',
colColours=["#f2f2f2"] * len(df.columns))

tab.auto_set font_size(False)
tab.set_fontsize(10)
tab.scale(1, 1.8)

return tab

def vykresli_tabulku(ulohy_data):
zadani_data = []
for u in ulohy_data:




text = f"Najdéte nejkratSi cestu z {u['start']} do {u['end']}" if 'start' in
u else ("Najdéte min. kostru" if u['typ']=="kostra' else "Urcete chrom. ¢islo")
zadani_data.append([u['id"'], u['titul'], text])
df_zadani = pd.DataFrame(zadani_data, columns=["ID", "Algoritmus", "Instrukce k
uloze"])

vysledky data = []
kruskal_rows = []
for u in ulohy_data:
vysl = u['vysledek_text'].split('\n')[0]
if u['typ'] == 'kostra':
vaha_mst = sum(d['weight'] for ul, vi, d in u['G'].edges(data=True) if
(ul, v1) in u['kostra_hrany'] or (vl1, ul) in u['kostra_hrany'])
vysl = f"Vaha kostry: {vaha_mst}"
for line in u['vysledek_text'].split('\n"):
kruskal_rows.append([line.split(':')[@], line.split(':"')[1].strip()])
vysledky data.append([u['id"], u['titul'], vysl])
df_vysledky = pd.DataFrame(vysledky data, columns=["ID", "Algoritmus", "K1i¢ re-
seni"])
df_kruskal = pd.DataFrame(kruskal_rows, columns=["Hrana (Vaha)", "Rozhodnuti al-
goritmu"])

fig, (ax1, ax2, ax3) = plt.subplots(3, 1, figsize=(12, 16))
vytvor_tabulku(axl, df_zadani, "1. MATICE ZADANI ULOH")
vytvor_tabulku(ax2, df _vysledky, "2. MATICE SOUHRNNYCH VYSLEDKU")
vytvor_tabulku(ax3, df_kruskal, "3. MATICE PRUBEHU KRUSKALOVA ALGORITMU")

plt.subplots_adjust(hspace=0.4, top=0.92, bottom=0.05)

plt.show()

Zdroj 47: Vlastni zpracovan




Priloha 6: Kod experimentu E2

import torch
import torch.nn as nn
import torch.nn.functional as F
import networkx as nx
import random
import matplotlib.pyplot as plt
from torch_geometric.data import Data
from torch_geometric.loader import Dataloader
from torch_geometric.nn import GCNConv, global_mean_pool
from datove_rozhrani import (vypis_statistiky, vytvor_tabulku_epoch, vyhodnot_mo-
del_pandas, vyhodnot_iso_pandas,
univerzalni_vykresleni, vykresli_dvojice_isomorfismu)class
model_GNN(nn.Module):
def __init__ (self, in_channels, hidden_channels, out_channels):
super(model_GNN, self)._ init_ ()
torch.manual_seed(42)
self.convl = GCNConv(in_channels, hidden_channels)
self.conv2 = GCNConv(hidden_channels, hidden_channels)
self.conv3 = GCNConv(hidden_channels, hidden_channels)
self.lin = nn.Linear(hidden_channels, out_channels)

def forward(self, x, edge_index, batch):
self.convl(x, edge_index).relu()
self.conv2(x, edge_index).relu()
self.conv3(x, edge_index).relu()
global_mean_pool(x, batch)

= F.dropout(x, p=0.2, training=self.training)
return self.lin(x)

X X X X X
1]

def nx_to_pyg(G, label):

edges = list(G.edges())

if len(edges) == 0O:
edge_index = torch.empty((2, @), dtype=torch.long)

else:
edge_index = torch.tensor(edges, dtype=torch.long).t().contiguous()
edge_index = torch.cat([edge_index, edge_index[[1, ©]]], dim=1)

x = torch.tensor([[deg] for _, deg in G.degree()], dtype=torch.float)

y = torch.tensor([label], dtype=torch.long)

return Data(x=x, edge_index=edge_index, y=y)

def vytvor_univerzalni_dataset(konfigurace, pocet_na_typ=100):
dataset = []
for nx_funkce, label in konfigurace:
for _ in range(pocet_na_typ):

n = random.randint(6, 12)
dataset.append(nx_to_pyg(nx_funkce(n), label))

random.shuffle(dataset)

return dataset

label to name_typy = {@: "Strom", 1: "Cyklus", 2: "Bipartitni", 3: "Uplny", 4:
"Cesta"}




konfigurace = [(nx.random_labeled_tree, 0), (nx.cycle_graph, 1),
(lambda n: nx.complete_bipartite_graph(n//2, n-n//2), 2),
(nx.complete_graph, 3), (nx.path_graph, 4)]

dataset_typy = vytvor_univerzalni_dataset(konfigurace, pocet_na_typ=150)
train_loader_typy = DatalLoader(dataset_typy[:600], batch_size=32, shuffle=True)
history_typy = []

model_typy = model GNN(1, 32, 5)
optimizer = torch.optim.Adam(model_typy.parameters(), 1lr=0.01)
criterion = nn.CrossEntropyLoss()

for epoch in range(1, 31):
model_typy.train()
loss_sum, correct, total = 0, 0, ©
for batch in train_loader_typy:
optimizer.zero_grad()
out = model_typy(batch.x, batch.edge_index, batch.batch)
loss = criterion(out, batch.y)
loss.backward(); optimizer.step()
loss_sum += loss.item()
correct += (out.argmax(dim=1) == batch.y).sum().item()
total += batch.y.size(9)
if epoch % 5 ==
history_typy.append({"Epocha": epoch, "Ztrata": round(loss_sum/len(train_lo-
ader_typy), 4), "Acc %": round(100*correct/total, 2)})

display(vytvor_tabulku_epoch(history_typy))
display(vyhodnot_model_pandas(model_typy, train_loader_typy, la-bel_to_name_typy))
univerzalni_vykresleni(model_typy, dataset_typy[600:], label_to_name_typy, pocet=10)

def generuj_data_souvislost(pocet=400):

dataset = []

for _ in range(pocet // 2):
n = random.randint(6, 12)
dataset.append(nx_to_pyg(nx.random_labeled_tree(n), 1))
Gl, G2 = nx.complete_graph(n//2), nx.complete_graph(n-n//2)
dataset.append(nx_to_pyg(nx.disjoint_union(G1l, G2), 9))

random.shuffle(dataset)

return dataset

label to_name_conn = {@: "Nesouvisly", 1: "Souvisly"}

dataset_conn = generuj_data_souvislost(400)

train_loader_conn = DatalLoader(dataset_conn[:300], batch_size=32, shuffle=True)
history conn = []

model_conn = model GNN(1, 32, 2)
optimizer = torch.optim.Adam(model conn.parameters(), 1lr=0.01)
criterion = nn.CrossEntropylLoss()

for epoch in range(1, 31):
model conn.train()
loss_sum, correct, total =0, 0, ©
for batch in train_loader_conn:
optimizer.zero_grad()




out = model_conn(batch.x, batch.edge_index, batch.batch)

loss = criterion(out, batch.y)

loss.backward(); optimizer.step()

loss_sum += loss.item()

correct += (out.argmax(dim=1) == batch.y).sum().item()

total += batch.y.size(0)

if epoch % 5 == @:

history_conn.append({"Epocha": epoch, "Ztrata": round(loss_sum/len(train_lo-

ader_conn), 4), "Acc %": round(1@0*correct/total, 2)})

display(vytvor_tabulku_epoch(history_conn))
display(vyhodnot_model_pandas(model_conn, train_loader_conn, la-bel_to_name_conn))
univerzalni_vykresleni(model_conn, dataset_conn[300:], label_to_name_conn, pocet=10)

def nx_to_pyg iso(G, label):
x = torch.tensor([[deg] for _, deg in G.degree()], dtype=torch.float)
edge_index = torch.tensor(list(G.edges)).t().contiguous()
if edge_index.numel() > ©O:
edge_index = torch.cat([edge_index, edge_index[[1, ©]]], dim=1)
return Data(x=x, edge_index=edge_index, y=torch.tensor([label]))

def generuj_isomorfismus_v2(pocet=400):
dataset = []
typy = [nx.random_labeled_tree, nx.cycle_graph, nx.path_graph, nx.complete_graph]

for _ in range(pocet // 2):
n = random.randint(6, 9)
vybrany_typ = random.choice(typy)
Gl = vybrany_typ(n)
mapping = list(range(len(Gl)))
random. shuffle(mapping)
G2 = nx.relabel_nodes(Gl, {i: mapping[i] for i in range(len(G1l))})
dataset.append((nx_to_pyg iso(G1l, 1), nx_to_pyg iso(G2, 1), 1))

t1l, t2 = random.sample(typy, 2)

G3 = ti(n)

G4 = t2(n)

dataset.append((nx_to_pyg iso(G3, 0), nx_to_pyg iso(G4, @), 9))

random.shuffle(dataset)
return dataset

vlak_iso = generuj_isomorfismus_v2(400)

history iso = []

model_iso = model GNN(1, 32, 2)

optimizer = torch.optim.Adam(model iso.parameters(), 1lr=0.001)

for epoch in range(1, 31):
model iso.train()
loss_sum, correct = 0, ©
for i in range(@, len(vlak_iso), 10):
batch = vlak _iso[i:i+10]
optimizer.zero_grad()
batch_1 = 0




for gl, g2, label in batch:

embl = model_iso(gl.x, gl.edge_index, torch.zeros(gl.x.size(@),
dtype=torch.long))
emb2 = model_iso(g2.x, g2.edge_index, torch.zeros(g2.x.size(@),

dtype=torch.long))
dist = torch.norm(embl - emb2, p=2)
loss = dist if label == 1 else F.relu(1.0 - dist)
loss.backward(); batch_1 += loss.item()
if (label == 1 and dist < ©.5) or (label == @ and dist >= 0.5): correct

optimizer.step(); loss_sum += batch_1l

if epoch % 5 == @:
history_iso.append({"Epocha": epoch, "zZtrdta": round(loss_sum/400, 4), "Acc
%": round(1@0*correct/400, 2)})

display(vytvor_tabulku_epoch(history_iso))

test_iso = vlak_iso[300:]

df_iso_vysledky = vyhodnot_iso_pandas(model_iso, test_iso)
display(df_iso_vysledky)
vykresli_dvojice_isomorfismu(model_iso, test_iso, pocet=5)

def generuj_data_hamilton(pocet=400):
dataset = []
for _ in range(pocet // 2):
n = random.randint(8, 12)
dataset.append(nx_to_pyg(random.choice([nx.cycle_graph(n), nx.com-
plete_graph(n)]), 1))
dataset.append(nx_to_pyg(random.choice([nx.random_labeled_tree(n),
nx.path_graph(n)]), 9))
random.shuffle(dataset)
return dataset

label _to_name_ham = {@: "Bez Hamiltona", 1: "Ma Hamiltona"}

dataset_ham = generuj_data_hamilton(400)

train_loader_ham = DatalLoader(dataset_ham[:320], batch_size=32, shuffle=True)
history_ham = []

model_ham = model_GNN(1, 32, 2)
optimizer = torch.optim.Adam(model _ham.parameters(), 1lr=0.01)
criterion = nn.CrossEntropyLoss()

for epoch in range(1, 31):

model _ham.train()

loss_sum, correct, total = 0, 0, ©

for batch in train_loader_ham:
optimizer.zero_grad()
out = model_ham(batch.x, batch.edge_index, batch.batch)
loss = criterion(out, batch.y)
loss.backward(); optimizer.step()
loss_sum += loss.item()
correct += (out.argmax(dim=1) == batch.y).sum().item()
total += batch.y.size(9)

if epoch % 5 ==




history_ham.append({"Epocha": epoch, "Ztrata": round(loss_sum/len(train_loa-
der_ham), 4), "Acc %": round(1l@@*correct/total, 2)})

display(vytvor_tabulku_epoch(history_ham))
display(vyhodnot_model_pandas(model_ham, train_loader_ham, label_to_name_ham))
univerzalni_vykresleni(model_ham, dataset_ham[320:], label_to_name_ham, po-cet=10)

Zdroj 48: Vlastni zpracovani




Piiloha 7: Pomocny koéd datove_rozhrani

import torch

import torch.nn.functional as F

import networkx as nx

import matplotlib.pyplot as plt

import pandas as pd

import random

from torch_geometric.utils import to_networkx

def vypis_statistiky(dataset, label_mapping):
from collections import Counter
labels = [d.y.item() for d in dataset]
cetnost = Counter(labels)

data_pro_df = []
for label_id, count in cetnost.items():
data_pro_df.append({
'Kategorie': label_mapping.get(label_id, f"ID {label_id}"),
"Pocet vzorkl': count

i)

return pd.DataFrame(data_pro_df)

def vytvor_tabulku_epoch(historie):
if not historie:
return "Historie je prdzdna."
return pd.DataFrame(historie)

def vyhodnot_model_pandas(model, loader, label _mapping):
model.eval()
stats = {name: {'correct': @, 'total': @} for name in label_mapping.values()}

with torch.no_grad():
for batch in loader:

out = model(batch.x, batch.edge_index, batch.batch)

pred = out.argmax(dim=1)

for i in range(len(batch.y)):
1 _name = label_mapping[batch.y[i].item()]
stats[1l_name]['total'] += 1
if pred[i] == batch.y[i]:

stats[1l_name]['correct'] += 1

data_vysledky = []

for kat, s in stats.items():
acc = (s['correct'] / s['total'] * 100) if s['total'] > © else ©
data_vysledky.append({'Kategorie': kat, 'Uspé3nost (%)': round(acc, 2)})

return pd.DataFrame(data_vysledky)

def vyhodnot_iso_pandas(model_objekt, test_data):
model objekt.eval()




statistiky _iso = {"Stejné": [0, @], "ROzné": [0, 0]}

with torch.no_grad():
for gl, g2, label in test_data:
embl = model_objekt(gl.x, gl.edge_index, torch.zeros(gl.x.size(9),
dtype=torch.long))
emb2 = model_objekt(g2.x, g2.edge_index, torch.zeros(g2.x.size(9),
dtype=torch.long))

sim = F.cosine_similarity(embl, emb2).item()
pred = 1 if sim > 0.5 else @
kat = "Stejné" if label == 1 else "ROzné"

if pred == label:
statistiky_iso[kat][@] += 1
statistiky_iso[kat][1] += 1

data_iso = []

for kat, counts in statistiky_ iso.items():
acc = (counts[@] / counts[1] * 100) if counts[1] > © else ©
data_iso.append({'Kategorie': kat, 'Uspé&snost (%)': round(acc, 2)})

return pd.DataFrame(data_iso)

def univerzalni_vykresleni(model, test_dataset, label_mapping, pocet=10):
model.eval()
fig, axes = plt.subplots(2, 5, figsize=(20, 8))
axes = axes.flatten()

vzorky = random.sample(test_dataset, min(len(test_dataset), pocet))

for i, data in enumerate(vzorky):
with torch.no_grad():
out = model(data.x, data.edge_index, torch.zeros(data.x.size(0),
dtype=torch.long))
pred = out.argmax(dim=1).item()

skutecnost = data.y.item()
G = to_networkx(data, to_undirected=True)
trefa = (pred == skutecnost)

if nx.is_bipartite(G) and (skutecnost == 2 or pred == 2): # 2 je index pro
Bipartitni
strany = nx.bipartite.sets(G)
pos = nx.bipartite_layout(G, list(strany[@]))
else:
pos = nx.kamada_kawai_layout(G)

plt.sca(axes[i])

nx.draw(G, pos, with_labels=True,
node_color=("'lightgreen' if trefa else 'salmon'),
edge_color="gray', node_size=400)

axes[i].set_title(f"AI: {label_mapping[pred]}\nReal: {label mapping[skutec-
nost]}",




color=('green' if trefa else 'red'), fontweight='bold")
plt.tight_layout()
plt.show()

def vykresli_dvojice_isomorfismu(model_iso, dataset_iso, pocet=5):
model_iso.eval()
fig, axes = plt.subplots(2, pocet, figsize=(4 * pocet, 8))

vzorky = random.sample(dataset_iso, min(len(dataset_iso), pocet))

for i, (gl_data, g2_data, label) in enumerate(vzorky):
with torch.no_grad():

embl = model_iso(gl_data.x, gl _data.edge_index, torch.ze-
ros(gl_data.x.size(@), dtype=torch.long))
emb2 = model_iso(g2_data.x, g2_data.edge_index, torch.ze-

ros(g2_data.x.size(@), dtype=torch.long))
dist = torch.norm(embl - emb2, p=2).item()
pred_id = 1 if dist < 0.5 else @

trefa = (pred_id == label)

for row, g_data in enumerate([gl_data, g2_data]):
ax = axes[row][i]
plt.sca(ax)
G = to_networkx(g_data, to_undirected=True)

if nx.is_bipartite(G):

strany = nx.bipartite.sets(G)

pos = nx.bipartite_layout(G, list(strany[0]))
else:

pos = nx.kamada_kawai_layout(G)

nx.draw(G, pos, with_labels=True,
node_color=('lightgreen' if trefa else 'salmon'), node_size=300)

if row ==
ax.set_title(f"Par {i+1}: {'SPRAVNE' if trefa else 'CHYBA'}\nAI:
{'Stejné' if pred_id==1 else 'RUzné'}",
color=('green' if trefa else 'red'), fontweight='bold')
plt.tight_layout()
plt.show()

Zdroj 49: Vlastni zpracovani



Priloha 8: Tabulka viastnosti 7 experimentu E0

Vlastnosti grafi

Typ grafu Souvisly Komponenty Excentricita (v0)
Strom Ano 1 [3,2,2,2,2,1,1,1] 5 3 5
Kruznice Cg Ano 1 [2,2,2,2,2,2,2, 2] 4 4 4
Bipartitni Ky, » Ano 1 [4,4,2,2,2,2] 2 2 2
Nesouvisly graf Ne 2 [2,2,2,22,1,1] o N/A N/A

Zdroj 50: Vlastni zpracovani



Priloha 10: Vygenerovany graf typ kruZnice 7 experimentu E0

Struktura grafu

Zdroj 52: Vlastni zpracovani

Matice sousednosti A

Priloha 9: Vygenerovany graf typu strom 7 experimentu EQ

Struktura grafu

Zdroj 51: Vlastni zpracovani
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Priloha 12: Vygenerovany graf typu nesouvisly graf 7 experimentu EQ

Matice sousednosti A Matice incidence | Matice vzdalenosti O
Struktura grafu
a _ _ _ _ —
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5 1 0 1 0 0 0 i 1 o 1 0 ] ] 1 0 1 2 =
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Priloha 11: Vygenerovany graf typu bipartitni graf 7 experimentu E0

Matice sousednosti A Matice incidence | Matice vzdalenosti D
Struktura grafu
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Piiloha 13: Vygenerované tabulky k experimentu E1

1. MATICE ZADANI ULOH

D Mgontmus Instrukce k Gloze
A Mejkratsi cesta (BFS) Hajdéte nejkratsi cestu z 0 do &
B Dajkstriv algoritmus Najdéte nejkratsi cestu z 0 do &
[= Minimdlni kostra (M5T) Najdéte min, kestru
o Barvend grafu Urdete chrom. dislo
2. MATICE SOUHRNNYCH VYSLEDKO
D AMgoritmus Klig fedeni
Nepkratdi cesta (BFS) 0-> 1-> 6 (Délka: 2 hran)
Drjkstrlv algornitmus 0> 3 -> 6 (Celkovd vaha: 26)

Minimalni kostra (M5T)

Vaha kostry: 63

gla|le| >

Barveni grafu

Chromatické éislo: 3

3. MATICE PRUBEHU KRUSKALOVA ALGORITMU

Hrana (vaha) Rozhodnuti algoritmu
Hrana (1-4), vaha 5 PRIDANA,
Hrana [2-3), wiha & PRIDANA,
Hrana (3-6), vaha 9 PRIDAMNA,
Hrana [0-4), viha 11 PRIDANA
Hrana (2-4), vaha 12 PRIDANA,
Hrana [1-6), viha 16 VYNECHANA
Hrana [0-3), vaha 17 VYNECHANA
Hrana (1-2), vaha 17 VINECHANA
Hrana (0-1), viha 18 VINECHANA
Hrana (3-4), viha 19 VYNECHANA
Hrana (0-5), viha 20 PRIDANA
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Priloha 14: Vygenerované grafy k experimentu E1

VIZUALIZACE GRAFOVYCH ULOH

ZADANI A ZADANI B ZADANI C ZADANI D
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Priiloha 15: Vygenerované grafy ulohy Klasifikace typu grafit k experimentu E2
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Priiloha 16: Vygenerované grafy ulohy Detekce souvislosti k experimentu E2

Al: Nesouvisly
Real: Nesouvisly

Al: Souvisly
Real: Souvisly
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Piiloha 17: Vygenerované grafy ulohy Rozpozndvdni izomorfismu k experimentu E2

Par 1: SPRAVNE
Al: Stejné

Zdroj 59: Vlastni zpracovani
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Priloha 18: Vygenerované grafy tilohy Hamiltonovskad kruznice k experimentu E2

Al: M& Hamiltona
Real: Ma Hamiltona

Al: Ma Hamiltona
Real: Ma Hamiltona
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