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Pouzité symboly

Uy

umc

mnozina realnych cisel

vektorovy prostor nad R dimenze n

oblast

hranice oblasti €2

uzéaveér oblasti €2, tj. QUT

mnozina funkeci, které jsou spojité véetné derivaci do k-tého
fadu v oblasti €2

Lebesguetiv prostor

Lebesguetiv prostor

norma Lebesgueova prostoru, tj. [lul|z» = {/ [, lu|" dx

Soboleviiv prostor
funkce Sobolevova prostoru H'(Q) spliiujici homogenni okrajo-

vou podminku

norma Sobolevova prostoru, tj. |[ullgr = [ > [, |Drul® da
|k|<k

Laplacetiv operator
operator nabla

prvni parcidlni derivace funkce u(z,t) podle ¢asové proménné ¢,

. Ou(zx,
t]. étt)

druhd parcidlni derivace funkce u(x,t) podle prostorové promén-

0%u(x,t)
Oz2

prvni derivace funkce jedné proménné u(z)

né x, tj.

prostorovy krok
casovy krok

skalarni soucin
bilinearni forma
linearni fukcional
absolutni hodnota
norma na prostoru V'
prumér mnoziny K

oznaceni konce prikladu



Uvod

K nejznaméjsim numerickym metodam pro vypocet okrajovych tloh patii
metoda konecénych prvki, dale jen MKP. Nyni si uvedeme nékolik poznatkii o
historii této metody.

Prvni pokusy blizici se principim MKP jsou datovany jiz pocatkem 20.sto-
leti. Poprvé ale byla popsana némeckym matematikem Richardem Courantem
az v roce 1943. Poté se metoda dale nerozvijela na akademické pudé, ale v pri-
myslu. Velkou roli hrélo pii vyvoji MKP letectvi, nebot pouze velké primyslové
podniky si mohly dovolit pocitace, které byly pro tuto metodu dilezité.

Zlaty vék MKP nastava v 70. letech 20.stoleti. Do této doby bylo na konecné
prvkové modely nahlizeno spise jako na idealizaci problematiky. Nyni se vSak
ukazuje, ze teorie je v souladu s Rayleigh-Ritzovou teorii o minimalni potencialni
energii. Dale zac¢ina prevladat nazor, ze konecné prvkové modely jsou aproximaci
spojitych modelt, které popisuji skutecné situace a objekty.

Cilem této prace je seznamit ¢tenafe s MKP pro feSeni parabolickych par-
cialnich diferencialnich rovnic. Metoda nepracuje s klasickou, ale s tzv. slabou
formulaci tlohy. U ¢tenait se tedy predpoklada alespon zakladni znalost teorie
parcialnich diferencidlnich rovnic a varia¢nich metod.

Prvni dvé kapitoly se vénuji eliptické a parabolické rovnici. Jsou zde popsany
nejen klasické, ale i slabé formulace tloh.

Ve tfeti kapitole je ve struc¢nosti popsan princip MKP pro eliptickou rovnici.
Jsou zde vysvétleny pojmy triangulace a bazové funkce. Principem metody je
prevedeni tlohy na soustavu linearnich rovnic.

Na fesSeni parabolickych tloh existuji v MKP dva pohledy. Oba kombinuji
zékladni pojmy jako triangulace, bazové funkce, nahrazeni hledané funkce linearni
kombinaci. Priibéh feseni je ale odlisny.

Ctvrta kapitola se zabyva tzv. semidiskrétni (Faedo-Galerkinovou) metodou.
Diskretizaci tlohy v prostoru dojde k pfevedeni na soustavu obycejnych diferenci-
alni rovnic prvniho radu. Rovnice poté fesime vhodnymi numerickymi metodami.

V préaci jsou popsany jednokrokové f-metody. Postup feseni je aplikovan na pii-
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kladech v 1D a 2D.

Pata kapitola popisuje tzv. Rotheho metodu nazyvanou téz jako metoda tplné
diskretizace. Uloha je diskretizovana nejprve v ¢ase a nasledné v prostoru. V praci
jsou popsany diskretizace explicitni Eulerovou, implicitni Eulerovou a Crank-
Nicholsonovou metodou. Soucasti kapitoly je popis feseni prikladd v 1D a 2D.

Sesté kapitola se vénuje stabilité a shrnuti metod. Obé vedou na stejné sys-
témy diferencnich rovnic. Stabilita a konvergence metod je demonstrovana srov-
nanim vysledkt ziskanych MKP s presnym feSenim.

Pfinosem této prace jsou naprogramované m-fily. Ty jsou spolu s videi vénuji-
cimi se ptikladim priloZzené k praci na CD. Kazdy m-file ma na zacatku popsany
vstupni i vystupni hodnoty. VSechny pouzité m-fily jsem vytvorila v matematic-
kém softwaru MATLAB R2010b na notebooku ASUS model F3E s procesorem
Intel Core Duo a opera¢ni paméti 2GB. Prilozena videa jsou ve formatu AVI
a byla ziskdna pomoci prikazu movie2avi v Matlabu. Zobrazuji feSeni, popf.

chyby tloh, a jejich vyvoj v Case.



1 Eliptické rovnice

Nejjednodussim typem parcidlnich diferencialnich rovnic jsou tzv. eliptické
rovnice. V rovnici se nevyskytuje casova derivace, takze slouzi spise k popisu

ustalenych stavi. Setkdme se s ni napft. pfi stacionarnim popisu vedeni tepla.

1.1 Klasicka formulace ulohy

Mezi hlavni a nejznamnéjsi zastupce eliptickych parcidlnich diferencialnich

rovnic patii Laplaceova a Poissonova rovnice.

Definice 1.1. Nechf je dadna oblast O C R? a funkce f :  — R splitujici

f € C(Q). Rovnici definovanou pro nezndmou funkci u € C?(Q) predpisem
—Au=f

potom nazyvame Poissonovou rovnici. Je-li f = 0, mluvime o Laplaceové

rovnici.

Eliptickou rovnici je tfeba dale charakterizovat, a to uzitim okrajovych pod-
minek, které predepisuji chovani hledané funkce w na hranici I'. V nésledujici

podmince jsou popsany typy okrajovych podminek.

Poznamka 1.1. Okrajové podminky
Typy okrajovych podminek:

e Dirichletova podminka: ptredepisuje hodnoty funkce na hranici
Necht g € C(T)

u=g¢g nal

e Neumannova podminka: pfedepisuje hodnoty normélové derivace na

hranici
Necht h; € C(T)
ou

%:hl na I’



e Newtonova podminka
Necht hy, he € C(T')

a—u+h2u:h1 na I’
on

e SmisSena podminka: jedné se o kombinaci predchozich typt podminek

Necht ' = Fl U FQ agec C(P1>7 hl,hg c C(Fg)

u=g¢g naly
g—Z—l—hgu:hl naF2

1.2 Variac¢ni predpis ulohy
Uvazujeme okrajovou eliptickou tlohu

—Au=f na {2
u=g na I’

(1.1)

Méame danu tz. testovaci funkci v € C§°(€2). Rovnici potom vynasobime touto

funkci v, zintegrujeme pies oblast €2 a upravime uzitim Greenovy formule, ¢imz

/VUVU dr = / fu dx.
Q Q

ziskame

Oznacme si nyni
a(u,v) = [, VuVo dz,
L(v) = [ fv dz,

Q

kde a(u,v) je symetrickd bilinearni forma a L(v) je linedrni funkcional. Dale po-

lozme V = H}(Q), kterou nazveme mnozina p¥ipustnych fegeni.

Variaéni formulace tlohy (1.1) potom zni:

Naleznéte fukei u € V' spliujici
a(u,v) = L(v), YveV. (1.2)

Reseni této tlohy potom nazveme varia¢ni nebo slabé feseni tilohy (1.1).
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Poznamka 1.2. Rekneme, 7e bilinedrni forma a(u,v) : V x V — R je

e omezena, jestlize existuje ¢islo ¢; > 0 takové, Ze

la(u, v)] < crllullvllvlly, Vu,v eV,
e spojita, jestlize je omezend a pro libovolné v € V jsou a(v,-) i a(-,v)
linearni funkcionaly ve V,

e V-elipticka, jestlize existuje ¢islo ¢ > 0 takové, ze

a(v,v) > eof|v]ly, WweV,

e symetricka, jestlize plati
a(v,w) = a(w,v), Yv,weV.
Véta 1.1. Lax-Milgramova véta.

Necht a(-,-) je spojita a V-eliptickd bilinedrni forma. Potom pro kaZdy linedrni

funkciondl L md variacni dloha (1.2) prdvé jedno teseni u € V.
Dukaz: Viz. [9], str. 145-146.

Véta 1.2. Necht a(-,-) je symetrickd, spojita a V-eliptickd. Potom funkce u € V

je resenim variacniho problému

1
Héi‘l/l J(v), kde J(v) = 5@(1},1}) —L(v), YoeV (1.3)
pravé tehdy, kdyz je tesenim variacni dlohy (1.2).

Dukaz: Viz. [9], str. 146-147.

Elipticka tloha s Neumannovou okrajovou podminkou

—ANu=f na )
%:hg na I’
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Necht f € L?*(Q), hy € L*(T). Varia¢ni formulace Neumannovy tlohy je
tvaru:

Najit funkci u € V = H'(Q) spliiujici
a(u,v) = L(v), Yv eV,

kde
a(u,v) = [ VuVo dz,
Q

L(v) = [ fvdz+ [ hov ds.
Q T

Elipticka aloha s Newtonovou okrajovou podminkou

—ANu=f na {2
g—z+h1u:h2 na I’

Necht f € L*(Q), hy € L*(T), hy € L*>(T). Varia¢ni formulace Newtonovy
ulohy je tvaru:

Najit funkci u € V = H*(Q) spliujici
a(u,v) = L(v), Yv eV,

kde
a(u,v) = [VuVv dz + [ hyuv ds,
Q r

L(v) = [ fvdz+ [ hov ds.
Q T

Ritzova metoda

Ritzova metoda vychézi z minimalizace kvadratického funkciondlu J(v), viz. (1.3).
Reseni nebudeme hledat na prostoru V, ale na jeho kone¢né-dimenionalnim pod-

prosoru Sj. Chceme najit funkci u, € Sj spliujici

J(up) = min J(vp).

vp ESh
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Konec¢né-dimenzionalni prostor Sy, je charakterizovan systémem béazi {¢;}Y ;.

Hledanou funkci lze pomoci nich zapsat ve tvaru

N
i=1

Definujeme novy funkciondl F(ay,...,ay) : RY — R piedpisem

N
Fla)=J (Z &igol) .
i=1
Nyni budeme minimalizovat funkcional F', tj. hledame o* splnujici

F(a") = min F(«).

a€RN

Ekvivalentné tuto tlohu zapiseme jako
VF(a") =0.

Jelikoz kvadraticky funkcionél je definovén ve tvaru J(v) = a(v,v) — L(v),

plati

N N N N
1 1
Fla)=J <§ ai@i) = §CL <E o Pi, E Ozjgaj) —L ( E am,-) = iaTAa—FTa,
=1 =1 j=1 i=1

kde

A= (aij), Q35 = a(@iv@j)?
F = (F), F; = L(v).
A odtud dostaneme

VF(a) = Aa —b.

Ritzovu tlohu je tedy mozné prevést na feSeni systému linedrnich rovnic

Ao = b.
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Galerkinova metoda

Galerkinova metoda vychazi z varia¢niho pfedpisu (1.2). Namisto prostoru V'
hleddme FeSeni na kone¢né-dimenzionalnim prostoru S, C V. Ulohu tedy piepi-
Seme do tvaru

a(uh, Uh) = L(Uh), Vp € Sh.

Prostor S, je definovan pomoci posloupnosti jeho bazi {¢;}Y . ReSeni tlohy

up € S, muzeme zapsat ve tvaru

N
i=1

Dosadime-li tuto linearni kombinaci do varia¢niho predpisu, dostavame sou-

stavu

i=1

N
a (Z ai@iy@j) =L(p;), j=1,...,N.
Maticové miizeme soustavu zapsat jako
Aa = F,

kde

A = (aij), a;j = alps, ¢)),
F = (F), F; = L(g;).

Galerkinova i Ritzova metoda jsou ekvivalentni metody vedouci ke stejnému

vysledku.
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2 Parabolicka rovnice

V této kapitole se budeme vénovat diferencialni rovnici parabolického typu.
Popiseme, jak rovnice tohoto typu vypadaji a predstavime tzv. pocatec¢né-okrajovou
ulohu. Déle budeme definovat také varia¢ni ptredpis.

Parabolické diferencialni rovnice patii mezi tzv. evolu¢ni parcialni diferen-
ciadlni rovnice. Nazev této skupiny je odvozen od pritomnosti ¢asové derivace v
rovnici. Nejznameéjsimi zastupci skupiny parabolickych rovnic jsou rovnice vedeni
tepla a difizni rovnice. Slouzi k popisu pfenosu tepla nebo diftize v tekutinach v

neustaleném stavu.

2.1 Klasicka formulace

Definice 2.1. Parabolicka rovnice
Necht Q C R? je oblast a I C R interval. Jsou dany funkce f,q € C(Q2 x I).

Parcialni diferencialni rovnice je definovana predpisem
ug—Au+qu=f mnaxI.
ReSenim je funkce u(z,t) vyjadiujici teplotu v bodé z € Q a case t € I.

Rovnici dale charakterizujeme zvolenim pocatecnich a okrajovych podminek.
Za okrajovou podminku mtzeme zvolit Dirichletovu, Newmannovu nebo Newto-

novu podminku, které jsou blize popsany v Poznamce 1.1.

Poznamka 2.1. Pocate¢ni podminka

Necht u® € C(2). Pocate¢ni podminka je tvaru
u(z,0) = u’(z) prox € Q.

Funkce u° slouZi k popsani poé¢atecéniho stavu, nap¥. miize slouzit k uréeni vychozi

teploty.

Definice 2.2. Pocate¢né-okrajova uloha

Necht 2 C R? je oblast a I C R je ¢asovy interval. Dale plati f,q € C(Q x I)
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a u’ € C(Q). Pofatecné-okrajova uloha pro parabolickou rovnici je definovana
predpisem:
Najit funkei u(z,t) € C(Q x I) takovou, Ze u, uy,,, € C(2 x I\I'), splilujici

ug — Au+qu = f na 2 x [

u=0 nal'x [ (2.1)
u(-,0) =u® naQ

2.2 Variacéni predpis ulohy

Necht € je ohranicené konvexni oblast s hladkou hranici I', na niz predpokla-
dame pocatecné-okrajovou tlohu (2.1).
Rovnici tlohy (2.1) vyndsobime tzv. testovaci funkel v € C§°(€) a poté zin-

tegrujeme pres oblast (). Uzitim Greenovy formule dostavame rovnici

/Qut(x,t)v(x) dx + /Q (Vu(z,t)Vo(x) de + qu(xz)v(z)) = /Qf(:v,t)v(x) dx.

Méame dany prostory V = H}(Q) a H = Ly(Q). Pro kazdé pevné zvolené ¢
je zobrazeni x — u(x,t) prvkem prostoru V. Znacime jej jako u(t) € V. Potom

mtizeme definovat zobrazeni t — u(t) € V spliiujici
(u(t),v) + a(u(t),v) = L(v), YveV, tel,

kde (u,v) je skalarni soucin na prostoru Ls(2), a(u,v) = (Vu, Vv) je symetricka
bilinearni forma a L(v) je linedrni funkcional.
Variaéni predpis tlohy (2.1) potom zni:

Naleznéte funkci u(t) € V, t € I takovou, ze

(u(t),v) + a(u(t),v) = L(v), YoeV, tel
(u(0),v) = (u°,v), Yo € V.
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3 MKP pro eliptické ulohy

Metoda kone¢nych prvki je vlastné Galerkinova metoda se specialni volbou
prostoru Sj,. Volba prostoru a jeho bazi neovliviiuje priblizné feseni wuy,, ale ovliv-

nuje tvar soustavy, v tomto piipadé matice A.

3.1 Triangulace oblasti

Chceme-li tesit ulohu MKP, potom je tfeba nejprve provést triangulaci ob-
lasti €2, na které budeme tlohu fesit. Triangulace oblasti spoc¢iva v pokryti uzavéru

Q koneénym poétem podmnozin K splitujicich uréité vlastnosti.

Definice 3.1. Mnozinu 7}, = { K'} nazyvame pFipustnou triangulaci oblasti 2,
jestlize jsou spliieny nasledujici vlastnosti:

1.O= U K

KeTy

2. pro VK € T}, je mnozina K neprazdna a uzaviena
3. pro VKl, KQ S Th takové, ze Kl 7£ K2 plati Kl N K2 = @
4. pro VK € Ty, je hranice 0K lipschitzovska.

Kazda triangulace je charakterizovana svymi prvky, uzly a stranami.

Mnoziny K nazyvame prvky trianglulace. Nejcastéji volime simplexy v
prislusné dimenzi, tj. intervaly v 1D, trojuhelniky ve 2D, ¢tyfstény ve 3D. Z troj-
thelnikovych prvki byl také odvozen nazev tohoto rozkladu mnoziny.

Uzly triangulace jsou zvolené body na prvcich. Obvykle se jedna o vrcholy
lujeme na hranic¢ni, lezici na hranici I', a vnit¥ni.

Strany triangulace jsou hranice prvki lezici na hranici I'.

Nyni si oznac¢ime PP pocet prvki, PU pocet uzli, PN pocet uzla lezicich na
hranici I's nebo uvnitt oblasti €2, PB pocet uzli lezicich na hranici I'; a PS pocet

stran na hranici I'y. Mnozinu téchto stran oznacujeme jako 7'S;, = {S}.
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V uzlech triangulace zaddvame hodnoty koeficienti nebo pravych stran a sou-

casné v nich hledame pftiblizné Teseni.

3.2 Bazové funkce

Na zakladé triangulace T}, definujeme prostor S, spojitych, po ¢astech line-
arnich funkci na 7},. Vzhledem k vlastnostem mnoziny 7}, plati inkluze S, C V.
Tedy prostor S}, je konecné dimenzionalnim podprostorem V.

V uzlech V; triangulace T}, definujeme funkce {¢;}2Y C S, predpisem

Rt proi =j
ami={o  Peisd .1

Takto definované pyramidové funkce tvoii bazi prostoru Sj. Libovolnou funkci

v € Sj mizZeme zapsat predpisem

v(z) = Z Vi (),

kde v; = v(V;) jsou hodnoty funkce v v uzlu V.

3.3 Diskretizace ulohy
Diskretizace tlohy vychézi z jejiho varica¢niho pfedpisu (1.2), tj.
a(u,v) = L(v), YveV

V predchozich kapitolach jsme nadefinovali triangulaci 7}, oblasti {2, prostor S},
nad touto triangulaci a baze {¢;} € S.

Ptiblizné Galerkinovo feseni tulohy je funkce u;, € Sy spliujici

CL(Uh,"Uh) = L(Uh), Yu, € Sp,. (32)
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Hledanou funkci uy, je mozné vyjadrit pomoci bazi prostoru Sy jako

PU
Up = E a;Pq,
i=1

kde neznama predstavuje hodnotu priblizného feseni v prislusném uzlu V;, tj.
a; = up(V;).

Pomoci této linedrni kombinace ziskame tlohu ve tvaru
PU
Zaza(gpzaSO]) :L<90])a ]: 177PU
i=1

Tuto sousavu linearnich rovnic mizeme zapsat také maticové jako
Aa = F,

kde A = (a;;) se nazyva matice tuhosti, F' = (F;) vektor zatiZeni a plati

pro né
aij = a(pi, ;) = [ Vi~ Vejdz,
Q

F; = L(p:) = g{f%’dﬂﬂ-

Pro teseni vzniklé soustavy linearnich rovnic existuje celd fada numerickych

metod.

Poznamka 3.1. Je-li zadana tloha s Dirichletovou okrajovou podminkou, sesta-
vujeme baze pouze ve vnitinich uzlech triangulace. Uzly na hranici I' ze soustavy

vylou¢ime a za feSeni dosadime pfedepsané hodnoty.

3.4 Stabilita resSeni
Necht u € V' je feSenim tlohy (1.2), tj.
a(w,) = (f,v), VeV
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a up € Sy, je feSenim diskrétni alohy (3.2), tj.
a(up,vy) = L(vy), Yo, € Sh.

Potom e = u — uy, znaci chybu pfiblizného feseni. Rekneme, Ze Galerkinova

metoda konverguje, jestlize je splnéno
lim =0
Nl HGHV )

kde N = dim(Sh).

Véta 3.1. Céanovo lemma.

Necht a(u,v) je omezend eliptickd bilinedrni forma na V, tj. pro u,v € V plati
la(u, v)] < Cilullv|vllv, a(v,v) > Collvllf,  C1.Co > 0.

Necht L(v) je omezend linedrni forma na V', tj. |L(v)| < Cs||v||v prov € V. Ddle
necht u je tesenim ulohy (1.2) a uy, je tesenim ulohy (3.2).

Potom plati odhad
C
uU—u < — inf ||lu — vu|lv.
Ju—lly < 2 int flu=wnlly
Je-li navic forma a(u,v) symetrickd, plati
1

Ci\? .
\m—uwvs(gﬂ inf [lu = vallv-
2

v ESH

Dukaz: viz. [2], str. 218.

Budeme-li chtit dokézat konvergenci Galerkinovy metody, musi byt splnény
predpoklady Véty 3.1 a soucasné musi existovat posloupnost prostort {Sp}¥_;

takova, ze pro kazdé u € V plati

lim inf [ju— = 0.
i
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4 MKP pro parabolické rovnice I - Semidiskrétni
metoda

V této kapitole se budeme vénovat feseni linearni parabolické tlohy v prostoru
jedné a dvou dimenzi.

Zapis tlohy v obecném tvaru

u — Au = f na Q x [
u =70 nal x [
u(-,0) =u® naQ

V teorii MKP existuji dvé metody zabyvajici se feSenim parabolickych tloh:
semidiskrétni metoda a Rotheho metoda. V této kapitole se predstavime prvni
jmenovanou.

Semidiskrétni metoda byva nékdy také nazyvana jako Faedo-Galerkinova me-
toda. Jeji princip spociva v diskretizaci tlohy v prostoru 2 a tim k prevedeni
ulohy na feseni soustavy obycejnych diferencilnich rovnic s pocateé¢nimi podmin-
kami.

Nejprve je nutné provést triangulaci oblasti €. Tedy musime tuto oblast roz-
délit na konecny pocet prvk K podle kapitoly 3.1. Oznacme si PU pocet uzla.

Nad zvolenou triangulaci potom uvazujeme prostor S; spojitych a po ¢as-
tech linearnich funkci. Tento prostor dale definujeme mnozinou bazovych funkci
{i(z)}£Y popsanych v kapitole 3.2. Jedn4 se o spojité, po &astech linearn{ funkce

spliiujici vlastnost (3.1).

4.1 Semidiskrétni schéma

Semidiskrétni schéma tlohy vychéazi z jejiho varia¢niho pfedpisu (2.2), tj.

(u(t),v) + a(u(t),v) = L(v), YoeV, tel
u(0) = u° Yo eV
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Prvnim krokem k semidiskretizaci tlohy je aproximace feSeni u(x,t) funkei
up(x,t) spliiujici nasledujici vlastnost:
Funkce uy(x,t) je pro kazdé pevné zvolené t € [ funkci po &astech linearni
nad zvolenou triangulaci T}, oblasti €, tj. up(x,t) € Sp.

Timto dostavame semidiskrétni predpis tlohy ve tvaru

(wp,vn) + a (up, vp) = L (vg),

(un(0),vs) = (uh, vp), Yup, € S, (4.1)

kde funkce u) € S), je aproximaci pocatecni funkce u°. Jedna se o soustavu
N rovnic.
Jelikoz plati uy, € Sy, mizeme funkci zapsat jako linearni kombinaci bazovych

funkei {p;} prostoru Sy,. Tedy

wet) = 3 o))

kde «;(t) je Casové zavisly koeficient ptedstavujici hodnotu pfiblizného FeSeni
v prislugném uzlu V;, tj. o;(t) = up(Vi, t).
Dosadime-li toto vyjadfeni funkce u;, do tlohy (4.1) a soucasné funkce v, € S,

nahradime bazovymi funkcemi ¢;, dostdvame soustavu ve tvaru

(Eattat@) i) +o (S a®ala o) = L), i=L.r

i=1 i=1

(PzUa,(oxoi(x),mw) (W 5(@))s =1 PUL

i=1

Jelikoz pro skalarni soucin (-,-) i bilinedrni formu a(-,-) plati linearita, je

mozné prepsat rovnice na tvar

gag(t)(%%) * zai(ﬂa(%%) = L(y;), j=1,.,PU tel
iai(o) (pi(2), 05(2)) = (uf, 05(x)),  j=1,.., PU.

Nyni jsme prevedli parabolickou parcidlni diferencialni rovnici s okrajovymi

a pocatecnimi podminkami na soustavu obycejnych diferencialnich rovnic s po-
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¢atec¢nimi podminkami. Tuto soustavu véetné pocatecnich podminek mizeme za-

psat maticové ve tvaru

Bd/(t) + Aa(t) = F(t), tel

Ba(0) = U°, (42)

kde matice A = (a;;), B = (b;;) a vektory F = (F}),a = (o), U® = (U?) splituji

bij = (pi, 0j) = S{%%’d%
aij = a(;, ;) = S{Vsoz- - Vepjdz,
Fi(t) = L(pi) = g{f(t)smd:v,
U = (u, i) = [ulpida.
Q

Daéle se zamérime na vlastnosti téchto matic.

Poznamka 4.1. Vlastnosti matic:

Matice hmotnosti B (mass matrix):
e Symetricka: nebot skaldrni soucin (-, -) je symetricky
e Ridk4: jestlize nejsou V; a V; uzly stejného prvku, potom b;; = 0,
e Pozitivné definitni
e Pasova: pouze pii spravném ocislovani prvki a uzli triangulace
Matice tuhosti A (stiffness matrix):
e Symetricka: nebot bilinearni forma a(-,-) je symetricka,
e Ridka: jestlize nejsou V; a V; uzly stejného prvku, potom a;; = 0,
e Pozitivné definitni

e Pasova: pouze pri spravném ocislovani prvki a uzli triangulace
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4.2 ResSeni vzniklé soustavy ODR s pocéateénimi podmin-
kami

Aproximaci poc¢atecné-okrajové parabolické tlohy jsme dostali soustavu oby-

¢ejnych diferencialnich rovnic s pocatecni podminkou (4.2), tj.

Bd/(t) + Aa(t) = F(t), tel
Ba(0) = U°.

Pro vyteseni této soustavy musime zvolit nékterou z vhodnych numerickych
metod. Numerickd matematika v tomto ohledu nabizi Sirokou skalu vypocetnich
nastroju.

Jednu velkou skupinu tvoii jednokrokové metody. Vypocet nové hodnoty
se provadi pomoci dat z predchoziho kroku. Jednou z jejich vyhoda je napi. moz-
nost meénit délku kroku. Druhou skupinu tvoii mnohokrokové metody, kte-
ré pri reseni pracuji s hodnotami z nékolika predchozich kroki.

V této praci si rozebereme jednokrokovou f-metodu.

4.2.1 6H-metoda

Méame danu obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu s pocatecni podminkou

y/ - f(l‘, y),
y(z0) = Yo- (4:3)

Interval © = [A, B] rozdélime na dily A = 20 < 1 < ... < Tpp1 < Tpy = B
s krokem 7. Déle si ozna¢ime aproximace y* = y(z;) a polozime y° = yj.

Obecny tvar metody
vy =y 71 fti+o.my +o,4 =), i=1,...m—1
Varianty metody
o caplicitni Eulerova metoda pro 0, = 6, =0

o implicitni Eulerova metoda pro 0, = 6, =1
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1

e Crank-Nicholsonova metoda pro 0, = 0, = 5

O kvalitach numerickych metod vypovidaji jejich vlastnosti. V nasledujicich

definicich si popiSeme, co znamené konvergence a stabilita.

Definice 4.1. Metoda konverguje, jestlize pro kazdé x € [a, b] plati

lim y"
T—0*

= y(zn).

Definice 4.2. Uloha je stabilni, jestliZe mald po¢atecni zména vyvold malou

zménu Feseni.

Nyni si rozebereme jednotlivé varianty této metody trochu podrobnéji. Uve-
deme si vlastnosti téchto metod a ukazeme jejich modifikovany tvar pro zadanou

pocatecni tlohu.

Explicitni Eulerova metoda

Explicitni Eulerova metoda je nejjednodussi jednokrokova metoda pro feseni
pocatecni ulohy diferencidlnich rovnic 1.radu. Metodu je snadné odvodit z Tay-
lovororva rozvoje hledané funkce y.
Odvozeni:

Taylortv rozvoj se stfedem v bodé x je tvaru

y(z+71)=y(x) + 79 (2) + %T2y"(x) 4

Ze zadané rovnice (4.3) dostavame
y(x +7) = y(z) + 7f(z,y) + O(7%).
Predpis metody:
Ynt1 = Yn + TS (T, Yn)-
Definice 4.3. Lokalni chyba explicitni Eulerovy metody je dana vyrazem
L(y;7) = y(x + 1) —y(x) = 7f(z,y(z)).
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Ptesnost je urovana velikosti lokdlni chyby, ktera je v tomto piipadé fadu O(72).
Hromadénim lokélnich chyb vznika globalni chyba e, = y(z,) — y,. Mizeme do-
kazat, ze je fadu O(7).

Metoda je podminéné stabilni.

Modifikace explicitni Eulerovy metody pro soustavu (4.2):
Bajyy = (B—1A)a; + TF(t;)
Shrnuti:
e Vyhody: snadny vypocet - feseni linearnich rovnic

e Nevghody: pouze podminéné stabilni, linedrni rychlost konvergence

Implicitni Eulerova metoda

Nyni se podivame na implicitni variantu Eulerovy metody. Opét jednoduse
odvodime z Taylorova rozvoje funkce .
Odvozent:

Tayloriv rozvoj se stfedem v bodé x + 7 je tvaru
! 1 2,1
o) = o+ 7) =y e+ 1)+ 3T )
Ze zadané rovnice (4.3) dostavame

y(x+7)=y@)+7f(x+1y(@+7)+ 0.

Predpis metody
Yntl = Yn + f(anrla yn+1)-

Stejné jako pro explicitni variantu metody je lokalni chyba kvadratického
fadu, tj. L(y;7) = O(7?). Globélni chyba je opét linedrniho Fadu.
Metoda je absolutné stabilni.

Modifikace implicitni Eulerovy metody pro soustavu (4.2):

(B + TA) A1 = BOJZ' + TF(tZ;H).
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Shrnuti:
e Vyhody: absolutné stabilni

e Nevghody: linearni konvergence, naro¢na - feseni nelinearnich rovnic

Crank-Nicholsonova metoda

Predpis metody:

7 1
Yni1 =Yn +Tf xn+§7§(yi+1+yi) :

Lokalni i globalni chyba jsou kvadratického radu.
Metoda je absolutné stabilni.

Modifikace Crank-Nicholsonovy metody pro soustavu (4.2):
Shrnuti:

e Vyhody: absolutné stabilni, kvadratické rychlost konvergence (nejlepsi kon-

vergence z definovanych 6-metod, tj. nejpfresnéjsi vysledky)
e Nevyghody: narocna - feseni nelinearnich rovnic
Poznamka 4.2. Funkci F' v ¢ase t; + 5 mlZeme aproximovat vyrazem

F(tiy1) — F(t:)
5 .

pe
Ftl - )=
(t+])

Srovnani metod
Implicitni Eulerova a Crank-Nicholsona metoda jsou obé absolutné stabilni,

pricemz nejpresnéjsi vysledky ziskame druhou zminénou. Obé metody jsou vSak néa-

v/

rovnic.
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Oproti nim je explicitni Eulerova metoda jednodussi, nebot feSime pouze sou-

stavy linedrnich rovnic. Nemusime se vSak dopocitat vysledku, nebot metoda je

pouze podminéné stabilni.

Problém stability u explicitnich metod neni ni¢im vyjimenym. Je mozné jej

odstranit napi. vlozenymi algoritmy pro kontrolu kroku na zakladé zvolenych

toleranci.

4.3 Parabolicka parcialni diferencialni rovnice v prostoru

jedné dimenze

V této kapitole si ukazeme vypocet pomoci MKP pro parabolické rovnice

v prostoru 1D.

Necht f € C([a,b] x RT), u® € C([a,b]), p,q € R. Okrajovo-pocatecni para-

bolicka rovnice v 1D mé nasledujici tvar

Ut — PUgy + qU = f($7t>7
u(x,0) = uo(z),
u(a,t) = u(b,t) =0,

Varia¢ni formulace pro tuto tlohu zni:

Najit v € H spliiujici

(ug,v) + a(u,v) = L(v)

(u,v) = (u®,v)

kde
b
(ut,v) = [wv de,

b
a(u,v) = [(pugv, + quv) dz,

a

L(v) = fbfv dx.
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Triangulace v 1D

Nejprve provedeme triangulaci zvolené oblasti, tj. vytvorime sit. V nasem
pfipadé mame za oblast zvolen interval [a,b]. Ten rozdélime na koneény pocet
podintervalii [z, x|,k = 1, ..., PU. V takto vytvofené triangulaci mame celkem
PP = PU — 1 prvku (podintervali) a PN = PU — 2 vnitinich uzli.

Namisto prostoru Hg([a,b]) tedy budeme hledat feSeni na jeho kone¢né di-
menzionalnim podprostoru Sj. Ten se sklada ze spojistych, po ¢astech linearnich

funkci na zvolené triangulaci.

Bazové funkce v 1D

Bazové funkce v 1D jsou definované nasledujicim predpisem

T—Tj5-1 . v
ﬁ, jestlize v;_; <z < x;
pi(z) = ﬁ, jestlize z; < x < x4y (4.4)
0 jinde.

Jak vidime na obrazku 1, jedna se o po castech linedrni funkce s malym

nosicem. Nékdy byvaji tyto funkce oznacovany jako stiechové nebo stanové.

@
VA A e /
\ Y /A VAN /
/ N/ e ol v/
AV, N/ \/ \/
X1 X Xit1

Obrazek 1: Bazové funkce v 1D.

Diskretizace tlohy v 1D

Jelikoz méame pro tlohu predepsany Dirichletovy okrajové podminky, budeme
sestavovat bazové funkce {¢;} prostoru Sj, pouze ve vnitinich uzlech triangulace.

Za teSeni v hrani¢nich uzlech dosadime predepsané hodnoty, tedy

up(xo,t) =0, up(zpy,t) = 0.

27



Nyni provedeme diskretizaci tlohy ve vnifnich uzlech z;, i=1,...,PN. Reseni

ulohy u; miizeme pomoci bazovych funkci prostoru .S, zapsat jako

t) = Z ai(t)pi(z)

Po aproximaci feseni dostavame soustavu obycejnych diferencialnich rovnic

s pocatecni podminkou ve tvaru

PN PN '
- PN _
;a(O) (is ) = (ud, 0;) j=1,...,PN.
Ulohu mtiZzeme zapsat maticové ve tvaru
Bd' + Aa = F,
Ba(O) = Uo,
kde
b
bij = (i, ;) = [ @i(x) ) dz
b
ai; = a (i, ) = [ (p#i(2)@) () + qpi(2)p;()) da

Poznamka 4.3. Uzitim metod numerické integrace a vyuzitim vlastnosti bazo-

vych funkci vypocitame matice a vektory hledané soustavy:

4 1 2 —1 4 1
b 1 4 1 -1 2-1 b 1 4 1
b q
: e | ; o 5 .
1 41 -1 2 -1 1 41
14 -1 2 14
fo+4fi+ fo ug+4u§+u§
h +4f + h uy + 4us + u
PO T B L B B R A
6 : 6 :
In2+4fva+ [N ul g+ 4ud, + U
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kde f; = f(z:,t) a uf = u’(z;).

Reseni soustav ODR

Soustavy budeme fesit metodami popsanymi v kapitole 4.2. Vysledky zazna-

mename dvéma zpusoby:

e Graf: Vykreslime graf hledané funkce w,. Abychom ukézali vyvoj feseni,

vykreslime graf ve vice ¢asovych krocich.

e Video: Grafy funkce uy, v jednotlivych ¢asovych krocich spojime do animace,

¢imz dostaneme nejlepsi ukazku vyvoje feseni tulohy.

Zatimco graf je mozné vysazet v textu této prace, pripadna videa k prikladim

budou na ptilozeném CD.

Priklady

Nyni si ukazeme feseni konkrétnich prikladt parabolickych tloh v 1D. Pri-
klady byly feseny v programu MATLAB a pfislusné M-fily jsou uloZeny na pfi-
lozeném CD.

Témér nikdy nezname presné feseni, takze nemame moznost ovérit spravnost
vysledkti. Mtzeme ale tlohu spocitat na riznych triangulacich nebo pouzit riizné

vypoctové metody. Porovnanim ziskanych hodnoty ukazeme jejich spravnost.

Priklad 4.1. V této tloze budeme fesit rovnici vedeni tepla s nenulovou pravou

stranou a nulovymi podminkami na intervalu [0, 2] v ¢ase [0, 1].

U — Ugy = T (z,t) € (0,2) x (0,1)
uw(0,t) =u(l,t) =0 te(0,1)
u(z,0) =0 z € (0,2)

Triangulace
Nejprve provedeneme triangulaci, tj. rozdéleni intervalu [0,2] pomoci uzl

{z;; 1=0,...,4} na 4 podintervaly o délce h = 0.5.
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Reseni

Z teseni vylou¢ime hranic¢ni uzly zo = 0 a x4 = 2, v nichz je hodnota pre-
dem uréena zadanou okrajovou podminkou. Pro zbylé 3 vnitini uzly sestavime
dle pfedpisu v Pozndmce 4.3 matice A, B a vektory F, U° pro soustavu oby-

¢ejnych diferencidlnich rovnic. Tu potom mutzeme vyfesit metodami popsanymi

v kapitole 4.2 s krokem 7 = 0.01.

Uloha je fesena v piilozeném M-filu s ndzvem SemiiD_Pril.m.
Vysledky
Na obrazku 2 vidime ve vybranych casovych krocich feseni tilohy vypocitané

implicitni Eulerovou a Crank-Nicholsonovou metodou. Obé metody jsou abso-

lutné stabilni a jejich feseni jsou si velmi podobna.

0.6

0.4

0.2

0.6

0.4

0.2

Cas: 0.200000

Cas: 0.500000

0.6

0.4

0.2

0

0.5

.1

1.5

Cas: 0.700000

2 0 0.5

1

1.5

Cas: 1.000000

0.6

0.4

0.2

0.5

1.5

\ ol
2 0 0.5

Crank-Nicholsonova metoda
implicitni Eulerova metoda

Obrazek 2: Crank-Nicholsonova a implicitni Eulerova metoda.
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Na obrazku 3 vidime, zZe Teseni explicitni Eulerovou metodouzcela zfejmé neni
spravné. Metoda je pouze podminéné stabilni a v tomto pripadé se zvoleny krok
7 = 0.1 ukazal jako nedostatecny. Jako vhodné zvoleny se ukazuje jiz polovi¢ni

krok 7 = 0.05.

Cas: 0.200000 Cas: 0.500000
60 60
40 40
20 20
0 0 e —
-20 -20
-40 -40
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Cas: 0.700000 Cas: 1.000000
60 60
40 40
20 20
0/\/\ 0
-20 -20
-40 -40
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Obrazek 3: Explicitni Eulerova metoda.

Reseni tilohy na rtiznych triangulacich

Nyni si ukdzeme feseni tlohy na dvou rinych triangulacich. Pocitdme tilohu
se 4 prvkovou a 20-ti prvkovou triangulaci. Interval [0, 2] délime postupné s kro-
kem h = 0.5 a h = 0.1. Pii feSeni pouzijeme Crank-Nicholsonovu metodu s
krokem 7 = 0.01. Srovnanim triangulaci se vénuje M-file Semi1D_Pr1_2.m.
Vysledky

Na obrazku 4 vidime srovnani vysledki zadané tlohy fesené Crank-Nicholsonovou
metodou pro obé zvolené triangulace. Reseni s vétsim poc¢tem krokti je presnéjsi.

Priubéh reseni pro obé triangulace je zaznamenan na videu Semi1D_Pr1_CN.avi.
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Cas: 0.240000

Cas: 0.500000

0.6 0.6
0.4 0.4 /
A y
— \ V.
7 \ 2 V7
0.2 - . 0. p
7 \
0 0
0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5
Cas: 0.750000 Cas: 1.000000
0.6 0.6
~ N / -
Y ) \
0.4 Vs 0.4 ,
y \ 7
/ \ Y,
0.2 \ 0.2
\
\
0 0
0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5
20 prvku
— — — 4 prvky

Obrazek 4: ReSeni tlohy Crank-Nicholsonovou metodou pro triangulace se 4 a 20
prvky.

L]

Priklad 4.2. Resime tlohu s nenulovou ¢asové zdvislou pravou stranou a nenulo-
vou pocatecni podminkou. Pti zadani tlohy je nutné, aby si pocatecni a okrajové
podminky odpovidaly. Na levé strané rovnice navic pribyl novy linearni ¢len hle-

dané funkce w.

Uy — Uy — 3u = t2x? — sin(t) cos(x) (z,t) € (0,2) x (0,1)
u(0,t) =u(2,t) =0 te(0,1)
u(z,0) = z(2 — x) z € (0,2)
Regeni

Pracujeme s 20-ti prvkovou triangulaci, tj. A = 0.1. Vzniklou soustavu budeme
nyni fesit Crank-Nicholsonovou metodou s krokem 7 = 0.005. Uloha je feSena

v prilozeném M-filu Semi1D_Pr2.m.
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Vysledky
Na obrazku 5 vidime feSeni tlohy ve vybranjch casovych krocich. Nahled

na pribéh celého feseni v case je mozny ve videu SemilD_Pr2_CN.avi.

0.25 Cas: 0.000000 0.25 Cas: 0.330000
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
. . /_\
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
0.25 Cas: 0.665000 0.25 Cas: 1.000000
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 /\ 0.05
0 0
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Obréazek 5: ReSeni tilohy Crank-Nicholsonovou metodou.

Stejné jako v predchozim prikladé je mozné tlohu vytesit také explicitni ¢i im-
plicitni Eulerovou metodou na riznych triangulacich.

&

4.4 Parabolicka parcialni diferencialni rovnice v prostoru
dvou dimenzi

V této kapitole si ukdazeme MKP pro parabolické rovnice v prostoru 2D.
Necht je ddna oblast Q@ C R? a plati ¢,p,q,f € C(Q x RT), «° € C(Q)

ahi, hy € C(TyxRT). Potom okrajovo-pocatecni parabolickou rovnici definujeme
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v nasledujicim tvaru

cug —pAu+qu= f(x,y,t), (r,y) €Qat>0,
u(z,y,0) = u’(z,y), (z,y) € Q,

u(z,y,t) =0, t>0, (x,y) € I'y,

—p% = hqu — he, t>0, (x,y) € Iy.

Varia¢ni formulace pro tuto ulohu zni:
Najit u(t) € Hy spliujici

(ug,v) + a(u,v) = L(v), Yo e Hi, t>0

(u,v) = (u0,v), Vo € H}, t =0, (4.5)

kde
(up,v) = [ dady,
Q

a(u,v) = [ (pVuVo + quv) dedy + [ hquo ds,

Q 1)

L(v) = [ fv dedy + [ hav ds.

Q Iy

Triangulace ve 2D

Nejprve provedeme triangulaci zvolené oblasti 2, tj. vytvorime sit. Tuto oblast
rozdélime na konecny pocet podoblasti K, které splnuji podminky triangulace
popsané v kapitole 3.1. Ve dvourozmeérnych prostorech se nejcastéji pouzivaji
trojuhelnikové prvky, ale je mozné zvolit libovolné oblasti. My budeme pracovat
s trojuhelnikovymi prvky.

Oznacime si PP pocet prvki (trojuhlelnikii), PU pocet uzlti, PN pocet uzl
lezicich na hranici I's nebo uvnitt oblasti {2, PB pocet uzli lezicich na hranici I'y
a PS pocet stran na hranici I'y. Oznacme si T, mnozinu prvka K a T'S, mnozinu
stran S hranice I's.

Déle si oznac¢ime prvky a uzly triangulace. Pro lepsi praci pii vypoctech ocis-
lujeme uzly na hranici Ty ¢isly PN + 1, ..., PP. Prvky znac¢ime {K;}Z! a uzly

PU o v , v 17 v s s
{V;}:21. Prvek miizeme zapsat pomoci trojéisli oznacujici vrcholy prvku.
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Namisto prostoru Hj(€2) budeme hledat feseni na jeho kone¢né dimenzional-
nim podprostoru S,. Ten se sklada ze spojitych, po ¢astech linearnich funkei na

zvolené triangulaci.

Bazové funkce ve 2D

Bézové funkce {p;}2Y prostoru Sy, jsou po ¢astech linearni funkce definovany

v uzlech V;, i =1, ..., PU spliujici

L i =J

#ills) = {07 i £
Tyto baze nazyvame globalni, nebot jsou takto definované na celé triangulaci
T),. Piiklad triangulace a globalni baze ve 2D vidime na obrazku 6. S nimi jsme
si vystacili pri feseni problematiky parabolické tilohy v 1D, ale nyni je pfi feseni

nevyuzijeme.

Obrazek 6: Globalni bazové funkce v 2D.

Jelikoz predpokladame trojuhelnikové prvky, je zfejmé, ze na kazdém prvku K
existuji pravé 3 baze majici zde sviij nosi¢. Ozna¢me si NX = {w;, wy, w3} re-
strikce téchto bazi nad zvolenym prvkem. Dle definice prostoru S;, vime, ze tyto
baze jsou tvaru wj(x,y) = a; + bjz + ¢y, j = 1,..., 3 a spliuji

_J0 proi#j, . .
w](‘/;)_{l proi:j, 27]_172737

kde V;, © = 1,2,3 jsou vrcholy prvku K. Takto vyjadiené baze na konkrétnim

prvku nazyvame lokalni.
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Pii Teseni budeme hledat tzv. elementarni matice a vektory pro jednotlivé
prvky za pomoci lokalnich bazi. Z nich potom sestavime globalni matice pro sou-

stavu obycejnych diferencialnich rovnic.

Diskretizace ulohy ve 2D

Diskrétni formulace tlohy je tvaru:

Najit u, € S, splnujici
(teh, vn) + a(up, o) = (f,on), Yuu € Sh,

kde

(utpson) = Y. [ cuppop dedy,
KeTy, K

alup,vp) = > [ (OVu Vo, + qupvy) dedy+ Y. [ (hyupvy) ds,

KeTy K SeTSy S

L(vp) = > [ fondedy+ 5 [ hovy ds.
KeTp K SETSy S
Diskretizaci tlohy rozdélime na diskretizace na prvcich a diskretizace na stra-

nach, kde musi byt splnéna pfedepsana okrajova podminka.

Diskretizace na prvcich
Reseni tlohy wj, na prvku K zapiSeme pomoci lokélnich bazovych funkeci

ve tvaru
(x,y,t) E o (Hw;(z,y) = NKaX.

Pomoci takto vyjadiené funkce budeme hledat vyjadfeni matic a vektori
na prvcich dle nésledujich predpist:

BX(t) = (N¥,NK) = [{ (NS)" ()N dady
A1) = o(N¥,NF) = | ((VNK)T p(t)VNE + (NK)Tq(t)NK) dzdy

() = LV = | ((NK)T f(t)) dzdy
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P1i feseni téchto integralit budeme vyuzivat nékteré numerické formule, napf.

/ g dxdy = S(K)g(zr,yr),
K

nebo

| 9 dady = ZS(K) (s, ) + 9o 12) + gz, 1))

kde (x1,11), (z2,¥2), (z3,y3) jsou soutadnice vrcholii trojihelnika K, (zr,yr)

Vv

Aplikaci téchto integralnich formuli na integraly pro elementarni matice a vek-

tory dostavame

oK C(xlaylut) 0 0
BK(t) = ? O C($27yzat) 0 )
0 0 c(w3, Y3, 1)
K _ K K rK
t 1 2 1 2
e ]
v R
UK Q(Ilayht) 0 0
Ag((t) = ? 0 Q($27927t) 0 )
0 0 q(ws, ys, t)
K v !
F (t) = Ff(xTa yr, t) 1 ;
1

vt = (Y3 — y1) (w2 — 21) — (21— 23) (Y1 — o),
ri = (x5 — x1) (22 — x3) + (Y2 — y3) (Ys — ¥1),
ry = (r3 — z2) (22 — 1) + (y3 — ¥2) (%2 — 1),
ry = (z2 — z1)(21 — 23) + (1 — ¥3) (Y2 — v1).-

Diskretizace na stranach
Reseni tlohy wu;, musi na stranach S spliovat predepsanou Neumannovu okra-

jovou podminku.
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Pro strany triangulace plati, Ze existuji pravé 2 baze, které jsou zde nenulové.

Restrikce téchto bazi na dané strané S oznacime jako N° = {w;,ws}.

Na zakladé zvolené baze zapiSseme hledanou funkci u;, na strané jako

tacy Za wi(z,y) = N%a”,

Pomoci tohoto zapisu budeme hledat matice a vektory na stranach podle ptred-
pisu
AS(t) = a(NS, NS) = f(( " a NS) dzdy,
s

FS(0) = LN%) = | (V)" ha(t)) dady.

Pii vypoctu integralit vyuzijeme opét integralnich formuli, napt. lichobézni-

kovou formuli

d
/Sg drdy = 3 (g(27, 1) +g(25,y5)) drdy,

kde (z5,v5), (x5, y5) jsou krajni body strany S a d = \/(:ES —a3) + (y5 — y5) je
délka strany.

Aplikaci této formule dostavame matici a vektor pro strany ve tvaru

d ( hy(xs,ys,t 0 d ( ho(xs,ys,t
AS(t):—< 1( 10y1 ) R St))’ FS(t):§< 2(;?{1@ ))

2 ha(z5, 5, ho (x5, 5, 1)

Sestaveni globalnich matic a vektoru

Pomoci nalezenych matic pro prvky a strany mutzeme zapsat tlohu ve tvaru

ZBK@IK+ZAKQK+ZKSS ZFK+ZFS

KeTy, KeTy SeTSy KeTy SeTSy
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P1i sestavovani budeme postupovat dle tzv. eliminac¢niho algoritmu. Rovnice
prislusné uzlim na hranici I'; nesestavujeme a za feSeni dosadime hodnoty pre-

depsané podminkou.

Na zékladé tohoto vyjadfeni muZzeme sestavit globalni matice B, A a vektor F,

pro néz plati

F
Up.

Ba' + Aa
Ba(0

Uzitim popsaného postupu jsme ziskali ridké pasové matice, jejichz zaplnéni
vidime na obrazku 7. Matice B je v tomto piipadé dokonce diagonalni. Zobrazené

matice jsou prevzaty z prikladu 4.3.

.
20 . 20
.

25 25
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
nz=24 nz =100

(a) Matice hmotnosti B. (b) Matice tuhosti A.

Obrazek 7: Schéma globalnich matic soustavy

Soustavu budeme fesit nékterou z metod popsanych v kapitole 4.2.

Piiklady

Priklad 4.3. V tomto prikladé si ukaZeme FeSeni parabolické ulohy tvaru

w—Aut+u=x+y (x,y) € (0,2.5) x (0,2), t € (0,1)
u(z,y,0) =0 (x,y) € (0,2.5) x (0,2),
u(z,y,t) =0 y=0, z€[0,2.5]
—Sulewd) — =0, =25, y=2.

39



Mame zadanu parabolickou tlohu na obdélniku s nulovou pocatecéni podmin-
kou a smisenou okrajovou podminkou.
Triangulace

Nejprve vytvorime sif pro zadanou oblast dle obrazku 8. Osu z i osu y jsme
rozdélili s krokem h, = h, = 0.5, ¢imz jsme dostali 40 prvkd. Témi jsou rovnora-

menné trojihelniky.

0.8

0.6

0.4}

0.2f

Obrazek 8: Triangulace zadané oblasti.

Resend

Dle postupu v kapitole Diskretizace tlohy ve 2D na strané 36 sestavime ma-
tice a vektory pro soustavu obycejnych diferencialnich rovnic. Vzniklou soustavu
budeme fesit f-metodami (tj. implicitni Eulerovou, explicitni Eulerovou a Crank-
Nicholsonovou metodou) s krokem 7 = 0.1.

Uloha je feSena v pfiloZzeném M-filu Semi2D_Pri.m.
Vysledky

Na obrazku 9 jsou zakreslena v grafech feseni jednotlivych metod v koneéném
case 1s.

Z obrazku vidime, ze vysledky tlohy ziskané implicitni Eulerovou metodou
a Crank-Nicholsonovou metodou jsou velmi podobné. Lepsi nahled ziskame zhléd-
nutim celého pritbéhu feseni tlohy na videich Semi2D_Pri1_iEM.avi (implicitni

Eulerova) a Semi2D_Pr1_CN.avi (Crank-Nicholsonova).
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Crank—Nicholsonova metqda — Cas: t=1.000000

2000

-2000
2

Obrézek 9: Reseni tlohy v ¢ase 1s.
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Zvoleny krok nebyl dostatecny pro explicitni Eulerovu metodu, coz je patrné
z obrazku 9 i ze zdznamu feSeni na videu Semi2D_Pr1_eEM.avi. Spravné reseni
ziskame napiiklad volbou kroku 7 = 0.01. MiZeme se o tom presvédcit na videu

Semi2D_Pril_eEM2.avi. &

Priklad 4.4. Ukazeme si feSeni parabolické tlohy tvaru

w—Au+u=2x+y (x,y) € (0,2.5) x (0,2), t € (0,1)
u(z,y,0) =0 (z,y) € (0,2.5) x (0,2),
u(z,y,t) =0 =0, z €0,2.5]
Souled) =0, x=25 y=2
Resent

Vidime, Ze se jedné o stejné zadani jako v pfedchozim ptikladu, ale pouzijeme
jemnéjsi sit dle obrazku 10. Osu x rozdélime s krokem h, = 0.1 a osu y s krokem

h, = 0.25. Timto dostaneme triangulaci o 400 prvcich.

181 ]

1.6 i

0.8 4

0.6 i

0.4 .

Obrazek 10: Jemnéjsi triangulace zadané oblasti.
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Na rozdil od pfedchoziho ptikladu, kdy jsme triangulaci vytvorili ru¢né, byla
nyni pouzita matlabovska funkce DelaunayTri, proto je sit nepravidelna.

P1i feseni pouzijeme Crank-Nicholsonovu metodu s krokem délky 7 = 0.005.
Uloha je feSena v prilozeném M-filu Semi2D_Pr2.m.
Vysledky

Na obrazku 11 vidime feSeni tlohy v konecném case 1s. Lépe uvidime pri-
béh zadané tlohy na priloZzeném videu s nazvem Semi2D_Pr2_CN.avi. Na videu

Semi2D_Pr2_CN2.avi potom vidime feSeni véetné prvki triangulace. &

Crank—Nicholsonova metoda — Cas: t=1.000000

Obrazek 11: Reseni tilohy Crank-Nicholsonovou metodou v ¢ase 1s.
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5 MKP pro parabolické rovnice II - Rotheho
metoda

Druh4 metoda, kterou se budu ve své praci zabyvat, se jmenuje Rotheho me-
toda, nékdy nazyvana také jako metoda casové diskretizace. Stejné jako v pfed-
chozi kapitole se budeme vénovat feSeni linearni parabolické tlohy v jedné a dvou
prostorovych dimenzich.

Zapis tlohy v obecném tvaru

uw—Au=f na Q x [
u =0 nal ' x /1
u(-,0) = u° na Q.

Pfi feseni budeme vychazet ze semidiskrétniho ptepisu tlohy (4.1). Tedy nej-
prve je nutné zvolit triangulaci T), = { K} oblasti  podle kapitoly 3.1. Ozna¢me
si PU pocet uzlt. Déle nad zvolenou triangulaci uvazujeme prostor S;, spojitych
a po ¢astech linedrnich funkci s bazovymi funkcemi {p;(x)}ZY, které byly po-
psany v kapitole 3.2. Semidiskrétni schéma tlohy zni
Najit uy, € Sy, splinujici

(Ut p,vn) + a(up,vp) = L(vg),
(un(0),vp) = (ud,vp), Yoy, € Sh.

Nyni zvolme déleni ¢asového intervalu [0, T']. Tedy najdeme posloupnost bod
{t,=n7t; n=0,1,..., M} s krokem 7 = % Poté si oznacime restrikce funkce uy,
v danych ¢asovych bodech " jako u}(z) = up(z,t"), x € Q. Podobné oznacime

fr=f(,t") a L™(v,) = (f", vp). Tim dostaneme soustavu rovnic ve tvaru
(up,vn) +aluy,vn) = L"(vp) Von € Sy, n=1,..., M. (5.1)

Hodnotu funkce u zndme, nebot je ddna po¢atecni podminkou, tj. u9 = u(0).
Prostorové derivace neménime, ale je potieba odstranit v tloze casovou deri-
vaci. Tu muzeme nahradit pomoci riznych diferen¢nich podila. V néasledujicich
kapitolach si ukdzeme pouziti nékterych numerickych metod pii casové diskreti-

zaci ulohy.
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5.1 Explicitni Eulerova metoda

Nejprve se podivame na nahrazeni ¢asové derivace pomoci explicitni Eulerovy

metody

noo Up(tni1) — un(ty) U;LLJ’_l — uj
Upp = .
T T

Nahradime-li timto vyrazem derivaci v soustavé (5.1), dostaneme rovnice ve

tvaru
uttt —
(h—h,vh) +a(up,vn) = L™(vg), Yo, € Sp, n=0,....,M—1. (5.2)
-
Ty mtzeme dale upravit
1 1
- (up™, o) + a(uy, vy) = - (up,vn) + L"(vs), Yu, €Sp, n=0,...,M—1.

Nyni provedeme diskretizaci feseni v prostoru. Reseni potom hledame jako v kla-

sické MKP ve tvaru linedrni kombinace koeficientd ' a bazovych funkci

{Qpl}iUl S Sh7 tj'
PU
it =3 o)
=1

Dosadime-li toto vyjadfeni funkce u} do rovnice (5.2) a soucasné funkce vy,

nahradime bazovymi funkce ¢;, dostavame soustavu rovnic ve tvaru

(2

(St o) = 2 (S arate). o) —a (S v o) +
L (pi(x)), j=1,..PU; n=0,..M—1.

Soustavu zapiSeme maticové

1 1
_Ban—H _ _Ban_Aa”+Fn7 n:O,...,M_l, (53)
T T
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kde

A= (Clz‘j)7 Q5 = a(%‘, @j) = IV%V%‘ dx,
Q
B = (bij)a bij = (%;%‘) = f%’%’ dx,
Q

F=(F}), F}' = L"(g;) = g{f"% da.
Jak je vidét, jedna se o matice A, B a vektor pravé strany F', které jiz byly
popsany pii feseni parabolické tlohy semidiskrétni metodou. Vlastnosti matic

tedy ztistavaji stejné, jako byly popsany v Poznamce 4.1.

Soustavu muiizeme jesté upravit na tvar

Ba™'= (B —71A)a" +7F", n=0,..,M—1,

5.2 Implicitni Eulerova metoda

Dale si ukazeme nahrazeni ¢asové derivace pomoci implicitni Eulerovy metody

n o un(tn) —un(tar)  up —up!
ugy, ~ -
T T
Dosazenim do rovnice (5.1) dostaneme
ult —u)
T +a(up,v,) = L™(v), Yo € Sy, n=1,.., M. (5.4)

Rovnici mtzeme dale upravit
1 n n 1 n—1 n
- (up,vp) + alup,vp) = - (uh ,vh) + L"(vy), Yu, € Sp, n=1,.... M.

Reseni opét hledame ve tvaru linedrni kombinace koeficientti a bazovych funkeci
PU
n __ n
up = E o pi(T).
i=1
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Dosadime-li toto vyjadieni funkce u} do rovnice (5.4) a soucasné funkce vy,

nahradime bazovymi funkce ¢;, dostavame soustavu rovnic ve tvaru

HE o)) +o (Satwleheo) = (T ate ) +
+I7 (gy(2)), j=1,. PU, n=1,..., M.

Soustavu mtzeme zapsat maticové ve tvaru

1 1
~Ba"+ Aa" = -Ba" '+ F", n=1,.. M.
-

-
Jedna se opét o stejné matice, které byly popsany v Poznamce 4.1.

Soustavu muzeme jesté upravit na tvar

(B+71A)a" = Ba™ ' +7F", n=1,.. M. (5.5)

5.3 Crank-Nicholsonova metoda

Na rozdil od predchozich Eulerovych metod, budeme nyni celé schéma diskre-

tizovat v ¢ase t,_1 = (n — 1)7. Resime tedy soustavu
2

n_ ,n—1 n n—1
(B8 o (B ) - e, o

N[ =

Yo, € Sy, n=1,..., M.

Reseni hledame ve tvaru linearni kombinace koeficientt a bazovych funkci, tj.
PU
n o __ n, ..
up =y alei(a).
i=1

Dosazenim tohoto vyjadfeni funkce u} do rovnice (5.6), dostavame soustavu

rovnic zapsanou maticové ve tvaru

<B+%A)a":(B_%A)a"*1+%(F”+F”*1), n=1,.,M (57

Matice v soustavé opét spliuji podminky popsané v Poznamce 4.1.
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5.4 Rotheho funkce

Vyftesenim ziskanych soustav diferen¢nich rovnic dostavame hodnotu hledané
funkce wu, v Case t". Nyni si ukdzeme, jak ziskame aproximaci pfesného feseni
u(z,t).

Nadefinujeme si pro déleni ¢asového intervalu po ¢astech linearni funkci

(t—=ti—1) jestlize t; 1 <t < t;

Pi(t) = § Lt jestlize t; < t < ti

T

0 jinde.

Pomoci téchto funkci definujeme Rotheho funkci predpisem

Pravé Rotheho funkce u” je hledanou aproximaci presného feseni.

5.5 Parabolicka parcialni diferencialni rovnice v prostoru
jedné dimenze

Necht f € C([a,b] x RT), u® € C([a,b]) a p,q € R. Okrajovo-pocateéni

parabolickd tloha v 1D mé néasledujici tvar

Up — Plze + qu = f(t,7), a<r<balO<t<T,
u(z,0) = uo(z), a<z<b,
u(a,t) = u(b,t) = 0, t>0.

Vime, 7Ze feseni vychazi ze semidiskrétni formulace.

Je nutné najit triangulaci oblasti dle kapitoly Triangulace v 1D na strané 27.
Interval rozdélime na koneény pocet podintervall [z;_1, x;]. Ozna¢me si PU podet
uzlt z; a PN = PU — 2 pocet vnitinich uzlt.

Reseni poté miizeme hledat na koneéné dimenzionalnim podprostoru S, C V,

ktery se sklada ze spojitych, po ¢astech linearnich funkci na zvolené triangulaci.
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Prostor je charakterizovan bazovymi funkcemi, které jsou v 1D definovany

predpisem
f:a;jfll, jestlize z;_1 <z <
J J—
. Tj4+1—T . ov
wi(z) xjjﬂ,xj, jestlize v; < x < x4
0 jinde

Jelikoz mame pro tlohu pfedepsany pouze Dirichletovy podminky, budeme se-
stavovat bazové funkce {¢;} prostoru Sj, pouze ve vnitfnich uzlech triangulace x;,
t=1,..., PN. Za feSeni v hrani¢nich uzlech dosadime hodnoty predepsané v pod-
mince.

Semidiskrétni formulace pro tuto tlohu poté zni:

Najit u, € S, splnujici

(ung,vn) + alun,vp) = L(vp) Yv € Sy, t >0,
(up,vp) = (u),vp) Vo € S, t=0.

Rozdéleni ¢asové osy

Ulohu méame predepsanou na ¢asové ose [0, T]. Tuto osu si rozdélime na M

podintervalti o délce 7, tj. t = {t;}M ), kde to =0, tyy =T a7 =1, —t, 1.

Casova diskretizace tlohy

Nyni provedeme diskretizaci ulohy napt. pomoci Crank-Nicholsony metody.

Hledanou funkci u;, nahradime hodnotami v case ¢, 1. Tim dostaneme sou-
2

stavu (5.6), kterou mtzeme dale upravit jako

_ T T o
(uh, vn) = (up ™" on) + salug, o) + Sa(u; ™

T T _
5 5 ,’Uh) = §L”(vh) + L 1(Uh>,

2

Yy, € Sh, n=1..M,

kde hodnota u} pro n = 0 je definovana pocatecni podminkou tlohy.
Nyni nas uz v rovnici netrapi ¢asova proménnda t, mizeme tedy postupovat

jako pfi klasické MKP pro eliptické tlohy.
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Diskretizace tlohy v 1D

Reseni tlohy u} v ¢ase t,, mtizeme pomoci bazovych funkci prostoru S;, zapsat

wi(@) = 3 arelo)

Takto vyjadfenou funkci u}’ dosadime do schématu (5.8). Po tipravé dostavame

soustavu
(B + %A) " = (B — %A) "t % (F"+F""), n=1,.,M,

kde matice A, B a vektory F" = F(t,),U° jsou definovany stejné jako v Po-
znamce 4.3. Pouze vektor pravé strany neni v tomto pripadé funkci proménné t,
ale pracujeme s jeho hodnotami v case t,,. Odtud dostaneme posloupnost vek-
tortt { F" M.

Timto jsme dostali soustavu diferencnich rovnic, kterou miizeme vytesit po-
moci Matlabu nebo jiného vypocetniho programu. Jedna se o stejnou rovnici,
kterou dostaneme pfi semidiskrétni metodé uzitim Crank-Nicholsonovy metody

pro soustavu obyc¢ejnych diferencialnich rovnic.

Piiklady

Priklad 5.1. V této tloze budeme fesit rovnici vedeni tepla s nenulovou pravou

stranou a nenulovou pocate¢ni podminkou na intervalu [—m, 7] v ¢ase [0, 1].

U — DUy, — u = sin(z) cos(z) (x,t) € (—m,m) x (0,1)
uw(0,t) =u(l,t) =0 te(0,1)
u(z,0) = sin(zx) r € (—m,m)
Triangulace

Nejprve provedeneme triangulaci oblasti, tj. rozdéleni intervalu [—m, 7] po-
moci uzlt {z;; ¢ = 0,...,11} na 10 podintervalt (z;_1,x;), i = 1,...,11 o délce

h=1.
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Casovd diskretizace

Zadany casovy interval [0, 1] rozdélime s krokem 7 = 0.01. Diskretizaci pro-
vedeme pomoci Crank-Nicholsonovy metody dle predpisu (5.6).
Resend

Matice a vektory sestavime podle kapitoly Diskretizace v 1D na strané 50.
Poté dostaneme soustavu tvaru (5.7).

Uloha je fesena v piilozeném M-filu s ndzvem Rothel1D_Pri.m.
Vysledky

Na obrazku 12 vidime feSeni tilohy Crank-Nicholsonovou metodou ve vybra-

nych casovych krocich.

Cas: 0.000000 Cas: 0.330000
0.5 0.5
0 0 0
-0.5 -0.5
-2 0 2 -2 0 2
Cas: 0.660000 Cas: 1.000000
0.5 0.5

Obrézek 12: Regeni tlohy Crank-Nicholsonovou metodou.

Z obrazku je zfejmé, ze Teseni je liché, tedy symetrické podle pocatku soutad-
nic. To neni pfili§ prekvapivé, jelikoz prava strana tlohy a pocatecni podminka

jsou na zvoleném intervalu také liché funkce.
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Stejné jako u semidiskrétnich metod bychom nyni mohli tuto tlohu vyrte-
it s jemnéjsi triangulaci nebo pouzit jinou metodu. Pii volbé implicitni Eule-
rovy metody bychom fesili soustavu obycejnych diferenénich rovnic tvaru (5.5)
a v pripadé explicitni Eulerovy metody soustavu (5.3). Pro tento ¢asovy i prosto-
rovy krok davaji vSechny metody podobna feseni. Pfedvédcit se o tom mizeme
na videich Rothe1D_Pri_CN.avi (Crank-Nicholson), Rothe1D_Pr1_iEM.avi (im-
plicitni Euler), Rothe1D_Pr1_eEM.avi (explicitni Euler).

L]

5.6 Parabolicka parcialni diferencialni rovnice v prostoru
dvou dimenzi

Necht je déna oblast Q C R? a plati ¢,p,q, f € C(Q2 x RY), v € C(Q),
hi,hy € C(T'y x RT). Potom okrajovo-poc¢ateéni parabolickou tlohu definujeme

v nasledujicim tvaru

cup —pAu+qu = f(x,y,t), (r,y) €Qat>0,
u(z,y,0) = u(z,y), (z,y) € Q,

u(z,y,t) =0, t>0, (x,y) € I'y,

—pw = hju — hs, t>0, (z,y) € Is.

Nejprve najdeme triangulaci zadané oblasti dle kapitoly Triangulace ve 2D
na strané 34. Zvolenou oblast rozdélime na kone¢ny pocet trojuhelnikovych prvka K.
Oznac¢ime PP pocet prvki, PU pocet vSech uzli a PN pocet uzli lezicich na
hranici I'y nebo uvnitt oblasti €.

Reseni budeme hledat na kone¢né dimenziondlnim podprostoru S, C V.
Namisto globélnich bazi ¢;, pracujeme s lokdlnimi bazemi N¥ = {w;,ws, w3},
které jsou blize popsany v kapitole Bazové funkce ve 2D na strané 35.

Déle rozdélime casovy interval na M podintervalti s krokem 7 a zvolime
vhodnou metodu pro ¢asovou diskretizaci. Podrobnéji si rozebereme uziti Crank-
Nicholsonovy metody. Stejné jako u tloh v 1D dostaneme soustavu diferenénich

rovnic (5.7).
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Diskretizace tlohy ve 2D

Diskrétni formulace tlohy pro Crank-Nicholsonovu metodu je tvaru:
Najit up € S}, splnujici
(upt, o) — (up = on) + 2 (a(up,vp) +a (up = o)) = ZL™(vg) + ZL" (v),

Vv, € Sh, n=1..M,

kde
(up,on) = > [ (c"upvy) dady,
KeT, K
a(up,vp) = > [ (P"VupVu, + ¢"ujvy) dedy + Y. [ (hufvy) ds,
Kely, K SeTSy S
L™(vp) = > [ fMop dzdy+ Y [ hhvy ds,
KeT, K SETS), 5

" =c(x,y,tn), 0" = p(x,y,tn), " = q(x,y,tn), 5 = hao(x,y,t,), BT = hi(z,y,t,).

Jelikoz pracujeme s lokalnimi bazemi, budeme provadét diskretizaci jednotlive

pro prvky a strany.

Diskretizace na prvcich
Na kazdém trojihelnikovém prvku existuji pravé 3 baze N¥ = {w;,ws, ws},
. , o . S K _

které jsou zde nenulové. Pomoci nich mizeme Feseni tlohy ;™ v Case t,, na prv-

ku K zapsat ve tvaru

Z& NK nK

Pomoci takto vyjadiené funkce hleddme matice B™*, A™K a vektor F™F
jako BUK = (NK NK) AnK = o (NK NK), prk = [0 (NK).

S vyuzitim piislusnych integralnich formuli dostaneme matice A™% = AX(t,),
B™E = BE(t,) avektor F™K = FX(t,) pro prvek K ve stejném tvaru jako pro se-
midiskrétni metodu, viz. kapitola Diskretizace tilohy ve 2D na strané 36. V tomto

pripadé€ matice ani vektor nejsou casové zavislé, ale pracujeme s jejich hodnotami
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v ¢asech t", n =1, ..., M. Tim dostaneme posloupnosti matic {B"’K}j‘i

Diskretizace na stranach
Na kazdé strané existuji 2 baze N° = {w;,ws}, které jsou na ni nenulové.

Hledané feseni uj v Case t,, na strané .S zapiSeme jako

uZ’S(t, T,y) = a;” o

=1

wi(z,y) = N9a™5.

Matici a vektor pifslusny zvolené strané hleddme jako A™% = a(N9, N¥)
a F™5 = L™ (N9).

S vyuzitim piislusné numerické formule dostane matici A% = A5(t,) a vek-
tor F™% = F5(t,) pro stranu S ve stejném tvaru jako pro semidiskrétni metodu,
viz. kapitola Diskretizace tlohy ve 2D na strané 36. V tomto pfipadé matice
ani vektor nejsou jiz ¢asové zavislé, ale pracujeme s jejich hodnotami v case t,,

n =1,..., M. Odtud dostavame posloupnost matic {A”’S}anl a vektoru {F"’S}iil

Sestaveni globalnich matic a vektoru

Pomoci nalezenych matic a vektori pro prvky a strany miizeme zapsat tilohu

v Case t,, n =1, ..., M ve tvaru

Z (Bn,Kan,K_anl,Kanfl,K)_{_ Z (AnK nK+An lKO/L 1K)+

KeT), KeTy,

_i_% Z (An,SOén,S_FAnfl,Sanfl,S) — Z (FnK anl,K)_i_
SeTSy, KETh

+1 > (PS4 P
SeTSy

P1i sestavovani budeme postupovat dle tzv. eliminac¢niho algoritmu. Rovnice
prislusné uzlim na hranici I'; nesestavujeme a za feSeni dosadime hodnoty pre-

depsané v podmince.
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Na zakladé tohoto vyjadreni sestavime globalni matice A, B a vektor F,
pro néz plati
(B n g) o = (B _ gA) o+ % (F"+F™Y), n=1,. M

Priklady

Priklad 5.2. V tomto piikladé si ukazeme feseni parabolické tlohy tvaru

u—ANut+u=zt—y (z,y) € (0,2) x (0,2), t € (0,1)
u(z,y,0) =0 (z,y) € (0,2) x (0,2),
u(z,y,t) =0 y=0, z€]0,2]
—W:u—l r=0,r=2 y=2

Mame zadanu parabolickou tlohu na obdélniku s nulovou pocatecni podminku
a smisenou okrajovou podminkou.
Resent

Pracujeme na siti dle obrazku 13. Osu x i osu y jsme rozdélili se stejnym

krokem h, = h, = 0.4. Tim jsme dostali 50 trojthelnikovych prvki.

0.8

0.6

0.4

0.2r

Obrazek 13: Triangulace zadané oblasti.
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Provedeme casovou diskretizaci s krokem 7 = 0.01 a derivaci u; nahradime
postupné vSemi definovanymi metodami, tj. explicitni Eulerova, implicitni Eule-
rova, Crank-Nicholsonova.

Uloha je fesena v piiloZzeném M-filu Rothe2D_Pri.m.

Vysledky
Na obrazku 14 je zakresleno feseni llohy Crank-Nicholsonovou metodou ve vy-

branych casech.

Cas: t=0.000000 Cas: t=0.330000

Obréazek 14: Reseni tilohy Crank-Nicholsonovou metodou ve vybranych ¢asech.

Vysledky ziskané jednotlivymi metodami jsou vykresleny v prilozenych vi-
deich Rothe2D_Pr1_CN.avi (Crank-Nicholsonova), Rothe2D_Pri_iEM.avi (im-
plicitni Eulerova) a Rothe2D_Pri_eEM.avi (explicitni Eulerova).

Reseni implicitni Eulerovou a Crank-Nicholsonovou metodou jsou podobné.
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Zvoleny krok 7 = 0.01 byl v tomto piipadé dostatecny také pro explicitni Eulerovu
metodu. Pouzitim vétsiho kroku, napi. 7 = 0.1, by se jiz projevila nestabilita

metody. &
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6 Stabilita a srovnani metod

6.1 Stabilita reseni

Obecné kazda numericka metoda, tedy i MKP, by méla spliovat nasledujici

vlastnosti:
e Konzistence: diskretizaci musime ziskat dobrou aproximaci zadané ulohy

e Konvergence: numerické feseni musi byt dostatecné blizké presnému fe-

Seni ulohy
e Stabilita: feseni nesmi byt nachylné na malé zmény ve vstupnich datech
Budeme vychézet z diferen¢niho systému

(B+otd)a"™ =(B—(1-0)tA)a"+7((1—0)F" +oF"). (6.1)
Pro jednoduchost predpokladame, ze matice B a A jsou nezavislé na case.

Definice 6.1. Diferen¢ni systém je stabilni, jestlize mald zména v Case t, zui-

stava ohranicend v dalsim case ¢t < 7T.

Ozna¢me §" = o™ — @" rozdil dvou feSeni systému (6.1). Potom je splnéna

rovnost

(B+o7A) "™ = (B~ (1—0)7A)d"

Definice 6.2. Diferencni systém (6.1) je stabilni, jestlize existuje kladna kon-

stanta C' nezavisla na kroku 7 spliujici
18] < Clo°]
pron oo, 7T —0,t<T.

Definice 6.3. Diferen¢ni systém (6.1) je absolutné stabilni, jestlize plati

o™ < [16°-
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Pro 6 > % je systém (6.1) absolutné stabilni. Pro 6 < % musime volit krok 7

splnujici podminku
T . 1
h? — 6(1 —20)’
kde h = max diam(K).
KeTy

Nyni se zaméfime na semidiskrétni schéma (4.1).

Véta 6.1. Necht § € S}, splriuje homogenni semidiskrétni schéma, tj.

0 Y, € Sh, t>0
((50,Uh) Y, € Sh.

(04, vp) + a(6, vy)
; Un

(9, on)

o)l < 10°, t > 0.

Potom plati
Dukaz: Viz. [3], str. 23.

Poznamka 6.1. Funkce § v predchozi vété znaci rozdil dvou feseni semidiskrét-
niho schématu. S pfihlédnutim k definicim na zacatku této kapitoly, je uvedenou

nerovnosti dokazana absolutni stabilita semidiskrétniho schématu.

Nyni si uvedeme jednu vétu popisujici konvergenci semidiskrétniho schématu

pro parabolické tlohy.

Véta 6.2. Necht u je teSenim variacni dlohy (2.2) a wuy, spliuje semidiskrétni

schéma (4.1). Potom existuje konstanta C' takovd, Ze plati

) max HUHH2(Q)7

T
t) — t 2 < 1 log —
max} [u(®) = un(@)[|r2(0) < C ( T |8 h?|) te(o.1)

te(0,T

kde h = max diam(K).

KeTy,

Dukaz: Viz. [3], str. 23-26.

Dalsi informace ke stabilité a konvergenci metod pro parabolické tlohy jsou

uvedeny napt. v literatute [9].
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6.2 Srovnani metod

Semidiskrétni i Rotheho metoda vedou pfi pouziti stejnych numerickych me-
tod (explicitni Eulerova, implicitni Eulerova, Crank-Nicholsonova) na stejné sou-
stavy diferen¢nich rovnic. Obé vychazi z triangulace oblasti a rozdéleni ¢asové
osy. Lisi se pouze v poradi provedenych kroki.

P1i feSeni tlohy semidiskrétni metodou nejprve provedeme diskretizaci pro-
storové proménné, ¢imz dostaneme soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic.
K vyteseni této soustavy miizeme pouzit celou fadu numerickych metod.

Pomoci Rotheho metody provedeme diskretizaci feSeni pro ¢asovou i prosto-
rovou promeénnou soucasné. Pro nahrazeni Casové derivace vyuzijeme nékterou
z numerickych metod. Ulohu pfevedeme na Fedeni soustavy diferen¢nich rovnic.

Nyni si vypocitame priklad, u néhoz zndme presné feseni a ovéfime tak pfes-

nost nasich vypoctu.

Priklad 6.1. Zadani tulohy:

Up — Ugy = sin() (x,t) € (0,m) x (0,1)
uw(0,t) =u(l,t) =0 te(0,1)
u(z,0) =0 z € (0,m)

Zname presné feseni této tulohy:
u(t,z) = (1 — exp ) sin(x).

Resent

Najdeme triangulaci intervalu [0, 7] s krokem h = § a rozdélime ¢asovou osu
pomoci 7 = 0.05.

PouZijeme varianty definované #-metody (explicitni Eulerova, implicitni Eu-

lerova, Crank-Nicholsonova). Postupné tedy budeme fesit diferencni soustavy

Ba™ = (B —1A)a" + TF" explicitni Eulerova metoda,
(B +7A)a"! = Ba™ + TF"! implicitni Eulerova metoda,
(B+ A" = (B—ZA)a" + Z(F"™' + F")  Crank-Nicholsonova metoda.
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Uloha je feSena v prilozeném M-filu s ndzvem SrovnanilD.m.

Vysledky

Na obrazku 15 vidime feseni tlohy v case t = 1. Pfesné feseni je v grafech

zakresleno plnou kfivkou. Nejmensi chybu ziskdvame v tomto pripadé implicitni

Eulerovou metodou.

0.6

0.4

0.2

0.03

0.02

0.01

Crank-Nicholsonova metoda

N

7 N

e N

Ve N
/ \
/ \
/ \
/ \

1 2 3
Chyba

1 2 3

Implicitni Eulerova metoda

0.6

0.4

0.2

0.025
0.02
0.015
0.01
0.005

0.04

0.03

0.02

0.01

Explicitni Eulerova metoda

R

0.6 s N
0.4

02f /

Obrazek 15: Reseni tlohy a chyby pro jednotlivé metody zobrazené v ¢ase t = 1.

Kompletni vysledky tlohy pomoci jednotlivych metod jsou na prilozenych

videich PresnelD_ExplEM4.avi, PresnelD_ImplEM4.avi a PresnelD_CN4.avi.

Vysledky vsech metod se blizi pfesné hodnoté.

Chyby metod v priibéhu celého feseni jsou zobrazeny na pfilozenych videich

ChybalD_ExplEM4.avi, ChybalD_ImplEM4.avi a ChybalD_CN4.avi.

vewvs 20
Jemnéjsi sit

Resent

Nyni vytvofime novou triangulaci intervalu [0, 7| s krokem h = 5 a rozdélime

casovou osu opét pomoci 7 = 0.05.
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Reseni provedeme stejné jako pro predchozi triangulaci.
Vysledky

Na obrazku 16 vidime feseni tlohy v case t = 1. Pfesné feSeni je v grafech
zakresleno plnou kiivkou. Crank-Nicholsonova a implicitni Eulerova metoda jsou
velmi pfesné a jejich maximalni chyba je fadu 1073. Pfesngjsi je v tomto p¥ipadé
Crank-Nicholsonova metoda.

Pribéh feseni téchto téchto metod je zakreslen na videich Presne1D_CN20.avi
a PresnelD_ImplEM20.avi. Jejich chyby jsou ke zhlédnuti na ChybalD_CN20.avi
a ChybalD_ImplEM20.avi.

Pro explicitni Eulerovu metodu byl zvoleny krok nedostatecny. Celé feseni je

zakresleno na videu PresnelD_ExplEM20.avi. Je zfejmé, Zze metoda je nestabilni

Vv

Explicitni Eulerova metoda

Crank-Nicholsonova metoda Implicitni Eulerova metoda x 10"
0.6 0.6 o
10 L
0.4 0.4 ll\ ! o
10 h lll ot
[ T R T
[
02 0.2 5 nlln'lluln /
IR ! |
0 0 ol ity
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
X 10‘3 Chyba X 10‘3 Chyba X 1010 Chyba
6 15
1
4 10
0.5
2 5
0 0 0
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

Obrazek 16: Reseni tlohy a chyby pro jednotlivé metody zobrazené v ¢ase t = 1.

)
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ZAavér

Cilem prace bylo nastudovat teorii metody kone¢nych prvki a jeji aplikaci
pii feSeni parabolickych parcidlnich diferencidlnich rovnic. MKP je vypoctova
numerickd metoda zalozend na diskretizaci ulohy. Je charakteristickd rozdélenim
oblasti na elementy, obvykle trojihelnikového tvaru. Reseni hleddme jako line-
arni kombinaci jednoduchych funkci, které jsou nenulové pouze na malém poctu
element.

Pro parabolické tlohy existuji dva typy metod. Prvni je tzv. semidiskrétni
metoda. Jejim principem je provedeni diskretizace tlohy v prostoru a tim k pfe-
vedeni hledané tlohy na soustavu obycejnych diferencialnich rovnic. Druhou je
tzv. Rotheho metoda, nazyvana téz jako metoda tuplné diskretizace. Jak jiz na-
zev napovida, provedeme diskretizaci v ¢ase i prostoru. Re§ime poté soustavu
diferenc¢nich rovnic.

Pti feSeni jsme vyuzivali 3 numerické metody: explicitni Eulerovu, implicitni
Eulerovu a Crank-Nicholsonova. Prvni zminéna metoda je pouze podminéné sta-
bilni, jak jsme zjistili na nékolika piikladech. Ne vzdy byly dostatecné zvoleny
vstupni parametry, tudiz ne kazdy vysledek je spravny. Ale i s tim se mutzeme
pri vypoctech setkat. Zbyvajici dvé metody jsou absolutné stabilni, takze vstupni
parametry nemély na vysledek vliv.

Nastudované metody jsou doplnény nazornymi ptiklady v 1D a 2D. Vysledky
jsou interpretovany pomoci obrazkt vyobrazenych v textu nebo na videich na pii-
lozeném CD. Pro vypocty jsem vytvorila vlastni M-fily v matematickém softwaru
Matlab, které jsou dostupné na prilozeném CD.

Téma prace mé zaujalo, protoze MKP je v praxi vyuzivana metoda. Vyzkou-
Sela jsem si praci s Cesky i anglicky psanou odbornou literaturou, pricemz jsem
vyuzivala predevsim anglickou literaturu, nebot v ¢eské literatuie prevazuje MKP
pro eliptické tulohy. Jelikoz jsem méla pii psani drobné problémy s aplikaci teorie
z literatury na TeSeni piikladi, snazila jsem se praci psat tak, aby ¢tenafi po-
chopili principy vypocti. Doufam, Ze nejen ja, ale i dalsi ¢tenari si z této prace

odnesou co nejvice uzite¢nych informaci.
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