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Uvod

Integrace funkci jedné ¢ vice proménnych jsou jedny ze zakladnich disciplin
z oblasti matematické analyzy, které jsou bezesporu dilezité nejen pro sa-
motny svét matematiky, ale také v ostatnich ptirodnich védach. Pti feseni
problémi se lze obratit na Siroké spektrum tvrzeni, které ndm mohou pfii
vypoctech riuznymi zpisoby pomoci a vyrazné nam tak praci v nékterych
piipadech usnadni. V této praci budou pravé nékterad takova zakladni tvrzeni
predstavena.

Cilem této prace je nejen ukézat tfeSeni konkrétnich vybranych piikladi za
pouziti zdkladnich nastroji z teorie miry a Lebesgueova integralu, ale také
pomoci takovych prikladu ukazat, jakd tvrzeni naopak neplati, respektive po-
ukazat na to, jak dilezité je vénovat specialni pozornost vsem predpokladim
v matematickych tvrzenich. Na to se zamérime formou protipiikladii, kde se
vzdy podivame na néjakou konkrétni situaci, kdy dany pfedpoklad evidentné
splnén nebude, a ukdzeme si, 7e v takovych situacich aparat nelze pouzit a
ze muzeme dostavat vysledky, které nejsou pravdivé. Piiklady jsou vybirany
bud jako nereSené z literatury uvedené na konci prace a nebo jsou cilené
sestrojeny a doupraveny tak, aby odpovidajicim zplisobem vystihovaly dany
problém co nejlépe.

Tato prace je rozdélena do dvou kapitol. Prvni kapitola stru¢né predstavuje
koncept méfeni a miry, druha kapitola se pak vénuje Lebesgueové integralu,
ktery je na teorii miry zalozen.

Véiim, Ze tato prace bude uzite¢nym piinosem zejména pro ty ¢tenafe, kteri
se radi matematikou bavi a radi nad ni pfemysli, a Ze ¢tenafe pripadné mo-
tivuje k dalsim uvaham v podobnych smérech.



1 Prostory s mirou

Teorie miry se zabyva zobecnénim pojmu délky intervalu, plosného obsahu
v roviné ¢i objemu mnoziny v prostoru. V této kapitole si ji predstavime,
uvedeme potiebné definice a poukédzeme na zakladni vlastnosti miry. Piede-
vsim se podivame na razné piiklady z této problematiky véetné Lebesgueovy
miry, kterd pro nas bude velmi dilezitym prostfedkem k sestrojeni Lebesgu-
eova integralu.

1.1 Sigma-algebra

Miru nelze definovat na jakémkoli systému podmnozin mnoziny X. Libo-
volny systém by nam ani nezarucoval, ze na ném definice miry bude mit
smysl. Pokud navic za¢neme na vlastnosti miry klast rizné pro néas dilezité
pozadavky, ukazuje se, Ze ne kazdé podmnoziné R"™ budeme moci takovou
miru prifadit. Budeme se tedy muset omezit na néjaky systém podmnozin
uzavieny na konkrétni mnozinové operace. Takovy systém podmnozin, ktery
je zakladem pro definici miry, je tzv. o-algebra.

Definice 1. [1l str. 15| Necht X je neprdzdnd mnoZina. Systém podmnoZin
A mnoziny X se nazjvd o-algebra na X, jestlize je splnéno

e X c A,
e Ac A = A°c A,

° {Aj}jeN CA = E_jl A]‘ e A

J

Lze snadno ukazat, 7e

e o-algebra je systém podmnozin obsahujici prazdnou mnozinu, dale je
uzavieny také na bézné operace s mnozinami jako konec¢né sjednocent,
kone¢né priniky, spo¢etné priiniky nebo mnozinové rozdily. [T, str. 15]

e Prunik libovolného mnozstvi o-algeber je opét o-algebra na dané mno-
zing¢ X. Pro kazdy mnoZzinovy systém G C P(X) existuje nejmensi
o-algebra, jez tento systém obsahuje. Rikame ji o-obal a znac¢ime o(G).
[T, str. 16]

Piiklad 1. Uvazujme mnozinu X = [0, 1] C R. Najdéme nejmensi o-algebru
na X, kterd obsahuje intervaly [0, }1), (%, 1}.

e V g-algebie musi byt podle jeji definice obsazena celda mnozina X.
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e Dile potiebujeme zajistit uzavienost na sjednoceni (zde pouze ko-
ne¢nd) pridanim mnoziny [O, i) U (%, 1].

e Nyni uz staci nalézt vSechny mnozinové dopliky. Jedna se o prazdnou
mnozinu (doplnék X) a intervaly [i, 1} , [O, %J , [%, i]

e Vysledna o-algebra ma podobu

oo o) (o ] B3] ) G 2

Piiklad 2. [I], str. 20] M&me X = [J A;, kde A; jsou po dvou disjunktni
j=1
podmnoziny X. Urc¢eme, kolik mnozin se nachazi v o({A;, Aa, ..., A, }).
e 7 n objektu lze vybrat k objektu (Z) zpusoby, pokud je k < n.

e Vybereme-li takto libovolnych k£ mnozin z { Ay, Ay, ..., A, }, kde k < n,
pak jejich dopliiky, sjednoceni a doplnék tohoto sjednoceni musi nalezet
do o-algebry.

e Doplnék libovolného sjednoceni vybranych mnozin vznikne sjednoce-
nim zbyvajicich mnozin, které jsme nevybrali. Cela mnozina X vznikne
sjednocenim vsech n mnozin a prazdna mnozina vznikne, pokud nevy-
bereme Zddnou z mnozin.

e Pocet mnozin v celém o-obalu vznikne sou¢tem vsech kombinaci, tedy

l0({Ar, Ao, ..., AL})| = Zn: (Z) _ o

k=0
Uvedli jsme si, ze prinik g-algeber je opét o-algebra. Podivejme se, jak je to
se sjednocenim.

Piiklad 3. Ukazme, ze pokud A, B jsou dvé o-algebry na X, jejich sjednoceni
A U B jesté nemusi byt o-algebra na X.

e Uvazujme dvé o-algebry A, B na {a,b,c,d} ve tvaru

A={0,{a},{b,c,d},{a,b,c,d}},
B ={0,{b},{a,c,d},{a, b, c, d}}.

e Lze snadno ovérit, ze plati

AU B ={0,{a},{b},{b,c,d},{a,c,d},{a,b,c,d}}.
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e Protoze ale {a} € AUB a zaroven {b} € AUB, mé&lo by taktéz platit, ze
{a,b} = {a} U{b} € AUB, coZ neni pravda. AUB tedy neni o-algebra.

Mnozinovy systém, ktery je o-algebra, mize obsahovat rizné systémy pod-
mnozin mnoziny X.

e V R” nas bude pfi zkoumani mér zajimat zejména jedna ze standard-
nich o-algeber, ktera je o -obalem systému otevienych mnozin O(R").
Rikédme ji borelovské o-algebra. Jeji mnoziny nazveme borelovské nebo
borelovsky méfitelné. Znac¢ime ji B(R™) nebo zkracené B".

1, str. 17]

e Dvojice (X, .A), kde A je o-algebra na mnoziné X, se nazyva méfitelny

prostor. Ten pro nas bude klicovym pro definici miry. [I], str. 22|

1.2 Mira

Nyni jiz vime, co je o-algebra. Mnoziny tohoto systému budeme nazyvat
méftitelné, budeme jim chtit pfifadit miru. Vzniknou tak prostory s mirou.

Definice 2. [I, str. 22| Necht X je mnozZina a A je o-algebra na X. Pak
zobrazeni p : A — [0, 00| nazveme mirou, pokud plati

o () =0,

e zobrazeni je o-aditivni, tedy pro libovolnou posloupnost po dvou dis-
Junktnich mnozin {A;}jen C A plati

u(f] A)- gum

Trojice (X, A, ) se nazyva prostor s mirou. [I, str. 22]

e Ackoli se dile budeme bavit o mérach, které nemohou byt pro jejich
dilezité vlastnosti definovany na celé potenéni mnoziné, na libovolné
o-algebie A lze definovat vzdy alespon jednu miru. |1, str. 26]

e Dilezity pro nas bude zejména prostor s Lebesgueovou mirou, ktera je
definovana na borelovské o-algebfe.



Piiklad 4. [I] str. 26] Existuje mira, kterou lze definovat na zcela libovolné
o-algebie A, tedy i na potenéni mnoziné P(R™). Piikladem takové miry je
Diracova mira d, pro pevné zvoleny bod x € R" a A € A, definovana pred-

pisem
1, z€A,
0:(A) =
0, =¢A,
Ukazme, Ze takto definované zobrazeni je mira.

e Pro libovolnou mnozinu A € A plati

6,(A) > 0,
5.(0) = 0.

o Je-li {A;};en libovolna posloupnost po dvou disjunktnich mnozin, pak

i=1 =1 =1

i=1 i=1

=1

Priklad 5. [I str. 28] Necht {a,}nen je posloupnost nezapornych cisel,

{ptn}tnen je posloupnost mér na o-algebie A. Ukazme, 7e u = > a;u; je
i=1

mira na A.

e Staci ovérit, Ze uvedené zobrazeni spliiuje vSechny vlastnosti miry. Plati
totiz, ze

VA€ A: () = 3 el 4) 2
u(0) = Zaiﬂi(@) = ZO = 0.

e Dale pro libovolnou posloupnost {A4;}jen po dvou disjunktnich mnozin,
A]‘ S .A, plati, ze

“(Q Aj): i i (Dl Aj): f: 0 (im(Aj)):

— ~ —
S ) = 3N ama) = 3 (4.
i=1 j=1 j=1 i=1 J=1
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kde jsme vyuzili znalosti z teorie ¢iselnych fad o zachovani souc¢tu pri
prerovnani fad s nezapornymi c¢leny.

e Poznamenejme jesté, ze diukaz by se provedl analogickym zpiisobem,
pokud by mér bylo kone¢né mnoho a {a, } by byla odpovidajici kone¢na
posloupnost nezéapornych ¢isel.

Definice 3. [I} str. 27| Necht (R™, B"™) je méfitelny prostor s borelovskou
o-algebrou. Potom mira \" : B" — [0, 00|, které kaZdému zleva polouzavie-
nému intervalu [ay,by) X -+ X [an, b,) pfifadi hodnotu

n

N([ar, by) X -+ X [an, by)) = [ [ (b — @),

=1

se nazyvd n-rozmernd Lebesgueova mira.

Uvedené definice tik4, jak spocitat Lebesgueovu miru pouze pro n-rozmérné
intervaly.

e Lze vSak ukazat, ze takto definované mira na borelovské o-algebie exis-
tuje a je jednoznacna. [1I, str. 28|

e Lebesgueova mira je rovnéz invariantni na translace ¢i rotace, ptricemz
existuji neméfitelné mnoziny. [T, str. 28|

e Miizeme snadno nahlédnout, Zze Lebesgueova mira skutec¢né zobeciiuje
pojem délky, plosného obsahu ¢i objemu.

Mgjme (R™, B™, \") prostor s Lebesgueovou mirou. Nulovymi mnoZinami ro-
zumime takové mnoziny, jejichz mira je nulové.

e Definujeme-li (B™)* jako
(B")*={BUN, B € B", N podmnozina nulové mnoziny z B"},
potom (B™)* je o-algebra.
e Dile \" : (B")* — [0, 00| definované jako
N (B*) = N"(BUN) = \"(B),VB* € (B")*

je uplna Lebesgueova mira. Pro uplnou miru tedy plati, Ze vSechny
podmnoziny mnozin s nulovou mirou jsou automaticky métitelné, tedy
maji také nulovou miru. V rdmeci dohody budeme i ziplnénou miru
znadit bez pruhu, tedy pouze A\". [I} str. 29|
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e Budeme ftikat, ze dany vyrok plati skoro vSude na mnoziné E, pokud
plati na £\ N, kde A"(N) = 0.

Podivejme se nyni na pfiklady tykajici se miry.

Piiklad 6. |2 str. 99| Je dana posloupnost {a, } nezapornych realnych ¢isel s
vlastnosti > a, = a. Pro posloupnost mnozin {A,}, kde p(A,) = a,, n € N,

n=1
L ( [j An> =a.
n=1

jesté nemusi platit, ze
e Uvazujme posloupnost mnozin {4,}, kde A, — %) ,Vn € N. De-
) .

finujme posloupnost {a,}, kde a, = A\'(A,

Plati, Ze ¢iselna rada c¢lenii a,, ma nekone¢ny soucet, protoze

Zan_z — .

n= 1

Podivame-li se vSak na sjednoceni mnozin A,, snadno zjistime, ze
(U A ) —-1,1)) = 2.

Poznatky o zachovavani o-aditivity pouze v piipadé po dvou disjunktnich
mnozin, které lze pozorovat v piikladu, shrnuje néasledujici véta.

Véta 1. [1L str. 23| Necht (X, A, 1) je prostor s mirou. Pro libovolnou po-
sloupnost {Ap}tnen C A a mnoziny A, B € A plati

(U A)< Y ut,
n=1
ACB = u(A) < u(B).
Pro A, B € A disjunktni plati

#(AU B) = u(A) + u(B).

12



Véta 2. [11 str. 24] (Spojitost miry vzhledem k inkluzi nahoru) Necht {A;}jen
je posloupnost mnozin, pro néz plati A; C A;j11,Yj € N. Potom plati

p <U Aj) = lim p(A;).
j=1

Véta 3. [1 str. 24| (Spojitost miry vzhledem k inkluzi doli) Necht {A;} en je
posloupnost mnozin, pro néz plati Aj 1 C A;,Vj € N. Ddle necht u(A;) < oo.
Potom plati

1 <ﬁ Aj> = lim pu(4;).

j=1
Pozastavme se nad dilezitosti kone¢nosti miry mnoziny A;. Bez ni uvedené
véta obecné neplati, coz ukazeme v nasledujicim pitikladu.

Piiklad 7. Uvazujme A; = (j,00) C R, kde j € N. Spocitejme Lebesgueovu
miru priniku téchto mnozin.

e Plati A'(4;) = oo pro libovolné j € N.
e 7a absence vySe uvedeného predpokladu by muselo platit, ze
0=\ (0) =\ (ﬂ Aj): lim A\'(4;) = lim oo = oo.

nebot prunik uvazovanych mnozin je prazdny. To je zcela jisté spor a
dilezitost predpokladu predchozi véty se nam tedy potvrzuje.

Vyuzijme véty o spojitosti miry k dal§im tvaham.

Priklad 8. |1} str. 29] Uvazujme (R, B(R), \!) prostor s mirou. Spocitejme
Lebesgueovu miru jednoprvkové mnoziny {a}, kde a € R.

e Rozmysleme si, ze plati
~ 1 1
{a}—]m1 (G_E’CH_E) :

e Lebesgueova mira kazdé mnoziny, z nichz poc¢itdme prunik, je konecna
a mnoziny jsou v pozadovaném vztahu inkluze. Mizeme tedy podle
predchozi véty psat, ze

M({a}) = lim \! ((a—%,a—i—%)) — lim 2 =0,

n—00 n—oo M
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Uvédomime-li si, Ze kazdou spocetnou mnozinu v R lze zapsat jako spocetné
sjednoceni jednoprvkovych mnozin, dostaneme tato pozorovani:

e Kazdou spocetnou mnozinu lze Lebesgueovou mirou mérit.
e Navic ma kazda takova mnozina nulovou miru.

e Analogicky bychom toto tvrzeni mohli zobecnit i do R”.

Uvazujme (R™, B™, \") prostor s Lebesgueovou mirou.

e Potom kazd4 omezend méfitelnd mnozina v R"™ méa konecnou Lebesgue-
ovu miru (je podmnoZinou intervalu s kone¢nou Lebesgueovou mirou).
Tvrzeni plyne z monotonie miry (Véta 1).

e Neplati, Ze kazda neomezend méritelnd mnozina ma nekonecénou Lebe-
sgueovu miru.

Priklad 9. [2, str. 98] Uvazujme mnoZinu A = {(z,y) € R*: y = 0,2 € R}.
e Uvedenou mnozinu lze zapsat jako spocetné disjunktni sjednoceni
A= U Aj, kde
JET
Aj={(z.y) eER* 1y =02 €[jj+1)},
a Aj = ﬂ Ajk;; kde
keN

11 o

e Podle definice Lebesgueovy miry plati A\*(A;;) = % Posloupnost mno-
zin {Aji}ren splituje pozadavky véty o spojitosti miry vzhledem k in-
kluzi doli a plati

2
N(A)) = Jim N (Ajy) = Jlim = =0,¥j € Z.

e Ze c-aditivity miry potom plyne, Ze také A*(A) = 0, tedy mnoZina A
mé konecnou Lebesgueovu miru, i kdyZ je neomezena.

V minulém piikladu jsme si ukazali neomezenou mnozinu s kone¢nou mi-
rou, ktera vSak byla nulova. Pojdme se podivat, jak to bude u neprazdnych
otevienych mnozin, kde mira nulova byt nemuze.

14



Uvazujme (R™, B™, \™) prostor s Lebesgueovou mirou.

e Potom kazda neprazdnd oteviend mnozina v R" ma kladnou Lebesgu-
eovu miru (existuje okoli bodu, které je podmnozinou této mnoziny, do
tohoto okoli lze vepsat interval s kladnou Lebesgueovou mirou). Tvrzeni
plyne z monotonie miry (Véta 1).

e Neplati viak, 7e kazda neprazdna oteviena mnoZina s kone¢nou (nenu-
lovou) Lebesgueovou mirou je omezena.

Priklad 10. [2, str. 98] Mé&jme mnozinu A = |J A;, kde A; = (25 — 57,27 + 5.
j=1

e Mnozina A vznikla jako sjednoceni otevienych intervali, sama je tedy
také oteviena. Dale A neni omezené.

e Posloupnost mnozin {A4;};cn je posloupnost po dvou disjunktnich mno-
zin, nebot vypoc¢tem snadno ovéiime, ze

VjieN: 2(j—1)

2i- 2

e Podle g-aditivity plati
z» 23: zi—m
— 27 — 2 ’

tedy tato oteviend mnozina s kone¢nou mirou je neomezené.

e Poznamenejme jesté pro zajimavost, ze aplikace pravidla o o-aditivité je

v souladu s vétou o spojitosti miry vzhledem k inkluzi nahoru, nebot je
n+1

U A; € U A,. Aplikaci uvazované véty na novou posloupnost {B,},

Jj=1 Jj=1
n

kde B, = [J A, bychom dostali naprosto stejny zavér. Staci si jen

]:1
uvédomit, ze Z a; = lim Z a; a vyuzit vlastnost kone¢né aditivity
j=1 oo =1

miry, kterd plyne induktivné z posledniho tvrzeni Véty 1.
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2 Lebesguetiv integral

V minulé kapitole jsme se vénovali zakladim teorie miry a definovali jsme
si Lebesgueovu miru, kterd nam umoznuje mnozindm z borelovské, pripadné
ziplnéné borelovské (lebesgueovské) o-algebry piitazovat jejich velikost®.
Tuhle myslenku nyni vyuzijeme pii praci s méfitelnymi funkcemi a nasledné
konstrukci Lebesgueova integralu métitelné funkce. Zamétrime se na priklady
poukazujici na jeho zajimavé vlastnosti a protiptiklady, které budou pouka-
zovat na dilezitost uvedenych predpokladi.

2.1 Konstrukce Lebesgueova integralu

Lebesgueuv integral definujeme postupné v nékolika krocich, nejprve pro jed-
noduché métitelné funkce. Tyto funkce poté v dalsim kroku vyuzijeme k de-
finici integradlu pro obecné méfitelné funkce, kdy budeme plosny obsah ¢i
objem pod grafem funkce postupné zezdola vyplhovat pravé jednoduchymi
funkcemi. Tato definice odpovida intuitivnimu pojeti interpretace integralu.

Definice 1. [T} str. 57| Necht (R", A) je méFitelny prostor. Potom zobrazeni
f:R™ = R nazveme méritelné, pokud

Va e R: f((a,0)) € A.

Definice 2. [I] str. 68| (Lebesguetiv integrdl jednoduchijch funkct)
Charakteristickd funkce X, meéritelné mnozZiny A je definovand predpisem

T €A,

a(@) = {é’ x ¢ A

o Lebesguetiv integrdl této funkce pres lebesgueovsky méritelnou mnoZinu
E budeme definovat jako

/ Xa(z)de = (AN E).

e Pro jednoduchou funkci, vyjadrenou pomoct linedrni kombinace charak-
k

teristickych funkci, ve tvaru f = > a; Xy, kde A; jsou lebesgueovsky
i=1
méritelné a a; > 0,Vi € {1,...,k} je

k

/Ef(x) dz =) a\"(4;NE).

=1
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Definice 3. [I} str. 69| (Lebesguetiv integral mévitelnych funkei)

e Pro nezdpornou meéritelnou funkci f a lebesqueovsky meéritelnou mno-
Zinu E definujeme

/ flx)dx = sup{/ s(z)dz,s < f, s je jednoduchd funkce}.
E E

e Pro obecnou méritelnou funkci f a lebesgueovsky méritelnou mnoZinu

E definujeme
/Ef(x)da::/Ef+(x)dx—/Ef_(x)dx

kde f™(x) = max{f(x),0} a f~(x) = max{—f(x),0}.

o Pokud fE ff(z)dz a fE x)dx jsou nekonecné, fekneme, Ze Lebes-
guetv integral funkce f neemstuye.

Poznamenejme, Ze v definici méfitelnost mnozin A; zajistuje métitelnost uve-
dené jednoduché funkce. Spole¢né s métitelnosti mnoziny F je garantovano,
ze soucty mér v jeho definici budou mit smysl.

Podle uvedené definice bychom v8ak v praxi jen tézko pocitali. Uvedme si
proto nasledujici vétu, kterd nam dava do souvislosti vztah Newtonova inte-
gralu k Lebesgueové integralu.

Véta 1. [3, str. 82] (O wvztahu Newtonova a Lebesgqueova integrdlu) Necht
plati, Ze

e feC(a,b), kde (a,b) C R,
o f e L*a,b), ty. existuje Lebesquetiv integrdl f pres (a,b).

Oznacime-li F jako primitivnd funkci k f na (a,b), potom je
(L) f / f( F(b—) — F(a+).

2.2 Konvergence a limitni véty

Meéftitelnost funkce mimo jiné zarucuje, ze limitni funkce libovolné posloup-
nosti takovych funkci bude taky méfitelnd. Uvedme si nyni dvé zakladni
véty, které budou pravé s takovou konvergenci souviset, a které nadm usnadni
mnohé vypocty.
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Véta 2. 3, str. 71| (Leviho o monotonni konvergenci) Necht {f,}nen je
posloupnost meritelngjch funkci, pro které plati, Ze

® JS0U nezdporné,
o fo.1 > fn skoro vsude na E, Vn € N.

Pokud pro skoro vsechna x € E oznacime
lim f,(z) = f(z),

potom je

lim Efn(:c)dx:/Ef(x)dx.

n—oo
Nabizi se otézka, zda je opravdu nutny piedpoklad o nezépornosti funkei.
Podivejme se proto na nasledujici piiklad.

Piiklad 1. Je dana posloupnost {f,}nen, kde f, jsou funkce vyjadiené ve
tvaru f,(x) = % Ovérme moznost zamény limity a Lebesgeuova integralu
na (—1,0).

e Trivialné lze ovérit, ze

1 1
1,0 : - > = f(a).
Vn € NVo € (—1,0) : froi1(x) Dz 2 ful2)
e Dale plati, ze
1
Ve e (—1,0): f(x) = lim f,(z) = lim e 0.

e Spocitejme nyni Lebesguetv integral ¢lent posloupnosti a nasledné je-
jich limitu. Plati

0

= lim —o0 = —00.
_1 n—oo

1
lim fo(z)dz = lim —In |z|

Nyni vSak pocitejme integral limitni funkce f. Dostavame

/ f(x)dm:/ 0Odx =0,
(—1,0) (—1,0)

a vidime, ze tato ¢isla jsou razna.
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|3, str. 79] Predpoklad nezapornosti 1ze nahradit predpokladem, 7Ze

—00 < / fo(z)dr < 00,Vn € N,nebo/ fi(z)dz > —o0.
E E

Tento predpoklad v uvedeném protiptikladu splnén nebyl.
Leviho vétu lze v8ak pouzit k feSeni piikladii o konvergenci integrali nejen
v R, které bychom jinak jen tézko vytesili.

<o e : 1 _ 3
Priklad 2. Spocitejme nh_}rgo I T dzdydz, kde E = [0, 1]°.

Tyz)™
e Pro (z,y,2) € F plati, ze

1 1
> .
1L+ (zyz)"*tt = 1+ (axyz)”

(zyz)"* < (zyz)", atedy

{fntnen, kde fo(z,y,2) = m jsou nezaporné funkee.

Bodovéa limita posloupnosti { f,} je skoro v8ude na E rovna 1, protoze

1
lim —————— =1 E\{(1,1,1
n1—>nc}ol_|_(l~yz)n (zyy,2) € BN\ A{(1,1,1)},
1

1
lm —— = — 1,1,1)}.
nl—>rgo1+(xyz)” 2,(x,y,z) {11}

e Celkové tedy mame
. 1 ) 1
lim ———dedydz = / lim ——— dxdydz
w35 Jp T (zye) e 1+ (zyz)”

:/ ldzdydz = N (E) =1,
E

kde jsme vyuzili toho, Ze pfedefinovani funkce na mnoziné nulové miry
nem4 na hodnotu integralu vliv. Integral funkce pfes mnozinu F, ktera
je skoro v8ude na E rovna 1, je stejny, jako integral funkce, ktera je
vSude na E rovna 1.
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Véta 3. [3] str. 80| (Lebesgueova o majorizované konvergenci) Necht { f,, }nen
je posloupnost meritelnyjch funkci, pro které plati, Ze

e skoro vsude na E existuje lim f,,
n—oo

e cristuje g € LY(E) (tj. g md pies E konecny Lebesquetiv integrdl) ta-
kovd, Ze |f,| < g,Yn € N.

Pokud pro skoro vsechna x € E oznacime

lim f,(z) = f(z),

potom je

lim fn )dx:/f(x)dx

n—oo

Piiklad 3. [2| str. 71] Spoditejme hm fo 0 fn(x) dz piimo i s vyuzitim véty

0 majorizované konvergenci pro

fulw) = { TR FERAR
n, x € Q.

e Volme n € N. Potom Newtonuv integral funkce = E spoc¢teme jako

+(nz
nIx
" dr =
/1+ (nz)? o

1 1
:%1n|1+t|:%1n(1+(nx)2).

(nz)> =t '_i/ 2n%z dis — 1 dt

2nfzde =dt|  2n ) 1+ (nz)? o 1+t

e Lebesgueuv integral funkce f, spocitame podle véty o vztahu k New-
tonové integralu. Bude nés zajimat pouze hodnota funkce f, na R\ Q,
protoze A'(Q) = 0 a hodnoty funkce f, na této mnoziné tedy nijak hod-
notu integralu neovlivni. Provedme tedy spojité predefinovani funkci
falz) = 1= T © € R,n € N Mame tedy

1 1 9

nx

1
folx dx:/ —— —dez=—1In(1+ (nz)?

e Snadno poté jiz ovéfime, ze

1
lim fa(z)dz = lim —In (1+n*) = 0.
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e Zkusme se nyni podivat na druhy piistup a omezit v8echny funkce je-
dinou integrovatelnou majorantou. Pro zvolené pevné n € N je f,(z) =
w na intervalu [0, 1] spojita funkce, a je tudiz omezena. Pozname-

nejme opét, ze uvazujeme tyto funkce v predefinovaném tvaru oproti

puvodnimu zadani, kdy vime, Ze tento postup nebude mit na vysle-
dek zadny vliv. Spocitejme jejich derivace a najdéme stacionarni body
funkei f,. Resme nasledujici rovnici.

£ (z) = % —0 ez {—1,1}.

e Plati, 7e f,(0) =0, fu(1) = 122 < 5, fu(3) = 5, ¥n € N. Kazda funkce
fn je tedy nezadporna a shora omezena konstantni funkci %, pricemz
1€ L' ((0,1)).

e Spocitejme f(z) = lim f,(z) = hm —) = lim —— =0,z > 0.
n—oo nT

14+( L_’_
. A n—oo nx
Podle véty o majorizované konvergenm je

nx
lim —dx:/ 0dz =0,
n—oo Joq) 1 + (nx)? (0,1)

coz je vysledek shodny s pfedchozim rozborem pomoci piimého vypo-
étu.

e Skutec¢né, naleznd majoranta omezuje funkce z puvodniho zadani skoro
vSude a jejich bodova limita je skoro vSude na (0,1) nulova. Pokud
bychom spojité predefinovani funkci na nulové mnoziné Q vynechali,
vyrazné by se nam zkomplikovala prace, nebot bychom nemohli vyuzit
derivace k hledani extrémii.

Predpoklad o konecCnosti integralu majoranty z véty o majorizované konver-
genci je dilezity a nelze ho vynechat, coz ukazuje néasledujici ptiklad.

Piiklad 4. Uvazujme posloupnost funkei {f,,}, kde f,(x) =
konvergenci posloupnosti integrala funkci ptes interval (0, 1)

e Spocitejme napied bodovou limitu f funkei f,

—nx

f(2) = lim fu(z) = lim ©

n—oo n—oo T

Limitni{ funkce je vSude na (0, 1) nulova, a tedy plati f(o D f(z)dz = 0.
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e 7volme nyni pevné n € N a zkoumejme f(o 3 % dz. Protoze je

lime™™ =1

3
z—0

pro libovolné € > 0 existuje 0 < § < 1 tak, ze Vo € (0,9) : e > 1—e.

Volbou napf. € = % ziskame odhad

—nx —nx 1
/ ¢ dxz/ € d:L’Z/ —dx = o0,
01 T (06) T (06) 27

coz naznacuje, ze limita posloupnosti integrali téchto funkei nemiize
byt rovna 0.

e To, Ze jsou integraly nekonec¢né, také znamenad, Ze integrované funkce
nelze shora omezit majorantou s kone¢nym integralem.

Pokud vsak funkce budou mit kone¢ny integral, ani to neznamené, ze budou
predpoklady splnény, coz ukdzeme v nasledujicim prikladé.

Piiklad 5. Ukazme, Ze neexistuje konecné integrovatelna funkce g, ktera
stejnomérné omezuje skoro v8ude na R posloupnost funkei {f,}, kde tyto
funkce jsou dany predpisem

2

fulz) = e~ (@7,

e Opét jednoduSe ovéiime, ze

f(x) = lim fy(2) = lim ¢ =0,z € R.

n—o0 n—oo

e Protoze plati fR e dy = /7, 1ze snadno substituci ovérit, poc¢itame-li
tento integraly jako Newtonovy, Ze

—(I—n)2 _ r—n=t _ _42 _
/}Re dz dx:dt‘ /Re dt = /7.

e Pokud by existovala integrovatelnd majoranta g, ktera omezuje vSechny
funkce na R, muselo by podle véty o majorizované konvergenci platit

0= / lim e~ @’ dz = lim e~@ " 4o — lim VT = /T.
R

n—o0 n—oo R n—oo
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e Lze nahlédnout, ze grafy funkci f,, jsou postupné posouvané o n jed-
notek doprava. Neni mozné, aby existovala konec¢né integrovatelna ne-
zadporna funkce g, kterd by tyto funkce shora stejnomérné omezovala
skoro vSude na R, to by bylo v rozporu s vétou o majorizované kon-
vergenci. Pruse¢ik grafu funkei f, a f,41 je vzdy v bodé x = n + %,
coz lze snadno spocitat vyreSenim jednoduché lineadrni rovnice pii po-
rovnani predpisii téchto funkef a plati f,(n + 3) = foqi(n +3) = el
Majoranta by tedy musela byt vétsi nez tato konstantni funkce, ktera
mé samoziejmé pies R nekonecny integral.

Abychom ale demonstrovali silu véty o majorizované konvergenci, pojdme se

podivat na priklad, kde by bylo velmi obtizné, az nemozné uplatnit postup s

pfimym vypoctem.

Piiklad 6. Spocitejme lim f(o N %dx, kde a,b > 0 jsou libovolné
n—00 )

parametry.
e Pro x € (0,1),Vn € N plati nasledujici odhady:

n2asin® x n’a n’a a

x4+n2bcos?x — x+n2bcos?x ~ n2bcos?x  beos?z

¢ Tyto odhady nam daji integrovatelnou majorantu g(x) = ;=%z—, nebot
I a
= —tanl < oo.

/ L dr =t
———dz = —-tanz
(0,1) beos®x b

o b
e Mame tedy
_ nasin® , n%asin®
n—o0 Jo 1) T + n*bcos® x (0,1) "= T + n2bcos® x

1
:%@ml—n.

:/ g1:a1r12:10dx:g(tanx—x)
(071) b 0

Priklad 7. Sestrojme posloupnost jednoduchych funkci, kterd bodové kon-
verguje k limitni funkci f(z) = 2. VyuZijme tuto posloupnost k vypoctu
Lebesgueova integralu této funkce pfes interval [0, 1].

e Definujme

n—1

1
fn = Zf(xz)-)((x“x”l], kde T; = ﬁ

1=0
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Volme z € [0, 1]. Potom plati

() = f(@)] < [fu(1) = f(D)], V0 €N,

kdy tato nerovnost plyne z toho, ze derivace f je kladna a rostouci
na celém intervalu [0, 1]. Plati totiz, ze hodnota funkce f,(x) je vzdy
rovna hodnoté funkce f(x) v levém délicim bodu intervalu (z;, x;11],
na kterém se zrovna pohybujeme. Nerovnost je disledkem Lagrangeovy
véty o stfedni hodnoté. Zvolime-li x v poslednim z intervali, nerovnost
plati taky, nebot funkce f je rostouci.

Limitnim pfechodem pro x € [0, 1] obdrzime

(n— 1)

i 1) = F(@)] < T 1£(1) = F1)] = T

n—o0

~1-o

tedy ekvivalentné lim f,(z) = f(z).

n—oo

Spocitejme nyni integraly

Podle véty o majorizované konvergenci (Véta 3), kde integrovatelné
majoranta by mohla byt naptiklad g(x) =1 je

o2n® — 3n? 1
/ Idezlimn—Z—'—n:—.
(0,1) n—00 67’L 3

Poznamenejme, ze pokud bychom tento integral spocitali jako Newto-
nuv (tedy pomoci primitivni funkce), dostaneme stejny vysledek, coz je
v souladu s vétou o vztahu Lebesgueova a Newtonovu integralu. Plati

totiz
1
31 1
/ 22 dr = r
3
0

0 3 '

24



2.3 Integrace funkc¢nich rad

Uvedeme si par zajimavych a dilezitych disledki vét uvedenych v predchozi
¢asti. Tyto dusledky plynou z aplikace téchto konvergencénich vét na ¢astecéné
soucty uvazovanych fad.

Vé&ta 4. Necht { fn}nen je posloupnost méritelngch nezdaporngch funkei skoro
vsude na E. Potom plati

S [ hteyn =[S o)

Tato véta je jednoduchym disledkem Leviho véty a lze ji pouzit pfi vypoctu
integralt, které by jako Newtonovy integraly vedly na vypocet neelementar-
nich primitivnich funkei.

Piiklad 8. [2, str. 92| Spo¢téme f(o N n(=2") 4z, kde p > 0 je parametr.

xT

e Integraci fad lze odvodit dilezité vztahy. Uvazujme t € (0, 1), pak plati
1 =
=1
n=0
e Volme nyni libovolné = € (0,1), obdrzime

1
—ln(l—x)—/ moht_/ Zt"dt Z/ t" dt
(0,z) 0,) p—o
'n+1 oo
1

_ZTH—

kde zadména sumac¢niho a integra¢niho procesu je obhajena Vétou 4.

z"
)
n

n=1

e Protoze z € (0,1), pak 2P € (0,1), a nasledné

In(l—2?) 1o _ix

T T n

e Nyni muZeme spocitat

] 1— p pn— 1 pn— 1
(0,1) (0,1) 5= 1 n (0,1)

B I 1 7r2
= — —2 = —— —2 = -,
—~pn pe=n 6p
. - . . = 2
kde jsme vyuzili znamou identitu Zl % =%
n—
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Uvedme si jesté protipiiklad k dileZitosti nezapornosti funkei f,.

Priklad 9. VySetfeme moznost zdmény sumace a integrace mocninné fady

S n
> % pfes interval (0, 00).
n=0

e Plati znamy vzorec

e Meélo by platit nasledujici

1:/ _Idx—/ dx—Z/ dx
_' / " dx.
0 n: (0,00)

e Protoze je f(o o) x"dr = o0o,Vn € N, posledni uvedeny soucet nemé
smysl. Pfedpoklad nezapornosti je pro lichd n porusen.

Predpoklad nezédpornosti muze byt ponékud omezujici. Uvedme jesté vétu
pro integraci fad, ktera je disledkem véty o majorizované konvergenci.

Véta 5. [3, str. 80| Necht { f.}nen je posloupnost méFitelngjch funkci a exis-
tuje posloupnost meéritelngych funcki {gn}nen takovych, Ze

® |ful < gn,Vn €N,

e > [, konverguje skoro viude na E,
n=1

° Z fE gn(x) dz md konecny soucet.

Potom plati

i/};fn(w)dxz/jiifn(x)dx
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Piiklad 10. [2] str. 96] Spocitejme pomoci vySe uvedené véty f(o N }J_r—ﬁ In % dx.

e Vime, ze pro ¢t € (0,1) je o= = > 1", a tedy
n=0

—t

1 1 -
/ +x1n—d$:—/ (1+x)lnx E " dx
(7 xr (071) n=0

- _/ Z(x”jtx”“)lnxdx.
(0,1)

e Odhadnéme posloupnost funkei f, jako
(@ + 2™ Ina| < —(2" + ") Ing = g (o),

pficemz je pro pouziti véty nutné, aby

—(2" + 2" Inzdr = + < 00,
2 L. Dy e Ve e

kde jsme pro vypocet integralii pouzili metodu per-partes a spocitali je

jako Newtonovy. Je totiz
1 "
— / dz
0 (0,1) n—+1

! 1

1
/ 2" lnrdr = ——
(0.1) n+1

/ xn d xn—i—l
= — xr=——————
(0,1) n+1 (n + 1)2

e Podle Véty 5 je

2" nx

o (n+1)2

o0

1 1
/ +xln—d$:—/ E (1+x)z" Inzdx
onpl—-—z = 0.1) 750

N 4" ) Ing x——oo B — L
3 et = =3 (e~ )

n=0 (071 n=0
B i 1 N 1 B w2 + w2 1 w2 1
= \(n+1)2 0 (n+22) 66 37

2.4 Absolutni konvergence integralu

Nyni poukazeme na diulezitost existence Lebesgueova integralu ve vété o jeho
vztahu k Newtonové integralu. Newtonuv integral je totiz na rozdil od Lebe-
sgueova neabsolutné konvergentni.
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Priklad 11. [I], str. 131] Ukazme, ze f(o ) %dx neexistuje ve smyslu
definice Lebesgueova integralu.

e Podivejme se napfted, jak to vypada s kladnou ¢asti integrované funkce.

Integrované funkce nabyva nezapornych hodnot na |J Ag, kde Ay =
keN

[2km, (2k + 1)7], a pFicemZ plati nasledujici odhady.

/ sin(x) dr — / de _ / sin() &

4, T (omx) T + 2km (om L + 2km
sin(z) 1 . 2

> Y dr= — dr = .

- /«m Tt 2kn o 2kt /(Om sin(z) d 2k + )r

e Odtud plyne nerovnost

sin(:c)>+ 2= 1
— ) dx > — =00

e Integraci pres intervaly ze sjednoceni |J [(2k + 1)7, (2k + 2)7], kde je
keEN
zkoumané funkce nekladna, a analogickou tivahou bychom ukazali, ze

/ <sm(m)> dr > 2 Z 1 o,
(0,00) x m —0 2k + 2

z ¢ehoz muzeme ucinit zavér, ze zkoumany integral neexistuje ve smyslu
definice Lebesgueova integralu.

Nyni se podivejme na stejny problém z hlediska Newtonova integralu.

Piiklad 12. [I, str. 131] Ukazme, Zze tliglo f(o,t) de existuje a je rovna

X2 T
¢islu 7.
e Uvéazime-li, ze

o
1
=—, x>0,
x

1
/ e Wdy = ——e™ ¥
(0,00) X

lze integral ze zadani prepsat jako

y=0

sin(z)

lim dz = lim sin(z) / e Wdydx
£) ©

© ,00)
= lim/ / e " sin(z) dy dx.
=00 J(0,t) J(0,00)
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Uzitim Fubiniho véty (Véta 7) dale dostaneme, 7ze

lim/ / e “sin(x)dyder = lim/ / e “sin(z) dz dy.
=20 J(0,t) J(0,00) =20 J(0,00) J(0,t)

Predpoklad o pouziti Fubiniho véty je splnén, nebot dvourozmérny in-
tegral z absolutni hodnoty integrované funkce je pro pevné ¢ € (0, 00)
kone¢ny, protoze integrovana funkce je na zadaném intervalu vzdy ome-
zené, tedy

/ e”"|sin(z)|dydx = / / e” | sin(z)|dy dx
(0,£)x (0,00) 0,) J (0,00)
_ / @) 4 < o
(0,¢)

T

Nyni potfebujeme spocitat vnitini integral, zde vyuzijeme metodu per-
partes a spocCteme jej jako Newtoniv

t

/ e sin(z)dr = _e_xy(y sin2(;1:) + cos(x))
. y +1 =0
e W(ysin(t) +cos(t) 1 _ 1—eW(ysin(t) + cos(t))
T 2 + = . '
y N il

Cely problém se ndm nyni redukuje na hledani

1 — e W(ysin(t t
lim e (y s;n( ) + cos(t))

dy.

Volme tedy libovolnou Heineho posloupnost {t,},en s pozadovanou

vlastnosti lim ¢, = oco. Bez jmy na obecnosti lze predpokladat, zZe
n—oo

t, > 1,VYn € N. Problém se nam redukuje na situaci, kdy budeme chtit
pouzit vétu o majorizované konvergenci k hledani

lim 1 —e ™¥(ysin(t,) + cos(t,))

dy.

Vyfesme nyni omezeni takto vzniklé posloupnosti integrovanych funkei
majorantou

‘ 1 —e ™¥(ysin(t,) + cos(t,)) ‘< 1 e "Y(ysin(t,) + cos(t,))
y*+1 Tyr 1 y?+1
o1 ey(y+1)‘: e ¥y +1)+1
S I T 1l
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e Ovérme jeSté konecnou integrovatelnost majoranty

e V(y+1)+1 e Y(y+1 1
/ 2 i dy :/ 211 : + dy
(0,00) ye+ 000) Y7+ y*+1

1
< e V(y+1)+ ——d
/(0700) (y+1) A1

o0

=—eY(y+1) —e ¥+ arctan(y)

y=0
e Miizeme tedy kone¢né napsat, ze

1 — e "¥(ysin(t,) + cos(t,))

lim dy
1 — e ™Y (ysin(t, tn 1
e (sin(t) + cos(in) w-[
(0,00) "0 y 41 (000) Y2 1

= arctan(y)| = T
0 2
y

e Zavérem tedy dostavame, ze
lim sin(z) de = Z.

coz je presné vysledek, ktery obdrzime, spocitame-li uvedeny integral
jako Newtoniv. Pfi integraci pies libovolny interval (0,¢),0 < t < oo
existuji oba intergraly Newtontv i Lebesguetv a rovnaji se. Pfi inte-
graci pies (0,00) jiz Lebesgueuv integral neexistuje, coz jsme ukézali
drive, zatimco Newtonuv integral déava vysledek 7. Predpoklad o exis-
tenci Lebesgueova integralu ve vété o jeho vztahu k Newtonovu inte-
gralu je tedy nesmirné dilezity.

2.5 Integraly s parametrem

V této sekeci se budeme zabyvat integraly, které budou funkéné zaviset na
parametru a ukdzeme si, jaké méme pii praci s nimi moznosti, zejména pro
nas bude prakticky dilezité podle parametru derivovat, coz nadm cCasto velice
usnadni postup vypoctu.
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Véta 6. [3| str. 85| (O derivaci integrdlu podle parametru) Méjme A C R
otevreny interval. Necht plati, Ze

e f(-,a): E — R je meéritelnd funkce, Voo € A,

e pro skoro vSechna v € E a vSechna o € A existuje vlastni derivace

gt (2, 0),

e existuje g € LY(E) takovd, Ze |2 f(z,a)| < g(x) pro skoro vsechna
x € E a vSechna o € A,

o cxistuje o € A takové, Ze [, f(x,ap) dz < oo.
Potom je

/f(x,a)dx < oo,Va € A,
E

a navic

d 0
E[Ef(x,a)dxzéaf(x,&)dx.

Pomérné jednoduchou aplikaci této véty mizeme napiiklad ziskat explicitni
vyjadieni pro derivaci funkci libovolného radu.

Piiklad 13. [3] str. 89] Uvazujme gama funkei, coz je funkce majici predpis

[(p) = / 2 le ™ dx, p > 0.
(0,00)
Ukazme, ze vSechny derivace jsou spojité pro p > 0 a ze pro k € N plati
*®)(p) = Jooey 27" In*(z) dz pro p > 0.

e Necht p € (a,b), kde 0 < a < b < oo jsou libovolné av8ak pevné
zvolené hodnoty. Ukazeme-li, Ze I'® je spojita na libovolném takovém
intervalu, pak je I'®) spojit4 na (0,00). Pro k = 0 mame i spojitost I.

e Pro p € (a,b) ukazme, 7e I'® je spojita v bodé p. Volme libovolnou
Heineho posloupnost {p, }nen C (a,b) s vlastnosti lim p, = p.
n—oo

e Predpokladejme nyni, Ze znadme integralni predpis derivace vSech radu
k. Stac¢i pro spojitost ukazat, ze pro k € {0,1,2,...} plati

lim T™(p,) = lim 2P le " In*(z) dz
n—oo n—oo (0700)

= / lim #P"le™® Inf(z) dz = / 2P~ te " In® () dz = TW(p),
( (0,00)

0700) n—oo

31



kde potiebujeme obhajit zaménu limity a integralu v druhé rovnosti,
nebof t¥eti rovnost plyne ze spojitosti integrandu 27~ 'e~* In*(z) jakozto
funkce proménné p pii pevné zvoleném x € (0, 00).

Pokud z € (0, 1), najdeme omezeni integrovatelnou majorantou nasle-
dujicim zpusobem

2P te " In*(x)| < 297 Te | In*(z)],

plicemz
In(x) =
/ 2% le | InF(2)| do < / 2 In*(z)|de = | z=e¢
(0,1) (0,1) Lde =dt

:/ et(“l)]t\kdt:/ e~k dt < oo
(—00,0) (0,00)

Pokud z € (1, 00), dostaneme snadno
aPrle™® lnk(:p) < g lemoph = gbthleme

plicemz

/ 2P le ™ dr < 0o,
(1,00)

Zavérem dostavame, ze pro libovolné k& € N U {0} jsou splnény pied-
poklady véty o majorizované konvergenci, ktera obhajuje zaménu li-
mitniho a integra¢niho procesu v tietim bodu postupu. I'® jsou tedy
spojité funkce, véetné samotné funkce I.

Protoze jsme béhem postupu majorizovali n-tou derivaci integrandu
podle parametru p € (a,b), tedy vyraz

|zP» e~ In" ()],
podle véty o derivaci integralu zavislého na parametru plati, ze

) (p) = / 2P le ™ Inf(z) du,
(0,00)

a to pro libovolné p € (a,b), kde a, b byly voleny libovolné na zac¢atku
tlohy, tedy opét pro p € (0, 00).
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e Splnéni predpokladu véty o derivaci integralu podle parametru, ktery
pozaduje konecnost integrilu aspon v jednom piipustném bodé, zde
plyne opét z omezeni konecné integrovatelnou majorantou, pro

ke NU{0}.

Uvedme si protipriklad k tomu, pro¢ je samotna existence aq s vlastnosti
J f(z,a0) dz < oo dulezita.

Priklad 14. Spodcitejme f(o N ¢~ dz, kde a > 0 je hodnota parametru.

e Snadno si muzeme spocitat, ze

_— = e
oo x T

ax

e Volime-li @ € (0,a),0 < a < 0o, potom
e < e Va € (0,a),

a samozirejmé

e —1
/ edx = < 00.
(0,1) a

e Mélo by tedy platit, ze

d ax a ax a_
— e—dx:/ —e—dx:/ e‘mdx:e .
dOé (0,1) x (0,1) 804 X (0,1) (0%

e Integraci obou stran podle a dostaneme, 7Ze

ax a_ 1
/ e—dxz/e da + C,
(0’1) xr [0

kde C' je vhodna konstanta. Dostaviame tedy néjakou formu funkéni
zévislosti naSeho integralu na proménné a.

e Nicméné samotné C' se nam spocitat uz nepodaii. NaSe integraly jsou
totiz ve skutecnosti nekonec¢né, protoze

axT 1
/  dr > / —dz = In(x)
o1 * on T
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Déle jsme mohli vidét, Ze spojitost integrandu se diky Heineho vété prenéasi
na spojitost integralu, jakozto funkce parametru. Mize se vSak stat, ze i kdyz
integrand spojita funkce nebude, pfesto vysledny integral s parametrem bude
spojita funkce, coz ukdzeme v nasledujicim piikladu.

Priklad 15. [2, str. 162] M&me M = {(z,y) e R?: 0 <z < 1,0 <y < 1}.
Definujme funkci

a5 ve@n).ze (1),
f(z,y) {{‘[;’ ye (R\Q)N(0,1),z € (0,1).

e Ziejmé f neni spojitd v proménné y (pokud z # %, coz je pouze jediny
bod).

e Plati vsak, ze

1 1
Fa)= [ flay)de= / lar=1 proyeqnon),
©0,1) 0,1y 2 2
1
)= [ fag)do= [ ade=g poye ®\QNO.D).
(0,1) (0,1)

e Celkem tedy mame, ze

a tedy F' je spojita na (0,1).

Pfiklad 16. Najdéme rekurentni funkéni vztah pro vypocet [ (
kde t > 0 je parametr, n € N.

dz,

1
0,00) (z2+t2)™

e Pro n =1 dostavame

1 1 1 1 z | o7
s de =5 g dr = Starctan(-)| = .
(0,00) =+t t (0,00) (;) +1 t t 0 2t

e Uvazujme nyni
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Potom je

2tn
F'(t) = T _dr = —2tnF, (1),
n( ) \/(0700) (1'2 +t2)n+1 x n +1( )

nebot pro pevné n € N je

0 1 2tn

ot (z2 4+ 12— (a2 + 2)nH
a zvolime-li 0 < a < t < b < 00, pro libovolné vyhovujici hodnoty a, b,

dostaneme omezeni

2tn < 2bn
(2 + £2)nt1 = (22 + a2)ntl

2tn
(22 + 2)nt1

Podstatné je, ze

/ 2bn de <
———dz < 00,
(0,00} (22 + a2)t1

nebot v bodé x = 0 se nenachézi vertikalni asymptota diky tomu, Ze
a > 0 a pro x — oo dostaneme konvergenci napiiklad srovnanim s
integralem funkce x—lz, ktera ma kone¢ny integral pies (k,o0),k > 0.

Déle z takového srovnani vime, Ze napt. prot =1 je f( < 00.

1
0,00) (z2+1)"

Podle véty o derivaci integralu podle parametru dostavame, zZe pro li-
bovolné n € Na 0 <a<t<b<oo (tedy t > 0) plati

FL(t)
Bl = =%
piicemz vime, ze Fy(t) = 7.
Dostavame tedy napftiklad
. -
Bl = =5 =
Fyft) = _—a _ 37T
o) === = 165
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2.6 Vicerozmérné integraly

V této sekci se podivame na zékladni, ale velmi diilezité a praktické nastroje,
jak pristupovat k vypoctu integralu funkci pfes mnohorozmérné mnoziny.
Dilezitymi piistupy pro nés bude vypocet mnohorozmérného integralu po-
moci sekvence jednorozmérnych integrali, ale také transformace mnoziny,
pres kterou integrujeme na mnozinu jinou, coz mize v praxi vést na snazsi
vypocet.

Véta 7. [3, str. 91] (Fubiniho) Necht E C R™™ je méFitelnd mnoZina a
f € L*(E), tj. existuje Lebesgquetiv integrdl f pies E. Pak jsou méFitelné fezy

o £, ={yeR":(z,y) € E} pro skoro vSechna x € R",
o £, ={xeR": (z,y) € E} pro skoro vSechna y € R™

a plati, Ze

[temasis=[ ([ fwoir)a=[ ( REY dx) dy.

Pojdme se nejdiive presvédcit, Ze je skutecné dilezity predpoklad existence
integralu funkce f pfes mnozinu F. Uvazujme nasledujici piiklad.

Piiklad 17. Zkoumejme [, sin(z)sin(y)dzdy, kde E = (—m, ) x R.

e Spocitejme nejprve

// sin(x) sin(y) de dy = / — sin(y) cos(z) dy
R (—71'771') R T=—T
= / Ody = 0.
R
e Obratime-li poradi integrace, obdrzime nyni
/ /sin(x) sin(y) dy dz = / —sin(z) cos(y) dz,
(—m,m) JR (—m,m) y=—00

avSak lim cos(y) a rovnéz lim cos(y) neexistuji. Uvedeny vypocet
Yy—00 Yy——00

nedava smysl a [, sin(z) sin(y) dz dy neexistuje.

Pokud ve Fubiniho vété nebudeme vnéjsi integraly pocitat pies R™ a R™,
ale pouze pies mnoZiny, kde jsou fezy neprazdné (jinde bude integral stejné
nulovy), je nutné pfidat predpoklad o méfitelnosti téchto mnozin.
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Priklad 18. Z prvni kapitoly vime, Ze existuje lebesgueovsky neméftitelna
mnozina. Oznac¢me ji M.

e Definujme si £ = M x {1}. Protoze vime, ze E C R x {1}, pfitemz
A2(Rx {1}) = 0, z tplnosti Lebesgueovy miry vime, Ze taky \?(E) = 0.

e Uvazujme na F libovolnou méfitelnou funkei f. Potom plati, ze

[ s

integral tedy existuje a je kone¢ny.

e 7Zkusme se na tento problém nyni podivat z hlediska Fubiniho véty,
ktera vyuziva projekce mnozin. Mélo by platit, ze

/Ef(z)dz:/M {l}f(x,y)dyda::/Mde,

protoze f{1} f(z,y)dy = 0.

e Ale z definice Lebesgueova integralu by ale muselo platit

/ 0dz = 0-\'(M),
M

kdy jsme ale na zacatku predpokladali, ze M je neméritelna. Uvedeny
vyraz A\'(M) tedy nemé viibec Zadny smysl.

Pojdme se podivat na piiklad, kdy nam Fubiniho véta bude pii vypoctu
velmi uzite¢nym nastrojem a ukazme si, 7e nékdy muze byt z praktického
hlediska kli¢ové i poradi provedeni dil¢ich integraci.

Piiklad 19. [2| str. 146] Spocitejme [, ze "V dz dy, pokud E = (0,00) x
(a,b), kde a,b > 0 jsou libovolné parametry.

e Uvedenda funkce na E neméni znaménko. V takovém piipadé dle defi-
nice Lebesgueova integralu nemize nastat problém s nekonec¢nosti jak
kladné, tak zaporné ¢asti. Integral funkce tedy existuje.

e Podle Fubiniho véty jej miZeme pocitat jako

1 o0
/xe “’d:z:dy— / “’dxdy—/ — e dy
(a,b) J(0,00) (ab) 2V =0
1 1 1 1.0
= —dy==In = —(In(b) —1 =—In-.
L= <y>y:a () ~In(a)) = 31n



e Pojdme se podivat na druhou moznost postupu.

/ ze™ Y dy da = / / ze™ ™Y dy da
E (0,00) /(a,b)
b
_ / Xz efxzy
(0.00) —27

efazrz - efbx2
dr = / S S—,
y=a (0,00) X

e Vidime, Ze tento integral bychom piimym postupem jen tézko spocitali.
Uzitim Fubiniho véty jsme vS8ak zadany integral spocitali diive a navic
jsme nepiimo odvodili vztah ve tvaru

—az? _ ,—bx? 1
/ ﬁdx:—lné, kde a,b > 0.
(0,00) €T 2 a

Dalsi zajimavou aplikaci je vypocet miry dané mnoziny. Muzeme si snadno
rozmyslet ze pro vypocet Lebesgueovy miry n-rozmérné mnoziny F plati
AN"(E) = [, 1dz. Uvedme si priklad.

Pr klad 20. [2, str. 141] Spocitejme Lebesgueovu miru mnoziny M C R3,
kde M = {(z,y,2) e R?: 2z € (0,a),y € (0,b),z € (0, % )} kde parame-
try a, b, p,q > 0 jsou libovolné volitelné.

) 2p
e 7 definice Lebesgueova integralu vime, 7Ze
N(M) = / ldzdydz.
M

e RozepiSme nyni tento integral pomoci Fubiniho véty jako

/ ldxdydz = / 1dzdzdy
0,0)x(0,0) J (0,2 +£2 )

’2p

/ / / 1dzdzdy.
0,b) J(0,a) oz+y

’2p

e Tento integral nyni spocitame jako iterovany a obdrzime miru mnoziny

M jako

3(M) / / / 1dzd:pdy—/ / —+y dx dy
0,b) J(0,a) ;— y— 0,b) J(0,a)
(0.b) 629 2 6p 6¢ 6 \p g/

V nékterych pripadech pro nis muze byt slozitd integrace diky tomu, jak
je zadana mnoZina, pres kterou integrujeme. Pojdme se podivat na nastroj,
ktery nam v takovém piipadé mize pomoci.
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Véta 8. [3] str. 101] (O substituci) Necht G C R" je oteviend mnoZina a pro
zobrazeni ¢ : R™ — R™ plati, Ze

e peCH(@),
® © je prosté zobrazeni na mnoziné G.

Potom pro libovolnou méritelnou funkci f : R" — R definovanou na ¢(G)

plati
/ f(z dz-/f )| det J,(x)| dx,

md-li aspon jeden z integrdli smysl.

Pfipomenme, ze det J,(z) je determinant tzv. Jacobiho matice ¢ v bodé z,
coZ je matice parcidlnich derivaci vektorové funkce ¢ postupné podle vSech
proménnych. Zaméfme se nyni na to, proc je dilezité, aby zobrazeni ¢ bylo
prosté.

Piiklad 21. Spocitejme Lebesgueuv integral funkce f(x,y) = xy pfes mno-
zinu E = {(z,y) € R* : 2% + y* < r?}, kde r > 0 je parametr.

e Definujme dvé zobrazeni ¢, ¢o nasledujicim zptisobem

£1(pr) = (peos(y), psin(y), kde p € (0,7), € (0,27,
ea(pr ) = (peos(), psin(), Kde p € (0,7, € (0, o).

e Geometricky lze obraz ¢1((0,7) x (0, 27)) stejné jako ¢o((0,7) x (0, 37))
interpretovat jako kruh o poloméru r. Plati vsak, Zze ¢; je na svém
defini¢nim oboru prosté zobrazeni, zatimco o nikoli.

e V obou piipadech je det J,, (p,¢) = det J,,(p, ¥) = p.

e V prvnim piipadé, kdy predpoklady Véty 8 plati, dostaneme

/:cydasdy—/o o0 )pcosw)psin(zb)pdpdw

27
/ / 3sm 21/) dv dp / p3—cos(2¢)
0,r) J(0 27r) ) 4

$=0
= / 0dp = 0.
(O,r)
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e V druhém piipadé, kdy @9 prosté neni, vSak mame

[avdeay= [ peosuipsin(wipdpdy
B )x(0,57)

(0
sin(21) — cos(2y
S e L e
(0,r) (O,grr) (0,r)

3 3 3 4
pP P p r
/<o,r> 44 0r) 2 8

)

S
2

dp
=0

e Vidime, Ze ve dvou pripadech dostavame dva rizné vysledky. Spravné je
vsak jen prvni vysledek a fE xydxdy = 0. V druhém pripadé jsme diky
tomu, ze substitucni zobrazeni nebylo prosté, integrovali pfes urcitou
¢ast mnoziny F dvakrat, a proto jsme nedostali spravny vysledek.

Véta o substituci mé své uziti zejména tehdy, chceme-li pocitat integraly pfes
mnoziny, které nelze zapsat jako kartézsky soucin intervali a pouze pouziti
Fubiniho véty by vedlo na neimérné narocny vypocet.

Priklad 22. [2) str. 142] Ur¢eme Lebesgueovu miru mnoziny A, kterd je
ohranitena plochou s rovnici c¢(z? + y?) = a*(c — z) a rovinou z = 0 pro
a,c > 0 libovolné.

e Geometricky je uvedeny utvar kuzel s vrcholem pro z = ¢. Definujme
proto zobrazeni ¢ jakozto jedno ze standardnich zobrazeni pro substi-
tuci

p(p, 1, z) = (peos(¥), psin(v), 2),
s defini¢nim oborem G C R3, popsanym nerovnostmi

a’(c— 2)
0<p< —2,
c

0 < < 2m,
O<z<e

e Poznamenejme, Ze nezalezi na tom, zda uvedené nerovnosti budeme
uvazovat v ostrém ¢i neostrém tvaru, nebot uvedené mnoziny by se ligily
pouze o mnozinu nulové miry, kterd by na hodnotu integralu neméla
vliv.

e Lze spocitat, Ze opét plati det J,(p, ¢, 2) = p.
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e Dile plati, 7e p(G) = A, ¢ je prosté zobrazeni.

e Mizeme tedy psat, ze

N (A) :/ ldxdydz:/ / / pdpdy dz,
A (0,¢) J(0,2m) J(0,¢)

kde t =

e Konecné obdrzime

2t
/ / / pdpdyydz = / Pl dyds
) J (0.2 0.0 J027) 2 {,=0
_/ / dde——ZW/ (c—2)dz
2¢ Joe
__(CZ_Z_)C _ e mae
Coc 27, ¢ 2 2
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Z.avér

Cilem moji préce bylo predstavit stru¢né teorii miry a Lebesgueova integralu
a vytesit pii tom piiklady a protiptfiklady, které ilustrovaly to, ze v matema-
tickych tvrzenich jsou jejich piredpoklady nepostradatelné a nelze je v zddném
pripadé zanedbat.

Povedlo se mi shrnout zakladni teoretické poznatky a zkonstruovat vystizné

protipfiklady k predstavenému matematickému aparatu. Piiklady se mi po-
darilo tspésné vyftesit i s podrobnym komentafem.
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