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Úvod

Integrace funkcí jedné £i více prom¥nných jsou jedny ze základních disciplín
z oblasti matematické analýzy, které jsou bezesporu d·leºité nejen pro sa-
motný sv¥t matematiky, ale také v ostatních p°írodních v¥dách. P°i °e²ení
problém· se lze obrátit na ²iroké spektrum tvrzení, které nám mohou p°i
výpo£tech r·znými zp·soby pomoci a výrazn¥ nám tak práci v n¥kterých
p°ípadech usnadní. V této práci budou práv¥ n¥která taková základní tvrzení
p°edstavena.

Cílem této práce je nejen ukázat °e²ení konkrétních vybraných p°íklad· za
pouºití základních nástroj· z teorie míry a Lebesgueova integrálu, ale také
pomocí takových p°íklad· ukázat, jaká tvrzení naopak neplatí, respektive po-
ukázat na to, jak d·leºité je v¥novat speciální pozornost v²em p°edpoklad·m
v matematických tvrzeních. Na to se zam¥°íme formou protip°íklad·, kde se
vºdy podíváme na n¥jakou konkrétní situaci, kdy daný p°edpoklad evidentn¥
spln¥n nebude, a ukáºeme si, ºe v takových situacích aparát nelze pouºít a
ºe m·ºeme dostávat výsledky, které nejsou pravdivé. P°íklady jsou vybírány
bu¤ jako ne°e²ené z literatury uvedené na konci práce a nebo jsou cílen¥
sestrojeny a doupraveny tak, aby odpovídajícím zp·sobem vystihovaly daný
problém co nejlépe.

Tato práce je rozd¥lena do dvou kapitol. První kapitola stru£n¥ p°edstavuje
koncept m¥°ení a míry, druhá kapitola se pak v¥nuje Lebesgueov¥ integrálu,
který je na teorii míry zaloºen.

V¥°ím, ºe tato práce bude uºite£ným p°ínosem zejména pro ty £tená°e, kte°í
se rádi matematikou baví a rádi nad ní p°emý²lí, a ºe £tená°e p°ípadn¥ mo-
tivuje k dal²ím úvahám v podobných sm¥rech.
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1 Prostory s mírou

Teorie míry se zabývá zobecn¥ním pojmu délky intervalu, plo²ného obsahu
v rovin¥ £i objemu mnoºiny v prostoru. V této kapitole si ji p°edstavíme,
uvedeme pot°ebné de�nice a poukáºeme na základní vlastnosti míry. P°ede-
v²ím se podíváme na r·zné p°íklady z této problematiky v£etn¥ Lebesgueovy
míry, která pro nás bude velmi d·leºitým prost°edkem k sestrojení Lebesgu-
eova integrálu.

1.1 Sigma-algebra

Míru nelze de�novat na jakémkoli systému podmnoºin mnoºiny X. Libo-
volný systém by nám ani nezaru£oval, ºe na n¥m de�nice míry bude mít
smysl. Pokud navíc za£neme na vlastnosti míry klást r·zné pro nás d·leºité
poºadavky, ukazuje se, ºe ne kaºdé podmnoºin¥ Rn budeme moci takovou
míru p°i°adit. Budeme se tedy muset omezit na n¥jaký systém podmnoºin
uzav°ený na konkrétní mnoºinové operace. Takový systém podmnoºin, který
je základem pro de�nici míry, je tzv. σ-algebra.

De�nice 1. [1, str. 15] Nech´ X je neprázdná mnoºina. Systém podmnoºin
A mnoºiny X se nazývá σ-algebra na X, jestliºe je spln¥no

� X ∈ A,

� A ∈ A =⇒ Ac ∈ A,

� {Aj}j∈N ⊂ A =⇒
∞⋃
j=1

Aj ∈ A.

Lze snadno ukázat, ºe

� σ-algebra je systém podmnoºin obsahující prázdnou mnoºinu, dále je
uzav°ený také na b¥ºné operace s mnoºinami jako kone£ná sjednocení,
kone£né pr·niky, spo£etné pr·niky nebo mnoºinové rozdíly. [1, str. 15]

� Pr·nik libovolného mnoºství σ-algeber je op¥t σ-algebra na dané mno-
ºin¥ X. Pro kaºdý mnoºinový systém G ⊂ P(X) existuje nejmen²í
σ-algebra, jeº tento systém obsahuje. �íkáme jí σ-obal a zna£íme σ(G).
[1, str. 16]

P°íklad 1. Uvaºujme mnoºinu X = [0, 1] ⊂ R. Najd¥me nejmen²í σ-algebru
na X, která obsahuje intervaly

[
0, 1

4

)
,
(
3
4
, 1
]
.

� V σ-algeb°e musí být podle její de�nice obsaºena celá mnoºina X.
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� Dále pot°ebujeme zajistit uzav°enost na sjednocení (zde pouze ko-
ne£ná) p°idáním mnoºiny

[
0, 1

4

)
∪
(
3
4
, 1
]
.

� Nyní uº sta£í nalézt v²echny mnoºinové dopl¬ky. Jedná se o prázdnou
mnoºinu (dopln¥k X) a intervaly

[
1
4
, 1
]
,
[
0, 3

4

]
,
[
1
4
, 3
4

]
.

� Výsledná σ-algebra má podobu

A =

{
∅, [0, 1] ,

[
0,

1

4

)
,

(
3

4
, 1

]
,

[
1

4
, 1

]
,

[
0,

3

4

]
,

[
0,

1

4

)
∪
(
3

4
, 1

]
,

[
1

4
,
3

4

]}
.

P°íklad 2. [1, str. 20] M¥jme X =
n⋃
j=1

Aj, kde Aj jsou po dvou disjunktní

podmnoºiny X. Ur£eme, kolik mnoºin se nachází v σ({A1, A2, . . . , An}).

� Z n objekt· lze vybrat k objekt·
(
n
k

)
zp·soby, pokud je k ≤ n.

� Vybereme-li takto libovolných k mnoºin z {A1, A2, . . . , An}, kde k ≤ n,
pak jejich dopl¬ky, sjednocení a dopln¥k tohoto sjednocení musí náleºet
do σ-algebry.

� Dopln¥k libovolného sjednocení vybraných mnoºin vznikne sjednoce-
ním zbývajících mnoºin, které jsme nevybrali. Celá mnoºina X vznikne
sjednocením v²ech n mnoºin a prázdná mnoºina vznikne, pokud nevy-
bereme ºádnou z mnoºin.

� Po£et mnoºin v celém σ-obalu vznikne sou£tem v²ech kombinací, tedy

|σ({A1, A2, . . . , An})| =
n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n.

Uvedli jsme si, ºe pr·nik σ-algeber je op¥t σ-algebra. Podívejme se, jak je to
se sjednocením.

P°íklad 3. Ukaºme, ºe pokudA,B jsou dv¥ σ-algebry naX, jejich sjednocení
A ∪ B je²t¥ nemusí být σ-algebra na X.

� Uvaºujme dv¥ σ-algebry A,B na {a, b, c, d} ve tvaru

A = {∅, {a}, {b, c, d}, {a, b, c, d}},
B = {∅, {b}, {a, c, d}, {a, b, c, d}}.

� Lze snadno ov¥°it, ºe platí

A ∪ B = {∅, {a}, {b}, {b, c, d}, {a, c, d}, {a, b, c, d}}.
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� Protoºe ale {a} ∈ A∪B a zárove¬ {b} ∈ A∪B, m¥lo by taktéº platit, ºe
{a, b} = {a}∪{b} ∈ A∪B, coº není pravda. A∪B tedy není σ-algebra.

Mnoºinový systém, který je σ-algebra, m·ºe obsahovat r·zné systémy pod-
mnoºin mnoºiny X.

� V Rn nás bude p°i zkoumání m¥r zajímat zejména jedna ze standard-
ních σ-algeber, která je σ -obalem systému otev°ených mnoºin O(Rn).
�íkáme jí borelovská σ-algebra. Její mnoºiny nazveme borelovské nebo
borelovsky m¥°itelné. Zna£íme ji B(Rn) nebo zkrácen¥ Bn.
[1, str. 17]

� Dvojice (X,A), kde A je σ-algebra na mnoºin¥ X, se nazývá m¥°itelný
prostor. Ten pro nás bude klí£ovým pro de�nici míry. [1, str. 22]

1.2 Míra

Nyní jiº víme, co je σ-algebra. Mnoºiny tohoto systému budeme nazývat
m¥°itelné, budeme jim chtít p°i°adit míru. Vzniknou tak prostory s mírou.

De�nice 2. [1, str. 22] Nech´ X je mnoºina a A je σ-algebra na X. Pak
zobrazení µ : A → [0,∞] nazveme mírou, pokud platí

� µ(∅) = 0,

� zobrazení je σ-aditivní, tedy pro libovolnou posloupnost po dvou dis-
junktních mnoºin {Aj}j∈N ⊂ A platí

µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ(Ai).

Trojice (X,A, µ) se nazývá prostor s mírou. [1, str. 22]

� A£koli se dále budeme bavit o m¥rách, které nemohou být pro jejich
d·leºité vlastnosti de�novány na celé poten£ní mnoºin¥, na libovolné
σ-algeb°e A lze de�novat vºdy alespo¬ jednu míru. [1, str. 26]

� D·leºitý pro nás bude zejména prostor s Lebesgueovou mírou, která je
de�novaná na borelovské σ-algeb°e.
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P°íklad 4. [1, str. 26] Existuje míra, kterou lze de�novat na zcela libovolné
σ-algeb°e A, tedy i na poten£ní mnoºin¥ P(Rn). P°íkladem takové míry je
Diracova míra δx pro pevn¥ zvolený bod x ∈ Rn a A ∈ A, de�novaná p°ed-
pisem

δx(A) =

{
1, x ∈ A,

0, x /∈ A,

Ukaºme, ºe takto de�nované zobrazení je míra.

� Pro libovolnou mnoºinu A ∈ A platí

δx(A) ≥ 0,

δx(∅) = 0.

� Je-li {Aj}j∈N libovolná posloupnost po dvou disjunktních mnoºin, pak

x /∈
∞⋃
i=1

Ai =⇒ ∀i ∈ N : x /∈ Ai =⇒ δx

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

δx(Ai) = 0,

x ∈
∞⋃
i=1

Ai =⇒ ∃!i ∈ N : x ∈ Ai =⇒ δx

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

δx(Ai) = 1.

P°íklad 5. [1, str. 28] Nech´ {an}n∈N je posloupnost nezáporných £ísel,

{µn}n∈N je posloupnost m¥r na σ-algeb°e A. Ukaºme, ºe µ =
∞∑
i=1

aiµi je

míra na A.

� Sta£í ov¥°it, ºe uvedené zobrazení spl¬uje v²echny vlastností míry. Platí
totiº, ºe

∀A ∈ A : µ(A) =
∞∑
i=1

aiµi(A) ≥ 0,

µ(∅) =
∞∑
i=1

aiµi(∅) =
∞∑
i=1

0 = 0.

� Dále pro libovolnou posloupnost {Aj}j∈N po dvou disjunktních mnoºin,
Aj ∈ A, platí, ºe

µ

( ∞⋃
j=1

Aj

)
=

∞∑
i=1

aiµi

( ∞⋃
j=1

Aj

)
=

∞∑
i=1

ai

( ∞∑
j=1

µi(Aj)

)
=

∞∑
i=1

∞∑
j=1

aiµi(Aj) =
∞∑
j=1

∞∑
i=1

aiµi(Aj) =
∞∑
j=1

µ(Aj),
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kde jsme vyuºili znalosti z teorie £íselných °ad o zachování sou£tu p°i
p°erovnání °ad s nezápornými £leny.

� Poznamenejme je²t¥, ºe d·kaz by se provedl analogickým zp·sobem,
pokud by m¥r bylo kone£n¥ mnoho a {an} by byla odpovídající kone£ná
posloupnost nezáporných £ísel.

De�nice 3. [1, str. 27] Nech´ (Rn,Bn) je m¥°itelný prostor s borelovskou
σ-algebrou. Potom míra λn : Bn → [0,∞], které kaºdému zleva polouzav°e-
nému intervalu [a1, b1)× · · · × [an, bn) p°i°adí hodnotu

λn([a1, b1)× · · · × [an, bn)) =
n∏
i=1

(bi − ai),

se nazývá n-rozm¥rná Lebesgueova míra.

Uvedená de�nice °íká, jak spo£ítat Lebesgueovu míru pouze pro n-rozm¥rné
intervaly.

� Lze v²ak ukázat, ºe takto de�novaná míra na borelovské σ-algeb°e exis-
tuje a je jednozna£ná. [1, str. 28]

� Lebesgueova míra je rovn¥º invariantní na translace £i rotace, p°i£emº
existují nem¥°itelné mnoºiny. [1, str. 28]

� M·ºeme snadno nahlédnout, ºe Lebesgueova míra skute£n¥ zobec¬uje
pojem délky, plo²ného obsahu £i objemu.

M¥jme (Rn,Bn, λn) prostor s Lebesgueovou mírou. Nulovými mnoºinami ro-
zumíme takové mnoºiny, jejichº míra je nulová.

� De�nujeme-li (Bn)∗ jako

(Bn)∗ = {B ∪N,B ∈ Bn, N podmnoºina nulové mnoºiny z Bn},

potom (Bn)∗ je σ-algebra.

� Dále λ̄n : (Bn)∗ → [0,∞] de�nované jako

λ̄n(B∗) = λ̄n(B ∪N) = λn(B),∀B∗ ∈ (Bn)∗

je úplná Lebesgueova míra. Pro úplnou míru tedy platí, ºe v²echny
podmnoºiny mnoºin s nulovou mírou jsou automaticky m¥°itelné, tedy
mají také nulovou míru. V rámci dohody budeme i zúpln¥nou míru
zna£it bez pruhu, tedy pouze λn. [1, str. 29]
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� Budeme °íkat, ºe daný výrok platí skoro v²ude na mnoºin¥ E, pokud
platí na E \N , kde λn(N) = 0.

Podívejme se nyní na p°íklady týkající se míry.

P°íklad 6. [2, str. 99] Je dána posloupnost {an} nezáporných reálných £ísel s
vlastností

∞∑
n=1

an = a. Pro posloupnost mnoºin {An}, kde µ(An) = an, n ∈ N,

je²t¥ nemusí platit, ºe

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
= a.

� Uvaºujme posloupnost mnoºin {An}, kde An =
(
− 1
n
, 1
n

)
,∀n ∈ N. De-

�nujme posloupnost {an}, kde an = λ1(An) =
1
n
+ 1

n
= 2

n
.

� Platí, ºe £íselná °ada £len· an má nekone£ný sou£et, protoºe

∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

2

n
= ∞.

� Podíváme-li se v²ak na sjednocení mnoºin An, snadno zjistíme, ºe

λ1
( ∞⋃
n=1

An

)
= λ1 ((−1, 1)) = 2.

Poznatky o zachovávání σ-aditivity pouze v p°ípad¥ po dvou disjunktních
mnoºin, které lze pozorovat v p°íkladu, shrnuje následující v¥ta.

V¥ta 1. [1, str. 23] Nech´ (X,A, µ) je prostor s mírou. Pro libovolnou po-
sloupnost {An}n∈N ⊂ A a mnoºiny A,B ∈ A platí

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ(An),

A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B).

Pro A,B ∈ A disjunktní platí

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).
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V¥ta 2. [1, str. 24] (Spojitost míry vzhledem k inkluzi nahoru) Nech´ {Aj}j∈N
je posloupnost mnoºin, pro n¥º platí Aj ⊂ Aj+1,∀j ∈ N. Potom platí

µ

( ∞⋃
j=1

Aj

)
= lim

j→∞
µ(Aj).

V¥ta 3. [1, str. 24] (Spojitost míry vzhledem k inkluzi dol·) Nech´ {Aj}j∈N je
posloupnost mnoºin, pro n¥º platí Aj+1 ⊂ Aj,∀j ∈ N. Dále nech´ µ(A1) <∞.
Potom platí

µ

( ∞⋂
j=1

Aj

)
= lim

j→∞
µ(Aj).

Pozastavme se nad d·leºitostí kone£nosti míry mnoºiny A1. Bez ní uvedená
v¥ta obecn¥ neplatí, coº ukáºeme v následujícím p°íkladu.

P°íklad 7. Uvaºujme Aj = (j,∞) ⊂ R, kde j ∈ N. Spo£ítejme Lebesgueovu
míru pr·niku t¥chto mnoºin.

� Platí λ1(Aj) = ∞ pro libovolné j ∈ N.

� Za absence vý²e uvedeného p°edpokladu by muselo platit, ºe

0 = λ1(∅) = λ1
( ∞⋂
j=1

Aj

)
= lim

j→∞
λ1(Aj) = lim

j→∞
∞ = ∞.

nebo´ pr·nik uvaºovaných mnoºin je prázdný. To je zcela jist¥ spor a
d·leºitost p°edpokladu p°edchozí v¥ty se nám tedy potvrzuje.

Vyuºijme v¥ty o spojitosti míry k dal²ím úvahám.

P°íklad 8. [1, str. 29] Uvaºujme (R,B(R), λ1) prostor s mírou. Spo£ítejme
Lebesgueovu míru jednoprvkové mnoºiny {a}, kde a ∈ R.

� Rozmysleme si, ºe platí

{a} =
∞⋂
j=1

(
a− 1

n
, a+

1

n

)
.

� Lebesgueova míra kaºdé mnoºiny, z nichº po£ítáme pr·nik, je kone£ná
a mnoºiny jsou v poºadovaném vztahu inkluze. M·ºeme tedy podle
p°edchozí v¥ty psát, ºe

λ1({a}) = lim
n→∞

λ1
((

a− 1

n
, a+

1

n

))
= lim

n→∞

2

n
= 0.
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Uv¥domíme-li si, ºe kaºdou spo£etnou mnoºinu v R lze zapsat jako spo£etné
sjednocení jednoprvkových mnoºin, dostaneme tato pozorování:

� Kaºdou spo£etnou mnoºinu lze Lebesgueovou mírou m¥°it.

� Navíc má kaºdá taková mnoºina nulovou míru.

� Analogicky bychom toto tvrzení mohli zobecnit i do Rn.

Uvaºujme (Rn,Bn, λn) prostor s Lebesgueovou mírou.

� Potom kaºdá omezená m¥°itelná mnoºina v Rn má kone£nou Lebesgue-
ovu míru (je podmnoºinou intervalu s kone£nou Lebesgueovou mírou).
Tvrzení plyne z monotonie míry (V¥ta 1).

� Neplatí, ºe kaºdá neomezená m¥°itelná mnoºina má nekone£nou Lebe-
sgueovu míru.

P°íklad 9. [2, str. 98] Uvaºujme mnoºinu A = {(x, y) ∈ R2 : y = 0, x ∈ R}.

� Uvedenou mnoºinu lze zapsat jako spo£etné disjunktní sjednocení
A =

⋃
j∈Z

Aj, kde

Aj = {(x, y) ∈ R2 : y = 0, x ∈ [j, j + 1)},

a Aj =
⋂
k∈N

Ajk, kde

Ajk = {(x, y) ∈ R2 : y ∈
(
−1

k
,
1

k

)
, x ∈ [j, j + 1)}.

� Podle de�nice Lebesgueovy míry platí λ2(Ajk) = 2
k
. Posloupnost mno-

ºin {Ajk}k∈N spl¬uje poºadavky v¥ty o spojitosti míry vzhledem k in-
kluzi dol· a platí

λ2(Aj) = lim
k→∞

λ2(Ajk) = lim
k→∞

2

k
= 0, ∀j ∈ Z.

� Ze σ-aditivity míry potom plyne, ºe také λ2(A) = 0, tedy mnoºina A
má kone£nou Lebesgueovu míru, i kdyº je neomezená.

V minulém p°íkladu jsme si ukázali neomezenou mnoºinu s kone£nou mí-
rou, která v²ak byla nulová. Poj¤me se podívat, jak to bude u neprázdných
otev°ených mnoºin, kde míra nulová být nem·ºe.
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Uvaºujme (Rn,Bn, λn) prostor s Lebesgueovou mírou.

� Potom kaºdá neprázdná otev°ená mnoºina v Rn má kladnou Lebesgu-
eovu míru (existuje okolí bodu, které je podmnoºinou této mnoºiny, do
tohoto okolí lze vepsat interval s kladnou Lebesgueovou mírou). Tvrzení
plyne z monotonie míry (V¥ta 1).

� Neplatí v²ak, ºe kaºdá neprázdná otev°ená mnoºina s kone£nou (nenu-
lovou) Lebesgueovou mírou je omezená.

P°íklad 10. [2, str. 98] M¥jme mnoºinuA =
∞⋃
j=1

Aj, kdeAj =
(
2j − 1

2j
, 2j + 1

2j

)
.

� Mnoºina A vznikla jako sjednocení otev°ených interval·, sama je tedy
také otev°ená. Dále A není omezená.

� Posloupnost mnoºin {Aj}j∈N je posloupnost po dvou disjunktních mno-
ºin, nebo´ výpo£tem snadno ov¥°íme, ºe

∀j ∈ N : 2(j − 1) +
1

2j−1
< 2j − 1

2j
.

� Podle σ-aditivity platí

λ1(A) =
∞∑
j=1

λ1(Aj) =
∞∑
j=1

2

2j
= 2

∞∑
j=1

1

2j
= 2 <∞,

tedy tato otev°ená mnoºina s kone£nou mírou je neomezená.

� Poznamenejme je²t¥ pro zajímavost, ºe aplikace pravidla o σ-aditivit¥ je
v souladu s v¥tou o spojitosti míry vzhledem k inkluzi nahoru, nebo´ je
n⋃
j=1

Aj ⊂
n+1⋃
j=1

Aj. Aplikací uvaºované v¥ty na novou posloupnost {Bn},

kde Bn =
n⋃
j=1

Aj bychom dostali naprosto stejný záv¥r. Sta£í si jen

uv¥domit, ºe
∞∑
j=1

aj = lim
n→∞

n∑
j=1

aj a vyuºít vlastnost kone£né aditivity

míry, která plyne induktivn¥ z posledního tvrzení V¥ty 1.
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2 Lebesgue·v integrál

V minulé kapitole jsme se v¥novali základ·m teorie míry a de�novali jsme
si Lebesgueovu míru, která nám umoº¬uje mnoºinám z borelovské, p°ípadn¥
zúpln¥né borelovské (lebesgueovské) σ-algebry p°i°azovat jejich �velikost� .
Tuhle my²lenku nyní vyuºijeme p°i práci s m¥°itelnými funkcemi a následné
konstrukci Lebesgueova integrálu m¥°itelné funkce. Zam¥°íme se na p°íklady
poukazující na jeho zajímavé vlastnosti a protip°íklady, které budou pouka-
zovat na d·leºitost uvedených p°edpoklad·.

2.1 Konstrukce Lebesgueova integrálu

Lebesgue·v integrál de�nujeme postupn¥ v n¥kolika krocích, nejprve pro jed-
noduché m¥°itelné funkce. Tyto funkce poté v dal²ím kroku vyuºijeme k de-
�nici integrálu pro obecné m¥°itelné funkce, kdy budeme plo²ný obsah £i
objem pod grafem funkce postupn¥ zezdola vypl¬ovat práv¥ jednoduchými
funkcemi. Tato de�nice odpovídá intuitivnímu pojetí interpretace integrálu.

De�nice 1. [1, str. 57] Nech´ (Rn,A) je m¥°itelný prostor. Potom zobrazení
f : Rn → R nazveme m¥°itelné, pokud

∀α ∈ R : f−1((α,∞)) ∈ A.

De�nice 2. [1, str. 68] (Lebesgue·v integrál jednoduchých funkcí)
Charakteristická funkce XA m¥°itelné mnoºiny A je de�novaná p°edpisem

XA(x) =

{
1, x ∈ A,

0, x /∈ A.

� Lebesgue·v integrál této funkce p°es lebesgueovsky m¥°itelnou mnoºinu
E budeme de�novat jako∫

E

XA(x) dx = λn(A ∩ E).

� Pro jednoduchou funkci, vyjád°enou pomocí lineární kombinace charak-

teristických funkcí, ve tvaru f =
k∑
i=1

aiXAi
, kde Ai jsou lebesgueovsky

m¥°itelné a ai ≥ 0,∀i ∈ {1, . . . , k} je∫
E

f(x) dx =
k∑
i=1

aiλ
n(Ai ∩ E).
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De�nice 3. [1, str. 69] (Lebesgue·v integrál m¥°itelných funkcí)

� Pro nezápornou m¥°itelnou funkci f a lebesgueovsky m¥°itelnou mno-
ºinu E de�nujeme∫

E

f(x) dx = sup

{∫
E

s(x) dx, s ≤ f, s je jednoduchá funkce

}
.

� Pro obecnou m¥°itelnou funkci f a lebesgueovsky m¥°itelnou mnoºinu
E de�nujeme ∫

E

f(x) dx =

∫
E

f+(x) dx−
∫
E

f−(x) dx,

kde f+(x) = max{f(x), 0} a f−(x) = max{−f(x), 0}.

� Pokud
∫
E
f+(x) dx a

∫
E
f−(x) dx jsou nekone£né, °ekneme, ºe Lebes-

gue·v integrál funkce f neexistuje.

Poznamenejme, ºe v de�nici m¥°itelnost mnoºin Ai zaji²´uje m¥°itelnost uve-
dené jednoduché funkce. Spole£n¥ s m¥°itelností mnoºiny E je garantováno,
ºe sou£ty m¥r v jeho de�nici budou mít smysl.
Podle uvedené de�nice bychom v²ak v praxi jen t¥ºko po£ítali. Uve¤me si
proto následující v¥tu, která nám dává do souvislosti vztah Newtonova inte-
grálu k Lebesgueov¥ integrálu.

V¥ta 1. [3, str. 82] (O vztahu Newtonova a Lebesgueova integrálu) Nech´
platí, ºe

� f ∈ C(a, b), kde (a, b) ⊂ R,

� f ∈ L∗(a, b), tj. existuje Lebesgue·v integrál f p°es (a, b).

Ozna£íme-li F jako primitivní funkci k f na (a, b), potom je

(L)

∫
(a,b)

f(x) dx = (N)

∫ b

a

f(x) dx = F (b−)− F (a+).

2.2 Konvergence a limitní v¥ty

M¥°itelnost funkce mimo jiné zaru£uje, ºe limitní funkce libovolné posloup-
nosti takových funkcí bude taky m¥°itelná. Uve¤me si nyní dv¥ základní
v¥ty, které budou práv¥ s takovou konvergencí souviset, a které nám usnadní
mnohé výpo£ty.
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V¥ta 2. [3, str. 71] (Leviho o monotónní konvergenci) Nech´ {fn}n∈N je
posloupnost m¥°itelných funkcí, pro které platí, ºe

� jsou nezáporné,

� fn+1 ≥ fn skoro v²ude na E, ∀n ∈ N.

Pokud pro skoro v²echna x ∈ E ozna£íme

lim
n→∞

fn(x) = f(x),

potom je

lim
n→∞

∫
E

fn(x) dx =

∫
E

f(x) dx.

Nabízí se otázka, zda je opravdu nutný p°edpoklad o nezápornosti funkcí.
Podívejme se proto na následující p°íklad.

P°íklad 1. Je dána posloupnost {fn}n∈N, kde fn jsou funkce vyjád°ené ve
tvaru fn(x) = 1

nx
. Ov¥°me moºnost zám¥ny limity a Lebesgeuova integrálu

na (−1, 0).

� Triviáln¥ lze ov¥°it, ºe

∀n ∈ N,∀x ∈ (−1, 0) : fn+1(x) =
1

(n+ 1)x
≥ 1

nx
= fn(x).

� Dále platí, ºe

∀x ∈ (−1, 0) : f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

1

nx
= 0.

� Spo£ítejme nyní Lebesgue·v integrál £len· posloupnosti a následn¥ je-
jich limitu. Platí

lim
n→∞

∫
(−1,0)

fn(x) dx = lim
n→∞

1

n
ln |x|

∣∣∣∣0
−1

= lim
n→∞

−∞ = −∞.

Nyní v²ak po£ítejme integrál limitní funkce f . Dostáváme∫
(−1,0)

f(x) dx =

∫
(−1,0)

0 dx = 0,

a vidíme, ºe tato £ísla jsou r·zná.
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[3, str. 79] P°edpoklad nezápornosti lze nahradit p°edpokladem, ºe

−∞ <

∫
E

fn(x) dx <∞,∀n ∈ N, nebo
∫
E

f1(x) dx > −∞.

Tento p°edpoklad v uvedeném protip°íkladu spln¥n nebyl.

Leviho v¥tu lze v²ak pouºít k °e²ení p°íklad· o konvergenci integrál· nejen
v R, které bychom jinak jen t¥ºko vy°e²ili.

P°íklad 2. Spo£ítejme lim
n→∞

∫
E

1
1+(xyz)n

dx dy dz, kde E = [0, 1]3.

� Pro (x, y, z) ∈ E platí, ºe

(xyz)n+1 ≤ (xyz)n, a tedy
1

1 + (xyz)n+1
≥ 1

1 + (xyz)n
.

� {fn}n∈N, kde fn(x, y, z) = 1
1+(xyz)n

jsou nezáporné funkce.

� Bodová limita posloupnosti {fn} je skoro v²ude na E rovna 1, protoºe

lim
n→∞

1

1 + (xyz)n
= 1, (x, y, z) ∈ E \ {(1, 1, 1)} ,

lim
n→∞

1

1 + (xyz)n
=

1

2
, (x, y, z) ∈ {(1, 1, 1)}.

� Celkov¥ tedy máme

lim
n→∞

∫
E

1

1 + (xyz)n
dx dy dz =

∫
E

lim
n→∞

1

1 + (xyz)n
dx dy dz

=

∫
E

1 dx dy dz = λ3(E) = 1,

kde jsme vyuºili toho, ºe p°ede�nování funkce na mnoºin¥ nulové míry
nemá na hodnotu integrálu vliv. Integrál funkce p°es mnoºinu E, která
je skoro v²ude na E rovna 1, je stejný, jako integrál funkce, která je
v²ude na E rovna 1.
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V¥ta 3. [3, str. 80] (Lebesgueova o majorizované konvergenci) Nech´ {fn}n∈N
je posloupnost m¥°itelných funkcí, pro které platí, ºe

� skoro v²ude na E existuje lim
n→∞

fn,

� existuje g ∈ L1(E) (tj. g má p°es E kone£ný Lebesgue·v integrál) ta-
ková, ºe |fn| ≤ g,∀n ∈ N.

Pokud pro skoro v²echna x ∈ E ozna£íme

lim
n→∞

fn(x) = f(x),

potom je

lim
n→∞

∫
E

fn(x) dx =

∫
E

f(x) dx.

P°íklad 3. [2, str. 71] Spo£ítejme lim
n→∞

∫
(0,1)

fn(x) dx p°ímo i s vyuºitím v¥ty
o majorizované konvergenci pro

fn(x) =

{
nx

1+(nx)2
, x ∈ R \Q,

n, x ∈ Q.

� Volme n ∈ N. Potom Newton·v integrál funkce nx
1+(nx)2

spo£teme jako

∫
nx

1 + (nx)2
dx =

∣∣∣∣ (nx)2 = t
2n2x dx = dt

∣∣∣∣ = 1

2n

∫
2n2x

1 + (nx)2
dx =

1

2n

∫
dt

1 + t
=

=
1

2n
ln |1 + t| = 1

2n
ln
(
1 + (nx)2

)
.

� Lebesgue·v integrál funkce fn spo£ítáme podle v¥ty o vztahu k New-
tonov¥ integrálu. Bude nás zajímat pouze hodnota funkce fn na R \Q,
protoºe λ1(Q) = 0 a hodnoty funkce fn na této mnoºin¥ tedy nijak hod-
notu integrálu neovlivní. Prove¤me tedy spojité p°ede�nování funkcí
fn(x) =

nx
1+(nx)2

, x ∈ R, n ∈ N. Máme tedy∫
(0,1)

fn(x) dx =

∫
(0,1)

nx

1 + (nx)2
dx =

1

2n
ln
(
1 + (nx)2

) ∣∣∣1
0
=

1

2n
ln
(
1 + n2

)
.

� Snadno poté jiº ov¥°íme, ºe

lim
n→∞

∫
(0,1)

fn(x) dx = lim
n→∞

1

2n
ln
(
1 + n2

)
= 0.
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� Zkusme se nyní podívat na druhý p°ístup a omezit v²echny funkce je-
dinou integrovatelnou majorantou. Pro zvolené pevné n ∈ N je fn(x) =

nx
1+(nx)2

na intervalu [0, 1] spojitá funkce, a je tudíº omezená. Pozname-
nejme op¥t, ºe uvaºujeme tyto funkce v p°ede�novaném tvaru oproti
p·vodnímu zadání, kdy víme, ºe tento postup nebude mít na výsle-
dek ºádný vliv. Spo£ítejme jejich derivace a najd¥me stacionární body
funkcí fn. �e²me následující rovnici.

f ′
n(x) =

n− n3x2

(1 + (nx)2)2
= 0 ⇐⇒ x ∈

{
− 1

n
,
1

n

}
.

� Platí, ºe fn(0) = 0, fn(1) =
n

1+n2 ≤ 1
2
, fn(

1
n
) = 1

2
,∀n ∈ N. Kaºdá funkce

fn je tedy nezáporná a shora omezená konstantní funkcí 1
2
, p°i£emº

1
2
∈ L1 ((0, 1)).

� Spo£ítejme f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nx
1+(nx)2

= lim
n→∞

1
1
nx

+nx
= 0, x > 0.

Podle v¥ty o majorizované konvergenci je

lim
n→∞

∫
(0,1)

nx

1 + (nx)2
dx =

∫
(0,1)

0 dx = 0,

coº je výsledek shodný s p°edchozím rozborem pomocí p°ímého výpo-
£tu.

� Skute£n¥, nalezná majoranta omezuje funkce z p·vodního zadání skoro
v²ude a jejich bodová limita je skoro v²ude na (0, 1) nulová. Pokud
bychom spojité p°ede�nování funkcí na nulové mnoºin¥ Q vynechali,
výrazn¥ by se nám zkomplikovala práce, nebo´ bychom nemohli vyuºít
derivace k hledání extrém·.

P°edpoklad o kone£nosti integrálu majoranty z v¥ty o majorizované konver-
genci je d·leºitý a nelze ho vynechat, coº ukazuje následující p°íklad.

P°íklad 4. Uvaºujme posloupnost funkcí {fn}, kde fn(x) = e−nx

x
. Vy²et°eme

konvergenci posloupnosti integrál· funkcí p°es interval (0, 1).

� Spo£ítejme nap°ed bodovou limitu f funkcí fn

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

e−nx

x
= 0, x > 0.

Limitní funkce je v²ude na (0, 1) nulová, a tedy platí
∫
(0,1)

f(x) dx = 0.
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� Zvolme nyní pevné n ∈ N a zkoumejme
∫
(0,1)

e−nx

x
dx. Protoºe je

lim
x→0

e−nx = 1,

pro libovolné ϵ > 0 existuje 0 < δ < 1 tak, ºe ∀x ∈ (0, δ) : e−nx > 1− ϵ.
Volbou nap°. ϵ = 1

2
získáme odhad∫

(0,1)

e−nx

x
dx ≥

∫
(0,δ)

e−nx

x
dx ≥

∫
(0,δ)

1

2x
dx = ∞,

coº nazna£uje, ºe limita posloupnosti integrál· t¥chto funkcí nem·ºe
být rovna 0.

� To, ºe jsou integrály nekone£né, také znamená, ºe integrované funkce
nelze shora omezit majorantou s kone£ným integrálem.

Pokud v²ak funkce budou mít kone£ný integrál, ani to neznamená, ºe budou
p°edpoklady spln¥ny, coº ukáºeme v následujícím p°íklad¥.

P°íklad 5. Ukaºme, ºe neexistuje kone£n¥ integrovatelná funkce g, která
stejnom¥rn¥ omezuje skoro v²ude na R posloupnost funkcí {fn}, kde tyto
funkce jsou dány p°edpisem

fn(x) = e−(x−n)2 .

� Op¥t jednodu²e ov¥°íme, ºe

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

e−(x−n)2 = 0, x ∈ R.

� Protoºe platí
∫
R e

−x2 dx =
√
π, lze snadno substitucí ov¥°it, po£ítáme-li

tento integrály jako Newtonovy, ºe∫
R
e−(x−n)2 dx =

∣∣∣∣x− n = t
dx = dt

∣∣∣∣ = ∫
R
e−t

2

dt =
√
π.

� Pokud by existovala integrovatelná majoranta g, která omezuje v²echny
funkce na R, muselo by podle v¥ty o majorizované konvergenci platit

0 =

∫
R
lim
n→∞

e−(x−n)2 dx = lim
n→∞

∫
R
e−(x−n)2 dx = lim

n→∞

√
π =

√
π.
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� Lze nahlédnout, ºe grafy funkcí fn jsou postupn¥ posouvané o n jed-
notek doprava. Není moºné, aby existovala kone£n¥ integrovatelná ne-
záporná funkce g, která by tyto funkce shora stejnom¥rn¥ omezovala
skoro v²ude na R, to by bylo v rozporu s v¥tou o majorizované kon-
vergenci. Pr·se£ík graf· funkcí fn a fn+1 je vºdy v bod¥ x = n + 1

2
,

coº lze snadno spo£ítat vy°e²ením jednoduché lineární rovnice p°i po-
rovnání p°edpis· t¥chto funkcí a platí fn(n + 1

2
) = fn+1(n + 1

2
) = e

1
4 .

Majoranta by tedy musela být v¥t²í neº tato konstantní funkce, která
má samoz°ejm¥ p°es R nekone£ný integrál.

Abychom ale demonstrovali sílu v¥ty o majorizované konvergenci, poj¤me se
podívat na p°íklad, kde by bylo velmi obtíºné, aº nemoºné uplatnit postup s
p°ímým výpo£tem.

P°íklad 6. Spo£ítejme lim
n→∞

∫
(0,1)

n2a sin2 x
x+n2b cos2 x

dx, kde a, b > 0 jsou libovolné
parametry.

� Pro x ∈ (0, 1), ∀n ∈ N platí následující odhady:

n2a sin2 x

x+ n2b cos2 x
≤ n2a

x+ n2b cos2 x
≤ n2a

n2b cos2 x
=

a

b cos2 x
.

� Tyto odhady nám dají integrovatelnou majorantu g(x) = a
b cos2 x

, nebo´∫
(0,1)

a

b cos2 x
dx =

a

b
tanx

∣∣∣1
0
=
a

b
tan 1 <∞.

� Máme tedy

lim
n→∞

∫
(0,1)

n2a sin2 x

x+ n2b cos2 x
dx =

∫
(0,1)

lim
n→∞

n2a sin2 x

x+ n2b cos2 x
dx

=

∫
(0,1)

a

b
tan2 x dx =

a

b
(tanx− x)

∣∣∣1
0
=
a

b
(tan 1− 1) .

P°íklad 7. Sestrojme posloupnost jednoduchých funkcí, která bodov¥ kon-
verguje k limitní funkci f(x) = x2. Vyuºijme tuto posloupnost k výpo£tu
Lebesgueova integrálu této funkce p°es interval [0, 1].

� De�nujme

fn =
n−1∑
i=0

f(xi)X(xi,xi+1], kde xi =
i

n
.
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� Volme x ∈ [0, 1]. Potom platí

|fn(x)− f(x)| ≤ |fn(1)− f(1)|,∀n ∈ N,

kdy tato nerovnost plyne z toho, ºe derivace f je kladná a rostoucí
na celém intervalu [0, 1]. Platí totiº, ºe hodnota funkce fn(x) je vºdy
rovna hodnot¥ funkce f(x) v levém d¥lícím bodu intervalu (xi, xi+1],
na kterém se zrovna pohybujeme. Nerovnost je d·sledkem Lagrangeovy
v¥ty o st°ední hodnot¥. Zvolíme-li x v posledním z interval·, nerovnost
platí taky, nebo´ funkce f je rostoucí.

� Limitním p°echodem pro x ∈ [0, 1] obdrºíme

lim
n→∞

|fn(x)− f(x)| ≤ lim
n→∞

|fn(1)− f(1)| = lim
n→∞

∣∣∣∣(n− 1)2

n2
− 1

∣∣∣∣= 0,

tedy ekvivalentn¥ lim
n→∞

fn(x) = f(x).

� Spo£ítejme nyní integrály∫
(0,1)

fn(x) dx =
n−1∑
i=0

i2

n2
λ1
((

i

n
,
i+ 1

n

])
=

n−1∑
i=0

i2

n2

1

n
=

1

n3

n−1∑
i=0

i2

=
1

n3

k(k + 1)(2k + 1)

6

∣∣∣∣
k=n−1

=
2n3 − 3n2 + n

6n3
.

� Podle v¥ty o majorizované konvergenci (V¥ta 3), kde integrovatelná
majoranta by mohla být nap°íklad g(x) = 1 je∫

(0,1)

x2 dx = lim
n→∞

2n3 − 3n2 + n

6n3
=

1

3
.

� Poznamenejme, ºe pokud bychom tento integrál spo£ítali jako Newto-
n·v (tedy pomocí primitivní funkce), dostaneme stejný výsledek, coº je
v souladu s v¥tou o vztahu Lebesgueova a Newtonovu integrálu. Platí
totiº

1∫
0

x2 dx =
x3

3

∣∣∣∣1
0

=
1

3
.
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2.3 Integrace funk£ních °ad

Uvedeme si pár zajímavých a d·leºitých d·sledk· v¥t uvedených v p°edchozí
£ásti. Tyto d·sledky plynou z aplikace t¥chto konvergen£ních v¥t na £áste£né
sou£ty uvaºovaných °ad.

V¥ta 4. Nech´ {fn}n∈N je posloupnost m¥°itelných nezáporných funkcí skoro
v²ude na E. Potom platí

∞∑
n=1

∫
E

fn(x) dx =

∫
E

∞∑
n=1

fn(x) dx.

Tato v¥ta je jednoduchým d·sledkem Leviho v¥ty a lze ji pouºít p°i výpo£tu
integrál·, které by jako Newtonovy integrály vedly na výpo£et neelementár-
ních primitivních funkcí.

P°íklad 8. [2, str. 92] Spo£t¥me
∫
(0,1)

ln(1−xp)
x

dx, kde p > 0 je parametr.

� Integrací °ad lze odvodit d·leºité vztahy. Uvaºujme t ∈ (0, 1), pak platí

1

1− t
=

∞∑
n=0

tn.

� Volme nyní libovolné x ∈ (0, 1), obdrºíme

− ln(1− x) =

∫
(0,x)

1

1− t
dt =

∫
(0,x)

∞∑
n=0

tn dt =
∞∑
n=0

∫
(0,x)

tn dt

=
∞∑
n=0

xn+1

n+ 1
=

∞∑
n=1

xn

n
,

kde zám¥na suma£ního a integra£ního procesu je obhájena V¥tou 4.

� Protoºe x ∈ (0, 1), pak xp ∈ (0, 1), a následn¥

− ln(1− xp)

x
=

1

x

∞∑
n=1

xpn

n
=

∞∑
n=1

xpn−1

n
.

� Nyní m·ºeme spo£ítat∫
(0,1)

ln(1− xp)

x
dx = −

∫
(0,1)

∞∑
n=1

xpn−1

n
dx = −

∞∑
n=1

∫
(0,1)

xpn−1

n
dx

= −
∞∑
n=1

1

pn2
= −1

p

∞∑
n=1

1

n2
= −π

2

6p
,

kde jsme vyuºili známou identitu
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6
.
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Uve¤me si je²t¥ protip°íklad k d·leºitosti nezápornosti funkcí fn.

P°íklad 9. Vy²et°eme moºnost zám¥ny sumace a integrace mocninné °ady
∞∑
n=0

(−x)n
n!

p°es interval (0,∞).

� Platí známý vzorec

e−x =
∞∑
n=0

(−x)n

n!
,∀x ∈ R.

� M¥lo by platit následující

1 =

∫
(0,∞)

e−x dx =

∫
(0,∞)

∞∑
n=0

(−1)nxn

n!
dx =

∞∑
n=0

∫
(0,∞)

(−1)nxn

n!
dx

=
∞∑
n=0

(−1)n

n!

∫
(0,∞)

xn dx.

� Protoºe je
∫
(0,∞)

xn dx = ∞,∀n ∈ N, poslední uvedený sou£et nemá
smysl. P°edpoklad nezápornosti je pro lichá n poru²en.

P°edpoklad nezápornosti m·ºe být pon¥kud omezující. Uve¤me je²t¥ v¥tu
pro integraci °ad, která je d·sledkem v¥ty o majorizované konvergenci.

V¥ta 5. [3, str. 80] Nech´ {fn}n∈N je posloupnost m¥°itelných funkcí a exis-
tuje posloupnost m¥°itelných funckí {gn}n∈N takových, ºe

� |fn| ≤ gn,∀n ∈ N,

�

∞∑
n=1

fn konverguje skoro v²ude na E,

�

∞∑
n=1

∫
E
gn(x) dx má kone£ný sou£et.

Potom platí

∞∑
n=1

∫
E

fn(x) dx =

∫
E

∞∑
n=1

fn(x) dx.
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P°íklad 10. [2, str. 96] Spo£ítejme pomocí vý²e uvedené v¥ty
∫
(0,1)

1+x
1−x ln

1
x
dx.

� Víme, ºe pro t ∈ (0, 1) je 1
1−t =

∞∑
n=0

tn, a tedy

∫
(0,1)

1 + x

1− x
ln

1

x
dx = −

∫
(0,1)

(1 + x) lnx
∞∑
n=0

xn dx

= −
∫
(0,1)

∞∑
n=0

(xn + xn+1) lnx dx.

� Odhadn¥me posloupnost funkcí fn jako

|(xn + xn+1) lnx| ≤ −(xn + xn+1) lnx = gn(x),

p°i£emº je pro pouºití v¥ty nutné, aby
∞∑
n=0

∫
(0,1)

−(xn + xn+1) lnx dx =
∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
<∞,

kde jsme pro výpo£et integrál· pouºili metodu per-partes a spo£ítali je
jako Newtonovy. Je totiº∫

(0,1)

xn lnx dx =
1

n+ 1
xn+1 lnx

∣∣∣∣1
0

−
∫
(0,1)

xn

n+ 1
dx

= −
∫
(0,1)

xn

n+ 1
dx = − xn+1

(n+ 1)2

∣∣∣∣1
0

= − 1

(n+ 1)2
.

� Podle V¥ty 5 je∫
(0,1)

1 + x

1− x
ln

1

x
dx = −

∫
(0,1)

∞∑
n=0

(1 + x)xn lnx dx

= −
∞∑
n=0

∫
(0,1)

(xn + xn+1) lnx dx = −
∞∑
n=0

(
− 1

(n+ 1)2
− 1

(n+ 2)2

)
=

∞∑
n=0

(
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2

)
=
π2

6
+
π2

6
− 1 =

π2

3
− 1.

2.4 Absolutní konvergence integrálu

Nyní poukáºeme na d·leºitost existence Lebesgueova integrálu ve v¥t¥ o jeho
vztahu k Newtonov¥ integrálu. Newton·v integrál je totiº na rozdíl od Lebe-
sgueova neabsolutn¥ konvergentní.

27



P°íklad 11. [1, str. 131] Ukaºme, ºe
∫
(0,∞)

sin(x)
x

dx neexistuje ve smyslu
de�nice Lebesgueova integrálu.

� Podívejme se nap°ed, jak to vypadá s kladnou £ástí integrované funkce.
Integrovaná funkce nabývá nezáporných hodnot na

⋃
k∈N

Ak, kde Ak =

[2kπ, (2k + 1)π], a p°i£emº platí následující odhady.∫
Ak

sin(x)

x
dx =

∫
(0,π)

sin(x+ 2kπ)

x+ 2kπ
dx =

∫
(0,π)

sin(x)

x+ 2kπ
dx

≥
∫
(0,π)

sin(x)

π + 2kπ
dx =

1

(2k + 1)π

∫
(0,π)

sin(x) dx =
2

(2k + 1)π
.

� Odtud plyne nerovnost∫
(0,∞)

(
sin(x)

x

)+

dx ≥ 2

π

∞∑
k=0

1

2k + 1
= ∞.

� Integrací p°es intervaly ze sjednocení
⋃
k∈N

[(2k + 1)π, (2k + 2)π], kde je

zkoumaná funkce nekladná, a analogickou úvahou bychom ukázali, ºe∫
(0,∞)

(
sin(x)

x

)−

dx ≥ 2

π

∞∑
k=0

1

2k + 2
= ∞,

z £ehoº m·ºeme u£init záv¥r, ºe zkoumaný integrál neexistuje ve smyslu
de�nice Lebesgueova integrálu.

Nyní se podívejme na stejný problém z hlediska Newtonova integrálu.

P°íklad 12. [1, str. 131] Ukaºme, ºe lim
t→∞

∫
(0,t)

sin(x)
x

dx existuje a je rovna
£íslu π

2
.

� Uváºíme-li, ºe ∫
(0,∞)

e−xy dy = −1

x
e−yx

∣∣∣∣∞
y=0

=
1

x
, x > 0,

lze integrál ze zadání p°epsat jako

lim
t→∞

∫
(0,t)

sin(x)

x
dx = lim

t→∞

∫
(0,t)

sin(x)

∫
(0,∞)

e−xy dy dx

= lim
t→∞

∫
(0,t)

∫
(0,∞)

e−xy sin(x) dy dx.
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� Uºitím Fubiniho v¥ty (V¥ta 7) dále dostaneme, ºe

lim
t→∞

∫
(0,t)

∫
(0,∞)

e−xy sin(x) dy dx = lim
t→∞

∫
(0,∞)

∫
(0,t)

e−xy sin(x) dx dy.

P°edpoklad o pouºití Fubiniho v¥ty je spln¥n, nebo´ dvourozm¥rný in-
tegrál z absolutní hodnoty integrované funkce je pro pevné t ∈ (0,∞)
kone£ný, protoºe integrovaná funkce je na zadaném intervalu vºdy ome-
zená, tedy∫

(0,t)×(0,∞)

e−xy| sin(x)| dy dx =

∫
(0,t)

∫
(0,∞)

e−xy| sin(x)| dy dx

=

∫
(0,t)

| sin(x)|
x

dx <∞.

� Nyní pot°ebujeme spo£ítat vnit°ní integrál, zde vyuºijeme metodu per-
partes a spo£teme jej jako Newton·v∫

(0,t)

e−xy sin(x) dx = −e−xy(y sin(x) + cos(x))

y2 + 1

∣∣∣∣t
x=0

= −e−ty(y sin(t) + cos(t))

y2 + 1
+

1

y2 + 1
=

1− e−ty(y sin(t) + cos(t))

y2 + 1
.

� Celý problém se nám nyní redukuje na hledání

lim
t→∞

∫
(0,∞)

1− e−ty(y sin(t) + cos(t))

y2 + 1
dy.

� Volme tedy libovolnou Heineho posloupnost {tn}n∈N s poºadovanou
vlastností lim

n→∞
tn = ∞. Bez újmy na obecnosti lze p°edpokládat, ºe

tn > 1,∀n ∈ N. Problém se nám redukuje na situaci, kdy budeme chtít
pouºít v¥tu o majorizované konvergenci k hledání

lim
n→∞

∫
(0,∞)

1− e−tny(y sin(tn) + cos(tn))

y2 + 1
dy.

� Vy°e²me nyní omezení takto vzniklé posloupnosti integrovaných funkcí
majorantou∣∣∣∣1− e−tny(y sin(tn) + cos(tn))

y2 + 1

∣∣∣∣≤ 1

y2 + 1
+

∣∣∣∣e−tny(y sin(tn) + cos(tn))

y2 + 1

∣∣∣∣
≤ 1

y2 + 1
+

∣∣∣∣e−y(y + 1)

y2 + 1

∣∣∣∣= e−y(y + 1) + 1

y2 + 1
.
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� Ov¥°me je²t¥ kone£nou integrovatelnost majoranty∫
(0,∞)

e−y(y + 1) + 1

y2 + 1
dy =

∫
(0,∞)

e−y(y + 1)

y2 + 1
+

1

y2 + 1
dy

≤
∫
(0,∞)

e−y(y + 1) +
1

y2 + 1
dy

= −e−y(y + 1)− e−y + arctan(y)

∣∣∣∣∞
y=0

=
π

2
+ 2 <∞.

� M·ºeme tedy kone£n¥ napsat, ºe

lim
n→∞

∫
(0,∞)

1− e−tny(y sin(tn) + cos(tn))

y2 + 1
dy

=

∫
(0,∞)

lim
n→∞

1− e−tny(y sin(tn) + cos(tn))

y2 + 1
dy =

∫
(0,∞)

1

y2 + 1
dy

= arctan(y)

∣∣∣∣∞
y=0

=
π

2
.

� Záv¥rem tedy dostáváme, ºe

lim
t→∞

∫
(0,t)

sin(x)

x
dx =

π

2
.

coº je p°esn¥ výsledek, který obdrºíme, spo£ítáme-li uvedený integrál
jako Newton·v. P°i integraci p°es libovolný interval (0, t), 0 < t < ∞
existují oba intergrály Newton·v i Lebesgue·v a rovnají se. P°i inte-
graci p°es (0,∞) jiº Lebesgue·v integrál neexistuje, coº jsme ukázali
d°íve, zatímco Newton·v integrál dává výsledek π

2
. P°edpoklad o exis-

tenci Lebesgueova integrálu ve v¥t¥ o jeho vztahu k Newtonovu inte-
grálu je tedy nesmírn¥ d·leºitý.

2.5 Integrály s parametrem

V této sekci se budeme zabývat integrály, které budou funk£n¥ záviset na
parametru a ukáºeme si, jaké máme p°i práci s nimi moºnosti, zejména pro
nás bude prakticky d·leºité podle parametru derivovat, coº nám £asto velice
usnadní postup výpo£tu.

30



V¥ta 6. [3, str. 85] (O derivaci integrálu podle parametru) M¥jme A ⊂ R
otev°ený interval. Nech´ platí, ºe

� f(·, α) : E → R je m¥°itelná funkce, ∀α ∈ A,

� pro skoro v²echna x ∈ E a v²echna α ∈ A existuje vlastní derivace
∂
∂α
f(x, α),

� existuje g ∈ L1(E) taková, ºe | ∂
∂α
f(x, α)| ≤ g(x) pro skoro v²echna

x ∈ E a v²echna α ∈ A,

� existuje α0 ∈ A takové, ºe
∫
E
f(x, α0) dx <∞.

Potom je ∫
E

f(x, α) dx <∞, ∀α ∈ A,

a navíc

d

dα

∫
E

f(x, α) dx =

∫
E

∂

∂α
f(x, α) dx.

Pom¥rn¥ jednoduchou aplikací této v¥ty m·ºeme nap°íklad získat explicitní
výjád°ení pro derivaci funkcí libovolného °ádu.

P°íklad 13. [3, str. 89] Uvaºujme gama funkci, coº je funkce mající p°edpis

Γ(p) =

∫
(0,∞)

xp−1e−x dx, p > 0.

Ukaºme, ºe v²echny derivace jsou spojité pro p > 0 a ºe pro k ∈ N platí
Γ(k)(p) =

∫
(0,∞)

xp−1e−x lnk(x) dx pro p > 0.

� Nech´ p ∈ (a, b), kde 0 < a < b < ∞ jsou libovolné av²ak pevn¥
zvolené hodnoty. Ukáºeme-li, ºe Γ(k) je spojitá na libovolném takovém
intervalu, pak je Γ(k) spojitá na (0,∞). Pro k = 0 máme i spojitost Γ.

� Pro p ∈ (a, b) ukaºme, ºe Γ(k) je spojitá v bod¥ p. Volme libovolnou
Heineho posloupnost {pn}n∈N ⊂ (a, b) s vlastností lim

n→∞
pn = p.

� P°edpokládejme nyní, ºe známe integrální p°edpis derivace v²ech °ád·
k. Sta£í pro spojitost ukázat, ºe pro k ∈ {0, 1, 2, . . . } platí

lim
n→∞

Γ(k)(pn) = lim
n→∞

∫
(0,∞)

xpn−1e−x lnk(x) dx

=

∫
(0,∞)

lim
n→∞

xpn−1e−x lnk(x) dx =

∫
(0,∞)

xp−1e−x lnk(x) dx = Γ(k)(p),
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kde pot°ebujeme obhájit zám¥nu limity a integrálu v druhé rovnosti,
nebo´ t°etí rovnost plyne ze spojitosti integrandu xp−1e−x lnk(x) jakoºto
funkce prom¥nné p p°i pevn¥ zvoleném x ∈ (0,∞).

� Pokud x ∈ (0, 1), najdeme omezení integrovatelnou majorantou násle-
dujícím zp·sobem

|xpn−1e−x lnk(x)| ≤ xa−1e−x| lnk(x)|,

p°i£emº

∫
(0,1)

xa−1e−x| lnk(x)| dx ≤
∫
(0,1)

xa−1| lnk(x)| dx =

∣∣∣∣∣∣
ln(x) = t
x = et

1
x
dx = dt

∣∣∣∣∣∣
=

∫
(−∞,0)

et(a−1)|t|k dt =
∫
(0,∞)

e−t(a−1)tk dt <∞.

� Pokud x ∈ (1,∞), dostaneme snadno

xpn−1e−x lnk(x) ≤ xb−1e−xxk = xb+k−1e−x,

p°i£emº ∫
(1,∞)

xb+k−1e−x dx <∞.

� Záv¥rem dostáváme, ºe pro libovolné k ∈ N ∪ {0} jsou spln¥ny p°ed-
poklady v¥ty o majorizované konvergenci, která obhajuje zám¥nu li-
mitního a integra£ního procesu v t°etím bodu postupu. Γ(k) jsou tedy
spojité funkce, v£etn¥ samotné funkce Γ.

� Protoºe jsme b¥hem postupu majorizovali n-tou derivaci integrandu
podle parametru p ∈ (a, b), tedy výraz

|xpn−1e−x lnk(x)|,

podle v¥ty o derivaci integrálu závislého na parametru platí, ºe

Γ(k)(p) =

∫
(0,∞)

xp−1e−x lnk(x) dx,

a to pro libovolné p ∈ (a, b), kde a, b byly voleny libovoln¥ na za£átku
úlohy, tedy op¥t pro p ∈ (0,∞).
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� Spln¥ní p°edpokladu v¥ty o derivaci integrálu podle parametru, který
poºaduje kone£nost integrálu aspo¬ v jednom p°ípustném bod¥, zde
plyne op¥t z omezení kone£n¥ integrovatelnou majorantou, pro
k ∈ N ∪ {0}.

Uve¤me si protip°íklad k tomu, pro£ je samotná existence α0 s vlastností∫
E
f(x, α0) dx <∞ d·leºitá.

P°íklad 14. Spo£ítejme
∫
(0,1)

eαx

x
dx, kde α > 0 je hodnota parametru.

� Snadno si m·ºeme spo£ítat, ºe

∂

∂α

eαx

x
=
xeαx

x
= eαx.

� Volíme-li α ∈ (0, a), 0 < a <∞, potom

eαx ≤ eax,∀α ∈ (0, a),

a samoz°ejm¥ ∫
(0,1)

eax dx =
ea − 1

a
<∞.

� M¥lo by tedy platit, ºe

d

dα

∫
(0,1)

eαx

x
dx =

∫
(0,1)

∂

∂α

eαx

x
dx =

∫
(0,1)

eαx dx =
eα − 1

α
.

� Integrací obou stran podle α dostaneme, ºe∫
(0,1)

eαx

x
dx =

∫
eα − 1

α
dα + C,

kde C je vhodná konstanta. Dostáváme tedy n¥jakou formu funk£ní
závislosti na²eho integrálu na prom¥nné α.

� Nicmén¥ samotné C se nám spo£ítat uº nepoda°í. Na²e integrály jsou
totiº ve skute£nosti nekone£né, protoºe∫

(0,1)

eαx

x
dx ≥

∫
(0,1)

1

x
dx = ln(x)

∣∣∣∣1
0

= ∞,∀α ∈ (0,∞).
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Dále jsme mohli vid¥t, ºe spojitost integrandu se díky Heineho v¥t¥ p°ená²í
na spojitost integrálu, jakoºto funkce parametru. M·ºe se v²ak stát, ºe i kdyº
integrand spojitá funkce nebude, p°esto výsledný integrál s parametrem bude
spojitá funkce, coº ukáºeme v následujícím p°íkladu.

P°íklad 15. [2, str. 162] M¥jme M = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1, 0 < y < 1}.
De�nujme funkci

f(x, y) =

{
1
2
, y ∈ Q ∩ (0, 1), x ∈ (0, 1),

x, y ∈ (R \Q) ∩ (0, 1), x ∈ (0, 1).

� Z°ejm¥ f není spojitá v prom¥nné y (pokud x ̸= 1
2
, coº je pouze jediný

bod).

� Platí v²ak, ºe

F (y) =

∫
(0,1)

f(x, y) dx =

∫
(0,1)

1

2
dx =

1

2
, pro y ∈ Q ∩ (0, 1),

F (y) =

∫
(0,1)

f(x, y) dx =

∫
(0,1)

x dx =
1

2
, pro y ∈ (R \Q) ∩ (0, 1).

� Celkem tedy máme, ºe

F (y) =
1

2
, y ∈ (0, 1).

a tedy F je spojitá na (0, 1).

P°íklad 16. Najd¥me rekurentní funk£ní vztah pro výpo£et
∫
(0,∞)

1
(x2+t2)n

dx,
kde t > 0 je parametr, n ∈ N.

� Pro n = 1 dostáváme∫
(0,∞)

1

x2 + t2
dx =

1

t2

∫
(0,∞)

1

(x
t
)2 + 1

dx =
1

t2
t arctan(

x

t
)

∣∣∣∣∞
0

=
π

2t
.

� Uvaºujme nyní

Fn(t) =

∫
(0,∞)

1

(x2 + t2)n
dx.

34



� Potom je

F ′
n(t) =

∫
(0,∞)

− 2tn

(x2 + t2)n+1
dx = −2tnFn+1(t),

nebo´ pro pevné n ∈ N je

∂

∂t

1

(x2 + t2)n
= − 2tn

(x2 + t2)n+1

a zvolíme-li 0 < a < t < b < ∞, pro libovolné vyhovující hodnoty a, b,
dostaneme omezení∣∣∣∣− 2tn

(x2 + t2)n+1

∣∣∣∣= 2tn

(x2 + t2)n+1
≤ 2bn

(x2 + a2)n+1
.

� Podstatné je, ºe ∫
(0,∞)

2bn

(x2 + a2)n+1
dx <∞,

nebo´ v bod¥ x = 0 se nenachází vertikální asymptota díky tomu, ºe
a > 0 a pro x → ∞ dostaneme konvergenci nap°íklad srovnáním s
integrálem funkce 1

x2
, která má kone£ný integrál p°es (k,∞), k > 0.

� Dále z takového srovnání víme, ºe nap°. pro t = 1 je
∫
(0,∞)

1
(x2+1)n

<∞.

� Podle v¥ty o derivaci integrálu podle parametru dostáváme, ºe pro li-
bovolné n ∈ N a 0 < a < t < b <∞ (tedy t > 0) platí

Fn+1(t) = −F
′
n(t)

2tn
,

p°i£emº víme, ºe F1(t) =
π
2t
.

� Dostáváme tedy nap°íklad

F2(t) = −
− π

2t2

2t
=

π

4t3
,

F3(t) = −
− 3π

4t4

4t
=

3π

16t5
.
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2.6 Vícerozm¥rné integrály

V této sekci se podíváme na základní, ale velmi d·leºité a praktické nástroje,
jak p°istupovat k výpo£tu integrál· funkcí p°es mnohorozm¥rné mnoºiny.
D·leºitými p°ístupy pro nás bude výpo£et mnohorozm¥rného integrálu po-
mocí sekvence jednorozm¥rných integrál·, ale také transformace mnoºiny,
p°es kterou integrujeme na mnoºinu jinou, coº m·ºe v praxi vést na snaz²í
výpo£et.

V¥ta 7. [3, str. 91] (Fubiniho) Nech´ E ⊂ Rn+m je m¥°itelná mnoºina a
f ∈ L∗(E), tj. existuje Lebesgue·v integrál f p°es E. Pak jsou m¥°itelné °ezy

� Ex = {y ∈ Rm : (x, y) ∈ E} pro skoro v²echna x ∈ Rn,

� Ey = {x ∈ Rn : (x, y) ∈ E} pro skoro v²echna y ∈ Rm

a platí, ºe∫
E

f(x, y) dx dy =

∫
Rn

(∫
Ex

f(x, y) dy

)
dx =

∫
Rm

(∫
Ey

f(x, y) dx

)
dy.

Poj¤me se nejd°íve p°esv¥d£it, ºe je skute£n¥ d·leºitý p°edpoklad existence
integrálu funkce f p°es mnoºinu E. Uvaºujme následující p°íklad.

P°íklad 17. Zkoumejme
∫
E
sin(x) sin(y) dx dy, kde E = (−π, π)× R.

� Spo£ítejme nejprve∫
R

∫
(−π,π)

sin(x) sin(y) dx dy =

∫
R
− sin(y) cos(x)

∣∣∣∣π
x=−π

dy

=

∫
R
0 dy = 0.

� Obrátíme-li po°adí integrace, obdrºíme nyní∫
(−π,π)

∫
R
sin(x) sin(y) dy dx =

∫
(−π,π)

− sin(x) cos(y)

∣∣∣∣∞
y=−∞

dx,

av²ak lim
y→∞

cos(y) a rovn¥º lim
y→−∞

cos(y) neexistují. Uvedený výpo£et

nedává smysl a
∫
E
sin(x) sin(y) dx dy neexistuje.

Pokud ve Fubiniho v¥t¥ nebudeme vn¥j²í integrály po£ítat p°es Rn a Rm,
ale pouze p°es mnoºiny, kde jsou °ezy neprázdné (jinde bude integrál stejn¥
nulový), je nutné p°idat p°edpoklad o m¥°itelnosti t¥chto mnoºin.
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P°íklad 18. Z první kapitoly víme, ºe existuje lebesgueovsky nem¥°itelná
mnoºina. Ozna£me ji M .

� De�nujme si E = M × {1}. Protoºe víme, ºe E ⊂ R × {1}, p°i£emº
λ2(R×{1}) = 0, z úplnosti Lebesgueovy míry víme, ºe taky λ2(E) = 0.

� Uvaºujme na E libovolnou m¥°itelnou funkci f . Potom platí, ºe∫
E

f(z) dz = 0,

integrál tedy existuje a je kone£ný.

� Zkusme se na tento problém nyní podívat z hlediska Fubiniho v¥ty,
která vyuºívá projekce mnoºin. M¥lo by platit, ºe∫

E

f(z) dz =

∫
M

∫
{1}
f(x, y) dy dx =

∫
M

0 dx,

protoºe
∫
{1} f(x, y) dy = 0.

� Ale z de�nice Lebesgueova integrálu by ale muselo platit∫
M

0 dx = 0 · λ1(M),

kdy jsme ale na za£átku p°edpokládali, ºe M je nem¥°itelná. Uvedený
výraz λ1(M) tedy nemá v·bec ºádný smysl.

Poj¤me se podívat na p°íklad, kdy nám Fubiniho v¥ta bude p°i výpo£tu
velmi uºite£ným nástrojem a ukaºme si, ºe n¥kdy m·ºe být z praktického
hlediska klí£ové i po°adí provedení díl£ích integrací.

P°íklad 19. [2, str. 146] Spo£ítejme
∫
E
xe−x

2y dx dy, pokud E = (0,∞) ×
(a, b), kde a, b > 0 jsou libovolné parametry.

� Uvedená funkce na E nem¥ní znaménko. V takovém p°ípad¥ dle de�-
nice Lebesgueova integrálu nem·ºe nastat problém s nekone£ností jak
kladné, tak záporné £ásti. Integrál funkce tedy existuje.

� Podle Fubiniho v¥ty jej m·ºeme po£ítat jako∫
E

xe−x
2y dx dy =

∫
(a,b)

∫
(0,∞)

xe−x
2y dx dy =

∫
(a,b)

− 1

2y
e−x

2y

∣∣∣∣∞
x=0

dy

=

∫
(a,b)

1

2y
dy =

1

2
ln(y)

∣∣∣∣b
y=a

=
1

2
(ln(b)− ln(a)) =

1

2
ln
b

a
.
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� Poj¤me se podívat na druhou moºnost postupu.∫
E

xe−x
2y dy dx =

∫
(0,∞)

∫
(a,b)

xe−x
2y dy dx

=

∫
(0,∞)

x

−x2
e−x

2y

∣∣∣∣b
y=a

dx =

∫
(0,∞)

e−ax
2 − e−bx

2

x
dx.

� Vidíme, ºe tento integrál bychom p°ímým postupem jen t¥ºko spo£ítali.
Uºitím Fubiniho v¥ty jsme v²ak zadaný integrál spo£ítali d°íve a navíc
jsme nep°ímo odvodili vztah ve tvaru∫

(0,∞)

e−ax
2 − e−bx

2

x
dx =

1

2
ln
b

a
, kde a, b > 0.

Dal²í zajímavou aplikací je výpo£et míry dané mnoºiny. M·ºeme si snadno
rozmyslet, ºe pro výpo£et Lebesgueovy míry n-rozm¥rné mnoºiny E platí
λn(E) =

∫
E
1 dx. Uve¤me si p°íklad.

P°íklad 20. [2, str. 141] Spo£ítejme Lebesgueovu míru mnoºiny M ⊂ R3,
kde M = {(x, y, z) ∈ R3 : x ∈ (0, a), y ∈ (0, b), z ∈ (0, x

2

2p
+ y2

2q
)}, kde parame-

try a, b, p, q > 0 jsou libovoln¥ volitelné.

� Z de�nice Lebesgueova integrálu víme, ºe

λ3(M) =

∫
M

1 dx dy dz.

� Rozepi²me nyní tento integrál pomocí Fubiniho v¥ty jako∫
M

1 dx dy dz =

∫
(0,a)×(0,b)

∫
(
0,x

2

2p
+ y2

2q

) 1 dz dx dy
=

∫
(0,b)

∫
(0,a)

∫
(
0,x

2

2p
+ y2

2q

) 1 dz dx dy.
� Tento integrál nyní spo£ítáme jako iterovaný a obdrºíme míru mnoºiny
M jako

λ3(M) =

∫
(0,b)

∫
(0,a)

∫
(
0,x

2

2p
+ y2

2q

) 1 dz dx dy =

∫
(0,b)

∫
(0,a)

x2

2p
+
y2

2q
dx dy

=

∫
(0,b)

a3

6p
+
ay2

2q
dy =

a3b

6p
+
ab3

6q
=
ab

6

(
a2

p
+
b2

q

)
.

V n¥kterých p°ípadech pro nás m·ºe být sloºitá integrace díky tomu, jak
je zadaná mnoºina, p°es kterou integrujeme. Poj¤me se podívat na nástroj,
který nám v takovém p°ípad¥ m·ºe pomoci.
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V¥ta 8. [3, str. 101] (O substituci) Nech´ G ⊂ Rn je otev°ená mnoºina a pro
zobrazení φ : Rn → Rn platí, ºe

� φ ∈ C1(G),

� φ je prosté zobrazení na mnoºin¥ G.

Potom pro libovolnou m¥°itelnou funkci f : Rn → R de�novanou na φ(G)
platí ∫

φ(G)

f(z) dz =

∫
G

f(φ(x))| det Jφ(x)| dx,

má-li aspo¬ jeden z integrál· smysl.

P°ipome¬me, ºe det Jφ(x) je determinant tzv. Jacobiho matice φ v bod¥ x,
coº je matice parciálních derivací vektorové funkce φ postupn¥ podle v²ech
prom¥nných. Zam¥°me se nyní na to, pro£ je d·leºité, aby zobrazení φ bylo
prosté.

P°íklad 21. Spo£ítejme Lebesgue·v integrál funkce f(x, y) = xy p°es mno-
ºinu E = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < r2}, kde r > 0 je parametr.

� De�nujme dv¥ zobrazení φ1, φ2 následujícím zp·sobem

φ1(ρ, ψ) = (ρ cos(ψ), ρ sin(ψ)), kde ρ ∈ (0, r), ψ ∈ (0, 2π),

φ2(ρ, ψ) = (ρ cos(ψ), ρ sin(ψ)), kde ρ ∈ (0, r), ψ ∈ (0,
5

2
π).

� Geometricky lze obraz φ1((0, r)×(0, 2π)) stejn¥ jako φ2((0, r)×(0, 3π))
interpretovat jako kruh o polom¥ru r. Platí v²ak, ºe φ1 je na svém
de�ni£ním oboru prosté zobrazení, zatímco φ2 nikoli.

� V obou p°ípadech je det Jφ1(ρ, ψ) = det Jφ2(ρ, ψ) = ρ.

� V prvním p°ípad¥, kdy p°edpoklady V¥ty 8 platí, dostaneme∫
E

xy dx dy =

∫
(0,r)×(0,2π)

ρ cos(ψ)ρ sin(ψ)ρ dρ dψ

=

∫
(0,r)

∫
(0,2π)

ρ3
sin(2ψ)

2
dψ dρ =

∫
(0,r)

ρ3
− cos(2ψ)

4

∣∣∣∣2π
ψ=0

dρ

=

∫
(0,r)

0 dρ = 0.
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� V druhém p°ípad¥, kdy φ2 prosté není, v²ak máme∫
E

xy dx dy =

∫
(0,r)×(0, 5

2
π)

ρ cos(ψ)ρ sin(ψ)ρ dρ dψ

=

∫
(0,r)

∫
(0, 5

2
π)

ρ3
sin(2ψ)

2
dψ dρ =

∫
(0,r)

ρ3
− cos(2ψ)

4

∣∣∣∣ 52π
ψ=0

dρ

=

∫
(0,r)

ρ3

4
+
ρ3

4
dρ =

∫
(0,r)

ρ3

2
dρ =

r4

8
.

� Vidíme, ºe ve dvou p°ípadech dostáváme dva r·zné výsledky. Správn¥ je
v²ak jen první výsledek a

∫
E
xy dx dy = 0. V druhém p°ípad¥ jsme díky

tomu, ºe substitu£ní zobrazení nebylo prosté, integrovali p°es ur£itou
£ást mnoºiny E dvakrát, a proto jsme nedostali správný výsledek.

V¥ta o substituci má své uºití zejména tehdy, chceme-li po£ítat integrály p°es
mnoºiny, které nelze zapsat jako kartézský sou£in interval· a pouze pouºití
Fubiniho v¥ty by vedlo na neúm¥rn¥ náro£ný výpo£et.

P°íklad 22. [2, str. 142] Ur£eme Lebesgueovu míru mnoºiny A, která je
ohrani£ená plochou s rovnicí c(x2 + y2) = a2(c − z) a rovinou z = 0 pro
a, c > 0 libovolné.

� Geometricky je uvedený útvar kuºel s vrcholem pro z = c. De�nujme
proto zobrazení φ jakoºto jedno ze standardních zobrazení pro substi-
tuci

φ(ρ, ψ, z) = (ρ cos(ψ), ρ sin(ψ), z),

s de�ni£ním oborem G ⊂ R3, popsaným nerovnostmi

0 < ρ <
a2(c− z)

c
,

0 < ψ < 2π,

0 < z < c.

� Poznamenejme, ºe nezáleºí na tom, zda uvedené nerovnosti budeme
uvaºovat v ostrém £i neostrém tvaru, nebo´ uvedené mnoºiny by se li²ily
pouze o mnoºinu nulové míry, která by na hodnotu integrálu nem¥la
vliv.

� Lze spo£ítat, ºe op¥t platí det Jφ(ρ, ψ, z) = ρ.
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� Dále platí, ºe φ(G) = A, φ je prosté zobrazení.

� M·ºeme tedy psát, ºe

λ3(A) =

∫
A

1 dx dy dz =

∫
(0,c)

∫
(0,2π)

∫
(0,t)

ρ dρ dψ dz,

kde t =
√

a2(c−z)
c

.

� Kone£n¥ obdrºíme∫
(0,c)

∫
(0,2π)

∫
(0,t)

ρ dρ dψ dz =

∫
(0,c)

∫
(0,2π)

ρ2

2

∣∣∣∣t
ρ=0

dψ dz

=

∫
(0,c)

∫
(0,2π)

a2(c− z)

2c
dψ dz =

a2

2c
2π

∫
(0,c)

(c− z) dz

=
πa2

c
(cz − z2

2
)

∣∣∣∣c
z=0

=
πa2

c

c2

2
=
πa2c

2
.

� Pro Lebesgueovu míru mnoºiny A tedy platí

λ3(A) =
πa2c

2
.

41



Záv¥r

Cílem mojí práce bylo p°edstavit stru£n¥ teorii míry a Lebesgueova integrálu
a vy°e²it p°i tom p°íklady a protip°íklady, které ilustrovaly to, ºe v matema-
tických tvrzeních jsou jejich p°edpoklady nepostradatelné a nelze je v ºádném
p°ípad¥ zanedbat.

Povedlo se mi shrnout základní teoretické poznatky a zkonstruovat výstiºné
protip°íklady k p°edstavenému matematickému aparátu. P°íklady se mi po-
da°ilo úsp¥²n¥ vy°e²it i s podrobným komentá°em.
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