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Uvod

Dynamickymi systémy lze popsat riznorodé chovani v prirodé. Priklady dy-
namickych systému mizeme nalézt vSude v okolnim svété, mezi nejznamé;jsi fyzi-
kalni modely patii matematické kyvadlo, linedrni harmonicky oscildtor nebo Van
der Poluv oscilator. Existuje rozsahla literatura vénovana popula¢nim modeltim,

epidemickym modeliim, neuronovym sitim nebo ekonomickym modelim.

Cilem této diplomové prace je vySetfovani fazovych portréti planarnich dy-
namickych systému a typickych orbit. Hlavni pozornost je zaméiena na stabilni
a nestabilni variety a popis jejich urcovani. Dalsim cilem je uvedeni piikladi
homoklinickych a heteroklinickych orbit, uréeni fazovych portréti zadanych pla-
narnich dynamickych systémii a vytvoreni jejich fazovych portréti pomoci ma-
tematického softwaru. 7 fazovych portrétia lze vycist dlouhodoby vyvoj dvou
sledovanych veli¢in x;(t), x2(t) ménicich se v ¢ase t pro libovolné pocatecni stavy

x1(0), x5(0).

Diplomova préce je rozdélena do tii ¢asti. Prvni ¢ast se zaméfuje na definovani
fazového portrétu planarniho dynamického systému a typickych orbit. Druha c¢ast
se zabyva definici stabilnich a nestabilnich variet a popisem metody jejich urco-
vani. Tteti kapitola obsahuje fesené piiklady a jejich fazové portréty vykreslené

pomoci MATLABu.



Znaceni:
e R oznacuje mnozinu realnych ¢isel.

e N oznacuje mnozinu pfirozenych ¢isel.

Zvolime-li n € N, pak R" znac¢i mnozinu vSech n-tic readlnych cisel.

Normu v R" zna¢ime || - || a definujeme predpisem




1 Definice fazového portrétu planarniho dynamic-
kého systému a typickych orbit

V této kapitole bylo ¢erpano ze zdroju [1] a [2].

1.1 Dynamicky systém

Matematicky model systému, ktery se méni v ¢ase nazyvame dynamickym
systémem. Dynamicky systém miize byt spojity (sledovani systému nepietrzité)

nebo nespojity (sledovani v oddélenych casovych okamzicich).

1.2 Planarni dynamicky systém

P1i studiu planérnich dynamickych systémi sledujeme soucasné ¢asovy vy-
voj dvou veli¢in (v R?). Planarni dynamické systémy vznikaji ze soustavy dvou

autonomnich oby¢ejnych diferencialnich rovnic prvniho radu.

(1) = fla(t)), (1)

kde f: G — R? je vektorova funkce dvou proménnych z;,2, a f ma spojité

parcialni derivace na mnoziné G, G C R?.

Definice 1.1. ReSenim rovnice (1) na intervalu .J C R rozumime vektorovou
funkei z(t) = (m1(t), 22(t)) takovou, ze € C'(J) spliwje rovnici (1) pro kazdé
teJ.

Definice 1.2. Uloha

se nazyva pocatecni (Cauchyova) tloha.

10



Véta 1.3. (Zdkladni véta o existenci a jednoznacénosti):
Necht G je oteviend podmnoZina v R? obsahujici bod o°. Ddle necht f € C*(G).
Potom diloha (2) md jediné veseni p(t, 2°) definované na mazimdlnim intervalu

Lo = (amp,bp) C R obsahugicim 0.
Reseni (t, 2°) splije

@'(t,2°) = flep(t,2°)) pro kazdé t € I,

p(0,2") = 2.

Véta 1.4. (Generovdni dynamického systému,):

Necht 2° je libovolnyj bod z otevrené mnoZiny G v R?, f€ CY(G) a necht p(t, 2°)
je resenim ulohy (2) na R. Predpoklddejme, Ze @(t, 2°) jako vektorovd funkce n+1
proménnyich t, 13, ... 12 zobrazuje mnoZinu R x G do G.

Potom ¢ je tok. Ddle pro kaZdé pevné t € R je zobrazeni ¢(t,:) : G — G

dynamickyj sytém v R2.

1.3 Typy orbit

Definice 1.5. Orbita fefeni ¢(t,2") je mnozina bodii (¢, 2°), kde t € [,0o =
(axo, bmo).

Definice 1.6. Kladna &ast orbity feseni ¢(t, 2°) je mnozina bodi ¢(t, 2°), kde
t € [0,0Y). Zna¢ime ji v, (2"). Zaporna &ast orbity Feseni (t, 2°) je mnozina

bodu ¢(t,2), kde t € [a2,0). Znacime ji v_(2").

Definice 1.7. Fazovy portrét rovnice (1) je mnozina orbit vSech feSeni rovnice
spolecné se Sipkami na orbitach, které vyznacuji pohyb bodu ¢(t, 2°) na orbité
pro rostouci ¢. Prostor R? obsahujici fazovy portrét rovnice (1) nazveme fazovy

prostor.

Definice 1.8. Bod y je w-limitni bod orbity (), jestliZe existuje posloupnost
realnych ¢isel {£;}32, takovd, Ze pokud

hm tj = ba;o,

Jj—oo

11



potom plati
lim (t;, a") = y.

Jj—00

Definice 1.9. MnoZina viech w-limitnich bodt orbity v(2°) se nazyva w-limitni
mnoZina orbity v(z°) a znaci se w(2?).

Geometricky 1ze definici mnoziny w(2”) definovat takto:

w(a@) = () (v (e(t,29)),

kde v je kladna ¢4st orbity v a operaci uzavéru pridame k orbité v (e (t, 2°))

vSechny jeji hromadné body.

Definice 1.10. Bod y je a-limitni bod orbity v(a°), jestliZe existuje posloupnost

realnych ¢isel {£;}52, takovd, Ze pokud

llm tj = Agxo0,
J—00

potom plati
lim (t;,2") = y.

J—00

Definice 1.11. MnoZina vsech a-limitnich bodw orbity () se nazyvéa a-limitni

mnoZina orbity v(2°) a znacf se a(2?).

Geometricky ji lze definovat takto:

kde v~ je zdporna cést orbity ~.

Specialnim piipadem systému (1) je linearni systém s konstantni matici A
tvaru

Z(t) = Ax(t). (3)

Pro tento systém jsou znamy vSechny typy fazovych portréti.

12
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Obr. 1: Znazornéni klasifikace fazovych portréti v roviné stopa-determinant.

e Tiida I. (Z¥idlo): det(A) > 0, tr(A) >0

Fazovy portrét zridlo je vzdy nestabilni. a(2”) je kriticky bod, w(2”) nee-

Sl

uzel-zridlo uzel-ziidlo uzel-ziidlo ohnisko-ziidlo

(a) (b) (c) (d)

xistuje.
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e Ttida II. (Vylevka): det(A) > 0, tr(A) <0
Fazovy portrét vylevka je vidy asymptoticky stabilni. o(a?

w(2?) je kriticky bod.

K=

uzel-vylevka uzel-vylevka uzel-vylevka ohnisko-vylevka

(a) (b) () (d)

) neexistuje,

e Tiida III. (Sedlo): det(A) <0

Féazovy portrét sedlo je vzdy nestabilni.

e Ttida IV. (Stfed): det(A) > 0, tr(A) =0

Féazovy portrét stred je vzdy stabilni.

14



e Ttfida V. (Pfimka nestabilnich KB): det(A) =0, tr(A) >0

o TT

ey

da VI. (Pfimka stabilnich KB): det(A) =0, tr(A) <0
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e Ttida VII. (Degenerovany fazovy portrét): det(A) =0, tr(A) <0

® & & ® & 0 0 0 0 0 0 00
® & 8 0 0 0000 080
*® & & & & 0 0 0 ° 0 0 00
® & & & & 8 0 " " " 00
L B B B BN BN BN B BN O B BN
® & & & & 8 " 0" 00
* ® & & & 0 0 " 0 0 0 00
e &0 0 0 0 0 00 0 0 80
® & & & & 0 8 B O e BB

1.3.1 Kriticky bod

Bod T = (71, Ty) nazveme kritickym bodem (KB), pokud plati:

Pokud Z neni kriticky bod, nazyvame jej regularnim bodem.
Kriticky bod je jednobodovou orbitou konstantniho reseni. Rikd se mu také ekvi-
librium.

Kriticky bod % je charakterizovan rovnosti
w(@) = a(z) =7(7) = T

Kriticky bod Z se vyskytuje napiiklad ve v8ech fazovych portrétech rovnice (3).

Stabilni kriticky bod: Kriticky bod Z € G je stabilni (S), jestlize
Ve>030>0Va € G:||[z— 2°|| < = ||p(t,2°) —T|| < e,Vt > 0.

16
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Obr. 2: Znazornéni stabilniho kritického bodu. [1]

Nestabilni kriticky bod: Kriticky bod Z € G je nestabilni (N), jestlize neni
stabilni, tedy: 3e > 0 36 > 0 Va2’ € G :

|z — 2°|| < & = ||¢(t, 2°) — T| > ¢, pro ngjake ¢ > 0.

Asymptoticky stabilni kriticky bod: Kriticky bod T € G je asymptoticky
stabilni (AS), jestlize je stabilni a plati:

>0V e G:llz— 2 <r= tli)r(r)10||go(t, ) —z|| = 0.

Obr. 3: Znéazornéni asymptoticky stabilniho kritického bodu. [!]

Definice 1.12. Kriticky bod Z € G rovnice (1) se nazyva hyperbolicky (HKB),

ma-li Jacobiho matice

)
—\ a_mll(xlvq/é) 871(1/'1,1;2)
D) = ( b (77, 7)) S—fz(:v—l ) ) @)

obé vlastni ¢isla s nenulovymi realnymi slozkami.

17



Definice 1.13. Kriticky bod Z € G rovnice (1) se nazyva nehyperbolicky
(NKB), ma-li Jacobiho matice (4) alespon jedno vlastni ¢islo s nulovou realnou

slozkou.

Véta 1.14. Necht' @ € G je hyperbolicky kriticky bod rovnice (1). Jestlize vlastni
¢isla Jacobiho matice Df(E) maji zaporné redlné cdsti, potom je T asymptoticky
stabilni.

Navic, je-li Gy C G oblast pritazlivosti bodu T, pak existuje K > 0 a o tak, Ze
lp(t,2”) — 2| < Ke *'||a® — ||, Vt>0, Vi’ € G,.
Pak plati, Ze T je exponencidlné stabilni.

Véta 1.15. Necht T € G je hyperbolicky kriticky bod rovnice (1). JestliZe ale-
spoti jedno vlastni ¢islo Jacobiho matice Df(Z) md kladnou redlnou édast, pak je T

nestabilni.

1.3.2 Periodicka orbita

Definice 1.16. Periodické orbity neboli cykly jsou orbity odpovidajici peri-
odickym feSenim. Periodickou orbitu budeme znacit I'.

Zvolime-li bod 2’ € T', pak odpovidajici Feseni (¢, 2°) je periodickd funkce s
ndjakou miniméln{ periodou p > 0. To znamena, Ze I' = y(a°) je uzaviena kiivka,

a proto plati

Periodické orbity se vyskytuji napiiklad ve fazovém portrétu rovnice (3) ve

tride IV.

18



Obr. 4: Ukézka periodické orbity I = y(2°). [2]

Definice 1.17. Periodicka orbita I' C G se nazyva limitni cyklus rovnice (1),
existuji-li body 2°, ' € G, 2° uvnitt T', ' vné I' takové, Ze a-limitni mnoZina

nebo w-limitnf mnozina orbit y(2") a vy(z') je periodicka orbita T

Obr. 5: Vpravo: Limitni cyklus, kde I' = w(2”) = w(z'). Vlevo: Limitni cyklus,
kde I' = a(2”) = a(z!). |2]

Véta 1.18. (Poincaré-Bendizsonova):
Je-li w(2”) omezend mnoZina v G, pricem? w(2”) neobsahuje Zddny kriticky bod,

pak je w(2”) periodickd orbita.

Pokud chceme pomoci Poincaré-Bendixsonovy véty dokazat existenci perio-
dické orbity diferencialni rovnice (1) v mnoziné GG, jednou z moznosti je nalézt
pozitivné invariantni mnozinu G C G, ktera neobsahuje zadny kriticky bod rov-

nice (1).

19



Definice 1.19. Mnozina G C G se nazyva pozitivné invariantni, jestlize pro

kazdy bod 2° € G plati, 7e cela kladna Gast orbity y(a?) lezi v G, tj. v () c G.

Disledek 1.20. Necht G C G je oteviend, omezend, pozitivné invariantni mno-
7ina, ktera neobsahuje Zadny kriticky bod rovnice (1). Dale necht pro kazdé z° €
G je w(@®) ¢ G. Tj. w(2”) nema spoleéné body s hranici mnoziny G. Potom
existuje 2° € G takové, Ze v(2°) = I je periodicka orbita.

Véta 1.21. (Bendizsonovo kritérium):

Necht Gy C G je jednoduSe souvisld oteviend mnozina. JestliZe

md konstantni zmanénko na Gy a nent na Gy identicky nulovd, pak rovnice (1)

nemd periodickou orbitu, kterd lezi celd v G.

Véta 1.22. (Dulacovo kritérium):
Necht Gy C G je jednoduse souvisld oteviend mnozZina a necht funkce b(zy, xy)

(Dulacova funkce) spliiuje ndsledugici podminky:

(i) b e C'(Gy),

(ii) div(bf) = 2 4 OCL) i Lonstantni znaménko na Gy a neni na Gy iden-

ticky nulovd.
Pak rovnice (1) nemd periodickou orbitu, kterd celd lezi v Gy.

Poznamka 1.23. Bendixsonovo kritérium je specidlnim piipadem Dulacova kri-

téria pro b(zp, 1) = 1.

Véta 1.24. Necht I' je periodickd orbita rovnice (1) lezici v G. Pak woniti T

existuje alespon jeden kriticky bod rovnice (1).
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1.3.3 Neomezené orbity

Zbyvajici orbity vyskytujici se ve fazovych portrétech rovnice (3) ve t¥idach
[-1IT jsou neomezené, coZ znamend, Ze alespont jedna z mnozin a(z”), w(2”) nee-
xistuje. Rozliujeme tii piipady. Predpokladame, Ze T je kriticky bod a a” € R?

je bod rizny od Z.
1. Vgechny orbity v(a°) z tiidy I a dvé orbity v(2") z t¥idy III maji vlastnost

alr”) ==, w(2’) neexistuje. (5)

2. Vsechny orbity v(2°) z tiidy IT a dvé orbity v(a°) z t¥idy III maji vlastnost

a(x’) neexistuje, w(a’) == (6)

3. Zbyvajici orbity () z t¥idy III maji vlastnost

a(a’) neexistuje, w(a’) neexistuje. (7)
Hned vidime, Ze orbity v tfidach V-VII jsou bud kritické body, nebo maji jednu
z vlastnosti (5)-(7). V8echny uvedené typy orbit se vyskytuji nejen u lineérni
rovnice (3), ale také u nelinearni rovnice (1), v niz f{x) neméa specialni tvar Ax.
V takovém piipadé se mohou vyskytovat i dalsi typy orbit, které u linedrni rovnice

neexistuji.

1.3.4 Homoklinické a heteroklinické orbity

Homoklinické a heteroklinické orbity dostavame v piipadé (iii) nasledujici

véty.

Véta 1.25. (O w-limitnich a a-limitnich mnoZindch):
Predpokldadejme, Ze rovnice (1) md konecny pocet kritickijch bodi v G. Jestlize
kladnd orbita v (2) C G je omezend, pak plati jedno z ndsledujicich tvrzeni:
(i) w(a®) je jednobodovd a je rovna kritickému bodu T, pricemz
lim p(t,2") = Z.

t—o00
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w(:a:“)

{ X

Obr. 6: Pipad (i) z véty 1.25. |2]

(ii) w(a®) je periodickd orbita T' a bud v+ (a°) = w(a®) = T, nebo se vy (2)
spirdlovité naviji na T z jedné strany pro t — oo, tedy v () # w(a”’) =T

(tento pripad se oznacuje jako limitni cyklus).

.‘{.+|Ir$(])

= w(:sﬂ)

Obr. 7: Pripad (ii) z véty 1.25, kdy 74 (2") = w(2”) =T. [2]

0 7-‘*'(3:“)

I =w(z?
Obr. 8: Piipad (ii) z véty 1.25, kdy v (2°) # w(a®) =T |2]
(iii) w(a®) se sklddd z kritickijch bodi a orbit, jejich a- a w-limitni mnoZiny

jsou tyto kritické body.
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wm%

=

I'=w(z")

Obr. 9: Pripad (iii) z véty 1.25, kde w(2”) se sklada z kritického bodu T a z
homoklinické orbity, jejiz a-limitni i w-limitni mnoZzinou je bod Z. |2|

Analogicky tyto moznosti plati pro w(z”), je-li v~ (2°) omezenA.

e Homoklinickad orbita: Odpovida feSeni, které konverguje pro ¢ — oo i
t — —oo témuz kritickému bodu. Plat{ pro ni, Ze a(a°) je kriticky bod a

w(2?) je stejny kriticky bod.

e Heteroklinickd orbita: Odpovida feSeni, které konverguje pro t — oo k
jednomu kritickému bodu a pro t — —oo k jinému kritickému bodu. Plati

pro ni, Ze a(a’) je kriticky bod a w(2°) je jiny kriticky bod.
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Ia

Ty

Obr. 10: Na tomto obrazku se vyskytuji 4 typy orbit: kriticky bod, periodicka
orbita (zelené), homoklinickd orbita (¢ervené), neomezené orbity (modfie). (Je to

fazovy portrét systému: @ (t) = 22, (t) — 23(t), 74(t) = —221(¢).) [1]

Nemé-li funkce f v rovnici (1) specialni tvar flx) = Az, nelze provést uplnou
klasifikaci fazovych portréti jako u linearni rovnice (3). Muzeme ale definovat

ziidla, vylevky a sedla pro rovnici (1) takto:

Definice 1.26. Kriticky bod Z rovnice (1) se nazyva vylevka (z¥idlo), pokud
existuje okoli U bodu T takové, Ze pro kazdy bod 2 € U cela kladna (zadporn4)

¢ast orbity feSeni o(t, 2°) zistava v U a navic plati

t——o0

tlim p(t,2°) == ( lim (t,2") = E)
—00

(viz nésledujici obrazky 11).
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y_ ()

Obr. 11: Vlevo: Vylevka rovnice (1). Vpravo: Ziidlo rovnice (1). [!]

Definice 1.27. Kriticky bod Z rovnice (1) se nazyva sedlo, jestlize existuji body
0

x' = Z a x' = T takové, Ze

. 0\ _ = . 1\ =
tg{&w(tax ) = tli)fg(ﬁ(t,lﬂ ) =7

(viz nésledujici obrazek 12).

Obr. 12: Sedlo rovnice (1). [1]

Definice 1.28. Necht Z € G je kriticky bod (1). Rovnice

¥ = Df(z)y (8)

se nazyva linearni variaéni rovnice k rovnici (1) v bodé .
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Véta 1.29. Necht T € G je HKB nelinedrni rovnice (1). Potom T je zridlo
(vylevka, sedlo), pravé kdyz kriticky bod (0,0) linedrni variaéni rovnice (8) v bodé
Z je zridlo (vylevka, sedlo).

Definice 1.30. Kriticky bod Z rovnice (1), ktery je vylevkou nebo ziidlem se
nazyva ohnisko, jestlize existuje okoli U bodu Z takové, Ze pro kazdy bod 2 € U

obéhne bud kladn4 nebo zaporna &ast orbity feseni (¢, 2°) nekone¢nékrat bod

Z. To znamena, Ze pii transformaci do polarnich souradnic r(t) a 0(t) plati

tlggl(} |6(t)] = co nebo tgr_noo 16(t)| = oo.

Obéhnou-li orbity kolem T pouze konecnékrat, nazyva se T uzel.

Obr. 13: Ohnisko rovnice (1), orbita ma nekone¢ny pocet obéha. 1]

Obr. 14: Uzel rovnice (1), orbita méa kone¢ny pocet obéha. [!]
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Necht Z = (71, %) je hyperbolicky kriticky bod diferencialni rovnice (1). Pak
lze o pFiblizném tvaru fazového portrétu diferencialni rovnice (1) v okoli

bodu T rozhodnout pomoci linearizace, tj. pomoci linearni varia¢ni rovnice (8).

Véta 1.31. (Metoda linearizace):

Necht f € C?(G) a necht T € G je HKB nelinedrni rovnice (1). Potom T je uzel-
zridlo (ohnisko-zridlo, uzel-vijlevka, ohnisko-vijlevka, sedlo), prave, kdyz kriticky
bod (0,0) linedrni variacni rovnice (8) v bodé T je uzel-ziidlo (ohnisko-zFidlo,

uzel-vylevka, ohnisko-vijlevka, sedlo).

2 Definice stabilnich a nestabilnich variet a popis
metody jejich urcovani

V této kapitole bylo ¢erpano ze zdroje [2].

Uvazujme nelinearni rovnici (1) majici HKB Z a linearni varia¢ni rovnici (8) v Z.

Ya Ia

/‘i"/ Wie
o hn / o Ty

Obr. 15: Primka p ve fazovém portrétu linearni variaéni rovnice (vlevo) a lokalné
stabilni varieta W, (vpravo), na které tok smétuje k bodu Z. |2]
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o

o )] // o Iy

Obr. 16: Primka p ve fazovém portrétu linearni variaéni rovnice (vlevo) a lokalné
nestabilni varieta W\ (vpravo), na které tok sméiuje od bodu Z. |2]

U fazovych portréti rovnice (8) mohou existovat piimkové orbity prochézejici
kritickym bodem o (pocatkem). Potom ve fazovém portrétu rovnice (1) mohou

existovat kiivky W, a W)Y definované nasledovné.

Definice 2.1. Necht Z je sedlo nebo uzel rovnice (1). Necht U je okoli bodu Z.

Pak lokalné stabilni varietou nazveme mnozinu:
WS, = {xﬂ ceU:pt,2")eUprot>0a lim (2, ) = i}
—00
a lokalné nestabilni varietou nazveme mnozinu:

Wi = {azo ceU:pt,2)cUprot<0a tlim p(t, ") ZE}.
——00

Rovnici (1) 1ze substituci y =  — & pievést na tvar

Y = Dfim)y+ g (y), 9)

kde g*(0) = 0 a Dg*(0) = O.
Rovnice (9) ma kriticky bod o, ktery je opét sedlem nebo uzlem.
Je-1i J Jordaniv kanonicky tvar matice Df(Z), pak existuje regularni matice P
splhujici rovnost
J =P 'Df(z)P.
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Pomoci transformace y = Pz pfevedeme rovnici (9) na tvar
d =Tzt (o), (10)

kde g(o) = 0 a Dg(o) = O.
Rovnice (10) méa kriticky bod o, ktery je opét sedlem nebo uzlem. Ptitom fazovy

portrét prislusné linearni variaéni rovnice 2 = Jz obsahuje osu z; i osu 2.

Necht J mé jedno vlastni ¢islo kladné a jedno zaporné. Potom kriticky bod o
rovnice (10) je sedlem a fazovy portrét rovnice (10) obsahuje obé kiivky W3, a
W2 . Tyto kiivky prochazeji pocatkem a kazda se dotyka jedné osy. Priklady lze

vidét na nasledujicich obrazcich 17.

2 W 2w
/ / ~
,-"f ! 1 l ::r- ,-'?{ ! 1':-!l::}r-
S . | - 7 nebo M“"‘*a___ | ___,«f/
| o “‘1 | o ::1
\\\ \\\
(a) N\ (b) \

Obr. 17: Priklady krivek WS, a W2 ve fazovém portrétu rovnice (10). Tyto
kiivky prochazeji po¢atkem a kazda se dotyka jedné osy. [2]

At 0
0 A

A1 > 0a Ay < 0 nastane piipad (a) na obrazku 17, pokud A\; < 0 a Ay > 0 nastane

) . Jestlize

Predpokladejme, ze matice J v rovnici (10) méa tvar J = (

pifpad (b) na obrdzku 17. Pfesndji lze tvar kiivek W5, a WY ur¢it metodou fad
dle nasledujici véty.

Véta 2.2. (O tvaru W, a WY, v kanonickém pripadé): Ezistuje § > 0 takové,
Ze v okoli

U= {(z1,22) € R”: 1| < 6, |a] < 0}

je lokdlné stabilni varieta W3, a lokdlné nestabilni W, rovnice (10) ddna témito

VZOTCL:
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Pro Ay >0, Ay <0 platr

WY 2o =h(z1) pro |z <6, WS,z =k(z) pro |zl <.
Pro Ay <0, Ay > 0 platr

WS, 2zo="h(z1) pro |z <6, WL 21 =k() pro |zl <.

Funkce h a k maji stejnou hladkost jako g v (10).
Navic plati

dh dk
0

h(O):O, ]{(O):O, d_Zl( )_ ) d_Zg(

0) = 0. (11)

Vzorce (11) vyjadiuji, ze grafy funkei h a k prochazeji poc¢atkem a dotykaji

se 0s z1 a 2o. Funkei h(z;) hledame ve tvaru Taylorovy fady v pocatku, tj.

W) = h(0) + 0z, 4 2T )2 4 L LD

4 S B
dz; 7t 2d2 N B!d,zi)’()z1+

Z (11) plyne
h(z) = az? +bz + ...,

kde a, b,...jsou neznamé koeficienty, které uréime pomoci rovnice (10).
Analogicky postupujeme pii hledani funkce k(z5).

Kiivky W, a W mtzeme také uréit pifmo pro rovnici (9) aniz ji pievadime
do kanonického tvaru. Predpokladejme, ze p = (py, py) je vlastni vektor odpovi-
dajici kladnému vlastnimu ¢islu Ay a r = (71, 75) je vlastni vektor odpovidajici
zapornému vlastnimu ¢islu \,. Déle predpokladejme, Ze vlastni pfimky p a r jsou
rizné od souradnych os y; a y,.

Potom existuje 6 > 0 takové, ze
Wi o ya = h(y1) pro [yl <6, Wi, : ya = k(y1) pro || <56,
kde funkce h a k maji stejnou hladkost jako g* v (9) a

dh Yo%) dk T2
—(0) ==, —(0)=—. 12
dy P d ) (81 ( )
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Vzorce (12) vyjadiuji, ze grafy funkei h a k prochézeji poc¢atkem a dotykaji se

vlastnich pfimek p a r.

Obr. 18: Krivky W3, a WY, ve fazovém portrétu rovnice (9).

Necht J mé dvé riizna kladna (zaporna) vlastni ¢isla. Potom kriticky bod o
rovnice (10) je uzel-ziidlo (uzel-vylevka) a timto bodem prochéazi samé lokalné
nestabilni (lokalné stabilni) variety. Dvé z téchto variet se dotykaji os z; a zs.
Totéz plati, méa-li J stejna vlastni ¢isla a je pfitom diagonalni.

Analogické tvrzeni plati pro kriticky bod o rovnice (9) s jedinym rozdilem, ze
tentokrat se dvé z variet dotykaji vlastnich primek. Postup pfi urcovani variet je

stejny jako u sedla.

3 Piiklady

Priklad 3.1. Mé¢jme soustavu

:L‘%—:E%—l,
2%

2.

(13)

Ky
I

Tato soustava mé dva kritické body X; = (1,0) a X, = (—1,0).

Zjistime, zda osa 2y, ktera prochazi body X; a X, patii do fazového portrétu.
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Osa z; ma rovnici 2, = 0. Uvazujme funkei (z;(¢),0). Tato funkce spliuje druhou
rovnici v (13) a dale rovnici 7, = 27 — 1. Tedy tato funkce ma orbitu na ose ;.
Osa 1 se sklada z 5 orbit: intervalu (—oo, —1), kritického bodu (—1, 0), intervalu

(—1,1), kritického bodu (1,0) a intervalu (1, c0).

Nyni uréime typy kritickych bodt X; a Xs.

Jacobiho matice je tvaru

o) = (% 5

Dosadime kriticky bod X, ¢imz ziskdme matici

A:=Df<71>:(§ 8)

ktera je v kanonickém tvaru. Vlastni ¢isla této matice jsou A2 = 2. Protoze
tr(A) =4 > 0, det(A) = 4 > 0, kriticky bod X je nestabilni hyperbolicky bod
typu uzel-ziidlo z tfidy I (c).

Linearni variac¢ni rovnice prislusna k bodu X; ma tvar

/=55 (14)

a jeji fazovy portrét je na obrazku 19. Osy y; a y» patii do fazového portrétu

rovnice (14).
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Obr. 19: Fazovy portrét linearni soustavy (14).

Nyni budeme vySetfovat nelinearni soustavu (13) v okoli bodu X . Pfesunutim

bodu X; do po¢atku pomoci transformace

ylle_ly

Yo = T2 (15)

jsme ziskali soustavu

yllzy%+2yl_y§7

y2 = 2y27 <16>

ktera ma kriticky bod o typu uzel-ziidlo. Uréime lokalné nestabilni variety doty-
kajici se os y; a ys.

W dotykajici se osy y, hledame ve tvaru

dk
Y1 :k'(i’h) = k(0)+d_w(0)yz+ay§+by§+~- (17)
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pricemz k(0) = 0, ;—y@(O) = 0. Funkeci k z (17) derivujeme, ¢imz ziskame

dk
— = 2ay, + 3b12 + ... 18
i Yo Yo ( )

Protoze W} je ¢asti fazového portrétu soustavy (16), tak lezf na orbité fesent

(y,(t), y5(t)) soustavy (16) a proto existuje € > 0 tak, ze

n(t) = k(y,(1), t € (—¢,9).
Derivaci podle t dostavame

() = j—;2<y2<t>>-yg<t>, te (). (19)

Do (19) dosadime (18) a (16) ¢imZz ziskame rovnost

3/% + 2y, — y% = (2ay, + 3b?ﬁ + . )(2y),

do které¢ za y, dale dosadime (17) a roznasobime. Porovnanim koeficientii u 43
ziskame 2a — 1 = 4a, odkud vyjadiime a = —%. WL dotykajici se osy y, je tedy

priblizné tvaru y, = —%yg. Viz obrazek 20.

W dotykajici se osy y; hleddme ve tvaru

dh
y2:h(y1) Zh(0)+d—y1(0)y2+ay§+by?+..., (20)

kde 1(0) =0, £+(0) = 0.

Funkei h z (20) derivujeme a ziskame

dh
— =2ay, +3bF + .. .. 21
Z — 200+ 30 (21)

Dosazenim (21) a (16) do vztahu

dh
Zj2 - dyl?jl
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ziskdme rovnost

2y = (2ay1 +3byf + .. ) (v2 4 21 — i),
do které dale dosadime za y, vztah (20) a roznasobime. Porovnanim koeficientt
u 1 ziskdme 2a = 4a, odkud vidime, Ze a = 0. Podobné porovname koeficienty
u 1 a ziskdme 2b = 2a + 6b, odkud vidime, 7e b = 0. Pomoci stejného postupu
dostavame, 7e vSechny koeficienty v (20) jsou nulové a proto WY dotykajici se
osy y; ma tvar y, = 0 a splyva proto s ¢asti osy y,. V tomto pripadé dostavame
pfesny tvar variety VV/XC, protoze osa vy, je ¢asti fazového portrétu soustavy (16).
Plati totiz, ze po transformaci (15) pfejde soustava (16) na soustavu (13) a osa

¥, ha osu z;. Pfitom osa z; je ¢asti fazového portrétu soustavy (13).

Dale vidime, 7e polozime-li v (16) 35 = 3, dostaneme linearni soustavu (14),
kterd mé Tesent (y1(£), y,(t)) = (e*,€*) a (y1(t), yo(t)) = (e*, —€*).
Proto ptimky y, = y; a y, = —y,; jsou ¢asti fazového portrétu soustavy (16). Viz

obrazek 20.

08— -

06— —

04— —

02— —

foc

0z —

04 -]

06— =

08 -

Obr. 20: Fazovy portrét nelinearni soustavy (16) v okoli poc¢atku. (Je stejny jako
fazovy portrét rovnice (13) v okoli X;.)
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Analogicky postupujeme v piipadé kritického bodu X, kdy matice

A = Df(X,) = ( _02 g )

je opét v kanonickém tvaru. Tedy jeji vlastni ¢isla jsou \y = —2, Ay = 2. Protoze
det(A) = —4 < 0, vidime Ze kriticky bod X je nestabilni hyperbolicky bod typu
sedlo z tridy III.

Linearni varia¢ni rovnice prislusna k bodu X, ma tvar

3/=<_02 g)y (22)

a jeji fazovy portrét je na obrézku 21. Osy vy, yo patii do fazového portrétu rov-

nice (22).

Obr. 21: Fazovy portrét linearni soustavy (22).

36



Vygetifme nelinearni soustavu (13) v okoli kritického bodu Xs,. Pfesunutim

bodu X, do pocatku pomoci transformace

yl :$1+17
y2:$27

ziskdme soustavu

3/1=y§—2y1—y§,
@/2:2?]2,

ktera ma kriticky bod o typu sedlo.

Dale vypocitame WY, dotykajici se osy y,, kterou hleddme ve tvaru:

= k(y,) = ays +byp + ...
Funkei k£ z (25) derivujeme a ziskdme

dk
— =2ay, +3byE + .. ..
dy, 2 2

Dosazenim (26) a (24) do vztahu

dostévame rovnost

Yt —2y1 — ys = (2ay; + 3by; + ... )(2ya),

(23)

(24)

(26)

do které¢ dale za y; dosadime (25) a roznasobime. Porovnanim koeficientii u 43

ziskdme —2a — 1 = 4a, odkud vyjadiime a = —%. W je tedy piiblizné tvaru

Y= _%y%'

W7 dotykajici se osy y; hleddme ve tvaru
Y% = h(y1) :ay§+by?+"'7

Funkei h z (27) rovnici derivujeme a ziskdme

dh
—— =2ay, +3by} + .. ..
dyl 1 1
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Dosazenim (28) a (24) do vztahu

ziskdme rovnost

2ys = (2ayy +3by +...) (i — 2y1 — v7),

do které déle za y, dosadime (27) a roznasobime. Porovnanim koeficienti u 12
ziskdme 2a = —4a, odkud vidime, ze a = 0. Stejné jako u bodu X; dostavame

zde presny tvar stabilnf variety W3, ktera je casti osy v;.

loc

Obr. 22: Fazovy portrét nelinedrn{ soustavy (24) v okolf pocitku. Je stejny jako
fazovy portrét rovnice (13) v okoli Xs.)

Pomoci transformaci (15) a (23) dostavame fazovy portrét rovnice (13) s hetero-
klinickou orbitou (na ose z;), ktera spojuje kritické body X a X,. Viz obrazek

23.
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Obr. 23: Celkovy fazovy portrét nelinearni soustavy (13) s heteroklinickou orbi-
tou.

Podle véty 1.24 musi uvniti kazdé periodické orbity lezet kriticky bod. Pokud
by fazovy portrét soustavy (13) obsahoval periodickou orbitu, musela by tato
orbita obihat alespoi jeden z bodit X, X5 a musela by proto protinat nékteré
orbity na ose z1, coz je ve sporu s jednoznacnosti podle véty 1.3. Proto fazovy

portrét soustavy (13) neobsahuje zadné periodické orbity.

Priklad 3.2. M¢&jme soustavu
(29)

Tato soustava mé ¢tyi¥i kritické body X; = (2,2), X, = (1,1), X3 = (=2,2) a
X, =(1,-1).
Ukazme, 7e piimka z; = 1, ktera prochazi body X, a X, patii do fazového

portrétu soustavy (29). Uvazujme funkei (1,a5(t)). Tato funkce spliuje prvni
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rovnici v (29). Pokud 2, spliiuje rovnici
i, =1-1. (30)

je funkce (1,2,(t)) FeSenim rovnice (29). To znamend, ze piimka z; = 1 patii
do fazového portrétu rovnice (29). Tato piimka se pritom sklada z nasledujicich

orbit, které uréime z fazového portrétu skalarni rovnice (30).

Obr. 24: Fazovy portrét rovnice (30)

Orbity fazového portrétu (29): polopfimka z; = 1, 2, < —1, kriticky bod
(1,—1), asecka 2 = 1, z, € (—1,1), kriticky bod (1,1), polopfimka z; = 1,
Ty > 1.

Jacobiho matice je tvaru

2ZE2 —4 21’1 -2
2!13'1 —2IE2 '

pAix) - (
1. Dosadime kriticky bod X, ¢im7 ziskime matici

A::Df(Yl):(g _24)

Z této matice ur¢ime tr(A) = —4, det(A) = -8.

Dale pouzijeme vzorec pro vlastni ¢isla

tr(A) £ \/tr(A)? — 4det(A)
5 .
40

Ao =




Vlastni ¢isla této matice jsou Ao = —2 £ /12.
Zjistili jsme, ze kriticky bod X je nestabilni hyperbolicky bod typu sedlo z t¥idy
I1I.

Linearni varia¢ni rovnice prislusna k bodu X; ma tvar

=42 ) (31)

Nyni najdeme vlastni vektory vyreSenim soustavy

0 2 P17 P11 -2+ V12 0
= . (32)
4 —4 P2 T2 P2 T2 0 -2 — vV 12
Ze soustavy (32) ziskdme vlastni vektory p = (1, —1 + /3) pro kladné vlastni
¢islo a = (1, —1 — v/3) pro zaporné vlastni &islo.

Féazovy portrét soustavy (31) je na obrazku 25. Vlastni piimky p a r patii do

tohoto fazového portrétu.

Obr. 25: Fazovy portrét linearni soustavy (31) s vlastnimi pfimkami p a 7.
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Vyfesime nelinearni soustavu (29) v okoli kritického bodu X.

Presunutim bodu X; do pocatku pomoci transformace

y1:$1—27

y2 = — 27 (33)

ziskdme soustavu
=201y + 1), (34)
V=Y — s+ 4y — o)
Soustava (34) ma kriticky bod o, ktery je sedlem.
Dale vypocitame W/ kterd se dotykd vlastni primky p a kterou hleddme ve
tvaru

vy = h(yy) = (=1 4+ V3)y, +ay? + b +.... (35)

Funkei b z (35) derivujeme a ziskame

dh

@:(_1+\/§)+2ay1+3by§+.... (36)
1

Dosazenim (36) a (34) do vztahu

dostaneme rovnost

yi =y + 40 — y2) = (=14 V3) + 2ay, + 3by7 + ... ) 20112 + 1)),

do které dale za y, dosadime (35) a roznasobime. Porovnanim koeficientii u ¢?
ziskdme
—3+2V3—4a=6aV3—4V3—6a+2-3+2,

odkud vyjadiime a = 121_’66\/? < 0. W2 je tedy priblizné tvaru

11— 63

Yo = (—1+\/§)y1+m

vi.
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Obr. 26: Lokalné nestabilni varieta bodu X;.

Dale vypocitame W dotykajici se vlastni piimky 7, kterou hleddme ve tvaru

loc
Yo = h(y) = (=14 V3)y, +ayi + by + ... (37)
Funkei h z (37) derivujeme a ziskame

dh

qy = (L VE) 2y, 30 4 (38)
1

Dosazenim (38) a (34) do vztahu

dostaneme rovnost
vi — 5 4 — 1) = (=1 = V3) + 2ay, + 3047 + ... ) 2(y1y2 + 12)),

do které dale za y, dosadime (37) a roznasobime. Porovnanim koeficientii u ¢?

ziskame
—3—-2v3—4a=4V3—6a—6aV3+2-3+2,
odkud vyjadiime a = % > 0. W7, je tedy piiblizné tvaru

(C1-v3)y 11+6v3 ,

= S S Y
Yo 1 2+6\/§y1
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Obr. 27: Lokalné stabilni varieta bodu X;.

Viz obréazek 28.

08—

08—

04—

02—

02—

04—

Obr. 28: Fazovy portrét nelinearni soustavy (34) v okoli poc¢atku. (Je stejny jako
fazovy portrét soustavy (29) v okoli X;.)

2. Pro kriticky bod X, ziskdme matici

A = Df(X,) = ( _22 _02 )

Z této matice ur¢ime tr(A) = —4, det(A) = 4. Vlastni ¢isla této matice jsou
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Ao = —2. Zjistili jsme, Ze kriticky bod X je asymptoticky stabilni hyperbolicky
bod typu uzel-vylevka z t¥idy II (b).

Linearni varia¢ni rovnice piislusna k bodu X, ma tvar

i=(5 %) (39)

Matice A ma jediny (az na nasobek) vlastni vektor p, ktery najdeme vyfeSenim

(C)mn) () ()

Z (40) ziskame p = (0, 1); vlastni ptimka p tedy splyva s osou ys,.

soustavy

Féazovy portrét soustavy (39) obsahujici pfimku p je na obrazku 29.

Obr. 29: Fazovy portrét linearni soustavy (39) s vlastni pifimkou p.

Vyfesime nelinearni soustavu (29) v okoli kritického bodu X».
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Presunutim bodu X5 do poc¢atku pomoci transformace

yl =T — 17
Yp = T — 17 (41)
ziskdme soustavu
h =201 — ), (42)

Yo =9 — %+ 2(y1 — ¥)-

Soustava (42) ma kriticky bod o, ktery je typu uzel-vylevka.

Dile vypocitame WS, dotykajici se osy ys,, kterou hleddme ve tvaru

ylzkr(yQ):ayg—i-byg-l—.... (43)

Funkei k z (43) derivujeme a ziskame

dk
— =2ay, +3by; + ... (44)
dy,

Dosazenim (44) a (42) do vztahu

dostaneme rovnost

2(11y2 — y2) = (2ay, + 3bys + .. ) (Y — v5 + 2(y1 — v2)),

do které dale za y, dosadime (43) a roznasobime. Porovnanim koeficientii u y3
ziskdme 0 = —4a, odkud vyjadiime a = 0. Dale porovname koeficienty u 75 a
ziskdme: 2a = 2a(2a — 1) — 6b, odtud vidime, Ze b = 0. Postupné dostavame, ze

vSechny koeficienty v (43) jsou nulové a proto W3,

splyva s ¢asti osy 1,. Podobné
jako v predchozim piripadé, protoze piimka z; = 1 patii do fazového portrétu
rovnice (29), mame presny tvar variety, protoze osa y, je ¢asti fazového portrétu

soustavy (42). Viz obrazek 30.
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Obr. 30: Fazovy portrét nelinearni soustavy (42) v okoli poc¢atku. (Je stejny jako
fazovy portrét soustavy (29) v okoli X5.)

3. Pro kriticky bod X3, ziskdme matici

A = DiX,) = < M :2)

Z této matice urcime tr(A) = —4, det(A) = —24. Vlastni ¢isla této matice jsou
Ao = —24+/28. Zjistili jsme, Ze kriticky bod X3 je nestabilni hyperbolicky bod
typu sedlo z t¥idy III.

Linearni varia¢ni rovnice pifslusna k bodu X5 mé tvar
0 —6
v=( 2 ) (45)
Nyni najdeme vlastni vektory vyfeSenim soustavy
0 -6 pr i\ _ (P —2+ /28 0 (46)
—4 —4 Do To Py To 0 —2—428 )

1-V7
3

Ze soustavy (46) ziskame vlastni vektory p = <1, ) pro kladné vlastni &islo

M =—-2+V28ar= (1, 1+3\ﬁ) pro zaporné vlastni ¢islo Ay = —2 — /28.
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Féazovy portrét soustavy (45) obsahujici vlastni pfimky p a 7 je na obrazku 31.

Obr. 31: Fazovy portrét linearni soustavy (45) s vlastnimi piimkami p a r.

Vyfegime nelinearni soustavu (29) v okoli kritického bodu Xs.

Presunutim bodu X3 do poc¢atku pomoci transformace

yl =T + 25
Yo = Ty — 27 <47>
ziskdme soustavu
h = 2(514 = 31s), (48)

Yo=ui — v5 — 4y + %)

Soustava (48) ma kriticky bod o, ktery je sedlem.
Dale vypocitame W/ kterd se dotykd vlastni primky p a kterou hleddme ve

tvaru

1 -7
yzzh(y1)=< 3 >y1+ay?+by?+---- (49)
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Funkei h z (49) derivujeme a ziskame

dh 1— 7
— = 2 3by; + .. .. 50
o ( 3 >+ ayy + o0y + (50)
Dosazenim (50) a (48) do vztahu
dh(y,)
/I 1
y2 - dyl yl

dostaneme rovnost

yi— s — 4y + 1) = ((1 _3ﬁ) + 2ay, + 3by} + .. ) (2(y192 — 312)),

do které¢ dale za y, dosadime (49) a roznésobime. Porovnanim koeficientii u 43

ziskdme:
27 8 4f )

_ __4 Z = S S I
9 9 +3 6a\/7 60+ =5+ 3,

15—6v7

odkud vyjadiime a = 2=~ f>0 W2 je tedy piiblizné tvaru

e (150 B0

3 18 — 54/7

Obr. 32: Lokalné nestabilni varieta bodu Xs.
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Déle vypocitame Wy, ktera se dotyka vlastni pifmky r a kterou hleddme ve

tvaru
14+ V7
y2:h(y1):( 3 )yl+aﬁ+by§+~--- (51)
Funkci h z (51) derivujeme a ziskame
dh (147
_— = 2 3b e 52
" ( 3 >+ay1+ vi+ (52)
Dosazenim (52) a (48) do vztahu
_ dh(yl)
3/2 - dyl -1/1

dostaneme rovnost

yi =y — 4+ y2) = ((1 +3ﬁ> + 2ay, + 3by; + .. ) (2(3192 — 3y2)),

do které dale za y, dosadime vztah (51) a roznasobime. Porovnanim koeficientt

u 12 ziskame

-7 /7 8 zw' 2-7) 2
L A PP e _ A
9 5 atg= — 6a — 6aV7 + 9 + 9’
odkud vyjadiime a = 1185:5(1\& =0. W2, je tedy pfiblizné tvaru
_ (VTN 15 6VT 2
= 3 ) T s st

Obr. 33: Lokalné stabilni varieta bodu Xs.
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Obr. 34: Fazovy portrét nelinearni soustavy (48) v okoli poc¢atku. (Je stejny jako
fazovy portrét soustavy (29) v okoli X3.)

4. Pro kriticky bod X4, ziskdme matici

A::Df(74):(_26 g)

Z této matice urcime tr(A) = —4, det(A) = —12. Vlastni ¢isla této matice jsou
A =2, Ay = —6. Zjistili jsme, Ze kriticky bod X, je nestabilni hyperbolicky bod
typu sedlo z t¥idy III.

Linearni varia¢ni rovnice piislusna k bodu X, ma tvar

z/=<_26 g)y. (53)

Nyni najdeme vlastni vektory vyresenim soustavy:

-6 0 prori\_ [ p1on 2 0
() n)-Gen) (@ 5) e
Ze soustavy (54) ziskdme vlastni vektory p = (0,1) pro kladné vlastni ¢islo a

r= (1, —%1) pro zaporné vlastni ¢islo. Tedy vlastni primka p splyva s osou .
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Féazovy portrét soustavy (53) obsahujici vlastni pfimky p a 7 je na obrazku 35.

Obr. 35: Fazovy portrét linearni soustavy (53) s vlastnimi pfimkami p a 7.

Vyiegime nelinedrni soustavu (29) v okoli bodu X .

Presunutim bodu X4 do poc¢atku pomoci transformace

yl = — 17
55
Yo = I + 17 ( )
ziskdme soustavu
% = 2(119s — 3%) (56)

V=11 — 15+ 20y + )

Soustava (56) ma kriticky bod o, ktery je sedlem.
Dale vypocitame W2, kterd se dotyké vlastni primky p a kterou hleddme ve

tvaru
y, = k(yy) = ayp +bys +.... (57)

Funkei & z (57) derivujeme a ziskame

dk
— = 2ay, + 3bys + ... (58)
dy,
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Dosazenim (58) a (56) do vztahu

dostaneme rovnost

2(y1y2 — 3y2) = (2ay, + 359% + . )Y - y% +2(y1 + v2)),

do které dale za y, dosadime vztah (57) a roznasobime. Porovnanim koeficienti
u 43 ziskdme 0 = 4a, odkud vidime, Ze a = 0. Déle porovname koeficienty u 15 a
ziskdme 2a = 6b + 2a(2a — 1), odkud vidime, ze b = 0. Postupné dostéavame, ze
vSechny koeficienty v (57) jsou nulové a proto W, splyvé s ¢asti osy y,. Ziskavame
tedy presny tvar variety, protoZe osa vy, je ¢asti fazového portrétu soustavy (56).
Déle vypocitame Wy, ktera se dotyka vlastni pifmky r a kterou hleddme ve

tvaru

1
y2:h(y1):_Z?J1+ay§+by?+~--- (59)

Funkei h z (59) derivujeme a ziskame

dh 1

— =—42 3b cee 60
dy = 1T 20+ b (60)
Dosazenim (60) a (56) do vztahu
dh(y,)
/ 1
Yo = dy, h

dostaneme rovnost
2 2 1
Yr —Ys +2(51 +y2) = (_Z + 2ay, + 3by} + .. ) (2(11y2 — 3y1)),

do které déle za y, dosadime vztah (59) a roznasobime. Porovnanim koeficientii

u 1 ziskdme 2a + % = % — 12a, odkud vyjadiime a = —% < 0. W23, je tedy

priblizné tvaru:
1 13
Yo = —Z% Y
53
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Obr. 36: Lokalné stabilni varieta bodu X .

08— =

06 [— —

04— —

02 04 06 0.8 1

Obr. 37: Fazovy portrét nelinearni soustavy (56) v okoli poc¢atku. (Je stejny jako
fazovy portrét soustavy (29) v okoli Xy.)
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Obr. 38: Celkovy fazovy portrét nelinearni soustavy (29) s heteroklinickymi or-
bitami.

Nyni se zaméifime na existenci heteroklinickych orbit ve fazovém portrétu sou-
stavy (29).

Vidime, 7ze prvni heteroklinicka orbita spojuje body X, a X4, protoze piimka
1 = 1 patii do fazového portrétu, a lezi na této primce (viz zacatek piikladu

3.2).

Druhé heteroklinicka orbita by méla spojovat body X, a X3. Pomoci invari-

antnich oblasti dokazeme, Ze existuje.

Nejprve si uvedeme nékteré definice, cerpané ze zdroje [3], potfebné pro invari-

antni princip:

Definice 3.3. Rekneme, 7e podmnozina U € R? je pozitivné¢ invariantni (respek-
tive negativné invariantni) pod tokem ¢ rovnice @ = f(x), jestlize pro néjaké
2’ € U, pozitivni orbita v (2°) (respektive negativni orbita v~ (z°)) vychazejici
z 2 patii do U.

Definice 3.4. Rekneme, 7e podmnoZina M € R? je invariantni pod tokem ¢
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rovnice = f(x), jestlize pro kazdé 2° € M, orbita y(2") vychazejici z 2" pat¥i
do M (neboli ¢(t, M) = M pro kazdé t € R).

Lemma 3.5. Jestlize je pozitivni orbita v (2") (respektive negativni orbita

0

7~ (2")) ohrani¢ena, pak w-limitni mnoZzina w(a”) (respektive a(2”)) je neprazdna,

kompaktni a souvisla invariantni mnozina.

UkéZzeme, Ze kazdé orbita startujici uvnit¥ trojuhelnika T; o vrcholech X, A,
X, ziistava pro ¢ > 0 uvnitt tohoto trojuhelnika a je proto ohrani¢ena. Nejdifve
vyfesime tok na tsedce (X3, A), pro kterou plati, ze z; € (—2,1), 2, = 2. Tyto
hodnoty dosadime do systému rovnic (29) a zjistime, ze ), = 0, 2, = 23 — 4 < 0.
Pro vektor teény k orbité plati 7 = (], 2f,). Te¢ny vektor k libovolné orbité pro-
tinajici tuto usecku je tedy tvaru 7 = (0,2, < 0) a sméfuje proto svisle dola.
Dale vyfedime tok na tsecce (X3, X4), ktera je ¢asti piimky o rovnici z, = —x;
a sklada se z bodu (z;, —1), kde z; € (—2,1). Dosazenim do prvni z rovnic (29)
ziskdme 7, = 2(—23 — x1 +2), tedy plati, Ze 2} > 0 pro z; € (=2, 1). Dosazenim do
druhé z rovnic (29) mame 2, = 0. Ziskali jsme tedy te¢ny vektor 7 = (z; > 0,0)
sméfujici vodorovné doprava. Usecka (A, X,) je ¢asti piimky x; = 1, kterou
nemuze protinat zadné jina orbita. Viz obrazek 39.

Ukazali jsme, Ze trojuhelnik T je pozitivné invariantni vzhledem k soustavé (29).
Proto w-limitni mnoZina kazdé orbity startujici v Ty na W}, (prislusné k bodu
X3) musi leZet uvnit¥ nebo na hranici T;. Podle véty 1.25(i) je tato w-limitni

mnozina rovna bodu X,. Tedy existuje heteroklinicka orbita spojujici body X

an.

Tieti heteroklinicka orbita by méla spojovat body X; a X,. Pomoci invari-
antnich oblasti dokdZeme, Ze existuje. Ukazeme, ze kazdé orbita startujici uvnitr
trojuhelnika Ty s vrcholy A, X, X, zustava pro t > 0 uvnit¥ tohoto trojuhel-
nika a proto je ohranicené. Nejdiive vyfegime tok na tsecce (A, X1), pro kterou
plati, ze z; € (1,2), 2y = 2. Tyto hodnoty dosadime do systému rovnic (29) a
zjistime, Ze 24, = 0, 2, = 27 — 4, kde 1, < 0. V tomto pFipadé pro te¢ny vektor
k libovolné orbité protinajici tuto tsecku plati 7 = (0,2, < 0) a sméfuje proto
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svisle dolii. Dale vyfesime tok na tisecce (X1, X4), ktera je ¢asti ptimky o rovnici
= 31 — 4 a sklada se z bodu (z1, 371 — 4), kde z; € (1,2). Dosazenim do sou-
stavy rovnic (29) ziskdme 7, = 2(323 — 921 + 6), které je zaporné pro z; € (1,2),
1y, = =51} + 241 — 16, které je kladné pro z; € (1,2). Ziskali jsme tedy tecny
vektor 7 = (m < 0,2, > 0) sméfujici doleva a nahoru. Usecka (A, X,) je ¢asti
primky x; = 1, kterou nemiize protinat zadné jina orbita. Viz obrazek 39.

Ukazali jsme, Ze trojihelnik T je pozitivné invariantni vzhledem k soustavé (29).
Proto w-limitni mnoZina kazdé orbity startujici v Ty na W}, (prislusné k bodu
X 1) musi leZet uvnitf nebo na hranici Ty. Podle véty 1.25(i) je tato w-limitni
mnozina rovna bodu X,. Tedy existuje heteroklinicka orbita spojujici body X;

an.

Dle véty 1.24 v tomto fazovém portrétu neexistuje zadné periodicka orbita.
Pokud by existovala periodickd orbita ve fazovém portrétu soustavy (29), pak
by podle véty 1.24 musela obihat aspoil jeden z bodi X, X2, X3, X4. V tom
pripadé by musela protinat bud pfimku x; = 1, nebo jednu z heteroklinickych
orbit spojujicich body X3, X; s bodem X,. Toto nemiize nastat, protoze podle
véty 1.3 se orbity nemohou protinat. Proto ve fazovém portrétu soustavy (29)

neexistuje zadna periodickéd orbita.

—_—_——= —_— . '
i;—_—:’_————__ L

-— —
= = P — _—l o e =

Obr. 39: Vytez z celkového fazového portrétu nelinearni soustavy (29) s vyzna-
¢enymi trojuhelniky.
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Z.Avér

V préci byla ukizana konstrukce fazovych portréti u dvou zadanych modela.
Prvni model urceny rovnici (13) méa dva kritické body (rovnovazné stavy - v
téchto bodech se veli¢iny z;(t), 22(t) neméni v ¢ase), jejichz typy byly urceny
pomoci linearizace. Odpovidajici linearni variaéni rovnice (14) a (22) jsou zde v
kanonickém tvaru, coz usnadnilo nalezeni asymptoticky stabilnich a nestabilnich
variet prochézejicich kritickymi body. Tyto variety rozdéluji fdzovou rovinu na
oblasti se stejnym typem chovéani sledovanych veli¢in xq(t), x2(t). Dale byla do-
kédzana existence heteroklinické orbity spojujici oba kritické body. Jeji vyznam
spo¢iva v tom, Ze popisuje prechod od jednoho rovnovazného stavu k druhému
rovnovaznému stavu. Zavérem bylo dokézano, ze fazovy portrét neobsahuje zad-
nou periodickou orbitu. Druhy model uréeny rovnici (29) je komplikovanéjsi. Ma
¢tyti kritické body jejichz typy byly opét uréeny pomoci linearizace. Odpovida-
jici linearni varia¢ni rovnice (31), (39), (45) a (53) zde v8ak nejsou v kanonickém
tvaru a proto bylo ur¢ovani asymptoticky stabilnich a nestabilnich variet prochéa-
heteroklinické orbita, kteréd lezela na ose xy, v tomto piipadé jsou tii heterokli-
nické orbity, které jsou rtzné od os x; a zs. Jejich existence je zde dokazana
pomoci invariantnich mnozin. Opét je také dokazano, ze zde neexistuji periodické

orbity.

Teorie je prubézné ilustrovana numerickymi simulacemi v MATLABu. K vy-
kreslovani byl pouzit skript pplane8.m. Po zadani rovnic byly nalezeny kritické
body a prislusné orbity. Pro zakresleni urcitych orbit bylo potieba je zadéavat
pomoci vhodné pocateéni podminky.

v

Podrobnéjsi informace k teorii lze nalézt naptiklad ve zdrojich [3] a [4].

o8



Literatura

[1] I. Rachinkova a J. Figer: Dynamické systémy 1. Olomouc: Univerzita Palac-

kého v Olomouci, 2014. ISBN 978-80-244-4338-6.
[2] Opory projektu MATAP, pfedmétu Dynamické systémy 2.
[3] J.K.Hale, H. Kocak : Dynamics and Bifurcations, Springer, New York 1991.

[4] L. Perko: Differential Equations and Dynamical Systems, Springer, New York
1993.

29



	Definice fázového portrétu planárního dynamického systému a typických orbit
	Dynamický systém
	Planární dynamický systém
	Typy orbit
	Kritický bod
	Periodická orbita
	Neomezené orbity
	Homoklinické a heteroklinické orbity


	Definice stabilních a nestabilních variet a popis metody jejich urcování
	Príklady
	Záver
	Literatura

