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Uvod

Hledani kotenii polynomil je jeden z nejstarSich matematickych problémi. Po staleti
mnoho Matematikli posouvalo hranice porozuméni této problematiky feSeni polynomu a
algebraickych rovnic, véetné historickych velikant jako Gerolamo Cardano a jeho zaci, René
Descartes ve své knize La Géométrie, Isaac Newton ve svém dile Analyza Nekoneénych Rad a
dalsich publikacich, ¢i Leonard Euler autor zakladni véty algebry. Pokrok se nezastavil, a i dnes
se vylepsuji metody a algoritmy pro nalezeni kofenli polynomd, kterych vyuzivame pro

nalezeni kofentl polynomi stale vyssich a vyssich stupni.

Polynomy a hleddni jejich kofenli zasahuji do spousta obori a maji vyuziti nejen
vV matematice ale také v oblastech jako fyzika, pocitacové védy ¢i konstruktérstvi. Je to jeden
ze zakladnich problémut v matematice, a proto jsem si jej vybral pro svou bakalafskou praci.
Pted strohym pamatovanim si matematickym vzorcim dévam ptednost hlubsimu pochopeni
tématu. Graficka feseni jsem mél vzdy v oblib&, nebot’ poskytuji novou perspektivu, ktera muize

byt velice prospésna, a zaroven prospivaji zapamatovatelnosti.
Tato prace je strukturovana do 10 kapitol:

Kapitola 1 popisuje historicky vyvoj polynomt a hledani jeho kofent, a také nastiniuje

soucasnou situaci vyzkumu této problematiky.
Kapitola 2 seznami ¢tenafe s pojmem polynom a uvede jeho zakladni vlastnosti.

Kapitola 3 slouzi jednak jako ptirucka v oblasti kalkulaci kofend polynomu pro budouci
ucitele, a za druhé jako ptehled nejpouzivanéjSich matematickych metod a vzorcl pro nalezeni

kotenil linearnich, kvadratickych, kubickych a kvartickych polynomt.

Kapitoly 4 a 5 pripravuji pudu pro grafickd feSeni, obeznadmenim s kartézskym
soufadnicovym systémem a komplexni rovinou, které slouzi k vizualizaci feSeni algebraickych

rovnic.

Kapitola 6 se co nejpodrobngéji vénuje grafickému feseni kvadratickych polynomt, nebot

jsou to polynomy, se kterymi se pracuje nejcasteji, obzvlasteé pak na stfednich skolach.

Kapitola 7 definuje sourozenecké kiivky, ke kterym se dopracujeme na konci kapitoly 6,

a které jsou vitalni pro vizualizaci komplexnich kofent.

Kapitola 8 a 9 se vénuje grafickému feseni kubickych a kvartickych rovnic.



Kapitola 10 je zavér této bakalaiské prace a rekapituluje probirané téma a ziskané

poznatky.



Cil prace

Cilem mé bakalaiské prace je poskytnout celistvy a pochopitelny pichled metod pro
hledani kofenli polynomti druhého tietiho a ctvrtého stupné. Tato prace zopakuje metody
vyuzivané na zakladnich a stfednich Skolach, a grafickd feSeni rovnic snad nabidnou ¢tenari

novy vhled do této problematiky, ktery poskytne hlubsi pochopeni této problematiky.

Kazdou z uvedenych metod doplnim vypocitanym typickym ptikladem, ktery slouzi jako
navod pro piiklady podobného typu. Také k jednotlivym metodam poskytnu graf funkce

vytvoieny v programu Geogebra, ktery slouzi k lepsi vizualizaci feSeni.
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1. Historie hledani korenti polynomu

Prvni zndmé tfesSeni kvadratické rovnice se nachazi v Berlinském papyru 6619, coz je
prastary egyptsky papyrus, jehoz ptiivod se odhaduje okolo roku 1300 pt. n. . Tento papyrus
obsahuje star¢ egyptské matematické a medicinské znalosti. Tento dokument obsahuje problém

obsahu ctverce, k jehoz nalezeni je potieba znalosti mocnin a odmocnin.

Babylonané z Mezopotamie poté ptipravili zéklady pro préci perského matematika Al-
Chorezmiho. Védeéli, jak fesit jisté typy kvadratickych a nékteré kubické rovnice, avSak neni

znamo, zdali byli schopni odvodit v§eobecnou vzorec pro vypocet kubickych rovnic.

Pozdgji byli Rekové schopni vypogitat kvadratickou rovnici za pomoci geometrickych
metod, jak demonstroval Euklid v roce 300 pi.n.l. Prvni dikaz o vyuziti algebraickych metod
pro tento ucel byl piipsan filozofovi Diofantovi okolo roku 210, ktery zvladl ¢astecné vyftesit
kvadratickou rovnici, ale pouze pro kladné racionalni ¢isla. Rovnice, které vedou na zaporna
nebo iraciondlni ¢isla povazoval jako zbyte¢né. Matematici z celého svéta postupné objevovali
feSeni pro kvadratickou rovnici, nicméné béhem prvnich dvou tisic let zabyvanim se touto

tématikou byl postup velice pomaly.

Béhem renesance zaznamenavame rozkvét matematiky. Prvi krok k vyteSeni kubické
rovnice nalezl Italsky matematik Scipione dal Ferro (okolo roku 1500), ktery vyfesil rovnici
x3 4+ ax = b. Nicméné svijj objev tajil, stejné jako vétSina matematik® té¢ doby, ktefi se tak
snazili byt o krok napfed pfed konkurenci. Pozdé&ji Italsky matematik Niccold6 Fontana

Tartaglia. Objevil fedeni pro rovnice typu x3 + ax? = b, ale také sviij objev tajil.

Gerolamo Cardano pozdéji piesveédcil Tartagliu, aby mu poskytl rovnici pro feSeni téchto
rovnic a Tartaglia mu ji vénoval ve formé basné za podminky, Ze ji publikuje az po jeho vlastni
publikaci. Nicmén¢ Cardano ji zvefejnil v roce 1545 ve svém dile Ars Magna pied Tartagliem,
a tak je feSeni kubické rovnice pfipisovano Cardanovi. Jeho feSeni bylo prvni, které pracovalo
1 s komplexnimi €isly, coZ bylo v té€ dobé povaZzovano za absurdni. Nicmén¢ ani Cardano plné

nerozumél t€émto komplexnim feSenim.

Francouzsky matematik Albert Girard jako prvni vyslovil, Ze polynom stupné n ma n
kofenti roku 1629. Kratce poté roku 1637 René Descartes rozpracoval Girardovu teorii a
zapracoval do ni moznost komplexnich kofentd, nicméné jejich specifické feSeni nemohl
uchopit. Roku 1702 Leibniz véiil, ze vyvratil dnes znamou zakladni vétu algebry. Nicméné jeho

dikaz vyvratil o 40 let pozdé&ji Euler.
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Hned né¢kolik zndmych matematikli se pokusilo nalézt diikkaz pro zékladni vétu algebry,
véetné D" Alemberta, Laplace, Eulera a Lagrange. Lagrange jako prvni dokazal dilezity fakt o
nefesitelnosti polynomi patého a vyssiho stupné za pomoci radikalti. Nicméné jejich diikazy
nebyly kompletni, a Gauss je ten kterému je ptfipisovan prvni diikaz zékladni véty algebry. Roku
1799 poskytnul svijj vlastni diikaz v¢etné kritiky piedchozich dikazi. Ironicky i tento ditkkaz
byl chybny a pozdéji vypiloval svou praci tfemi dalSimi dikazy. V roce 1814 Svycarsky
matematik Jean Robert Argand zavedl myslenku geometrické interpretace komplexniho cisla,
¢ehoz vyuzil Gauss ve svém findlnim ¢tvrtém dukazu, ktery se stal jeho vrcholnym tspéchem.

Tento dikaz jako prvni dovolil mit polynomim komplexni koeficienty.

Reseni rovnic druhého stupné bylo znamo od davnych dob, téetiho a &tvrtého stupné diky
praci Tartaglii a Cardana, nicméné obecné feSeni rovnic patého stupné se matematikiim dlouho
vyhybalo. V roce 1829 Abel dokézal neexistenci obecného feseni pro rovnice patého a vyssiho

stupné.

Lidsky pokrok a mechanizace pfinesly novy zpusob feSeni téchto rovnic za pomoci
konstrukce specifickych vypocetnich zatizeni slouzicich k tomuto Gc€elu. Prvni z téchto zatizeni
zkonstruoval John Rowing roku 1770, nicméné dokéazalo pocitat pouze kofeny kvadratické
rovnice. Roku 1895 $panélsky inzenyr zkonstruoval stroj pro mechanickou kalkulaci redlnych
a komplexnich kofenti trinomickych rovnic. Védci z Bellovych laboratoii poté postavili I1zograf

— zatizeni schopné vypoctu kofenli polynomt az do patnactého stupné.

V soucasnosti studium vysSich polynoml nehraje v matematice az tak dilezitou roli.
Existence program, které poskytnou uzivateli feSeni pouhym stisknutim tla¢itka, odrazuji od
ziskani precizni znalosti komplikovanych metod nalézani kotenti polynomi. Tyto programy

vyuzivaji aproximace kofenll za pomoci iterativnich algoritmi, kterych existuje spousta.
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2. Polynom

Polynom neboli také pro $kolaky znaméjsi mnohoclen, je matematicky vyraz, ktery je
souctem jednoclent. Tyto jednoCleny se skladaji ze dvou ¢asti a to koeficientu, pro ktery plati
a € R a obvykle jedné (avSak muze jich byt i vice) proménné s kladnym celoCiselnym

exponentem.

Bud’ P okruh a x symbol. Ozna¢me P(x) mnoZinu vSech vyrazi ve tvaru P(x) =
mo,ax™t kde a; €ER, i=0,1,..,n; n €Ny, a ay # 0. Obvykle se ale setkivame s
polynomy zapsanymi V rozepsaném tvaru: PB,(x) = agx™ + a;x" 1+ ax™ % + -+
Ap_2x% + a,_1x* + a,. Tento vyraz je zobrazeni z mnoziny R do mnoziny R. Koeficient a,
nazveme vedouci koeficient polynomu P, (x) a koeficient a,, nazveme absolutni ¢len polynomu
P,(x). Nenulovy &len ayx™ poté nazveme vedouci &len polynomu P,(x). Cislo n nam poté
oznacuje stupen daného polynomu, coz je nejvyssi exponent vedouciho ¢lenu polynomu.

Nulové koeficienty v zapisu tohoto polynomu neuvadime.

Polynomy prvniho stupné nazyvame linedrni polynomy, druhého stupné nazyvame
kvadratické polynomy, tfetiho stupné nazyvame kubické polynomy a ¢tvrtého stupné nazyvame
kvartické polynomy. V této praci budeme pracovat pouze s polynomy s jednou proménnou
s realnymi koeficienty, 1 pfesto, Ze nekteré ze zde uvedenych metod pro zjiSténi kotent se daji
také vyuzit pro polynomy s komplexnimi koeficienty.

Operaci s¢itani polynomt definujeme:

n max (n,m)

m
z aixn_i + z bixm_i = Z (ai + bi)x”_i
i=0 i=0

i=0

Operaci souc¢inu dvou polynomt definujeme:

n m n+m n
(Z aixn—i> <Z bixm—i> - Z ckx(”+m)"k,kde Cx = Z aibj
i=0 i=0 i=0 i+j=k

2.1 Polynomicka funkce

Polynomicka funkce je funkce, ktera vznikne vyhodnocenim polynomu P(x) na celém
defini¢nim oboru D(f) = R. Tato funkce ma tvar f(x) = apx™ + a;x™ 1 + a,x" 2 + -+ +

Ap_x% + ay_1x™ + a,. Definiénim oborem D (f) této funkce je cela mnozina R. Tato funkce
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ma spojitou derivaci libovolného fadu na celém svém defini¢nim oboru D(f) a touto derivaci

je opé€t polynom.

Polynomicka funkce jedné proménné muze byt reprezentovana jako graf. Grafem
nulového polynomu je osa x, grafem linearni funkce je pfimka, a grafem polynomu druhého a

vyssiho stupné je nepfetrzita nelinearni kiivka.
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3. Matematické reSeni algebraickych rovnic

Pod pojmem feseni algebraickych rovnic rozumime hledani takovych ¢isel x, pro ktera
plati, ze pokud je dosadime do daného polynomu, bude hodnota polynomu v daném bod¢ rovna
0. Jinymi slovy hledame takové x, pro které se rovna P(x) = 0. Kazdou hodnotu proménné x,
ktera spliiuje toto pravidlo nazveme kofenem polynomu, nebo nulové body dané polynomické
funkce. Tento proces nazyvame hledani kofend polynomu, nebo také feseni algebraickych
rovnic. Polynom stupné n ma nejméné jeden a nejvyse n riznych kofenti a tyto kofeny mohou

byt z readlné¢ho 1 komplexniho oboru.

Kazdy polynom lIze poté rozepsat ve tvaru P(x) = (x — ky)(x — k3) ... (x — ky,), kde
ky,k;, ..., ky, jsou kotfeny daného polynomu P(x). Jednotlivé €leny tohoto tvaru (x — k;) potom
oznacujeme jako kofenové Cinitele, pticemz kazdému z kotenil nalezi praveé jeden kofenovy
¢initel. Pokud pfevedeme polynom do tohoto tvaru je poté velice snadné nalézt jeho koteny.
Muze se stat, ze vV rozkladu na kofenové Cinitele se budou Cinitelé opakovat a tento rozklad pak
bude vypadat nasledovné: P(x) = (x — k)™ (x — k3) ... (x — k;,) , kofen k; poté nazveme m-

nasobnym kotfenem polynomu P (x).

Pokud ma polynom vSechny koeficienty realné a né¢které koteny komplexni, jsou v§echny
komplexni kofeny komplexné sdruzené se svym protéjSkem. CoZ znamend, Ze maji shodnou
realnou, ale opa¢nou imaginarni hodnotu. Je-li k kofenem polynomu P (x) stupné n > 1, pak

P(x) = (x — k)G(x), kde G (x) je polynom stupné n — 1. (Bezoutova véta)

15



3.1Linearni polynomy

oy oeen

S linearnimi polynomy se zaci setkavaji jiz na prvnim stupni zakladni Skoly, i kdyz Si
nejsou védomi, co to vlastné linedrni polynom je. Slovni tlohy na zédkladnich Skolédch jsou ¢asto
linedrnimi polynomy, zpracované do tvaru, ktery déti oslovi. Algebraické rovnice druhého
stupné maji trividlni feSeni, nebot’ se uz primarn¢ nachazi ve tvaru rozepsaném na kotfenové
Cinitele, ze kterého 1ze snadno vy¢ist kofen dané¢ho polynomu. Pojd’'me se podivat na linearni
polynom P; (x) = x + 3 Z Obrdzku 1. Pro feSeni tohoto polynomu polozime jeho pravou stranu

rovnu nule. A pomoci pievedeni konstanty na druhou stranu snadno ziskame vysledek.

x+3=0->x=-3

Obrazek 1: Graf linearniho polynomu P(X)=x+3

3.2 Kvadratické polynomy

S kvadratickymi polynomy se Z4ci zpravidla Seznami na prvnim stupni stfedni Skoly, a
poté se s nimi pravidelné setkavaji po celou dobu studia matematiky. Kvadraticky polynom je

polynom 2. stupné, jehoZ rovnice ma tvar:
ax’?+bx+c=0

Kde a # 0. Tuto rovnici pot¢é muizeme zapsat jako rozklad na kofenové Cinitele

a(x —k;)(x—k,) =0.

Jelikoz se s kvadratickymi polynomy pracuje pomérn¢ Casto, je jejich rychlé a efektivni

feSeni vyhodou.
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i 0 \/2 3 4 5

Obrazek 2: Graf kvadratické funkce polynomu P(x) = 2x% — 6x + 4

3.2.1 Vypocet pres diskriminant

Existuje hned né¢kolik zptsobt, jak vypocitat kofeny kvadratického polynomu, pojdme
se tedy podivat na ten nejuniverzalngj$i a nejpouzivangjsi, a to vypocet kofenli pomoci
diskriminantu. Diskriminant zna¢ime D a vypocet kofeni x;,x, pomoci D odvodime

Z obecného predpisu kvadratické funkce nasledovné:
ax’ +bx+c=0

, b c
x*+—-x+—-=0
a a

2

(+5) - () +=0
X 2a 2a a

(o) —o+E=0
* 40> a

b\? b?-4ac
(x+—> —————=0-D =b%—-4ac
4q?

2 2
(x+%> —(g) =0-a?—-b*=(a—b)(a+Db)

b D b D
(x 2a 2a><x

+%+Z>=O—>(x—x1)(x—x2)=0
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—-b++/D

Y12 = 2a

Pokud se podivame na tento vzorec vidime, ze diskriminant D je pod odmocninou a tim
padem muZou nastat tii pripady.
Pokud je diskriminant:
e Kladny — polynom ma dva rizné realné koteny
e Nulovy — polynom ma jeden dvojny realny koteny

e Zaporny — polynom nema v oboru realnych ¢isel feSeni, ale stale ma feSeni v oboru

komplexnich ¢isel
Pojd’me pomoci tohoto vzorce najit kofeny polynomu P(x) = 2x% — 6x + 4.
Dosadime koeficienty do vzorce pro diskriminant:
D=(-6)2—4%2+4=36-32=4
Mtuzeme vidét, ze diskriminant je kladny, a tim padem mé polynom dva realné koteny, o
¢em se presvéd¢ime dosazenim:

—bVD _6+2
2 4

—b+vD _6-2_
2a 4

x2=

3.2.2 Vypocet pies Vietovy vzorce

Takovéto pocitani pies diskriminant je sice spolehlivy a univerzéalni zptisob nicméné
pokud ma rovnice dva redlné kofeny existuje rychlejsi a jednodussi zplisob, a to pomoci
Vietovych vzorci. Pro jejich odvozeni vyuZijeme klasicky tvar polynomu a jeho rozklad na

kotenové Cinitele.
Pokud hledame koteny rovnice, chceme rozlozit polynom P(x) na soucin kofenovych
Cinitelt.
ax? 4+ bx +c=alx —x;)(x — xy)
Po roznasobeni pravé strany dostaneme:

ax? + bx + ¢ = ax? — axx, — axx; + ax;x,
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x%+ bx + ¢ = ax? — ax(x; + x1) + ax;x,

Vime, ze jednotlivé koeficienty polynom si musi byt rovny, aby si polynomy byly rovny.

Z ptedchozi rovnice tedy dostdvame vztahy:
N c
——=x;+x — = x1X
a 1T X2, a 1X2

V minulé kapitole jsme si ukdzali, jak vypocitat kofeny pomoci diskriminantu, Vietovy

vzorce muzeme dostat taky pomoci vzorcu pro kofeny, které pouzivame pii vypoctu pies

diskriminant.
—b++Vb%2—4ac —b—Vb?—4ac
x1 + x2 = + =
2a 2a
_—b++b*—4ac—b—-Vb*—4ac —-2b —b
B 2a T 2a
—b+vD —b—+vD b2—(VD)" b%— (b? - 4ac)
xl * x2 = * = = =
2a 2a 4q? 4q2
_ 4ac _c
44?2 a

Nyni tedy mame tyto dvé rovnice:

—b
x1+x2=7

c
X1Xy = E

Pokud se pak a = 1, dostavame klasické Vietovy vzorce.

V téchto ptipadech, kdy mame jednodussi formu téchto vzorct, bychom méli vétsinou
byt schopni spocitat tyto koteny i z hlavy, tyto vzorce jsou obzvlasté uzite¢né pro zaky, protoze
jsou trividlni a obsahuji mensi prostor pro chybu, kdezto pii klasickém vypoctu pres

diskriminant mize byt chybovost vétsi.
Pojd’me se podivat na piiklad P(x) = x? — 9x + 18:
X1 +x,=9

xX1x, = 18
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Jako prvni je tieba zjistit délitele 18 coz jsou: +1,+2, +3, £6,19, £18, po kratké tivaze
muzeme vidét, ze jedind z té€chto ¢isel vyhovujici tomuto predpisu jsou x; = 3 a x, = 6.
Tyto vzorce mizeme také vyuzit, pokud je kvadraticky polynom v nasledujicim tvaru
P(x) = ax? + c. Tento tvar nazyvame ryzi/binomicky tvar polynomu, a jelikoz b = 0, vime,
ze koteny této rovnice jsou stejné Cislo s opaénym znaménkem.
V piipadé P(x) = x2? — 18 jsou kofeny:

ax’+c=0

, —¢C —C —c
Xf=—ox = |—,xp=— [—
a a a

x2 =18 - x; = 3V2,x, = =32
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3.3 Kubické polynomy

Polynomy 3. stupné nazyvame kubické polynomy (z latinského cubus-krychle). S témito
polynomy se zici setkaji zpravidla v poslednim rocniku stiedni Skoly a v matematickych
seminafich, nicméné nalezeni kofent téchto polynomil sahd za rdmec znalosti stfedoskolské

matematiky, a tak se s nimi setkaji pfedevSim pfi probirani derivaci. Kubicky polynom ma tvar:
P(x)=ax®+bx*+cx+d

Kde a # 0.

—2

Obrazek 3: Graf kubické funkce polynomu P(x) = x3 + x2 — 3x + 2

3.3.1 Vypocet diskriminantu

Vypocet kubické rovnice je znacné komplikovanéjsi nez vypocet kvadratické rovnice.
Celkové plati pravidlo, Ze se zvySujicim se stupném polynomu se exponencidlné zvySuje
obtiznost jeho vypoctu. Nicméné stale mame k dispozici vzorec pro vypocet diskriminantu,

ktery nam alespon pfibliZi, jak bude vypadat feSeni.

Duikaz tohoto feSeni vychazi z tvaru kiivky kubické funkce. Jako prvni si pfevedeme
kubickou funkci f(y) = ay® + by? + cy + d do redukovaného tvaru f(x) = x3 + px + q,

p . a . / P .
pomoci substituce y = x — 3 Poté nalezneme extrémy funkce pomoci derivace.

f@ =3 +p-x, =t ]-5
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ff(x)=6x=0
fx)=6+0
Pak rozliSujeme dva ptipady
e Prop > 0 neni extrém; f'(x) > 0 coz znamena, Ze funkce f je rostouci na D (f)
e Prop < 0dva extrémy; v x; ma funkce minimum, v x, ma funkce maximum

Prvni ptipad nam k4, Ze funkce je rostouci na celém D(f) = R a je spojitd a ma tim
padem pouze jeden realny koten., ktery je zaporny pro g > 0, nulovy pro g = 0 a kladny pro
q<O0.

Druhy ptipad nam odvodi vzorec pro diskriminant. Nejprve vypocitame funkéni hodnoty

flx) = /(—§)3+p\/—7§+q =\/—7§(—§+p)+q
fx) =— ’(—g)g—p\/?gﬂz = —Jjg(—g+p)+q

Soucinem téchto funk¢énich hodnot pak je:

rofen) = (B (-5 4)+a) (<[ (-5 +0) +a) -
- L Fonlo-3 o=l o -

3

V extrémech.

=

2
q

D =—
4+

N
~N

Tento vztah ndm vypovida o poloze extrému funkce.

e D > 0 —rovnice ma jeden redlny kotfen a jeden kofen komplexné sdruzeny, nebot’ oba

extrémy lezi na jedné stran¢ 0sy x.

e D =0 — rovnice mé4 bud’ jeden trojnasobny koten, nebo jeden dvojndsobny a jeden

jednoduchy koten, nebot’ nejméné jeden z extrémi lezi na ose x.

e D < 0 - rovnice ma tii realné kofeny, nebot’ jeden z extrému lezi pod osou x a jeden

nad ni.
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Pojd’me si spogitat diskriminant polynomu P(x) = x3 + 5x — 4.

2 3 2 3
_q p° (=" () 125
D_4+27_ 4 +27 _4+27>0

Vidime, Ze je diskriminant kladny a tim padem vime, ze ma tento polynom jeden realny

a dva komplexné sdruzené koteny.
3.3.2 Kubicky polynom bez absolutniho ¢lenu

Specialni piipad kubické rovnice je kubickd rovnice bez absolutniho ¢lenu. Pokud
kubicka rovnice nema absolutni ¢len, zna¢n¢€ nam to usnadni vypocet, nebot’ pouhym vytknutim
x prevedeme kubickou rovnici na kvadratickou, kterd je mnohem jednodussi a jeji vypocet

zname.
ax® + bx? + cx + 0 = x(ax? + bx + ¢)
Kofeny této rovnice potom jsou koteny ziskané kvadratické rovnice a O.
Spocitejme takto kofeny polynomu: P(x) = 2x3 — 24x? + 64x
2x3 — 24 + 64x = 2x(x? — 12x + 32)

Nyni pouzijeme Vietovy vzorce a snadno dohledame koteny:

x1 + xz = 12
x1x2 = 32
xl = 4, xZ = 8

3.3.3 Vypocet binomické rovnice

Specialnim ptipadem vypoctu kotent je ten, kdy se rovnice nachazi v binomickém tvaru:
x"—c =0, kde x,c € C, a n € N. Stémito piiklady se zaci stfednich $kol mohou setkat
zpravidla ve 2 ro¢niku, jako rozsifujici uc¢ivo pro komplexni ¢isla. Tyto rovnice feSime na

Gaussové roviné komplexnich ¢isel, a 1 jejich feSenim jsou komplexni ¢isla. Pokud se polynom
nachazi ve tvaru ax™ + b = 0, vydélime celou rovnici a, ¢imz dostaneme x" +§ =0,
dostaneme tim tvar x™ — ¢ = 0, kde ¢ = —Z. Kotenem rovnice je poté zjevné kazdé x, pro
které plati x™ = ¢, tim padem je x n-tou odmocninou z ¢isla ¢ = —g. Toto ¢islo poté
pfevedeme na goniometricky tvar: ¢ = |c|(cos(a, + k * 360°) + i sin(a, + k * 360°)).

Nyni mame rovnici v nasledujicim tvaru:
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x™ = |c|(cos (a, + k * 360°) + isin(a, + k * 360°))

Celou rovnici odmocnime na n-tou 3/ :

x = Ylcl(cos (a + k *360°) + isin(a, + k = 360°))

n 1
x = 4/|c|(cos (a, + k * 360°) + i sin(a, + k * 360°))2

b}

Poté uZijeme Moivreovu vétu, ktera zni (cosx + isinx)™ = cos(nx) + sin(nx)

dostavame vzorec:

a, + k = 360°

(az + k * 360°)
n n

x = Vlcl (cos + isin( >>,kde k=01.2,..,n—1

Binomicka rovnice mé celkem n feSeni, a hledame je tak, Ze za koeficient k postupné
dosazujeme hodnoty mnoziny {0;1;2;...;n — 1}. Takto nalezena feSeni, lezi v komplexni

roviné na kruznici a tyto feSeni tvoti pravidelny n-uhelnik, kde n je stupen polynomu.
Nyni si pomoci tohoto postupu pojd’'me spocitat kofeny polynomu P(x) = x3 — 64.
Prvni si rovnici upravime a ptfevedeme do goniometrického tvaru.
x3—-64=0
x3 =64
x3 = Y64(cos(0) + i sin(0))

xo = 4 * (cos(0) + isin(0)) = 4

21 21

Xy = 4 * (cos?+isin?> =-2+4+i2V3
41 4

Xy =4 (cos?+isin?) =-2-i2V3

Miizeme tedy vidét, ze kotfeny tohoto polynomu jsou:
Xo=4, x,=-2+i2V3, x,=-2-i2V3

Na obrdzku mame zobrazeni téchto kotenti v komplexni roving a vidime, Ze tyto kotfeny

tvoii pravidelny trojuhelnik.
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Obrazek 4: zobrazeni kofenti funkce f(x) = x? — 64 v komplexni roviné

3.3.4 Vypocet pres Cardanovy vzorce

Stejné jako se da spocitat kotfeny libovolné kvadratické rovnice pomoci vypoctu pies
diskriminant, existuje také metoda nalezeni libovolnych kotfent kubické rovnice, a to pomoci
vypoctu pies Cardanovy vzorce. I pfesto, Ze tato metoda nese Cardanovo jméno, jejim autorem
je Nicolo Fontano Tartaglia, ktery prozradil svou metodu Cardanovi, a ten porusil slib a
publikoval ji jako prvni. Nicméné tento proces je zna¢né komplikovany a zdaleka pfesahuje
stitedoskolské znalosti matematiky, a vyZaduje nadmérny matematicky nadhled. Proto se s nim
na stfednich Skolach nesetkame a student se o nich doslechne teprve az na vysokych Skolach.
Komplikovanost tohoto feSeni nas navadi k vyuziti jiné metody, jako naptiklad grafické metody
nalezeni kubickych kofenti, pomoci sourozeneckych kiivek, kterou si ukazeme v kapitole 6,

ktera se jevi byt jednodusi.
3.4 Algebraické polynomy ¢étvrtého stupné

Polynomy 4. stupné nazyvame kvartickymi polynomy, jak jsme si jiz uvedli
v ptedchozich kapitolach, obtiznost vypoctu kotfenli polynomil se s rostoucim stupném
exponencialné zvysuje a pouze vypsani vzorcu pro jejich vypocet by vystacilo na valnou ¢ast
této bakalarské prace. Proto se jejich vypoctu pomoci Cardanovych vzorcli nebudeme vénovat
a pouze si uvedeme posledni ze specialnich piipadi, ktery ndm mliZze pomoct pii hledani kofent
polynomu. Stale ovSem muzeme vyuzit nékterych specidlnich ptipadi, které jsme si uvedli
v predchozich kapitolach a to jmenovité: polynom bez absolutniho ¢lenu a binomicka rovnice,

které jisté¢ zvladneme S malymi obménami pouZit i pro Ctvrty stupen.
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Obrazek 5: Graf kvartické funkce polynomu P(x) = x* — 5x3 + 4x? + 4x — 1

3.4.1 ReSeni trinomickych rovnic

Poslednim z ptipadi, kdy je rovnice ve specifickém tvaru, ktery ndm miize pomoci pfi

vypoctu kofenti polynomu je, pokud se rovnice nachazi v trinomickém tvaru:
ax®™ +bx"+c=0

V takovém piipadé provedeme substituci t = x™, ¢imz rovnici pfevedeme na kvadraticky

tvar, ktery umime vyfeSit, a vysledek tohoto kvadratického tvaru poté dosadime do nasi

substituce.

ax’™ +bx"+c=0->t=x"
at?’+bt+c=0
a(t —t)(t —t;) =0 = x1, = Vft1, %32 = [t
Pojd’'me si takto nalézt kofeny polynomu P(x) = x* — 2x2 — 24
x*—2x?—-24 =0, t =x2
t2—2t—24=0
Hravé spocitame pomoci vypoctu pies diskriminant.

2++v100
b =—F—= {—4,6}

Ziskany vysledek dosadime do substituce a dostaneme kofeny:

X, =20, x,=-2i, x3=vV6 x,=-V6
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3.4.2 Hornerovo schéma

Hornerovo schéma je metoda vypoctu koienii polynoma, kterd je velice efektivni a
pomérné jednoduchd. Nicméné je schopna najit pouze koreny lezici v R, a tak neni zcela
univerzalni. Obzvlasté ucinna je poté, kdyz se koteny polynomu nachazeji v Z, nebot’ tato Cisla

muzeme odvodit z absolutniho ¢lenu.

Necht je dan polynom P(x) = apx™ + ap_1x™ 1 + ap_ox™ 2% + - + ayx? + a;x* +
ay, kde ay,...,a, jsou realna ¢isla. Pokud pak délime tento polynom polynomem x — ¢

obdrzime polynom G (x) = b,_1x" 1 + b,_,x""% + -+ + byx! + by a zbytek P(c) poté:
bp_1=ay

bp-» = an-1 + cbp_q

bo = aO + Cbo
P(c) = ay + ch,
Pokud rozepiseme polynom P(x) = (x — c)G(x) + P(c) dostaneme:

Apx™ + ap_ x4+ -+ agx + aq

= (x = )(bp1x™ '+ by_yx™ % + -+ byx' + by) + P(c)
Odtud porovname koeficienty a dostaneme:
an = byp_4

Ap-1 = by —Cchp_4

a, = bO - Cb1
ay = P(c) — ch,
Coz nam dava predesly vztah koeficientd. Pokud je potom ¢islo ¢ kofenem, pak P(c) =
0, tim padem vytkneme z polynomu P (x) kofenovy ¢initel (x — c).

Vypocet pomoci Hornerova schéma spociva v prvotnim odhadu kofenti z absolutniho
¢lenu. Jako prvni nalezneme vSechny celoéiselné délitele absolutniho ¢lenu {by, by, ..., by}, poté
si pfipravime tabulku, kde Vv prvnim fadku budeme mit koeficienty dané rovnice:

an, Ap_1, ---, Ag a vlevo budeme mit jeden z kotenti nasledujicim zpiisobem:
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a, An_q An_z agy

bO an (an_l + boan) (an_z + boan_l + bgan) [ (ao + b0a1 + bgaz + A + bg’an)

cvwr

kalkulace jsou ve skutecnosti pomérné jednoduché. Do druhé bunky druhého sloupce opiseme

prvni koeficient a poté zatneme v druhé buiice tfetiho sloupce a postupujeme nasledovné:

e Vynasobime druhou bunku ptedchoziho sloupce potencionalnim kofenem b, a pficteme

koeficient z horni bunky naseho sloupce.
e Presuneme se do druhé bunky dalsiho sloupce.

Pokud se posledni buiika posledniho fadku rovna 0, dané Cislo je kofenem polynomu
P(x). A pro usnadnéni vypoc¢tu miizeme vzit nové vznikly tieti fadek, jako nas novy polynom.

Dobré¢ je taky vyzkouSet znova stejny koten, protoze miize byt vice nasobny.

Tento postup opakujeme pro vSechna &isla {bg, by, ..., by}, nebo dokud nenajdeme

vSechny kofeny.
Pojd’me si takto najit kofeny polynomu P(x) = x* + 4x3 — 3x? — 14x — 8.

Vidime, ze ¢isla podezielé z kotfent jsou: +1,+2,+4 + 8

1 4 -3 -14 -8
1 1 5 2 -12 -20
-1 1 3 -6 -8 0
-1 1 2 -8 0
-1 1 1 -9
2 1 4 0
-4 1 0

Vidime, Ze kofeny polynomu P(x) = x* + 4x3 — 3x? — 14x — 8 jsou:

3.5 Algebraické rovnice vyssiho nez ¢tvrtého stupné

Clovék by mohl nabyt dojmu, Ze pro feseni rovnic patého a vyssiho stupné miizeme vyuzit
n¢jakého obecného vzorce. To si mysleli i starSi matematikové, a povazovali to za samoziejmé,

ale jak se hranice poznani matematiky posouvaly, matematikim se dlouho nedafilo takové
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feeni najit. Casem se ukézalo, Ze takové feSeni neni viibec mozné. U zrodu tohoto diikazu stal
francouzsky matematik Evaristé Galois, ktery koneéné dokazal, Ze pro vypocet algebraickych
rovnic patého a vysSiho stupné, vzorce vyuZivajici pouze zakladni operace (+,—,*,+)
neexistuji. Nicméné dnes se vyssi polynomy diky pokroku v informacnich technologiich daji

najit pomoci aproximacnich metod a vypocetni techniky.
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4, Kartézsky souradnicovy systém

Kartézsky soufadnicovy systém je pojmenovan podle jeho autora francouzského
matematika Reného Descarta. Nezavisle na ném byl tento systém vyvinut také matematikem

Pierrem de Fermatem, ktery na rozdil od Descarta sviij objev nepublikoval.

Kartézsky soufadnicovy systém je soustava soufadnic, jejiz osy jsou vzajemné kolmé
ptimky, které maji jeden spoleény bod (ve dvojrozmérné soustavé je to bod (0,0)) zvany
pocatek. Obvykle je jednotka na kazdé ose stejné velka. Soutadnice jednotlivych bodu tohoto
systému, potom muzeme dostat sestrojenim kolmic na dané osy protinajici onen bod,

soufadnice pak oznacuji délku kolmice mezi bodem a osou.

Jedno rozmé&rovy soutfadnicovy systém je nejjednodussi kartézskou soustavou a fikame
mu ¢iselnd osa. Body této osy maji pouze jednu soutadnici, ktera je bud’to kladna, ¢i zaporna,

podle toho, na které stran¢ nuly lezi.

Nejpouzivangjsi souradny systém je dvojrozmérny a tento systém potom tvoii rovinu.
Tento systém obsahuje dvé vzdjemné kolmé osy, které maji prisecik v poc¢atku. Vodorovnou
osu poté obvykle zna¢ime jako osu x a svislou osu jako osu y. V tomto systému maji vSechny
body dvé souradnice, které zapisujeme ve tvaru uspotadané dvojice ¢isel (x,y), kde prvni Clen
nazyvame x-ova soufadnice ¢i abscisa a druhy ¢len y-ova soufadnice ¢i ordinata. Tyto dvé osy
poté roz¢étvrti rovinu na 4 ¢asti, kterym tfikame kvadranty. Kvadranty, ve kterém jsou vSechny
osové soufadnice kladné znaCime prvni kvadrant, a postupné je Cislujeme proti sméru

hodinovych rucicek.

Pokud pracujeme ve tfech dimenzich, budeme potiebovat trojrozmérny soutfadnicovy
systém. Do tohoto systému zavedeme novou osu, kterou obvykle zna¢ime osa z. Novou treti
soufadnici v tomto sytému nazyvame z-0va soufadnice ¢i aplikata. Pfi uspofadani jednotlivych
os pak vyuzivame takzvané pravidlo pravé ruky, které nam pomaha K jejich zapamatovani. Toto
pravidlo nam fika, Ze pokud ukaZeme ukazovackem k obloze a natdhneme palec, osa x nam
pak vychazi z palce, 0sa y z ukazovacku a osa z z prostiednicku. Tyto tfi osy poté rozdéli

prostor na osm oktantl.
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5. Komplexni rovina

Komplexni rovina je matematicky systém pro zobrazeni komplexnich ¢isel. Myslenku
komplexnich ¢isel zpracovalo hned nékolik matematikti nezavisle na sobé¢, a tak si jejich objev
a objev komplexni roviny pfisvojil jako svlij vlastni. Proto dnes méme vice nazvli pro
komplexni rovinu, mezi které patii: Gaussova rovina, Argandova rovina, Argandav diagram ¢i

Cauchyho rovina.

Imaginarni Cislo z zapisujeme ve tvaru z = a + ib. Ose x fikame realna, nebot’ se na ni
vynasi realna ¢ast a komplexniho Cisla z, a 0se z fikdme imaginarni, nebot’ se na ni vynasi jeho
imaginarni ¢ast b. Pokud komplexni ¢isla zobrazujeme timto zptisobem, pak soucet téchto dvou

¢isel je roven jejich vektorovému souctu.
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6. Grafické reSeni polynomickych rovnic

U algebraického feseni funkce jsme hledali takova ¢isla x, pro které ma polynom hodnotu
0. Graficky ekvivalent tohoto feSeni v kartézském soufadnicovém systému je nalezeni
prusecikt nasi funkce f(x) s 0sou x, kde koteny téchto funkci pak budou abscisy téchto bodi.
Pro realné kofeny je takovéto feSeni pfimocaré, nicméné pokud mé funkce komplexni kofeny,
je jejich nalezeni komplikovanéjsi a Casto je zapotiebi pracovat s komplexni rovinou, ¢i ji
prolozit do kartézského soutadnicového systému. Toho docilime tak, Ze oto¢ime osu z 0 90° a
sjednotime ji s 0sou y, ¢imz ji pfevedeme do roviny a soufadnice v tomto sytému bodu (a, b),

poté odpovidaji komplexnim ¢islim z = a + ib.
6.1 Kvadraticka funkce — doplnéni na ¢tverec

Pti tvorbé grafii kvadratické funkce je velice ndpomocna takzvana uprava na ¢tverec. Tato
metoda ndm pomiize pfeménit rovnici do tvaru f(x) = (x — m)? + n, k ¢emu vyuziva znamy
vzorce pro umocnéni zavorky (x + m)? = x? + 2xm + m?. Tato metoda je velice uZite¢n4,

nebot’ koeficienty m, n nam prozradi vrchol nasi paraboly.

Jako prvni je tfeba upravit polynom do tvaru kde a = 1 pomoci vhodné tipravy. Nasledné
se ptame, jaké ¢islo dosadime za m. K tomu vyuZijeme koeficient b nasledujicim zplisobem
bx = 2xm > m = g. Nyni mame tvar a(x + m)? + c, kde nam ale nyni piebyva am? a pokud
ho nyni odecteme, plati ndm rovnost:

ax’+bx+c=alx+m)2 —am?+c=alx+m)?+n

Tento tvar je nam nyni ptijde vhod, nebot’ vrchol této paraboly ma soutradnice (—m, n).

Pokud bychom chtéli dokazat, ze se vrchol nachdzi v bodé¢ (—m,n) mizeme pouzit
nasledujici uvahu. Pokud ma funkce vrchol v bodé (0,0) miizeme ji zapsat ve tvaru
a(x + 0)? + 0 = ax?. pokud budeme dosazovat za m funkce a jeji vrchol se budou pohybovat
pouze po 0se x, nebot’ tato funkce ma stale dvojny kofen uréeny zavorkou (x + m)?2. Pokud

potom dosazujeme za n posouvame celou parabolu ve sméru y-ové osy v poméru jedna ku

jedné. Tim padem vrchol této paraboly lezi v bodé (—m, n).

Pro ptiklad si uved'me funkci f(x) = x2? + 4x + 6. Tuto funkci pfevedeme na tvar
f(xX)=(x+2)2—4+6=(x+2)?+2, z&hoz vyéteme, Ze parabola ma vrchol v bodé

(—2,2), coz mizeme také vidét na obrdzku 6.
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Obrazek 6: Parabola f(x) = x* + 4x + 6 s vrcholem V (-2,2)
6.2 Kvadratické funkce — dva realné koreny
Pokud ma kvadraticka funkce dva realné koteny, pak hledame dva priseciky funkce f(x)
s osou x. V ptipadé funkce f(x) = x? + 5x + 4 pak na grafu funkce na obrdzku 7 vidime, ze
tyto priseciky jsou body (—4,0), (—1,0) a tim padem kofeny této funkce jsou x; = —4, x, =
—1. Tento vysledek si mizeme snadno ovéfit pomoci rozndsobeni rozkladu na kofenové
Cinitele.

(x+d)(x+1D)=x*+4x+x+4=x*>+5x+4

“ J

Obrazek 7: Graf funkce f(x) = x? + 5x + 4

6.3 Kvadratické funkce — jeden realny koien
Pokud se kvadratick4 funkce nachazi ve tvaru f(x) = ax? + 2bx + b2, ma tato funkce
jeden dvojnasobny koien, nebot’ jeji rozklad na kofenové Cinitele je ve tvaru f(x) =

(x — x1)(x — x1) = (x — x1)?. Kotenem této funkce je tedy jeji vrchol, ktery lezi na ose x,

kterd je zaroven tecnou této funkce.
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V piipadé funkce f(x) = x* — 4x + 4, pak jasné vidime na jejim grafu na obrdzku 8, ze
funkce ma jeden dvojnasobny kofen x; , = 2, ktery lehce zkontrolujeme pomoci roznasobeni

rozkladu na kotfenové Cinitele.

x—2)(x—2)=x?—-2x—2x+4=x*—4x+4

\“

4

Obrazek 8: Graf funkce f(x) = x* —4x + 4
6.4 Kvadratické funkce - graficki metoda pro nalezeni dvou

komplexné sdruzenych korent

Pokud mame kvadratickou funkci s dvéma komplexnimi kofeny jako na obrdzku 13,

muZeme najit jeho komplexni kofeny nasledujicim zplisobem.

Provedeme Upravu na &tverec a funkci piepiseme ve tvaru f(x) = c(x —a)? + b.
Horizontalné pieklopime funkci okolo te¢ny funkce v jejim vrcholu vynasobenim konstanty ¢
¢islem —1. Vysledna funkce g(x) tedy bude ve tvaru: g(x) = —c(x — a)? + b, a funkce se
budou dotykat ve svém minimu/maximu. Sestrojime pruseciky 4, B funkce g(x) a osy x, a poté
sestrojime stfed téchto tvou bodi C. Tento stied C je stiedem kruznice ¢ S polomérem |CB| —
¢ = (C,|CBY), poté sestrojime kolmici h kolmou na osu x a prochazejici bodem C, priseciky
této kolmice h a kruznice ¢ oznac¢ime body E a D. Tyto body E a D maji soufadnice (04 3, p12),
kter¢ odpovidaji komplexnim kofenim x;, = 0, + ip;, puvodniho polynomu P(x) =

ax’ + bx +c.

Odvozeni této metody vychazi z nasledujici ivahy. Méjme kvadratickou funkci f(x),
ktera ma dva realné koteny, potom pokud vytvoiime novou kvadratickou funkci otocenim
funkce f(x) okolo teény v jejim extrému, dostaneme kvadratickou rovnici se dvéma
komplexnimi kofeny. Pokud mame rovnici v obecném tvaru y = ax? + bx + ¢, miizeme ji

upravit pomoci Gpravy na ctverec.
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Obracena parabola mé potom tvar:

b \* b?
y=—a(x+%) +c :

Tuto parabolu si upravime do zdkladniho tvaru.
b? b?

b
2 2 I _Z
y a(x +ax+4a2)+c i

5 b? b?
y=-—-ax*—bx——+c——

4a 4a
2
y=—ax2—bx—b—+c
2a

Nyni zjistime kofeny této rovnice pomoci vypoctu ptes diskriminant

b i\/bz —4(—a) (c —%)

—2a

X =

_ b£+b? +4ac — 2b?

= —2a

b +V4ac — b?

—2a

X =

Poté mizeme pievést znaménko - ze jmenovatele do Citatele ¢imz dostaneme:

—b + V4ac — b?
X =
2a

Jelikoz vime, Ze kofeny jsou komplexni miizeme vytknout —1 z odmocniny.

B b+ ivb? — 4ac
N —2a

X

Miuizeme vidét, Ze tento vzorec se od klasického vzorce pro vypocet kotfenti kvadratické
rovnice li§i pouze v imaginarni jednotce. Kotfeny této funkce tak leZi v komplexni roviné.
Pokud se podivame na graf na obrazku 9 vidime, ze tyto kotfeny leZi na parabole otocené o 90

stupiitl.
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Obrazek 9: Zobrazeni komplexnich kofent kvadratické rovnice v komplexni roviné

Tato jednoducha konstrukce vzesla z napadi z relativné nedavné prace Nortona a Lotta,

kteti zpracovali tento problém nasledujicim zptisobem.

Piedpokladejme, ze kvadraticka funkce f(x) je konvexni a ma koteny a + if5. Poté a a
B jsou jako ukazany v obrdzku 10. Specificky a je abscisa vrcholu a £ je polovina tétivy
vyty&enou kolmici k 0se y v bodé (0,2b), kde b je ordinata vrcholu. At f(x) = c(x —a)?> + b
pro b, c > 0, poté ma funkce f(x) koteny a + i\/b/c aa = a, B = ./b/c jsou pfesn¢ uréené
hodnoty. Tato interpretace se jevi byt pfirozena, nebot’ v pfipadé redlnych kofent jako na

obrazku 11 je situace stejna kromé toho, ze horizontalu nahradime osou x, a kofeny jsou nyni

a + B misto a + if.

(0.2b)

(n + /e, 28) (@ = /=b/e,0) (a+ v/“bfe,0)

(a.b)

Obréazek 10: funkce s kofeny a + i = a +i\/b/c  Obrazek 11: funkce s kofeny a + f = a +/b/c
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Pokud si predstavime parabolu, pro kterou plati (b < 0 < c), kterd se pohybuje

Vv kartézském soufadnicovém systému prolozeném komplexni rovinou vzhlru, a sledujeme

chovani komplexnich kofent, v§imneme si, Ze jak se b zvySuje k nule, tak se g = ./|b/c|

snizuje k nule. Tim padem, dokud parabola lezi na ose x, koteny jsou realné a symetrické podle

osy x = a a jak se parabola pohybuje vzhtiru kofeny k sobé konverguji. Pokud vrchol poté lezi

naose x = (b = 0), pak kofeny konverguji Giplné a stane se z nich kofen dvojny. Jak parametr

b roste nad nulou, B se také zvySuje a tyto dva kofeny diverguji na komplexni ose stejnou

rychlosti, kterou predtim konvergovali. (Norton a Lotto 1984, 248-249).

1
1
!
1
]
I

1 1

Re

\ /’ Re

(o, 8)
Re

Obrazek 12: Znazornéni vztahu mezi koreny x; a x,

(o, —[3)

Na obrdzku 13 vidime graf kvadratické funkce f(x) = x? + 6x + 13. Z grafu je zjevné,

ze body D, E odpovidaji kofenim x;

dohledat koteny pomoci vypoctu kvadratické rovnice ptes diskriminant.

X1,2 =

3+4+1i2, x; = =3 —i2. Pro kontrolu si mizeme

—b+VbZ—4ac —6+V—=16 —6+—i4

2a

2

3+i2

Obréazek 13: Graficka metoda nalezeni kofenti polynomu P(x) = x* + 6x + 13
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6.5 Kvadratické funkce — FeSeni v komplexni roviné

Pokud vime, Ze ma kvadraticka funkce komplexni kofeny, mizeme také nalézt jeji koteny

nasledujicim zplisobem.

Uvazujme funkci ve tvaru y = ax? + ¢. Pokud vime, Ze kofeny jsou komplexni, miizeme

tuto funkci zapsat jako:

y=a(p+iq)*+c
y = ap? — aq? + c + 2apiq

Vime, ze y = 0, a tim pAdem musi byt jak realna slozka ap?® — aq? + c tak komplexni
slozka 2apq také rovny nule. Jelikoz ale hledame komplexni kofeny q # 0, a tim padem ani

a # 0, jedina moznost, ktera ndm zbyva je, ze p = 0. Tim padem jsme redukovali rovnici na:
— 2
y=-aq“+c

Z tohoto vzorce vidime, Ze tato parabola se nam vykresli zcela do roviny yz, jak je vidét

na obrdzku 14. Tyto komplexni kofeny pak budou na prisecicich s rovinou xz.

Pokud dale pfevedeme obecnou kvadratickou rovnici Gipravou na ¢tverec, dostaneme
rovnici ve tvaru y = a(x — b)? + ¢, pokud pak ménime koeficient b, posouvame se po ose x,
a pokud ménime koeficient ¢, posouvame se po ose y, ale ani v jednom piipadé neménime tvar
paraboly. Pokud toto pravidlo aplikujeme na graf na obrdzku 14 vidime, Ze takto lze
zkonstruovat jakykoliv graf paraboly, a sestrojit tak jeho sourozeneckou ki¥ivku, ktera nam

urcuje jeho kofeny v komplexni roving.
Uvazujme kvadratickou funkci f(z) = z2 + 2z + 2, pokud dosadime tvar komplexniho
¢isla z = x + iw, upravime funkci do tvaru:
f(z2) =x? —w? +2x+ 2+ 2iw(x + 1)

Muzeme vidét, Ze tato rovnice vraci realné hodnoty, pouze pokud se x = —1, nebow =
0. Tim padem vime, Ze jedna ze sourozeneckych kiivek lezi v kartézském soutfadnicovém
systému prow = 0 a ma tvar y = x2 + 2x + 2, a druhd leZi v komplexni roviné pro x = —1 a
ma tvar y = —w? + 1, graf téchto kiivek miizeme vidét na obrdzku 13. Kofeny tedy musi lezet
na prusecicich téchto kiivek a roviny xw. Tuto rovinu protina komplexni parabola v bodech

(1,0,—1) a (1,0,1), z ¢ehoz Ize vy¢cist, ze funkce f(z) ma koteny:

x1=1—i, x2=1+i
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Obrazek 14: vykresleni sourozeneckych kfivek kvadratického polynomu
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7. Sourozenecké kiivky

V kapitole 6.5 jsme si poprvé zavedli pojem sourozenecka kiivka. Roku 1951 Howard
Fehr tehdejsi prezident Narodni Rady pro Ucitele Matematiky v USA a ucinkujici ucitel na

Columbijské Univerzité, vydal uéebnici pro stiedni $koly, ve které nastinil jejich existenci.

Jestlize funkce f(z) zobrazuje komplexni ¢isla na komplexni &isla, zavedeme jako
defini¢ni obor ta komplexni ¢isla, ktera se zobrazuji na redlné hodnoty, v tomto novém
defini¢énim oboru ma funkce jako obor hodnot realné hodnoty, a mtize byt reprezentovana ve
tiech dimenzich s defini¢nim oborem v horizontalni roviné a oborem hodnot podél vertikalni
osy. Jestlize funkce f(z) zobrazuje komplexni ¢isla na komplexni ¢isla, miizeme ji zapsat ve

tvaru:

y=f(2) = fx+iw) = g(x,w) + ih(x,w)

Pokud poté tato funkce zobrazuje komplexni ¢isla x + iw na realna ¢isla y, tak musi platit
rovnost h(x,w) = 0. Omezime tak defini¢ni obor funkce na vSechny body roviny xw, tak ze
h(x,w) = 0. Tato podminka dam definuje kiivku v komplexni roving, ktera muize byt
defini¢nim oborem dalsi kiivky, pro jejiz formulaci miZeme substituovat feSeni h(x,w) = 0
do rovnice g(x,w). Z ¢ehoz nam vzejde, ze naSe kiivka se promitd také mimo rovinu
definovanou osami x a z, v komplexni sféfe y. Na defini¢nich kiivkach definovanych
pravidlem h(x,w) = 0 nam lezi takzvané sourozenecké kiivky y = g(x,w). Konstrukce

takové kvadratické sourozeneckeé kiivky jsme mohli vidét v pfedchozi kapitole.

Na obrazku 13 z piedchozi kapitoly mizeme vidét dvé roviny, pii¢emz v kazdé z nich
lezi jedna ze sourozeneckych kiivek. Prvni rovina je definovana vyrazem x = —1 a druha

vyrazem w = 0.
7.1 Defini¢ni krivky

Existuje také dalsi zpusob, jak hledat komplexni kofeny z = x + iw kvadratické rovnice
f(z) = Az*> + Bz + C v komplexni roving, a to za pomoci imaginarnich sourozeneckych
defini¢nich kiivek. Zacneme tim, Ze dosadime obecnou formu ¢isla z = x + iw do f(z), ¢imz

dostaneme:
f(2) = (Ax? — Aw? + Bx + C) + i(2Axw + Bw).
Aby f(z) lezela v komplexni roving musi platit Ax* — Aw? + Bx + C = 0. Tato rovnost

nam definuje hyperbolickou kiivku v komplexni roving, na niz lezi defini¢ni obor funkce f(x),
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ktera nam vraci pouze jeho komplexni hodnoty. Analogicky pak fesime pro realnou Cast.
Polozime si imaginarni slozku f(z) rovnu nule Im f(z) =0, coz plati v ptipade, Ze
(2Axw + Bw) = 0 > w(2Ax + B) = 0. Ze ziskané rovnice pak vime, Ze rovnice plati
v piipadé w = 0, nebo x = — %. Kofteny funkce f(x) poté lezi na prisecicich téchto dvou sad
kiivek defini¢nich hodnot. Tyto kofeny jsou ve tvaru x; , = a * i3, kde «a je abscisa a f je
ordinata téchto bodud, nebot’ vime, Ze y = 0 a pruseéiky téchto doménovych kiivek udavaji

hodnotu, pro kterou se jak realna, tak imaginarni ¢ast komplexniho feSeni rovna nule.

Takovéto feSeni pro piiklad z piedchozi kapitoly f(z) = z? + 2z + 2 je nasledujici:
hyperbola, ktera je uréena Im f(z) =0, ma rovnici x> —w?+2x+2=0->w?—
(x + 1)2 = 1. Timto si na tuto rovinu vyneseme imaginarni ¢4st naSeho kofenu. Nicméné je
tteba jest¢ vynést redlnou ¢ast a tu ziskdme z imaginarni casti predpisu funkce. Vime, ze
Re f(z) = 0, kdyz w = 0 nebo x = —1. Na priseciku redlnych a imaginarnich defini¢nich
ktivek pak lezi naSe koteny. Na obrdazku 15 vidime, Ze se sady defini¢nich kiivek protinaji

v bodech (—1,1), (—1, —1), tim padem jsou komplexné sdruzené kofeny:

X1=_1_i, x2=—1+l

Im f(z)=0
Re f(z)=0
Koren
-6 -5 -4 -3 -2 410 1 2 3 4 ?
Im f(z)=0
Re f(z)=0

Obrazek 15: definiéni krivky sourozeneckych krivek funkce f(z) = z* + 2z + 2
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V piipadg, Ze by kofeny byly realné naptiklad funkce f(z) = z? — 2x — 3 ma hyperbola
tvar x2 —w? —2x—-3=0- (x—1)?2 —w? = 4. Pokud polozime realnou slozku rovnu
nule w(2x —2) = 0 dostaneme w = 0, nebo x = 1. Pokud takto sestrojime tuto funkci,
zjistime, Ze tato hyperbola ma pruseciky s osou x (t¢z defini¢ni kiivkou w = 0) v bodech
(=1,0) a (3,0) a vidime, ze koteny x; = —1, x, = 3 jsou stale redlné, tim padem se tato
metoda da pouzit i pro polynomy s realnymi kofeny. Nicméné¢ tato metoda je velice neefektivni,
pro nalezeni redlnych kotenti kvadratickych polynomt a klasické algebraické a grafické metody

pro nalezeni realnych kofenti polynomu jsou vhodné;jsi.

Obrazek 16: zobrazeni realnych korent pomoci imaginarnich sourozeneckych kfivek
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8. Grafické reSeni kubické funkce
8.1 Kubicka funkce — realné koreny

Pokud mé kubicka funkce tfi realné koteny, je jejich grafické feSeni opét trividlni, stejné
jako u kubické funkce opét staci najit priseéiky funkce f(x) s osou x.

Pro funkci f(x) = x® — 6x2 + 8x, pak na grafu funkce na obrdzku 17 jasng vidime, ze
pruseciky s osou X jsou body (0,0), (2,0), (4,0) coz odpovida kofeniim x; = 0, x, = 2, x3 =

4. Toto mizeme potvrdit pomoci vypoctu kubické rovnice bez absolutniho ¢lenu.

x3—6x%+8x =x(x?—6x+8)=x(x—2)(x —4)

-2 -1 0 1 3 5 6

3

f

Obrazek 17: Graf funkce f(x) = x3 — 6x2 + 8x se tfemi realnymi kofeny

Dalsi moznosti je, ze ma funkce dva realn¢ koteny, z nichz jeden je dvojity. Tato funkce
maé lokalni minimum/maximum, které leZi na ose x. Na obrdzku 17 vidime funkei f(x) = x3 —
2x% — 4x + 8, kterd ma kofeny x; = —2,x,3 = 2, kofen x, 3 = 2 je lokalnim minimem této
funkce a osa x je te¢nou této funkce v tomto bodé. Tyto kofeny si mizeme ovétit napiiklad

podle Hornerova schéma:

1 | 2 | -4
2 | 1| -4

1 | -2

1 0
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10

-6 —4 42 0 2 4 6 8

Obréazek 18: graf funkce f(x) = x® — 2x? —4x + 8
Tteti moznosti je, Ze ma funkce kofen trojity, coz mimo jiné znamena, Ze v misté tohoto
kofenu bude mit tato funkce inflexni bod, kterému taky jinak fikdme sedlo. Na obrazku 17
mame graf funkce f(x) = x3 — 3x? + 3x — 1 a jasn& vidime, Ze tato funkce protind osu x
VvV bod¢ 1, coz znamend, Ze ma trojny kofen x; , 3 = 1. JelikoZ je funkce v reciprokém tvaru 2.
druhu sudého stupné a koeficienty polynomu odpovidaji tfetimu fadku Pascalova trojuhelniku,

mizeme tuto funkci upravit do tvaru:
x3-3x2+3x—-1=x-1DE*-2x+1D)=x-DEx-Dx-1)

X123 =1

Obrazek 19: Graf funkce f(x) = x3 —3x? +3x — 1
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8.2Kubicka funkce — jeden reilny a dva komplexni koreny

V kartézském souradnicovém systému

Stejné jako pro kvadratickou rovnici i zde mizeme najit jednoduse sestavitelné feseni
v kartézském soutadnicovém systému. Jako prvni sestrojime graf funkce f(x). Poté ozna¢ime
prusecik funkce s 0sou x jako bod r. Bodem r vedeme se¢nu funkce f (x). Priseciky této se¢ny
s funkei f(x) oznaCime A, B. Sestrojime stied C Gsecky AB. Vedeme kolmici k k ose x bodem
C. Sestrojime bod D na priseciku kolmice k a funkce f (x). Komplexni kofeny této funkce poté
maji tvar x, 5 = a  iv/m, kde a je abscisa bodu T a m je smérnice te¢ny t. I kdyZ by se
z obrazku mohlo jevit, Ze te¢na t se dotyka funkce v extrému, neni tomu tak a je pouze v jeho

okoli.

Obrazek 20: Graficka metoda nalezeni kofenti pro funkci f(x) = x® — 9x? 4+ 25x — 17

Diikaz pro tuto metodu je nasledujici. M&jme kubickou funkeci s realnym kotenem r a

sdruzenymi komplexnimi koteny a + ib, kde r, a, b lezi v R. Mizeme ji tedy zapsat ve tvaru:
f(xX)=(@x—-r)(x?—2ax+a®>+b?) =0

Jakéakoliv se¢na prochazejici bodem r ma tvar y = m(x — r). Jestlize ma byt tato pfimka

tecnou funkce f(x) musi mit dvojny kofen urceny rovnici:

x2—2ax+a*+b>*—m=0
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Pokud ma4 diskriminant této rovnice rovny 0, musi také platit m = b? nebo b = v/m. Po
dosazeni do ptedchozi rovnice dostavame hodnotu a, coZ je abscisa te¢ného bodu D. A b je

potom odmocnina ze sklonu piimky y = m(x —r), b = Vm.

Pro funkci f(x) = x3 — 9x? + 25x — 17 mame grafické feseni na obrdzku 20, na kterém
vidime, ze ma funkce prusecik s 0Sou x v bod¢ 1 a soutfadnice bodu T jsou (4,3), pficemz

smérnice tecny t je 1. Tato funkce ma tedy koteny:
x1=1, X2=4+i, X3=4‘_l
8.3 Kubicka funkce pomoci sourozeneckych kiivek

Stejné jako kvadraticka 1 kubicka rovnice miZe byt feSena za pomoci sourozeneckych
ktivek a postup pro jeji feSeni je velice podobny. Prvni je tieba upravit kubickou rovnici f(z) =
x3 + ax? + cx + d pomoci linearni transformace upravit do tvaru y = z3 + pz + q. Do tohoto
tvaru prevedeme rovnici pomoci substituce x = z — %, ¢imz odstranime kvadraticky ¢len a

2a3-9ab
27

N . . a? , , . .
dostaneme pozadovanou rovnici, kde p = b — Sag=ct . Nyni tedy mame rovnici

ve tvaru f(z) = z3 + pz + q ajestlize z = x + iw, pak:
y =x3—=3xw? +px + q +iw(3x? —w? + p)

JelikoZ hleddme redlné kofeny této funkce, pak musi platit w = 0, nebo 3x? —w? —p =
0. Prvni z téchto podminek ndm d4 nasi kubickou kfivku y = x3 + px + q a dalsi podminka
nam fik4, Ze existuji dvé dalsi sourozenecké kiivky, kazdé jako jedna z kiivek hyperboly 3x? —
w? —p = 0 vroviné xw. Tyto dvé podminky ndm slouzi pro vykresleni realnych defini¢nich
kiivek. Poté je tfeba jeSté nalézt imaginarni ¢ast kofenli zavedenim defini¢ni kiivky x3 —
3xw? + px + q = 0, kterd ndm urcuje defini¢ni obor pro kfivku, ktera vraci pouze imaginarni
¢ast komplexniho ¢isla, koteny této funkce, potom lezi na prasecicich téchto imaginarnich a
redlnych doménovych kiivek. Tyto kofeny jsou ve tvaru x; , = a % i, kde « je abscisa a 8 je

ordinata téchto bodd.
Mgéjme funkci y = z3 + 4z + 1. Jestlize z = x + iw pak:
y=x3—-3xw?+4x +1+iw(3x? —w? + 4)

Prvni si vyfe§ime pro imaginarni ¢ast rovnou nule, pro kterou plati, ze Im = 0 pokud
w = 0, které nam vrati nasi kiivku y = x3 + 4x + 1, a pokud 3x? —w?+4=0->w? =

3x2 + 4 toto nam definuje hyperbolu, na niz leZi nase realna feSeni. Poté si vyiesime pro
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redlnou ¢ast rovnou nule Re f(z) =0, pokud x3 — 3xw? + 4x + 1 = 0, kterd ndm vrati
kiivky, na kterych lezi nase komplexni feSeni. Po vykresleni téchto kiivek najdeme priseciky
imaginarnich a realnych defini¢nich ktivek, které nam oznacuji kofeny této funkce. Tato funkce
ma jeden realny kofen x; = —i a dva komplexni kofeny x, = 0.12 +i2.01 a x; = 0.12 —

i2.01.

Re f(z)=0

Im f(z)=0

Re f(z)=0

Obrazek 21: Grafické nalezeni kofenti funkce f(z)= z3 + 4z + 1 pomoci sourozeneckych krivek
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9. Grafické reSeni kvartické funkce
9.1 Kvartické funkce s pouze realnymi koreny

Kvarticka funkce s redlnymi kofeny ma stejné grafické feseni jako u predchozich ptipada,
a to, ze realné kofeny lezi na prasecicich funkce f(x) s 0sou x, nicméné u kvartické funkce

existuje vet$i mnozstvi typa funkci.

Jako prvni je funkce f(x) se ¢tyfmi riznymi kofeny. Tato funkce protne osu x ve ¢tyfech
bodech. Na obrdzku 22 mtizeme vidét, ze graf funkce f(x) = x* — 5 x% + 4 m4 kofeny x; =
-2, X, =—1, x3 =1, x, = 2. Jelikoz se polynom nachazi v trinomickém tvaru, mizeme
pouzit substituci y = x?2, ¢imz prevedeme funkci do kvadratického tvaru f(y) = y? — 5y + 4
a pomoci Vietovych vzorct dostaneme feseni y; = 4, y, = 2, coz dosadime do substituce a

obdrzime kofeny:
x1 = _2, x2 = _1, x3 = 1, X4_ == 2

f

Obréazek 22: Graf kvartické funkce polynomu f(x) = x* — 5 x% + 4 se 4 realnymi koreny
Dalsim ptipadem je, ze ma funkce tfi realné koteny, z nichz jeden je dvojity. v ptipadé
dvojitého kotfene pak uz vime, Ze tento kotfen lezi v lokdlnim minimu/maximu dané funkce a

osa x je tecnou k funkci f(x) v tomto bodé.

V ptipadé funkce f(x) = x* + x® — 3x2 — x + 2, vidime na obrdzku 23, Ze tato funkce
protina osu x v bodech (—2,0), (—1,0), (1,0). Tyto kofeny muzeme ovétit pomoci Hornerova

schéma, ¢imz dostaneme koteny:
x1 = _2, xz = _1, X3’4_ = 1
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1 1 = -1 2
-2 1 -1 -1 1 0
-1 1 -2 1 0
1 1 -1 0
1 1 0
f
3
1
4 3 10 1 2 3
1
-2

Obrazek 23: Graf funkce f(x) = x* + x> — 3x% — x + 2 se tfemi redlnymi kofeny
Pokud mé kvartickd funkce pouze 2 redlné kotfeny, mize nabyvat dvou tvard. Prvnim
z nich je tvar, v némz ma funkce 2 lokalni minima/maxima, ktera ob¢ lezi na ose x, ktera je
Vv obou téchto bodech te¢nou k funkci f(x). Pokud je funkce v tomto tvaru jedna se vzdy o
funkci trinomickou. V piipadé funkce f(x) = x* — 8x? + 16 zavedeme substituci y = x2,
¢imz dostaneme funkci f(y) = y? — 8y + 16. Pomoci Vietovych vzorci pak snadno

spo€itime y; , = 4, a po dosazeni do plivodni substituce dostaneme kofeny:

X1 = =2, X34 = 2

f

Obrazek 24: Graf funkce f(x) = x* — 8x% + 16

49



Druhym typem kvadratické rovnice s dvéma redlnymi kofeny je rovnice s jednim
Klasickym realnym kofenem a jednim trojitym realnym kofenem, ktery je inflexnim bodem,
leZicim na ose x. V pifpadé funkce f(x) = x* + 3 x3 + 3 x2 + x vidime na obrdzku 25, ze
funkce ma priseciky v poc¢atku (0,0) a v inflexnim bod¢ (—1,0) pro ovéteni kofenti miizeme
vyuzit toho, Ze funkce nema absolutni ¢len a zapsat ji ve tvaru f(x) = x(x3+3x%>+ 3 x +
1), kde vidime, Ze funkce v zavorce je reciprokd funkce 1. tvaru lichého stupné, jejiz
koeficienty odpovidaji ¢tvrtému fadku Pascalova trojuhelniku, a tim padem vime, ze funkce mé
nasledujici rozklad na kofenové Cinitele x(x + 1)(x + 1)(x + 1), odkud vidime, ze funkce ma

koteny:

15

0.5

Obrazek 25: Graf funkce f(x) = x* + 3 x3 + 3 x* + x s dvéma realnymi kofeny
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Poslednim pfipadem kvartickych funkci sredlnymi kofeny je funkce S jednim
Ctyfnasobnym kofenem. Tato funkce se dotyka osy x pouze V jejim vrcholu a osa x je v tomto
bod¢ jeji te¢nou. Pro funkci f(x) = x* — 4 x3 + 6 x> — 4 x + 1 pak na obrazku vidime, Ze se
dotyka tecny v bodé (1,0), a existenci tohoto kofenu mtiizeme potvrdit diky reciprokému tvaru
rovnice. Stejn¢ jako v piedchozim ptipad¢ i zde se koeficienty rovnice rovnaji ¢tvrtému fadku
Pascalova trojuhelnika. A ze stiidavych znamének pred t€émito koeficienty mizeme usoudit, ze

tato rovnice ma vskutku Ctyfnasobny kofen x; 534 = 1.

-2 =1

Obrézek 26: Graf funkce f(x) = x*—4x*+6x*—4x+1

9.2 Kvarticka funkce — FeSeni pomoci sourozeneckych krivek

Stejn€ jako u predchozich stupiiti polynomt i kotfeny kvartické funkce mizeme najit
pomoci sourozeneckych kiivek. Postup bude podobny ptedchozim piipadim. Jako prvni si

funkci f (z) prevedeme z obecného tvaru f (z) = Ax* + Bx® + Cx? + Dx + E pomoci linearni

transformace zavedenim substituce z = x — %do tvaru f(z) = z* + pz? + qz + r. Koeficienty

B . v 1 -3B%2 ¢ B3> BC | D
tohoto nového polynomu pak budou odpovidat predpisu p = L Ay iy R

-3B* CB? BD E . . , v T
— — 4+ —. Pro jednoduchost budeme pracovat s funkcemi, které se uz nachazeji
256A% 1643 4A2 A

ve tvaru f(z) = z* + pz? + qz + r. Nyni opét dosadime obecnou podobu komplexniho ¢&isla

z = x + iw do funkce f(z), ¢imz obdrzime tvar:
f(z) = x* —6x*w? + w* + px? —pw? + qx + r + iw(4x3 — 4xw? + 2px + q)
Pokud se ma Im f(z) = 0, musi platit bud w = 0 nebo 4x3 — 4xw? + 2px + q = 0 (z
tohoto piedpisu vidime, ze x # 0 pokud q # 0). Poté feSime pro Re f(z) = 0 coz nam da
sourozenecké kiivky definovany vztahem x* —6x2w? +w* +px?2 —pw? +qx +1r =0.
Pokud tyto Doménové kiivky zakreslime do komplexni roviny na prusecicich téchto dvou sad
defini¢nich kiivek pak lezi kofeny rovnice f(z).
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Pojd’me si nyni touto metodou najit kofeny funkce f(z) = z* + 2z% + z + 2. Jako prvni

dosadime obecny tvar komplexniho ¢isla z = x + iw, ¢imZ rovnici pfevedeme do tvaru:
f(z) =x* —6x*w? + w* + 2x% — 2w? + x + 2 + iw(4x3 — 4xw? + 4x + 2)

Prvni sadu defini¢nich sourozeneckych kiivek pro Im f(z) = 0 ziskame pomoci w = 0
a 4x3 —4xw? + 4x + 2 = 0. Druhou sadu defini¢nich sourozeneckych kfivek obdrzime
pomoci Re f(z) = 0: x* —6x*w? + w* + 2x% — 2w? + x + 2 = 0. Kofeny této funkce
potom lezi na prisecicich téchto dvou sad defini¢nich sourozeneckych kiivek. Pro piehlednost
mame na obrdzcich 27 a 28 zvlast vyznacené sady defini¢nich kfivek. Mohlo by se zdat, ze
existuje kofen v bodé¢ A(—0.42,0)avsak v tomto misté se protinaji kiivky ze sady defini¢nich
ktivek pro Im f(z) = 0, a tak zde kofen neni. Na obrdzku 29 potom muzeme vidét kofeny

funkce f(z) = z* + 2z% + z + 2, které jsou nésledujici:

x; = 0.52 + i1.49,x, = 0.52 — i1.49, x5 = —0.63 + i0.78,x, = —0.63 — i0.78

Im f(z)=0

i Q_/
i \”x3 1
Re f(z)=0

Re f(z)=0

Im f{z)=0

3 ) ) } 0 1 2 3 3 2 1 o 1 2 3
A Re f(z)=0 x4

]
-1

x2 X2

2 4
Im f{z)=0 L m -3

Obrazek 27: Definicni kfivky f(z) pro Im f(z) = 0 Obrazek 28: Defini¢ni kfivky f(z) pro Re f(z) = 0

r
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Im f(z)=0
2
X1
1
Re f(z)=0
0 1 2 3 4
Re f(z)=0
-1
x2
-2
Im #(z)=0 Im (2)=0
-3

Obréazek 29: Graficka metoda nalezeni kofenu kvartické funkce f(z) pomoci sourozeneckych kfivek
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Zavér

Téma hledani kotenti polynom je jednim z nejstarSich problémt matematiky. Proto jsem
v mé bakalarské praci zpracoval vétSinu metod a pravidel k nalezeni kotenti polynoma. V prvni
¢asti prace jsem zpracoval algebraické metody pro nalezeni kotent, které se pouzivaji na
sttednich Skolach, matematickych seminafich a pfi zjiStovani prubéhu funkce. Mezi tyto
metody patii, vypocet pomoci diskriminantu, polynomil bez absolutniho ¢lenu, reciprokych
rovnic, Hornerova schéma, Vietovych vzorct a binomickych a trinomickych rovnic, a v druhé
¢asti prace jsem poskytl grafickou metodu nalezeni kotfenti polynomd, ve které jsem vénoval
specidlni pozornost kvadratickému polynomu, jakozto polynomu, se kterym se setkdvame
nejcasteji. Pii grafickém feSeni rovnic jsem vyjmenoval vSechny pfipady, které mohou nastat,
a uvedl metodu, kterd se pouziva pro zjisténi kofenti daného typu. Nejzajimavéejsi cast téchto
grafickych feSeni je vypocet komplexnich kofenii pomoci sourozeneckych kiivek, ktery ndm

poskytuje nevSedni vhled do tohoto téma.

Ke vsem uvedenym metodam jsem poskytl vypocitany ptiklad, ktery slouzi jako snadno
pochopitelny navod pro feseni, a také graf funkce vypracovany v programu Geogebra, pro lepsi
vizualizaci feSeni.

Toto téma je jedno ze zakladnich problému matematiky, a i piesto, ze feSeni nizSich
polynomt je pomérné piimocaré, se zvysujicim se stupném polynomu se markantné zvétsuje
obtiznost nalezeni jeho kotfeni. Mym cilem tak bylo nabidnout pfirucku, ktera pomtize jak
studentim zakladnich, stfednich a vysokych skol, tak i budoucim ucitelim k hlubsimu

pochopeni tohoto tématu.
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