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Úvod

V mnohorozm¥rné statistické analýze dat pracujeme s pozorováními více ná-

hodných prom¥nných zárove¬. Nabízí se tedy moºnost studovat vztahy mezi

prom¥nnými, a objevit tak skrytou strukturu dat. Analýza závislostí mezi pro-

m¥nnými má uplatn¥ní v nejr·zn¥j²ích oborech lidské £innosti. Asi nejznám¥j²í

charakteristikou vztahu dvou veli£in je Pearson·v korela£ní koe�cient vyjad°u-

jící míru t¥snosti lineárního vztahu mezi dv¥ma veli£inami. Av²ak uº sám Karl

Pearson zmi¬uje n¥které nevýhody tohoto koe�cientu v ur£itých situacích.

Jedním z p°ípad·, kdy s jednoduchou aplikací korela£ního koe�cientu na pozo-

rovaná data neusp¥jeme, je práce s kompozi£ními daty. Kompozi£ními nazýváme

data obsahující relativní informaci. Snadno si je p°edstavíme jako procenta £i

proporce z daného celku. Zv¥t²íme-li proporci jedné sloºky mnohorozm¥rného

pozorování, £iníme tak na úkor ostatních sloºek. Korelace mezi sloºkami se tímto

zkresluje, nebo´ je tla£ena do záporných hodnot.

Proto v korela£ní analýze kompozi£ních dat p°evádíme data na speciální sou-

°adnice ve tvaru logaritm· podíl· jejich sloºek. Pokud transformaci zkonstruu-

jeme speciálním zp·sobem, získáme dob°e interpretovatelné sou°adnice (tzv. bi-

lance) s výhodnými vlastnostmi. Práce dále uvádí dva p°ístupy k m¥°ení asoci-

ace mezi sloºkami kompozi£ních dat. Prvním je pouºití symetrických pivotových

sou°adnic, výpo£et klasického korela£ního koe�cientu a odpovídající interpretace

hodnot. Druhý p°ístup p°iná²í nové míry asociace mezi sloºkami vycházející z li-

neárního modelu mezi bilancemi.

T°etí kapitola demonstruje pouºití metod na reálném datovém souboru. Data

se týkají rozloºení míry fyzické aktivity u d¥tí b¥hem dne a byla nam¥°ena na

Fakult¥ t¥lesné kultury UP. Analýza odhaluje vztahy mezi sloºkami kompozi£ního

datového souboru a zárove¬ ukazuje výhody a nevýhody jednotlivých metod, coº

je hlavním cílem diplomové práce.
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1 Kompozi£ní data

Na za£átku studia korela£ní analýzy kompozi£ních dat je t°eba se dob°e se-

známit s kompozi£ními daty jako takovými. K tomu mohou poslouºit nap°íklad

knihy [3], [17], [18], na kterých je úvodní kapitola postavena.

Kompozi£ní data jsou mnohorozm¥rná pozorování, jejichº sloºky popisují jed-

notlivé £ásti celku. Jiº z de�nice 1.1 [18] vyplývá, ºe p°edm¥tem zájmu je relativní

informace obsaºená v datech. Podstatné jsou tedy podíly mezi sloºkami kompo-

zi£ních dat a samotná hodnota sloºek je irelevantní. Jako p°íklad kompozi£ních

soubor· dat lze uvést rozloºení volného £asu lidí mezi jednotlivé aktivity £i sloºení

ºivin v jejich strav¥.

De�nice 1.1 Kompozicí nazveme vektor D kladných reálných sloºek

x = [x1, . . . , xD], který nese pouze relativní informaci.

N¥kdy se v de�nici uvádí rovn¥º podmínka na konstantní sou£et sloºek κ. Ta

ov²em nemusí být spln¥na, protoºe t°eba v uvedených p°íkladech mají jednot-

liví lidé r·zné mnoºství volného £asu nebo zkonzumují r·zné mnoºství potravy.

Nicmén¥ lze vºdy kompozi£ní data do takového tvaru p°evést tzv. uzav°ením.

�asto bývá konstantní sou£et roven 1 nebo 100, pak hovo°íme o proporcích a pro-

centech. V p°ípad¥ uzav°ených kompozic je jejich výb¥rovým prostorem simplex.

De�nice 1.2 D-sloºkovým simplexem nazveme mnoºinu

SD :=

{
x = [x1, · · · , xD] : xi > 0,

D∑
i=1

xi = κ

}
.

Z podstaty kompozi£ních dat vycházejí t°i základní principy pro jejich ana-

lýzu. Jelikoº je informace obsaºená v kompozicích pouze relativní povahy, tak

se vynásobením libovolnou kladnou konstantou nezm¥ní. Kompozi£ní data jsou

tedy invariantní v·£i zm¥n¥ m¥°ítka. Dále nezáleºí na po°adí sloºek v kompo-

zici, coº se nazývá invariance v·£i permutaci. Nakonec zbývá zásada podkompo-

zi£ní soudrºnosti. Podkompozicí chápeme kompozici, která je podvektorem jiné
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kompozice. Jestliºe je spln¥na podkompozi£ní soudrºnost, potom nedosáhneme

protich·dných záv¥r· analýzy týkající se sloºek spole£ných pro kompozici i její

podkompozici, a´ uº pracujeme s celou kompozicí nebo práv¥ pouze s její pod-

kompozicí.

1.1 Aitchisonova geometrie

Protoºe operace standardního euklidovského vektorového prostoru nespl¬ují

uvedené principy analýzy kompozi£ních dat, byly zavedeny speciální operace pro

kompozi£ní data [18]:

De�nice 1.3 Nech´ jsou dány D-sloºkové kompozice x = [x1, . . . , xD],

y = [y1, . . . , yD] a α ∈ R. Operaci perturbace, mocninné transformace, a dále

Aitchison·v skalární sou£in de�nujeme v tomto po°adí jako

x⊕ y = C[x1 · y1, . . . , xD · yD],

α� x = C[xα1 , . . . , xαD],

〈x,y〉A =
1

D

D∑
i>j

ln
xi
xj

ln
yi
yj
,

kde C zna£í operaci uzav°ení. Jmenované operace dohromady tvo°í euklidovskou

geometrii na simplexu, která nese také p°ívlastek Aitchisonova. Aitchison·v ska-

lární sou£in implikuje i p°íslu²nou Aitchisonovu normu ‖x‖A =
√
〈x,x〉A a vzdá-

lenost dA (x,y) = ‖x	 y‖A.

1.2 Fale²ná korelace

John Aitchison ve známé knize [1] nebyl první, kdo upozornil na nutnost

p°istupovat ke kompozicím speciáln¥. Jiº Karl Pearson uvedl ve svém £lánku

z roku 1897 [19] fenomén, který nazval fale²nou korelací (z anglického spurious

correlation) a který je ve svém d·sledku popsán níºe.
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Korelace vyjad°uje míru lineárního vztahu mezi dv¥ma náhodnými veli£inami

a nej£ast¥ji ji m¥°íme pomocí korela£ního koe�cientu, který je de�nován násle-

dovn¥ jako normovaná kovariance na interval 〈−1, 1〉 £i kovariance mezi normo-

vanými veli£inami s nulovou st°ední hodnotou a jednotkovým rozptylem [14].

De�nice 1.4 Nech´ náhodné veli£iny X a Y mají kone£né druhé momenty, st°ední

hodnoty E(X), E(Y ) a rozptyly var(X) 6= 0, var(Y ) 6= 0. Korela£ní koe�cient

ρX,Y náhodných veli£in X a Y je £íslo de�nované vztahem

ρX,Y =
cov(X, Y )√

var(X) · var(Y )
= cov

(
X − E(X)√

var(X)
,
Y − E(Y )√

var(Y )

)
.

V praxi pak tuto charakteristiku odhadujeme pouºitím výb¥rového korela£ního

koe�cientu mezi statistickými znaky X a Y . Korela£ní koe�cient je symetrický a

normovaný na interval 〈−1, 1〉. �ím více se hodnota koe�cientu blíºí k 1, pop°.−1,

tím je lineární vztah mezi znaky t¥sn¥j²í. Hodnota 0 zna£í, ºe mezi znaky není

ºádná lineární závislost (nevylu£uje to v²ak závislost jiného charakteru).

Pearson [19] se zabýval korelací mezi dv¥ma podíly a zmínil p°íklad, kdy

vezmeme t°i náhodná po dvou nekorelovaná £ísla (veli£iny) x, y a z. Pokud pro

kaºdou takovou trojici vytvo°íme podíly x/y a z/y, nalezneme mezi t¥mito zlomky

korelaci, a£koliv p·vodní £ísla byla nekorelovaná. Bylo by tedy chybou z nalezené

korelace usuzovat záv¥ry.

Pro lep²í p°edstavu si demonstrujeme problém na reálných datech, která na-

zveme activity, protoºe se týkají rozloºení pohybové aktivity b¥hem dne u d¥tí

od 7 do 13 let. Jejich podrobný popis lze nalézt v podkapitole 3.1. Kompozice ob-

sahuje £ty°i sloºky: sedavá aktivita (sedentary), dále pak lehká (light), st°edn¥

náro£ná (moderate) a náro£ná (vigorous) pohybová aktivita. P·vodní jednot-

kou jsou minuty za den. P°evedeme data tak, aby se sou£et sloºek rovnal jedné.

Provedeme tedy operaci uzáv¥ru a spo£teme standardní korela£ní koe�cient pro

kaºdou dvojici prom¥nných, £ímº získáme korela£ní matici z tabulky 1.1.
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sedentary light moderate vigorous

sedentary 1.000 -0.935 -0.502 -0.187
light -0.935 1.000 0.200 -0.089

moderate -0.502 0.200 1.000 0.401
vigorous -0.187 -0.089 0.401 1.000

Tabulka 1.1: Výb¥rová korela£ní matice kompozice obsahující v²echny £ty°i
sloºky.

Pokud se rozhodneme vylou£it sedavou aktivitu, vytvo°íme podkompozici ob-

sahující zbývající t°i sloºky. Tu op¥t uzav°eme, aby byl sou£et sloºek 1, dostaneme

se ke korela£ní matici v tabulce 1.2.

light moderate vigorous

light 1.000 -0.874 -0.765
moderate -0.874 1.000 0.356
vigorous -0.765 0.356 1.000

Tabulka 1.2: Výb¥rová korela£ní matice kompozice obsahující pouze t°i sloºky.

Vidíme, ºe v druhém p°ípad¥ dostáváme pro stejné dvojice sloºek naprosto

odli²né hodnoty. Korelace tedy nezávisí pouze na dvojici uvaºovaných sloºek,

pro které ji po£ítáme, ale také na v²ech ostatních sloºkách v kompozici. To se

vylu£uje s de�nicí korela£ního koe�cientu, protoºe ten hovo°í pouze o vztahu

dvou statistických znak·.

Na Pearsonovy my²lenky navázal aº v roce 1960 geolog Felix Chayes [5], který

upozornil, ºe pokud nezávislé sloºky uzav°eme na konstantní sou£et, dostaneme

mezi nimi zápornou korelaci, tzv. negativní vychýlení. Protoºe pro D-sloºkovou

kompozici [x1, . . . , xD] se sou£tem sloºek x1 + · · ·+ xD = 1 platí

cov(x1, x1 + · · ·+ xD) = 0,

lze odvodit vztah

cov(x1, x2) + · · ·+ cov(x1, xD) = −var(x1).

Pravá strana je krom¥ p°ípadu konstantní první sloºky vºdy záporná. Tudíº

alespo¬ jedna z kovariancí na levé stran¥ musí být záporná. Proto se korelace
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nemohou voln¥ pohybovat na intervalu 〈−1, 1〉 jako u mnohorozm¥rných dat bez

omezení [2]. Dal²ím problémem omezení na konstantní sou£et je singularita va-

rian£ní matice, nebo´ n¥které mnohorozm¥rné statistické metody pouºívají její

inverzi.

1.3 Logpodílové sou°adnice

Z p°edchozích poznatk· plyne, ºe k m¥°ení korelace pro kompozi£ní data ne-

m·ºeme pouºít absolutní hodnoty jejich p·vodních sloºek. Aitchison [1] proto

navrhl vyjád°it kompozi£ní data ve tvaru logaritm· podíl· sloºek, tzv. logpodílo-

vých sou°adnicích. Ve²kerá informace je totiº obsaºena v podílech sloºek kompo-

zic a logaritmus zobrazuje a symetrizuje kladné podíly na celou reálnou osu, aby

p°ípadn¥ bylo moºno pouºít metody zaloºené na normálním rozd¥lení dat.

1.3.1 Alr sou°adnice a clr koe�cienty

John Aitchison nejprve p°i²el s aditivními logpodílovými (alr) sou°adnicemi :

alr(x) = (ln (xi/xD))i=1,...,D−1,

které ov²em nezachovávají vzdálenosti, tedy nejsou izometrické se zavedenou Ai-

tchisonovou geometrií (viz podkapitola 1.1). Podmínku izometrie uº ale spl¬ují

centrované logpodílové (clr) koe�cienty :

clr(x) =
(
ln

xi
g(x)

)
i=1,...,D

, kde g(x) = D
√
x1 · x2 · · ·xD.

Clr koe�cienty ale vedou k singulární varian£ní matici, coº je problém, pokud je

t°eba získat její inverzi.

1.3.2 Ilr sou°adnice a bilance

Kv·li nedostatk·m vý²e uvedených sou°adnicových systém· byly zkonstruo-

vány tzv. izometrické logpodílové (ilr) sou°adnice. Jak jiº název napovídá, jedná
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se o izometrické zobrazení mezi euklidovskými vektorovými prostory na SD a

RD−1, které navíc vede ke vzniku ortonormálních sou°adnic (vzhledem k Aitchi-

sonov¥ geometrii). V¥t²inou se kv·li dobré interpretaci vyuºívá speciální p°ípad

ilr sou°adnic získaných pomocí postupného binárního d¥lení, které se nazývají

bilance.

B¥hem postupného binárního d¥lení rozd¥lujeme v kaºdém kroku sloºky do

dvou nep°ekrývajících se podskupin, neº dostaneme v kaºdé podskupin¥ pouze

jednu sloºku. Pro D-sloºkovou kompozici tak získáme celkem D − 1 bilancí.

V k-tém kroku tak d¥lení de�nuje bilanci mezi dv¥ma podskupinami sloºek, kde

i1, i2, · · · , ir je r sloºek první podskupiny ozna£ené znaménkem + a j1, j2, · · · , js
s sloºek druhé podskupiny zna£ené pomocí −. Bilance je tak de�novaná jako

normovaný logaritmus podílu geometrického pr·m¥ru sloºek jedné podskupiny

ku geometrickému pr·m¥ru podskupiny druhé. Vyjad°uje míru celkové relativní

významnosti jedné skupiny sloºek vzhledem ke skupin¥ druhé.

bk =

√
rs

r + s
ln

(xi1xi2 · · · xir)
1/r

(xj1xj2 · · ·xjs)
1/s

= ln
(xi1xi2 · · ·xir)

a+

(xj1xj2 · · ·xjs)
a− .

To znamená, ºe pro k-tou bilanci dostanou sloºky váhu bu¤

a+ =
1

r

√
rs

r + s
, a− =

1

s

√
rs

r + s
nebo a0 = 0,

konkrétn¥ a+ pro sloºky v £itateli, a− pro ty ve jmenovateli a a0 pro v²echny,

které nebyly zahrnuty do d¥lení. Bilanci potom získáme jako

bk =
D∑
i=1

aik lnxi, (1.1)

kde se aik rovná a+ (resp. −a−), pokud v k-tém kroku postupného binárního

d¥lení byla i-tá sloºka ozna£ena znaménkem + (resp. −). Jestliºe v k-tém kroku

i-tá sloºka ne�guruje, pouºije se váha a0. Výsledné bilance m·ºeme uspo°ádat do

vektoru ilr(x) = [b1, . . . , bD−1].
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Bilance je lineární kombinací logaritm· sloºek a pro sou£et koe�cient· platí

r · 1
r

√
rs

r + s
− s · 1

s

√
rs

r + s
= 0,

je tedy speciálním p°ípadem tzv. logkontrastu (ostatn¥ jako i dal²í uvedené log-

podílové sou°adnice). Matice obsahující sloºky aik pak tvo°í ortonormální bázi

pro i = 1, . . . , D a k = 1, . . . , D − 1 (v reálném prostoru potaºmo na simplexu).

Koncept bilancí hraje v korela£ní analýze kompozi£ních dat významnou roli,

protoºe na n¥m stojí oba p°ístupy prezentované v kapitole 2. Proto si ukáºeme

celý proces sestrojení bilancí pro reálná data activity. Moºností pro rozd¥lení

sloºek do skupin je samoz°ejm¥ více, uvedeme pouze jednu vzorovou moºnost.

V prvním kroku sledujeme pom¥r sedavé sloºky ke v²em pohybovým sloºkám. P°í-

slu²ná bilance z1 vyjad°uje míru relativní významnosti sedavé aktivity (sloºka x1)

vzhledem k pr·m¥rné pohybové aktivit¥ (sloºky x2, x3 a x4)

z1 =

√
3

4
ln

x1
3
√
x2x3x4

.

V dal²ích krocích pak rozd¥lujeme zbylé t°i sloºky, neº z·stane v kaºdé skupin¥

pouze jedna a interpretujeme analogicky. D¥lení sloºek zapisujeme do tabulky 1.3.

Ostatní bilance mají potom tvar

z2 =

√
2

3
ln

x2√
x3x4

, z3 =

√
1

2
ln
x3
x4
.

Bilance
Sloºka z1 z2 z3

sedentary +
light − +

moderate − − +
vigorous − − −

Tabulka 1.3: Postupné binární d¥lení pro datový soubor activity.
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Odpovídající ortonormální báze, zapsaná ve form¥ matice V , vypadá násle-

dovn¥

V =



√
3
4

0 0

−1
3

√
3
4

√
2
3

0

−1
3

√
3
4
−1

2

√
2
3

√
1
2

−1
3

√
3
4

−1
2

√
2
3
−
√

1
2


a pro kompozici x = [x1, . . . , xD] (uvaºujeme °ádkový vektor) platí

clr(x) · V =: ilr(x).

1.3.3 Vlastnosti sou°adnic

V²echny t°i typy logpodílových sou°adnic p°evádí perturbaci a mocninnou

transformaci na simplexu na sou£et a násobení skalárem v reálném prostoru. Clr

koe�cienty a ilr sou°adnice navíc zachovávají skalární sou£in, jsou tedy izome-

trické. U ilr sou°adnic nevzniká ani problém se singularitou varian£ní matice.

Lze proto na za£átku analýzy kompozi£ní data p°evést na sou°adnice vzhledem

k ortonormální bázi, coº odpovídá ilr sou°adnicím, a provést poºadovanou ana-

lýzu. Poté je p°ípadn¥ moºné výsledky zobrazit zp¥t na kompozice a interpretovat

výsledky.

Pro výpo£et korela£ního koe�cientu ve smyslu p·vodních kompozi£ních sloºek

nejsou ale clr koe�cienty a ilr sou°adnice obecn¥ vhodné. U clr koe�cient· totiº

narazíme na problém negativního vychýlení, protoºe platí, ºe sou£et clr koe�ci-

ent· je konstantní (konkrétn¥ nulový). Vektor ilr sou°adnic D-sloºkové kompozice

rovn¥º není ve svém obecném tvaru vyhovující, protoºe má pouze D − 1 prvk·,

a proto není moºné jednozna£n¥ p°i°adit sou°adnici ke konkrétní sloºce kompo-

zice. V následující kapitole tudíº sestrojíme so�stikovan¥j²í ilr sou°adnice, které

jsou ur£ené speciáln¥ pro výpo£et korela£ního koe�cientu, tzv. symetrické pivo-

tové sou°adnice. Dále pak p°edstavíme i jiné zp·soby m¥°ení lineární asociace

mezi sloºkami kompozi£ních dat, op¥t zaloºené na bilancích.
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2 Míry lineární asociace

Druhá kapitola nejd°íve uvede standardní Aitchison·v p°ístup pro m¥°ení aso-

ciace mezi dv¥ma sloºkami kompozice pomocí varia£ní matice. Poté p°edstavíme

p°ístupy pro ur£ení míry lineární asociace mezi sloºkami, a to s vyuºitím syme-

trických pivotových sou°adnic [15] a také pomocí míry b-asociace [7]. Hlavním

zdrojem informací jsou £lánky [7], [15] a knihy [3], [17] a [18].

2.1 Varia£ní matice

Protoºe výpo£et standardní korela£ní matice nedává pro p·vodní sloºky kom-

pozi£ních dat uspokojivé výsledky (viz podkapitola 1.2), p°i²el John Aitchison

v [1] s vlastním zp·sobem m¥°ení asociace mezi dv¥ma sloºkami, která odpovídá

mí°e proporcionality mezi sloºkami. Ta je vyjád°ena pomocí rozptylu logaritmu

podílu p°íslu²ných sloºek. Pokud spo£teme takovou charakteristiku pro v²echny

kombinace sloºek, získáme varia£ní matici.

De�nice 2.1 Varia£ní maticí (náhodné) kompozice x = [x1, . . . , xD] z SD na-

zveme matici D2 prvk·, de�novaných jako

tij = var
(
ln
xi
xj

)

a odhadovaných z výb¥ru kompozic xn = [xn1, . . . , xnD], n = 1, . . . , N hodnotou

t̂ij =

[
1

N − 1

N∑
n=1

ln2 xni
xnj

]
− N

N − 1
ln2 xi

xj
,

kde N je po£et pozorování.

Míra proporcionality mezi sloºkami je v¥t²í, jestliºe logaritmus podílu má

tendenci být konstantní. V p°ípad¥ vysoké míry proporcionality se tudíº hod-

noty p°íslu²ného prvku matice blíºí 0. Logaritmus podílu m·ºeme normovat tak,
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aby tvo°il bilanci dvousloºkové kompozice [xi, xj] a po£ítáme klasický výb¥rový

rozptyl pro tyto bilance.

t∗ij = var
(

1√
2
ln
xi
xj

)
.

Z vlastnosti rozptylu vyplývá, ºe t∗ij = 1
2
tij. Ob¥ verze matice jsou symetrické,

jelikoº pro veli£iny A, B a C s kladným oborem hodnot platí, ºe ln (A/B) =

− ln (B/A) a var(−C) = var(C). Na diagonále obou matic se nachází nuly.

Pokud chceme prvky varia£ní matice normovat na interval (0, 1〉, vypo£teme

její prvky následovn¥ [4],

τij = exp

(
−var

(
1√
2
ln
xi
xj

))
(2.1)

V tomto p°ípad¥ zna£í vysokou proporcionalitu sloºek hodnoty blíºící se k 1.

Nicmén¥ se stále jedná pouze o normované hodnoty varia£ní matice, a ne o kore-

la£ní míru. M¥°ení proporcionality totiº neumoº¬uje rozli²ovat mezi pozitivní a

negativní asociací jako u korela£ního koe�cientu. Dal²ím problémem je absence

statistických metod pro testování významnosti prvk· varia£ní matice.

2.2 Symetrické pivotové sou°adnice

Nedostatky varia£ní matice vedly ke snaze m¥°it sílu asociace mezi sloºkami

kompozice pomocí korela£ního koe�cientu mezi ur£itými ortonormálními ilr sou-

°adnicemi vzhledem k Aitchisonov¥ geometrii. Jelikoº se jedná o ortonormální

sou°adnice, mohou být pouºity korela£ní míry zaloºené na euklidovské geometrii,

jako t°eba práv¥ Pearson·v korela£ní koe�cient. P°íkladem takových sou°adnic

jsou symetrické pivotové sou°adnice [15], které zachycují ve²kerou informaci ve

form¥ agregovaných logaritm· podíl· obou kompozi£ních sloºek, jejichº vztah

sledujeme. Poj¤me se nyní blíºe zam¥°it na jejich konstrukci.
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2.2.1 Konstrukce symetrických pivotových sou°adnic

Abychom mohli po£ítat korela£ní koe�cient, pot°ebujeme sestavit bilance,

které vyjad°ují dominanci konkrétní sloºky v·£i ostatním sloºkám. Pokud vez-

meme postupné binární d¥lení vedoucí k bilancím [9]

z = [z1, . . . , zD−1], zi =

√
D − i

D − i+ 1
ln

xi

D−i

√∏D
j=i+1 xj

, (2.2)

kde i = 1, . . . , D−1, pak bilance z1 vyjad°uje ve²kerou relativní informaci sloºky

x1 v·£i zbývajícím sloºkám. Lze ji tedy interpretovat z hlediska dominance sloºky

x1 v·£i pr·m¥rnému chování zbývajících sloºcek (nebo´ bereme jejich geometrický

pr·m¥r). U následujících bilancí uº ale chybí sloºka x1, a tedy i pot°ebná interpre-

tace bilancí. Pro ú£ely m¥°ení vztahu mezi dv¥ma sloºkami nás konkrétn¥ zajímá

bilance vyjad°ující míru dominance sloºky x2 v kompozici. P°íslu²ný sou°adni-

cový systém z∗ = [z∗1 , . . . , z
∗
D−1] vznikne permutací sloºek z = [z1, . . . , zD−1] ve

vztahu (2.2). Proto je t°eba uvaºovat uvedené dva systémy sou°adnic z a z∗,

respektive jejich první dv¥ sou°adnice

z1 =

√
D − 1

D
ln

x1

D−1

√∏D
i=2 xi

, z2 =

√
D − 2

D − 1
ln

x2

D−2

√∏D
i=3 xi

a

z∗1 =

√
D − 1

D
ln

x2

D−1

√
x1
∏D

i=3 xi

, z∗2 =

√
D − 2

D − 1
ln

x1

D−2

√∏D
i=3 xi

.

První dv¥ sou°adnice z obou systém· úpln¥ popisují podkompozici [x1, x2]

v rámci dané kompozice. Vezm¥me nyní £ásti ortonormálních bází odpovídající

p°íslu²ným dv¥ma bilancím z obou sou°adnicových systém·
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Vz
D×2

=



√
D−1
D

0

− 1
D−1

√
D−1
D

√
D−2
D−1

− 1
D−1

√
D−1
D

1
D−2

√
D−2
D−1

...
...

− 1
D−1

√
D−1
D

1
D−2

√
D−2
D−1


,

Vz∗
D×2

=



− 1
D−1

√
D−1
D

√
D−2
D−1√

D−1
D

0

− 1
D−1

√
D−1
D

1
D−2

√
D−2
D−1

...
...

− 1
D−1

√
D−1
D

1
D−2

√
D−2
D−1


,

kde matice Vz∗ vznikne vým¥nou prvního a druhého °ádku matice Vz. Lze odvo-

dit [15], ºe mezi prvními dv¥ma sou°adnicemi z a z∗ platí vztah

[z∗1 , z
∗
2 ] = [z1, z2]Vz

TVz∗ ,

kde ortogonální matice Vz
TVz∗ má tvar

Vz
TVz∗ =

 − 1
D−1

√
D−2
D

D
D−1√

D−2
D

D
D−1

1
D−1

 .

Podle vztahu (1.1) pro bilance z kapitoly 1.3.2 platí

z1 =
D∑
i=1

vi1 lnxi, z2 =
D∑
i=1

vi2 lnxi,
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z∗1 =
D∑
i=1

v∗i1 lnxi, z∗2 =
D∑
i=1

v∗i2 lnxi.

Tyto bilance pouºijeme k sestrojení nových symetrických pivotových sou°ad-

nic. Ve²kerou relativní informaci týkající se sloºky x1 zachycují vektory v1 a v∗2,

tedy první sloupec (°ádkový vektor) matice Vz a druhý sloupec matice Vz∗ . Proto

nová symetrická pivotová sou°adnice zs1 odpovídá sm¥ru osy úhlu mezi v1 a v∗2.

Podobn¥ i druhá sou°adnice zs2 odpovídá sm¥ru osy úhlu mezi vektory v2 a v∗1.

Novou sou°adnici zs1 tedy spo£teme jako

zs1 =
1

‖v1 + v∗2‖
lnx(v1 + v∗2)

T ,

kde

v1 + v∗2 =

[
D − 1 +

√
D(D − 2)√

D(D − 1)
,− 1√

D(D − 1)
,

−
√
D − 2 +

√
D√

D(D − 1)(D − 2)
, . . . ,−

√
D − 2 +

√
D√

D(D − 1)(D − 2)

]

a norma ‖v1 + v∗2‖ =

√√√√((D − 1) +
√
D(D − 2)

)2
D(D − 1)

+
1

D(D − 1)
+ (D − 2) ·

(√
D − 2 +

√
D
)2

D(D − 1)(D − 2)
=

√
2 · (D − 1 +

√
D(D − 2))

(D − 1)
.
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Z p°edchozích vztah· lze odvodit koe�cienty pro logkontrast p°íslu²ný syme-

trické pivotové sou°adnici zs1

v1 + v∗2
‖v1 + v∗2‖

=

[√
D − 1 +

√
D(D − 2)

√
2D

,− 1√
2D(D − 1 +

√
D(D − 2))

,

−
√
D − 2 +

√
D√

2D(D − 2)(D − 1 +
√
D(D − 2))

, . . . ,

−
√
D − 2 +

√
D√

2D(D − 2)(D − 1 +
√
D(D − 2))

]
.

Výsledné symetrické pivotové sou°adnice pak vypadají následovn¥ (p°i kon-

strukci zs2 postupujeme analogicky)

zs1 =

√
D − 1 +

√
D(D − 2)

2D
ln

x1

x
1

D−1+
√

D(D−2)

2 (x3x4 · · ·xD)
√
D−2+

√
D√

D−2(D−1+
√

D(D−2))

,

zs2 =

√
D − 1 +

√
D(D − 2)

2D
ln

x2

x
1

D−1+
√

D(D−2)

1 (x3x4 · · ·xD)
√
D−2+

√
D√

D−2(D−1+
√

D(D−2))

.

Sou°adnice zs1 a zs2 vyjad°ují symetricky dominanci sloºek x1 a x2 vzhledem

k dal²ím sloºkám. Sou°adnice zs1, z
s
2, z3, . . . , zD−1, resp. z

s
1, z

s
2, z
∗
3 , . . . , z

∗
D−1 potom

tvo°í ortonormální sou°adnice kompozice x. Sloºitý tvar mocnitel· ve jmenovateli

slouºí k normování sou°adnic, aby bylo dosaºeno ortonormality. Odli²ný koe�cient

u sloºky x2, resp. x1 ve jmenovateli zase umoº¬uje dosaºení symetrie sou°adnic.

Kdyº upravíme pom¥r obou exponent· ve jmenovateli

1

D−1+
√
D(D−2)

√
D−2+

√
D√

D−2(D−1+
√
D(D−2))

=

√
D − 2

√
D − 2 +

√
D
,

tak vidíme, ºe s rostoucím po£tem sloºek se pom¥r blíºí 1/2 ve prosp¥ch zbýva-

jících sloºek. S rostoucím po£tem sloºek rovn¥º klesá efekt r·zných exponent·
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ve jmenovateli a sou°adnice zs1 a zs2 se blíºí (aº na konstantu) prvním dv¥ma clr

koe�cient·m

ln
x1

D
√
x1 · x2 · · ·xD

, ln
x2

D
√
x1 · x2 · · ·xD

pro D →∞.

2.2.2 Korela£ní analýza se symetrickými pivotovými sou-

°adnicemi

Symetrické pivotové sou°adnice byly sestrojeny p°edev²ím za ú£elem ur£ení

korelace, v tomto p°ípad¥ mezi sou°adnicemi, které vyjad°ují vºdy jednu sloºku

kompozice vzhledem k ostatním sloºkám. K ur£ení korelace mezi sou°adnicemi

m·ºeme pouºít nap°. klasický Pearson·v korela£ní koe�cient (viz de�nice 1.4)

ρ(zs1, z
s
2) =

cov(zs1, z
s
2)√

var(zs1) · var(zs2)
.

Výhodou pouºití je jeho velká roz²í°enost ve statistice. Na rozdíl od varia£ní

matice lze rozli²it pozitivní a negativní asociaci mezi bilancemi. Navíc m·ºeme

pouºít standardní testování významnosti. Nicmén¥ je d·leºité si uv¥domit, ºe se

nejedná o korelaci mezi p·vodními sloºkami kompozice, ale k nim p°i°azenými

sou°adnicemi. Hodnota korela£ního koe�cientu je ovlivn¥na i ostatními sloºkami

kompozice, nejen dv¥ma sledovanými sloºkami, coº ov²em koresponduje s vla-

stnostmi kompozi£ních dat.

Kladná hodnota korela£ního koe�cientu znamená, ºe dominance sledovaných

sloºek nad pr·m¥rným zástupcem ostatních sloºek roste soub¥ºn¥. Naopak zá-

porná hodnota zna£í, ºe bilance se pohybují opa£n¥. Nulová hodnota odpovídá

nekorelovanosti bilancí. Protoºe kaºdá bilance obsahuje jak sloºku x1, tak sloºku

x2, pak pokud vzroste hodnota zs1, musí nutn¥ hodnota z
s
2 poklesnout. Sloºka x2

v sou°adnici zs1, resp. x1v z
s
2 je v²ak pouze jednou z D− 1 sloºek ve jmenovateli,

a proto je efekt mnohem men²í.

Pokud spo£teme korela£ní koe�cient mezi bilancemi odpovídajícími kaºdé

dvojici sloºek v kompozici x = [x1, . . . , xD], získáme kompozi£ní korela£ní matici
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RC(x) o rozm¥rech D×D. Matice je symetrická, na diagonále má jedni£ky. Na-

víc, pokud kompozici x p°e²kálujeme a posuneme, tzn. perturbujeme x kompozicí

b = [b1, . . . , bD] a mocninn¥ transformujeme reálnou konstantou a (a dostaneme

dle de�nice 1.3 kompozici a�x⊕ b = [xa1b1, . . . , x
a
DbD]), tak se kompozi£ní kore-

la£ní matice nezm¥ní [18]

RC(a� x⊕ b) = RC(x).

Existují ale je²t¥ dal²í metody zaloºené na sou°adnicích z a z∗ z podkapi-

toly 2.2.1. Nap°íklad vypo£ítat korela£ní koe�cient pro dvojice sou°adnic z1, z2

a z∗1 , z
∗
2 a poté vzít pr·m¥rnou hodnotu koe�cient·

ρave(z, z
∗) =

ρ(z1, z2) + ρ(z∗1 , z
∗
2)

2
.

Dal²í moºností je spo£ítat varian£ní matice Σz a Σz∗ odpovídající prvním

dv¥ma sou°adnicím ze systém· z i z∗ zvlá²´ a následn¥ spo£ítat spole£nou va-

rian£ní matici Σp(z, z
∗) (tzv. pooled covariance matrix ) jako pr·m¥r matic Σz

a Σz∗ , p°i£emº

Σz =

(
var(z1) cov(z1, z2)

cov(z2, z1) var(z2)

)
, Σz∗ =

(
var(z∗1) cov(z∗1 , z

∗
2)

cov(z∗2 , z
∗
1) var(z∗2)

)

a

Σp(z, z
∗) =

Σz +Σz∗

2
=

(
Σp11 Σp12

Σp21 Σp22

)
.

Vyuºitím prvk· této matice pak získáme výsledný korela£ní koe�cient

ρpool(z, z
∗) =

Σp12√
Σp11Σp22

.

2.3 Míry b-asociace

V dal²í £ásti se budeme zabývat m¥°ením asociace mezi sloºkami kompozice

de�nované na základ¥ bilancí konstantních nap°í£ výb¥rem. Tento vztah nazý-
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váme b-asociací. V praxi se p°esná b-asociace p°íli² nevyskytuje, proto se pouºí-

vají míry stupn¥ b-asociace, které lze i statisticky testovat.

2.3.1 P°esná lineární asociace prom¥nných

V mnohorozm¥rné analýze reálných dat °ekneme, ºe je skupina g prom¥nných

s indexy z mnoºiny G p°esn¥ korelovaná se skupinou h prom¥nných s indexy z H,

pokud platí vztah ∑
i∈G

αixi = β0 +
∑
j∈H

βjxj.

Tedy v²echny body z výb¥ru leºí na jedné nadrovin¥ reálného prostoru. Pokud

kaºdá skupina obsahuje pouze jednu sloºku, dostaneme jednoduchý lineární model

x1 = (β0/α1) + (β1/α1)x2.

Pro kompozi£ní datový soubor Xn×D (náhodný výb¥r z rozd¥lení kompozice

[x1, . . . , xD]) kde °ádky jsou D-sloºkové kompozice xi, vypadá jednorozm¥rné

lineární omezení na simplexu následovn¥

D∑
i=1

αi lnxi = k,
D∑
i=1

αi = 0.

Tzn. existuje logkontrast, který je konstantní nap°í£ výb¥rem. Jestliºe tento vztah

platí, pak °ekneme, ºe existuje kompozi£ní asociace mezi skupinou sloºek s klad-

nými, resp. zápornými hodnotami koe�cient· α, kterou nazýváme c-asociací.

Podmínka na koe�cienty αi zajistí, ºe logkontrast je invariantní v·£i zm¥n¥ m¥-

°ítka D-sloºkové kompozice [x1, . . . , xD]. Pokud výb¥r spl¬uje d < D − 1 nezá-

vislých jednorozm¥rných omezení, pak leºí v²echny body výb¥ru na nadrovin¥

dimenze D − 1− d.

Pro v¥t²í po£et sloºek se c-asociace interpretuje mnohem obtíºn¥ji. V takovém

p°ípad¥ pot°ebujeme najít pouze sloºky, které hrají v logkontrastu významnou

roli (tedy absolutní hodnota p°íslu²ných α je velká). Dále hledáme co nejv¥t²í

po£et sloºek, jejichº α je blízké nule, abychom je mohli v asociaci zanedbat. Pro-

blém se komplikuje, pokud zárove¬ vyºadujeme nízkou variabilitu logkontrast·.
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Nebo´ kdyº se omezíme jen na významné p°ísp¥vky sloºek, nezaru£íme tím nízkou

variabilitu takto upravených logkontrast·.

Existují speciální logkontrasty, jejichº interpretace je zna£n¥ jednodu²²í. Jedná

se o bilance p°edstavené v podkapitole 1.3.2. Asociace mezi bilancemi nazýváme

b-asociacemi. Nech´ je dán výb¥r z D-sloºkové kompozice X o rozsahu n. Sloºky

kompozice rozd¥líme do t°í nep°ekrývajících se skupin G = {x1, x2, . . . , xg}, H =

{xg+1, . . . , xg+h} a R = {xg+h+1, . . . , xD}. Uvaºujme bilanci

B(G/H) = ln
g(G)

g(H)
, (2.3)

kde g(·) zna£í geometrický pr·m¥r argument·. Bilance B(G/H) je logkontrast

se t°emi r·znými α koe�cienty: 1/g pro skupinu G, 1/h pro skupinu H a 0 pro

skupinu R. Skupiny G a H jsou b-asociované, pokud je bilance B(G/H) kon-

stantní nap°í£ výb¥rem, tedy var[B(G/H)] = 0, kde var(·) ozna£uje výb¥rový

rozptyl. P°itom b-asociaci skupin G a H lze snadno interpretovat jako propor-

cionalitu mezi geometrickými pr·m¥ry sloºek v kaºdé skupin¥. Pokud je bilance

konstantní, pak ln g(G) = k1 + ln g(H) pro reálnou konstantu k1. Jestliºe na

rovnici aplikujeme exponenciální funkci, dostaneme tvar g(G) = k2 · g(H), kde

k2 = exp (k1) je kladná konstanta.

Pro p°ípad kdy G = {x1} aH = {x2}má bilance tvar jednoduchého logaritmu

podílu, b-asociace je potom vyjád°ena jednou z ekvivalentních podmínek

B ({x1} / {x2}) = ln
x1
x2

= k, var [B ({x1} / {x2})] = 0.

2.3.2 P°ibliºná b-asociace

Protoºe se p°esná b-asociace v praxi nevyskytuje, je t°eba zavést míry stupn¥

b-asociace. Prvním p°ístupem je Aitchisonova varia£ní matice (viz podkapitola 2.1),

která je mírou (nedostatku) b-asociace. Pokud chceme posoudit významnost b-

-asociace, musíme hodnoty varia£ní matice normovat. Nejprve zavedeme celkový

rozptyl
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totVar(X) =
1

2D

D∑
i=1

D∑
j=1

var
[
ln
xi
xj

]
.

�leny varia£ní matice pak normujeme sou£tem v²ech sloºek varia£ní matice

následovn¥

tnormij =
var [lnxi/xj]

2D · totVar (X)
.

Výsledné hodnoty ale závisí na po£tu sloºek v kompozici, proto je t°eba pou-

ºít jiný p°ístup. Pokud by sloºky kompozice byly naprosto neproporcionální, její

varia£ní matice by m¥la hodnoty rovnom¥rn¥ rozloºené mezi v²echny svoje nedi-

agonální £leny. Hodnota celkového rozptylu by byla 2D ·totVar(X)/(D ·(D−1)),

kterou lze pouºít k normování [6]

T normij =
D(D − 1)var(ln(xi/xj))

2D · totVar (X)
=

(D − 1)var(ln(xi/xj))
2 · totVar (X)

.

Pokud T normij < 1, pak lze usuzovat na asociaci mezi p°íslu²nými sloºkami

kompozice. Ze zku²enosti ale vyplývá, ºe aº hodnoty pod 0,2 zna£í skute£nou

b-asociaci [7].

M¥°ení míry b-asociace prost°ednictvím lineárního modelu

V podkapitole 2.3.1 jsme uvedli, ºe b-asociace mezi skupinami sloºek G a H se

dá vyjád°it lineárním modelem g(G) ∼= k·g(H), resp. pokud vztah logaritmujeme,

dostaneme tvar

ln g(G) ∼= k1 + β1 ln g(H), k1 = ln k.

V p°ípad¥ b-asociace je sm¥rnice β1 p°ibliºn¥ rovna jedné. Model není invariantní

v·£i zm¥n¥ m¥°ítka, proto je pot°eba ho p°evést. Jestliºe se kompozice skládá ze
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t°í skupin sloºek G, H a R, m·ºeme nap°íklad od kaºdé strany rovnice ode£íst

ln g(R) a dostaneme lineární model

ln
g(G)

g(R)
= β0 + β1 ln

g(H)

g(R)
+ ε, (2.4)

kde ε zna£í náhodnou chybu a skupina sloºek R referen£ní kompozici. Bilanci

ln g(G)/g(R) budeme, jak jiº bylo zmín¥no d°íve, dále ozna£ovat B(G/R) a ob-

dobn¥ bude vypadat i bilance obsahující skupinu H, tzn. B(H/R) (B jako bi-

lance). Pokud je β1 p°ibliºn¥ rovno jedné, platí proporcionalita skupin sloºek

pro malé hodnoty náhodné chyby. Její velikost je relativní vzhledem k bilancím

B(G/R) a B(H/R), které jsou závislé na referen£ní kompozici.

Protoºe ob¥ bilance hrají v modelu symetrickou roli, nem·ºeme parametry

odhadovat metodou nejmen²ích £tverc· (ordinary least squares, zkrácen¥ OLS).

Pro tyto p°ípady je t°eba pouºít ortogonální regresi, konkrétn¥ odhad MA (z an-

glického major axis, tedy hlavní osa) a SMA (z anglického standardized major

axis, tedy standardizovaná hlavní osa). Cílem totiº není predikovat veli£inu Y na

základ¥ X jako u klasické regrese, ale popsat vztah mezi dv¥ma prom¥nnými. Od-

hadnutá regresní p°ímka vyjad°uje dvourozm¥rná data pomocí jediné dimenze,

dosp¥jeme k redukci po£tu rozm¥r·. P°ístupy se li²í tvarem reziduí, které v regresi

minimalizujeme. P°i pouºití klasické metody nejmen²ích £tverc· minimalizujeme

sou£et £tverc· hodnot reziduí z modelu (2.4).

V obrázku 2.1, který je p°evzatý z £lánku [7] a následn¥ upraven, vidíme dv¥

regresní p°ímky se sm¥rnicí 1 (tu£ná) a 0,3 (tenká). �ernou p°eru²ovanou £árou

jsou vyzna£ena rezidua metody nejmen²ích £tverc·, rovnob¥ºná s vertikální osou.

MA rezidua vedeme kolmo od bodu na p°íslu²nou regresní p°ímku (£erven¥),

jedná se o nejkrat²í vzdálenost mezi bodem a p°ímkou. Metoda MA odpovídá

první hlavní komponent¥ vypo£tené z varian£ní matice pro centrovaná data.

Odhad SMA získáme jako odhad MA pouºitý na standardizovaná data. SMA

a MA rezidua se kryjí, pokud je sm¥rnice rovna jedné. Obecn¥ je najdeme jako

p·lku úhlop°í£ky obdélníku, jenº má vrchol v bod¥, jehoº reziduum hledáme a

jehoº strany získáme projekcemi bodu na regresní p°ímku, které jsou rovnob¥ºné
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Obrázek 2.1: Rezidua r·zných odhad· regresního modelu.

s horizontální a vertikální osou. SMA reziduum je vyzna£eno plnou modrou £arou

a £árkovan¥ je nazna£ený i p°íslu²ný obdélník. Úhlop°í£ka je úm¥rná obsahu troj-

úhelníku, který je tvo°en pozorováním a regresní p°ímkou. Lze proto °íci, ºe SMA

odhad minimalizuje plochu t¥chto trojúhelník· p°es v²echna pozorování. Metoda

SMA je ekvivalentní hledání první hlavní komponenty p°i pouºití korela£ní ma-

tice [20]. Je nutno dodat, ºe ortogonální regrese p°edpokládá, ºe sou°adnicové osy

jsou na sebe kolmé. Osy v podob¥ bilancí B(G/R) a B(H/R) v²ak ortogonální

nejsou. Na²t¥stí se tím odhady parametr· modelu nezm¥ní, ale mohou se mírn¥

zm¥nit výpo£ty reziduí a jejich sou£tu £tverc·.
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Pomocí charakteristik zavedených bilancí de�nujeme míry (nedostatku) b-

-asociace. První z nich je φ statistika [16]

φ(B(G/R), B(H/R)) =
var(B(G/R)−B(H/R))

var(B(G/R))
. (2.5)

Ozna£me si podíl g(G)/g(R) jako X a g(H)/g(R) jako Y a upravme výraz

var(ln (X/Y )) pomocí vlastností rozptylu náhodné veli£iny a dal²ími ekvivalent-

ními úpravami

var(ln(X/Y )) = var(lnX) + var(lnY )− 2 · cov(lnX, lnY )

= var(lnX)

(
1 +

var(lnY )

var(lnX)
− 2

√
var(lnY )

var(lnX)

cov(lnX, lnY )√
var(lnX)var(lnY )

)
= var(lnX)(1 + β2 − 2β |rlnX, lnY |),

kde β je SMA odhad aº na znaménko

β =

√
var(lnY )

var(lnX)

a rlnX, lnY zna£í korela£ní koe�cient mezi lnX a lnY . P°i výpo£tu statistiky φ

z dat pak pouºijeme místo teoretických hodnot rozptylu a korela£ního koe�ci-

entu výb¥rové (zna£íme st°í²kou) a za X s Y dosadíme zp¥t p°íslu²né výrazy.

Z p°edchozího odvození platí, ºe

φ(B(G/R), B(H/R)) = 1 + β̂2 − 2β̂
∣∣r̂B(G/R), B(H/R)

∣∣ .
Z tvaru charakteristiky je z°ejmé, ºe p°esné b-asociace je dosaºeno, kdyº

β̂ = 1 a r̂B(G/R), B(H/R) = 1. Kaºdé odchýlení od t¥chto hodnot zv¥t²uje hodnoty

φ(B(G/R), B(H/R)), tudíº hovo°íme o mí°e nedostatku b-asociace. φ statistika

postrádá symetrii, kterou p°irozen¥ od míry asociace mezi dv¥ma veli£inami o£e-

káváme. Proto zavedeme dal²í míru asociace ρ

ρ(B(G/R), B(H/R)) =
2cov(B(G/R), B(H/R))

var(B(G/R)) + var(B(H/R))
. (2.6)
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Op¥t provedeme substituci g(G)/g(R) za X a g(H)/g(R) za Y

2cov(lnX, lnY )

var(lnX) + var(lnY )
= 2 · cov(lnX, lnY )√

var(lnX)var(lnY )
·
√
var(lnX)var(lnY )

var(lnX) + var(lnY )

=
2rlnX, lnY

var(lnY )√
var(lnX)var(lnY )

+ var(lnX)√
var(lnX)var(lnY )

=
2rlnX, lnY√

var(lnY )
var(lnX)

+
√

var(lnX)
var(lnY )

=
2rlnX, lnY
β + 1

β

,

kde rlnX, lnY a β je de�nováno stejn¥ jako u φ statistiky. Po dosazení odhad·

parametr· dostáváme míru b-asociace

ρ(B(G/R), B(H/R)) =
2r̂B(G/R), B(H/R)

β̂ + 1

β̂

,

jejíº hodnoty se pohybují na intervalu 〈−1, 1〉. Hodnota 1 odpovídá p°esné pro-

porcionalit¥, naopak −1 p°esnou reciprocitu. Je ov²em t°eba pamatovat, ºe ob¥

zmín¥né statistiky jsou de�nované vzhledem k dané refen£ní (pod)kompozici R.

2.3.3 Testování b-asociace

Pokud chceme testovat b-asociaci, nelze jednodu²e pouºít nulovou hypotézu

H0 : B(G/H) = k,

protoºe nep°ipou²tí ºádnou variabilitu testovací statistiky. Kaºdá odchylka od

nulové hypotézy by totiº vedla k jejímu zamítnutí. Proto je t°eba zade�novat

nulovou hypotézu alternativn¥.

Testování na jednotkovou sm¥rnici

Pokud uvaºujeme model (2.4), lze hypotézu o b-asociaci skupin sloºek G a H

naformulovat následovn¥

H ′0 : β1 = 1.
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H ′0 neimplikuje H0, protoºe m·ºe platit i v p°ípad¥ velkých reziduí modelu. Je

tedy slab²í neº H0. Testování H ′0 provedeme pomocí MA nebo SMA odhadu pro

β1 [20]

β̂MA =
(s2yy − s2xx) +

√
(s2yy − s2xx)2 + s2xy

2sxy
, β̂SMA = sign(sxy)

syy
sxx

,

kde indexy x a y zna£í osy B(G/R) a B(H/R) a s je výb¥rová kovariance mezi

veli£inami ur£enými indexy. Oba odhady budou tém¥° shodovat, kdyº je sm¥rnice

p°ímky blízko jedné (viz obrázek 2.1). Pro MA i SMA lze parametr β0 odhadnout

jako β̂0 = y − β̂1x, kde pruhem zna£íme p°íslu²né výb¥rové pr·m¥ry.

Testovací statistika je zaloºena na korelaci mezi vyrovnanými hodnotami a

rezidui za p°edpokladu, ºe H ′0 platí, tzn. β1 = 1. Dosadíme tedy za β1 do vztahu

pro rezidua ε′ = y − β̂0 − β̂1 · x a pro vyrovnané hodnoty

f ′MA = β̂1 · (y − β̂0) + x, f ′SMA = (y − β̂0) + β̂1 · x.

Samotná testovací statistika má tvar

F = (n− 2)
r2ε′f ′

1− r2ε′f ′
.

Za platnosti nulové hypotézy H ′0 a zárove¬ spln¥ní podmínek na nezávislost, nor-

malitu a homoskedasticitu chyb ε ve výb¥ru má F rozd¥lení o 1 a n − 2 stupni

volnosti. Jestliºe platí nulová hypotéza, tak rezidua obsahují uº jen náhodnou

informaci, a tudíº nemohou být signi�kantn¥ korelována s vyrovnanými hodno-

tami.

Problémem uvedeného testování je velká citlivost F-rozd¥lení na nedodrºení

normality reziduí. Pokud p°edpoklad neplatí, poté F-statistika sice stále m¥°í

míru odchylky od jednotkové sm¥rnice, ale p°íslu²ná p-hodnota m·ºe být neinfor-

mativní (vychýlená). Jako dal²í nevýhodu zmi¬me, ºe ve skute£nosti testujeme,

jestli se sm¥rnice regresní p°ímky β1 = ±1, ne jenom β1 = 1. Proto je t°eba ru£n¥
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ov¥°it, jestli nezamítnutí nulové hypotézy nenastalo kv·li hodnotám blízkým −1,

coº m·ºe být p°i realizaci mnoha test· pracné. �e²ením m·ºe být automatické

zamítnutí nulové hypotézy v p°ípad¥ záporného odhadu β̂1.

Regresní test

Dal²í test p°edpokládá zavedení referen£ní kompozice. Sloºky kompozice op¥t

rozd¥lujeme do skupin G, H a R, nap°íklad v po°adí (G,H,R), m·ºeme v²ak

pouºít i jiné podkompozice jako referen£ní. Uvaºujme model

B(G/H) = γ0 + γ1B(G,H/R) +
r∑
j=2

γjBj + e, (2.7)

kde e zna£í náhodnou chybu, B(G,H/R) je bilance z°et¥zených skupin G a H

nad R. Za Bj volíme bilance pro podkompozici R, které mohou být ortogonální.

Standardní regresní F-test testující, ºe γj = 0 pro j = 1, . . . , r odpovídá nulové

hypotéze

H ′′0 : B(G/H) = γ0 + e.

Stejn¥ jako H ′0, i H
′′
0 se li²í od H0. Nulovou hypotézu z regresního testu

nezamítáme ani pro velká rezidua v modelu, pokud se nedají predikovat z re-

feren£ní kompozice. To znamená, ºe test je siln¥j²í pro v¥t²í po£et prediktor·

v modelu. V p°ípad¥ velké kompozice obsahující desítky aº stovky prom¥nných

je ov²em test aº p°íli² p°ísný. Model lze zjednodu²it a uvaºovat pouze jeden

£len B(G/H) = γ0 + γ1B(G,H/R) + e. P·vodní model (2.7) uºijeme jen v p°í-

pad¥ silného vztahu mezi G a H a chceme-li být p°ísní v redukci chyby druhého

druhu. Zjednodu²ený model dává stejné p-hodnoty jako test jednotkové sm¥rnice,

nicmén¥ zjednodu²ený regresní test nerozli²uje znaménko β1. Op¥t lze hodnoty

F-statistiky brát jako sm¥rodatné, i pokud nebyly spln¥ny p°edpoklady na rezi-

dua. Na p-hodnoty je ov²em nutné pohlíºet kriticky, zvlá²´ kdyº máme k dispozici

kompozice s velkým po£tem sloºek.
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3 Korela£ní analýza reálných dat

3.1 Data

Ve t°etí kapitole provedeme korela£ní analýzu datového souboru pocházejícího

ze studie na Fakult¥ t¥lesné kultury Univerzity Palackého v Olomouci. Podrobné

informace o studii a sb¥ru dat nalezneme v £láncích [10], [11]. Kompozi£ní datový

soubor, který budeme ozna£ovat názvem activity, obsahuje data o rozloºení fy-

zické aktivity b¥hem dne. Skládá se celkem ze £ty° sloºek: sedavá (sedentary)

aktivita, lehká (light), st°edn¥ náro£ná (moderate) a náro£ná (vigorous) po-

hybová aktivita v minutách za den. Data byla sbírána pomocí akcelerometru

p°ipevn¥ného k pasu ú£astník· výzkumu v cpm (counts per minute). Hranice

jednotlivých kategorií byly ur£eny dle tabulky 3.1.

sedentary do 100 cpm
light od 100 do 2296 cpm
moderate od 2296 do 4012 cpm
vigorous od 4012 cpm

Tabulka 3.1: Hranice pro rozd¥lení £asu mezi jednotlivé typy aktivit.

Nicmén¥ je t°eba zd·raznit, ºe nelze najít dokonalé hranice, a proto vºdy

nemusí odpovídat za°azení aktivity realit¥. To je zp·sobeno i problematickou

jednotkou cpm (counts per minute), která je v sou£asnosti nahrazována jinými

jednotkami.

M·ºe se zdát tro²ku zavád¥jící, ºe první kategorii ozna£ujeme jako �sedavou� ,

nebo´ do ní zahrnujeme krom¥ sezení i leºení a stání. Dále v²ak budeme tyto

£innosti ozna£ovat jako sedentary (tedy sedavé). Pod lehkou náro£nou aktivitou

si m·ºeme p°edstavit nap°íklad ch·zi £i domácí práce. Obecn¥ je ale p°echod

mezi sedavou a lehkou aktivitou ²patn¥ detekovatelný. St°edn¥ náro£nou aktivitu

reprezentuje leh£í forma sportování a náro£nou aktivitu uº ú£astníci popisují

jako £innost, p°i které se zpotí a zadýchají. M¥°ení probíhalo na d¥tech od 7

do 12 let z náhodn¥ vybraných základních ²kol na místech s r·zným po£tem
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obyvatel ve východní oblasti �eské republiky. Fyzická aktivita byla monitorována

ve dvou obdobích b¥hem roku 2013 a 2014. M¥°ení probíhalo po celý týden ve

v²ední i víkendové dny a hodnoty byly následn¥ zpr·m¥rovány. Bohuºel tedy nelze

sledovat rozdílnou strukturu mezi ²kolními dny a víkendem, p°estoºe reºim m·ºe

být £asto velmi odli²ný. Pro lep²í p°edstavu si zobrazíme první £ty°i z 426 °ádk·

kompozi£ního datového souboru activity (tabulka 3.2).

sedentary light moderate vigorous
349,60 217,00 24,80 14,40
338,20 250,20 13,60 8,00
329,20 250,60 36,60 2,80
243,75 326,50 42,50 7,25

Tabulka 3.2: Prvních p¥t °ádk· datového souboru activity, jednotlivé aktivity
jsou uvedeny v minutách za den.

Abychom získali p°ehled o populaci, na které byla data m¥°ena, zobrazíme si

je²t¥ souhrn charakteristik n¥kterých dopl¬ujících prom¥nných (tabulka 3.3).

v¥k vý²ka váha procento t¥lesného tuku BMI
minimum 7 117,5 20,5 4,0 12,9
1. kvartil 9 136,5 29,5 12,1 15,7
medián 10 142,5 35,4 16.2 17,0
pr·m¥r 9,8 142,9 36,4 17,8 17,6
3. kvartil 11 149,5 41,3 22,6 19,0
maximum 12,8 175,0 76,1 43,1 30,0

Tabulka 3.3: Souhrn charakteristik dopl¬ujících prom¥nných týkající se pozoro-
vaných d¥tí.

3.2 Explora£ní analýza dat

Protoºe provádíme kompozi£ní analýzu dat, p°evedeme si nejd°íve data na

konstantní sou£et, nebo´ nás zajímají podíly sloºek na celku. Tabulka 3.2 se

tedy zm¥ní na tabulku 3.4, která p°edstavuje proporce dne strávené jednotlivými

aktivitami.
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sedentary light moderate vigorous
0,577 0,358 0,041 0,024
0,554 0,410 0,022 0,013
0,532 0,405 0,059 0,005
0,393 0,527 0,069 0,012

Tabulka 3.4: Prvních p¥t °ádk· datového souboru activity uzav°eného na kon-
stantní sou£et.

Dále budeme pozorovat, kolem kterých hodnot se sloºky kompozice pohybují,

a to pomocí kompozi£ního pr·m¥ru (tzv. centra). Spo£ítáme ho jako aritmetický

pr·m¥r clr koe�cient·, následn¥ p°evedený zp¥t na kompozici

x = clr−1

(
1

N

N∑
n=1

clr(xn)

)
.

Hodnoty kompozi£ního pr·m¥ru si zobrazíme pomocí sloupcového grafu (viz ob-

rázek 3.1). Pr·m¥rné dít¥ stráví necelých 48 % dne sezením a tém¥° 46 % dne

lehkou pohybovou aktivitou. Zmín¥né sloºky tedy dominují pr·m¥rné kompozici.

St°edn¥ náro£ná a náro£ná aktivita zaberou v pr·m¥ru uº jen 6,3 %.

Obrázek 3.1: Kompozi£ní pr·m¥r datového souboru activities.

Podrobn¥j²í p°edstavu o poloze a tvaru datového mraku si lze u£init, kdyº si

data vykreslíme do matice ternárních diagram·. Jedná se o obdobu matice bo-
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dových graf· pro dvojice prom¥nných, které ov²em nejsou pro kompozi£ní data

vhodné [13]. Vytvo°íme ternární diagram pro kaºdou dvojici prom¥nných (ob-

rázek 3.2). Jako t°etí sloºku pak zvolíme geometrický pr·m¥r v²ech zbývajících

sloºek a uzav°eme na konstantní sou£et. Kompozi£ní datový soubor následn¥

zakreslíme do trojsloºkového simplexu, coº je trojúhelník, který lze snadno vi-

zualizovat. Velikosti sloºek jednotlivých pozorování potom získáme kolmými pro-

jekcemi bodu na jednotlivé strany trojúhelníku (ozna£ovaného v tomto kontextu

práv¥ jako ternární diagram). V grafech se op¥t projevuje dominance sloºek od-

povídající sedavé a lehce náro£né aktivit¥. Nap°íklad v grafu na pozici (1, 1)

v²echny data leºí u strany trojúhelníka mezi sedavou a lehce náro£nou aktivi-

tou. Nicmén¥ pokud zpr·m¥rujeme sedavou a lehkou aktivitu (graf na posledním

°ádku), m·ºeme sledovat i variabilitu v pom¥ru ke sloºkám st°edn¥ náro£né a

náro£né aktivity.

Obrázek 3.2: Horní diagonála matice ternárních diagram· pro datový soubor
activities.
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Jako dal²í nástroj k prozkoumání dat pouºijeme analýzu hlavních komponent.

Protoºe ale analyzujeme kompozi£ní data, aplikujeme ji na clr koe�cienty centro-

vaného datového souboru X dle knihy [18], který si ozna£íme jako Z. Provedeme

singulární rozklad matice Z, který získáme pomocí matice vlastních vektor· U

matice ZZT , matice vlastních vektor· V matice ZTZ a diagonální matice Λ1/2
D×D

singulárních hodnot matice ZZT (singulární hodnota matice se rovná odmocnin¥

z p°íslu²ného vlastního £ísla matice)

Zn×D = Un×DΛ
1/2
D×DV

T
D×D.

Matice U obsahuje standardizované sou°adnice kompozice. Matici V ozna£u-

jeme jakomatici zát¥ºí, kde sloupce jsou clr koe�cienty nové ortonormální báze na

simplexu. Jednotlivá vlastní £ísla odpovídají rozptylu komponent, p°i£emº kom-

ponenty jsou se°azeny od nejv¥t²ího rozptylu po nejmen²í. Poslední vlastní £íslo

je vºdy nulové, protoºe sloºky clr koe�cient· dávají sou£et 0, a proto je hodnost

matice clr(X) nejvý²e D − 1. Matice UΛ1/2 obsahuje centrované ilr sou°adnice

vzhledem k bázi V a nazývá se matice skór·.

Protoºe analýza hlavních komponent slouºí k redukci dimenze, m·ºeme kom-

ponenty vysv¥tlující pouze malou £ást variability zanedbat a pracovat pouze

s t¥mi významnými. Pokud uvaºujeme jen dv¥ nejvýznamn¥j²í komponenty, lze

je zakreslit do dvourozm¥rného biplotu (obrázek 3.3), ve kterém je zachyceno

λ1 + λ2∑r
i=1 λi

procent variability dat, kde λi zna£í vlastní £íslo odpovídající i-té komponent¥.

Biplot na obrázku 3.3 reprezentuje datový soubor activity dob°e, protoºe jsme

pomocí prvních dvou komponent schopni vysv¥tlit 93,1% variability dat. V grafu

jsou zakreslené jak aproximace jednotlivých pozorování (body) pomocí skór· prv-

ních dvou komponent, tak clr koe�cienty p°íslu²ných sloºek prost°ednictvím zá-

t¥ºí ve form¥ ²ipek. Skóry a zát¥ºe jsou ale p°ed zakreslením do biplotu normovány

diagonální maticí singulárních hodnot.
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Obrázek 3.3: Biplot pro clr koe�cienty datového souboru activity.

Kompozi£ní biplot je t°eba interpretovat jinak neº ten b¥ºný [12]. �ipky se

protínají v centru kompozi£ního datového souboru, který je v po£átku sou°adni-

cové osy, nebo´ jsme data centrovali. Délky jednotlivých ²ipek odpovídají sm¥-

rodatným odchylkám jednotlivých clr koe�cient·, interpretovatelných ve smyslu

dominance jednotlivých sloºek v·£i pr·m¥rnému chování ostatních sloºek v kom-

pozici. Vidíme, ºe výrazn¥ men²í sm¥rodatnou odchylku má clr koe�cient p°í-

slu²ný lehké fyzické aktivit¥, ostatní koe�cienty mají sm¥rodatnou odchylku po-

dobnou. Ozna£me si bj dvojici sou°adnic vektoru zát¥ºí odpovídajícího j-tému

clr koe�cientu kompozice. Délka spojnice mezi vektory bj a bk se p°ibliºn¥ rovná
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rozptylu bilance ln(xj/xk). Jelikoº jedna z de�nic b-asociace uvádí práv¥ rozptyl

bilance, lze ji v biplotu hledat jako krátkou spojnici mezi vrcholy daných slo-

ºek. V grafu 3.3 tedy najdeme nejsiln¥j²í b-asociaci mezi sloºkami sedavé a lehce

náro£né aktivity a poté mezi sloºkami lehké a st°edn¥ náro£né £innosti.

Posledním nástrojem, který pouºijeme pro explora£ní analýzu, bude CoDa

dendrogram, který vizualizuje jednotlivé bilance z postupného binárního d¥lení

popsaného v £ásti 1.3.2. Protoºe je konstrukce postupného binárního d¥lení £ist¥

na rozhodnutí statistika, získáme i r·zné verze CoDa dendrogramu. Graf zob-

razuje hodnoty bilancí na vertikálních osách spojující sloºky pomocí boxplot·.

Hodnoty osy jsou implicitn¥ nastavené na interval (−4, 4). Délky £ar vycháze-

jící z jednotlivých boxplot· vyjad°ují, jakou £ást variability dat vysv¥tluje daná

bilance.

Z prvního CoDa dendrogramu na obrázku 3.4 a popsaného tabulkou 3.5 vy-

£teme, ºe nejv¥t²í podíl variability vysv¥tlí bilance t°í nejleh£ích aktivit oproti

náro£né fyzické aktivit¥. Boxplot posunutý ke kladným hodnotám pak potvrzuje

malou proporci náro£né fyzické aktivity na celku. Z pohledu b-asociace nás za-

jímají malé rozptyly bilancí. P°íkladem m·ºe být bilance mezi sedavou a lehkou

aktivitou.

Bilance
Sloºka z1 z2 z3

sedentary + + +
light + + −

moderate + −
vigorous −

Tabulka 3.5: Postupné binární d¥lení pro datový soubor activity odpovídající
obrázku 3.4.

Obdobn¥ lze v druhém CoDa dendrogramu popsaného tabulkou 3.6 na ob-

rázku 3.5 sledovat malou variabilitu bilance mezi sloºkami Moderate a Light.

Nejv¥t²í £ást variability tentokrát vysv¥tluje bilance pr·m¥ru sloºek Moderate a

Light oproti sloºce Vigorous, coº je obdobné zji²t¥ní jako v p°edchozím dendro-
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gramu. V obou p°ípadech jsou tedy rozdíly mezi d¥tmi ukryté hlavn¥ v pom¥ru

k této sloºce.

Bilance
Sloºka z1 z2 z3

sedentary +
light − + +

moderate − + −
vigorous − −

Tabulka 3.6: Postupné binární d¥lení pro datový soubor activity odpovídající
obrázku 3.5.
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Obrázek 3.4: CoDa dendrogram postupného binárního d¥lení datového souboru
activity z tabulky 3.5.
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Obrázek 3.5: CoDa dendrogram jiného postupného binárního d¥lení datového
souboru activity z tabulky 3.6.
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3.3 Varia£ní matice

Nyní spo£teme a budeme interpretovat varia£ní matici (tabulka 3.7) pro da-

tový soubor activity. V knihovn¥ compositions softwaru R k tomu slouºí

funkce variation.

sedentary light moderate vigorous
sedentary 0.000 0.101 0.237 0.675
light 0.101 0.000 0.146 0.627
moderate 0.237 0.146 0.000 0.439
vigorous 0.675 0.627 0.439 0.000

Tabulka 3.7: Varia£ní matice pro datový soubor activity.

Tabulka 3.7 ukazuje, ºe nejvíce proporcionální jsou sedavá a lehce náro£ná

aktivita. Naopak nejv¥t²í rozdíly jsou v pom¥ru mezi sedavou a náro£nou pohy-

bovou aktivitou. Nyní hodnoty normujeme pomocí exponenciální funkce podle

vztahu (2.1) a vizualizujeme pomocí knihovny corrplot (obrázek 3.6). Zatímco

na dolním trojúhelníku matice jsou konkrétní hodnoty prvk· varia£ní matice,

tak v horním trojúhelníku jsou kruhy, jejichº velikost je úm¥rná t¥mto hodno-

tám. V²e je dopln¥no odpovídající barvou ze ²kály na pravé stran¥ grafu. Hodnoty

se z de�nice pohybují pouze mezi 0 a 1.

A£koliv se hodnoty zm¥nily, jejich interpretace z·stala stejná jako u p°ed-

chozí matice. Tentokrát se jedná o míru proporcionality, a ne o míru nedostatku

proporcionality jako u p·vodní Aitchisonovy verze. Nap°íklad vysoká hodnota

koe�cientu mezi sedavou a lehce náro£nou aktivitou zna£í jejich vysokou propor-

cionalitu.

Z obrázku 3.6 lze usoudit, ºe varia£ní matice není vhodným nástrojem pro

hledání asociace. Pro v²echny dvojice prom¥nných je hodnota tém¥° stejná a lze

t¥ºko poznat, který vztah je skute£n¥ významný. Navíc nezobrazuje informaci

o negativních asociacích.
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Obrázek 3.6: Normovaná varia£ní matice pro datový soubor activity.

3.4 Korelace mezi symetrickými pivotovými sou-

°adnicemi

Na rozdíl od varian£ní matice, kompozi£ní korela£ní matice mezi symetric-

kými pivotovými sou°adnicemi pro datový soubor activity na obrázku 3.7 uka-

zuje mnohem bohat¥j²í strukturu vztah·. Hodnoty lze jednodu²e získat uºitím

p°íkazu corCoDa z knihovny robCompositions. Jednotlivé symetrické pivotové

sou°adnice vyjad°ují dominanci sloºky kompozice vzhledem k ostatním sloºkám.

Korelace potom po£ítáme mezi dominancemi dvojic sloºek a lze je zobrazit do

korela£ní matice.

Nejsiln¥j²í kladný vztah je mezi symetrickou pivotovou sou°adnicí sloºek se-

davé a lehce náro£né aktivity. To m·ºe poukazovat na jev, ºe na jednu stranu

existují mén¥ sportovn¥ zam¥°ené d¥ti, které tráví hodn¥ £asu dv¥ma nejleh£ími

aktivitami a naopak sportovn¥ zam¥°ené d¥ti, které náro£n¥j²í sloºky up°edno-
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st¬ují na úkor sedavé a lehce náro£né aktivity. Také to m·ºe souviset s tím,

ºe hranice mezi sedavou a lehkou aktivitou je nejasná, a proto mohou být tyto

aktivity snadno zam¥n¥ny.

Obrázek 3.7: Korela£ní matice pro symetrické pivotové sou°adnice datového sou-
boru activity.

Tentokrát m·ºeme sledovat i negativní vztahy, nejsiln¥ji mezi bilancemi lehké

a náro£né aktivity a podobn¥ i mezi bilancemi sedavé a náro£né aktivity. I tato

skute£nosti nejspí² odpovídá na²í intuitivní p°edstav¥, ºe pokud je podíl lehké £i

sedavé aktivity vy²²í, tak dominance náro£né aktivity bude klesat. Míra negativní

korelace je men²í pro bilance odpovídající sedavé a náro£né sloºce, neº pokud

vezmeme místo sedavé sloºku lehce náro£nou. To m·ºe být ovlivn¥no faktem, ºe

v²echny d¥ti musí ur£itou £ást dne prosed¥t ve ²kole, a poté vztah nemá takovou

sílu.

Abychom si lépe uv¥domili, ºe se jedná o korelaci mezi bilancemi v kontextu

celé kompozice, vykreslíme si je²t¥ graf pro podkompozici prvních t°í sloºek (ob-
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rázek 3.8). A£koliv korelace mezi bilancemi vyjad°ujícími dominanci sedavé a

st°edn¥ náro£né sloºky v rámci celé kompozice byla tém¥° nulová, tak se situace

výrazn¥ zm¥ní, pokud uvaºujeme pouze první t°i sloºky. P°i vylou£ení náro£né

sloºky totiº st°edn¥ náro£ná aktivita reprezentuje nejnáro£n¥j²í aktivitu v kom-

pozici, proto je korelace mezi dominancemi odpovídajícími sedavé a st°edn¥ ná-

ro£né sloºce záporná. Pokud bychom nap°íklad do výzkumu zapojili i proporci

dne strávenou spánkem, získali bychom op¥t odli²né vztahy mezi symetrickými

pivotovými sou°adnicemi. Nem·ºeme tedy po£ítané charakteristiky ztotoº¬ovat

s korelací mezi dv¥ma samotnými sloºkami, ale je nutné se zamyslet nad v²emi

sloºkami sou£asn¥.

Obrázek 3.8: Korela£ní matice pro symetrické pivotové sou°adnice podkompozice
prvních t°í sloºek datového souboru activity.

3.5 Míry b-asociace

Druhým uvedeným p°ístupem pro m¥°ení vztahu mezi sloºkami kompozi£-

ních dat je b-asociace. Sledujeme proporcionalitu mezi sloºkami na základ¥ mo-

delu (2.4).
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3.5.1 φ statistika

První ze zavedených m¥r je φ statistika dle vztahu (2.5), která je de�novaná

pomocí bilancí B(G/R) a B(H/R). Za G a H volíme jednotlivé dvojice sloºek a

za R zbývající sloºky. K ur£ení φ statistiky pak uº sta£í jen výpo£et p°íslu²ných

výb¥rových rozptyl·. Protoºe hodnoty rozptylu nejsou shora nijak omezené, nor-

mujeme hodnoty statistiky nejv¥t²í hodnotou z matice φ statistik. Tím získáme

matici na obrázku 3.9.

Obrázek 3.9: φ statistika normovaná nejv¥t²í hodnotou pro datový soubor
activity.

K interpretaci je t°eba dodat, ºe se jedná o míru nedostatku b-asociace. �ím

je hodnota men²í, tím je proporcionalita mezi sloºkami siln¥j²í. P°esné b-asociace

bychom dosáhli pro hodnotu 0. Nejv¥t²ím problémem charakteristiky je absence
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symetrie, která je patrná nap°íklad pro dvojice light-vigorous a vigorous-

light. Zatímco pro první variantu bychom b-asociaci vylou£ili, p°i obrácení po-

°adí uº to není tak jisté. I p°esto jsme schopni z matice vy£íst silnou b-asociaci

mezi sloºkami sedavé a lehké aktivity a lehké a st°edn¥ náro£né fyzické aktivity.

Obdobn¥ jako u varia£ní matice nerozli²ujeme mezi kladnou a zápornou asociací,

coº ostatn¥ vyplývá z de�nice φ statistiky pomocí rozptylu. Zajímavé je, ºe nej-

vy²²í hodnoty v horním trojúhelníku matice dostáváme pro dvojice sloºek, které

odpovídají negativní korelaci mezi symetrickými pivotovými sou°adnicemi.

3.5.2 ρ statistika

N¥které problémy φ statistiky °e²í ρ statistika ze vztahu (2.6), která je syme-

trickou mírou b-asociace. Pokud zvolíme za G a H vºdy dvojici sloºek kompozice

a za R zbytek sloºek, pak získáme matici z obrázku 3.10. Hodnoty charakteristiky

se pohybují od −1 do 1, nicmén¥ interpretace krajních hodnot je jiná neº u ko-

relace. Zatímco 1 znamená p°esnou proporcionalitu bilancí, tak −1 zna£í jejich

reciprocitu, tzn. ºe hodnoty jsou vzájemn¥ p°evrácené.

P°i pohledu na obrázek 3.10 vidíme jiº mnoha zp·soby nalezený vztah mezi

sedavou a lehkou fyzickou aktivitou. Druhou nejsiln¥j²í asociaci nalezneme mezi

lehkou a st°edn¥ náro£nou aktivitou, coº se rovn¥º neli²í od p°edchozích p°ístup·.

Výrazným rozdílem oproti p°ístupu se symetrickými pivotovými sou°adnicemi

jsou dvojice s negativní hodnotou ρ statistiky. Tentokrát je síla negativní asociace

mnohem men²í. Nicmén¥ je pot°eba si uv¥domit, ºe kaºdá z metod m¥°í n¥co

jiného. Zatímco pro ρ statistiku rozumíme negativní hodnotou míru reciprocity,

u p°edchozího p°ístupu zna£ila záporná hodnota negativní lineární vztah mezi

dominancemi sloºek ku zbytku sloºek.

P°i vyuºívání ρ statistiky k analýze kompozi£ních dat je nutné mít na mysli,

ºe hodnoty závisí na volb¥ referen£ní kompozice R. Doposud jsme jako referen£ní

pouºívali mnoºinu v²ech zbývajících sloºek. Zajímá nás ale, jaký bude rozdíl,

kdyº zvolíme jako referen£ní nejprve první ze zbývajících sloºek a následn¥ dru-

hou v po°adí. Abychom mohli porovnat kontrast mezi variantami, zobrazíme si
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jednotlivé moºnosti do horního a dolního trojúhelníku matice ρ statistik (obrá-

zek 3.11). Následn¥ porovnáme, zda je matice p°ibliºn¥ symetrická £i nikoliv.

Obrázek 3.10: ρ statistika pro datový soubor activity.

Vidíme, ºe nap°íklad pro asociaci mezi sedavou a st°edn¥ náro£nou aktivitou

získáme velmi odli²né výsledky. Pokud se podíváme i na p°edchozí hodnoty z ob-

rázk· 3.7, 3.8 a 3.10, zjistíme, ºe vztah vºdy závisí na tvaru p°íslu²né bilance

(resp. na ostatních sloºkách v nich vystupujících). Op¥t jsme do²li k záv¥ru, ºe

informaci o vztahu mezi dv¥ma sloºkami nelze odd¥lit od ostatních sloºek.
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Obrázek 3.11: Matice ρ statistik pro r·zné referen£ní kompozice v dolním a hor-
ním trojúhelníku matice.

3.6 Testování

Nakonec bychom cht¥li ov¥°it, zda jsou nalezené míry b-asociace statisticky

signi�kantní. Jinak °e£eno, zda-li nejsou pouze náhodné.

3.6.1 Testování na jednotkovou sm¥rnici

Budeme testovat nulovou hypotézu, ºe sm¥rnice te£ny lineárního modelu (2.4)

se rovná jedné. Protoºe je test de�nován na základ¥ ortogonální regrese, najdeme

v knihovn¥ smatr funkci sma, která má v sob¥ test implementován. Sta£í zadat

> sma(y˜x,method=c("SMA"),slope.test=1), kde za y a x zvolíme poºado-

vané bilance B(H/R) a B(G/R) dle vztahu (2.3). Za referen£ní kompozici bereme

v²echny zbývající sloºky kompozice mimo H a G. Hypotézu o jednotkové sm¥r-

nici zamítáme, pokud je p-hodnota men²í neº 0,05 (bereme v úvahu 95 % hladinu

spolehlivosti).
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Kdyº vezmeme jako referen£ní kompozici pro kaºdou dvojici sloºek v²echny

zbývající sloºky, dostaneme pro datový soubor activities p-hodnoty z ob-

rázku 3.12.

Obrázek 3.12: p-hodnoty testu na jednotkovou sm¥rnici pro datový soubor
activities.

Hypotézu o jednotkové sm¥rnici nezamítáme pouze pro bilance odpovídající

dvojici sloºek lehké a st°edn¥ náro£né fyzické zát¥ºe. Moºná v rozporu s o£ekává-

ním zamítáme nulovou hypotézu pro první dvojici sloºek sedavé a lehce náro£né

aktivity. P°edchozí výsledky totiº nazna£ovaly, ºe se mezi t¥mito bilancemi vysky-

tuje silná míra b-asociace. Je nutno si ale uv¥domit, ºe nulová hypotéza odpovídá

jednotkové sm¥rnici, a ne p°ímo de�nici b-asociace. Abychom lépe pochopili, na

jakém základ¥ je test zaloºen, zobrazíme si odhadnutou regresní p°ímku z or-
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togonální regrese spole£n¥ s daty a zárove¬ si vykreslíme i p°ímku se stejným

absolutním £lenem, ale s jednotkovou sm¥rnicí (obrázek 3.13).

Obrázek 3.13: SMA odhad regresní p°ímky a p°ímka s jednotkovou sm¥rnicí pro
bilance p°íslu²né k sedavé a lehce náro£né sloºce datového souboru activity.

Srovnejme obrázek 3.13 s obrázkem 3.14 pro dvojici bilancí, pro kterou jsme

nulovou hypotézu nezamítli. Vidíme, ºe ve druhém p°ípad¥ se p°ímky tém¥° p°e-

krývají. Tím se vysv¥tluje, pro£ testování ukazuje výsledky v nesouladu s ρ sta-

tistikou. V prvním obrázku 3.13 se zdá být vztah mezi bilancemi siln¥j²í, coº

potvrzuje i koe�cient determinace 71 %. Nicmén¥ test se rozhoduje na základ¥
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Obrázek 3.14: SMA odhad regresní p°ímky a p°ímka s jednotkovou sm¥rnicí pro
bilance p°íslu²né k lehce a st°edn¥ náro£né sloºce datového souboru activity.

odhadu parametru β1 modelu a uº ne°e²í, ºe druhý model z obrázku 3.14 vysv¥t-

luje jen 36 % variability dat.

Podobn¥ je tomu i pro negativní SMA odhady regresního modelu, které nejsou

testem v·bec re�ektovány (nulová hypotéza sleduje pouze hodnotu +1, a ne −1).

Proto je pro dvojice se zápornou ρ statistikou p-hodnota nulová. P°íkladem m·ºe

být vztah dvojice bilancí odpovídajících lehce náro£né a náro£né sloºce kompozice

activity na obrázku 3.15, z kterého je z°ejmé, ºe sm¥rnice p°ímek mají opa£ná

znaménka.
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Obrázek 3.15: SMA odhad regresní p°ímky a p°ímka s jednotkovou sm¥rnicí pro
bilance p°íslu²né k lehce náro£né a náro£né sloºce datového souboru activity.

3.6.2 Regresní test

Pro regresní test uºijeme nejjednodu²²í model

B(G/H) = γ0 + γ1B(G,H/R) + e,

kde za referen£ní kompozici R volíme vºdy v²echny zbývající sloºky kompozice a

testujeme nulovou hypotézu H ′′0 : B(G/H) = γ0 + e pomocí F-statistiky klasic-

kého regresního modelu. Nicmén¥ pro v²echny dvojice bilancí docházíme k tém¥°

nulovým p-hodnotám, tudíº v²echny nulové hypotézy zamítáme. Regresní test je

pro data p°íli² striktní a nedává proto p°íli² mnoho informace. Navíc získáváme

nesymetrické výsledky pro dvojice bilancí.
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3.6.3 Test korelace mezi symetrickými pivotovými sou°ad-

nicemi

Pro úplnost si je²t¥ otestujeme korelaci mezi symetrickými pivotovými sou°ad-

nicemi. Tentokrát budeme testovat nulovou hypotézu o nulovosti korelace mezi

dv¥ma veli£inami. Vyuºijeme k tomu klasický test, který je implementován do

funkce cor.test. Nejprve v²ak vypo£ítáme hodnoty symetrických pivotových

sou°adnic vyuºitím funkce pivotCoord z knihovny robCompositions, kde za

metodu zvolíme variantu "symm". Funkce pak po£ítá hodnoty symetrických pivo-

tových sou°adnic, které mají v £itateli postupn¥ první a druhou sloºku datového

souboru, který byl vstupem. Proto musíme datový soubor permutovat, abychom

získali výsledky test· pro v²echny dvojice sloºek (obrázek 3.16). Hypotézu neza-

mítáme pro dvojici bilancí odpovídající sedavé a st°edn¥ náro£né sloºce, coº je

v souladu s na²ím o£ekáváním po shlédnutí hodnot korelací mezi symetrickými

pivotovými bilancemi na obrázku 3.7.

3.7 Diskuze

A£koliv varia£ní matice z kapitol 2.1 a 3.3 °e²í problémy standardního kore-

la£ního koe�cientu aplikovaného na sloºky p·vodní kompozice, p°iná²í s sebou

problémy nové. Zatímco interpretace korela£ního koe�cientu je celkem intuitivní,

pochopit význam varia£ní matice uº nemusí být tak snadné. Navíc v·bec neroz-

li²uje znaménka asociací.

Korelace mezi zavedenými symetrickými pivotovými sou°adnicemi se opírá

o známý korela£ní koe�cient, p°i£emº ale v konstrukci sou°adnic vystupují i

ostatní sloºky kompozice. Pracujeme tedy s více sloºkami sou£asn¥, coº je pro

kompozi£ní data p°irozené, musíme se s tím v²ak nau£it operovat. Jako nevýhodu

metody se symetrickými pivotovými sou°adnicemi lze uvést sloºitou konstrukci a

komplikovaný tvar sou°adnic. Na druhou stranu takto dosáhneme poºadovaných
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Obrázek 3.16: p-hodnoty test· o nulovosti korela£ních koe�cient· mezi dvojicemi
symetrických pivotových sou°adnic datového souboru activity.

vlastností bilancí a kone£né výsledky metody uº vypadají elegantn¥. Navíc díky

funkci v knihovn¥ robCompositions je pouºití velmi snadné.

Z obrázk· 3.7 a 3.8 by se mohlo na první pohled zdát, ºe korelace mezi syme-

trickými pivotovými sou°adnicemi nedodrºuje podkompozi£ní soudrºnost, kdyº

jsme dosp¥li k jiným výsledk·m p°i pouºití celé kompozice a poté podkompo-

zice. Je nutné si ale uv¥domit, ºe pro kaºdý p°ípad jsme sestrojili jiné symetrické

pivotové sou°adnice. Poté uº jsou odli²né výsledky jasn¥j²í.

Obdobn¥ si lze �hrát� se zapojováním r·zných sloºek kompozice i u m¥°ení

míry b-asociace. Tím nejlépe pochopíme strukturu vztah· mezi sloºkami kompo-

zi£ních dat. Ukazuje se, ºe pro m¥°ení míry b-asociace je lep²í ρ statistika, protoºe

φ statistika postrádá poºadovanou vlastnost symetrie. Jelikoº je ρ statistika zave-

dena jinak neº korelace mezi symetrickými pivotovými sou°adnicemi, provedená

analýza nazna£uje, ºe míra b-asociace ukazuje niº²í míru negativních vztah·. Ale
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i p°esto se zji²t¥né záv¥ry z obou metod nevylu£ují, naopak jsou do ur£ité míry

analogické.

Nakonec jsme se zabývali testováním b-asociací navrºeným v £lánku [7]. P°i-

tom jsme implicitn¥ p°edpokládali normalitu jednotlivých vstupních veli£in. Do²li

jsme k podobným záv¥r·m jako auto°i, a to ºe testování b-asociací nedává uspo-

kojivé výsledky. Upravená nulová hypotéza testu na jednotkovou sm¥rnici ne-

odpovídá výsledk·m získaným výpo£tem m¥r b-asociace. Regresní test je p°íli²

striktní, obzvlá²t¥ p°i vy²²ím po£tu pozorování, a zamítá v²echny nulové hypo-

tézy. Tudíº pomocí n¥ho nejsme schopni nijak rozli²it míru asociace mezi sku-

pinami kompozi£ních sloºek, reprezentovanými pomocí bilancí. Oba testy nejsou

citlivé na velká rezidua model·, coº jsme demonstrovali na obrázku 3.14, kde ne-

zamítáme hypotézu o jednotkové sm¥rnici, moºná protoºe dosahujeme pouze níz-

kého koe�cientu determinace. Testování korelace mezi symetrickými pivotovými

sou°adnicemi funguje podle o£ekávání a je v souladu s vypo£ítanými korelacemi.
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Záv¥r

Diplomová práce p°edstavuje moºnosti korela£ní analýzy kompozi£ních dat.

První £ást rekapituluje základní poznatky v oblasti kompozi£ních dat a poukazuje

na nutnost speciálního p°ístupu k analýze míry asociací mezi sloºkami kompozic.

Jako výchozí bod uvádí varia£ní matici, která vyuºívá logpodílového pohledu na

kompozi£ní data.

Dále pak práce seznamuje se so�stikovan¥j²í metodou zaloºenou na symetric-

kých pivotových sou°adnicích, které jsou speciáln¥ ur£eny pro výpo£et korelace.

Takto lze získat jiº mnohem zajímav¥j²í výsledky. I druhý p°ístup vyuºívající

b-asociace je postaven na bilancích, ale pouºívá jiné míry asociace neº p°edchozí

metoda. Výsledky v²ak mají podobný charakter jako u symetrických pivotových

sou°adnic. Navrºené testování b-asociací dává rozporuplné záv¥ry, a tudíº na je-

jich základ¥ není moºné provést relevantní rozhodnutí.

Práce potvrzuje, ºe s kompozicí je vºdy pot°eba pracovat jako s celkem a

získané transformace p·vodních sloºek vhodným zp·sobem interpretovat. Pro-

blematika korela£ní analýzy kompozi£ních dat je velmi komplexní a je pot°ebné

ji dále rozvíjet.
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