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ABSTRAKT

Cilem této prace je urceni velikosti prekmitl vznikajicich v systému druhého fadu, ktery je
fizen pulsné Sirkovou modulaci v zavislosti na periodé a stfidé modulace a na parametrech
systému. Prace obsahuje analyticky vypocet velikosti prekmitu, ktery vznika na vystupu
systému druhého Fadu s &initelem tlumeni ksi > 0, vyjma ksi = 1 (tj. jak pro aperiodicky,
tak i periodicky prechodovy déj) v zavislosti na periodé a st¥idé pulsni modulace. Prace
dale obsahuje porovnani dilcich vysledki analytického vypoctu s numerickou simulaci v
programovém prostredi Matlab a rovnéz s mérenim na modelu systému druhého radu.

KLICOVA SLOVA

Pulsni Sitkova modulace, Laplaceova transformace, systém, operatorovy prenos, signal,
vstup, vystup, zvinéni.

ABSTRACT

The aim of this thesis is to determine the size of overshoot produced at the output of a
linear continuous second order system controlled by pulse width modulation depending
on the period and duty cycle of the modulation and system parameters. This thesis
contains analytic calculation of the size of overshoot produced at the output of the
second order system with damping ratio > 0, except the damping ratio equals to 1
(i.e. both underdamped and damped system) depending on period and duty cycle of the
modulation. This thesis also includes a comparison of partial analytic results to numerical
simulation in Matlab program and also with measurement at second order system model.
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Pulse width modulation, Laplace transform, system, transfer function, signal, input,
output, ripple.
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UVOD

Pulsni sitkova modulace (PWM) se dnes s ispéchem pouziva v mnoha oblastech fi-
zeni a regulace systémil. Dilezitou roli hraje PWM u vykonnych elektronickych mé-
nici v energetice, elektronice a elektrickych pohonech. Frekvence zde pouzité PWM
je v fadu jednotek az stovek kHz. Druhou vyznamnou oblasti vyuziti PWM, které
bych se chtél v této praci zejména vénovat, je tzv. on-off Tizeni systémai, tedy rizeni
pomoci relé, stykaci, ventili apod. V tomto pripadé, na rozdil od prvni jmenované
oblasti, se pozaduje co nejmensi frekvence PWM, aby nedochéazelo k opotrebovani a
snizovani zivotnosti pouzitych akénich ¢lent. Cilem préace je na zakladé parametri ¥i-
zeného systému a pozadovaného zvInéni vystupniho signalu urcit vhodnou frekvenci
PWM.

Tato diplomova prace navazuje na moji predchozi bakalaiskou praci, ktera se
zabyvala vypoctem zvlnéni na vystupu pretlumeného systému druhého fadu (tj ¢i-
nitel tlumeni £ > 1). V této praci tedy vypocet rozsirim pro systém druhého fadu s

¢initelem tlumeni & > 1 .
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RESERSE

Vychozim bodem mé diplomové prace je kniha [I]. Konkrétné kapitola 6.16, kde
je nejprve popsana teorie k této problematice a nasledné je vypocitan i priklad
pro jednoduchy systém popsany diferencidlni rovnici ¢’ + y = f(¢). Funkce f(t) je
obdélnikovy signdl s periodou 2s, stiidou 50% a vyskou 1. Ve zdroji [2] je prove-
den vypocet periodické slozky vystupniho signdlu pro systém prvniho radu nékolika
zpusoby (nikoliv ale pomoci Laplaceovy transformace). Kazdy zpusob je doprovazen
podrobnym popisem problému i s fyzikalni predstavou dané situace. V pramenu [3]
je nejprve proveden podrobny dikaz vypoctu obrazu periodického signalu s nékolika
priklady. V nasleduji kapitole je naznacen postup pro vypocet ustaleného reseni pro
obecnou diferencialni rovnici. Teoreticky postup je pak vyuzit v prikladu.

V pracich [4], [5] a [6] je diskutovan vliv PWM a s tim souvisejicich pfekmiti
na vinuti indukénich motort a transformatori s vyuzitim modelt nebo analytickych

vypocti.
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1 VYPOCET VYSTUPNIHO SIGNALU SYSTEMU

1.1 Uvod

V této ¢asti prace je mym cilem strucné popsat postup vypoctu vystupniho signalu
systému druhého fadu. Kompletni postup je zaznamenan v ptiloze .

Nejprve definuji zakladni obvodové veli¢iny pouzité pro vypocet. Nasledné pro-
vedu vypocet obrazu vstupniho signdlu PWM, poté vyjadiim obraz vystupniho sig-
nalu systému jako soucin obrazu vstupniho signalu a operatorového prenosu systému
a nakonec odvodim zpétnou transformaci vystupniho signalu systému zpét do casové
oblasti.

UlT(t)

Uy

Ui (p) k U:(p)
eT T Ti2p? +2(T1p+1

Obr. 1.1: Jedna perioda PWM a systém druhého tadu

Na obrazku (Obr. jsou vidét zakladni obvodové veli¢iny pouzité pro vypocet.
Veli¢ina T vyjadiuje periodu PWM, €T vyjadiuje stiidu PWM, wr(t),t € (0,7T) je
casova funkce jedné periody PWM a jejim periodickym opakovanim vznikne vstupni
PWM signal u(t),t € (0, +00)[] .Uy znaéi maximaln{ hodnotu pulzu PWM a pro
dalsi vypocty, z divodu prehlednosti, uvazuji Uy = 1. Stejné jako statické zesileni
systému k, tedy k = 1. Tato dvé zjednoduseni neubiraji nic na obecnosti vypo-
¢tu, protoze se ve vypoctech jedna o linearni systém. Plati tedy princip superpozice
a Ug, stejné jako k, predstavuji nasobeni konstantou. T; je ¢asova konstanta sys-
tému a & je pomérné tlumeni systému. U;(p) predstavuje obraz vstupniho signdlu
PWM: U, (p) = Z{ui(t)} a Us(p) predstavuje obraz vystupniho signélu systému:
Ux(p) = £ {u(1)}.

Vypocet vystupniho signalu systému je vlastné ekvivalentni operaci k feseni di-
ferencialni rovnice typu

2
ol

kde ay, ay, ag jsou koeficienty diferencidlni rovnice. V. mém p¥ipadé plati ay = T%, a; =

—FCL()UQ(Z&) = U1(t), (11)

a2

26T a ag = 1. Dale uy(t) je vstupni signdl PWM a uy(t) je vystupni signal systému.

Yug () = wr(t) + wr(t—T) + wr(t —2T) + - = Y wr(t —nT)
n=0

12



1.2 Obraz vystupniho signalu
Jednu periodu vstupniho signdlu PWM lze popsat touto ¢asovou funkei:
ur(t) = o(t) —o(t —eT). (1.2)

Funkce o(t) je jednotkovy skok v ¢ase t = 0. Obdobné o(t — €T) je jednotkovy
skok v ¢ase t = eT. Laplaceovu transformaci vyrazu ((1.2)) 1ze provést ¢len po ¢lenu
pomoci slovniku napt. v [§]. Tim dostanu obraz jedné periody PWM

1 eprT 1— efpz-:T

UlT(p) = f{ulT(t)} = ; — P = D . (13)

Signal PWM je vsak periodicky. Pro obraz periodické funkce obecné plati, dle diitkazu
v [,

o F T(P)
21w} = L2
kde Fr(p) je obraz jedné periody periodického signdlu a T je jeho perioda. V mém
ptipadé Fr(p) odpovidd Uir(p) a T odpovida periodé PWM

(1.4)

Ur(p) = 1—e Pt
l—e?T  p(l—e?T)

ZL{wm(t)} = Ui(p) = (1.5)

Vystupni signal systému Us(p) v komplexni roviné lze nyni jednoduse uréit jako
soucin obrazu vstupniho signalu U;(p) a operatorového prenosu daného systému
F(p) [1

Ux(p) = Ui(p)F(p). (1.6)

V mém pripadé se jedna o systém druhého fadu s prenosem

1
F(p) = . 1.7
(P) = e racTip+ 1 (1.7)
Obraz vystupniho signalu systému v komplexni roviné je tedy:
1 — efpeT
U(p) = (1.8)

p(l —e?PT) (Tip? +2(T1p+1)

Je vidét, Ze v operatorové oblasti staci pro vypocet vystupniho signalu pouze vyna-
sobit obrazy vstupniho signalu a operatorového prenosu, které se ziskaji relativné
jednoduse. Ekvivalentni operaci pro nasobeni v operatorové oblasti je konvolutorni
integral v casové oblasti. Vzorec pro vypocet konvolutorniho integralu je uveden
napf. v [8]. Dikaz je uveden v [1].

Nyni je tedy treba provést zpétnou transformaci vyrazu do casové oblasti.
Podil na pravé strané ale neodpovida zadnému vyrazu, ktery by bylo mozné snadno

do c¢asové oblasti prevést napriklad pomoci tabulek s jiz vypocitanymi predméty.
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Pouziji tedy postup popsany v [I]. Nejprve provedu rozklad raciondlni ¢asti ([1.8))
na parcialni zlomky. Cely postup rozkladu je popsan v priloze (A.1)). Vysledkem je

vyraz
£
1 — e—pET 1 b + 2T71 1 — e—paT
U. = =|—-- :
p(1 — e ?T) (Tip* + 2Tip + P —eP
>(p) 1 TY (T2p2? + 26T 1 ) £ 1 1 T
PP+2 P+
Tl Tl
(1.9)
Dle dtikazu v [I] 1ze tento soucin vyjadrit jako:
1 p+2T£ 1 —e Pt Mp+ N
_ |2 _ 1 _
Us(p) = D 2_’_25 N 1 1_epT 2+2£ N 1 + Usper (D),
P20 P P25 P
(1.10)

kde M a N jsou nezndmé konstanty a Uspe(p) je obraz nezndmé periodické funkce
na vystupu systému. Na zakladé rovnice si 1ze utvotit uréity odhad, jak bude
vystupni signal systému vypadat: cely vyraz na pravé strané tvori soucet racionalni
lomené funkce a nezndmé periodické funkce. Podil na pravé strané rovnice

tvori prechodnou slozku vystupniho signalu systému Usprecn (D)

Mp—+ N

U2prech(p) = . (111)
T T?
Vystupni signél je tedy dan souctem dvou funkei
Ug(p) = U2prech(p) + U2per(p>- (112)

Lze tedy provést zpétnou Laplaceovu transformaci ¢len po ¢lenu.

w(t) = L7 {Us(p)} = L7 { Unpreen(P)} + L7 { Unper(P) } = Uzprecn () + Uzper(t)-

(1.13)
Vystupni signal systému v casové oblasti je tedy dan souc¢tem téchto slozek v kazdém
casovém okamziku. Pfechodna slozka vystupniho signalu ugprecn () postupné klesa k
nule (pro stabilni systém) a po dostatecné dlouhé dobé 1ze jeji vliv zanedbat a vystup
systému tak tvori pouze periodicka slozka ugper(t), ktera vytvari zvinéni vystupniho

signalu. Urceni velikosti tohoto zvInéni je pravé cilem této prace.

1.3 Zpétna Laplaceova transformace vystupniho
signalu

V této kapitole struéné popisu postup zpétné Laplaceovy transformace rovnice
(1.10). Cely postup je zaznamenan v pifloze (A.2)). Prvnim krokem je rozdélit cleny
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v (1.10) na vice jednoduchych s¢itancti. Nejprve vyuziji vztahu mezi obrazem peri-

odického signalu a obrazem jedné jeho periody

Uxr(p)
Usper(P) = 1o pt (1.14)
Rovnice ([1.10) pak prejde do tvaru
p+ 2£
Up) = | - - L |l MedN |, Unp)
Y 2_‘_2£ _|_i 1—e Pt 2_{_2£ _i_i 1 —e?T
o P L

(1.15)

Zavorku na levé strané rovnice lze roznasobit a celou rovnici mohu vynasobit ¢lenem
1—e Pt

p+2£
1 . T . Mp+ N -
(e ) (1) = T (1) Unlp).
2495 el 2195 —
p*+ T1p+T% p°+ T1p+T%

(1.16)
Pokud i tyto zavorky roznasobim, dostanu soucet nékolika racionalnich lomenych
funkci a obrazu jedné periody vystupniho signdlu. Cilem je najit hodnoty konstant
M a N a hlavné predmét k obrazu funkce jedné periody vystupniho signalu Usr(p)
- tedy funkci ugr(t).

Nalezeni uyr(t) je dilezité pro dalsi vypocty v této praci a zdroven ma néko-
lik vyhod: lze ptimo vypocitat zvinéni vystupniho signdlu - bez vlivu prechodné
slozky. Prechodné slozka by nepfiznivé ovliviiovala vypocet zvlnéni hlavné v prv-
nich okamzicich po zacatku déje. V tomto vypoctu vsak vychazi naprosto oddélené
od periodické slozky a k ovliviiovani tak viibec nedochazi. Dalsi vyhodou
funkce ugr(t) je, Ze obsahuje jedno globdlni maximum a jedno globalni minimum.
To plyne z definice této funkce. Rozdil globalniho maxima a globalniho minima pak
udava primo zvinéni vystupniho signalu systému a praveé nalezeni tohoto zvlnéni je
cilem této prace.

Periodickym opakovanim funkce wupp(f) pro narustajici hodnoty ¢asu vznikne

periodickd slozka vystupniho signalu ugpe(t):

UQper(t) = UQT(t) + UQT(t — T) + UQT(t — QT) + o= i UQT(t — nT) (117)

n=0
Vystupni signal systému lze tedy psat i ve tvaru:
u(t) = 27 {Usx(p)} = wapreen(t) + Y _ uar(t — nT). (1.18)
n=0
Nyni se vratim zpét k zpétné Laplaceové transformaci rovnice (1.10)). Po roznasobeni

zavorek tuto rovnici tvori racionalni lomené funkce, nékteré nasobené koeficientem
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e PT nebo e P (véta o translaci[l]), které se transformuji relativné jednoduse.
Zpétna transformace jednotlivych séitanct je rozepsana v priloze ((A.20). Vysledkem
zpétné transformace ((1.10)) je

E+/&2 -1 _f*\/ﬁzflt /€2 = _5 f+\/£2 1

STV — - T lo(t) — ‘o(t)+

WE—1 2vEST
€+ \/62_16&_Tf2_1(t5T)0(t_8T> \/g 1_5 £+ 62 ! (t—eT)

o(t)—o(t—eT) —

T ENCE e
(\/527—5>+NT1 f7\T/£2_71t (t)+
\/527 1 g
) M(\/i—‘Ff) — NT, _&'Ti\/@__lt (t)
\/527_ e 1 g -
T T
B \/627 1 g - -
) M(Wi—z+ ) —NTle—%fz_l“—%u—T)+u2T(t)- (1.19)

2062 — 1
Celou rovnici 1ze vynasobit 24/£2 — 1 a vytknout nékteré exponencialni funkce
2,/&2 — 1o(t) — 24/&2 — 1o(t — eT)+

te = \/gz_ (g + \/§27—1> e_TilegTJ(t —eT) — (5 + \/527—1) a(t)— +

Erve-1, : :

H

v m | (Ye-1-¢) veZ_IETa(t —eT) - (Ve -1-¢) o(0)] -

= £E

= T1 ! (M 52—1—M§+NT1>a(t)—(M 52—1—M§+NT1)e Tq Ta(t—T) +

§+y/2-1 §+y/e-1 L
+e T (Mf-&—M\/52—1—NT1)a(t)—(Mf-&-M\/{Q—l—NTl) Ti o(t-T) | 420/ Luar(t),

(1.20)

dalsi FeSeni se rozdéli na t¥i Casové intervaly: ¢ € (0,eT), t € (¢T,T) at > T,
které odpovidaji prubéhu jedné periody vstupniho signdlu wp(¢). Jedna se zde o
linearni systém, takze systém sam o sobé neméni velikost frekvence signalu, ktery
jim prochéazi. Z tohoto duvodu bude jedna perioda vystupniho signalu ugr (%), trvat
stejné dlouho jako jedna perioda vstupniho signalu uyr(t). Pro ¢as t > T jsou obé
funkce nulové, nebof popisuji pravé jednu periodu, ktera se opakuje s periodou T.
Pro ¢as t < T jsou funkce wr(t) i uor(t) nenulové a feSeni se rozdéli na Casti

t €(0,eT) at e (T, T) praveé tak, jak systém reaguje na vstupni signal. Rozdéleni
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feseni na zminéné intervaly také odpovida postupu pri feseni pomoci diferencialnich

rovnic.

1.3.1 Reseni rovnice ((1.20) pro t > T

V tomto intervalu plati o(t) = o(t —eT) = o(t —T) = 1, upr(t) = 0. Rovnice ([1.20))
tedy bude, pro tento interval, obsahovat vSechny ¢leny, kromé funkce uyr(t). Jediné
neznamé jsou konstanty M a N. Lze je vypocitat a dosadit v dalsich intervalech,

kdy je naopak nutné pomoci konstant M a N vyjadrit funkei uyr(t).

REV=Y EVET

e T1 <§+\/§T—1) T ¢ — \/527—1

+e£+\T/f2__1t [(\/52 -1 +§> e&Ti\/f__lET — /& —-1+4+¢

- e-1 §-ye1 L
_e T {M 52—1—M§+NT1—<M 52—1—M§+NT1> T,
frve-t, Erye-1
+e o T [M 52—1+M§—NT1—<M 52—1+M§—CT1)e T ]
(1.21)

+

Jestlize ma byt splnéna rovnost (1.21)), musi se rovnat ¢lenyue  T1 ae T1

Vzniknou tak dvé rovnice pro dvé neznamé - M a N

(omiee) e Koo i
e yEm

- M 52—1—M§+NT1—<M 52—1—M§+NT1)e T (1.22)

5 [e2
<V€2—1—5>6+TIUET—\/§2—1+£:
E+y/1

- M 52—1+M§—NT1—<M 52—1+M§—NT1)e n T (1.23)

Resenfm této soustavy lze nalézt hledané konstanty M a N. Pro zpfehlednéni vy-

poctu jsem zavedl substitucey/£?2 — 1 =1 a £ = d. Cely postup je uveden v piiloze
(A.2.1]

d+l -l d—l d+l
M =
d+l d—1 3
21 (1—eT1T> (1_6T1T>

(1.24)
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d—1 d+l d+l d—1
(d+1)? <eT15T - 1) (1 - eT1T> — (1 —d)? <eT1€T - 1) (1 - eT1T>
N = .
d+l d—l
20T, (1 —eTi T) (1—e 1T>
(1.25)

Nyni by jiz bylo mozné dosadit konstanty M a N do (1.20)). Nejprve vsak provedu
dva mezivypocty pro zjednoduseni zapisu . Jako prvni je mezivypocet —M¢E +
M+/€2 —1 + NTy, coz je podle difve zavedené substituce —Md + Ml + NT; =
M(l —d)+ NT;. Vysledkem mezivypoctu je

-l
(d+1) (eTl —1)
M(i—d)+ NT, = _ | (1.26)
l—eT
Obdobné mezivypocet M+/€2 — 1+ M¢ — NT,. Po jiz zminéné substituci mé vyraz
tvar Ml + Md — NT, = M(I + d) — NT,.

d+l_+
(Il —d) <eT1 — 1)
M(l+d) — NT, = - . (1.27)
1—eTr

Je vidét, ze doslo k vyraznému zjednoduseni obou vztahti. Detailni postup vypoctu
je popsan v priloze (A.45]). Po dosazeni vyse popsanych mezivypocti do ([1.20]) vyjde

20(t) — 2lo(t —eT) + e_dT;llt(d +1) [edT_llgTa(t —€T) — a(t)] +

—ﬁt MET
te Til—d) et o(t—eT) —o(t)| =

(d+1) (erf” - 1)

-, i,
=e Ti |o(t)—o(t—T)eT . +
l—eT1
d+l
iy dsl (Il —d) <eT1 —1)
+e T [a(t) —o(t—T)eT ] pEni + 2lugr(1). (1.28)
1—eT

Nyni je jedinou neznamou v rovnici funkce jedné periody vystupniho signalu
upr(t). Vypocet této funkce probiha ve dvou fazich, tak jak by vypocet probihal pri
reseni pomoci diferencidlnich rovnic. Nejprve vyjadiim uyr(t) pro ¢asovy interval
t € (0,eT) a nésledné i pro interval ¢t € (¢T,T). Dulezitou roli zde hraji funkce
jednotkového skoku o (t), o(t—eT) a o(t—T), které jsou pro urc¢ité intervaly nulové.
Timto zptusobem se nuluji prislusné vyrazy, které jsou jimi nasobené a vypocet tak
zahrnuje jen ¢ast ¢lent z puvodni rovnice .
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1.3.2 Vypocet usp(t) pro t € (0,e7T)
Lo(t—eT)=0(t—T) =0 a ur(t) #0.

V tomto ¢asovém intervalu plati: o(t)

Rovnice ([1.28) se zjednodusi na tvar

_d-l, _d+l
204+ (d+1l)e Tr (=) +(I—d)e T (—1) =
d—HET_1>

d=l _r
(d+1) (eTl —1) o (I —d) (eTl
—
e Tr 4 a1

- a1 d+l
1—eT l—eT:

Jedinou nezndmou v této rovnici je funkce upr(t). Jejim vyjadienim ziskam Casovy

pribéh periodické slozky vystupniho signalu pro cCasovy interval ¢ € (0,eT). Po
nékolika upravach, které jsem zapsal do prilohy (A.2.2)), vyjde:

_d+l,
e T +2[U2T<t) (].29)

d—l

d+1 d+l d—1
l—d eTi®h —eTi ' _dH, 4] eTi ' —eTi ' _d,
upr(t) =1 — T FET P T  — 5 ¢ . (1.30)
1—eT: 1—eT:

Priklad vypocitaného pritbéhu funkce uyp(Z) pro ¢t € (0,€T) s konkrétnimi hodno-
tami T,eT, Ty a £ je na (Obr. [1.2).

0.5

0.45

0.4

ugr[-]

0.35

0.3

0'250 02 04 06

Obr. 1.2: Piiklad uyr(t) pro t € (0,eT), kde eT = 2s, T = 5s,& = 1,5; Ty = 1,58
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1.3.3 Vypocet usp(t) prot € (¢T,T)

V tomto ¢asovém intervalu plati: o(t) = o(t —eT) =1, 0(t —T) =0 a uyr(t) # 0

Rovnice ([1.20)) se zjednodusi na tvar
-l ﬁET 7@25 ﬁET
(d+1e T (eTl —1) + (I—de T (eTl — 1) =
ﬁsT
(I —d) (eTl —1) m
e Ti' + 2uyp(t). (1.31)

— 1
T
e o+ d+l
1—eT1

1—eT:
Jedinou nezndmou je zde opét funkce ugr(t). Jejim vyjadienim ziskam ¢asovy pribéh

periodické slozky vystupniho signélu pro interval ¢t € (T, T). Po nékolika upravach,

které jsou také zapsany v priloze (A.2.3), vyjde
d—1 -+l
T d—1 l—d 1— Tf{;‘T d+l
-5 (t—T) + 3 _ e dJlrl ~F, (t—T). (1.32)
1—eTi '

d+1 1—eTi®
wr(t) = =5 I
l—eTi’

Piiklad vypocitaného prubéhu funkce ugr(t) pro ¢t € (€T, T) s konkrétnimi hodno-

tami T,eT, Ty a £ je na (Obr. .
0.55
0.5 i
0.45 |- i
5
=
0.4 i
0.35 i
0‘3 | | | | | | | | | | | | | |
2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 42 44 46 48 5
t[s]

Obr. 1.3: Piiklad upr(t) pro t € (€T, T), kde eT =28, T = 5s,£ = 1,5; T = 1,58
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1.3.4 Shrnuti

Nyni je jiz tedy mozné napsat vysledny vztah pro funkci jedné periody vystupniho
signdlu upr(t) pro cely ¢asovy interval t € (0, T):

upr(t) =
d+l d+l d—1 d-1
l—d eTi"  —eTi' _dtl, g4 eT™ —eTi ' _dd,
b= ¢ T Ty o, ¢ oo te{0.eT)
l—eT: l—eT:
d+1 1 TeT I—d 1 Tt 4
—eTh = Y — —eTi™ _d#l
;; e 7 2l ar. ¢ 1 pro te(eT,T).
1—eT: 1—eT:

(1.33)

Piiklad vypocitaného pribéhu funkce upr () pro cely interval s konkrétnimi hodno-
tami T,eT, Ty a £ je na (Obr. . Dtikaz spojitosti této je v priloze .

0.6

0.55 .

T

025 | | | | | | | | |

Obr. 1.4: Piiklad uyr(t) pro cely inteval. €T = 28, T = 5s,& = 1,5, 1 = 1,58

Struktura vzorcu a je shodné se vzorci (1.17) a (1.19) v mé bakalar-
ské praci [10]. Zakladnim rozdilem vsak je obor hodnot, kterych muze funkce ugr(?)
nabyvat. Zatimco v [10], kdy vypocet probihal pro pfetlumeny systém druhého radu
s & > 1, je funkece upr(t) redlnou funkei redlné proménné, nyni je to komplexni funkce

realné proménné. To je nejlépe vidét, pokud prejdu zpét k pivodnimu znaceni veli¢in
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- pred provedenim substituce /2 — 1 = [, £ = d. Vysledkem je:

UQT(t) =
5 \/62 —1 €£+\1{f2j€T — e£+\{f2!T1T *€+ TE2_*1t
BEYCE =T
l—e T

VE-T+E e5 sz 1 egiTileT 75—7\452—% L (0.eT)
- 5 JET =1 a 1 (S 1 pro e (U, e
¢ l—e T '
f Ver—
VE-T1+¢ 1—e T e 5 V£2 1(tT

W wg—
e T
Ery/e—1

5 — \/52 — 1 1 — e T el 7&7 VfQ_l(lffT)
— : e T pro te€ (T, T). (1.34)
2:/82 -1 §+\/§2—1T
l—e Tu

Vyraz /&2 — 1 vyjde komplexnf &islo, pokud € < 1 (systém s dvéma komplexné sdru-
zenymi koteny). Diisledkem toho je pfechod vSech ¢lenti obsahujici vyraz /&2 —1 v
komplexni ¢islo. Naopak pro £ > 1 (systém s dvéma redlnymi kofeny) vyjde vyraz
V& —1 v oboru reédlnych ¢&isel a v platnosti tak ziistdvaji vztahy (1.17) a (1.19) z
[T0]. Vypocet provedeny v této praci tedy rozsituje vypocet z [10] provedeny pro
systémy druhého tadu s £ > 1 na systémy s £ > 0, £ # 1. Pokud ma systém & = 1
(systém s jednim dvojndsobnym redlnym korenem), vyjde vyraz /&2 — 1 nulovy. V
dtsledku to znamena déleni nulou v ¢lenech \2/%

Po odvozeni funkce uyr(t) jiz 1ze napsat vztah pro periodickou slozku vystupniho
signalu ugper(t). Ta vznikne periodickym opakovanim funkce wupr(t) pro nartstajic
hodnoty casu:

u2per(t) = UQT(t) + UQT(t - T) + 'UQT(t — 2T) + .= i UQT(t — TlT) (135)
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Vysledkem tedy je:

Upper () = Z
n=0
d+l d+l -l d-l
1_ l—d et e e—dﬁl(t—nT) Cd+1l eT T e Te_d—‘ll(t—nT)
d+l a1
2l 1— eT71T 2l 1— eT71T
pro t € (nT,eT 4+ nT)
HET MaT
d+1l 1—eT: 7%(t7TfnT) l—d 1—eTi™ _dtly g,
. e 1 + . e Tq
20 JEr .
pro t € (T +nT,(n+1)T). (1.36)

Na obrazku (Obr. je zobrazen priklad pribéhu periodické slozky vystupniho
signalu pro pét period a pro konkrétni hodnoty T,eT, Ty a &.

1.2 I I T T
= U2per (t) — PWM

Ugper -] U -]

/NN NN\

Obr. 1.5: Priklad ugper(t) pro 5 period. €T = 2s, T = 5s,£ = 1,5,Ty = 1,5s

Piimé grafické zobrazeni ugr(t) pro tlumeni systému £ < 1 na zdkladé rovnice
(1.33) neni mozné, protoze pro tyto hodnoty tlumeni je wupr(t) komplexni funkei
realné proménné. V dalsi kapitole provedu tpravu ([1.33) na redlnou funkci redlné

promeénné t.
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1.4 Vyjadreni funkce uyp(t) jako realné funkce casu

Jak jsem jiz napsal vyse, pokud je tlumeni systému & < 1, vyraz | = /2 — 1 piejde
v komplexni ¢&islo a vztah prejde v komplexni funkci ¢asu. Ve skutecnosti je
vsak vystupni signal systému realny i pro tlumeni systému & < 1. Vztah tedy
upravim tak, aby byl redlny i pro £ < 1.

1.4.1 Vypocet pro interval ¢t € (0,eT)

Jak jsem jiz difve odvodil, plati v tomto intervalu vztah ([1.30):

d+l T d+l d—=1 d—1

l—d eTi*  —eTi' _dtl, g4 eTi® —eTi ' _dl
urr(t) =1 — e 2+z 2 TR T (1)
1—eT1 l—eTi?®

Vypocet provadim pro £ < 1. Provedu tedy néasledujici prepocet:

I= @ - 1Ae<l— (D)1 -@)=jvsv=\1-€51=jo. (13)

V exponentech exponencidl se objevi komplexni ¢islo ve slozkovém tvaru. Vztah
(1.37) tedy prejde na tvar

d+jv d+jv d—jv d—jv

. eT T ; . €T T :
ju—d e T —e T _dv, d4ju e T —e T _d-jv,
upr(t) =1 — . e T1 — . e T
ot 2jv dtjvp 2jv djvp
l—eT l—eT

(1.39)
Ptavodni exponencialy s redlnym exponentem presly v komplexni exponencialy. Prvni
ze zlomkil oznac¢im jako

d+jv d+jv

a(t) _ Jv ' e dgv 1 v (1.40)
2jv l—em T

Nyni vypoéitdm komplexné sdruzenou funkci a(t) k a(t) tak, ze nahradim j za —j.
Mym cilem je dokdzat, ze zlomky jsou komplexné sdruzena ¢isla a ipravu ugr(t) na

redlnou funkci redlné proménné ¢ tak zjednodusit

dfjveT d—jv ) d—jv dﬁ]vT )
_ —jv—d eTt " —e T = _div,  d4juv eTrt ™ —eT d—jv,
a(t) = ——- ¢ = e T (141)
—2jv | e T 2jv l—em T

Je vidét, ze a(t) je druhy ze zlomku ve vyrazu . Zlomky jsou opravdu kom-
plexné sdruzena cisla. Vztah tedy mohu zjednodusené vyjadit pomoci funkei
a(t) a a(t):

upr(t) = 1 —a(t) —a(t). (1.42)
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Provedu pomyslny rozklad funkei a(t) a @(t) na redlnou a imaginarni ¢ast

Tento rozklad dosadim zpét do ((1.42) a upravim:

L—a(t) —a(t) =1 —[z(t) +jy(t)] = [x(t) = jy(t)] =
=1 —a(t) = jy(t) — (1) +jy(t) = 1 - 2x(t) = (1.45)
=1 —2Re{a(?)}. (1.46)

Vysledny vztah se vyrazné zjednodusil. Je vidét, ze pro vyjadreni funkce ugor(t) v
intervalu ¢ € (0,eT) jako redlné funkce ¢asu staci vypocitat redlnou ¢ast nckterého
ze zlomku ([1.39)). Zvolim tedy prvni zlomek
jv B d ed%_ivaT B edr—ri-ivT _wt
T TR Ti "5, (1.47)
l—eT

Re{a(t)} = Re

V dalsich vypoctech tedy budu postupovat standardné jako pfi rozdéleni vyrazu na
realnou a imaginarni ¢ast. Vyse uvedené komplexni exponencidly nejprve upravim

uzitim Eulerovych vzorcu [§] na slozkovy tvar:

d+jv d
e T o8 — o1 <0 [cos <6T) + jsin ( )} (1.48)
Ty

d+jv d
e Tt | =eTi" {cos (%}1 > + jsin <,12) ) (1.49)
d+jv _4a
e T l=¢ T |cos ({1}1 ) — jsin <FE) )] (1.50)

Uvedené vzorce dosadim do ([1.47))

d+jv d+jv
jfU_d e T1 ET_e T, T 7d+j’l)t
2%v ESTP "=
l—eT

v+ id eT%ET {cos ( ) + jsin ( T)} - eTilT {cos (TLIT) + jsin (T%Tﬂ

2v 1-— eTilET [cos (TLIT) + jsin (%T)}

e {cos (;1 ) — jsin ({jl )] : (1.51)
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Po nékolika tpravach, které jsem vSechny zaznamenal do ptilohy (A.3.1), vyjde vztah pro redlnou ¢ast funkce a(t)

4 . 4
v—ovcos|(=~T)eTt  —dsin(=%T)eT: d o d
Re{a(t)} = (Tl 3 (Tld) [eTl 9 cos ({j(eT—t)) —eTi T D ¢og ({j(T—t))] +
2u [1 — 2eT1 " cos (LT) + eleﬂ ! !

Ty
d—d ( ) nr ( ) o T, T
—dcos(7T)eTt” 4 vsin(rT)eT: d o d
+ il o leTl (ET=0) ( ! ) _ T (T sin( Y )] . (1.52)

a a
2v [1 — 92T " cos (T%T) + eTIZT]

Tento vysledek nakonec dosadim do (1.46) a provedu koneéné tpravy. Vysledkem je vyjadieni funkce jedné periody usr(t) jako redlné

funkce casu i pro tlumeni systému & < 1.

=1—2Re{a(t)} =

te(0,eT)

UQT(t)

d d

v — v COoS (TLT) eTi ' — dsin (TLT) eTi " A 1oy v 4y v
1-— ~ = eT1 oS (T(sT—t)> —eT1 Ccos <T(T—t)> -
v — 2veT1 " cos (TLT) + veTi 2T ! !
1
d d
d—dcos (1) eTi" +vsin (LT)eTi' [ 4 d
1 1

L7 Lot
v — 2veT1 cos (T%T) + veT1



1.4.2 Vypocet pro interval ¢t € (¢T,T)

Postup vypoctu je stejny jako pro interval ¢ € (0,eT). V intervalu ¢t € (T, T) plati
dfive uvedena rovnice ((1.32))

d—l d+l

d+1 1—eT™" _dly gy [—d 1—eTi" _dtl, g
1—eT 1—eTi

Opét provedu prepocet proménné [ na ryze imaginarni veli¢inu

[=/—-1NE<T = /(-1 =) =jv=>v=y1-=1=jv. (1.55)

Uvedenou tpravu dosadim do vztahu ([1.54])

d . %eT d—i . d d¥jveT dti
— —JU J— — JU
wrr(f) = ;Jv 1 ed_ljv o T (=) +‘]U2_ 1 ed;jv ~ T (1.56)
Jv l—eT © Jo l—eT ©
Prvni ze zlomkl oznac¢im jako
d;jUET dei
. B -
b(t) = d+jv 1—e L) (1.57)
2jU d—jv
1—eT

Pro ovéreni, ze druhy zlomek v (1.56) je opét komplexné sdruzené ¢islo k b(t),
nahradim v b(t) j za —j

. d+jv€T d-+i . d+jU6T d-j
0 Pt L il MR U U B GRS
- —2jU d-‘rjvT - 2JU d+jvT :
l—eT l—eT

Vyraz tedy opét vysel stejny jako druhy zlomek v (|1.56)). Zlomky jsou komplexné
sdruzena ¢isla a vyraz (1.56|) 1ze nasledné prepsat jako

uyr(t) = b(t) + b(t). (1.59)

Funkce b(t) a b(t) rozepisu na slozkovy tvar

b(t) =r(t) —js(t). (1.61)
Po dosazeni se zjednodusi:
upr(t) = b(t) + b(t) = r(t) + js(t) + r(t) — js(t) = 2r(t) = 2Re{b(t)}.  (1.62)

Je vidét, ze pro vyjadreni funkce upr(t) v intervalu ¢ € (¢T,T) jako redlné funkce
Casu opét staci vypocitat redlnou cast nékterého ze zlomku ((1.56)). Zvolim druhy

zlomek.
d+jv

- iv—d 1—eTi " _div,
RefB(1)} = Re d Hor = g e 10 (7 (1.63)
l—eT:
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V dalsich vypoctech tedy budu postupovat standardné jako pri rozdéleni vyrazu na
redlnou a imaginarni ¢ast. Vyse uvedené komplexni exponencidly nejprve upravim

uzitim Eulerovych vzorcu [§] na slozkovy tvar

d+jv d
e T T — Tt [cos <;15T) + jsin ('Iv‘laTﬂ (1.64)
d+jv d
eTi ' =eTi' |cos (ﬁT) + jsin ({T) (1.65)
dtjv 4
e~ T 7D o7 (T-Y) {cos (U(t—T)> — jsin <U(t—T))] : (1.66)
T T

Vysledky dosadim do ([1.63))

d+jv

. T w
ju—d 1- edjl. edeLi(th) _
i dtjv
2jv _—em T
d
v+jd 1-— eTi<’ {cos (T%aT> + jsin (T%ETH
2v d

1—eTi . {cos (%T) + jsin (TLIT)}

d
oT; (T71) [cos (ﬁ(tT)) — jsin <T’U‘1(tT)> ) (1.67)
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Po nékolika upravach, které jsem zapsal do ptilohy, vyjde vysledny vztah pro redlnou ¢ast funkce b(t)

v — v Cos (LT) eTilT — dsin <LT> eT%T d d
Re {b(t)} = & & [cos ({j(t—T)) eTi T _ cos ({j(eT—t-{—T)) eT1(5T+T_t)] +

a a
2v [1 —2eTi " cos (T%T) +eT1 QT] ! !

d d
; 41 e 4
. d — dcos (T—1T> eTi” + vsin (T—lT) eT1 lsin ( v ) by <in ( v ) d(T+sTt)] .

y y — (t-T) eT1
20 [1 — 21" cos (T%T) + eleT]

T (1.68)

Po dosazeni vysledku do ([1.62) a kone¢nych upravach vyjde vysledny vztah pro funkei jedné periody vystupniho signdlu usr(t) pro
tlumeni systému € < 1

upr (1) = 2Re{b(t)} =
te(eT,T)
U — U COS (LT> eTilT — dsin (LT> eT%T d d
= Tld Tld lcos <{j(t—T)> eTr (T _ ¢os <{j(aT—t+T)> eTl(ETJrT_t)] +
v — 2veT1 " cos (T%T) 4 peTi 2t 1 1
d d
d—dcos (1) eTi " +ysin (LT)eTr " d d
+ (Tld ) (Tld ) lsm (Tv(t—T)) eTi "9 _sin (;(t—T—eT)) eT: (T+€T_t)] ) (1.69)
v — 2veT1 " cos (TLlT) 4 et 2t 1 1

Slouc¢enim vztahu (1.69) a ((1.53) ziskdm vzorec pro funkci jedné periody vystupniho signalu jako redlnou funkci redlné proménné ¢
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pro tlumeni systému £ < 1

U (T =
o1 (1) far
U — U COS (LT) eTilT — dsin (LT) eTilT d d
=1- Tld Tld [ T ET cos (;(sTt)> — o™ (T cog (U(Tt)>] —
v — 2veT1 " cos (%T) + peTi 2t 1 1
d d

Lo . Lo
d — dcos (TLIT) eTi” 4+ vsin (%T) eT1

d d
= T = eTi CTD gipy (v(tsT)> — e T Ygin (v(tT)) pro t € (0,eT)
v — 20eTi ' cos (LT) + peTi 2T Ty Ty

Ty
U — U COS (LT) eTilT — dsin (LT) eTilT d d
= T T cos ith eTi T _ cog ieT—tJrT Ty ETHT—Y) +
L A op T
v — 2veTi” cos (TLIT) + veT1 1 !
d d
d—dcos (2£1)eTi" +vsin (Z1)eTt d v d _
+ (Tld ) <T1d ) [Sin (Ut—T> e _gin (t—T—sT) eTr (T t)] prot € (T, T).
27 v —9T T1 1
v — 2veT1” cos (T—lT) + veT1
Periodicka slozka vystupniho signalu systému je opét dana vztahem:
Uzper(t) = u2T(t> + U2T<t — T) + UQT(t — 2T) + UQT(t — 3T) 4+ o= Z UQT(t — TLT)

n=0

(1.70)

(1.71)
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Obr. 2.1: Grafické znizornéni definice zvlnéni

2 ZVLNENI VYSTUPNIHO SIGNALU

2.1 Uvod

V této casti prace nejprve definuji zvinéni vystupniho signalu R. Nasledné vypoci-
tam hodnoty tyuin a tmax, potfebné pro vypocet zvlnéni, jako extrémy funkce jedné
periody vystupniho signalu uyr(t). Poté hodnoty ugmin & tomax, z nichz nakonec vy-
jadiim vzorec pro velikost zvinéni vystupniho signalu. Do hlavniho textu uvadim
jen dulezité kroky vypoctu. Podrobny vypocet jsem zapsal do prilohy .

Zvlnéni vystupniho signalu definuji jako rozdil maximalni a minimalni hodnoty
vystupniho signdlu (Obr. [2.1)):

R = U2max — U2min- (21)

Hodnota uomax je globalnim maximem funkce jedné periody vystupniho signélu
ust (1), pro kterou plati
U2max = U2T<t == tmax)' (22)

Obdobné hodnota ugy, je globalnim minimem funkce uyr(t) a plati
Upmin = U2 (t = tmin)- (2.3)
Prvnim krokem je tedy vypocet ¢astl tpax & tmin. Samotny vypocet vsak komplikuje

skutecnost, ze zvlnéni vystupniho signalu pocitdm obecné i pro systémy s £ < 1,
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které mohou mit kmitavou odezvu na vstupni PWM signal. To je vidét na prikladu
(Obr. . Tento obrazek je zdmérné nakreslen pro dlouhou periodu PWM tak,
aby dostatecné ilustroval problém maxim a minim pricemz je ale evidentni, Ze se v
tomto pripadé ztraci smysl pouziti PWM - systém se ma vzhledem ke vstupnimu sig-
nalu chovat jako dolni propust a reagovat v podstaté na sttedni hodnotu vstupniho
signalu.

2 I I T
— llgper(t) — PWM

1.5*{\ 8
1 N\

0.5 f .

Ugper |- yUq [-]

VAVA

0 5.1072 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Obr. 2.2: Kmitava odezva na vstupni signal PWM, ¢ = 0,2;T; = 5ms, T =
150ms, e = 0,5

V ramci jedné periody PWM se tak mtze objevit hned nékolik lokélnich maxim a
minim z nichz jedno je globalni. Vyjimku tvorii systémy s & = 0, ale v tomto pripadé
se jedna o systém na mezi stability coz je mimo rozsah zadani mé diplomové prace.
Jejichz odezva je netlumeny signal (Obr. a globalni maximum a minimum tak
vysledny pribéh nema.

Dalsim problémem je samotné urceni intervalu, ve kterém se globdlni maximum
nebo minimum nachézi - zda se jedna o interval (0, eT) nebo (¢T, T). Tato informace
je dulezité pro urceni rovnice ugr(t), ze ketré se bude pii urcovani extrému vychézet
(tj. zda se pouzije vztah nebo ) Poloha maxima nebo minima muze
navic prechézet mezi intervaly v zavislosti na pouzité frekvenci PWM pri stejnych
parametrech systému, jak ukazuji obrazky a . Parametry systému jsou
pro oba obrazky stejné, pouze se zménila perioda PWM z 150ms na 15ms pri stejné
stridé. Zatimco na obrazku je globalni maximum v intevalu (0,T) na obrazku

(2.4)) je globalni maximum v intervalu (¢T,T).

32



1.5

0.5

Usper |- Uy -]

—0.5 :
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

0 5.1072

Obr. 2.3: Netlumeny vystupni signal £ =0, T; = 6ms, T = 150ms, e = 0,5

Nejprve tedy provedu vypocet obecné bez ohledu na to, zda vysledeny vztah
urc¢uje maximum nebo minumum. Nalezené hodnoty pak odpovidaji obecné stacio-
narnim bodum funkce upr(t), tedy bodum, kde je derivace funkce ugp(t) nulova.

Nez zacnu se samotnym vypoctem, provedu tvahu nad tim, pro jaké parame-
try systému a PWM ma jesté smysl zvinéni pocitat. Pii pouziti PWM pro fizeni
systémi se obvykle pozaduje co nejmensi zvinéni vystupniho signalu. Systém tedy
pracuje jako dolni propust pro signdl PWM. Na vystupu systému je tak v idedlnim
pripadé dominantni stfedni hodnota vstupniho signalu, kolem které kmitaji, pat-
ricné zeslabené, vyssi harmonické slozky vstupniho signalu PWM, které zptsobuji
zvlnéni vystupniho signalu. Parametry PWM by tedy mély byt takové, vzhledem k

danému systému, aby byla spliiena nerovnost
R <« Uy, (2.4)

kde R je zvlnéni vystupniho signalu systému a Uy je vyska pulzi signalu PWM.
Tuto podminku naptiklad nespliuje signdl na (Obr. . Pozdéji v nasledujicim
textu zformuluji podminku, pti které jesté ma smysl zvlnéni pocitat. Zaroven se tak

vyrazné snizi naroc¢nost vypoctu samotného zvlnéni.
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0.2 .

Usper -] Uy -]

Obr. 2.4: Priklad vystupniho signalu pro ¢ = 0,2;' Ty = bms, T = 15ms, e = 0,5

2.2 Stacionarni body v intervalu (0, £T)

V tomto ¢asovém intervalu je funkce jedné periody vystupniho signdlu uyr(t) defi-

novana jako (|1.30)):

d+l d+l d—1 d—1
(y=1-"-4 eTi —eT’ 4, dfl eTT T 4 (2.5)
= 1= : e = : e Ti°, .
Uyt 21 |t 21 L

Pri vypoctu stacionarniho bodu postupuji standardné jako pri hledani extrému
funkce. Nejprve vypocitam casovou derivaci funkce ([1.30)

dUgT(t) _
dt te(0,eT)
d+l d+l d—1 d—1
d l—d eTi<h —eTi ' ,%t d+1 eTi<h —eTi ' _da=t,
ST LT ol ¢ T Ty =
l—eT 1—eT:
d+1 d+1
( l—d) eTlgT—eT1T< d+l> i,
=\~ dtl - e -
2l 1_eT7J;T T1
d—1 d—1
d+l eTi ' —eTi ' [ d+1\ _d=,
- : - e Ti. (2.6)
21 1_edT7_1lT Tl
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Vysledny vyraz lze jesté upravit do konecné podoby

d=l d=l d+l d+l
1 eT1€ —eTlT 7@t eT1€T—eT1T —ﬁt
e Ti — e T1 (2.7)
2[T1 ﬁT MT
1—eT1 1—eT1
Vysledek tpravy polozim roven nule a upravim
d—l d—l d+l d+l
1 T 5 _ e Ts T d=l T e _ Ty T d+l
(§] (§] — t (§] (§] — t
e Ti' — e Tt | =0 (2.8)
QZTl ﬂT ﬁT
1—eT 1l—eT1
d—l d—l dtl dtl
e T1 T—eTlT _ﬂt eTlsT—eT1T —ﬁt
T = T
e o, ¢ (2.9)
1—eTt 1l—eT

Po nékolika dalsich matematickych operacich, které jsem vSechny zapsal do prilohy
(C.1)), vyjde
(o
ty = 1 . (2.10)

=——1In
2 dtl dtl d—l
eTi T —eTi ) (1—em "

Pokud je tlumeni systému £ > 1, pak ve vyrazu v hranatych zavorkych vystupuji

realné exponencialy a provadi se logaritmus realného ¢isla. Naopak, pokud je £ < 1,
vyraz v hranatych zavorkach je obecné komplexni ¢islo a je nutné pocitat logaritmus

komplexniho ¢isla, ktery je definovany jako [9]
Lnz = In|z| +jarg {z} + j2mm, (2.11)

kde z € C a m € N. Vysledkem je tedy obecné periodicka fada komplexnich ¢isel
opakujicich se s periodou 27. Ve skutecnosti je vSak poloha stacinarniho bodu ¢islo
redlné. Dalsimi matematickymi tpravami ptfevedu na realnou funkci. Cely
postup vypoctu je zaznamenén v pifloze (C.1]). Nejprve rozndsobim zévorky v (2.10).

d—l d+l, d-l a—l =l d+l
T, eT1E _eT1TeT1ET—eT1 —|—eT1TeT1T
by = _?an dtl o d=lp dtl g, d+l dtl d=l (2.12)
eTim —eTieTi —eT1 " 4 eT1 et

jak jsem uvedl vySe, Upravu pocitdm pro £ < 1. Pouziji tedy vztahu ((1.38) pro

vyjadreni redlné a imaginarni ¢asti v prislusnych vyrazech.

d—jv d(T+eT)+ju(T—eT) d—jv d_
TlL eTi *' —e T1 —e T 4Tt 913
= ———Ln - - - = .
2jU d+JUaT d(T+eT)—jv(T—eT) d+JvT i2T ( )
eTir " —e Ta —eTi " et
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Vzniklé ¢leny lze jiz lze jednoduse rozlozit na redlnou a imaginarni ¢ast pomoci
Eulerovych vzorct [§].

dT .dT. d

[T eos (gen) —jeTi T sin () — e con (em) -
AU BT cos (o) 4+ joi T sim (o) — s T cos (2 rem) +
—jeTs T gin (2 rem)) — o1 cos (1) + jes Tsin (1) + o1 o1

el T gin (2 ron)) — o1 T cos (1) — ot Tsin (1) + o7

Redalné casti ¢itatele i jmenovatele zlomku v hranatych zavorkach jsou stejné a ima-
ginarni ¢asti se lisi pouze znaménkem. Vyraz ve jmenovateli je komplexné sdruzeny

k citateli. Pro zptehlednéni zvolim

da da d da
p= eT1" cos (;leT) —eT1 (T+T) Cos (Tvl(T—eT)) —eT1 " cos (TZ‘)lT) + eTi 2T
da da d
q= eTi " sin <T1)1T> — e T 0 gipy (Tvl(TsT)> — o™i gin (TUlET) . (2.15)
Vztah (2.14) se pak zjednodusi na tvar
T .
tqg=—-—Ln pi—i-J'q . (2.16)
2o |p—iq
Dalsim krokem je vypocet logaritmu podle definice (2.11f), kde za z dosadim ﬁ.
Za timto tucelem provedu nékteré mezivypocty:
‘p—qq‘ _lp—dd (2.17)
p+ial lp+idl
s 2 _ 2
Re{p+?q}:p2+q2 (2.18)
pTlq p q
s 9
Im{m} - (2.19)
pPTJq pTTq
s 9
arg {W} = —arctan — P 5 (2.20)
pTJq pT—q

Po dosazeni mezivypoctl vyjde
T 2 T 2 T
by = 1 |1| — jarctan Pq +2mnm | = —Larctan fi — 1m7r'
2jv P’ — ¢ 2v P’ — ¢ v
(2.21)
Imaginarni jednotky se vykratily a zbyla periodicka realna funkce. Je tedy splnén
ptuvodni predpoklad, zZe stacionarni body funkce ([1.30]) jsou redlna ¢isla. Periodi¢nost
funkce (2.21)) poukazuje na radu stacionarnich bodu, které tvori lokalni maxima a

minima v ramci intervalu (0, eT). To odpovida predpokladu kmitavé odezvy systému

na vstupni signal PWM z tivodu této kapitoly.
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2.3 Stacionarni body v intervalu (¢T,T)

Vypocet probihd podobné jako pro interval (0,eT). Vychazi se vSak z druhé funkce,
platné pro interval (¢ T, T), definujici funkei jedné periody vystupniho signélu uyr(?)
(T-32):

d=l d+l

d+1 1—eTi " _dly o 1—d 1—eTi®" _dil, q
'UQT(t): 51 . ﬂTe T1( )+ 57 . ﬁTe Tl( ) (222)
1—eT1 1—eT1

P1i vypoctu stacionarniho bodu opét postupuji standardné jako pti hledani extrémi
funkce. Nejprve vypocitam ¢asovou derivaci funkce (|1.32))

dU2T<t) _
dt te(eT,T)
d—1 d+l
_dfdtl 1T gy l-d 1-eT T 4
a1 ¢ ! + EEY -
dt | 2 d-ly 21 T
1—eT: l1—eT
d—1
d+1 1—eT ™ ([ d—1\ _dl,
= ;; . edizT <_ T >e T, ¢ T)+
1—eTr !
l d 1 MET d l d+l
— —eT1 + —E-T)
T T (‘ T, )e R (223)
l1—eT

Nalezeny vyraz polozim roven 0. Cilem je vyjadieni ¢asu stacionarniho bodu.

1 (1 T g 1 T 4
—e 11 _axrt ., — e 11 _e=v,
2T e R = e (2.24)
e - eTilT 1-— eTilT
d+l d—1
11— €T716T _dtly 1-— eTlET =l
We T ( ) = 7d;le Ty ( ) (225)
l1—eT 1—eT:

Po nékolika dalsich krocich, které jsou napsany v piiloze (C.2), dostanu hledany cas

stacionarniho bodu
d+1 d—1
T (1 — eT1€T> <1 — eT1T>
=1 +T. (2.26)

tsg = n
d+l d—l
21 (1 _eT T> (1 B ele 6T>

Pokud je tlumeni systému & > 1, pak ve vyrazu v hranatych zavorkych vystupuji

realné exponencialy a provadi se logaritmus realného ¢isla. Naopak, pokud je £ < 1,
vyraz v hranatych zavorkach je obecné komplexni ¢islo a je nutné opét pocitat loga-
ritmus komplexniho ¢isla dle definice (2.11]). Vysledek je obdobny jako pii vypoctu
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pro interval (0,eT). Dalsimi matematickymi upravami prevedu rovnici (2.26]) opét
na realnou funkci. Cely postup vypoctu je zaznamenan v priloze (C.2). Pokud v
(2.26)) roznasobim zavorky a dosadim dle vztahu ((1.38)), dostanu vyraz

d—jv d+jv d+jv d—jv

_ T |lme ™ T-e M Tye T ) 2.27
2jv djv_p dtjv dtjvp, dojv = (2:27)
l—eTi 7 —eTi " —e T Ta

Zlomky v exponentech 1ze jednoduse prevést na slozkovy tvar a nasledné pouzit

Eulerovy vzorce:

gy [ R o () g i ) = R s ) -
2 1—eTi*" cos ( ) +jeT1 “Tsin (TLIET) —eTi T cos (TLIT) _
—je%sT sin (T%ET) + eTil(ETJFT) cos (TLI(ETJF)) + jeTil(sTJrT) sin (TLI(ET T)) i
—jeTilT sin (Tv T) n e{fl (T+T) o (T%(ET_T» B jeT%(STJFT) “in (T%(ET_T)> .
(2.28)

Citatel a jmenovatel jsou opét komplexné sdruzend &isla. Pro piehlednost zavedu
oznaceni

d da
r=1—eTi" cos (%T) —eTi*" cos (;leT) + eT1 (eT+ )cos (,qul(aT—T))
d d
—~T . v T . v (eT+T) v
s =eT1 sin <T> —eT1™ " sin < T) +e T1 sin (( T—T)) 2.29
T, T, T, (2:29)

Vztah ([2.28) se pak zjednodusi na tvar

. B
to = ——1Ln lr ?S] +T. (2.30)

Jestlize nyni dosadim z = :J_% ve vztahu pro vypocet logaritmu komplexniho ¢isla

(2.11) dostanu rovnici

Ty
= — 1
b2 2jv ln

+jarg {Tﬂs} + j2m7r] ey (2.31)
s r—js

Nez provedu vypocet samotného logaritmu, spo¢itam mezivypocty

r—+js 7\/7“2-1—827 (2.32)
r—js _\/7“2—1—32_ '

r+]s r? — 52
2.33
{T—JS} 7"2—|—52 ( )

r—+js
2.34
{7‘ —js 7“2 + 32 (2.34)
2rs
r 2rs
arg{ +J, } = arctan 7’2“2 = arctan . (2.35)
re—s 2 2
r—js e r?2—s
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Mezivypocty dosadim

T 2
to = —— (ln |1] + jarctan (rs) +j2m7r) +T. (2.36)
2jv r? — 2
Imaginarni jednotky se opét vykrati a zbyla periodicka realna funkce. Pokud jesté
roznasobim zavorku ¢lenem %, dostanu vysledek formalné shodny s vstahem ([2.21])

pro interval (0, eT)

T, 2rs mn'Ty
b = 5 arctan (r2 — 52> t——* T. (2.37)

2.4 Shrnuti vypoctu stacionarnich bodi

2.4.1 Perioda opakovani stacionarnich bodua

Pro interval (0,£T) je poloha staciondrnich bodit déna vztahem (2.10). V hranatych
zavorkach se obecné vyskytuji komplexni éisla. Vysledek je vSak vzdy realny, jak
dokazuje vztah . V intervalu (¢T,T) lze polohu stacionarnich obdu uréit po-
moci vzorce . Vysledkem je opét vzdy realné ¢islo, jak dokazuje vztah .

Pokud v obou vztazich (2.21)) i (2.37)) uvazuji pripad, kdy m = 0 vyjde

T 2
ty = — arctan o (2.38)
2v p? — ¢?
T 2
ts? = 27; arctan <7=2i82) + T, (239)

Tyto vyrazy udavaji polohu stacionarnich boda funkce ((1.33). Druhy scitanec v
(2.21) i (2.37) pro k # 0 je v obou ptipadech stejny.
leﬂ'

v

Pokud za v dosadim zpét /1 — €2 dle substituce ([1.38)), dostanu

. (2.40)

le"ﬂ'
V1I=¢&%

Tento vyraz udava periodu, s jakou se stacionarni body opakuji.

(2.41)

T
L (2.42)

V1-¢82
Perioda maxim nebo minim je dvojnasobna

27TT1
Puin = Phax = —= = 2P. 2.43
e 249
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Stejny vztah lze nalézt v [11], kde udava periodu kmiti prechodové charakteristiky
systému druhého tadu s £ < 1. Pokud uvazuji napriklad systém s parametry & =
0,2; Ty = bms , pak perioda stacionarnich bodt je

wTy  3,1415-5-1073

P= = = 0,016s = 16ms. (2.44)

Perioda maxim a minim je:

Ponin = Prax = 2P = 32ms. (2.45)

Vypocet ilustruji néasledujici obrazky (Obr. a ([2.6). Vypocet casu lokalnich
minim a maxim je dle a (2.37). Hodnoty maxim a minim jsem pocital dle
[E30) » (I32).

Obr. 2.5: Kmitava odezva systému s extrémy, £ = 0,2; T; = bms, T = 150ms, e = 0,5

Vztah vyuziji pro definici podminky, kdy ma jesté smysl pocitat zvlnéni
vystupniho signalu, o které jsem se zminil v ivodu. Uvazuji stiidu € = 0,5, kdy je
zvlnéni nejvétsi. Zaroven pozaduji, aby globalni minimum vystupniho signalu lezelo
v intervalu (0,eT). To je vyhodné z hlediska dalsiho vypoctu pifi uréovani zvinéni
vystupniho signalu. Zaroven je tim zaruceno, ze frekvence PWM je dostatecné velika
na to, aby systém fungoval jako dolni propust. Poslednim pozadavkem je, aby se
v intervalu (0,eT) vyskytoval jen jeden extrém, pii ¢ = 0,5. Vysledkem tedy je

nerovnost
27TT1

Nt (2.46)

1
P>§T—>T<
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1.5} 2
I Aa |
=
2 05 |
=
_05 - b 1 t | |

0 5.102 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Obr. 2.6: Priklad signalu pro £ =0,2;T; = 5ms, T = 0,4s,6 = 0,5

Na (Obr. je demonstrace uvedené podminky. Parametry systému jsou T; = bms
a & =0,2. Tyto udaje dosadim do ([2.46]) a ur¢im hraniéni hodnotu periody PWM:

27Ty  2-3,1415-5-1073
vi—é& o V1—=10,22

Z obrazku (Obr. |[2.7)) je vidét, Ze v intervalu (0, eT) je opravdu jeden extrém, globalni

T = = 32,06ms. (2.47)

minimu, a to v bodé ¢t = 0. Pokud nyni snizim periodu PWM na T = 30,0ms (tedy
je splnéna podminka ([2.46))), globalni minimum je uz uvnitt intetvalu (0, T), jak je
vidét na (Obr. 2.8).

Z obrazku (Obr. a (Obr. je vidét, ze vystupni signal systému sice spliuje
podminky jednoho minima v intervalu (0,eT) a filtrovani vyssich harmonickych
slozek vstupni PWM, avsak jiz nespliuje podminku . Tu lze zajistit, pro dané
parametry systému, bud zmensenim stiidy (coz by ale mélo za nasledek snizeni
stfedni hodnoty vystupniho signdlu systému) nebo zptisnéni pozadavki na velikost
periody PWM: _—

mly
T<7=5 (2.48)
Na obrazku (Obr. je zobrazena situace, kdy T = 6,4ms, coz odpovida pétina-
sobnému zmenseni oproti hrani¢ni hodnoté periody PWM (32,06ms). Je vidét, ze
systém jiz dobre filtruje vstupni signal a dominantni je stfedni hodnota vystupniho
signalu.

Pokud by strida signalu PWM byla jina nez 0,5, je tfeba tuto skute¢nost zahrnout

do podminky pro urceni periody PWM. V pripadé, ze strida € < 0,5 pozaduji jeden
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251 f f f f T T T T T =
— Ugper (t) — PWM

Ugper |- Uy [-]

Obr. 2.7: Vystupni signal systému pti hrani¢ni hodnoté periody PWM, £ = 0,2; T =
5ms, T = 32,06ms, ¢ = 0,5

T T T T T T T
UQper PWM
21 N
1.5 2
- .
:'\
205 .
=
0l
—0.5 | :
—1 | | |
0 1 2 3 4 9
t[s] 1072

Obr. 2.8: Vystupni signdl systému pfi splnéni podminky (2.46), T = 30,0ms, & =
0,2; Ty =bms,e =0,5

extrém v intevalu (¢T,T). Podminku upravim na tvar
7TT1
(1—¢e)/1-62

P>1-9T—->T< (2.49)
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1.2 I I T
— U.onr (t) — PWM

0.8 B

Ugper -] Uy -]

| | | | | | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
t[s] 1072

Obr. 2.9: Vystupni signél systému pti periodée PWM T <« 32,06ms, & = 0,2; T, =
Sms, T'= 6,4ms,e = 0,5

Tato situace je zobrazena na (Obr. [2.10)). Naopak pro € > 0,5 pozaduji jeden extrém

v intervalu (0,eT)

7TT1
P>T - T< —. 2.50
el — iz (2.50)

Obrazek ilustrujici tuto situaci je na (Obr. [2.11)).

2.4.2 Urceni ¢asu maxima a minima

Pokud je perioda a strida signdlu PWM nastavena tak, zZe je spliiena podminka
nebo , tak se v intervalu (0,eT) i (T, T) vyskytuje pouze jeden
stacionarni bod. V intervalu (0,eT) je to ¢as minima ty,;, a v intervalu (¢T,T) je
to Cas maxima ty.,. Uvedena situace je vidét pro konkrétni parametry systému a
PWM napriklad na (Obr. . Matematicky presnym ditkazem tohoto tvrzeni by
bylo dokazat, ze v intervalu (0,eT) plati:

d+l d+l d—l d—1
@ 1—d eTT_eTT a, g4l oTT T T _d,
e |t S T o, ¢ >0,
l—eT1 1—eT1 t=tmin
(2.51)
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1.2

— U.Qper (t) —PWM

0.6 |- .

Ugper[-] 1y [

0.2 .

Obr. 2.10: Vystupni signal systému pri splnéni podminky (2.49)), & = 0,2, T; =
oms, T = 18ms, ¢ = 0,15

1.4 I \ \ T
= U2per (t) — PWM

1.2 .

0.6 B

U2per [-] Uy -]

041 .

0.2 .

Obr. 2.11: Vystupni signal systému pri splnéni podminky (2.50), & = 0,2;T; =
oms, T' = 22ms, e = 0,7
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a obdobné v intervalu (¢T, T):

a2 ldvl 1 %ET d—1 I—d 1 %ET d+1
a2 j; ey _l L d<1H e T 7Y < 0.
t 2 1— eT71T 2 1—eTr t=tmaz
(2.52)

Reseni této nerovnosti je zna¢né obtizné, provedu tedy nasledujici dvahu. Jako
model systému druhého radu pro tento popis uvazuji sériové spojeni setrvacnych
¢lankn z (Obr. tvoreny operacnimi zesilovac¢i OZ1b a OZ2a. Déle predpokla-
dam, Ze je splnéna podminka nebo ([2.50)), tedy ze v kazdém z intervalt
(0,eT) a (¢T,T) je pouze jeden stacionarni bod. V casovém intervalu (¢T,T) ma
signal PWM nulovou hodnotu. Dochazi tedy k exponencidlnimu poklesu vystupniho
signalu prvniho setrvacného clanku s OZ1b. Hodnota, ze které vystup OZ1b klesd,
je ddna hodnotou na kterou se dostal v pfedchozim intervalu (tj. poc¢atecnimi pod-
minkami). Rychlost poklesu je ddna ¢asovou konstantou tohoto setrva¢ného ¢lanku.
Vystup druhého setrvacného ¢lanku s OZ2a stéale roste, protoze jesté nedosahl hod-
noty na vystupu prvniho setrvaéného ¢lanku (tj. hodnoty na svém vstupu - k té
se setrvacny Clanek priblizuje exponencialné s rychlosti danou svou c¢asovou kon-
stantou). Rust na vystupu druhého setrvacného ¢lanku prestane v okamziku, kdy
bude mit jak na svém vystupu, tak i na vstupu (daném vystupem prvniho setrvac-
ného ¢lanku) stejnou hodnotu. V tomto okamziku tedy vystup druhého setrvaéného
¢lanku (vystup celého systému) dosahl svého maxima ugpmax vV ¢ase fpax. Od tohoto
okamziku bude vstup druhého setrvacného ¢lanku opét nizsi (vystup prvniho setr-
vacného ¢lanku stéle klesd) nez jeho vystup a zacne také klesat (integruje se zaporna
hodnota). Vystupy obou clanku tedy nyni exponencidlné klesaji. Vystup prvniho
setrvacného clanku exponencidlné klesd k nulové hodnoté dané signdlem PWM a
vystup druhého ¢lanku sleduje vystup prvniho ¢lanku. Tento stav trva do okamziku
kdy se zméni hodnota signdlu PWM z nuly na Uy, nebo-li, pfejde se do intervalu
(0,eT) (presnéji (T, T+eT)). V tomto okamziku vystup prvniho setrva¢ného ¢lanku
zacne rust, protoze se na jeho vstupu objevila vyssi hodnota nez na jeho vystupu
(integruje se kladna hodnota). Vystup druhého setrvaéného ¢lanku sice stéle klesa,
avsak stale pomaleji, protoze se zmensuje rozdil mezi jeho hodnotou na vstupu a
vystupu (integruje se stale mensi zaporna hodnota). Tento stav trva, dokud se opét
nevyrovna hodnota na vstupu a vystupu druhéhu setrvacného ¢lanku. V okamziku
vyrovnani obou hodnot vystup systému dosdhl minimalni hodnoty usyin v ¢ase tyiy.
Od tohoto bodu roste vystup i druhého setrvacného ¢élanku (vystup systému). Nyni
se tedy vystup prvniho setrva¢ného ¢lanku exponencidlné blizi k hodnoté Uy a vy-
stup druhého setrvacného ¢lanku tento rist sleduje (integruje se kladna hodnota).
Tento stav trva do okamziku, nez se opét zméni velikost vstupniho signdlu PWM na

nulovou hodnotu, nebo-li, prejde se opét do intervalu (¢T, T) (presnéji (T 4T, 2T)).
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Nyni se pokusim odvodit, pro jako hodnotu stiidy bude zvInéni vystupniho sig-
nalu nejvétsi. Matematicky presnym diikazem tvrzeni, Ze zvinéni vystupniho signélu
je nejvétsi pro € = 0,5, by bylo dokazat rovnici

OR (e, T,T4,¢) O?R (e, T, Ty,€)
=0A 5
Oe c=0,5 Oe c=0,5

<0, (2.53)

kde R (e, T, Ty,€) je funkce udéavajici velikost zvlnéni v zévislosti na parametrech
systému a PWM . Ditkaz této rovnice je velice obtizny a provadét ho zde
nebudu. Pokusim se vSak provést nésledujici ivahu. Nejprve uvazuji extrémni pripad
kdy je ¢ = 0 nebo ¢ = 1, tedy wir(f) = 0 resp. wyr(t) = Up. V tomto pripadé
nastane jednorazovy prechodovy déj, pri kterém se systém, z obecné nenulovych
pocéateénich podminek, exponencialné blizi k hodnoté uyr(t) = 0 resp. upr(t) =
Up. Vystupni signal systému uyr(t) bude tvorit pouze prechodné slozka. Periodické
slozka bude nulovéa, bude tedy i nulové zvlnéni R. Pokud je stfida ¢ signalu PWM
jind nez 0 nebo 1, bude vystupni signdl systému tvoren i periodickou slozkou a
bude tedy i nenulové zvlnéni. Cim vice se bude stifda odchylovat od extrémnich
hodnot £ = 0 nebo 1, bude se zvysovat i zvlnéni. V poloviné intervalu, pri € = 0,5,
se stiida odchyluje nejvice a je tedy i zvlnéni nejvétsi. Pro ¢ = 0,5 také dochazi
nejméné k zpomalovani poklesu (nértstu) vystupniho signdlu setrvacnych clanku
vlivem priblizovani k nulové hodnoté (resp. hodnoté Uy) vstupniho signalu PWM.

Rozdil mezi maximélni a minimalni hodnotou je tedy nejvétsi.

2.4.3 Poloha stacionarnich bodu

Nyni jesté zanalyzuji vztahy pro polohu stacionarniho bodu, tj. ptipad kdy £ =0 v

(2.21) a (2.37). Pak plati:

T 2
tgq = ~1 arctan % (2.54)
v pT—=q
Ty 2rs
tSQ = % arctan (7’2—82> + T7 (255)
kde
da d d d
p= eT1*" cos <;15T> —eT1 (T+eT) COos (Tv‘l(TET)> —eT1 " cos (TvlT) + eTi 2t
(2.56)
q= eT%T sin (UT> - eTil(T+€T) sin (U(T—sT)> — eTilST sin (U5T> (2.57)
T T T, /]’ '
d d d
_ =T v =T v =~ (eT+T) < v >
=1-—eT —71) —eT — T —(eT— 2.58
T eT1” cos <T1T> eTi™ cos (T15T>+e 1 Cos Tl(sT T ) (2.58)
d d d
s=eTi sin (;lT) — eTi"" sin (ﬁsT) + T T iy <,IU‘1(5TT)> . (2.59)
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Je zrejmé ze pokud p = q resp. r = s, tak zlomek v argumentu funkce arctan (pff&)

2rs
r2_g2

resp. arctan ( ) jde k nekonec¢nu a hodnota funkce arctan ( 2pq ) resp. arctan ( 2rs )

P22 72 _o2
je =% podle toho z jaké strany se k nekonecnu zlomek bliZi. Pro ziskdni bodt, kdy
k uvedenému jevu dochazi, by bylo nutné resit rovnici p = ¢, tedy kdy
d d d d
eTi" cos (UeT) — e T g (U(T—aT)) — e’ cos (UT) ettt = (2.60)
T1 Tl Tl
Ly v i(T+sT) . v 4.7 . v
=eTi  gin <T1T) —eT1 sin <Tl(T—sT)> —eTi™ " gin <TleT) , (2.61)
nebo pro druhy zlomek
d v d v d v
1—eTi' cos <T1T> —eTi"" cos <TleT) + e T eog (Tl(eT—T)) = (2.62)
A v N v i(sTJrT) . v
=eT1i" sin <T1T> —eTi™" sin <T15T> +eTh sin (Tl(sTT)> : (2.63)
Reseni téchto rovnic je znaéné obtizné. Urditou piedstavu o pritbéhu funkef
p,q,T,s,arctan (pff?ﬁ) a arctan (rff”sz) si lze udélat z obrazka (Obr. [2.12) a (Obr.
2.13)). Na nich je zobrazen prubéh zminénych funkci pro dany systém a pro hodnotu

sttidy 0,5. Na vodorovné ose je perioda PWM s hodnotami splnujici podminku
(12.46]).

T T T T I I I I I I I I I I I

14 —P—dq——arctan() |/

12 |-

10 |-

0 020406 08 1 121416 18 2 22 24 26 28 3 3.2

T [s] 1072

Obr. 2.12: Pribéh funkeci p,q a arctan (pff‘{]?) v zavislosti na periodé PWM pri
£=0,2;T; =5ms,e =0,5

Na (Obr. [2.12)) je vidét, ze pro dané parametry systému a stiidu € = 0,5 k zadné
skokové zméné nedochazi. Plati tedy vztah (2.10). Obecné pro jiné parametry PWM
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arctan()
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0 02040608 1 121416 1.8 2 22 24 26 28 3 32
T [s] 1072

Obr. 2.13: Prtbéh funkei r, s a arctan (Tfiss 2) v zavislosti na periodé PWM prii & =
0,2; Ty = bms,e = 0,5

to vsak neplati. Naopak na obrazku (Obr. [2.13) jsou vidét skokové zmény funkce

arctan (pfffﬂ) z —45 na +3 pii hodnotéch periody PWM v okoli bodi T = 14ms a

T = 28ms. Spravné jsou zaporné hodnoty funkce arctan (pff(flz). V opacném pripadé

by poloha globalniho extrému dle ([2.37)) lezela mimo interval (0, T'). Spravnou polohu

stacionarniho bodu lze ziskat odectenim velikosti jedné periody dle ([2.41]).

T 2rs T
ts2 20" 20 arctan <r2 — 52) -t T. (2.64)
Pro polohu prvniho stacionarniho bodu plati obdobné
Tl 2pq T17T
ts1 2 oo = —arctan <p2 o~ + == (2.65)

Skutecnost, ze pri urcitych parametrech systému a PWM dochazi ke skokovym
zménam polohy stacionarnich bodi, a tedy nutnosti odecitani (resp. pri¢itani) jedné
periody dle , znacné komplikuje obecny analyticky vypocet zvinéni pro
systémy s £ < 1. Pokud je tlumeni systému £ > 1, provadi se ve vzorci a
prirozeny logaritmus kladného realného ¢isla a zminéné problémy nenastavaji. Dalsi
vypocty jsou tedy platné pro vsechny systémy s & > 1 a pro systémy s & < 1, pro
které plati: ) )

Kde p, q,r, s jsou vyrazy definované v (2.15))(12.29)).

<0 (2.66)

48



2.5 Hodnota minima a maxima
Hodnotu minima ziskdm dosazenim hodnoty i, za t v ((1.30)

U2min = UQT(t = tmin) (267>

atl_p d+l a=l _r d-1
l—d eTi® —eTi _dtl, o g4 eTa® —eT  _dl,
o= — . 7T1 min e* T, min (2 68)
U2min 1 2l il (§] 2[ a1 . .
1— eTl 1 — eT1
Nejprve provedu dva mezivypocty:
JP p ypocty
d+1
[/ el delg a7
eTi® eT1 1—eT1
dtl,
Tl min —
e PIT T i (2.69)
eTi™ —eTs 1—eT
d—1
= d—l dilp\ 7] 2
del eT1 eT1 1—eT1
—;t .
Tl Min —
o PET— i (2.70)
eT1 —eT 1—eT:

Vysledky mazivypocti dosadim do (2.68) a zjednodusim. Vysledkem je hodnota pro
d—1

U2min -
d=l d+l 2
(eTlaT T> (1_eT1 T>
d+l d+l d=l ’

Kompletni postup vypoétu je v piiloze (C.3)). Hodnotu maxima ziskdm dosazenim
tmax za t v ((1.32))

d—l

_eT1

(2.71)

(2.72)

U2max = U2T(t - tmax)-

Nyni opét provedu nékteré mezivypocty. Kompletni postup vypoctu je v ptiloze
(C.4), zde uvadim jen dilezité kroky.

d+l o+ d—=l
il l—eTs l—eT:
7(tmax_T) _

_d+l
2l

e Ti = (2.73)
d+l d—1
Al =l \ 17T
i 1—eT1 l—eT1
_;(tmax_T) _
e T = pIT i : (2.74)
<1_en ) <1_ena )
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Vysledky mazivypocti dosadim do (2.72) a zjednodusim. Vysledkem je hodnota pro
d+l d—1 -5
— 2
—eT
- . (2.75)

Ugmax = wT MT HT
l—eTs l—eT: l—eTi®

Jak jsem psal v predchozi kapitole (2.4.2)), tento vypocet je plany pro vSechny sys-

Umax-

témy s £ > 1 a pro systémy s £ < 1, pro které plati:

2pq 2rs

Kde p, q,r, s jsou vyrazy definované v (2.15))(2.29)).

2.6 Vypocet zvinéni vystupniho signalu

Jak jsem jiz napsal v tvodu, zvlnéni v mém ptipadé definuji jako rozdil maximalni

a minimalni hodnoty vystupniho signalu systému
R = U2max — U2min- (277)

Po dosazeni vzorcu (2.75)) a (2.71)) vyjde:

d+l d—1 -4
+ — 20
e &
d+l€T ]__eTl 1_eT1
R 1—eT1
o A+l d+l d=l .
l—eTs l—eT: l—eT:
d—1 d—1 dtl o
e &ty atp
d_laT d—lT e T1 —eT: 1—eT:
eTi ™ —eTn
d—1 d+l1 d+l d—1
,T — —_—
1—eT1 (eTIET—eTlT 1—eT1T

Po nékolika tparavach, které jsem zapsal do prilohy (C.5)), vyjde vztah pro zvlnéni

— 1+

(2.78)

vystupniho signalu systému v zavislosti na parametry systému i velikosti periody a

sttidy vstupniho signalu PWM.

R=R(T,T,¢) = (2.79)

d—1 d—l1 d—1
Al 2 d—l . Tl d=l =1, ot
l—eT: l—eT: eTi™ —eTs
—1.  (2.80)

- +

R a1 a1
d=l\ ¥ dtl )\ 2 dtl o dilp\
l—eT l—eT: eTi™ —eTs

50




Vyraz se dale pokusim zjednodusit pro hodnotu sttidy PWM ¢ = 0.5, kdy je , jak
jse psal v kapitole (2.4.2) zvinéni nejvétsi. Nékteré podily lze vyrazné zjednodusit.
Provedu tedy prislusné mezivypocty:

d+1,\ 2
(1—eT1 T> d—t
dilap\ 2
= <1+eT1 2 ) (2.81)

d—1 ar
l1—eT 2T l
1
A1\ 5 - d—1 ot (2:82)
(1—6 1T> <1+eT1%T>
drl N\ o dl o
l
<1—eT1 T) <1+eT1éT
d+l drl N\ a - d+l ot (2:83)
d—1 Al \ o d—1 o
] = g (2.84)

d—1 21 d—1 20 .

Pokud dosadim tyto mezivypocty a uparavim, vyjde vzorec pro vysledné zvlnéni pro
e =10.5:

a—1

(1 + etiFJrll%T> .
Ros =2 a7 — L (2.85)

d—l,.\ o
(1 + eT1%T>

Tento vztah dava redlné hodnoty i pro £ < 1. Pfepocet na redlnou funkci je v ptiloze

(C.6). Vzorec (2.85)) je opét platny pro vSechny systémy s £ > 1 a pro systémy s
& < 1, pro které plati:

2 2rs
2pq2>0 A 2 2
pT—q re—s

Kde p,q,r, s jsou vyrazy definované v ([2.15))(2.29). Pokud by tato podminka spl-
néna nebyla, je mozné vysledné zvlnéni vypocitat nasledujicim zptisobem: Z danych

<0 (2.86)
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parametri systému a signdlu PWM se vypocitaji hodnoty vyrazi

d d da d
p= eT1" cos <;15T> —eT1 (T+T) Cos (ﬁ(T—eT)) —eT1 " cos (%T) + eTi 2t
(2.87)

d d d
q= eT1 ' sin (%T) — e T g (%(T—aT)) —eTi" sin <;15T> ) (2.88)

da d d
r=1—eTi" cos <£T> — eT1"" cos (%sT) + T ETHT) oog <,qu1(sT—T)> (2.89)

d d d
s=eTi sin <,IU‘1T) — T sin (TvlsT> + T T iy <,]?)1(5TT)> . (2.90)

Nésledné se uréi poloha staciondrnich bodu. Pro interval ¢ € (0,eT) plati

_ T 2pq T
bmin gm0 Tarctan <p2 — q2> + o (2.91)
jinak
T 2
bnin =~ arctan (pgfq(f) . (2.92)
Pro interval ¢t € (¢T,T) plati:
T 2rs Ty
tmax 20T gy arctan (72 — 52) - 1 T, (2.93)
jinak
T 2rs
tmax = o arctan (72 — 52) +T. (2.94)

Ikdyz je vysledny vztah (2.85)) pro vypocet zvlnéni pii stiidé e = 0.5 relativné
jednoduchy. Vyjadreni pozadovaného zvinéni nemusi byt vzdy snadné. V nasledujici

kapitole jsem proto popsal pouziti mnohem snadnéjsi grafické metody.

2.7 GrafickA metoda urceni pozadované periody
PWM

Pro snadnéjsi a rychlejsi (ikdyz ne tak presné) urceni pozadované periody PWM, na
zakladé parametra systému a zvlnéni, jsem numericky v programu MATLAB vytvo-
ril nésledujici dva grafy (Obr. 2.15)(pro systém s £ < 1) (Obr. [2.14))(pro systém s
& > 1). Tyto grafy jsem vytvéarel pomoci modelu systému druhého fadu, vytvoreném
v programu SIMULINK, a pomoci skriptu Ripple.m (cely skript je v priloze ),
ze kterého se simula¢ni model spoustél vzdy s jinymi parametry a provadéla se simu-
lace. Program skriptu je v pifloze (D.2)). V&ts{ verze grafii v prloze (Obr. (Obr.
Doba simulace je dana vzdy stonasobkem casové konstanty systému Ty, aby
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R[]

T, 1

Obr. 2.14: Velikost zvlnéni pro stiidu € = 0,5 v zavslosti na tlumeni systému &,

casové konstanté systému T, a periodé PWM T pro systémy s £ > 1

se co nejvice omezil vliv prechodné slozky. Odsimulované hodnoty jsem ukladal do
pracovniho prostoru programu MATLAB, kde jsem néasledné ve vystupnich datech
systému hledal posledni maximum a posledni minimum. Rozdil téchto dvou hodnot
udava zvlnéni zobrazené v grafu. Diky témto grafiim lze urcit graficky pozadovanou
periodu PWM pro systémy s & > 0. Grafy jsou tvoreny pro zesileni systému k = 1 a
vysku pulzit PWM U, = 1. Pro jiné hodnoty k a Uy je tfeba spocitat normalizované

zvlnéni R, a to nasledné pouzit ve svislé ose grafu:

R
Rn — bl 2 95
i (2.95)

kde R je pozadované zvlnéni vystupniho signalu. Pouziti grafii je nasledujici. Zadané
zvlnéni R resp. R, urcuje bod na svislé ose a definuje tak vodorovnou tsecku, kterd
se v urc¢itém bodé protne s ktivkou zvlnéni pro znamé tlumeni ¢ systému. Vznikne

. . . T . . T v ,f . ;
tak bod o souradnicich [T—l, Ry]. Soufadnice T, Se vyuzije pro vypocet potrebné
periody PWM, protze zname casovou konstantu systému T}:

T = odec¢tend hodnota na vodorovné ose - T}.

Priklad pouziti

Systém ma parametry: k = 0,94, £ = 0,206, Ty = 3,94ms, stiida PWM je 0,5 a

vyska pulzit Uy = 1 Pozadované zvlnéni je 55mV. Vypocet: Zesileni systému neni
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A — =01
£=0.18
& =0.26
£ =0.34
£ =0.42
£=05
1 £ =0.58
“1|—&=0.66
1| —=z =074
1|—z=082
—=09
1|—=z=0.98

R

T, [

Obr. 2.15: Velikost zvlnéni pro stiidu ¢ = 0,5 v zavslosti na tlumeni systému &,

casové konstanté systému T, a periodé PWM T pro systémy s € < 1

jednotkové, musi se tedy nejprve spocitat normalizované zvinéni

R 0,055
n = — = ’ i 9 . 2‘
Ru= 1= g = 008 (2.96)

Jako graf pro vyhodnoceni se pouzije (Obr. , protoze tlumeni systému & < 1.
Hodnota R, urcuje bod na svislé ose a tim i vodorovnou tusecku, ktera se protne
v urd¢itém bodé s kiivkou zvInéni pro dané £ (Obr. . V nasem prikladu je to
kiivka & = 0,18. Tato hodnota je nejblize tlumeni naseho systému. Na vodorovné ose
precteme hodnotu Tll ktera cini priblizné 1,3. Z této hodnoty a poméru Tll Ize ziskat
potiebnou hodnotu periody PWM: Tll =13—-T=13T; =1,3-3,94ms = 5,12ms.
Na (Obr. je vidét situace ze skutecného méreni, které jsem provadél v laboratori
ma modelu systému druhého radu postaveném z operac¢nich zesilovacli a nékolika
pasivnich soucédstek. Schéma zapojeni na (Obr. . Perioda PWM z generédtoru je

Sms.
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) [—=z =01
——&=0.18
£=0.26
£=0.34
11—e=042
£=05
£ =0.58
Lo L . o o o 1|—&=0.66
i R R ; ' ' . ' ' i | —g =0.74
: o j ‘ T —e =082
—&=09
1|—&=0.98

R
=
T

T, 1

Obr. 2.16: Grafické znazornéni pouziti grafické metody pro urceni velikosti zvinéni

vystupniho signdlu PWM

HATH O

Obr. 2.17: Skutec¢na velikost periody a zvInéni pro systém k = 0,94, & = 0,206,
T, = 3,94ms
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3 OVERENI VYPOCTU
3.1 Uvod

V této casti prace se zamérim na ovéreni platnosti teoreticky vypocitanych vysledkt
z mé préace. Jako prvni jsem provadél ovéreni vypocitaného ¢asového priubéhu vy-
stupniho signalu systému se simulaci v programu MATLAB-SIMULINK. Casovy
prubéh vystupniho signalu systému jsem také porovnaval s casovym prubéhem na
vistupu modelu systému druhého fadu slozeného z operacénich zesilovaéi. Casovy

prubéh jsem zobrazoval na osciloskopu uklddal na flash-disk pro nasledné porovnéni.

3.2 Ovéreni casového pribéhu

3.2.1 Ovéreni v programu MATLAB-SIMULINK

Ovéreni vypoctu jsem provadél numericky v prostredi MATLAB-SIMULINK. Si-
mula¢ni schéma simulace.slx je na (Obr. [3.1). Hlavni ¢dst schématu tvorf model
systému popsany operatorovym prenosem. Na vstup systému je pripojen generator
obdélnikového signalu, jehoz vSechny parametry (tedy vyska impulzi Uy, perioda
T i stfida €T) lze ménit ve skriptu KodOvereniPrubeh.m, ze kterého se simula¢ni
schéma vola. Bloky To Workspace uklddaji simulovana data do pracovniho prostoru
programu MATLAB a odtud se pouziji pro vytvoreni grafu (Obr. [3.2)). Blok Scope
jsem vyuzival pouze pri ladéni programu. Krok solveru je nastaven na pevnou hod-
notu KrokCasu, ktera se vyuziva i ve skriptu pri vypoctu podle vztahu nebo
. Délka simulace se nastavuje proménnou DelkaSimulace. Prislusny skript
KodOvereniPrubeh.m pro toto porovnani je v priloze . V samotném skriptu se
nejprve provede vypocet podle vzorce a nasledné se pro ty samé parametry
systému a PWM provede simulace. Vysledek se nakresli do jednoho grafu (Obr. .

Je vidét, ze periodické slozky signalt jsou shodné.

vstupPWM
’—'To Workspace
. »j

Scope

bVl o zesileni
i Ll
b T112.82+2°d* T 1s+1
Pulse vystupSyst
Generator

Transfer Fcn To Workspace1

Obr. 3.1: Simula¢ni schéma v programu Simulink
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1.2

I I

— PWM — Simulace = ugpe ()

0.8 .

U1,2H
o
o
T
|

0.4+ .

0.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
t[s] 1072

Obr. 3.2: Vysledek porovnani vypoctu a simulace pro £ = 0,9; Ty = 4ms, k = 1; Uy =
1, T =9ms,e =0,3

3.2.2 Ovéreni casového priubéhu na modelu setrvaéného clanku
Pouzité soucastky a pristroje

V dalsim kroku jsem spravnost vypoctu ovéroval na realném modelu setrvacného
clanku 2. faddu s operac¢nimi zesilovaci. VSechny pasivni soucastky pouzité v modelu
jsem preméroval RLC metrem APPA 703 zaptijéenym v laboatori. Vysledky méreni
jsou v tabulce (Tab. . Meéteni odporu probihalo na rozsahu 20k(2 pro rezistory
o nominalni hodnoté 10k(2 a na rozsahu 200k{2 probihalo méteni rezistorti o hodnoté
39k€) a 150k2. Kapacitu jsem méril na rozsahu 200nkF.

Chyba z rozsahu je pro vsechny rozsahy stejna a pocital jsem ji dle vztahu

d 5
Sp = — 100 = —— - 100 = 0, 02 1
R =100 = o oos - 100 = 0,025%, (3.1)

kde d je pocet kvantovacich krokt pristroje a D je maximalni hodnota zobrazitelna
na display. Absolutni chyba je pak ddana vztahem
. Xy +0rXn . 0,2XM + 0,025XR
B 100 B 100

kde Xy je rozsah méteni z tabulky (Tab.|3.2.2)), 0g je chyba z rozsahu méteni, X,
je zmérend hodnota ze tretiho sloupce tabulky (Tab.[3.2.2]) a 05 je chyba z mérené
hodnoty.

=2-107°X, +25-10°Xg,  (3.2)
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Oznaceni | Nominalni Zmétena Absolutni
hodnota [kQ?] | hodnota X, [kQ] | chyba A[Q]
Ry 10 9,959 25
R 10 9,974 25
R3 10 9,948 25
Ry 10 9,963 25
R; 39 38,98 130
Rg 150 150,06 350
R 39 38,89 130
Ry 150 150,05 350
Oznaceni | Nominalni Zmétena Absolutni
hodnota [nF] hodnota [nF] chyba[nF]
Ch 100 104,5 0,26
Cs 100 107,7 0,27

Tab. 3.1: Nominalni a namérené hodnoty odporu s kapacity pasivnich soucastek
zmérené RLC metrem APPA 703

Kapacita

Frekvence [Hz]

Rozsah X [nF|

Ptesnost (dps + d)

Chyba z rozsahu [%)]

100

200

+(0,2% + 5d)

0,025

Odpor

Frekvence [Hz]

Rozsah X [kQ]

Presnost (dp + d)

Chyba z rozsahu [%)]

100

20

+(0,2% + 5d)

0,025

100

200

+(0,2% + 5d)

0,025

Tab. 3.2: Pfesnost méfeni RLC metru APPA 703 dle udaje vyrobce [12]

Osciloskop | UNIT-T UT2025C
Generator Agilent 33220A
Meéri¢ RLC APPA 703

Tab. 3.3: Pouzité mérici pristroje
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Dle dokumentace vyrobce [13] je pfesnost méfeni ¢asového intervalu osciloskopu
+(1 sampling time interval + 100ppm - reading + 0,6ns). Pfesnost méteni stejno-
smérného napéti je pri citlivosti 2mV /div a 5mV /div £4% a pfi citlivosti 10mV /div
az bV /div je to £3%. Méfeni napétového rozdilu je pii danych podminkach 4(3%:-
reading + 0,05 div)

Model a provedena méreni

0K
R2
: oK
ity
=
Lreru

Obr. 3.3: Model systému druhého tadu s opera¢nimi zesilovaci

Schéma zapojeni je na (Obr. . Zapojeni se sklada ze dvou hlavnich casti.
Prvni je rozdilovy zesilova¢ s OZla se zesilenim 1 (rezistory R; az R4 maji stejnou
hodnotu odporu) a vytvaii tak zapornou zpétnou vazbu, aby byl systém stabilni.
Druhé cast je model systému druhého radu s operacnimi zesilovaci OZ1b a OZ2a.
Jsou to vlastné dva setrvacné clanky druhého tadu zapojené do série. Vstupni ob-
vody pouzitych operacnich zesilovact tvori tranzistory tizené polem, takze vstupni
proud je minimdlni. Neuvazuji tedy vzajemné ovliviiovani operacnich zesilovaci.
Toto zpétnovazebni zapojeni se chova jako systém druhého fadu s operatorovym

prenosem:
Kum

- T3 p? + 26 Tup + 17

Fu(p) (3.3)
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Rg 150,16 - 103

Ky=——0=_"22" 7 __385 3.4
Rs 38,8 - 10° &4)
ReC 150,16 - 103 - 104,5 - 10~°
Ty = 6ot 20 ’ =3,94-10"%s = 3,94ms  (3.5)
JKZ+1 (—3,85)% + 1
1 1
£y = _ = 0,206 (3.6)
VKZH1 L /(-3,85)2+ 1
K2 —3,85)2
i TS G 1) M 1 (3.7)

TKZ+1 (=3,85)2+1
Na (Obr. je zobrazen vystupni signal z modelu s opera¢nimi zesilovaci a na
(Obr. [3.5)) je vypocet ¢asového priubéhu vystupniho signdlu dle ((1.70)). Je vidét, ze

i v tomto pripadé se casové prubéhy shoduji.

Auto i Pos: 0.00u=s

)

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

MATH OFF B CHl o~ 920m7

Obr. 3.4: Skuteény pribéh pro & = 0,206;T; = 3,94ms, k = 0,94; Uy = 1,T =
200ms, e = 0,5. Vystupni signdl modelu (modry prubéh) je posunut, tak aby se

vesel na obrazovku osciloskpu. Cerveny pritbéh je signal PWM

3.3 Ovéreni vztahu pro vypocet velikosti zvInéni

3.3.1 Ovéreni v programu MATLAB-SIMULINK

Vztah pro vypocet velikosti zvlnéni pti sttidé € = 0,5 1ze jednoduse ovérit
pouze pro tlumeni systému £ > 1. Ovérovani jsem tedy provadél za této podminky.
Pro systém s £ < 1 by bylo nutné sledovat splnéni podminek a pri jejich
nesplnéni vypocet vynechat.

Cely testovaci program Ripple2.m je v ptiloze a sklada se ze dvou hlavnich

casti. V prvni ¢éasti se provadi simulace v programu SIMULINK s modelem systému
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Obr. 3.5: Vysledek vypoctu dle (1.70) pro & = 0,206; T; = 3,94ms; k = 0,94; Uy =
1, T =200ms, e = 0,5

- Eit M-EI':I

Obr. 3.6: Skutecny prubéh pro & = 0,206;T; = 3,94ms, k = 0,94; Uy = 1,Uy =
1, T = 50ms, e = 0,5. Vystupni signil modelu (modry prubéh) je zmensen, tak aby

se vesel na obrazovku osciloskopu. Cerveny pritbéh je signdl PWM

druhého radu, ktery je cyklicky volan ze skriptu, kde se postupné meéni tlumeni
¢ a perioda PWM. Obrazek simula¢niho modelu je na (Obr. . Délka simulace
je stonasobek casové konstanty systému, aby se co nejvice omezil vliv prechodné
slozky. V druhé ¢asti programu se provadi vypocet zvinéni dle . Oba vysledky
se poté nakresli do jednoho grafu (Obr. ?77), ze kterého je vidét, Ze se oba vysledky
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Obr. 3.7: Vysledek vypocétu dle (1.70) pro & = 0,206; T; = 3,94ms; k = 0,94; Uy =
1,T = 50ms,e = 0,5

prekryvaji. Rozdil mezi teoretickym vypocétem a simulaci je tedy miniméalni

Scope
1
» » vystup
T142.8242%d* T 15+1
Pulse To Workspacef
Generator

Transfer Fcn

Obr. 3.8: Simula¢ni schéma pro ovéreni vztahu pro vypocet zvinéni ([2.85))

3.3.2 Ovéreni teoretického vypoctu zvlnéni pro realné mé-
reni

Meéreni probihalo v laboratori na stejném modelu jako probihalo ovérovani ¢asového

prubéhu. Schéma modelu systému druhého fadu je tedy stejné (Obr. [3.3). Na né-

sledujicich obrazcich je vzdy zobrazen prubéh vystupniho signalu systému spolu se

vstupnim signalem PWM. Hodnota v pravém hornim rohu obrazovky AV udava roz-

dil napéti dany polohou kurzorti. Jedna se tedy zvIinéni vystupniho signalu systému
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Obr. 3.9: Vysledek porovnani teoretického vypoctu zvinéni dle (2.85) a simulace v
programu MATLAB

Ry;. Pro vypocet zvinéni dle vztahu (2.85) jsem napsal funkci Zvlneni.m, kterd
je v priloze (D.4). Funkce rovnnéz kontroluje dodrzeni podminek ([2.66)). Vysledky

vypoctu této funkce oznacéim Rp. Nakonec jesté pocitam relativni chybu

J

_ Ry — Ry

- 100.
R

M Pos: 0.00us

HATH O

(3.8)

Obr. 3.10: Méreni 1: £ = 0,206; Ty = 3,94ms, k =0,94; Uy =1,Uy =1, T = bms, e =
0,5. Zmérené zvinéni: Ry, = 55,2mV, Zvinéni dle teoretické vypoctu: Rrp = 49,2mV,
relativni chyba 0 = 11%, podminky ([2.66|) splnény
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Obr. 3.11: Méteni 2: £ = 0,206; T; = 3,94ms, k =0,94; Uy =1,Uy =1, T = 9ms, e =
0,5. Vystupni signal modelu je modry pritbéh, ¢erveny pribéh je signdl PWM. Zmé-
rené zvlnéni: Ry, = 192mV, Zvlnéni dle teoretické vypoctu: Rp = 194mV, relativni
chyba § = —1%, podminky splnény
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HMATH Off

Obr. 3.12: Méreni 3: ¢ = 0,206;T; = 3,94ms,k = 0,94;Uy = 1,Uy = 1,T =
20ms,e = 0,5. Zmérené zvlnéni: Ry, = 1,31V, Zvlnéni dle teoretické vypoctu:
Rr = 1,92V, relativni chyba 6 = —47%, podminky (2.66) nesplnény
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4 ZAVER

Podarilo se mi analyticky odvodit ¢asovy prubéh periodické slozky vystupniho sig-
nalu ze systému druhého fadu s tlumenim & > 0, & # 1, ktery je fizen pulsné sitkovou
modulaci. Vysledkem je vztah . Pro £ > 1 je realnou funkei realné pro-
ménné. Pro & < 1 prechéazi v komplexni funkci redlné proménné, kterou vsak
lze matematickymi tpravami prevést zpét na realnou funkci redlné proménné. Vy-
sldekem je vztah . Déle se mi podarilo odvodit analyticky vztah pro
vypocet zvinéni vystupniho signalu systému druhého fadu v zavislosti na paramet-
rech systému a signalu PWM. Dale jsem odvodil vztah pro vypocet zvinéni
vystupniho signalu systému pti stiidé PWM e = 0.5. Oba vztahy plati pii splnéni
podminek . Nakonec jsem vytvoril dva grafy, které jsem prilozil k zavéru, pro
snadné urceni velikosti periody PWM na zakladé pozadovaného zvinéni vystupniho
signalu a parametrech systému .

Analyticky odvozeny casovy priitbéh periodické slozky vystupniho signalu
byl ovéfen simulaci v programovém prosttedi MATLAB-SIMULINK. Rozdil mezi
vypoc¢itanymi hodnotami a simulaci byl minimalni. Periodické slozky obou signédla
byly stejné. Teoreticky vypocet ¢asového pribéhu byl ovéren i na realném modelu
systému 2. fddu. Oba pribéhy byly témér shodné. Teoreticky vypocet zvinéni byl
rovnéz porovnan s numerickou simulaci v programu MATLAB-SIMULINK. Rozdil
byl také minimélni. Nakonec byl teoreticky vypocet zvinéni porovnan s mérenim na
modelu systému druhého fadu. Pti nesplnéni podminek byla chyba 47%. Pti
splnéni podminek byla chyba 1% a 10%.
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Obr. 4.1: Velikost zvInéni pro stfidu € = 0.5 v zavslosti na tlumeni systému &, ¢asové konstanté systému T, a periodé PWM T pro

systémy s & > 1
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Obr. 4.2: Velikost zvInéni pro str¥idu € = 0.5 v zavslosti na tlumeni systému &, casové konstanté systému T4 a periodé PWM T pro

systémy s & < 1



LITERATURA

1]

2]

Pirko, Zdenék. Laplaceova transformace. Zdklady teorie a uziti v elektrotechnice.
2. oprav. vyd. Praha: SNTL, 1972, 245 s.

Steady-State Response of RC Circuit to Periodic Square Wave Input. In: MID-
DLE EAST TECHNICAL UNIVERSITY. Steady-State Response of RC' Circuit
to Periodic Square Wave Input [online]. Ankara, 14. 5. 2011, 24. 5. 2011 [cit.
13. 5. 2014]. Dostupné z: <http://www.eee.metu.edu.tr/~ccandan/ee202/
EE202_Spring201011/leaky integrator_ RC_circuit.pdf>.

Laplace Transforms of Periodic Functions. In: Laplace Transforms of Periodic
Functions [online]. Blacksburg, VA 24061-0123: Virginia Tech, 14. 9. 2007, s. 8,
14. 9. 2007 [cit. 2014-05-13]. Dostupné z: <http://www.math.vt.edu/people/
dlr/m2k_opm_lapperl.pdf>.

SURESH, G., H.A. TOLIYAT, D.A. RENDUSARA a P.N. ENJETI. Predicting
the transient effects of PWM voltage waveform on the stator windings of ran-
dom wound induction motors. In: IEEE Transactions on Power Electronics [on-
line]. 1999, s. 23-30 [cit. 13.5.2014]. ISSN 08858993. DOI: 10.1109/63.737589.
Dostupné z: <http://ieeexplore.ieee.org/lpdocs/epic03/wrapper.htm?
arnumber=737589>.

KLIMA, J. Analytical model for the time and frequency domain analysis of
space-vector PWM inverter fed induction motor based on the Laplace transform
of space-vectors. In: Proceedings of the Power Conversion Conference-Osaka
2002 (Cat. No.02TH8579): PCC Osaka 2002 [online]. United States?: IEEE,
2002 [cit. 13.5.2014]. DOI: http://dx.doi.org/10.1109/pcc.2002.998167. Do-
stupné z: <http://ieeexplore.ieee.org/xpl/articleDetails.jsp?tp=
&arnumber=998167&queryText/3DAnalytical+Model+for+the+Time+and+

Frequency+Domain>.

MAYURI, R, Noel.R. SINNOU, K. ILANGO a J. A. FERREIRA. Eddy
current loss modelling in transformer iron losses operated by PWM
inverter. In: CHAPTER], [organized by The IEEE PES - IAS Delhi.
Power Electronics, Drives and Energy Systems (PEDES) [online]. Piscata-
way, N.J.: IEEE, 2010, s. 107-124 [cit. 13.5.2014]. ISBN 9781424477821.
DOI:  10.1109/PEDES.2010.5712417,  978-1-4244-7782-1.  Dostupné  z:
<http://ieeexplore.ieee.org/xpl/articleDetails. jsp?tp=&arnumber=
5712417&queryText’,3DEddy+Current+Loss+Modelling+in+Transformer>.

68


http://www.eee.metu.edu.tr/~ccandan/ee202/EE202_Spring201011/leaky_integrator_RC_circuit.pdf
http://www.eee.metu.edu.tr/~ccandan/ee202/EE202_Spring201011/leaky_integrator_RC_circuit.pdf
http://www.math.vt.edu/people/dlr/m2k_opm_lapper1.pdf
http://www.math.vt.edu/people/dlr/m2k_opm_lapper1.pdf
http://ieeexplore.ieee.org/lpdocs/epic03/wrapper.htm?arnumber=737589
http://ieeexplore.ieee.org/lpdocs/epic03/wrapper.htm?arnumber=737589
http://ieeexplore.ieee.org/xpl/articleDetails.jsp?tp=&arnumber=998167&queryText%3DAnalytical+Model+for+the+Time+and+Frequency+Domain
http://ieeexplore.ieee.org/xpl/articleDetails.jsp?tp=&arnumber=998167&queryText%3DAnalytical+Model+for+the+Time+and+Frequency+Domain
http://ieeexplore.ieee.org/xpl/articleDetails.jsp?tp=&arnumber=998167&queryText%3DAnalytical+Model+for+the+Time+and+Frequency+Domain
http://ieeexplore.ieee.org/xpl/articleDetails.jsp?tp=&arnumber=5712417&queryText%3DEddy+Current+Loss+Modelling+in+Transformer
http://ieeexplore.ieee.org/xpl/articleDetails.jsp?tp=&arnumber=5712417&queryText%3DEddy+Current+Loss+Modelling+in+Transformer

[7]

[10]

[11]

[12]

[13]

Jura, Pavel. Signdly a systémy: Cdst 2: Spojité systémy. elektronické skriptum
FEKT, 2. oprav. vyd. Brno, 2010, 76 s.

BARTSCH, Hans-Jochen. Matematické vzorce. 3. vyd. Praha: Mlad4a fronta,
2000, 832 s. ISBN 80-204-0607

Fuks, B. Funkce komplexni promeénné. 1. vyd. Praha: P¥irodovédecké vyd., 1953,
361 s. 80-204-0607-7.

PETERA, Martin. Prechodovy dej na vistupu linedrniho spojitého systému rize-
ného pulsné sirkovou modulaci: bakalarska prace. Brno: Vysoké uceni technické
v Brng, Fakulta elektrotechniky a komunikaénich technologii, Ustav automati-

zace a mérici techniky, 2014. 74 s. Vedouci prace byl prof. Ing. Pavel Jura, CSc.

BARVIR, Miroslav. Teorie automatického rizeni. Brno, 1986, 210 s. Uéebni text

vysokych skol. Vysoké uceni technické v Brné.

APPA TECHNOLOGY CORP. APPA 701/703: User Manual. 29
s.  Dostupné  také  z:<http://www.appatech.com/upload/download/
£11e138441399715207 . pdf>

SURE ELECTRONICS CO., LTD. UNI-T UT2000/3000 SERIES: operating
manual. China, 102 s. Dostupné také z:<http://sure-electronics.net/
measure, tools/TE-MT300.pdf>

69


http://www.appatech.com/upload/download/file138441399715207.pdf
http://www.appatech.com/upload/download/file138441399715207.pdf
http://sure-electronics.net/measure,tools/TE-MT300.pdf
http://sure-electronics.net/measure,tools/TE-MT300.pdf

SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

d

PWM

Pmin

Pmax

tmax
Zfmin

vvvvvv

nahrazuje &

Strida signalu PWM [-]

Operatorovy prenos systému

Statické zesileni systému -]

Cinitel tlumeni systému druhého fadu [-]

Operator Laplaceovy transformace

Operétor zpétné Laplaceovy transformace
Substituce /€2 — 1

Komplexni nezavisle proménna

Pulse Width Modulation - Pulsni sitkovd modulace

Perioda stacionarnich bodt pti kmitavé odezvé systému s £ < 1 na

vstupni signal PWM

Perioda lokalnich minim pti kmitavé odezvé systému s £ < 1 na

vstupni signal PWM

Perioda lokalnich maxim pti kmitavé odezvé systému s £ < 1 na

vstupni signal PWM

ZvInéni vystupniho signalu definované jako uomax — Uomin
Normalizované zvlnéni vystupniho signdlu definované jako R, = Uiok
Jednotkovy skok

Realna nezavisle proménnd, ma vyznam casu

Perioda signdlu PWM [s]

Casové konstanta systému druhého fadu [s]

Cas maxima vystupniho signalu [s]

Cas minima vystupniho signalu [s]
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ts1 Stacionarni bod vystupniho signdlu systému [s] v intervalu (0, eT)

ta Staciondrni bod vystupniho signdlu systému [s] v intervalu (¢T,T)
Ug Maximalni hodnota signdlu PWM

uy (t) Vstupni signal do systému v ¢asové oblasti

Ui(p) Obraz vstupniho signdlu systému Ui (p) = £ {uy(t)}

uyr(t) Jedna perioda signalu PWM v ¢asové oblasti

Uir(p) Obraz jedné periody signdlu PWM, Uir(p) = &£ {uir(t)}

us(t) Vystupni signal ze systému v ¢asové oblasti
U,(p) Obraz vystupniho signalu systému, Us(p) = .Z {us(t)}
Unper (1) Periodické slozka vystupniho signdlu systému v casové oblasti

Usper(p)  Obraz periodické slozky vystupniho signalu systému ugper(t)
Upprech (t)  PTechodna slozka vystupniho signalu systému v ¢asové oblasti
Usprech(p)  Obraz prechodné slozky vystupniho signélu systému usprecn (t)
upr(t) Jedna perioda vystupniho signalu systému v ¢asové oblasti
Uxr(p) Obraz jedné periody vystupniho signdlu Usr(p) = Z {uar(t)}
UDmax Maximum vystupniho signalu

Udmin Minimum vystupniho signalu

v Substituce /1 — &2
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A TUPLNY VYPOCET VYSTUPNIHO SIGNALU

A.1 Vypocet obrazu vystupniho signalu systému

urT (t)

Ui(p) k U:(p)
eT T T2p? +2(T1p + 1

Obr. A.1: Jedna perioda PWM a systém druhého tadu

V dalsich vypoctech uvazuji, z divodu prehlednosti vypocét, Uy =1 a k = 1,
coz vsak nic neubira na obecnosti vypoctu.
Jedna perioda PWM:

wr(t) = o(t) — o(t — £T). (A.1)

Obraz této casové funkce v operatorové oblasti:

I N e
Uir(p) = £ {ur(t)} = =~ — = . A2
(p) = L{wr(D)} = 2 - — p (A-2)

Pro obraz periodické funkce plati dle dikazu v [I]

Uir(p)
Uilp) = — 1 (A.3)
Vysledny obraz PWM signalu'}
1 —e Pt

U, =\ A4
1<p) p(1 . e,pT) ( )

Operatorovy prenos systému, jehoz vystupni signal pocitam:

1

F(p) = (A.5)

p?T2 +2Typ+ 1

Vystupni signal systému v operatorové oblasti je dan souc¢inem obrazu vstupniho

signédlu a operatorového prenosu systému [7]

1— efpsT
p(1—e?T)(Tip? + 2{T1p+1)

Lup(t) = L1 {Ui(p)}, t €< 0,+00). Také plati uy (¢) = uyr(t) +urr(t—T) +wgp(t —2T) +- -

Ux(p) = Ui(p)F(p) =

(A.6)
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Pro dalsi vypocty je vhodné rozlozit racionalni ¢ast (A.6) na parcidlni zlomky

1 a pb+c
-~ 4 AT
p(Tip> +26Typ+1) p Tip>+2(Tip+1 (A7)

l=a (T%p2 +26Tp + 1) +p(pb+c)
1=p? (aT} +b) + p(26T1a+ )

a=1
aTi+b=0—b=-T}
26Tia+c=0—c=—-2T. (A.8)

Vysledek rozkladu je tedy:

2 p+ Qi
p Tip?P+2Tip+1 p TiP2+2Tip+1 p 5, ¢ 1° 0
PPH2=p+ —
Tl Tl
Vyraz (A.6) lze poté prepsat do tvaru
pEe
0(p) = Lo B O vl
p(L—e ) (Tip? +2(Tip+1) | p L, p & 1 1-et
.0 T2
(A.10)
Tento soucin lze vyjadiit jako [1]:
pi2s
Uy(p) 1 T, L—e?  Mp+N . Us(p)
b 2_|_2£ _i_i 1—e 2t 2_|_2£ _i_i 1 —e?T
e P L
(A.11)
Tuto rovnici lze jesté upravit na tvar:
pi2s
1 1—e Pt T, 1 —ePeT B Mp+ N Uxr(p) A
E.l_epr_ 2+2§ +1.1_epr_ 2—’_25 +1+1—epT‘( 12)
L P e P

Dalsim tkolem je tedy najit proménné M, N a Usr(p).
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A.2 Zpétna Laplaceova transformace vystupniho
signalu systému

Celou rovnici (A.12) vynasobim 1 — e PT

pro2s
p () B (1) = R (1) U
b 2495 el 249> .
PP PPriq PT
(A.13)
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Po roznéasobeni zavorek lze celou rovnici, ¢len po c¢lenu, prevést do casové oblasti

7 {;} =o(t) (A.14)
Z1 {;e pET} =o(t—¢T) (A.15)
§
p] PR | fervEmT SEL (o yeoT SER]
P2t 2VE-T 2VE-T
1 1
(A.16)
§
p+2=>
-1 Tl —T \ _
“ 2+ 2£ + —e E
p Tlp "

5 T£271(t75T) 5 \/52 7§+ 52 ! (t—eT)
1 PG

] o(t—eT)
(A.17)

Mp+ N

-1 -

‘ p2+2£p+1 -
T," " T2

{(ﬂTT>Q+Nn ﬂgff M@+¢?—j

o(t)

NT, _§+v/e-1

(A.18)
g MpeN ol

p*+ Qip T e
. [M (¢ +25@ - NT165+\T/f2_-1(tT)] (T (A.19)
L7 H{Usr(p)} = wr(t). e

Rovnost ((A.14)) lze nalézt ve slovniku Laplaceovy transformace napt. v [8]. Vyraz
(A.15)) vychazi z (A.14) pouzitim véty o translaci [1]. Vyrazy (A.16) a (A.18)) jsem
vypocital pomoci reziduové véty. Rovnice (A.17) a (A.19) vychazeji z (A.16)) resp.

(A.18)) opét uzitim véty o translaci. Nyni provedu dikaz rovnice ((A.16]). Pro rovnici

(A.18)) je vypocet obdobny. Nejprve je nutné najit kofeny kvadratické rovnice ve
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jmenovateli operatorového prenosu

1 e+ V2T
P’ + 21§1p + T = P12 = ng (A.21)
Vypocet je pak néasledujici:
D+ 2T5
g(t) =2 {G(p)} =2~ : =
P2t
T, P 7" T
p+z§
z ' . A.22
pi EVEST ([, EEVET 22
Tl T1
Podle reziduové véty plati [9]
9() = o5 G(p)e" + reg G(p)e™. (A.23)

Vypocitam jednotliva rezidua:

£ £-y/e1
b1 P+ 27 ( £ — 8—1>
G pit — ] -_— 1
i) (p)e v (p N - T/_fQ_l) <p N [ T/_fz_1> D+ T e T
_f‘i‘ /52
TR SR _ervEST L
—{+ \/527 TGRS 2v& -1
Ty Ty
£ §+y/€2-1
. p+2 E+VE—-1Y\ _
o5 Glp)er = Jim L ()
O S0 S

- yET
Ty +2T71 —£+\/§2__1t veE—1-¢ _£+\£§2—_1t.

—VE-1 -1 2
T, T
Vysledek je dan souctem rezidui
VE — e-1, ¢ Vel
(1) _trve -l i YE Lo E e (A.26)

m@T“
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Rovnice (A.12)) po zpétné Laplaceové transformaci jednotlivych clenu do ¢asové
oblasti:

o(t)—o(t—¢eT) - H?Tleg_\{tha(t) B \/?Tl_g §+\/52_
il ENGE
§+\/£27_*\/52_t5T) (t—eT) + V& —1- 3 §+¢5T(t Myt — eT) =

0(t)+

2\/527 o € 2\/527
M(VET-) + NT, _EyE,
2/ — 1 nooolr
M(VE=T+¢) - NTy _§ny/E,
+ N e Ty o(t)—
— M <\/527_ _ £> + N1 _5_\T/152__1(t_T)0(t - T)—
/52
M (v¢&? N §+y/e2-1
_ ( 5 2\/62"’_7_52 T1 o + T, (th)O_(t o T) + UQT(t). <A27)

Celou rovnici 1ze vynasobit 24/£2 — 1 a vytknout nékteré exponencialni funkce

21/&2 — 1o(t) — 24/&2 — 1o(t — eT)+
= £y -
vem B (eryfEt)e m To(t—eT) - (4@ 1) o)+

T
n e—§+\T/f2__1t :<\/§27_1_ 5) e T lo(t—eT) — ( £2—1-— f) a(t)_ =

§-v/e2-1 §-y/e2-1
= T1 (M 52—1—M§+NT1)U(75)—(M 52—1—M§+NT1> T o-T) |+
£o/F E+/FT
+e Ti t(M&—&-M\/{2—1—NT1)a(t)—(Mf—&—M\/{Q—l—NTl)e Ti o(t=T) | +24/€2—luar(1).

(A.28)
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A.2.1 Vypocet prot>T

V tomto ¢asovém intervalu vyjadiim konstanty M a N. Pro ¢as ¢t > T plati z (A.28)),
upr(t) =0, 0(t —T) =0(t —eT) = o(t—T) = 1. Rovnice (A.28)) se pak zjednodusi

& /o £ V/E
e T ! <§+\/§2—1>e T e -1+
E+y/e2—1 Eryvee-1
+e T t[<\/£2—1+€>e n e -1+ =
RN} =
S e BV 52—1—M§+NT1—(M 52—1—M5+NT1)e e
en/E =
+e Ty M 52—1—|—M§—NT1—<M 52—1—|—M§—CT1)e Ty
(A.29)
57\/62_1 §+\/§2_71t
Jestlize ma byt splnéna rovnost (A.29), musi se rovnat ¢leny u e T 'ae T .

Vzniknou tak dvé rovnice pro dvé neznamé - M a N

E-/Em1
(Ve -1+¢) N e
EE

M 52—1—M§+NT1—<M 52—1—M§+NT1)e T (A30)

<v52 -1 —5> S VE—1+E=
§ry/e 1

- M 52—1+M§—NT1—<M §2—1+M§—NT1>e T T (A31)

Obé rovnice lze upravit na tvar

v

(5+\/§27_1> T, T <5+,/52_1>:
= (\/j—ﬁ Je—1e Tf2 1 SFT) +N (Tl - Tlef\T/fQ_lT)
(A.32)
§+\/§2_1

(g (g,
= VE—1+E— V £ — 1e£+ sz : - feg—i_\{f__lT) + N (T1€£+\T/152__1T — Tl) .
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A konecéné

<€ + \/527—1> (eé‘_TfL1€T — 1) =
Y (\/52 - 5) (1 & Tf2_1T) +NT, (eg_ o 1) (A.34)
Ery/e2-1 - )

eT 1] =

(Ve-1-¢) (e T,
y (\/52f14r g) (1 - e&%@__lT) +NT, <e§+\T/fQ__1T _ 1) . (A3D)

Pro dalsf vypocty zavedu substituce /&2 —1 = [ a & = d.Rovnice (A.34) a (A.35)

pak maji tento tvar

(I +d) <edT_f€T - 1) = M (l—d) <1 - e%;ﬁ) +NT, (JiﬂlT) (A.36)
d+l
(I —d) <eT1 T 1)

Nyni lze vyjadiit z (A.36]) proménnou N

d—l1 d—1 d—1
(I +d) (eTIET - 1) — M (I —d) (1 - eT1T> — NT, (eT1T>

(d+1) <edT_1lgT - 1) — M(l —d) (1 - e‘i;ﬁ)

d—l1
T1 (1—6T1T>

Proménnou N dosadim do ((A.37))
ﬁET MT
({—d)leTr" —1|=M(I+d)|[l—eTi | =

ﬂz:‘T HT
dtl (d+l)<eT1 —1)—]\/[(l—d)<1_e"r1 >
-h (e " 1) . (A39)

M(+d)(1—eT ") +NT, [eT "), (A.37)

N = (A.38)

d+l -l d+l d-l
(I—d) (eTlgT—1> (1—eT1T> — M(l+d) (1—eT1T> (1—eT1T> =

(I + d) <edT_fET - 1) <edT+fT - 1) — M(l—d) (1 - e@ilT) <edT+fT - 1) . (A.40)
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Nyni jiz lze vyjadrit proménnou M:

d+l d—l d—l d+l
(I —d) (eTlaT—1> (1—eT1T> — (I +4d) (eTlaT—1> <eT1T—1>
M= |
il ) ) d+l
(I+4d) <l—eT1T> (1—eT1T> —(l=d (1—eT1T> (eTlT—1>

(A.41)

Jmenovatel 1ze jesté upravit

dtl -l d-l d+l
(I —d) (eTlsT—1> (1—eT1T> —(l+4d) (eTlaT—1> (eTlT—1>
M = )
il ]
21(1—6T1T> <l—eT1T)
(A.42)

Takto vyjadienou proménnou M lze dosadit do (A.38) a vyjadiit N. Po zkraceni
d-1
¢lenu (1 —eT1 T) vyjde:

dtl -l -l drl
. (1—d) <e T, 6T1> <1e T: T) —(l+d) <e T 6T1> (e T, T1>
(d+1) <eT15T - 1) - — (I —d)
2l<1—e Ta T)
N =

d—I1
T, (1 — eT1T>
(A.43)

d=l d+l
Po odstranéni slozeného zlomku a vytknutim ¢lenu <e T T 1) (1 —eT T) vyjde:

d—l d+l d+l d—l
(d+1) <eT1€T - 1) (1 - eT1T> — (1 —d)? <eT1€T - 1) (1 - eT1T>
N = .
d+l d-l
20T, (1 —eT T) (1 —eT T)
(A.44)

Nyni by jiz bylo mozné dosadit konstanty M a N do (A.28). Nejprve vsak provedu
dva mezivypocty pro zjednoduseni zépisu (A.28)). Jako prvni je mezivypocet —ME+
M+\/&* — 1+ NTy, coz je podle diive zavedené substituce —Md + Ml + NT; =
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M(l — d) + NT;. Prostym dosazenim vyjde:

M(l—d)+ NT; =
o () (1) e () ()
(- o (1= ) (1= )
e () (1o ) e () (1)
o AT, (1 _ edﬂlT> <1 B edTllT> :

Po zkraceni konstanty T, lze dat oba zlomky jednoduse na spoleény jmenovatel.

H,ET ﬁT
Nasledné zjednodusim citatel a vytknu vyraz |eTt~ — 1] [1—eT1 " |].

(A.45)

d—=l d+l
eTleT_1> (1—eT1T> [(d4 1)+ (14 d)(I - d)]

d+l d—l1
21 <1 — eT1T> <1 — eT1T>

Vyraz [(d+1)> + (1 +d)(I — d)] 1ze zjednodusit na 2I(d + ). Clen 21 lze vykratit,
d+l
stejné jako (1 —eT1 T). Vysledek tedy je

HST
(d+1) (eTl —1)
M(l—d)+ NT, = " . (A.A4T)
l—eTi "

Jako druhy mezivypocet provedu M+/&2 — 1+ ME — N'T,. Po jiz zminéné substituci
ma vyraz tvar Ml + Md — NT, = M(l + d) — NT;. Prostym dosazenim konstant
M a N vyjde

M(l—d)+ NT, = <

(A.46)

M(l+d)— NT, =

d+l -l d=l d+l

R e [
= (I +d) — —

(I+d) (1 —e(szrllT> (1 —eqfllT> —(l—d) (1 —edTllT> (edTJrllT - 1)

d=l d+l d+l =l
(d+1)? (eTlsT—1> <l—eT1T> — (I —a)? (eTleT—1> (1—eT1T>
— Ty y .
+ d—1
20T, (1 —eT1T> <1 —eT1T>
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Dalsi postup je podobny jako u predchoziho mezivypoctu. Po zkraceni Ty a ipravou

na spolecny jmenovatel lze ¢itatel zjednodusit odectenim prislusnych clent

e##T_?)O_ﬁ%ﬁjKﬁ+@U—d%¥a_®ﬂ

] ]
21 (1—6T1T> (1—eT1T>

Viraz [(I + d)(I — d) + (I — d)?] Ize zjednodusit na 2/(I—d). Clen 21 lze zkratit, stejné

d-lyp
jako vyraz {1 —eT1 ~ |.

M@+@—Nn_< (A.49)

ﬁ5T
(I —d) <eT1 - 1)
M(l+d)—NT, = W ) (A.50)
1—eTr

Nyni dosadim ptislusné mezivypocty do (A.28)):

2lo(t) — 2lo(t — €T) + ede;llt(d +1) [ecff_llgTa(t —eT) — a(t)] +

7ﬁt ﬁET
+e T (l—d)|eT "o(t—eT)—o(t)| =

i il (d+1) (edT_llE — 1)
‘ﬂdo—au—menﬂ — +

= e Tl
1—eTt
d+1
el
el asl (l—d)(eTl -1
+e T [a(t) —o(t—T)eT ] T + 2lugr (). (A.51)
l—eT:

A.2.2 Vypocet uyr(t) pro t € (0,eT)

V tomto ¢asovém intervalu uréim uyr(t) prot €< 0;eT). Plati: o(t) = 1, o(t—€T) =
o(t—T) =0 a uyr(t) # 0. Rovnice (A.28) se zjednodusi na tvar

_d-l, _dtl,
204+ (d+1l)e Ti (=) +(I—d)e T (—1) =

ﬁET Mz—:T
(d+1) (e = 1) _dl, (I —d) (e - 1) d+1

P e T+ — e T '+ 2upp(t).  (A52)
1—eT 1—eT
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Z této rovnice lze vyjadrit 2luyr(t):

ﬂET
0 g, (d+l)<eT1 —1) 0
2ugr(t) =2l — (d+1)e Tr " — (I —d)e T1 =~ — P e T —
l—eTi '
d+1
T eT
(I—d) <eT1 —1) as,
- Ti e Ti (A.53)
l1—eT:
d+1 d—1
,Mt e%z—:T —1 ,ﬂt 6T71€T —1
ugr(t) =20 — (I —d)e T [ 14+ ——5— | —(d+De T |1+ —py—
1—eT1 1—eT1
(A.54)
Cleny v zévorkach dam na spoleéné jmenovatele
dtl 1 & et 1 d-1,1 i et 1
d+l, 1 — 1 — _a—t, ] — 1 1 —
Auyp(t) = 2A—(I—d)je” T1 '—° +de+z : AR — +de4 :
1—eTt 1—eTt
(A.55)
Nakonec celou rovnici vydélim 2/ a upravim do koneéné podoby
l—d T T g d+1 T BT g
— e 1 — el ey, + el —eT _a-t,
upr(t) =1 — 5 ¢ - T P — Ti " (A.56)
l1—eT 1—eT:

Ta sama rovnice s pivodnim znacenim veli¢in - pred provedenim substituce v/? — 1 = [
aé =d

N/ e&TilegT _ e£+ TfQ_lT Erye-t

upr(t) =1 — P 5+\/§2__1T e T =
l1—e T1
§+vE—1 eg_ TlegT—eé_Tifz_lT yen,
_ 5 52 — . é‘_ o e T <A57)
l—e T

A.2.3 Vypocet uyr(t) pro t € (T, T)

V tomto ¢asovém intervalu uréim uyr(t) prot € (¢T;T). Plati: 0(t) = o(t—€T) =1,
o(t—T)=0a uyr(t) # 0 a rovnice (A.28)) se zjednodusi na tvar

=l d—l d+l d+l
(d+l)e_T1t<eT16T—1> +(l—d)e_T1t<eT15T—1> =

d-l d+l
(d+1) (eTleT_1> PRI Unts) (eTlgT_1> d+l

- e T4 e e T’ 4 2upp(t).  (A5Y)
1—eT: 1—eT1
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Z této rovnice lze vyjadrit 2luyr(t):
oy sy c=0) g,
QZUQT(t) :(d + l) eT1 —1]e T, ! (l — d) eT: —1]le T1'—

HET weT
(d+10){eTi " —1 ey ((l—d)|leTt™ —1 an

t
. e T1 g, e Ti.  (A.59)
1—eT: l—eT:
Vyraz lze dale upravit
ﬂE’I‘ edTi_llsT - ]_ _d_lt
2upr(t) =(d+1) [eTt " —1— —————|e Ti '+
1—eT1
d+l et 1 d+l
atil 1 — _att
(I —d) eTlaT—l—eidH e Ti', (A.60)
1—eT
Vyrazy v zavorkach dam na spoleéné jmenovatele
d—1 d—1
2lU2T<t> :(d + l) - e T t—|—
1—eT
d+l d+l
(I —d) ey e T (A.61)
1—eT
Celou rovnici vydélim 2! a upravim do konecné podoby
d+1 1 Tt a I—d 1 T 4
+ —e t—T — —ell — &t -1
upr(t) = 5 ETG oy 57 T C T, 1), (A.62)
1—eTh 1—eTh

Ta sama rovnice s puvodnim znacenim veli¢in - pred provedenim substituce v/&? — 1 = [

a & =

§+ \/5'27 1- e5 TfQ : 5_ v §2)_1(th)
upr(t) = T

el eyEn

1-—
£ \/_*1
VETTI-¢ 1-¢ +Tl eT 75“/52_1@4)

2E T A=nile - (A.63)

l1—e¢e Tu

+
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A.3 Vyjadreni funkce uyr(t) jako realné funkce ¢asu

A.3.1 Vypocet realné slozky uyr(t) pro interval ¢ € (0,eT)

upr(t) pro Casovy interval ¢ € (0,eT) z hlavniho textu plati (77):

d+l d+1 d—l d—1

l—d eTi®h —eTi ' _dH, 4] eTi ' —eTi' _dt,
upr(t) =1 — T e - ST ¢ . (A64)
1—eT: 1—eT:

Jelikoz plati | = /&2 — 1 a d = &, jsou oba zlomky pro £ < 1 komplexné sdruzend

¢isla:

d+l d+l

l—d eTi®l —eTi ' _dil :
at) =~ e T =x(t) +jy(t) (A.65)
l—eT:’
d—l d—l
_ d+1 eT —eTi ' _di ,
at) =~ e " =a(t) () (A.66)
l—eTh

Lze tedy psat

L—a(t) —a(t) = 1 —[z(t) +jy(1)] = [x(t) = jy(t)] = 1 — (i) —jy(t) — 2(¢) +jy(t) =
=1—2xz(t) =1 — 2Re{a(t)} (A.67)

Pro vyjadreni uyr(t) jako redlné funkce casu tedy staci vypocitat redlnou ¢ast né-

kterého z clenu (A.64)).

d+l T d+l T

— /€2
l—d eTi® —eTi  _dH, =ve-Le<ld

Re{a(t)} = Re 57 R T = | /(-1 =&)=jv | —~
1—eT: v:m_)l:jv
d+jv€T d+jvT )

jo—d eTi =~ —eT1  _diiv,

5 . pT T (A68)
v l—eTi '

Re{a(t)} = Re

V dalsich vypoctech tedy budu postupovat standardné jako pri rozdéleni vyrazu na

realnou a imagindrni ¢ast. Za¢nu uzitim Eulerovych vzorci

d+jv d+jv

eT

ju—d eT " —eT = _di,
2ju ' dtv ¢ T
l—eT
d d

verid T foos () +sin (en)] = e foos () + sin (1))

2v 1— eT%ET [cos (T%T) + jsin (T%T)}

LT {cos (ﬁt) — jsin (Tvlt)] = (A.69)
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Zlomek rozsifim komplexné sdruzenym jmenovatelem.

d d

vrjd 1—eTi cos (1) +jeTr sin (1)
oo '1_6%’1%05( o) + 3T sin (1)
B0 oo (er) 4 jsin (en)] [eos (1) — gsin ()] — @7 [eos (1) + jsin ()] [eos () ~dsim ()] |
1= T cos (1) — jeT T sin (2t )
(A.70)
Déle jiZ jen rozndsobuji p¥islusné zdvorky.
vid 1— e cos (1) + jeTs Tsin (1)

 w d 2
ll — eTlT Cos (T”1T>1 leTl sin (Ti )]
eTil(ST_t) {cos (U T> COS( Y > — jcos <U T) sm( Y > + COS( Y )sin <U T) + sin (U T> sm< Y )] —
T, T,') T, T,') TN, T," T, T,

eTl(T t) {cos ({1}1 )cos <{,}1 ) —Jjcos ({1}1 )sm ({jl ) + jcos (;1 )sm (T1 ) + sin (Tvl >sm ({1}1 )]} = (A.71)
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v+ jd

d

—t)

d
{eTl(ET
(Fm) eos (5
— COS | — COS
T, T,

() (
—S —eT | S
m Tl in

()l
COS | =——=¢ COS | —
Ty Ty

)
()

d

— COS (%}1 )sm (T1 T) sin ( >eT1
v . v .

—jcos <T1 ) sin <T1 ) + Jcos (Tlt)
) v ) v d
—j cos (TIt) sin (T1T) co ( ) eTi '

SNES e
COS|—T )smm | —
T, T,

a a
20 [1 — 2T " cos (T%T) +eT1 2T cog? (%T) + T 2T gin2 (Ti
) —ieos (o) in (i,
t] —jcos | —eT ) sin
YOO T, ° T,

U iT
cos eT:
T1

d

)]
v
)i
) v
+ jcos <T1 )sm( >COS
+ jcos (U >cos( )sm
Ty

T,

+ jsin

(v
T

() () () 7] - i
v . v

) + sin (T1 ) sin <T1

— sin ( ! ) sin ( ) cos (UT> eTfll
Ty Ty Ty

sin (%T) eTfllT — cos (ﬁt) sin? (ﬁT) eTilT

v
Sin | —&T | + sin <5T
o) sin (o) +oin (7

(/U )erI(‘ilT— COS(U
T, ] T,

( Y ) TiT + cos ( T

T, T,

t) — cos? (r;l

+ jsin? (UT> sin (Ut)
] T, T,

Yoz
i )7 ()
T‘| }

d
eT1

t) eT1

Jon
o

( v
T

d

(%
—T

T

>_

d
> cos ('IU‘lT) eTlT
d
Jon () ()5

e (7

+JCOS<

v
Ty

d
) sin (rl?jlt) eTi’

d
eTi '

(A.72)
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Nyni je jesté nutné roznasobit vyraz v + jd. Pti rozndsobovani uvazuji jen redlné ¢leny.

1

da
2v [1 — 2eT1Tcos (

d
(eTl (eT=1) {v [cos <

() o (o
—sin | —&T | sin
S Tl S Tl

o

O

%

P

[t
@\/H

<

=

no

A

]

H
— H|e

I

ﬁ

_|_

ISH

| —

o

O

&

H‘&/‘\

1)+

Ty
(%

) e () +on
—T 1mn
COS Tl S

—eT

Ty

)cos(v >er1T—|—cos<UT>sm<v
T, T, T,

)sin ”1 eT1 H
fsin () o

eTl

(T1 >Sm<

T

o)en() o
T_COS(

Ty

o)
R ) ] o) o
t) cos (Tvl > 1T

d

v

d

UET) cos <12}1 > eTit
{cos (

< v
T

v v v v d .
>Sln <T1 ) — COS <T‘16T> COS <T1 )COS <T1 >eT1 —
. v . v
) Sin (THET> Sin <THT> ect1

Jon()-

(g,r)eos () o ()
— COS | =¢T | €OS sin ( =T
T T T

1) eos () o () o ()
cos sin sin —
T T T T
d
( >cos<;1)eT1T+cos<

(%
Ty

),
in
S Tl

Y ) CcoS ( ) sin (UT) eTilT — sin? (U
T1 Tl Tl T1

o (f)ot

)sin(UT> COSQ(UT)Sin(U )erlT—l—
t —— — — —t
T T, T

T> sin ({jlt) efllT] }) -

H‘&

eTl —

(A.73)
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1

p— d i .
2v [1 — QeTchos (TlT) +eT1 ZT]

d d d
[eT1 (eT—1) (v {cos (ﬁa) Cos (%t) [1 — oS ({T) eT1 T} + sin <r],§J\15T> sin (;1 ) [1 — Cos ({T) eTlT] +
+ sin (UT> eTilT {cos (v T> sin <Ut) — COS ( Y > sin <U Tﬂ +d < cos < T) sin (Ut> 1 — cos <UT> eTilT —
T, T, T, T, T, T, T, T,
Cos<v>sin(UT> 1 cos(vT>erlT Sin<UT)e{le{COS<’UT)COS(U>—|—Sin< T)sm(vﬂ
— —— —c — — — p— —c —t —c
Ty T Ty Ty Ty T, Ty T,
d d
eTl( - (v {cos <12}1 > CoSs ({1}1 > [1 — oS (;1T> eT1 T] + sin <{j1 > sin (;1 > [1 — oS (Tvl ) eTlT] +
d d
+ sin (ﬁT) eTlT CcoS (;1 ) sin <T1 ) — CoS (;1 ) sin <T1 )} } +d {Cos (%T) sin ({jlt) [1 — CoS (ﬁT) eTlT] —
—cos(v )sm( ) l—cos(UT>eTC‘lT —sin(UT>e1€l1T cos( )cos(v )—l—sm( )sm(v )} =
T, T, T, T, T, T, T, T, N
V dalsi apraveé pouziji vzorce pro soucet v argumentu goniometrické funkce
cos (ﬁaT) cos (T1 ) + sin <TlaT> sin (;1 ) = cos (;l(eT—t)) (A.75)
) — COS (Tvl > sin <;15T) = sin <11j1(t—eT)> (A.76)
Tv‘lt) + sin (;1 ) sin (%}1 ) = cos <{)‘1(T—t)> (A.77)
rslt) — cos (%t) sin <{j1T> = sin (;l(t—T)) (A.78)

—~

A.74)
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y .
[1—26T1 cOS (T1 )—i—eleT]
d d d
A (o[ =) Ao ) i ) o
[e (U{[ CcoS T1T e cos T1( T—t) | + Sin TIT e sin
+d<{ |1 — cos (UT> eTilT sin <Ut T) — sin (UT> eTichos <U T t>
T, Tl(*e ) T, Tl(E —t)
eT(“jl(T 2 ve |1 cos(UT)eT(“le cos<v T >—|— i <UT> TAT i (U T) +
— — — — (T—t sin| —7)eTt sin [ — -
T, Tl( ) T, Tl(t )
da a
+d{ [1 — oS (%T) eTlT] sin <r§1(t—T)> — sin <FJ?1T> eT1 ' cos (%(T—t))} ] = (A.79)

Vytykanim postupné zjednodusuji vyraz.

1

- e i
2v [1 — 2eTi " cos + eT: QT]
d v d d da
<eT1 (eT=1) {’U [1 — €08 (T1T> eTlT] coS (Tzfl(sT—t)) + vsin <{j1 ) sin (;1 (t— sT)) eTi ! +d [1 — cos <{,}1T> eTlT] sin <11j1(t—aT)> —
dsin( Y T) cos( ’ (eT )) eTilT eTil(T_t) v |1 COS( Y T) eTilT cos( Y ) + vsi ( ! ) i ( ! ) TiT—i—
_ — — (eT—t - — — —(T— vsin ( —7 | sin | =——@-T 1
T, T, T, T, T, T, )¢
v drl . v v v Ay
o o ) - o ) -
[ TlT eT1 1 sin T, (t-=T) sin T1T Ccos T, (T—t) ) €T1 ( )
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1

- d d '

2v [1 — 21" cos (T%T) + eT12T]
d d d d d
Tfl(ETft) (Ue B ) 1— (U ) T71T _dsi (U > T71T Tfl(ETft) . (U . ) dl1 = (U > T71T

(e Ccos Tl( T—t) | §V Ccos T1T e sin T1T € +e Sin Tl(t T) Ccos T1T §; +

d a da d

v sin <{1}1T> eTlT} —eT1 (T-9) COos ({(Tt)) {v [1 — COS (TU1T> eTlT] — dsin (TU1T> eTlT} —
(00 < =y T)> {d ll < ’ T> TdT] + vsi < ’ T> TdT}) (A.81)

—eT1 sin | —(t— —cos | =T )eT1 vsin| —t)eT: = .

Ty Ty T

B 1
N d d
2v [1 —2eT1 " cos (%T) +eT: 2T]
da d d
{ [v — v COoS (TUT) — dsin <;T> eT1 T] [eTl (eT=1) COoS (;(ET—t)> —eT1 (T= coS (;(T—t))] +
1 1 1 1
v L v L i(aT—t) v i(T—t) v
+ |d — dcos <T1T> eTi” + vsin (T1T> eT: eT1 sin <Tl(t—aT)> —eT1 sin <Tl(t—T)> = (A.82)
Plati tedy:
A A
U — U COS (TLIT) eTi” — dsin (TLIT) eTi

d d
Re{a(t)} = leTl T os (v(eTt)) —eTi T cog (U(Tt))] +

T

d d
20 [1 — 271" cos (%T) +eT1 QT]

d d

d—dcos (1) eTi" +vsin(L1)eTt [ d d
<T1 ) (Tl ) leTl (ST—t) Sln (U(t—sT)> _ eTl (T_t) Sln (U(t—T))] (A83)

* 4 q 4 op
2v [1 — 2eT1” cos (%T) +eT1 ]
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Pro uyr(t) z ¢asového intervalu t € (0,eT) vyjde:

upr(t) = 1—2Re{a(t)} =

d d
v Ao o Lo
Loy B Lor T, Y T:
v — 2veT1 cos (T—lT) + veT1
d d
d—dcos(2T)eTit +vsin (XT)eTit [ a4 d
_ (Tld ) (Tld ) [eTl T sin (;(t—aT)) — e T gin (;(t—T))l (A.84)
1 1

Lo Lot
v — 2veT1 cos (T%T) + veT1



A.3.2 Vypocet redlné slozky uyr(t) pro interval t € (¢T,T)

upr(t) pro Casovy interval ¢ € (€T, T) z hlavniho textu plati (?7?):

d+1 1 %ST d—1 I—d 1 %ST d+l

+ —e 1 T — —e 1 P

ur(l) = == t%eiw R ﬁ%eT“ L (as9)
l1—eT 1—eT

Opét plati [ = /€2 — 1 a d = &, jsou oba zlomky pro £ < 1 komplexné sdruzend

¢isla:
d—1

d+1 1—eT " _di ,
b(t) =5 ——ge T = () + () (A.86)
1l—eT1
—d 1—eTT _aul
_ — —eT1 _dtl, 1 )
b(t) = =~ ﬁ%en“>:mw—ﬁ@. (A.87)
1—eT1
Lze tedy psat
b(t) +b(t) = r(t) + js(t) +r(t) — js(t) = 2r(t) = 2Re{b(t)} (A.88)

Pro vyjadieni upr(t) jako redlné funkce Casu tedy opét staci vypocitat redlnou

¢ast nékterého z ¢lenu ((A.85)).
dil = Ve _1,¢<1

l—d 1—eTi®" _dt, ¢ .
TR S RV(EN TR SRS T B
l—eT v=y/1-8 >l=jv

d+jv

Re{b(t)} = Re

v—d 1—eT ¥ _dtjv,
Refo(t)} = Red 5= e 1 7 (439
1—eT:

V dalsich vypoctech tedy budu postupovat standardné jako pfi rozdéleni vyrazu na

realnou a imaginarni ¢ast. Za¢nu uzitim Eulerovych vzorci

d+jv

jv—d 1—eT & )
. T e 1 et
: d+jv
2jv l_em T

vid 1- eTilaT [COS (%aT) + jsin (T%aTH eTil(T—t) {COS (“(t_T)) — jsin (U(t—T)ﬂ =
2 L eTilT [COS (T%T) + jsin (%T)} T T
(A.90)

94
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Zlomek rozsifim komplexné sdruzenym jmenovatelem.

d

_v+id 1—eT71Tcos( )+Jsm( )
2v 1— eTilT cos ( ) +;|er1T sin (TLT)
. eTil(T*t) [cos (Til(t—T)) — jsin (T%(t—T))} — er1 ETeT%(T*t) [cos (Ti(t—T)) — jsin (T—(t T))} [cos( ) —|—JSlIl( ET)}

y ! = (A91)
1 —eTi’ {cos (T%T) + jsin (TLIT)}
Déle jiz jen roznésobuji prislusné zavorky

v+ jd

- d d o]
2v ll — 21" cos <T1 ) + eT12T1
d d d
{eT1 (T=1) [cos <11j1(tT)> — jsin ({(tT)) [1 —eT1i " cos (%T) +jeT1T sin <,§1T>] —
—e%(T+€T_t) {COS (U T> cos <U(t T)> + jcos (v(tT)) sin (U T> — jcos <U T) sin (U(tT)) + sin <U(tT)> sin (U T)
T, T, TS\, T, ) T, T, T, T,
d
: [l—eTchos (%}1 ) + jsin (;1 >1} = (A.92)
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v+ jd

— - y )
2v [1 — 2T ¥ cos (T%T) +eT1 QT]

{eT(“jl(T_t) [Cos (v(tT)> — COS (U(tT)> cos <UT> eTil jcos i - ) sin (UT> erlT — jsin <v(tT)> +
Ty Ty Ty T1 Ty Ty
v Y Ay v : L v v
+j cos (T1 ) sin <T1(t—T)) eTi +sin <T1 > sin < (t— T)> T ] COos (Tl(t—T)) Cos <T15T> —
— COS (Ut—T> COS <UET) COS < Y > ejfll + jcos ( ) 0s (
Ty Ty Ty
—jcos (U(t T)> sin <,U€T> cos ( ! > eTilT — COoS ((t T > sin < Y ( ) 1T — jsin ( ) cos < >
Ty Ty Ty Ty
. v v , v dr . v v ] v i
+ sin (Tl(t—T)> cos (TIET> sin <T1T> eT1” +sin (Tl(t—T)> sin (TIET) — sin (T1 (t— T)) sin (TIET> cos (T ) T 4
+j sin (v(t—T)> sin (UET) sin (UT) elfllTl } =
Ty Ty Ty

d
Tf (T+eT—t)

) sin (o) BT oo (i) i (oer) -
o)

(A.93)
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Nyni je jesté nutné roznasobit vyraz v + jd. Pti rozndsobovani uvazuji jen redlné ¢leny.
1
d d ]
2v [1 — 2eT1TCOS( ) +eT12T]
1
B0 Lo eos (s0em) — eos (qeem) cos (or) BT sim (eom ) sin () e+
eT1 v |cos | =—@-T)) —cos | =—(@-T) ) cos | =—T | eT1 sin { —(-1) ) sin ({ =—71 | eTs
Tl( ) Tl( ) T, Tl( ) T,
s (m) —eos (e ) s () 87 —sin (o) cos (or) o
sin [ =—@-1)) —cos | =—@-1))sin | =—T1)eT1” —sin | —@¢-T1) ) cos | =—T ) eT1 —
Tl(t ) Tl(t ) T, Tl(t ) T,
d _ a
_oT; (THeT=1) {v lcos (ﬁ(t—T)) cos ({jlaT) — COoS <r;)1( )) cos (%aT) cos ({le) eT1 ! —
() s (sgper) sim (o) 2 s (com ) os (srer)sim (o) B2 s (o) s (o)
—cos | =—@¢-T))sin | —eT|)sin [ =—1)eT: sin cos | =T | sin T)e sin [ =—(—7) ) sin { =T | —
T, " T, T, T, T, T, T, T,
sin(v )sm(v T)COS(U ) Td +d cos(v T)Sin(v T)COS(UT>er1T
_ - - — (e - - _
T, T, T, T, )T, T,
() cos (oer) sin () " —cos (g cm ) sim (oer) -sim (qem) com (er)
—cos | —=—@-T)) cos| —=—eT|sin| —T1)eTt” —cos|—(-T))sin | —eT sin [ =—@-1) ) cos [ =T | —
T, " T, T, T, " T, T, " T,

1

v v d 1 . < v . v . v 4
— cosS | —eT|)cos| —1)|eT1” —sin (t—T)) sin (aT) sin <T> eT1 ] }) = A.94
T1 > ( 1 ) <T1 ) Tl Tl Tl ( )

— sin
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1

- d a1
20 [1 — 21" cos (T1 ) + eT12T]

(T—t) v N 4 .
eTl v { COS ((tT)) 1-— cos eT1 + sm )) sin (T) eTi " + d < sin
T Ty

d d
— cos <U(tT)> sin (T) eTlT}> T+€T ! < {cos Y
T
v
T)

v
1 Ty
. ) v

+ sin <(t T)) sin (5T> [1 — cos eT1 ] + sm
1 Ty

T
v
44 cos (-
+ { COS Tl(t
sin(vT)erlT sin(v T)sin(v T)—l—COS(U T)COS(U T):|
J— J— —(t— _ —(t— _— fry
T, T, " T, T, T,"
Pro zjednoduseni nékterych ¢lenti vyuziji vzorce pro soucet v argumentu goniometrické funkce:
i (0o eos (1) = con (pom) i (er) = sin (5
sin ( —@#-T) | cos [ =eT ) — coS ( = (+-T) | sin ( =T ) = sin | —(t—-T—eT
T1( ) T16 Tl( ) Tle T1( eT)
i (o) sin (1) con (g em) e () = o (emn
sin [ —@¢-T) | sin | — cos | —(t-T) | cos [ — = cos | — —t
Tl( ) T, Tl( ) T, Tl(E +T—t)

)
)

Y T) 1 COS(UT)G
— (i _ -
T, T,
T]+

sin (U T> 1 — cos ( Y ) eTlT + sin < Y (t—T)> cos (U T) 1 — cos (UT) eTi | —
Tl Tl T1 Tl Tl

w)si (7
t—T) | sin
w (t=T) T

—eT
1

d
T1

)

Tl_

b

(A.95)

(A.96)

(A.97)
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1

- d a1
20 [1 — 2eT1i " cos (Tvl T) + eT12T]
d d d d
(eTl (T—1) {v coS (ﬁ(tT)) [1 — COS (ﬁT) eT1 T} + sin (Tvl(tT)) sin (TU1T> + d sin <T1( )) [1 — COS <;1T> eTlT] —
d d
—d cos ( ) sin ( ) eTlT} _ Ty (THeT=0) {U [1 — cos <,IU‘1T> eTlT] [cos <111}15T) cos (;l( )> + sin (TvlsT> sin (111}1 (t— T)>
v sin ( > < (t—T—¢T > er1 +d |1 — cos (UT) eTilT [Sin <v(tT)> cos (v T> — COoS (U(tT)) sin (U T>
: T, T, T, T, T,
d
T,

1

v v
—dsin (TlT) eTi " cos <T1 (T+eT— t)) }) = (A.98)

cos ({jlsT) cos (Tvl(tT)) + sin (TU1€T> sin <,]?)1 (t— T)> cos (Tﬂl(eT+Tt)) (A.99)

sin (,lqjl(t—T)) coS <{1}15T> — oS (%(t—T)) sin ({_J‘leT) = sin ({j(t—T—aT)) (A.100)

1

1

d d ]
2v [1 — 2T ' cos (%T) + eT12T]

(erl(T_t) {v cos (%(tT)) [1 — COS <{1)1T> erl T] + vsin <;1(tT)> sin <£T) e%T + dsin <;1(tT)> [1 — COS <,]?1T> erlT] —

—d cos ( Y (t— )) sin (UT> eTc‘aT} — eT%(TJrET_t) {v [1 — cos (UT) eTl“ilT] cos <(5T+T t)) +
Ty Ty Ty Ty

+vsin (UT> sin (U(t—T—aT)> eTilT +d [1 — CoS (UT> eifllT] sin <U(t—T—eT)) — dsin (UT> CosS <v(aT+T—t)> egﬁ}) (A.101)
T, T T T T, T

1
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1

- d F
2v [1 — QeTchos (T1 ) + eTIQT]
eTl( g coS (UtT) U — U COS (UT> eTilT — dsin < Y T) eTiT +
T Ty T,
da
+ sin (;l(tT)) [d — dcos <TU1T) eTi ' 4 vsin ( eT1 ] }
L E <“T>T ol
—eT1 cos | —(T4+T-t) ) |[v —vcos| —=—T)eTi  —dsin | —
T, Y T, T

. v v d
+sin <(t—T—sT)) d — dcos (T) eTi” + vsm eT1 (A.102)
Tl Tl

1

d d ]
2v [1 — 2T ' cos (T%T) +eTs 2T]

d da da da
{ [v — v COs (TU1T> eTi' — dsin (;lT) eTlT] [cos (Tvl(tT)) e™r T _ cos (Tv,l(sTtJrT)) eTi (ETJFT_t)] +

d d d
+ [d — dcos (;T) eTi' + vsin (;T) eTlT] lsin <;t—T> eTiT™" _sin (Tv(t—T—sT)> Ty (1T~ t)] } (A.103)
1 1 1 1
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d d

S . T

v—vcos|(~T)eTt” —dsin (=&T1)eT: d d _
Re{b(t)} = (Tl ET (TldzT lCOS <U(t—T)> eT1 (T=8 _ Cos <,-J?(€T—t+T)> eT: (eT+T t)] +
2v [1 — 2eT1” cos (T%T) +eT1 ]

v TiT - TiT
N d — dcos (T1T2 eTi” +vsin (T1dT> eT: lSiH (;t_T> eTil(T_t) _in ({j(t_T_ETO eqfll(TJreT—t)] (A.104)
L7 v Lot 1 1
2v [1 — 2eT1 " cos (T—lT) +eT: ]
Pro upr(t) ¢asového intervalu t € (¢T,T) pak plati
upr(t) = 2Re {b(t)} =
d d
7T . —_—
v—ovcos|{=~T1)eTt” —dsin(=<T1)eT: d d B
_ (Tld) (Tld) [cos ({j(t_TQ o T _ og (U(ET—H-T)) o7 ETHT t)] n
v — 20eT1 ' cos (TLIT) 1 peTi 2t ! !
d d
d—dcos (1) eTi " +vsin (L1)eTr d d
+ (Tld ) <T1d ) [sin (U(tT)) eTr (T gin (;(thT)> eT: (T+€Tt)] (A.105)
v — 20eT1 ' cos (TLIT) 4 peTi 2t ! !

Pticemz plati diive zavedend substituce [ = /2 — 1 a d = £. Vysledkem vyjadieni ugpr () jako redlné funkce ¢asu tedy je

1 —2Re{a(t)} pro t € (0,eT)

- (A.106)
£<1 2Re {b(t)} prot € (¢T,T)

ugr (1)




¢01

UQT(t)

£<1
d d
Lo . Lo
v—wvcos|(~T)eTt —dsin(+T)eT:
_1_ T T
- d A op
v — 2veT1 cos (T%T) + veT:
A d
d — dcos (TLT) eT1” +wvsin (TLT) eT1
_ 1 1
d d
Lo Lo
v — 2veTi” cos (T%T) + veT1
d d
Lo . Lo
U — U COS (TLlT) eTi” — dsin (T%T) eT: v
= i i cos (
T7T v T*QT
v — 2veTi cos T + veT1
d d 5
d — dcos <TLT> eTi” + vsin (%T) eT1
+ 1 1
d A o1
v — 2veTi” cos (T%T) +veT1

Periodicka slozka je opét dana vztahem:

Upper(t) = upr(t) + uor(t — T) + wor(t — 2T) + wpp(t — 3T) + -+ - = i upr(t — n'T)

d

—t=T
1

D sin( Y

T(t—aT))

1

)

d

oTr

eTr ET7Y (o ({j(sT—t))

d
leTl(ET_

1

(T-9 _ sin < Y

d
(=9 _ cos ({jaT—H—T) eT1(£T+T_t)]

d

o1, (T

d
2 (T—t) .
— eTl( )sm

1

—t—T—eT
1

D cos <U(T—t)>‘| -
Ty
({j(t—T))] prot €< 0,eT)

1

+

d
)eTJT“T“] prote<eT,T)  (A.107)

(A.108)

n=0



B SPOJITOST FUNKCE Uspgr(T)

Periodicka slozka vystupniho signélu ugpe, () vznika periodickym opakovanim funkce
jedné periody ugr(t).
u2per<t) - Z UQT(t - TZT) (Bl)
n=0
Samotna funkce uyr(t) je vsak v ramci jedné periody PWM definovana pomoci dvou

vztaht - jiny predpis plati pro interval ¢ € (0,£T) a jiny pro t € (¢T,T):

U2T(t>:
dtl dtl i £
1_l_d-eTlaT—eTlTe_detlt_d_'_l.eTlET_eTlTe_%t o tE<O€T)
21 dtlp 2l o ’ |
l—eT I—eh
d41 1—eT T _ad R ET
n T = _ —eT1 _ari,
2l d—lTe T (0 4 o2 a1l TR pro ¢ € (T, T).
1—eTr L—eT

(B.2)

Body t = O resp. t = T at = €T jsou tedy potencidlnimi body nespojitosti. V
predchazejicich vypoctech a simulacich se vsak zddna nespojitost neprojevila. Funkce

by tedy méla byt spojita. Pokusim se tedy toto tvrzeni dokazat matematicky.

B.1 Spojitost v bodé t =T

Pokud je fukce v tomto bodé spojita, splnuje podminku

tli%l— upr(t) = tLh% upr (1), (B.3)
coz lze napsat jako
tl_l}IgE ugr(t) — t51%1+ upr(t) = 0. (B.4)
V mém ptipadé tedy plati
tlirél uor(t) = }tg% UQT(t)‘tew,sT) (B.5)

Jdim (1) = N wr (1))
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Vypcitam uvedené limity:

fim u2T(t)‘t€(0,eT) -
gt d+l d—1 d-1
lim 1 —d el —e dtl, J+] eTi —eTi'
- B ' N p— - e
t—0 20 | o 2l =
atl d+1 Al d-l,
1 l—d eT1 eT1 d+1 eTle 0T
p— —_— . w H
2t 1—6T1T 2l 1_€T1T
}1—1}11“ u2T<t>’te(aT,T) -
d—1 . asi
:limd+l 1_621 _T;l(t_T)le_d'l_ejjrl _dTill(t_T)
d—1 dil
_d+l ].—eTlsT |l —d ].—eTIET
- d—1 : T
2l 1 _ o™ 2l l— o™
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Nasledné urcim rozdil uvedenych limit:

d+l d+1 d—1 d—1 d—1 d+1
y (t)’ . (t)‘ ) I—d eTi"" —eTi' d41 eTi™ —eTi' d4] 1—eTi"' [—d 1—eTi "
1m Uyt — lmm vy =1-= : a4l - : d—1 - : d—1 dtl.
t—0 t€<0,eT) ¢—T te<eT,T) 2l 1_ eTilT 2l 1_ eTTT 21l 1_ eTTT 21 1_ eT%T
(B.9)
Vyraz dam na spoleéného jmenovatele
B 1
- d—1 A+l
21 <1 - eT1T> <1 - eT1T>
d—1 d+l d+l d+l d—1 d—1 d—1 d+l
[2[ (1 — eT1T> (1 — eT1T> — (I —4d) <eT1€T — eT1T> (1 — eT1T> —(I+4d) (eT1€T — eT1T> (1 — eT1T> —
d+l d—l d—=l d+l
—(I—d) (1—eT1 ET) <l—eT1 T) —(l+d) (1—eT1 €T> <1—eT1 T)] = (B.10)
=l d+l
Vytknu ¢len 1 —eTi = a1 —eTi ~ pred zavorku
B 1
= = P
21 <1 —eT: T> <1 —eTh T>
d—1 d+l d+l d+1 d+1 d+l d+1 d+l
{ (1 - eT1T> [21 —2eTi " — (zeTﬁT —leTi T —deTi"h 4 deT1T> - <z —leTi T —d+ deTlaTﬂ +
d—1

d+l -1 d—1 d—1 -1 d—l -1
+ (1—eT15T> l— (leTlaT—leTlT—l—deTlaT—deTlT) - <1—leT1‘fT+d—deT15T>H (B.11)
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1

- -1 atl)
21 <1—6T1T> <1—eT1T>

d—1 d+l dtl dtl dtl dtl dtl dtl
Kl — eT1T> (2[ e it e T fleTi 4 de T —deTi D — 4 leTit 4 d— deT1€T> +

d+1 d—1 d—1 d—1 =l d=l_ d—1
—l—(l—eTlT) (—leT1€T+leT1T—dT1€T+d T 4 leT " —d+de THT)} (B.12)

Nékteré cleny se odectou,vysledkem jsou vyray

d—1 dtl. d+1 d+l d—1 d—1
(1—eT1T> (l—leTl +d— deT1T> + (1—eT1T> (—l—d—i—leTlT—i-deTlT)

201 —eTs 1—eT:

Zavorky roznasobim

- d—1 d+l .

21 (1—eT1 ) (1—eT1 )
dl . dl d=l, dl. dtl,
[—leTi +d—deTi —leTi +leTi'eT:i +
d=l dtl, =l =l d+l d+l d=l dtl d=lp dtlg

+deTr "eTr " =l —d+1leTi 4+deTr” +leTt 4deTr —leTi eTi” —deTi eT1 | = (B.14)

Je videt, ze ¢leny se lisi pouze znaménkem, takze se odectou, vznikne tedy
0
=0 (B.15)

- -1 dtl
21 (].—eTlT) <]_—eT1T>

Rozdil limit je nulovy, funkce je tedy v bodé t = T spojita.



B.2 Spojitost v bodé t =T

Pokud je funkce v tomto bodé spojitd, spliuje podminku

t—ljg— upr(t) = tljgfl"' upr (). (B.16)
V mém ptipadé plati
Jim wpr(t) = lim @T(t)\temﬂ) (B.17)
i upe(t) = lim UQT(t)LG@T’T) (B.18)
Uréim jednotlivé limity
i u2T(t>’t€<0,eT) -
d+1 d+1 d—1 d—1
lim 1 l—d eTih —eTit dtl, d4] eTi°t —eTi ' _d-i,
= 1m — d+1 — 1= e 1 =
t—eT 2l 1 . eTil 2[ 1 _ eT71T
l—d edTillaT — edTill dtl o d+1 edT_llgT — edT;ll _d-l g
=1- : e - e T1 (B.19)
21 dtlp 21 =l
1—eT1 l—eT:
Jim (0], =
ai d+l
d—+1 l—eTi®t ,ﬂ(t,T) l—d 1—eTi " ,ﬁ(t,T)
= hH}I‘ ol . - e T —+ 5 . p e T —
e l—eT " 1—eTi "
d—l 4
d+l 1—6T71€T _d+l T—T l—d 1—6T71€T _da-l T—T
_ : e T €T : e T1 T, (B.20)
2l d=ly, 21 dblg
1l—eT1 1l—eT1
Provedu nékteré mezivypocty
d+1 d+1 d+1 d+1 d+1 d+1 d+1 d+1
<eT1€T . eT1T> e—TilaT _ eTilsTe—TilaT N eTilTe—TileT —1_ eTil(T—ET)
(B.21)
d—l d—l d—l d—l d—l d—l d—l d—l
(eTlsT i eT1T> eiTil T eTil TefTi T eTilTeiTi T —1_ Tf(T*ET)
(B.22)
d+1 d+1 d+1 d+1 d+1 d+1 d+1
<1 N eTlaT> e—Tl(ST—T) _ e—Til(eT—T) _ eTlgTe_Tl(sT_T) _ eTl(T—ST) N eTilT
(B.23)
(1 B edT‘llsT> v _ EHern  Eler 7de_ll(sT7T) B dT;’—ll(TfsT) dT—‘llT
(B.24)
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Pokud je funkce spojitd, mély by se dle (B.16) oba vyrazy sobé rovnat. Zaroven dosadim mezivypocty:

dtl =l dtl d+l d=l d-l
, 1—d 1_eT1(T eT) I+d 1—eT1(T T) I —d eTl(T sT)_eT1T+l+d eTl(T sT)_eTlT (B25>
- ) d+1 - ’ d—1 = ’ d+1 ’ d—1 .
2l 1—eT71T 2l 1—eT71T 2l 1—eT71T 21 1—eT71T

dtly d-ly .
Rovnici vynasobim 2/ {1 —e T l—eT: a zbavim se tak zlomki

dl -t dl -t -t dtl
21 (1—eT1T> (1—eT1T> —(l—ad) (1—eT1 (T_ET)> (1—eT1T> —(l+d) (1—eT1 (T_ET)> (1—eT1T> =
dtl dtl -l -l -l dtl
=(l—d) <e T (T oy T) <1 —eTy T) + (I +d) (e T (T e T T) (1 —eTs T) (B.26)

Zévorky roznasobim, pricemz nékteré ¢leny se odectou

d—=l da+l da+l d-l
21(1—eT1T—eT1T+eT1 l—eTi "
d+l d—1 4 d+1 Loa au 2 d+1 i, d—l
—(+d)[1—eTi " —eFF | =(—d) M_M_eﬁT+eﬁTeﬁT +
d—1 3 ani d 4 d—1 d—l,. d+l
+ (I +d) S _ TUICT, e T p e e " (B.27)
Roznasobim zbytek zavorek
d=l d+l d+l, d=l d=l =l d+l d+l
2—2eT " —2eTi ' 42T el —[+leT +d—deTi —l4+leT —d+tdeTi' =
d+l, d=l d+l d+l, d=l d+l d=l, d+l =l d=l d+l =l
=leTi eTi ! —leTi —deTi eTi +deTi +leTi Tt —leTi +4deTi eTi ' —deTi (B.28)

Je vidét, ze i zbytek c¢lenti se odecte a vyjde 0 = 0. Rovnice je opét splnéna, funkce je v bodé ¢t = €T spojita.



C UPLNY VYPOCET ZVLNENI VYSTUPNIHO
SIGNALU

C.1 Stacionarni body v intervalu ¢ € (0,eT)

V tomto intervalu ma upr(t) tvar:

d+l d+l d—l d—l

l—d eTit —eT ' _dH, 4] eTi ' —eTi @ _doL,
upr(t) =1 — 5 FET P 1" — T P T (C1)
1—eT1 1—eT1

Pro vypocet stacionarniho bodu (vzhledem k casu) nejprve uréim casovou derivaci
funkce (?77)

d’LLQT(t) o
dt t€(0,eT)
d+l d+l d—1 d—1
= e ST
d l—d eTi™" —eTi ™ _dtl, d+4+] eTs eTy” _d=l
= 1= : ¢ - : ¢ | =
dt 21 1— eT71T 21 1— 8T71T
d+1 d+1
S ST
I—d)\eTt® —eTi d—+1 _dT“t
= | — — e 1 —
21 1 ethlT T1
d—1 d—1
d+l eT™ —eT' [ d4l) 4, -
"o o \Tp )¢ (C2)
l—eT:
Zderivovany vyraz jesté upravim.
d+l d+l d—l d—l
d2—l2eT15T—eT1Tf%t+d2_l2 el et o,
e 1 . e 1 =
d+l d—l
2lT1 1—eT1T 2lT1 1—eT1T
d—l d—=l d+l d+l
d? —[? eT1€T—eT1T d=l eTIET—eTlT d+l
T T
T 2T i ¢ T ol © (C.3)
! 1—eT1 1—eT
Nalezeny vztah polozim roven 0 a vyjadiim ¢as minima
d=l d=l d+l d+l
PP em T _em T dl, TN _eTi ! _d o
= e T1" — e i | =0 C4
20T, d=ly dtlp
1l—eT 1l—eT
d—l d—l d+l d+l
eTlsT—eTlT_L—Zt eT18T—eT1T_L+lt
T = T
i, ¢ = o, ¢! (C.5)
1—eT: 1—eT:
d—l d—l d+l
eT15T—eT1T 1—eT1T _dtl,
e T1 _llt
= =e T (C.6)

109



Rovnici zlogaritmuji

d—1 d—1 d+1
(eTlsT—eT1T> <1—eT1T> o]
(C.7)

In = —7t51.
Al g =l T,
eTi™ —eTs l—eT:

Vysledny vztah pro ¢as minima je

d=l d=l d+l
()
—_1
ta = 5 In (e(zrtl ry ecferllT> <1 ec'ifllT> (C.8)

Pokud je tlumeni systému £ < 1, vyraz v hranatych zavorkach je obecné komplexni

¢islo a je nutné pocitat logaritmus tohoto komplexniho cisla, ktery je definovany
jako [9]

Lnz = In|z| + jarg z + j2km, (C.9)
kde z € C a k € N. Vysledkem je tedy obecné rada komplexnich ¢isel. Ve skutecnosti

je vsak poloha stacinarniho bodu ¢islo redlné. Dalsimi matematickymi tpravami

se nyni pokusim rovnici (?7) opét prevést na redlnou funkci. Nejprve rozndsobim

zavorky
Clop  dyp by by g diy
TlL eTi” —eTi eT1” —eT1” +eT1 eT: C10
Y Bl I P ey Sy ¥ g el B (C.10)
eTr” —eTi eTi " —eT1” +eTi et
d-1 d(T+eT)+U(T—<T) d—1 d
T eTi <l — o T: —eTi 4 eTi?h
— ——In = (C.11)
21 dtl d(T+eT)—I(T—eT) dtl d 5m
eTi™" —e T —eTi +eTy

Upravu pocitdm pro € < 1, pouziji tedy substituci 1}

d—jv d(T+eT)+ju(T—eT) d—jv d_
TlL eTi ' _e T: —e T et C12
= ——Ln . . . == .
ij d+Jv€T d(T+eT)—ju(T—<eT) d+J'UT iQT ( )
e T1 —e T1 —e T +eT

Komplexni exponencialy rozdélim na redlnou a imaginarni ¢ast pomoci Eulerovych

vzorcu [§]
g [ o) - ) = O o ()
2jv o cos (T ) JeTl ; (%aT) Ty (T+eT) cos( - ST))_'_
et T i ew) - F o) i i’ n(En) <
+JeT1( +eT) gin (T%(T_ST)) —eT1 COS (TL ) oy ¥ (T )+eT72T
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Redalné c¢asti citatele i jmenovatele v hranatych zavorkach jsou stejné. Imaginarni

casti jsou komplexné sdruzené. Pro zprehlednéni zavedu vyrazy

d d d d
p= eT1°" cos (;IET) — e T g (ﬁ(T—aT)) —eT1 " cos (ﬁT) + eTi 2t
(C.14)

d d d
g =jeTi " sin (;T) —jeT (T+T) sin (TU(TET)> —jeTi" " sin (;5T> . (C.1b)
1 1 1

Vztah (C.13)) se pak zjednodusi na tvar

- .
ty = —-—Ln lpj.ql (C.16)
v |p+iq
Dle definice logaritmu (C.9)) tedy plati
1531:—3 lln‘p_jq‘—i-jarg{p_jq}+j2k7r] (C.17)
2jv | |p+iq p+iq
Provedu mezivypocty
‘p—jQ|:|p—jQ|:\/p2+q2:1 (C18)
p+iq| Ip+id VPP +E
p—i¢ p—ja_(p—ia) 9~ —2ps _p ~¢ 2 (C.19)
p+ie p—ijg  p*+¢ P*+ ¢ P+¢ TpP+g? '
. 2 2
Re{§+;;]} e (€20
Im{pf}:_ = (C.21)
p+iq P’ +q
p—id — 2pq
arg ¢ ——— » = arctan ——5— = — arctan (C.22)
p~—q 2 2
b +Jq W b —q

Mezivypocty dosadim

Ty
ta =———(In|l| —jarct
1 2jv<n|| jarctan 3

2 T 2
& +j2km | = ~arctan =24 oy
— 2 %)

p? PP —q
(C.23)
Vysledkem je tedy opét realné ¢islo. Pokud vysledek jesté mirné upravim, dostanu
T 2 Tk
ty = — arctan CEA (C.24)
20 P2 — ¢? v

Vyslednd rovnice udava polohy stacionarnich bodu vystupniho signalu systému. Po-

kud dosadim zpét za v = /1 — d?, dostanu pro posledni ¢len vyrazu:

leﬂ' le’ﬂ'
= C.25
v V1—d? ( )
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C.2 Stacionarni body v intervalu (¢T,T)
V tomto intervalu mé wupr(t) tvar:

Tler 4y Tler d-+l
uzT(t):d+l'1_e : ele(th)+l_d-1_e e Gt
21 dolyp 21 il

l—eT l—eTs
Vyraz na pravé strané zderivuji
dU2T<t) _
dt te(eT,T)
d—1 d+1
—eT d—l1 _ —eTi® d+l
_ (if d2—;l 1—e dil _ﬁ(t_T) n l 2ld . 1—e dJlrl —T—l(t—T)
l—eT ' l—eT '
A4l 1—em " < d—l) ~em
- d—1 B
2l 1— eTlT Tl
MET
I—d 1—eT (_d+l>e dtl(, o
d+1
2l 1_ Q%T T

1 1—eT: T d"’l(t_T) 1 1—eT: T %(t T)
d+i. © - a1 !
20T, | o T 20T, | o™
1 1 %5 d+1 1 %5 d—1
T T — dj—l R — dil e i (70
T\1—em’ l—eTi "

Nalezeny vyraz polozim roven 0 a vyjadiim c¢as stacionarniho bodu

dtl o d=l_p
1 1—eT: fﬁ(th) 1—eT: 7@0711)
T - - T _
2T ¢ ! . ¢ =0
T \1—em ™’ l—eTi '
d+l d—l
T €T
1 — e T € _@(t_T) ]_ — e T € —H(t—T)
a4, © T = a1 °© T
1 —eTlT 1—eT:

d+l d—l1
1—eT: T 1—€T1T _d_l(t_T)
e T e,%l (t=T)
= = 1
(- B (1) e

Rovnici zlogaritmuji a upravim

waT ﬂT
_ _ d—1
(1 et ) (1 eT: > o T (T 9 9 .

In — _ =

(1 . e‘fﬁT) (1 . e%f&T) e—dTill(t—T) T, ax T,
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(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)



Vysledny vztah pro ¢as maxima je

d+l d—l
. <1 _ ) <1 - )
o= —1 +7T (C.33)

= n
d+l d—l1
2[ <1 . e,ﬂT) <1 _ eT18T>

Pokud je tlumeni systému & < 1, vyraz v hranatych zavorkach je obecné kom-

plexni ¢islo a je nutné pocitat logaritmus tohoto komplexniho ¢isla. Za | dosadim jv

d+jv d—jv
T 1 —eEeT) (1 — 5T
ho = o —1In ( e ) . ) +T= (C.34)
JU (]. — eTl&T) (1 — eTlgT)
(2.26)) roznasobim zavorky a dosadim dle vztahu ((1.38))
d—jv d+jv d+jv d—jv
T l—cT —eTfiET—l—eTi TR
2 UL d—jv d+jv d+jv d—jv +T= (C35)
) l—eT et T—em F T !
Uzitim Eulerovych vzorci:
Ay A Lo
_ LLn 1 —eT1 cos ( ) +jeT1” sin (TlT) —eTi™" cos (%ﬂ) —
T 9j d d d
2 1—eTiT cos (T15T> +jeT1 “Tsin (TLIET> —eT1 " cos (T%T) —
d d d
—ijeT1* sin (T%ET) 1T ETHD (g (TL(ET—T)) 1 jeTr T gin (Tll(sTfT)> T
d d ( TyT) L (cT4T)

—jeT1 "sin (1) +eT T cos (L erom) — jeT T sin (L erom)

(C.36)

Citatel a jmenovatel jsou opét komplexné sdruzend ¢isla. Zavedu tedy vyrazy:

d d d

r=1—eTi" cos (;lT) —eTi*" cos <;15T> + e T og (;l(eT—T)) (C.37)
N d d

s = jotsin () —jed sin (o) —jel T sin (frerm)  (€39)

Vztah ((C.36)) se pak zjednodusi na tvar

T .
to = —=—Ln lr ﬂ_sl +T (C.39)
2jv r—1]8

Dle definice logaritmu (C.9)) tedy plati

T
tsg 1 [ln

r+js
+Jja
2JU

r—]js

rg {T“S} —|—j2k7r] T (C.40)
r ]S
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Provedu mezivypocty

r+js|  |r+js| Vri4s?
i g it —1 (C.41)
r—js|lr—=js|  Vrt+s?
; ; o) 2 2 2 ; 2 2
r4+js r-4+js r4]js re—s*+2jrs  r*—s . 2rs
J-' %:(2‘])2: 2 2J = e Voo (C.42)
r—js r+js re+s re4s re4s re4s
: 2 _ 2
e e e
r—1]s r“+s
j 2
Im{rﬂ,s} - (C.44)
r—js r? 4 52
. 2rs
2
arg {T + ‘]S} — arctan 5 = arctan % (C.45)
T —1]8 :2;; T4 — S
Mezivypocty dosadim
T 2 T 2
to = — (ln |1] + jarctan (rs) +j2k7r> +T = (arctan (rs) + 2k7r> +T
2jv r2 — g2 2v r2 — g2
(C.46)
Vysledkem je tedy opét redlné ¢islo. Pokud vysledek jesté mirné upravim, dostanu
T 2 Tk
to = 1arctan< 5 ps 2) 4+ = T +T (C.47)
2v re—s v

Vyslednd rovnice udava polohy stacionarnich bodu vystupniho signalu systému. Po-
kud dosadim zpét za v = /1 — d?, dostanu pro posledni ¢len vyrazu:

le’/T le”/T
= C.48
v V1—d? ( )
Vyraz je stejny jeko pii vypctu pro interval t € (T, T)
C.3 Hodnota minima
Hodnotu minima ziskdm dosazenim hodnoty #y;, (2.10) do (C.1)).
Umin = UZT(t - tmin) (049)

Po dosazeni:

reT  EET e v

pobmd e —et T, _dtleT T —eT ] T o

Ugmin = L=~ 2y Y e Tt (C.50)
l—eT l—eT
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Provedu nékteré mezivypocty

Tl tmin —

ﬁ( Tl) In d—1 d—1 d+1 o
T, \T2 d+1 d+l d—l1 S=eT T T
d+l <eT1€T—eT1T 1—eT1T et —eT l—e™h

e

21

(C.51)

(C.52)

Déle vyuziji toho, Ze
d—l+ d—1+2l d+l1
21 202




911

(C.55)

Po vytknuti:

Vyraz v kulatych zavorkach 1ze zjednodusit

1—d+z+d_1—d+z+d_gz_1
21 2 21 2

(C.57)

(C.58)



Vysledkem je:

d—1
d=l d=l d+l 2
dt o odlo (e e T (1 —eTi T
eThr —eTh

Ugmin = 1— d—i ot FN] a_l (059)
1-— 6T71T <ejj;€T — e”lj;T> (1 — eT:1T>
C.4 Hodnota maxima
Hodnotu maxima ziskdm dosazenim hodnoty .. (2.26) do (C.26)).
U2max = UQT(t = tmax) (C60>
Po dosazeni
d+1 1 St 4 l—d 1 Tt 4y
T +io l—e i o Ty (max=T) , L4 27 € 1 T (max=T) (C.61)
21 =y 21 dti
1—eT 1—eT
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Nyni opét provedu nékteré mezivypocty

_dtl

- In
T 21 _
1 )
d-+1 . T l1—eT l1—eT
e_Tl(max_ ):e

N d+l d—l1
T ——¢T
d—1 - (1—eT1 )(1—eT1€>
e_ T1 (tmax_ ) = e

Mezivypocty dosadim

d+l d—l1 _%
ﬂg 1 T7€T 1— TiT
d+1 1—e " ( o )( o I—d 1-
Uomax = :

d=l d+l1
20 _ Sl <1—eT1T> <1_

d+l T d lT . ll
— 2

—d—1+2 —d+1
+1= = =

21 2l

(C.62)

(C.63)

(C.64)

(C.65)
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Po vytknuti:

. (C.66)
aTtt d+l d—lI
T <1 _> <1 _)
_d+l

l—d [+ d)
— —_— (C.67)
2 1— egl"TJrllT (1 — efgljrllT> (1 — e(ffllET> ( 2t 21
Vyraz v kulatych zavorkach lze zjednodusit
l—d |I4+d |l—d+1l+d 2
= =—=1 C.68
ST 2l 2l (C.68)
Vysledkem je
dtl d—l o
€T - T
-t [ (1) (1)
Ugmax = d+l

- (C.69)
= (=) =)
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C.5 Zvlnéni vystupniho signalu
ZvInéni v mém pripadé definuji jako rozdil maximalni a minimalni hodnoty vystupniho signalu systému

R= U2max — U2min (C7O)

Po dosazeni vzorcu (C.69) a (C.59):

d+
dtl A=\ 1”2 =l d—l At )\ 1T
| —oTieT (1_6T15T> (1_8TIT> Tt <eTlET_eT1T> (1_6T1T>
—eT1 eT: —eT

R =
d+l d+l d—l d—l d+1 d+1 d—I
dtl d=l T axt EaE) ——
1l—eT: (1—eT1T> (1—eT1€T> I—eT eTi T —eTi ] [1—eT "

Vyraz 1ze mirné upravit

d+1
dtl d=1_\ 1005 Al delg A\
| JHler [ (L™ l—eT Clp g | {eT™ —eT l—eT
—eT1 eTh —eT1

R = ] — + ] " —1 (C.71)
1-— eT71T (1 — etzf—tlET> (1 — eC£f1lT> 1-— eT71T (ecfl:tlET — ecllj;lT> (1 — eT1T>
Déle vyuziji toho, ze plati
d—1 d—1+4+20 d+1 d+1
— = = (— - 72
o TP ST D( 2z> (G.72)
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i

d+l1 d—l1 d+l d—l1 2t
iy (15 ot <1 - eT15T> <1 - eT1T> <1 - eTIET)
— €
R= )

o I d+1 d—1 d+tl a-i
m 1> %aT (1—eT1T> <1—eT1€T> (1—6T1T>

Po zjednoduseni
d—1 d
dtl Al \17 Al dely Al \ 7T
a=l_r 1—eT: 1—eT: =l _r =l eT: —eT: 1—eT:
1—eT1 eT17 —eT
d—l1 d+l1 d—l1
T o a—t =T art
l—eT: <l—eT1€T> (1—eT1T> I—eT (e “t !

Zavorky roznasobim

d—l d—1
d=t_.\ = 1 A\ T d=l o d=lp\ @t A\ T
1—eT l1—eT eT1”™ —eT1 l1—eT
R= : + : —1
d—1 d—1 d—1 d—1
d=i\ = dtl o\ 2 d=i.\ = dil . dHL\ T
l—eT: l—eT: l—eT: eTi™” —eT1

R:

u
|
¥

(C.73)

(C.74)

Po vytknuti vyjde vztah pro zvlnéni vystupniho signalu v zavislosti na parametrech systému i velikosti periody a stiidy vstupni

PWM

d—1 d—1 d—1

d+l-\ o d—1 or 1 d—1 d—i.\ = t1

(1 B eT1T> 21 (1 B eT1€T> 2 (eTlgT B eTlT) 21
R=R(e,T,T1,§) = + — | —1

R =1 =1
A\ = dtl o\ = dtl o e\
1l—eT1 1—eT eTi” " —eT:

(C.75)



GGl

Vyraz se dale pokusim zjednodusit pro hodnotu stridy PWM e = 0.5, kdy je zvInéni nejvétsi. Zavorky tedy opét roznasobim:

d—t d+l d—t d+l
1-— edTillT : 1-— edT;ll%T ; 1-— edTillT : ed;ll%T — edT;llT :
Fos = a1\ S dil o\ o * dt NS/ an il \ T ! (C.76)
l—eTi " l—eTi2! 1 —eT: eTi 2 —oTi '

a—l

a—l 9 7
dtl\ 2 dil 10\ 2]
l1—eT1 1—[eT12 d—1
dlip\ 2
— — 2
1 dH = =|1l+eT (C.77)
MIT l 1 7§T
l—eTi? e
d+1 d+l d+l
ElT S 21 21
1—eTi? d—l1q,
l1—eT12 1
N\ d—l15) > - At .\ o (C78)
a—lL 1 ;lT a—tq 1
1—eT1T> I—f{eTi? l4+eTi2h
d—l - T d-l
dtl )\ 2 d+l 2 Al 2
1—eTh 1—1eTi? 14+eTi?2
EER P, 2 = =1 (C.79)
Al dilp\ 2 atlip atlip dily g\ 2
eT1 2" — Ty eTi 27 — [eT1 2 eTi 2
d+l1 - o atl _odfl d+l1
d=lyp  d=lp\ d=l1 d=i1.\ ] 7 2 d=l1.\ 20
eT1 27 —eT: eT1 27 — | egT1 2 eT1 2
pE = . 5 = = pam, (C.80)
d=lp\ 2 d=l1p d=l1p\ 2
1—eTi I —f{eTs? 1+eTr?2




Mezivypocty dosadim

dly ) T 1 (1 v (ed_lléT> 2’
R0_5:<1+e 12 d—1 4 %—i_ il \ 5 A, 5 !
(1 +eT 2T> <612T> <1 +eT 2t
(C.81)
Nékteré cleny lze vytknout
et (L ()
14+eTw?2 e T2
Ros = T |1+ —= ] -1 (C.82)

d
d—l,.\ 28 dtlq.\ 2
(1 +eT1 2T> (e 1 2T>

Platt: d—1 T d+l (d—D(d+DT T
—L T d+l_(@d-D@+)T _ (C.83)

T, 2 a AT, AT,

d+1 T d—1 (d+)d-)T T
P f— = 4
T, 2 2 AT, AT, (C.84)

del d—1l
atlq l
1+eTs 2T>

Ry = ( il (1 + eﬁ\) -1 (C.85)

d—1
14em 2t .
Vysledné zvinéni pro € = 0.5:
d-+l S
2
Ros = o — L (C.86)

C.6 Prevedeni zvlnéni na realnou funkci

Jak je vidét ze vztahu (C.86), je pro & < 1 Citatel i jmenovatel komplexni ¢islo.
Ve skutecnosti je vSak velikost zvlnéni redlna i pro systémy s € < 1 Nasledujicimi
matematickymi ipravami tedy prevedu vyraz (C.86|) na redlné cislo. Nejprve vyraz

rozdélim na redlnou a imagindrni ¢ast dle definice (77?).

d—jv

d+jv 2jv
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Pouzitim Eulerovych vzorct ¢itatele i jmenovatele prevedu na slozkovy tvar

il il 2v
(oot ten(i hian(an)
Ros =2 ) - — —1=2"_-1 (C.89)
& T _a T 2v 2
(1 et con (1) =3t sin (1)

Je vidét, ze citatel i jmenovatel jsou komplexni ¢isla, navic umocnéna na jiné kom-
plexni ¢islo. Jedna se tedy o obecnou exponencialni funkci v komplexnim oboru. Dle
[9] plati:

¢ — ean(z) _ ec(ln|z|—&—j arg z+j2mm) (C89)
kde z,ce Cam € N.
d 7 v
Re{z} =1+eT1? cos (T1"§> (C.90)
dr v
Im{z} =eTi2sin <T1§) (C.91)
d T v
Re{z}=1+eT1? cos (T1§> (C.92)
d )
Im{z} =—eT1?sgin (Tlg) (C.93)
d T v dr v
z1 =14eT12 cos (Tl'g) +jeT1 2 sin <T1€> (C.94)
d v dr v
29 =14 eT1? cos (Tlg) +jeT1 2 sin (Tlg) (C.95)
v —id
o = ”2 ] (C.96)
v
v—jd

= C.97
“ 2v ( )

V mém pripadé tedy plati

27t o5 (In |21 |+ arg 21 +j2mr)
R - 272 - 1 - 2 v—jd N N - ]. (098)
29 e (In|22]|—j arg z2+j2mm)

V dalsim kroku tedy vypocitam absolutni hodnoty a argumenty cisel zy, 2o

dr v Ay
|z1] = 4/1+ 2eT1 2 cos (T§> +eh (C.99)
1
dr
eTi 2 sin (%g)
arg z1 = arctan ! (C.100)
1+ cos (T%%)
d T v A
|zo] = 1/1 + 2eT1 2 cos (Tg> +eTi = |z] (C.101)
1
d T
eT s sin (Tig)
arg 2, = — arctan 5 = —arg 2 (C.102)
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Je vidét, ze ¢isla zp, 20 jsou vzajemné komplexné sdruzend, upravim tedy vztah

(C-99)

1_.d . : 1 .d . .
R = 26(—5—J5)(ln\z1|+Jargz1+J2k7r)—(§—J%)(ln\z1|—Jargz1+J2k7r) 1

Po roznéasobeni se odec¢tou imaginarni ¢asti a zbyde pouze

_ a s
R =2 1n|z1|+v argzi—j2mm _ 1.

Pokud uvazuji pouze hlavni hodnotu logaritmu, tedy m = 0, pak plati

da
_ d _ d ev arg 23
R = 2% In|zi|+<argz1 _ 1 = % ln\zl|evargz1 —1=9_25~ 4
|21]
Po dosazeni mezivypoctti dostanu vysledny vztah
d 7
eTl 2 sln(TLg)
= arctan a 1
T% T
e 14+e 11 cos(Tili)
R=2 -1

125

(C.103)

(C.104)

(C.105)

(C.106)



D ZDROJOVE KODY

Nékteré radky kodu jsem musel rozepsat na vice radku, aby se vesly na sitku stranky.

D.1 Skript pro porovnani teoretického vypoctu a

simulace casového prubéhu

)

% autor: Martin Petera,

% program pro vygenerovani casoveho prubehu vystupniho signalu
clear all;

close all;

clc;

%% Konstanty programu

Tl = 4e-3; % casova konstanta systemu [s]
d = 0.9; % tlumeni systemu [—]

zesileni = 1; % zesileni soustavy [-]

uo = 1; % vyska impulzu PWM [-]

T = 9e-3; % perioda PWM [s]

epsilon = 0.3; % strida signalu PWM [—]

PocetPeriod = 4; % pocet zobrazenych period
PocetVzorkuNaPeriodu = 400; %

%% Priprava promennych

epsT = epsilonx*T; % strida v [s]
PocetVzorkuNaPerioduSim = uintl6 (PocetVzorkuNaPeriodu);
KrokCasu = T/PocetVzorkuNaPeriodu;

PocetVzorku = PocetVzorkuNaPerioduxPocetPeriod;
Tvzork = PocetVzorkuNaPeriodu;

epsTvz = epsT/T+«PocetVzorkuNaPeriodu;
epsTvzSim = uintl6 (epsTvz);

DelkaSimulace = KrokCasux (PocetVzorku - 1);
HodnotyCasu = zeros (1l,PocetVzorku);
VystupniSignal = zeros(l,PocetVzorku);
VstupniSignal = zeros(l,PocetVzorku);

j = double (0);

n = double(0);

Perioda = uintl1l6(0);

PeriodaPWM = uintl16 (0);

pocet = uintl6(0);

%% Vypocet vstupniho signalu
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for i=1:
if |

else

end
poc
if

end

end

%% Vypoc

if isrea
% po
1 =
°

% Pr

Kons

Kons

Kons

Kons

[

s Vy

for

l:PocetVzorku
i > PeriodaPWMx*Tvzork)&&( 1 <= PeriodaPWM*Tvzork + epsTvz)
VstupniSignal (i) = UO0;

% nebo interval (fi,beta)
VstupniSignal (i) = 0; % podle toho se rozhodne,

% zda ma vzorek hodnotu U0 nebo 0

et = pocet + 1; % pri kazdem pruchodu cyklem se zvysi o jednu
pocet == PocetVzorkuNaPeriodu

o)

% jakmile pocitadlo dosahne hodnoty beta ve "vzorkove oblasti”
pocet = 0;

% pocitadlo se vynuluje pro dalsi nacitani

PeriodaPWM = PeriodaPWM + 1;

o)

% a zvysi se o jedna pocitadlo period

et vystupniho signalu

1(sgrt (d~2-1)) % test zda Jje ksi vetsi nez 1

kud je, vypocet se provede pro 1 realne system ma ksi > 1
sqgqrt (d*2-1);

edvypocet konstant nazavislych na case
tlIntervalOepsT = (1-d)/(2+1)*( exp((d+l)+epsT/T1l) -

exp ((d+1)*T/T1) )/ ( 1 — exp((d+1)«T/T1) );
t2IntervalOepsT = (d+1)/(2*1)*( exp((d-1) xepsT/T1) -

exp ((d=1)*T/T1) )/ ( 1 — exp((d=1)«T/T1l) );
tlIntervalepsTT = (1-d)/(2«1)x( 1 — exp((d+l)*epsT/T1) )/

(1 - exp((d+l)+T/T1) );

t2IntervalepsTT = (d+1)/(2x1)x( 1 — exp((d-1)~*epsT/T1l) )/

(1 - exp((d-1)«T/T1) );

pocet casoveho prubehu vystupniho signalu systemu dle (1.36) v DP
i=1:1:PocetVzorku

J =3 + 1; % pro praci s promennymi typu double

n=n+ 1; % pro praci s celociselnymi hodnotami

HodnotyCasu (i) = nxKrokCasu; % hodnoty vodorovne osy pro graf

if (i > PeriodaxTvzork)&&( 1 <= PeriodaxTvzork + epsTvz)
exp (= (d+1) /TlxjxKrokCasu) ;
MeziVypocet2 = exp (- (d-1)/Tl*jxKrokCasu) ;

MeziVypocetl

VystupniSignal (i) = zesilenixUOx (1 - KonstlIntervalOepsTx
MeziVypocetl - Konst2IntervalOepsT+MeziVypocet2);
else
MeziVypocetl = exp (- (d+1)/Tl* (jxKrokCasu — T));
MeziVypocet2 = exp (- (d-1)/Tlx (Jj*xKrokCasu - T));
VystupniSignal (i) = zesilenixUOx (KonstlIntervalepsTT»*
MeziVypocetl + Konst2IntervalepsTTxMeziVypocet?2);
end
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pocet = pocet + 1;

if pocet == PocetVzorkuNaPeriodu
pocet = 0;
j=0;
Perioda = Perioda + 1;
end
end

else % 1 vyslo komplexni, system ma ksi < 1
% predvypocet konstant nazavislyvh na case
v = sgrt(l - d*2);
Konstl = v — v*cos (v+xT/T1l) xexp (d*T/T1l) — dxsin(v+T/T1l)*exp(d+xT/T1);
Konst2 = d - d*cos (v+T/T1l) exp (d*«T/T1l) + vxsin(v+T/T1l)*xexp (d+xT/T1);
jmenovatel = v — vx2*cos (v+«T/T1) xexp (d+*T/T1) + vxexp (2+d*T/T1);

% Vypocet casoveho prubehu vystupniho signalu systemu dle (1.70) v DP

for i=1l:1:PocetVzorku

J=31+ 1
n=n+ 1;
HodnotyCasu (i) = nxKrokCasu;

if (i > PeriodaxTvzork)&&( i <= PeriodaxTvzork + epsTvz)
MeziVypocetl = exp (d* (epsT - JxKrokCasu) /T1)
cos (v* (epsT — JxKrokCasu) /T1l) -
exp (d* (T — j*KrokCasu) /T1l) *cos (vx (T — j*KrokCasu)/T1);
MeziVypocet2 = exp (dx (epsT - JjxKrokCasu) /T1l)*sin (v* (j*KrokCasu
- epsT)/Tl) - exp(d*(T - jxKrokCasu)/T1) *
sin (v (jxKrokCasu - T)/T1);
VystupniSignal (1) = UOxzesilenix (1 - ( KonstlxMeziVypocetl +
Konst2+*MeziVypocet2) /jmenovatel) ;
else
MeziVypocetl = exp (d* (T — JjxKrokCasu)/T1l)
cos (v+ (JxKrokCasu - T)/Tl) — exp(d+ (T + epsT -
j*KrokCasu) /T1l) xcos (v* (T + epsT - j*KrokCasu)/T1);
MeziVypocet2 = exp (d* (T - J*KrokCasu)/T1l)*sin (v* (Jj*xKrokCasu -
T)/T1l) - exp(d+(T + epsT - j*KrokCasu)/T1l) *
sin (v (JxKrokCasu — T — epsT)/T1);
VystupniSignal (i) = zesilenixUOx (Konstl«MeziVypocetl +
Konst2xMeziVypocet2) /jmenovatel;
end

pocet = pocet + 1;

if pocet == PocetVzorkuNaPeriodu
pocet = 0;
j =05
Perioda = Perioda + 1;

end

end

end
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%% Spusteni simulacniho schema v SIMULINK

sim('SimSchemaW.slx");

%% Kresleni vygenerovanych dat
maxy = max (VystupniSignal);
miny = min(VystupniSignal);
if maxy < U0

maxy = U0;
end
if miny > 0

miny = -0.05;
end
figure();
plot (HodnotyCasu, VstupniSignal, 'Color', [0 0.6 0], 'Linewidth',1.5);
hold on;
plot (HodnotyCasu, vystupSyst.signals.values, 'Color', 'red', 'LineWidth',1.5);
grid on;
plot (HodnotyCasu, real (VystupniSignal), 'Color', 'blue', '"LineWidth',1.5);
yvlim([miny 1.2+xmaxyl]);
x1im ([0 PocetPeriod=*T]);
xlabel ('t[s]");
ylabel ('u_{1,2}[-1");
legend ('PWM', 'Simulace', "u_{2per} (t)");

(

legend ('Orientation', 'Horizontal');

D.2 Skript pro vygenerovani grafii velikosti zvl-

néni

% Autor: Martin Petera

% Skript pro vygenerovani grafu pro grafickou metodu zjisteni pozadovane

% periody PWM

% Tento skript cyklicky vola schema 'SimSchemaR.slx'

% Data ze simulace 1 z teoretickeho vypoctu jsou kreslena do jednoho grafu
clear all;

close all;

clc;

%% Konstanty programu
ksi = 1:0.5:3;

a=0.6:0.05:3; % rada koeficientu - pro vodorovnou osu T/T1

%% Alokace promennych

cc = hsv(length(ksi)); % definuji se barvy pro krivky

Tl = 1; % Tl je zvoleno na 1
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[)

R1 = zeros(l,length(ksi));% predpripravi se pole pro zvlneni ze simulace

)
fig=figure(l); % novy figure
set (gca, 'FontSize',16) % Creates an axes and sets its FontSize to 18
disp('celkovy pocet cyklu:'); %

disp(length(ksi)); % vyplise pocet cyklu - pro informaci

o\°

% Generovani grafu zvlneni

for i = 1:1:1length (ksi) % hlavni cyklus - pro ruzne ksi
disp(i); % zobrazovani aktualniho cyklu simulace
d = ksi(i);
for j = 1l:1:length(a) % vedlejsi cyklus - pro pomer T/T1
T = a(j)=*T1; % vypocet periody PWM
StopTime = 100«T; % doba simulace v simulinku
Step = T/300; % krok solveru simulinku

sim('SimSchemaR.slx'); % volani simulinkovskeho schema

% vysledkem simulace Jje pole hodnot vystupniho signalu systemu

h = 0; % pocitadlo maxim a minim z odsimulovanych prubehu
k = length(vystup.signals.values);% zJjisteni delky pole ze simulace
maxindex = 0; % index maxima v poli ze simulace

minindex = 0; % index minima v poli ze simulace

maxvalue = 0; % maximalni hodnota ze simulace

minvalue = 0; % minimalni hodnota ze simulace

while h ~= 2 % prochazi se pole vracene ze simulace

% dokud se nenajde jedno maximum a Jjedno minimum
if (vystup.signals.values (k—-2) < vystup.signals.values(k-1))&&
(vystup.signals.values (k—-1) > vystup.signals.values (k))

o\

pole se prochazi od konce a hleda se maximum

maxindex = k-1; % ulozi se index maxima z pole
maxvalue = vystup.signals.values (k-1); % hodnota maxima
h=h+ 1; % inkrementace pocitadla maxim a minim

end
if (vystup.signals.values(k-2) > vystup.signals.values(k-1))&&
(vystup.signals.values(k—-1) < vystup.signals.values (k))
% prochazi se odkonce pole ze simulace a

[

% hleda se minimum

minindex = k - 1;% ulozi se index minima z pole
minvalue = vystup.signals.values(k-1); % hodnota minima
h=h+ 1; % inkrementace pocitadla maxim a minim
end
k =%k - 1; % posunuti v poli hodnot ze simulace
end
R1(j) = maxvalue - minvalue; % zvlneni signalu

end
loglog(a,R1l, 'Color',cc(i, :), 'LineWwidth',1.3);

% krivka do grafu pro dane ksi
hold on;
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end
ylim([0.007 0.71);

grid minor; % zobrazeni vedlejsi mrizky

xlabel ('T/T_1 [-]1"); % popisek osy x

ylabel ("R [-]");

popis = cell(length(ksi),1); % predpripravy se pole bunek pro text

for i = 1:1:1length(ksi) % vytvoreni textu pro legendu
popis{i} = strcat ('\xi = ',num2str( round(ksi(i)/0.01)%0.01 ));

end % prvni polovina legendy - ze simulace

legend ( popis{:}); % vyobrazeni legendy do grafu

legend ('Orientation', 'Vertical', 'Location', '"EastOutside');

D.3 Skript pro porovnani teoretického vypoctu a

simulace velikosti zvlnéni

o\°

Autor: Martin Petera

o\

Skript pro porovnani teoretickeho vypoctu a simulace v SIMULINKu

o\

Tento skript cyklicky vola schema 'SimSchemaR.slx'

o\

Data ze simulace i z teoretickeho vypoctu jsou kreslena do jednoho grafu
clear all;
close all;

clc;
%% Konstanty programu
ksi = 1:0.5:3.5;

a=0.5:0.1:3; % rada koeficientu - pro vodorovnou osu T/T1

%% Alokace promennych

Q
Q
I

hsv(2xlength(ksi)); % definuji se barvy pro krivky
Tl = 1;

R = zeros (l,length(a));
R1 = zeros(l,length(a));
fig=figure (1) ;

o\

Tl je zvoleno na 1

o\

predpripravi se pole pro zvlneni z teor. vypoctu

o\

predpripravi se pole pro zvlneni ze simulace

o\

novy figure

set (gca, 'FontSize',18);

o\

disp ('celkovy pocet cyklu:');

disp(length(ksi)); % vyplse pocet cyklu - pro informaci
for i = 1:1:1length(ksi) % hlavni cyklus - pro ruzne ksi
disp(i); % zobrazovani aktualniho cyklu simulace

o\

for j = 1:1:1length(a)
T = a(3)«*T1;

vedlejsi cyklus - pro pomer T/T1

o\

vypocet periody PWM

d = ksi(i); % vypoctet druhe casove konstanty systemu
StopTime = 100«T; % doba simulace v simulinku
Step = T/300; % krok solveru simulinku

sim('SimSchemaR.slx'); % volani simulinkovskeho schema
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% vysledkem simulace Jje pole hodnot vystupniho signalu systemu

h = 0; % pocitadlo maxim a minim z odsimulovanych prubehu
k = length(vystup.signals.values);$% zjisteni delky pole ze simulace
maxindex = 0; % index maxima v poli ze simulace

minindex = 0; % index minima v poli ze simulace

maxvalue = 0; % maximalni hodnota ze simulace

minvalue = 0; % minimalni hodnota ze simulace

while h ~= 2 % prochazi se pole vracene ze simulace

[

% dokud se nenajde Jjedno maximum a jedno minimum
if (vystup.signals.values(k-2) < vystup.signals.values(k-1))&&

(vystup.signals.values(k—-1) > vystup.signals.values (k))

o\

pole se prochazi od konce a hleda se maximum

maxindex = k-1; % ulozi se index maxima z pole
maxvalue = vystup.signals.values(k-1); % hodnota maxima
h=h+ 1; % inkrementace pocitadla maxim a minim

end
if (vystup.signals.values (k-2) > vystup.signals.values(k-1))&&

(vystup.signals.values(k—-1) < vystup.signals.values (k))

Q

% prochazi se odkonce pole ze simulace a

[

% hleda se minimum

minindex = k - 1;% ulozi se index minima z pole
minvalue = vystup.signals.values(k-1); % hodnota minima
h=nh+ 1; % inkrementace pocitadla maxim a minim
end
k =%k -1; % posunuti v poli hodnot ze simulace
end
R1(j) = maxvalue - minvalue; % zvlneni signalu
end
loglog(a,R1l, 'Color',cc(i,:)); % krivka do grafu pro dane ksi
hold on;
end

grid minor;

ylim([0.006 O.
xlabel ('"T/T_1
ylabel ('R [—-]'
popis = cell(2xlength(ksi),1);

31);% zobrazeni vedlejsi mrizky
-1
) % popisek osy y

) % popisek osy x

o\

predpripravy se pole bunek pro text

for i = 1:1:1length(ksi) % vytvoreni textu pro legendu
popis{i} = strcat('\xi sim = ',num2str( round(ksi(i)/0.01)x0.01 ));
end % prvni polovina legendy - ze simulace
hodnota = i; % ulozeni indexu posledniho textu v poli bunek
disp ('numericky vypocet...'); % informace - konec simulace
for i = 1:1:1length(ksi) % nyni numericky vypocet zvlnenim, cyklus pro ksi
d = ksi(i);
for j = l:1:1length(a) % cyklus pro T/T1
T = a(j);
1 = sgrt(dxd - 1);
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expl = (d-1)/(2x1);

exp2 = (d+1)/(2x1);
epsT = 0.5xT;
R(J) = 2% (1 + exp((d+l)xepsT/T1l)) "expl/ (1 + exp((d-1)«epsT/T1l)) "exp2 - 1;
end
loglog(a,R, 'Color',cc(hodnota+i, :)); % prikresleni hodnot do grafu
hold on;

end

% druha polovina legendy - numericky vypocet

for 1 = (hodnota+l) :1: (hodnota + length(ksi)) % text pro numericky vypocet
popis{i} = strcat('\xi vyp = ',num2str( round(ksi (i-hodnota)/0.01)*0.01 ));
end

legend ( popis{:}); % vyobrazeni legendy do grafu

legend ('Orientation', 'Vertical', 'Location', '"EastOutside');

D.4 Funkce pro vypocet zvinéni

function [ R ] = Zvlneni( UO, k, T1, d, T)

% Funkce pro vypocet zvlneni vystupniho signalu

1 = sqgrt(d"2-1);

expl = (d-1)/(2x1);

exp2 = (d+1)/(2x1);

R = UOxk*2x (1 + exp((d+1)*0.5+xT/T1)) "expl/ (1 + exp((d=1)*0.5+T/T1)) "exp2
- U0xk;

epsT = 0.5xT;
v = sqgrt (1-d*2);

r =1 - exp(d+*T/T1l) .*cos (v+«T/Tl) - exp(d+epsT/T1l).xcos (vxepsT/T1l) +
exp (d* (T+epsT) /T1l) .*xcos (v* (epsT-T) /T1);

s = exp(d*«T/T1) .xsin(v+T/T1l) - exp(dxepsT/T1l).*+sin(v+epsT/T1l) +

exp (d* (T+epsT) /T1l) .*sin (v* (epsT-T) /T1);

= exp (d*epsT/T1l) .*xcos (vxepsT/T1l) - exp (dx (T+epsT)/T1l) .*cos (vx (T—-epsT)/T1)
— exp (d+«T/T1) .+xcos (v+T/T1l) + exp(2«d*T/T1);

q = exp (dxepsT/T1l) .xsin(vxepsT/T1l) + exp (dx (T+epsT)/T1l) .*sin(vx (T-epsT)/T1)
- exp (d*T/T1l) .xsin (v+T/T1);

T

if (2*«pxq/ (p"2-9g"2) > 0) && (2*r*xs/(r"2-s"2) < 0)
disp('OK");

else
disp ('podminka nesplnenna');

end

end
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