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Ú V O D 

Pulsn í šířková modulace ( P W M ) se dnes s úspěchem používá v mnoha oblastech ří­

zení a regulace sys témů. Důleži tou roli hraje P W M u výkonných elektronických mě­

ničů v energetice, elektronice a elektrických pohonech. Frekvence zde použi té P W M 

je v ř á d u jednotek až stovek kHz . Druhou významnou oblas t í využi t í P W M , které 

bych se chtěl v t é to práci ze jména věnovat , je tzv. on-off řízení systémů, tedy řízení 

pomocí relé, s tykačů, venti lů apod. V tomto př ípadě , na rozdíl od prvn í jmenované 

oblasti, se požaduje co nejmenší frekvence P W M , aby nedocházelo k opot řebování a 

snižování životnost i použi tých akčních členů. Cílem práce je na základě p a r a m e t r ů ří­

zeného sys tému a požadovaného zvlnění výs tupn ího signálu urči t vhodnou frekvenci 

P W M . 

Tato diplomová práce navazuje na moji předchozí baka lářskou práci , k t e rá se 

zabývala v ý p o č t e m zvlnění na výs tupu p ře t lumeného sys tému d ruhého ř á d u (tj či­

nitel t l umen í £ > 1). V t é to práci tedy výpočet rozšířím pro sys tém druhého ř á d u s 

činitelem t lumen í £ > 1 . 
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R E Š E R Š E 

Výchozím bodem mé diplomové práce je kniha [1]. Konkré tně kapitola 6.16, kde 

je nejprve p o p s á n a teorie k t é t o problematice a nás ledně je vypoč í t án i př íklad 

pro j ednoduchý sys tém popsaný diferenciální rovnicí y' + y = f (i). Funkce f(t) je 

obdélníkový signál s periodou 2s, s t ř ídou 50% a výškou 1. Ve zdroji [2] je prove­

den výpočet periodické složky výs tupn ího signálu pro sys tém prvního ř á d u několika 

způsoby (nikoliv ale pomocí Laplaceovy transformace). Každý způsob je doprovázen 

p o d r o b n ý m popisem problému i s fyzikální p ředs tavou dané situace. V pramenu [3] 

je nejprve proveden pod robný důkaz v ý p o č t u obrazu periodického signálu s několika 

příklady. V následují kapitole je naznačen postup pro výpočet us tá leného řešení pro 

obecnou diferenciální rovnici. Teoret ický postup je pak využi t v př ík ladu. 

V pracích [4], [5] a [6] je diskutován vl iv P W M a s t í m souvisejících p ř ekmi tů 

na v inut í indukčních m o t o r ů a t r ans fo rmáto rů s využ i t ím modelů nebo analyt ických 

výpoč tů . 
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1 V Ý P O Č E T V Ý S T U P N Í H O S I G N Á L U S Y S T É M U 

1 . 1 Ú v o d 

V t é t o část i práce je m ý m cílem s t ručně popsat postup v ý p o č t u výs tupn ího signálu 

sys tému d ruhého řádu . Komple tn í postup je z a z n a m e n á n v příloze (A) . 

Nejprve definuji základní obvodové veličiny použi té pro výpočet . Následně pro­

vedu výpočet obrazu vs tupn ího signálu P W M , po té vyjádř ím obraz výs tupn ího sig­

nálu sys tému jako součin obrazu vs tupn ího signálu a operá torového přenosu sys tému 

a nakonec odvod ím zpě tnou transformaci výs tupn ího signálu sys tému zpět do časové 

oblasti. 

U I T ( Í ) 

Ur 

Q 
eT 

H • t 
Ui(p) k U2(p) 

T i V + 2£TlP + 1 

Obr. 1.1: Jedna perioda P W M a sys tém druhého ř á d u 

N a obrázku (Obr. 1.1) jsou vidět základní obvodové veličiny použi té pro výpočet . 

Veličina T vyjadřuje periodu P W M , eT vyjadřuje s t ř ídu P W M , Í X I T ( Í ) , t G (0, T) je 

časová funkce jedné periody P W M a jej ím per iodickým opakováním vznikne vs tupn í 

P W M signál t i i(ŕ) , ŕ e (0,+oc)) 1 . U 0 značí max imá ln í hodnotu pulzu P W M a pro 

další výpočty, z důvodu přehlednost i , uvažuji Uo = 1. Stejně jako stat ické zesílení 

sys tému k, tedy k = 1. Tato dvě zjednodušení neubíraj í nic na obecnosti výpo­

čtu, pro tože se ve výpoč tech j e d n á o l ineární sys tém. P l a t í tedy princip superpozice 

a Uo, stejně jako k, předs tavuj í násobení konstantou. T i je časová konstanta sys­

t é m u a £ je poměrné t l umen í systému. U\ (p) p ředs tavuje obraz vs tupn ího signálu 

P W M : Ui(p) = Jžř {ui(ť}} a U2(p) p ředs tavuje obraz výs tupn ího signálu systému: 

U2{p) = Jž?{ t f c ( r ) } . 

Výpočet výs tupn ího signálu sys tému je v las tně ekvivalentní operací k řešení di­

ferenciální rovnice typu 

d2u2(t) du2(t) 
a2—— h O i — h a 0 t í 2 ( í ) = M i ( í ) , (1.1) 

dtz dt 
kde a2, a i , a 0 jsou koeficienty diferenciální rovnice. V m é m př ípadě p la t í a2 = T2, a i = 

2£Ti a ao = 1. Dále u\(t) je vs tupn í signál P W M a u2(t) je výs tupn í signál systému. 

^ ( ť ) = U I T ( Í ) + u1T(t - T) + u1T(t - 2T) + • • • = u1T(t - ríT) 

n=0 
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1.2 Obraz v ý s t u p n í h o s ignálu 

Jednu periodu vs tupn ího signálu P W M lze popsat touto časovou funkcí: 

ulT(t) = a(t)-a(t-eT). (1.2) 

Funkce a (t) je j ednotkový skok v čase t = 0. O b d o b n ě a (t — eT) je jednotkový 

skok v čase t = eT. Laplaceovu transformaci výrazu (1.2) lze provést člen po členu 

pomoci slovníku např . v [8]. T í m dostanu obraz j edné periody P W M 

U1T(p) = % { « I T ( Í ) } = = • (1-3) 
P P P 

Signál P W M je však periodický. Pro obraz periodické funkce obecně pla t í , dle důkazu 

v [ l ] , 

kde FT(p) je obraz j edné periody periodického signálu a T je jeho perioda. V m é m 

př ípadě FT(P) odpov ídá Un(p) a T odpovídá per iodě P W M 

Výs tupn í signál sys tému E/2 (p) v komplexní rovině lze nyní j ednoduše urči t jako 

součin obrazu vs tupn ího signálu Ui(p) a operá torového přenosu daného sys tému 

F(p) [7] 

U2(p) = U1(p)F(p). (1.6) 

V m é m př ípadě se j e d n á o sys tém druhého ř á d u s přenosem 

F ( p ) = ť ř r r w ř ^ T T - ( L 7 ) 

Obraz výs tupn ího signálu sys tému v komplexní rovině je tedy: 

1 - e~P
£T , , 

U2(p) 
pil - e-P

T

) (T?p 2 + 2 £ T l P + 1) 

Je vidět , že v operá torové oblasti s tačí pro výpočet výs tupn ího signálu pouze vyná­

sobit obrazy vs tupn ího signálu a operá torového přenosu, k teré se získají re la t ivně 

jednoduše . Ekvivalentní operací pro násobení v operá torové oblasti je konvolutorní 

integrál v časové oblasti. Vzorec pro výpočet konvolutorního integrálu je uveden 

např . v [8]. Důkaz je uveden v [1]. 

Nyní je tedy t ř e b a provést zpě tnou transformaci výrazu (1.8) do časové oblasti. 

Podí l na pravé s t raně ale neodpovídá žádnému výrazu, k t e rý by bylo možné snadno 

do časové oblasti převést např ík lad pomocí tabulek s již vypoč í t anými předměty. 
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Použiji tedy postup popsaný v [1]. Nejprve provedu rozklad racionální části (1.8) 

na parciální zlomky. Celý postup rozkladu je popsán v příloze ( A . l ) . Výsledkem je 

výraz 

U2(p) 
1 - e~P

£T 

i 

p ( l ­ e-P
T

) (Tjp2 + 2£TlP + 1) 

1 

P 

p + 2 
T i 

p 2 + 2 Í p + YV 

1 ­ e~P
£T 

1 ­ e-P
T ' 

(1.9) 

Dle důkazu v [1] lze tento součin vyjádři t jako: 

U2(p) 
1 

P 

p + 2 
T i 

V p 2 + 2 Í p + ť\j 

-psT Mp + N 
1 - e-P T 

Ti 
P2 + 2+rP + 

— + U2pev(p) 

Ťf 
(1.10) 

kde M a, N jsou neznámé konstanty a U2pev(p) je obraz neznámé periodické funkce 

na výs tupu systému. N a základě rovnice (1.10) si lze u tvoř i t urči tý odhad, jak bude 

výs tupn í signál sys tému vypadat: celý výraz na pravé s t raně tvoř í součet racionální 

lomené funkce a neznámé periodické funkce. Podí l na pravé s t raně rovnice (1.10) 

tvoř í p řechodnou složku výs tupn ího signálu sys tému Cyprech (p) 

Mp + N 
£̂ 2prech(í>) 

Pl 2^P 
Ti 

1 

Ťf 
1.11 

Výstupn í signál je tedy dán souč tem dvou funkcí 

U2(p) = U2prech(p) + U2pev(p). 

Lze tedy provést zpě tnou Laplaceovu transformaci člen po členu. 

u2(t) = { U2(p)} = { U2pľech(p)}+^-1 { U2peľ(p)} 

; i . i 2 ) 

2̂prech (<) + «2per(í)-
(1.13) 

Výstupn í signál sys tému v časové oblasti je tedy dán souč tem těchto složek v každém 

časovém okamžiku. P ř e c h o d n á složka výs tupn ího signálu íí2Prech(č) po s tupně klesá k 

nule (pro s tabi lní sys tém) a po dos ta tečně dlouhé době lze její v l iv zanedbat a výs tup 

sys tému tak tvoří pouze per iodická složka u2per(t), k t e rá vytvář í zvlnění výs tupn ího 

signálu. Určení velikosti tohoto zvlnění je právě cílem t é t o práce . 

1 .3 Z p ě t n á Laplaceova transformace v ý s t u p n í h o 

s ignálu 

V t é t o kapitole s t ručně popíšu postup zpě tné Laplaceovy transformace rovnice 

(1.10). Celý postup je z a z n a m e n á n v příloze (A.2). P r v n í m krokem je rozdělit členy 
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v (1.10) na více j ednoduchých sčí tanců. Nejprve využiji vztahu mezi obrazem peri­

odického signálu a obrazem jedné jeho periody 

= T T ^ ř ř • < L 1 4 > 

Rovnice (1.10) pak přejde do tvaru 

U2(p) 
e~p£T _ Mp + N U2T(p) 

(1.15) 

Závorku na levé s t raně rovnice lze roznásobi t a celou rovnici mohu vynásobi t členem 

1 - e~PT 

\ i} ~ e - T ) ~ 1 (1 " - - ^ ± ^ - (1 - e - ) + U M p ) . 

(1.16) 

Pokud i tyto závorky roznásobím, dostanu součet několika racionálních lomených 

funkcí a obrazu jedné periody výs tupn ího signálu. Cílem je nají t hodnoty konstant 

M a i V a hlavně p ředmět k obrazu funkce jedné periody výs tupn ího signálu U2T(P) 

- tedy funkci « 2 T ( Í ) -

Nalezení « 2 T ( Í ) je důležité pro další výpoč ty v t é to práci a zároveň m á něko­

lik výhod: lze př ímo vypoč í t a t zvlnění výs tupn ího signálu - bez v l ivu přechodné 

složky. P ř e c h o d n á složka by nepříznivě ovlivňovala výpočet zvlnění hlavně v prv­

ních okamžicích po začá tku děje. V tomto v ý p o č t u však vychází naprosto odděleně 

od periodické složky (1.13) a k ovlivňování tak vůbec nedochází . Další výhodou 

funkce W 2 T ( Č ) J E > že obsahuje jedno globální maximum a jedno globální minimum. 

To plyne z definice t é to funkce. Rozdíl globálního maxima a globálního minima pak 

udává p ř ímo zvlnění výs tupn ího signálu sys tému a právě nalezení tohoto zvlnění je 

cílem t é t o práce. 

Per iodickým opakováním funkce W 2 T ( Č ) P r o narůsta j íc í hodnoty času vznikne 

periodická složka výs tupn ího signálu U2peľ(t): 

00 

^per(t) = «2T( ŕ ) + « 2 T ( * ~ T ) + « 2 T ( * ~ 2 T ) + • • • = £ t í 2 T ( í ­ TlT) . (1.17) 

n=0 
Výstupn í signál sys tému lze tedy psá t i ve tvaru: 

DO 

u2(t) = { U2(p)} = u2prech(t) + J2 uMt ~ nT). (1.18) 
n=0 

Nyní se v r á t í m zpět k zpě tné Laplaceově transformaci rovnice (1.10). Po roznásobení 

závorek tuto rovnici tvoř í racionální lomené funkce, něk te ré násobené koeficientem 
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e~ p T nebo e~ p e T (věta o translaci[1]), k teré se transformují re la t ivně jednoduše . 

Z p ě t n á transformace jednot l ivých sč í tanců je rozepsána v příloze (A.20). Výsledkem 

zpě tné transformace (1.10) je 

a(t) - a(t - eT) o 7 / . 9 1 e T i a(t) o / ľ 0 1 e T i er(í)-

+ 

2VF^T 

=̂r̂ =—e J-i 

2vF^T 

c r ( r - e T ) + / „ e T l (T ( Í — e l ) = 

2 v F ^ 

2ve - 1 
m (ve - i + O - i V T i 

2ve - 1 
M ( v c 2 - i - e ) + JVTi 

2ve - 1 
M ( V í 2 - 1 + 0 - JVTi 

V ( Í ) -

£ 2 - l 
Ti V ( Í ) -

-T) 

-(Í-T) 

( T ( Í - T ) -

a ( í - T ) + Í Í 2 T ( Í ) . 

2 v ^ T 

Celou rovnici lze vynásobi t 2^/č; 2 — 1 a vytknout některé exponenciální funkce 

(1.19) 

2 ^ 2 - M í ) - 2 V

/ £ 2 - l ( T ( r - £ T ) + 

T, 1 

< \+ I).- Tx E T ( T ( í - eT) - (£ + V e 2 - l ) *(*) 

( V ^ í - Í) e ^ ^ £ T a ( t - eT) - ( - (T(Í) 

^ M ^ - l - M ^ + W T i j f f f í J - ^ M ^ - l - M ^ + J V T i j e T i T<x(í-T) 

^ M ^ + M ^ 2 - 1 - i V T i j u(í) - ^ + M ^ / Í ; 2 - 1 - J V T i j 
2 - l - V T i )e T i cr(í-T) +2V/Í2^T«2T(Í), 

(1.20) 

další řešení se rozdělí na t ř i časové intervaly: t G (0,eT), t G ( eT ,T ) a t > T , 

k teré odpovídaj í p r ů b ě h u jedné periody vs tupn ího signálu un(ť). J e d n á se zde o 

lineární sys tém, takže sys tém sám o sobě nemění velikost frekvence signálu, k terý 

j í m prochází . Z tohoto důvodu bude jedna perioda výs tupn ího signálu v^r(t), trvat 

stejně dlouho jako jedna perioda vs tupn ího signálu Un(t). Pro čas t > T jsou obě 

funkce nulové, neboť popisují právě jednu periodu, k t e rá se opakuje s periodou T. 

Pro čas t < T jsou funkce UiT(t) i v^(ť) nenulové a řešení se rozdělí na části 

t G (0, eT) a i G (eT, T) právě tak, jak sys tém reaguje na vs tupn í signál. Rozdělení 

16 



řešení na zmíněné intervaly také odpovídá postupu při řešení pomocí diferenciálních 

rovnic. 

1.3.1 Ř e š e n í rovnice (1.20) pro t > T 

V tomto intervalu p la t í a (i) = a(t — eT) = a(t — T ) = 1, uzr(ť) = 0. Rovnice (1.20) 

tedy bude, pro tento interval, obsahovat všechny cleny, k romě funkce IÍ2T(Č)- Jediné 

neznámé jsou konstanty M a N. Lze je vypoč í t a t a dosadit v dalších intervalech, 

kdy je naopak n u t n é pomocí konstant M a, N vyjádři t funkci U2T(Í). 

+ 

+ e -eT 
e 2 - 1 + € 

í z v & 
M^i2 - 1 - M £ + A ^ T i ­ _ i -MÍ + NT^j e ^ + 

+ e M\fš2 ­ 1 + M £ — i V T i ­ (^M\J^2 ­ 1 + M £ ­ CTi^) e T i 

(1.21) 

Jestl iže m á být splněna rovnost (1.21), musí se rovnat cleny u e T i a e T i 

Vzniknou tak dvě rovnice pro dvě neznámé ­ M a N 

E T 
e - v e - I 

M V r ­ 1 ­ M£ + NTi ­ M J i2 — 1 — M £ + i V T i e T i [1.22) 

E T 

= M ^ 2 ­ l + M £ ­ i V T i ­ (^M\J^2 — 1 + M £ — J V T i ) e T i \ (1.23) 

Řešením t é t o soustavy lze nalézt h ledané konstanty M a N. Pro zpřehlednění vý­

p o č t ů jsem zavedl s u b s t i t u c e ^ 2 — 1 = l a £ = d. Celý postup je uveden v příloze 

QA.2 .1 . 

M 

;i.24) 

17 



(1.25) 

Nyní by již bylo možné dosadit konstanty M a TV do (1.20). Nejprve však provedu 

dva mezivýpočty pro zjednodušení zápisu (1.20). Jako prvn í je mezivýpočet — M £ + 

M \ / £ 2 — 1 + i V T i , což je podle dříve zavedené substituce —Md + Ml + NTi = 

M{1 — d) + J V T i . Výsledkem mez ivýpoč tu je 

/ d-l 
(d + l) e T I 

•eT 

Af (Z - d) + i V T j d-lr 

[1.26) 
1 - e Ti 

O b d o b n ě mezivýpočet M V Č 2 - 1 + M £ ­ J V T i . Po již zmíněné substituci m á výraz 

tvar Ml + Md — NT1 = M(l + d) ­ NTi. 

d+l 
(/ ­ d) I e Ti e T ­ 1 

M(l + d) ­ NT1 
d+lr 

[1.27) 
1 ­ e T i 

Je vidět , že došlo k výraznému zjednodušení obou vztahů . Detai ln í postup v ý p o č t u 

je popsán v příloze (A.45). Po dosazení výše popsaných mez ivýpoč tu do (1.20) vyjde 

d-l , 
2la(ť) - 2lcr(t - eT) + e T i (d +/) 

d-l 
e T i eTa(t - eT) - a(t) + 

d+l 
+ e " T i c ( / - d ) 

d+l 
e T i e Ta(r - eT) - cr(í) 

(d + /) I e T i e T - 1 
d-l 

d+l 

d-l, 
a(t) - ( j ( í - T ) e T i 

e T i 

(/ - d) I e T i e T - 1 

+ e Tj cr(ť) - a(t - T ) e T i + 2 Z I Í 2 T ( Í ) - '1.28) 
1 - e T i 

Nyní je jedinou neznámou v rovnici (1.28) funkce jedné periody výs tupn ího signálu 

U 2 T ( Í ) - Výpočet t é to funkce p rob íhá ve dvou fázích, tak jak by výpočet probíha l při 

řešení pomocí diferenciálních rovnic. Nejprve vyjádř ím U2T(Í) pro časový interval 

t G (0,eT) a následně i pro interval t G ( e T , T ) . Důleži tou roli zde hrají funkce 

jednotkového skoku cr(t), a(t — eT) a a(t — T), k te ré jsou pro urči té intervaly nulové. 

T í m t o způsobem se nulují přís lušné výrazy, k teré jsou j im i násobené a výpočet tak 

zahrnuje jen část členů z původn í rovnice (1.28). 
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1.3.2 V ý p o č e t u2T{t) pro t e (0,eT) 

V tomto časovém intervalu plat í : a (t) = 1, a (t — eT) = a (t — T) = 0 a I / 2 T ( Í ) 0. 

Rovnice (1-28) se zjednoduší na tvar 

d-l d+l 
2l + (d + Z)e~ Ti + (/ - d)e~ Ti ŕ ( - l ) = 

d-i 
(d + l) Ti e T - 1 

1 - e T i 

_d-l 
-e Ti £ + 

(Z - d) e' 
d+Z eT 

d+Z 
d+Zr  

1 - e T i 
-e Ti c + 2 / t í 2 T ( ŕ ) . (1.29) 

Jedinou neznámou v t é t o rovnici je funkce v^i{t). Je j ím vyjádřením získám časový 

p růběh periodické složky výs tupn ího signálu pro časový interval t G (0,eT). Po 

několika úpravách, k teré jsem zapsal do pří lohy (A.2.2), vyjde: 

U2T(t) = 1 

d+l „ d±l ,, , 
l - d e T i e T - e T i T _d±lt d + l e T i e T - e T i T -/-/ 

-e Ti 
21 d+l r 

1 - e Ti 
21 

d—l m d—l r 

^ - ^ e " Ť ľ c . (1.30) d-
1 - e T i 

Př ík lad vypoč í t aného p r ů b ě h u funkce W 2 T ( Č ) P f o í £ (0, eT) s konkré tn ími hodno­

tami T, eT, T i a £ je na (Obr. 1.2). 

0.45 

0.35 

0.25 

Obr. 1.2: P ř ík lad « 2 T ( í ) pro t e (0,eT), kde eT = 2s, T = 5s ,£ = 1,5; T i = l,5s 
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1.3.3 V ý p o č e t wm{t) pro t e (eT, T) 

V tomto časovém intervalu plat í : a(t) = a(t — eT) = 1, a(t — T) = 0 a « 2 T ( Í ) 0. 

Rovnice (1.20) se zjednoduší na tvar 

d-l. / <kd ~ \ d+l. ( d+l \ 
{d + l)e~ T i ' e T i e T - 1 + (/ - d)e ^ e

 T * - 1 = 

(d + l ) ( e d ^ e T - l ) d _ h ( / - d ) ( e T > T - l 

d-i, 
1 - e T i 

-e 1 i d+lr 

1 - e T i 

d+l. 
-e T ! J 2 Z U 2 T ( * ) . 1.31) 

Jedinou neznámou je zde opět funkce u2T(t). Je j ím vyjádřením získám časový p r ů b ě h 

periodické složky výs tupn ího signálu pro interval t G (eT, T ) . Po několika úpravách, 

k te ré jsou t aké zapsány v příloze (A.2.3), vyjde 

d-l eT d+l 

« 2 T ( < ) 

d + l 1 - e T i ^ _ # í ( í _ T ) / - d 1 - e T i e T _ Í W 
-e Ti 

2/ 1 

1 — e T i 

-e i i 
( Í - T ) 

2/ 1 

1 — e T i 

;i.32) 

Př ík lad vypoč í t aného p r ů b ě h u funkce HQT(Í) pro t G (eT, T) s konkré tn ími hodno­

tami T, eT, T i a ^ je na (Obr. 1.3). 

0.55 

0.45 

+ 
2 

0.35 

2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5 
tísl 

Obr. 1.3: Př ík lad u2T{t) pro t G (eT, T ) , kde eT = 2s ,T = 5s ,£ = 1,5; T i = l,5s 
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1.3.4 S h r n u t í 

Nyní je již tedy možné napsat výsledný vztah pro funkci j edné periody výs tupn ího 

signálu U2T{Í) pro celý časový interval t e (0 ,T) : 

U2T{t) 
d-l m d-L d+l d+l ^ . . 

/ _ d e T i £ T - e T i T _d+Lt d + l e T i £ - e T i 
1 : jTi e Ti 

21 d+l r 

1 - e T i 

rfzy-e 1 + 

2/ d-l, 
1 - e T i 

e Ti pro r e (0,eT) 

2Z 

1 — e T i 

1 ' ' - ' ( í - T ) , Z - d 1 - e T I
 e T _ ^ M ( Í _ T ) . c , T T . 

e Ti p r o t e (eT, T ) . 2/ 

1 — e T i ;i.33) 

Př ík lad vypoč í t aného p růběhu funkce I / 2 T ( Í ) P f o celý interval s konkré tn ími hodno­

tami T, eT, T i a £ je na (Obr. 1.4). Důkaz spojitosti t é t o je v příloze (B). 

Obr. 1.4: P ř ík lad I / 2 T ( Í ) P r o celý inteval. eT = 2s, T = 5s ,£ = 1,5, T i = l,5s 

Struktura vzorců (1.30) a (1.32) je shodná se vzorci (1.17) a (1.19) v mé bakalář ­

ské práci [10]. Základním rozdílem však je obor hodnot, k terých může funkce v^ií) 

nabývat . Zat ímco v [10], kdy výpočet probíha l pro p ře t lumený sys tém druhého ř á d u 

s £ > 1, je funkce I Í 2 T ( Č ) reá lnou funkcí reálné p roměnné , nyní je to komplexní funkce 

reálné p roměnné . To je nejlépe vidět , pokud pře jdu zpět k původn ímu značení veličin 
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- před provedením substituce \ / £ 2 — 1 = l, £ = d. Výsledkem je: 

U2T{t) 

1 ­ e T i 

—e T i pro t G (0, eT) 

1 ­ e T i 

V ě ^ I + e l ­ e T i
 e T . í ^ z 1 

e 

l ­ e T i 

T i ( Í _ T ) . 

ť _ V ? ^ T 1 - e ŤI e T ^ + V ^ ~ I

f ŕ m 

- y ř r r i w F T c " T * ' " » í e < £ T - T > - < L 3 4 > 
l - e T i T 

Výraz \ / £ 2 — 1 vyjde komplexní číslo, pokud £ < 1 (systém s dvěma komplexně sdru­

ženými kořeny). Důsledkem toho je přechod všech členů obsahující výraz \ / £ 2 — 1 v 

komplexní číslo. Naopak pro £ > 1 (systém s dvěma reálnými kořeny) vyjde výraz 

\ / £ 2 — 1 v oboru reálných čísel a v platnosti tak zůstávají vztahy (1.17) a (1.19) z 

[10]. Výpočet provedený v t é to práci tedy rozšiřuje výpočet z [10] provedený pro 

sys témy d ruhého ř á d u s £ > 1 na sys témy s £ > 0, £ 7̂  1. Pokud m á sys tém £ = 1 

(systém s j edn ím dvojnásobným reá lným kořenem) , vyjde výraz \ / £ 2 — 1 nulový. V 

důsledku to znamená dělení nnlon v členech . 

Po odvození funkce W2T(Č) již lze napsat vztah pro periodickou složku výs tupn ího 

signálu íí2Per(č)- T a vznikne per iodickým opakováním funkce I/2T(Í) P f o narůstaj íc í 

hodnoty času: 

00 
M 2 p e r ( í ) = «2T(í) + u2T(t - T) + t í 2 T ( í - 2T) + • • • = £ t í 2 T ( í - n T ) . (1.35) 

n=0 
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Výsledkem tedy je: 

W2per(£) = 
n=0 

Z - d e T i - e T i _ ^ ± l ( í _ n T ) d + Z e T i - e T i _ ^ ( í _ n T ) 

1 r - " T T Í e T i — • -5—; e T i 
21 1 2Z 1 

1 — e T i 1 — e T i 
pro í G (nT, eT + nT) 

d + Z l - e T i _ ^ ( Í _ T - „ T ) , Z - d l - e T i _ ^ ± Í ( Í _ T - „ T ) 
• p J-i A- • e J-i 

21 1 ^ T 6 + 2/ 1 f i x 6 

1 — e T i 1 — e T i 
pro í G (eT + n T , (n + 1)T). (1.36) 

N a obrázku (Obr. 1.5) je zobrazen př ík lad p r ů b ě h u periodické složky výs tupn ího 

signálu pro pě t period a pro konkré tn í hodnoty T, eT, T1 a £. 

Obr. 1.5: P ř ík lad U2per(t) pro 5 period. eT = 2s, T = 5s, £ = 1,5, T i = l,5s 

P ř í m é grafické zobrazení « 2 T ( Í ) P r o t lumen í sys tému £ < 1 na základě rovnice 

(1.33) není možné, protože pro tyto hodnoty t l umen í je I Í2T(Č ) komplexní funkcí 

reálné p roměnné . V další kapitole provedu úp ravu (1.33) na reálnou funkci reálné 

p roměnné t. 
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1 .4 Vy jádřen í funkce v^r(t) jako reá lné funkce času 

Jak jsem již napsal výše, pokud je t lumen í sys tému £ < 1, výraz / = \ / £ 2 — 1 přejde 

v komplexní číslo a vztah (1.33) přejde v komplexní funkci času. Ve skutečnost i je 

však výs tupn í signál sys tému reálný i pro t lumen í sys tému £ < 1. Vztah (1.33) tedy 

uprav ím tak, aby by l reálný i pro £ < 1. 

1.4.1 V ý p o č e t pro interval t G (0,eT) 

Jak jsem již dříve odvodil , p la t í v tomto intervalu vztah (1.30): 

d+l „ d+l^ ( W „ d-l^ 
l-d e T i ^ - e T i 1 _d+it d + l e T i ^ - e T i 1 _d=kt 

• M « ) = l — ä - ¥ t e 1 — • ¥ t e 1 . (1.37) 
1 — e T i 1 — e T i 

Výpočet p rovádím pro £ < 1. Provedu tedy následující p řepočet : 

z = v e - 1 A e < i v í - i X 1 - e ) = } v ^ v = ^ j i - e ^ i = } v . (i.38) 

V exponentech exponenciál se objeví komplexní číslo ve složkovém tvaru. Vztah 

(1.37) tedy přejde na tvar 

m = 1 e Ti - e Ti rf + j , ; e T l _ e T l _<t^t 

U 2 T [ ' l]v ' 6 1 2jv ' á=J» T

 6 1 ' 
1 — e T i 1 — e T i 

(1.39) 

P ů v o d n í exponenciály s reá lným exponentem přešly v komplexní exponenciály. P rvn í 

ze z lomků označím jako 
d+jv T Í*±J Í> T 

— d e Ti - e Ti ^±J^ ŕ  

«(*) = J - 2 Í Í * 5 ^ 9 ~ T ' " < L 4 0 > 

Nyní v y p o č í t á m komplexně sdruženou funkci ä(t) k a(t) tak, že n a h r a d í m j za —j. 

M ý m cílem je dokáza t , že zlomky jsou komplexně sdružená čísla a úp ravu ÍÍ2T(^) N & 

reálnou funkci reálné p roměnné t tak zjednoduši t 

d-jv _ d-ju d-jv d-jv 

ä(t) = ~ d - e T l ~ e T l

 e - ^ = l ± Ž . e T l ~ e T l

 e - ^ f r (141) 
- 2 j « i _ e ^ f T 2 j U l - e ^ T 

Je vidět , že <ž(č) je d ruhý ze z lomků ve výrazu (1.39). Zlomky jsou opravdu kom­

plexně sdružená čísla. Vztah (1.39) tedy mohu zjednodušeně vyjádř t pomocí funkcí 

a(ť) a a(t): 

W2T(t) = l - a(t) -ä(t). (1.42) 
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Provedu pomyslný rozklad funkcí a(t) a a(t) na reálnou a imaginárn í část 

a(ť) = x(t)+]y(t) 

ä(ť) = x(t)-]y(t). 

Tento rozklad dosad ím zpět do (1.42) a uprav ím: 

;i.43) 

;i.44) 

1 - a(t) - ä(t) = 1 - [x(t) + jy{t)] - [x(t) - jy{t)] = 

= l-x(ť)-iy(ť)-x(ť)+iy(ť) = l 

= l - 2 R e { a ( r ) } . 

2a; (ť) ;i.45) 
;i.46) 

Výsledný vztah se výrazně zjednodušil . Je vidět , že pro vyjádření funkce I / 2 T ( Í ) V 

intervalu t G (0, eT) jako reálné funkce času stačí vypoč í t a t reálnou část některého 

ze z lomků (1.39). Zvolím tedy první zlomek 

Re{a(t)} = Re< 
\v-d e Ti - e Ti 
•' -e Ti 

2\v d+jvr 

1 - e Ti 
>. ;i.47) 

V dalších výpoč tech tedy budu postupovat s t a n d a r d n ě jako při rozdělení výrazu na 

reálnou a imaginárn í část . Výše uvedené komplexní exponenciály nejprve uprav ím 

uži t ím Eulerových vzorců [8] na složkový tvar: 

E T d+jv 
e Ti 

d+jvr 

e Ti 

d+jv 

-eT / V \ . . ( V 
e 1 ! COS — eT + 1 Sin — eT 

T i J J \ T i 
v \ f v 

e T i cos | — T + i sin — T 
T I J J V T i 

v 
cos I — t 

T i J sm [ — i 

Uvedené vzorce dosad ím do (1.47) 

;i.48) 

;i.49) 

;i.5o) 

d+W „ d+jv 
jv-d e Ti - e Ti _*t i í í ť •' -e Ti 

2jw 1 - e Ti 

W + j d e T i £ T [ c O s ( ^ e T ) + j S Í n ( ^ e T ) - e T i cos ( ^ ; T ^ + j sin ( ^ T 

2v 

e T i 

_d_ 
1 - eTi 

v 

eT cos ( Ť ^ T ) + j sin (jjr-T 

cos —t — i sin i —t 
T i J J \ T i ;i.5i) 
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Po několika úpravách, k teré jsem všechny zaznamenal do pří lohy (A.3.1), vyjde vztah pro reálnou část funkce a(t) 

R e { a ( í ) } 
v — v cos ( ^ T ) e T i T - d s i n ( ^ - T ) e 1 ! 

2v 1 - 2 e T i T c o s ( ^ T ) + 

d 

e 1 ! 
-2T 

e 1 ! cos ( ^ T ^ T - Í ) ) - ( > I L 

r (T-*) 
cos ( ^ r ( T - í ) + 

+ 
ci — ci cos ( Ť ^ - T ) e T i T + v sin ( ^ T ) eTi T r 

2t- 1 — 2 e T i cos eTi 2T 
e T i S l i l I — ( í - e T ) e T i S l i l I — ( Í - T ) ;i.52) 

Tento výsledek nakonec dosadím do (1.46) a provedu konečné úpravy. Výsledkem je vyjádření funkce jedné periody wn(ť) jako reálné 

funkce času i pro t lumení sys tému £ < 1. 

U 2 T ( * ) 

1 
v 

ťe(0,eT) 

v cos 

= 1 - 2Re{a{t)} = 

d m , 
_ G H e 

ci — d cos 

(JY^TJ e T i T — císin ; Ti -

2 w e T i T cos ( ^ T ) + ve 

. (ý^TJ e T i T + v sin ( Ť ^ - T ) e 

— 2 w e T i T cos ( Ť ^ T ) + veTí2T 

^ - ( £ T - Í ) / U , \ j p - ( T - í ) / U , \ l T i COS y — (eT-í)J — e T i COS y — (T-Í)J 

, l i r 
T l s i n — (í Vil 

\ ^ - ( T - í ) . ( V \ 
-eT)j — e T i s i n ^ ^ r ( í _ T ) ;i.53) 



1.4.2 V ý p o č e t pro interval t G (eT, T) 

Postup v ý p o č t u je stejný jako pro interval t G (0, eT) . V intervalu t G (eT, T) plat í 

dříve uvedená rovnice (1.32) 

d-l „ d+l 
d + l l - e T i £ T - ^ y T ) , l - d l - e T x £ T _ ^ ( ŕ _ T ) 

M O = ^ 7 " • — T l + • — T l . (1.54) 
1 — e T i 1 — e T i 

Opě t provedu přepočet p roměnné / na ryze imaginárn í veličinu 

i = y/ě - 1 A e < i V ^ I K I - a = J Í > u = V 1 - £ 2 - +
1

= i 1 ­ 5 5 ) 

Uvedenou úpravu dosadím do vztahu (1.54) 

, , d + jv l ­ e T i _ í b Í £ ( í _ T ) j u ­ d 1 ­ e T i _ ^ ( í _ T ) /  

U2T(t) = i — e T i ^ ^ + d — e Ti ^ . 1.56 

1 — e Ti 1 — e Ti 

P r v n í ze zlomků označím jako 

d+jv l ^ e g ^ e - f c f , . - T , 

Pro ověření, že d ruhý zlomek v (1.56) je opět komplexně sdružené číslo k b(t), 

n a h r a d í m v b(t) j za —j 

—. . d - j w 1 - e T i _ í ^ ( í _ T ) w-d 1 - e T i _ í ^ ( í _ T ) 

6(í) = TT-—e Ti l* ^ = J — e Ti ( t L>. 1.58 
W - 2 j u 1 ^ T 2jy ^ T 1 J 

1 — e Ti 1 — e Ti 

Výraz tedy opět vyšel stejný jako druhý zlomek v (1.56). Zlomky jsou komplexně 

sdružená čísla a výraz (1.56) lze nás ledně p řepsa t jako 

u2T(t) = b[t) + b(t). (1.59) 

Funkce b(i) a b(ť) rozepíšu na složkový tvar 

b(t) = r(t)+js(t) (1-60) 

&(ŕ) = r ( ŕ ) - j s ( ŕ ) . (1.61) 

Po dosazení se (1.59) zjednoduší: 

u2T(t) = b(t) + b(t) = r(t) + js(t) + r(t) - js(t) = 2r(t) = 2Re{b(t)}. (1.62) 

Je vidět , že pro vyjádření funkce « 2 T ( Í ) V intervalu ŕ G ( eT ,T ) jako reálné funkce 

času opět stačí vypoč í t a t reálnou část něk te rého ze zlomků (1.56). Zvolím druhý 

zlomek. 

Re{b(t)} = Re< 
jv-d 1 - e Ti e T _4±iH ( í _ T ) 

• e ^ i 
2 j , x _ e ^ f T 

(1.63) 
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V dalších výpoč tech tedy budu postupovat s t a n d a r d n ě jako při rozdělení výrazu na 

reálnou a imaginárn í část . Výše uvedené komplexní exponenciály nejprve uprav ím 

uži t ím Eulerových vzorců [8] na složkový tvar 

d+jv 
e Ti 

d+\v 

eT 
e-LI 

-eT 
cos T i 

-eT j srn 
T i 

e Ti 

d+jv 

— e 1 ! 

11 ( Í _ T ) -

cos 

d 

T + 1 S l i l — T 
T i / J \ T i 

r (T-*) 
e T i COS 

T i 
( Í - T ) - j srn T , 

( t -T ) 

Výsledky dosad ím do (1.63) 

jv-d 1 
2]v 

" 1 v ^ ř ( í - ' d+jV r 

1 - e T i 
d 

v + jd 
2v ' 

á-(T-t) 
e T i 

eTi eT 
COS (f^eT^ + j Sin ( f^eT^ 

e-LI COS ( ^ T ) + j s i n ( ^ T ) 

v 
cos T i 

( í - T ) J sin T i 
( í - T ) 

(1.64) 

(1.65) 

(1.66) 

(1.67) 

28 



Po několika úpravách, k te ré jsem zapsal do přílohy, vyjde výsledný vztah pro reálnou část funkce b(t) 

Re {&(£)} 
v — v cos ( e T i — d sin (Ť=T;T) e 

d _ 
T i 1 

2v 1 -

d 
2eTi 

T 

cos ( * T ) + . * " " 

cos ( ^ T Í Í - T ) ) ( > I L 

^ T ( T - Í ) 
— COS I — ( e T - í + T ) e ] i 

T i + 

+ 
d — d cos ( ; J T - T e T i T + v sin ( ; J T - T e T i T 

2w 1 - 2 e T - T f v \ , ^ " 2 T 
i COS ( f r T ) + e T i 

V \ -a-(T_t) 

sin i — ( Í - T ) ) e T i 

V \ ^ ( T + £ T - í ) 
Slil I — ( í - T - e T ) j e 1 ! ' 1 . 6 8 ) 

Po dosazení výsledku do ( 1 . 6 2 ) a konečných úpravách vyjde výsledný vztah pro funkci j edné periody výs tupn ího signálu « 2 T ( Č ) P r o 

t l umen í sys tému £ < 1 

" 2 T ( < ) 2Re{6(r)} 

d 

+ 

*e(eT,T) 

v — v cos (Ť^-T) e T i T — d sin (Ť^-T) e T i 

v — 2 w e T i T cos (Ť^-T) + veTí2T  

d — d cos (Ť^-T) e T i T + v sin ( ^T ) e T i 

v 
cos I — ( Í - T ) I e T i ^ T ^ 

\ — ( e T + T - í ) 
COS I — ( e T - í + T ) ) e T i + 

_d_ 
veTí 2T 

ľ \ ^ - ( T - í ) . / V \ ^ - ( T + e T - í ) T i v ' — s i n I (t-T-c-T) I fiTi ' Slil | — ( í - T ) ) 0 -LI - Slil ( — ( í - T - e T ) ) 0 ; i . 6 9 ) 
v — 2 w e T i T cos ( y ^ T ) + 

Sloučením vz tahů ( 1 . 6 9 ) a ( 1 . 5 3 ) z ískám vzorec pro funkci j edné periody výs tupn ího signálu jako reálnou funkci reálné p roměnné t 



pro t lumen í sys tému £ < 1 

0 0 

o 

U2T{t) 
£ < I 

v — v cos (y^T) e T i T — cřsin (Ť^-T) e T i 

v — 2we T i cos ( F ^ - T J + veTí 

d — dcos ( Í J T - T ) E T L T +
 v S R N (1=7T) e T l 

T R 

-T- (eT- í ) ( V , \ í f ( T - í ) / U e 1 ! COS ( — ( e T - í ) — e x i COS — ( T - í ) 
T i T i 

+ 

v — 2t>eTi 

v — w cos ( ^ T ^ 

^ cos ( ^ T ) 
d _ 

e T i T -d 

— 2T 
+ veTí 

sin (Ť^-T) e T i T 

v — 2 v e T i 

C? — ČŽCOS ( ^ T ^ 

r c o s (Ť^-T) + veTí'Ĺ  

e T i T + v sin ( ^ T ) 

T 

d „ 
eTi 

i - ( e T - í ) . / V \ ^ - ( T - í ) . / U 
eTi sin ( T ^ - ( í - e T ) — e T i sin — ( Í - T ) 

-2T 

T i 

, V \ ^ - ( T - í ) 
cos 1 ̂ r * - ' 1 1 0 1 

s i n 1 ; ^ r í - T 1 0 1 

T i 
pro ŕ G (0, eT) 

v — 2 w e T i T cos ( ^ - T ^ + veTí 

Periodická složka výs tupn ího signálu sys tému je opět d á n a vztahem: 

V \ A ( £ T + T - Í ) 
COS I — e T - / + T ] 0 J-i 

S l i l I — í - T - e T 1 0 J-i 

+ 

p r o í e ( e T , T ) . (1.70) 

W2per(í) = «2T(í) + «2T (Č ~ T) + 1*2T(Í ~ 2T) + U2T(t - 3T) t í 2 T ( í - nT) 

n=0 
(1.71) 



u/d. u2(t) 

u ?max 

R 

i

2 m i n 

Obr. 2.1: Grafické znázornění definice zvlnění 

2 Z V L N Ě N Í V Ý S T U P N Í H O S I G N Á L U 

2.1 Ú v o d 

V t é t o části práce nejprve definuji zvlnění výs tupn ího signálu R . Následně vypočí­

t á m hodnoty í m i n a í m a x , po t ř ebné pro výpočet zvlnění, jako ex t rémy funkce jedné 

periody výs tupn ího signálu « 2 T ( Í ) - Po té hodnoty W2mm a ^2max, z nichž nakonec vy­

j á d ř í m vzorec pro velikost zvlnění výs tupn ího signálu. Do hlavního textu uvádím 

jen důležité kroky výpoč tu . P o d r o b n ý výpočet jsem zapsal do pří lohy (C). 

Zvlnění výs tupn ího signálu definuji jako rozdíl max imá ln í a min imáln í hodnoty 

výs tupn ího signálu (Obr. 2.1): 

R — "2max — ^2min- (2-1) 

Hodnota íí2max je globálním maximem funkce jedné periody výs tupn ího signálu 

Í Í 2 T ( Í ) , pro kterou pla t í 

W2max = llorryt = ímax)- (2-2) 

O b d o b n ě hodnota W2mm J E g lobálním minimem funkce « 2 T ( Í ) a p la t í 

W2min = U2T(t = ími n). (2.3) 

P r v n í m krokem je tedy výpočet časů ímax a í m i n . Samotný výpočet však komplikuje 

skutečnost , že zvlnění výs tupn ího signálu p o č í t á m obecně i pro sys témy s £ < 1, 
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které mohou mí t kmitavou odezvu na vs tupn í P W M signál. To je vidět na př ík ladu 

(Obr. 2.2). Tento obrázek je záměrně nakreslen pro dlouhou periodu P W M tak, 

aby dos ta tečně ilustroval p rob lém maxim a min im př ičemž je ale evidentní , že se v 

tomto př ípadě zt rácí smysl použi t í P W M - sys tém se m á vzhledem ke v s t u p n í m u sig­

nálu chovat jako dolní propust a reagovat v p o d s t a t ě na s t řední hodnotu vs tupn ího 

signálu. 

zr; 0.5 
O i 

0 

-0.5 

- 1 

— u 2 p e r ( t ) - - P W M 

\ 
v 

0 5 - 1 0 " 2 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 
t[s] 

Obr. 2.2: Kmi tavá odezva na vs tupn í signál P W M , £ = 0,2; T i = 5ms, T = 

150ms, e = 0,5 

V rámci j edné periody P W M se tak může objevit hned několik lokálních maxim a 

minim z nichž jedno je globální. Výjimku tvoř í sys témy s £ = 0, ale v tomto p ř ípadě 

se j e d n á o sys tém na mezi stability což je mimo rozsah zadání mé diplomové práce. 

Jejichž odezva je ne t lumený signál (Obr. 2.3) a globální maximum a minimum tak 

výsledný p r ů b ě h nemá . 

Dalš ím p rob lémem je s amotné určení intervalu, ve k t e r ém se globální maximum 

nebo minimum nachází - zda se j e d n á o interval (0, eT) nebo (eT, T ) . Tato informace 

je důleži tá pro určení rovnice Í Í 2 T ( Č ) , ze ket ré se bude při určování ex t rému vycházet 

(tj. zda se použije vztah (1.30) nebo (1.32)). Poloha maxima nebo minima může 

navíc přecházet mezi intervaly v závislosti na použi té frekvenci P W M při stejných 

parametrech systému, jak ukazují obrázky (2.2) a (2.4). Parametry sys tému jsou 

pro oba obrázky stejné, pouze se změni la perioda P W M z 150ms na 15ms při stejné 

s t ř ídě. Zat ímco na obrázku (2.2) je globální maximum v intevalu (0, eT) na obrázku 

(2.4) je globální maximum v intervalu (eT, T). 
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ä 0.5 

Obr. 2.3: Ne t lumený výs tupn í signál £ = 0, T i = 6ms, T = 150ms, e = 0,5 

Nejprve tedy provedu výpočet obecně bez ohledu na to, zda výsledený vztah 

určuje maximum nebo minumum. Nalezené hodnoty pak odpovídaj í obecně stacio­

ná rn ím b o d ů m funkce I Í 2 T ( Č ) , tedy b o d ů m , kde je derivace funkce « 2 T ( Í ) nulová. 

Než začnu se s a m o t n ý m výpoč tem, provedu úvahu nad t ím, pro jaké parame­

try sys tému a P W M m á ješ tě smysl zvlnění poč í t a t . P ř i použi t í P W M pro řízení 

sys témů se obvykle požaduje co nejmenší zvlnění výs tupn ího signálu. Sys tém tedy 

pracuje jako dolní propusť pro signál P W M . N a v ý s t u p u sys tému je tak v ideálním 

př ípadě dominan tn í s t řední hodnota vs tupn ího signálu, kolem které kmitaj í , pat­

řičně zeslabené, vyšší harmonické složky vs tupn ího signálu P W M , které způsobují 

zvlnění výs tupn ího signálu. Parametry P W M by tedy měly být takové, vzhledem k 

d a n é m u systému, aby byla splněna nerovnost 

R < U c (2.4) 

kde R je zvlnění výs tupn ího signálu sys tému a U 0 je výška pulzů signálu P W M . 

Tuto p o d m í n k u např ík lad nesplňuje signál na (Obr. 2.2). Později v následujícím 

textu zformuluji podmínku , při k te ré ješ tě m á smysl zvlnění poč í ta t . Zároveň se tak 

výrazně sníží náročnos t v ý p o č t u s amotného zvlnění. 
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2.2 S t ac ioná rn í body v intervalu (0, eT) 

V tomto časovém intervalu je funkce jedné periody výs tupn ího signálu « 2 T ( Í ) defi­

nována jako (1.30): 

d+l d+l ^d. „ d-l 
l - d e T i £ T - e T i T _d+lt d + l e T i £ T - e T i T _á=l 

v^{t) = l-— ^ — e o? ď^T— e T l • (2-5) 
21 d+l, 

1 - e T i 
21 d-lr 

1 - e Ti -

Př i v ý p o č t u s tac ionárního bodu postupuji s t a n d a r d n ě jako při h ledání ex t r émů 

funkce. Nejprve v y p o č í t á m časovou derivaci funkce (1.30) 

d«2T(ť) 
dt 

d 

te(0,eT) 
d+l „ d+l d^l d-l 

l - d e T i ^ - e T i 1 _d+i. d + l e T i ^ - e T i 1 _d=i. 
21 d+lr 

1 - e ^ 
d±l£T d+l^ 

-e T i 
21 d-lr 

-e T i 

1 - e ^ 

l - d \ e T i 1 - e T i 

21 d+lr 

1 - e T i -
d-l ~ rf-^rp 

d + Z e Ti — e Ti 

d + Z\ 
e Ti -

T i 

21 d-lr 

1 - e Ti 

d + l" d-l 
e Tj (2.6) 
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Výsledný výraz lze ješ tě upravit do konečné podoby 

/ d - l d - l d + l d + l 

' e T i ^ - e T ^ _ d = i g T i — g T i _ d + i 
T U f-w-y V 

1 J T ; e J-i 21T1 
d - l . d + l r 

(2.7) 

V 1 - e T i 1 - e T i 

Výsledek úp ravy položím roven nule a uprav ím 
, / 4=i£T d - l 

21T1 

d - l 

T i _ P T e i i e n d - l 

V 1 - e T i 
d - l , 

-e 
Í e i i T i — p T 

T i _ e n 
d + i , 

1 - e T i 

d + l 

-e T x ŕ 

. r p CÍ+i r p d+Z„ 
e T i a - e T i e T i - e T i 

T ť r p 0 
1 = Tri e J-i . 

d - l r 

1 - e T i -
d + l , 

1 - e T i -

(2.8) 

(2.9) 

Po několika dalších ma tema t i ckých operacích, k teré jsem všechny zapsal do přílohy 

( C l ) , vyjde 

t s l 
T i 

'21 
ln (2.10) 

Pokud je t lumen í sys tému £ > 1, pak ve výrazu v h r a n a t ý c h závorkých vystupuj í 

reálné exponenciály a provádí se logaritmus reálného čísla. Naopak, pokud je £ < 1, 

výraz v hrana tých závorkách je obecně komplexní číslo a je n u t n é poč í t a t logaritmus 

komplexního čísla, k te rý je definovaný jako [9] 

Liaz = ln \z\ + j arg {z} + }2rrvK. (2.11) 

kde z G C a m G N . Výsledkem je tedy obecně per iodická ř a d a komplexních čísel 

opakujících se s periodou 2n. Ve skutečnost i je však poloha s tac inárn ího bodu číslo 

reálné. Dalšími m a t e m a t i c k ý m i úpravami převedu (2.10) na reálnou funkci. Celý 

postup v ý p o č t u je z a z n a m e n á n v příloze ( C l ) . Nejprve roznásobím závorky v (2.10). 

t s l 
T i 

' 21 
L n 

d - l 

e n 
E T T I C I _ p T 

d + l T rf-^
T 

d - l , d—l d + l . 

e ' i e J- i 
T i C i _ p T g T i _|_ g T i g T i 

d + l rp d - l d + l _ d + l 

T t* -L m m fc -L r p -1- , r p A rp. 

i — e 1 ! e 1 ! — e 1 ! - f e 1 ! e 1 ! 

(2.12) 

jak jsem uvedl výše, úp ravu p o č í t á m pro £ < 1. Použiji tedy vztahu (1.38) pro 

vyjádření reálné a imaginárn í část i v přís lušných výrazech. 

rf(T+eT)+jtt(T-eT) 

l i 
' 2 j V 

L n 
e T i — e e T i +eTí 

d+yv£T d ( T + £ T ) - j t » ( T - £ T ) 
e T i — e T i 

d + i V r p _ d _ 9 T  

e T i + e T i . 
(2.13) 
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Vzniklé členy lze již lze j ednoduše rozložit na reálnou a imaginárn í část pomocí 

Eulerových vzorců [8]. 

d m , x , „ d 
T i 
2jv 

d 

L n 
e T i e T cos ( Ť ^ T ) — j e T i e T sin ( Ť ^ T ) — e T i ( T + e T * ) cos ^ ( T - £ T ) ^ — 

e T i e T cos ( Í J T - E T ) + j e T i e T sin (^ST) — e T i ( T + e T * ) cos ( ^ ( T - E T ) ) + 

- j e T i ( ' T + e T ' > sin ^ ( T - e T ) ^ — e T i T cos ( Ť ^ - T ) + j e T i T sin ( ^ T ) + e T -2T 

+ j e T i ( ' T + e T ' > sin ^ ( T - e T ) ^ — e T i T cos ( Í J T - T ) — j e T i T sin ( ^ T ) + e T i 2T 
(2.14) 

Reálné část i či tatele i jmenovatele zlomku v h rana tých závorkách jsou stejné a ima­

ginární části se liší pouze znaménkem. Výraz ve jmenovateli je komplexně sdružený 

k čitateli . Pro zpřehlednění zvolím 

d 
P 

Q 

eT e T i cos 

e T i sin 

T i cos T i 
(T—eT) 

T i 
^(T+eT) 

srn T i 
(T—eT) 

d T 

— e T i cos 

e 11 srn 

T i 
T + e 1 ! 

-2T 

T i 
-eT 

Vztah (2.14) se pak zjednoduší na tvar 

4 i - I l L n 
2jv 

p+jq 

p - k 

(2.15) 

(2.16) 

Dalš ím krokem je výpoče t logaritmu podle definice (2.11), kde za z dosadím ^-4^. 

Za t ímto účelem provedu některé mezivýpočty: 

P-iQ 
p + jq 

\P~ jg | 
\p + k\ 

Re<j 

Im | 

arg 

Po dosazení mez ivýpoč tů vyjde 

p - k \ p2 — q2 

p + kj p2 + q2 

p - k \ 2pq 
p + jq J p2 + q2 

íp-k^ I íp-k^ 
> = — ar etan 
I 

2pq 
p2 — q2 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

TímTr 
v 

(2.21) 

Imaginárn í jednotky se vykrá t i ly a zbyla per iodická reá lná funkce. Je tedy splněn 

původn í předpoklad , že s tac ionární body funkce (1.30) jsou reá lná čísla. Per iodičnost 

funkce (2.21) poukazuje na ř a d u s tacionárních b o d ů , k te ré tvoř í lokální maxima a 

minima v rámci intervalu (0, eT) . To odpovídá p ředpok ladu kmi tavé odezvy sys tému 

na vs tupn í signál P W M z úvodu t é t o kapitoly. 

4 i 
l i 
2jv 

ln 111 — j aretan 
2pq 

p2 _ q2 + j2m,7i 
T i 
2v 

aretan 
2pq 

p2 _ q2 
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2.3 S t ac ioná rn í body v intervalu (eT, T) 

Výpočet p rob íhá p o d o b n ě jako pro interval (0, sT). Vychází se však z d ruhé funkce, 

p la tné pro interval (eT, T ) , definující funkci j edné periody výs tupn ího signálu « 2 T ( Í ) 

(1.32): 

U2T{t) 

d—l „ d+l _ 
d + l l - e T i £ T ^ _ ^ ( r _ T ) l - d l - e T i e T

r _ ^ ( i _ T ) 

21 d-l, 
1 - e T i 

21 d+l r 

1 - e Ti -

(2.22) 

Př i v ý p o č t u s tac ionárního bodu opět postupuji s t a n d a r d n ě jako při h ledání ex t rémů 

funkce. Nejprve v y p o č í t á m časovou derivaci funkce (1.32) 

d « 2 T ( č ) 
á t 

d_ 

te(eT,T) 
d-l E T 

d + l l - e ^ c ± -^(t-T) 
21 

d+l E T 

d-lr + 
1 - e T i 

l - d l - e T i ^ ^ f f í - T ) 
21 d+l r 

1 - e T i 
d-l 

d + l 1 - e Ti 

21 

E T 

+ 

1 - e T i 
d+l 

l - d 1 - e Ti 

t ž - Z ' - ^ ( í - T ) 
+ 

E T 

2/ d+l r T i 
(2.23) 

1 - e T i 

Nalezený výraz položím roven 0. Cílem je vyjádření času s tac ionárního bodu. 

2ZT 2 

d+l 
1 — e Ti e T - d + l 

d-l 
(Í-T) 1 _ e Ti e T _d-l (Í-T) 

d+l r 

V 1 - e Ti 
d+l 

d-lr 

1 - e Ti 

0 

d-l 
i _ e T r e T _ ^ ( Í _ T ) i - e T i e T _á=i 

-e Ti = -r—,—e Ti 
(Í-T) 

d+l r 

1 - e T i 
d-l, 

(2.24) 

(2.25) 
1 - e T i 

Po několika dalších krocích, k teré jsou napsány v příloze (C.2), dostanu hledaný čas 

s tac ionárního bodu 

T i 
42 = —r In 

2Z 

d+l \ / d-l ^ 
1 - e T i e i h - e T i 

d+lr 

1 - e Ti 
d-l 

1 - e T i E T 
+ T . (2.26) 

Pokud je t lumen í sys tému £ > 1, pak ve výrazu v h r a n a t ý c h závorkých vystupuj í 

reálné exponenciály a provádí se logaritmus reálného čísla. Naopak, pokud je £ < 1, 

výraz v hrana tých závorkách je obecně komplexní číslo a je n u t n é opět poč í t a t loga­

ritmus komplexního čísla dle definice (2.11). Výsledek je obdobný jako při v ý p o č t u 
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pro interval (0, eT) . Dalšími m a t e m a t i c k ý m i úpravami převedu rovnici (2.26) opět 

na reálnou funkci. Celý postup v ý p o č t u je z a z n a m e n á n v příloze (C.2). Pokud v 

(2.26) roznásobím závorky a dosad ím dle vztahu (1.38), dostanu výraz 

T i 

2 j V 
L n 

1 - o Ti T _ e ^ r e T + e

dTÍV£T+árřT 

d—jv 
1 - e " Ť T ' 

d+jvr 

e Ti 
d+jv^ d-jv  

e Ti i + Ti 
+ T (2.27) 

Zlomky v exponentech lze j ednoduše převést na složkový tvar a následně použí t 

Eulerovy vzorce: 

l i 
2 j V 

d 

L n 
1 — e T i T c o s (Ť^-T) + j e T i T s i n (;JT-T) — e 11 cos 

E T d d 
1 — ( > T i : i cos ( Ť ^ T ) + j e T i e T s i n (Ť^T) — e T i T c o s (;JT-T) — 

d d 
- j e T i e T s i n ( ^ E T ) + e T i ( e T + T ) C O S ( ^ ( £ T - T ) ) + j e T i ( e T + T ) s i n ( ^ ( £ T - T ) 

d d d 
- j e T i T s i n ( ^ T ) + e T i ( e T + T ) C O S ( ^ ( E T - T ) ) - j e T i ( e T + T )

 s i n ( ^ ( E T - T ) 

+ T. 

(2.28) 

Čita te l a jmenovatel jsou opět komplexně sdružená čísla. Pro přehlednost zavedu 

označení 

r = 1 — e T i cos — T 

s = e 1 1 sin 
/ v \ _ e T i e T g j n 

( V \ 
=—T _ e T i e T g j n 

\ T i J 

•f^T (V \ ^ ( E T + T ) 
e T i cos — E T + e T i cos — ( E T - T ) 

T I ) V T i 
* • 'V \ . ^ ( E T + T ) 

- E T J + e T i S l i l | — ( E T - T ) 

Vztah (2.28) se pak zjednoduší na tvar 

42 - I l L n 
2jv 

r-js 
r + js 

+ T . 

(2.29) 

(2.30) 

Jestl iže nyní dosad ím z = ve vztahu pro výpočet logaritmu komplexního čísla 

(2.11) dostanu rovnici 

t. s2 
l i 
2jv 

ln 
r + js r + js I 

+ jarg<^ S +j2mn 
I r - js I 

+ T . 
r - js 

Než provedu výpočet s amotného logaritmu, spoč í t ám mezivýpočty 

r + js \/r2 + s2 

r - js 

Re<j 

Im | 

arg 

r + j s ) r 2 — s 2 

r - js J r 2 + s 2 

r + j s ) 2rs 

r - js J r 2 + s 2 

Ír + j s i Ír + j s i 
= arctan 

\ r - j s j 

2rs  
r2_|_s2 

arctan 
2rs 

(y 2 ^ 2 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 
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Mezivýpočty dosadím 

4 2 = ^ ( l n 111 + j arctan ( ^ 3 ^ ) + J2m7r) + T. (2.36) 

Imaginárn í jednotky se opět vykrá t í a zbyla per iodická reá lná funkce. Pokud ješ tě 

roznásobím závorku členem dostanu výsledek formálně shodný s vstahem (2.21) 

pro interval (0,eT) 

T i / 2rs \ rmrTi 
— arctan — 
Zv \rz — sz 

4 2 = T é arctan ( ^ _ 2 ) + — — + T. (2.37) 

2.4 S h r n u t í v ý p o č t u s t ac ioná rn ích b o d ů 

2.4.1 Perioda o p a k o v á n í s t a c i o n á r n í c h b o d ů 

Pro interval (0, eT) je poloha s tacionárních b o d ů d á n a vztahem (2.10). V h r a n a t ý c h 

závorkách se obecně vyskytuj í komplexní čísla. Výsledek je však vždy reálný, jak 

dokazuje vztah (2.21). V intervalu (eT, T) lze polohu s tacionárních o b d ů urči t po­

mocí vzorce (2.26). Výsledkem je opět vždy reálné číslo, jak dokazuje vztah (2.37). 

Pokud v obou vztazích (2.21) i (2.37) uvažuji p ř ípad , kdy m = 0 vyjde 

tsi = — arctan ( — ) (2.38) 
Tx ( 2pq 
— arctan — 
Zv \pz — qz 

Tx / 2rs 
— arctan — 
Zv \rz — sz 

4 2 = 7 e arctan ( ^ _ 2 ) + T . (2.39) 

Tyto výrazy udávají polohu s tacionárních b o d ů funkce (1.33). Druhý sčí tanec v 

(2.21) i (2.37) pro k 7̂  0 je v obou př ípadech stejný. 

Tikn 
(2.40) 

Pokud za v dosad ím zpět v l — £ 2 dle substituce (1.38), dostanu 

Tikn 

Tento výraz udává periodu, s jakou se s tac ionární body opakují . 

T T T X 

(2.41) 

Perioda maxim nebo minim je dvojnásobná 

27rTx 

(2.42) 

V T ^ F = 2 R ( 2 ' 4 3 ) 
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Stejný vztah lze nalézt v [11], kde udává periodu k m i t ů přechodové charakteristiky 

sys tému d ruhého ř á d u s £ < 1. Pokud uvažuji např ík lad sys tém s parametry £ = 

0,2; T i = 5ms , pak perioda s tacionárních b o d ů je 

3,1415 • 5 • 10" 3 

Perioda maxim a minim je: 

P, 

V l ­ 0 , 2 2 
= 0,016s = 16ms. 

2P = 32ms. 

(2.44) 

(2.45) 

Výpočet i lustrují následující obrázky (Obr. 2.5) a (2.6). Výpočet časů lokálních 

minim a maxim je dle 2.21 a (2.37). Hodnoty maxim a min im jsem počí ta l dle 

(1.30) a (1.32). 

t[s] •10" 

Obr. 2.5: Kmi tavá odezva sys tému s extrémy, £ = 0,2; T i = 5ms, T = 150ms, e = 0,5 

Vztah (2.42) využiji pro definici podmínky , kdy m á ješ tě smysl poč í t a t zvlnění 

výs tupn ího signálu, o k teré jsem se zmínil v úvodu. Uvažuji s t ř ídu e = 0,5, kdy je 

zvlnění největší. Zároveň požaduj i , aby globální minimum výs tupn ího signálu leželo 

v intervalu (0, eT). To je výhodné z hlediska dalšího v ý p o č t u při určování zvlnění 

výs tupn ího signálu. Zároveň je t í m zaručeno, že frekvence P W M je dos ta tečně veliká 

na to, aby sys tém fungoval jako dolní propusť. Pos ledním požadavkem je, aby se 

v intervalu (0,eT) vyskytoval jen jeden ex t rém, při e = 0,5. Výsledkem tedy je 

nerovnost 

P > - T -)• T < 2 7 r T l , ) . (2.46) 
2 \ / T ^ F 
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-0 .5 

Obr. 2.6: Př ík lad signálu pro £ = 0,2; T i = 5ms, T = 0,4s, e 0,5 

N a (Obr. 2.7) je demonstrace uvedené podmínky. Parametry sys tému jsou T i = 5ms 

a £ = 0,2. Tyto údaje dosadím do (2.46) a u rč ím hraniční hodnotu periody P W M : 

2TTT1 2 • 3,1415 • 5 • 10" 3  

T = . = ' - = = = = 32,06ms. 2.47 

Z obrázku (Obr. 2.7) je vidět , že v intervalu (0, eT) je opravdu jeden ex t rém, globální 

minimu, a to v b o d ě t — 0. Pokud nyní snížím periodu P W M na T = 30,0ms (tedy 

je splněna p o d m í n k a (2.46)), globální minimum je už uvn i t ř intetvalu (0, eT) , jak je 

vidět na (Obr. 2.8). 

Z obrázků (Obr. 2.7) a (Obr. 2.8) je vidět , že výs tupn í signál sys tému sice splňuje 

p o d m í n k y jednoho minima v intervalu (0, eT) a filtrování vyšších harmonických 

složek vs tupn í P W M , avšak již nesplňuje p o d m í n k u (2.4). T u lze zajistit, pro dané 

parametry sys tému, bud zmenšením s t ř ídy (což by ale mělo za následek snížení 

s t řední hodnoty výs tupn ího signálu sys tému) nebo zpřísnění požadavků na velikost 

periody P W M : 

T « (2.48) 

N a obrázku (Obr. 2.9) je zobrazena situace, kdy T = 6,4ms, což odpov ídá pě t iná­

sobnému zmenšení oproti hraniční h o d n o t ě periody P W M (32,06ms). Je vidět , že 

sys tém již dobře filtruje vs tupn í signál a dominan tn í je s t řední hodnota výs tupn ího 

signálu. 

Pokud by s t ř ída signálu P W M byla j iná než 0,5, je t ř eba tuto skutečnost zahrnout 

do p o d m í n k y pro určení periody P W M . V př ípadě , že s t ř ída e < 0,5 požaduj i jeden 
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— 
— u 2 p e r ( t ) — P W M 

0 4 5 

t [s] •10" 

Obr. 2.7: Výs tupn í signál sys tému př i hraniční h o d n o t ě periody P W M , £ = 0,2; T i 

5ms, T = 32,06ms, e = 0,5 

2 

1.5 

1 

1 0.5 
( M 

0 

-0 .5 

- 1 

U 2 p e r ( t ) P W M 

S — /  

0 4 5 

t [s] •10" 

Obr. 2.8: Výs tupn í signál sys tému při splnění p o d m í n k y (2.46), T = 30 ,0ms,£ 

0,2; T i = 5ms,e = 0,5 

ex t rém v intevalu ( e T , T ) . P o d m í n k u up rav ím na tvar 

P > 1 -e T ->• T < (2.49) 
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Obr. 2.9: Výs tupn í signál sys tému při per iodě P W M T <C 32,06ms, £ = 0,2; T i = 

5ms, T = 6,4ms, e = 0,5 

Tato situace je zobrazena na (Obr. 2.10). Naopak pro e > 0,5 požaduj i jeden ex t rém 

v intervalu (0, eT) 

P > eT -)• T < n 1 =. (2.50) 

Obrázek ilustrující tuto situaci je na (Obr. 2.11). 

2.4.2 U r č e n í č a s u maxima a minima 

Pokud je perioda a s t ř ída signálu P W M nastavena tak, že je splněna p o d m í n k a 

(2.46) (2.49) nebo (2.50), tak se v intervalu (0, eT) i (eT, T) vyskytuje pouze jeden 

s tac ionární bod. V intervalu (0, eT) je to čas minima í m i n a v intervalu (eT, T) je 

to čas maxima ím a x . Uvedená situace je vidět pro konkré tn í parametry sys tému a 

P W M např ík lad na (Obr. 2.11). Matematicky p řesným důkazem tohoto tvrzení by 

bylo dokázat , že v intervalu (0,eT) plat í : 

f l l 
dt2 

d±l ^=ÍcT d-lrj, 
C -L r p J- J i I 7 i T r p C -L r p J-l - d e T i ^ - e T i 1 d + l e T i ^ - e T i 1 _á=lt 

1 — . p Ti — . p Ti 
21 ^ T

 6 21 6 

1 — e T i 1 — e T i 
> 0 , 

(2.51) 
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Obr. 2.10: Výs tupn í signál sys tému př i splnění p o d m í n k y (2.49), £ = 0,2; T i = 

5ms, T = 18ms, e = 0,15 

Obr. 2.11: Výs tupn í signál sys tému př i splnění p o d m í n k y (2.50), £ = 0,2; T i = 

5ms,T = 22ms,e = 0,7 
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a obdobně v intervalu (eT, T) : 

d ^ 
dt2 

d-l „ d+l _ 

d + l 1 ­ e T I £ T _ ^ 1 ( Í _ T ) [ ­ d 1 ­ e T I £ T _ ^ ( Í _ T ) 

1 — e T i 1 — e T i 

< 0. 
t=tmax 

(2.52) 

Řešení t é to nerovnosti je značně obt ížné, provedu tedy následující úvahu. Jako 

model sys tému d ruhého ř á d u pro tento popis uvažuji sériové spojení setrvačných 

č lánků z (Obr. 3.3) tvořený operačními zesilovači O Z l b a OZ2a. Dále předpoklá­

dám, že je splněna p o d m í n k a (2.46) (2.49) nebo (2.50), tedy že v každém z intervalů 

(0, eT) a (eT, T) je pouze jeden s tac ionární bod. V časovém intervalu ( eT ,T ) m á 

signál P W M nulovou hodnotu. Dochází tedy k exponenciá ln ímu poklesu výs tupn ího 

signálu prvn ího setrvačného článku s O Z l b . Hodnota, ze k te ré výs tup O Z l b klesá, 

je d á n a hodnotou na kterou se dostal v předchozím intervalu (tj. počá tečn ími pod­

mínkami ) . Rychlost poklesu je d á n a časovou konstantou tohoto set rvačného článku. 

Výs tup d ruhého set rvačného článku s OZ2a stále roste, pro tože ješ tě nedosáhl hod­

noty na v ý s t u p u prvního se t rvačného č lánku (tj. hodnoty na svém vstupu - k té 

se setrvačný článek přibližuje exponenciá lně s rychlostí danou svou časovou kon­

stantou). Růs t na výs tupu d ruhého set rvačného článku p řes tane v okamžiku, kdy 

bude mí t jak na svém výs tupu , tak i na vstupu (daném v ý s t u p e m prvn ího setrvač­

ného článku) stejnou hodnotu. V tomto okamžiku tedy výs tup d ruhého setrvačného 

č lánku (výs tup celého systému) dosáhl svého maxima íí2max v čase ím a x . O d tohoto 

okamžiku bude vstup d ruhého set rvačného č lánku opět nižší (výs tup p rvn ího setr­

vačného č lánku stále klesá) než jeho výs tup a začne také klesat (integruje se záporná 

hodnota). Výs tupy obou článků tedy nyní exponenciálně klesají. Výs tup prvního 

se t rvačného č lánku exponenciálně klesá k nulové hodno tě dané signálem P W M a 

výs tup d ruhého č lánku sleduje výs tup p rvn ího článku. Tento stav t rvá do okamžiku 

kdy se změní hodnota signálu P W M z nuly na Uo, nebo l i , přejde se do intervalu 

(0, eT) (přesněji (T, T + eT)). V tomto okamžiku výs tup prvn ího se t rvačného č lánku 

začne růs t , protože se na jeho vstupu objevila vyšší hodnota než na jeho v ý s t u p u 

(integruje se k l adná hodnota). Výs tup d ruhého set rvačného č lánku sice stále klesá, 

avšak stále pomaleji, pro tože se zmenšuje rozdíl mezi jeho hodnotou na vstupu a 

v ý s t u p u (integruje se stále menší z ápo rná hodnota). Tento stav t rvá , dokud se opět 

nevyrovná hodnota na vstupu a v ý s t u p u d ruhéhu set rvačného článku. V okamžiku 

vyrovnání obou hodnot výs tup sys tému dosáhl min imáln í hodnoty ^min v čase í m i n . 

O d tohoto bodu roste výs tup i d ruhého setrvačného č lánku (výs tup sys tému) . Nyní 

se tedy výs tup p rvn ího se t rvačného článku exponenciálně blíží k hodno tě Uo a vý­

stup d ruhého set rvačného článku tento růs t sleduje (integruje se k l adná hodnota). 

Tento stav t rvá do okamžiku, než se opět změní velikost v s tupn ího signálu P W M na 

nulovou hodnotu, nebo-li, přejde se opět do intervalu (eT, T) (přesněji ( T + e T , 2T)). 
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Nyní se pokus ím odvodit, pro jako hodnotu s t ř ídy bude zvlnění výs tupn ího sig­

nálu největší. Matematicky p řesným důkazem tvrzení , že zvlnění výs tupn ího signálu 

je největší pro e = 0,5, by bylo dokáza t rovnici 

dR(e,T,Tu£) _QAd
2R(e,T,T1. 

e=o,5 de2 de e=0,5 
< 0, (2.53) 

kde i? (e, T, Tx, £) je funkce udávající velikost zvlnění v závislosti na parametrech 

sys tému a P W M (2.80). Důkaz t é t o rovnice je velice obt ížný a provádět ho zde 

nebudu. Pokus ím se však provést následující úvahu. Nejprve uvažuji ex t rémní p ř ípad 

kdy je e = 0 nebo e = 1, tedy un^t) = 0 resp. un^t) = U 0 . V tomto př ípadě 

nastane jednorázový přechodový děj , při k t e r ém se sys tém, z obecně nenulových 

počátečních podmínek , exponenciálně blíží k hodno tě Í Í 2 T ( Č ) = 0 resp. « 2 T ( Í ) = 

Uo- Výs tupn í signál sys tému Í Í 2 T ( Č ) bude tvoř i t pouze p řechodná složka. Per iodická 

složka bude nulová, bude tedy i nulové zvlnění R . Pokud je s t ř ída e signálu P W M 

j iná než 0 nebo 1, bude výs tupn í signál sys tému tvořen i periodickou složkou a 

bude tedy i nenulové zvlnění. Č ím více se bude s t ř ída odchylovat od ex t rémních 

hodnot e = 0 nebo 1, bude se zvyšovat i zvlnění. V polovině intervalu, při e = 0,5, 

se s t ř ída odchyluje nejvíce a je tedy i zvlnění největší. Pro e = 0,5 také dochází 

nejméně k zpomalování poklesu (nárůs tu) výs tupn ího signálu setrvačných č lánků 

vlivem přibližování k nulové hodno tě (resp. hodno tě Uo) vs tupn ího signálu P W M . 

Rozdíl mezi max imá ln í a min imáln í hodnotou je tedy největší. 

2.4.3 Poloha s t a c i o n á r n í c h b o d ů 

Nyní ješ tě zanalyzuji vztahy pro polohu s tac ionárního bodu, tj. p ř ípad kdy fc = 0 v 

(2.21) a (2.37). Pak plat í : 

4 i = — arctan ( 2 p g ) (2.54) 
v \P Q J 

4 2 = fv arctan [~^—2 ) + T , (2.55) 

kde 

7fr-eT f V \ ^-(T+eT) f V \ f V \ ^ - 2 T 
p = e T i cos — e T — e T i cos — (T-eT) — e T i cos — T + e T i 

V T i I V T i 7 V T i ) 
(2.56) 

4-f • ( V \ ^ - (T+eT) . / V \ ^-eT . ( V \ 

q = e T i sin ^—TJ — e T i sin ^ — ( T - e T ) J — e T i srn ^ — e T J . (2.57) 
±T / V \ ^eT f V \ ^ - ( e T + T ) f V \ , , 

r = l — e 1 ! cos ̂ —Tj ~ e 1 c o s ^ — e T j + e 1 ! cos ^ — ( E T - T ) J (2.58) 

) - eTT e T sin ( y " 6 T ) + e T 7 ( e T + T ) sin ^ ( £ T - T ) ) . (2.59) 
,s = o-i-i sin | — T 
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Je zřejmé že pokud p = q resp. r = s, tak zlomek v argumentu funkce arctan ( ^ — 2 ) 

resp. arctan ^ 2 ^ 2 ) jde k nekonečnu a hodnota funkce arctan ( P 2 ^ ) resp. arctan 

je ± | podle toho z jaké strany se k nekonečnu zlomek blíží. Pro získání bodů , kdy 

k uvedenému jevu dochází , by bylo n u t n é řešit rovnici p = q, tedy kdy 

,1 
Ť^CT-KT) T - É - T / V 

e ] i COS — eT 
V T i 

á-T . (V \ ±- (T+eT) 
= e T i sin — T I — e T i 

V T i 

COS I — (T-eT) 
,1 

e ] i cos [j^rT ) + 0 1 

V \ J - £ T . / V 
Sin I (T-eT) — e T i Sin eT 

T i 7 VTi 
nebo pro d ruhý zlomek 

- ^ - T / v 
1 — e T i cos — T 

4-T • f v 

— e T i sin —— T 

eT 
e T i cos 

. Ť 

COS I — (eT-T) 

-eT . 
e 11 sin 

• \ . ^ ( e T + T ) 
- e T j + e T i 

' \ . p f (eT+T) . / V \ 
- e T j + e T i Sin y — (eT-T)J 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

(2.63) 

Řešení těch to rovnic je značně obt ížné. Urči tou p ředs t avu o p r ů b ě h u funkcí 

p, q, r, s, arctan ( ^ ^ 2 ) a arctan ^ 2 ^ 2 ) si lze uděla t z obrázků (Obr. 2.12) a (Obr. 

2.13). N a nich je zobrazen p r ů b ě h zmíněných funkcí pro daný sys tém a pro hodnotu 

s t ř ídy 0,5. N a vodorovné ose je perioda P W M s hodnotami splňující p o d m í n k u 

(2.46). 

14 

12 

10 

8 

6 

4 

2 

0 

I I I 

P Q arctanQ / 
I I I 

P Q arctanQ / 

/ 

\ 

— 1 1 1 1 1 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 
T [si -10" 2 

Obr. 2.12: P r ů b ě h funkcí p,q a arctan ( ^ ^ 2 ) v závislosti na per iodě P W M při 

£ = 0,2; T i = 5ms,e = 0,5 

N a (Obr. 2.12) je vidět , že pro dané parametry sys tému a s t ř ídu e = 0,5 k žádné 

skokové změně nedochází . P l a t í tedy vztah (2.10). Obecně pro j iné parametry P W M 
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- 2 

- 4 

- 6 

r s arctanQ 

O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 

T [s] -10" 2 

Obr. 2.13: P r ů b ě h funkcí r, s a arctan ^ 2 ^ 2 ) v závislosti na per iodě P W M při £ 

0,2; T i = 5ms,e = 0,5 

to však neplat í . Naopak na obrázku (Obr. 2.13) jsou vidět skokové změny funkce 

arctan (^3^2) z — § n a + f při hodno tách periody P W M v okolí b o d ů T = 14ms a 

T = 28ms. Správné jsou záporné hodnoty funkce arctan ( ^ f ^ ) - V opačném př ípadě 

by poloha globálního ex t rému dle (2.37) ležela mimo interval (0, T ) . Správnou polohu 

s tac ionárního bodu lze získat odeč ten ím velikosti j edné periody dle (2.41). 

4s - T T 4 Í > O 2v 
arctan 

2rs T l 7 r 
+ T . 

Pro polohu prvního s tac ionárního bodu p la t í obdobně 

<sl 
T i 

< 0 
arctan 

2pq 
p2 _ q2 + 

TiTT 

(2.64) 

(2.65) 

Skutečnost , že při urči tých parametrech sys tému a P W M dochází ke skokovým 

z m ě n á m polohy s tacionárních b o d ů , a tedy nutnosti odeč í tán í (resp. př ičí tání) j edné 

periody dle (2.64) (2.65), značně komplikuje obecný analyt ický výpočet zvlnění pro 

sys témy s £ < 1. Pokud je t lumen í sys tému £ > 1, provádí se ve vzorci (2.10) a (2.26) 

přirozený logaritmus k ladného reálného čísla a zmíněné problémy nenastávaj í . Další 

výpoč ty jsou tedy p la tné pro všechny sys témy s £ > 1 a pro sys témy s £ < 1, pro 

které plat í : 
2pq 

> 0 A 
2rs 

< 0 

Kde p, q, r, s jsou výrazy definované v (2.15)(2.29). 

(2.66) 
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2.5 Hodno ta min ima a maxima 

Hodnotu minima z ískám dosazením hodnoty ŕmin za í v ( 1 . 3 0 ) 

W2min = U2T(t = Čmin) ( 2 . 6 7 ) 

/ _ d e T i e T - e T i T _d±lt . d + / e T i e T - e T i T _<kdt . , 
-I r p m̂in 1 r p ťmin / 0 ^ Q \ 

«2min = 1 - — m ~ — e T i - — ď Z T ^ e ^ . ( 2 . 6 8 ) 
21 

1 - e T i 

Nejprve provedu dva mezivýpočty: 

21 d-lr  

1 - e T i 

_d±l 
e T i r p ^ ŕmin 

_d-l 
e T i 

' M * - M A l - e ^ T 

' íb l T < i - l T \ / d+l > 
e T i _ e T i M _ e T i 

rf+i 

( 2 . 6 9 ) 

2/ 

( 2 . 7 0 ) 

Výsledky maz ivýpoč tů dosad ím do ( 2 . 6 8 ) a z jednoduším. Výsledkem je hodnota pro 

u2li 

u2l_ 1 -

d—l rp rf-Z — 
T C -L m J-

i - e 1 ! 
d-L 

1 - e T i 

E T 
d-lr 

e T i — e T i 
rf+zr  

1 - e Ti 

d+Z E T d+Zr d-Z r 

e T i — e T i 1 - e T i 

d-l  21 

( 2 . 7 1 ) 

Komple tn í postup v ý p o č t u je v příloze ( C . 3 ) . Hodnotu maxima získám dosazením 

ímax za í V ( 1 . 3 2 ) 

W2max = ^ 2 T ( Í = 4nax)- ( 2 . 7 2 ) 

Nyní opět provedu některé mezivýpočty. Komple tn í postup v ý p o č t u je v příloze 

( C . 4 ) , zde uvád ím jen důležité kroky. 

g rp1 ('max T) 

g rp1 ('max T) 

d+i 
2i 

( 2 . 7 3 ) 

d-t 
2i 

( 2 . 7 4 ) 
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Výsledky maz ivýpoč tů dosad ím do (2.72) a z jednoduším. Výsledkem je hodnota pro 

U2lí 

d+l 
1 - e T Í 

ď±fr 
1 - e T I -

E T 

d+l  21 

(2.75) 

Jak jsem psal v předchozí kapitole (2.4.2), tento výpočet je p laný pro všechny sys­

t é m y s £ > 1 a pro sys témy s £ < 1, pro k te ré plat í : 

2pq 
p2 _ g2 > 0 A 

2rs 
< 0. (2.76) 

Kde p, q, r, s jsou výrazy definované v (2.15)(2.29). 

2.6 V ý p o č e t zv lněn í v ý s t u p n í h o s ignálu 

Jak jsem již napsal v úvodu , zvlnění v m é m př ípadě definuji jako rozdíl max imáln í 

a min imáln í hodnoty výs tupn ího signálu sys tému 

R = ffemax — 2̂mm 

Po dosazení vzorců (2.75) a (2.71) vyjde: 

' d+l 

R 

d+l 

1 - e T i 

1 - e T I -

E T 

d-lr 

1 - e T i e T 1 - e T i T 

d+l 21 

~ 1 + 

d—l rp d-lT 

T G -L rri J-
i - e 1 ! 

1 - e T i 

r p C -L r p -L 

e j i — e x i 1 - e T i 

d-l  21 

(2.77) 

(2.78) 

Po několika úparavách , k teré jsem zapsal do pří lohy (C.5), vyjde vztah pro zvlnění 

výs tupn ího signálu sys tému v závislosti na parametry sys tému i velikosti periody a 

s t ř ídy vs tupn ího signálu P W M . 

Ä = Ä ( £ , T , T 1 , Í ) 

l - e T i e i

 e T i £ - e T i 

d-l ~ l ~ 

d + i £ T \ 21 

1 - e T i e T i — e T i 

- 1. 

(2.79) 

(2.80) 
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Výraz se dále pokus ím zjednoduši t pro hodnotu s t ř ídy P W M e = 0.5, kdy je , jak 

jse psal v kapitole (2.4.2) zvlnění největší. Některé podí ly lze výrazně zjednoduši t . 

Provedu tedy příslušné mezivýpočty: 

d+l \ 21 
1 - e T i , á= 

d+Z l r T A 21 
d-l 

' Í ^ I T A 2 1 

1 - e T i 2 1 

d+i 
~2T 

1 - e T i 2 M 

l + e T i 2 T ] (2.81) 

d+i d+i 
í H T \ 2! / d-l 1 \ 2! 

1 - e T i M 1 + e T i S 1 

(2.82) 

2! 
l - e T i ' I I 1 + e T i 5 

d + Z T \ 2i / d + Z l r T , \ 2i 

d-t d-l 
' d±li d±l \ 21 ( d+li \ 21 

e T i 2 1 _ e T i ] e T i 2 

d+i d+l 
1 ckdirp í b l iA 21 ( ^ I T \ 2 1 

e T ! 2 1 _ g T l e T i 2 1 

(2.83) 

d+i d+í 
' Í ^ T \

 21 ( ^ I T A 2 Í 

1 - e T i i + e T i ä 1 

(2.84) 

Pokud dosad ím tyto mez ivýpoč ty a uparav ím, vyjde vzorec pro výsledné zvlnění pro 

e = 0.5: 
d-l 

1 + e T i 2 
d ± Z i T \ 2! 

RQ.5 = 2 ^ S + r - 1- (2-85) 
/ d-lL \ 21 

1 + e T i 2 1 

Tento vztah dává reálné hodnoty i pro £ < 1. P řepoče t na reálnou funkci je v příloze 

(C.6). Vzorec (2.85) je opět p l a tný pro všechny sys témy s £ > 1 a pro sys témy s 

£ < 1, pro které plat í : 

_ 2 P « _ > 0 A ­ ^ < 0 (2.86) 

Kde p,q,r,s jsou výrazy definované v (2.15)(2.29). Pokud by tato p o d m í n k a spl­

něna nebyla, je možné výsledné zvlnění vypoč í t a t následujícím způsobem: Z daných 
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p a r a m e t r ů sys tému a signálu P W M se vypočí ta j í hodnoty výrazů 

ifsT (V \ ^-(T+eT) (V \ f V \ t ^"2T 
P = e i i C O S I — e T l — e 1 ! COS I —(T-eT) I — e 4 i cos I — T I + e i i 

(2.87) 

q = e T i s m ^ — T J — e T i sin ^ — ( T - £ T ) J — e T i sin ST J . (2.88) 

1 ^-T / U \ ^reT (V \ ^-(£T+T) ( V \ , 
r = 1 — e T i cos \^^r T J — E 1 C O S yY~£rT)

 e c o s ^ ^ r ( E T _ T ) J (2.89) 
d_T / y \ d 

,s = O-i-i Slil I — T - e T i e T

s i n ^ £ T ^ + e T i ( e T + T ) sin ^ ( £ T - T ) ) . (2.90) 

Následně se určí poloha s tacionárních bodů . Pro interval t G (0, eT) p la t í 

jinak 

^ = _ a r C t a n "1 2 + • 2 ' 9 1 

p - ^ < ° w \p2-q2J V 

ímin = — arctan ( 2 p g ) . (2.92) 
t> V j r — q J 

Pro interval ŕ e (eT, T) plat í : 

ímax 2 r s = 7 ^ arctan ( — ^ - ) - + T , (2.93) 
-r^>o 2v \ r 2 - s 2 J v 

jinak 
T i / 2rs 
— arctan — 
zv Vr^ — s U * = ^ arctan ( - ) + T. (2.94) 

Ikdyž je výsledný vztah (2.85) pro výpočet zvlnění při s t ř ídě e = 0.5 re la t ivně 

jednoduchý. Vyjádření požadovaného zvlnění nemusí být vždy snadné . V následující 

kapitole jsem proto popsal použi t í mnohem snadnější grafické metody. 

2.7 Graf ická metoda u rčen í p o ž a d o v a n é periody 
P W M 

Pro snadnější a rychlejší (ikdyž ne tak přesné) určení požadované periody P W M , na 

základě p a r a m e t r ů sys tému a zvlnění, jsem numericky v programu M A T L A B vytvo­

řil následující dva grafy (Obr. 2.15)(pro sys tém s £ < 1) (Obr. 2.14)(pro sys tém s 

£ > 1). Tyto grafy jsem vytvářel pomocí modelu sys tému d ruhého řádu , vy tvořeném 

v programu S I M U L I N K , a pomocí skriptu R i p p l e .m (celý skript je v příloze (D.2)), 

ze k te rého se simulační model spouštěl vždy s j inými parametry a prováděla se simu­

lace. Program skriptu je v příloze (D.2). Větší verze grafů v přloze (Obr. 4.1) (Obr. 

4.2) Doba simulace je d á n a vždy s tonásobkem časové konstanty sys tému T 1 ; aby 
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10° 
T/T1 [-] 

Obr. 2.14: Velikost zvlnění pro s t ř ídu e = 0,5 v závslosti na t lumen í sys tému £, 

časové kons tan tě sys tému T i a per iodě P W M T pro sys témy s £ > 1 

se co nejvíce omezil vl iv p řechodné složky. Odsimulované hodnoty jsem ukládal do 

pracovního prostoru programu M A T L A B , kde jsem nás ledně ve výs tupních datech 

sys tému hledal poslední maximum a poslední minimum. Rozdíl t ěch to dvou hodnot 

udává zvlnění zobrazené v grafu. Díky t ě m t o grafům lze urči t graficky požadovanou 

periodu P W M pro sys témy s £ > 0. Grafy jsou tvořeny pro zesílení sys tému k = 1 a 

výšku pulzů P W M Uo = 1. Pro j iné hodnoty k a Uo je t ř e b a spočí ta t normalizované 

zvlnění R n a to nás ledně použí t ve svislé ose grafu: 

R n = r ^ f , (2-95) 
k U 0 

kde R je požadované zvlnění výs tupn ího signálu. Použi t í grafů je následující. Zadané 

zvlnění R resp. Rn určuje bod na svislé ose a definuje tak vodorovnou úsečku, k t e rá 

se v u rč i t ém b o d ě protne s křivkou zvlnění pro známé t lumen í £ sys tému. Vznikne 

tak bod o souřadnicích [^-, R n ] . Souřadnice se využije pro výpočet po t ř ebné 

periody P W M , protže známe časovou konstantu sys tému T i : 

T = odeč tená hodnota na vodorovné ose • T V 

P ř í k l a d p o u ž i t í 

Systém m á parametry: k = 0,94, £ = 0,206, T i = 3,94ms, s t ř ída P W M je 0,5 a 

výška pulzů U Q = 1 Požadované zvlnění je 55mV. Výpočet : Zesílení sys tému není 
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Obr. 2.15: Velikost zvlnění pro s t ř ídu e = 0,5 v závslosti na t lumen í sys tému £, 

časové kons tan tě sys tému T i a per iodě P W M T pro sys témy s £ < 1 

jednotkové, musí se tedy nejprve spočí ta t normalizované zvlnění 

R 0,055 
R " = k = W ^ 0 ' 0 5 8 - ( 2 ' 9 6 > 

Jako graf pro vyhodnocení se použije (Obr. 2.15), pro tože t lumen í sys tému £ < 1. 

Hodnota R n určuje bod na svislé ose a t í m i vodorovnou úsečku, k t e rá se protne 

v u rč i t ém bodě s křivkou zvlnění pro dané £ (Obr. 2.16). V našem p ř ík ladu je to 

kř ivka £ = 0,18. Tato hodnota je nejblíže t lumen í našeho systému. N a vodorovné ose 

přeč teme hodnotu ^ - k t e rá činí přibl ižně 1,3. Z t é to hodnoty a p o m ě r u ^r- lze získat 

po t ř ebnou hodnotu periody P W M : ^r- = 1,3 —> T = l , 3 T i = 1,3 • 3,94ms = 5,12ms. 

N a (Obr. 2.17) je vidět situace ze skutečného měření , k teré jsem prováděl v labora toř i 

ma modelu sys tému druhého ř á d u pos taveném z operačních zesilovačů a několika 

pasivních součástek. Schéma zapojení na (Obr. 3.3). Perioda P W M z generá toru je 

5ms. 
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Obr. 2.16: Grafické znázornění použi t í grafické metody pro určení velikosti zvlnění 

výs tupn ího signálu P W M 
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3 O V Ě Ř E N Í V Ý P O Č T Ů 

3.1 Ú v o d 

V t é t o části práce se zaměř ím na ověření platnosti teoreticky vypočí taných výsledků 

z mé práce . Jako prvn í jsem prováděl ověření vypoč í t aného časového p r ů b ě h u vý­

s tupn ího signálu sys tému se simulací v programu M A T L A B - S I M U L I N K . Časový 

p růběh výs tupn ího signálu sys tému jsem také porovnával s časovým p r ů b ě h e m na 

v ý s t u p u modelu sys tému d ruhého ř á d u složeného z operačních zesilovačů. Časový 

p růběh jsem zobrazoval na osciloskopu ukládal na flash-disk pro následné porovnání . 

3.2 Ověřen í časového p r ů b ě h u 

3.2.1 O v ě ř e n í v programu M A T L A B - S I M U L I N K 

Ověření v ý p o č t ů jsem prováděl numericky v pros t ředí M A T L A B - S I M U L I N K . Si­

mulační schéma s i m u l a c e . s l x je na (Obr. 3.1). Hlavní část schématu tvoří model 

sys tému popsaný ope rá to rovým přenosem. N a vstup sys tému je př ipojen generá tor 

obdélníkového signálu, jehož všechny parametry (tedy výška impulzů Uo, perioda 

T i s t ř ída eT) lze měni t ve skriptu KodOvereniPrubeh.m, ze k te rého se simulační 

schéma volá. B loky To Workspace ukládaj í s imulovaná data do pracovního prostoru 

programu M A T L A B a odtud se použijí pro vytvoření grafu (Obr. 3.2). Blok Scope 

jsem využíval pouze při ladění programu. Krok solveru je nastaven na pevnou hod­

notu KrokCasu, k t e r á se využívá i ve skriptu při v ý p o č t u podle vztahu (1.36) nebo 

(1.70). Délka simulace se nastavuje p roměnnou DelkaSimulace . Př ís lušný skript 

KodOvereniPrubeh.m pro toto porovnán í je v příloze ( D . l ) . V s a m o t n é m skriptu se 

nejprve provede výpočet podle vzorce (1.36) a následně se pro ty samé parametry 

sys tému a P W M provede simulace. Výsledek se nakresl í do jednoho grafu (Obr. 3.2). 

Je vidět , že periodické složky signálů jsou shodné. 

tlít 
44+44* 

vstupPWM 

To Workspace 

Pulse 
Generator 

T1ft2.s2+2*d*T1s+1 

• 
Scope 

vystupSyst 

To Workspacel 

Obr. 3.1: Simulační schéma v programu Simulink 
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4^ 0.6 

P W M Simulace u 2 per(t) 

y 
i 1 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 

t[s] -10" 2 

Obr. 3.2: Výsledek porovnán í v ý p o č t u a simulace pro £ = 0,9; T i = 4ms, k = 1; Uo = 

1,T = 9ms,e = 0,3 

3.2.2 O v ě ř e n í č a s o v é h o p r ů b ě h u na modelu s e t r v a č n é h o č l á n k u 

P o u ž i t é s o u č á s t k y a p ř í s t r o j e 

V dalš ím kroku jsem správnost v ý p o č t u ověřoval na reá lném modelu setrvačného 

č lánku 2. ř á d u s operačními zesilovači. Všechny pasivní součás tky použi té v modelu 

jsem přeměřoval R L C metrem A P P A 703 zapůjčeným v laboatoř i . Výsledky měření 

jsou v tabulce (Tab. 3.2.2). Měření odporu probíhalo na rozsahu 20kfž pro rezistory 

o nomináln í hodno tě lOkfž a na rozsahu 200kfž probíhalo měření rezistorů o hodno tě 

39kíž a 150kíž. Kapaci tu jsem měřil na rozsahu 200nF. 

Chyba z rozsahu je pro všechny rozsahy stejná a počí ta l jsem j i dle vztahu 

^ = ^ ' 1 0 0 = 1 ^ ' 1 0 0 = 0 ' 0 2 5 % ' ( 3 ' 1 } 

kde d je počet kvantovacích kroků př ís t roje a D je max imá ln í hodnota zobrazi te lná 

na display. Abso lu tn í chyba je pak d á n a vztahem 

A = S m X m + S r X r = 0 > 2 X M + 0 , 0 2 5 X f i = 3 

100 100 v ; 

kde XR je rozsah měření z tabulky (Tab. 3.2.2), ô R je chyba z rozsahu měření , XM 

je změřená hodnota ze t ře t ího sloupce tabulky (Tab. 3.2.2) a SM je chyba z měřené 

hodnoty. 
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Označení Nomináln í Změřená Absolu tn í 

hodnota [kil] hodnota XM [kil] chyba A[íí] 

Ri 10 9,959 25 

R2 10 9,974 25 

Rs 10 9,948 25 

10 9,963 25 

R5 39 38,98 130 

Re 150 150,06 350 

R7 39 38,89 130 

Rs 150 150,05 350 

Označení Nomináln í Změřená Absolu tn í 

hodnota [nF] hodnota [nF] chyba [nF] 

100 104,5 0,26 

c2 100 107,7 0,27 

Tab. 3.1: Nomináln í a naměřené hodnoty odporu s kapacity pasivních součástek 

změřené R L C metrem A P P A 703 

Kapaci ta 

Frekvence [Hz] Rozsah XR [nF Přesnos t (8M + d) Chyba z rozsahu :%] 

100 200 ± ( 0 , 2 % + 5d) 0,025 

Odpor 

Frekvence [Hz] Rozsah XR [kil] Přesnos t (ôM + d) Chyba z rozsahu %] 

100 20 ± ( 0 , 2 % + 5d) 0,025 

100 200 ± ( 0 , 2 % ± 5d) 0,025 

Tab. 3.2: Přesnos t měření R L C metru A P P A 703 dle údaje výrobce [12] 

Osciloskop U N I T - T UT2025C 

Generá to r Agilent 33220A 

Měřič R L C A P P A 703 

Tab. 3.3: Použi té měřící př ís troje 
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Dle dokumentace výrobce [13] je přesnost měření časového intervalu osciloskopu 

± ( 1 sampling time interval + lOOppm • reading + 0,6ns). Přesnos t měření stejno­

směrného n a p ě t í je při citlivosti 2 m V / d i v a 5 m V / d i v ± 4 % a při citlivosti l O m V / d i v 

až 5 V / d i v je to ± 3 % . Měření napěťového rozdílu je při daných p o d m í n k á c h ± ( 3 % -

reading + 0,05 div) 

Mode l a p r o v e d e n á m ě ř e n í 

Obr. 3.3: Model sys tému d ruhého ř á d u s operačními zesilovači 

Schéma zapojení je na (Obr. 3.3). Zapojení se skládá ze dvou hlavních částí . 

P r v n í je rozdílový zesilovač s O Z l a se zesílením 1 (rezistory R\ až R4 maj í stejnou 

hodnotu odporu) a vytvář í tak zápornou zpě tnou vazbu, aby byl sys tém stabilní . 

D r u h á část je model sys tému d ruhého ř á d u s operačními zesilovači O Z l b a OZ2a. 

Jsou to v las tně dva setrvačné články d ruhého ř á d u zapojené do série. Vs tupní ob­

vody použi tých operačních zesilovačů tvoř í tranzistory řízené polem, takže vs tupn í 

proud je minimální . Neuvažuji tedy vzájemné ovlivňování operačních zesilovačů. 

Toto zpětnovazební zapojení se chová jako sys tém druhého ř á d u s operá to rovým 

přenosem: 

F M ( Í > ) = T 2 2 ~ 9 , M

T — - r , (3-3) 
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kde 

K a = -

T M = 

6 M = 

150,16 • 10 3 

- 3 , 8 5 
Ä5 38, 8 • 10 3  

Ä B C I 150,16 • 10 3 • 104,5 • 10" 9 

K ^ + l 
1 

-3,85) 2 + 1 
3, 94 • 10" 3s = 3, 94ms 

K 
K 2 

M 

- 3 , 8 5 ) 2 + l 

-3,85)2 

0,206 

0,94 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 
K2 + 1 (-3,85)2 + 1 

N a (Obr. 3.4) je zobrazen výs tupn í signál z modelu s operačními zesilovači a na 

(Obr. 3.5) je výpočet časového p r ů b ě h u výs tupn ího signálu dle (1.70). Je vidět , že 

i v tomto př ípadě se časové p růběhy shodují. 

Obr. 3.4: Skutečný p r ů b ě h pro £ = 0,206; T i = 3,94ms,k = 0,94; U 0 = 1,T = 

200ms, e = 0,5. Výstupn í signál modelu (modrý průběh) je posunut, tak aby se 

vešel na obrazovku osciloskpu. Červený p r ů b ě h je signál P W M 

3.3 Ověřen í vztahu pro v ý p o č e t velikosti zv lnění 

3.3.1 O v ě ř e n í v programu M A T L A B - S I M U L I N K 

Vztah (2.85) pro výpočet velikosti zvlnění při s t ř ídě e = 0,5 lze j ednoduše ověřit 

pouze pro t lumení sys tému £ > 1. Ověřování jsem tedy prováděl za t é t o podmínky. 

Pro sys tém s £ < 1 by bylo n u t n é sledovat splnění podmínek (2.66) a při jejich 

nesplnění výpočet vynechat. 

Celý testovací program R i p p l e 2 .m je v příloze (D.3) a skládá se ze dvou hlavních 

částí . V prvn í části se provádí simulace v programu S I M U L I N K s modelem sys tému 
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o 

— u 2 p e r ( t ) — P W M 

IL L L f i J A/ A/ v -

r r r 
O 5. 10" 2 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 

t [s] 

Obr. 3.5: Výsledek v ý p o č t u dle (1.70) pro £ = 0,206; T i = 3,94ms;k = 0, 94; U 0 = 

1,T = 200ms,e = 0,5 

m I 
ŮV: 
Va: 

• š o v 
320m 

1 1 
• 

Brt Map 
1 1 1 1 1 1 

• 1 1 lá i i i n 11 1 1 1 1 1 1 • 1 1 1 f 1 1 1 / 1 1 1 \ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

6 6 

z -

6 

-

6 

; 

U 200mV 3500mV • 10.0ms  
MATH 0-f-f • CM f 920n V 

Obr. 3.6: Skutečný p r ů b ě h pro £ = 0,206; T i = 3,94ms,k = 0 , 9 4 ; U 0 = 1 , U 0 = 

1,T = 50ms, e = 0,5. Výstupn í signál modelu (modrý průběh) je zmenšen, tak aby 

se vešel na obrazovku osciloskopu. Červený p r ů b ě h je signál P W M 

druhého řádu , k te rý je cyklicky volán ze skriptu, kde se p o s t u p n ě mění t lumení 

£ a perioda P W M . Obrázek s imulačního modelu je na (Obr. 3.9). Délka simulace 

je s tonásobek časové konstanty systému, aby se co nejvíce omezil v l iv přechodné 

složky. V d ruhé část i programu se provádí výpočet zvlnění dle (2.85). Oba výsledky 

se po t é nakresl í do jednoho grafu (Obr. ??), ze k te rého je vidět , že se oba výsledky 
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Obr. 3.7: Výsledek v ý p o č t u dle (1.70) pro £ = 0,206; T i = 3,94ms;k = 0, 94; U 0 = 

1,T = 50ms,e = 0,5 

překrývají . Rozdíl mezi teore t ickým v ý p o č t e m a simulací je tedy minimáln í 

4 
[ M -
Pulse 

Generator 

1 
T 1 A 2 . s 2 + 2 * d * T 1 s + 1 

Scope 

vystup 

To W o r k s p a c e l 

Transfer Fen 

Obr. 3.8: Simulační schéma pro ověření vztahu pro výpočet zvlnění (2.85) 

3.3.2 O v ě ř e n í t e o r e t i c k é h o v ý p o č t u z v l n ě n í pro r e á l n é m ě ­

řen í 

Měření probíhalo v labora toř i na s te jném modelu jako probíhalo ověřování časového 

p růběhu . Schéma modelu sys tému d ruhého ř á d u je tedy stejné (Obr. 3.3). N a ná­

sledujících obrázcích je vždy zobrazen p r ů b ě h výs tupn ího signálu sys tému spolu se 

v s t u p n í m signálem P W M . Hodnota v p ravém horn ím rohu obrazovky AV udává roz­

díl n a p ě t í daný polohou kurzorů. J e d n á se tedy zvlnění výs tupn ího signálu sys tému 
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T T 1 [-] 

Obr. 3.9: Výsledek porovnán í teoret ického v ý p o č t u zvlnění dle (2.85) a simulace v 

programu M A T L A B 

R M - Pro výpočet zvlnění dle vztahu (2.85) jsem napsal funkci Z v l n ě n i . m , k t e rá 

je v příloze (D.4). Funkce rovnněž kontroluje dodržení podmínek (2.66). Výsledky 

v ý p o č t u t é to funkce označím Rp. Nakonec ješ tě p o č í t á m rela t ivní chybu 

5 = R m ~ R f • 100. (3.8) 
RM 

- Tr g ' d M Pos: O.OOus 

: 
: ̂ ^ ^ ^ 

i 
• 

^ ^ ^ ^ 

: 

^ ^ ^ ^ 

, , , , 

/ 
, , , , , , , , , , , , / 

13 k / 13 

: r1^ — 

13 

E 

13 

MATH 
200mV 320 .0mV • l . O O m s 

13 

Obr. 3.10: Měření 1:£ = 0,206; T x = 3,94ms, k = 0, 94; U 0 = 1 , U 0 = l , T = 5ms,e = 

0,5. Změřené zvlnění: RM = 55,2mV, Zvlnění dle teoretické výpoč tu : Rp = 49, 2mV, 

relat ivní chyba S = 11%, p o d m í n k y (2.66) splněny 
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MATH O-f-f n C H I f 800mV 

Obr. 3.11: Měření 2: £ = 0,206; Tl = 3,94ms, k = 0, 94; U 0 = 1 , U 0 = l , T = 9ms,e = 

0,5. Výstupn í signál modelu je m o d r ý průběh , červený p r ů b ě h je signál P W M . Změ­

řené zvlnění: R M = 192mV, Zvlnění dle teoretické výpoč tu : RF = 194mV, relat ivní 

chyba ô = —1%, p o d m í n k y (2.66) splněny 

MH o-f-f 
CH2 200mV 

• CH1 f 

Obr. 3.12: Měření 3: £ = 0,206; T x = 3,94ms,k = 0,94; U 0 = 1 , U 0 = 1,T = 

20ms, e = 0,5. Změřené zvlnění: RM = 1,31V, Zvlnění dle teoretické výpoč tu : 

RF = 1,92V, re la t ivní chyba ô = —47%, p o d m í n k y (2.66) nesplněny 
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4 Z Á V Ě R 

Podař i lo se mi analyticky odvodit časový p r ů b ě h periodické složky výs tupn ího sig­

nálu ze sys tému druhého ř á d u s t l u m e n í m £ > 0, £ 7̂  1, k te rý je ř ízen pulsně šířkovou 

modulací . Výsledkem je vztah (1.33). Pro £ > 1 je (1.33) reálnou funkcí reálné pro­

měnné . Pro £ < 1 přechází (1.33) v komplexní funkci reálné p roměnné , kterou však 

lze m a t e m a t i c k ý m i úpravami převést zpět na reálnou funkci reálné p roměnné . Vý-

sldekem je vztah (1.70). Dále se mi podař i lo odvodit analyt ický vztah (2.80) pro 

výpočet zvlnění výs tupn ího signálu sys tému d ruhého ř á d u v závislosti na paramet­

rech sys tému a signálu P W M . Dále jsem odvodil vztah (2.85) pro výpočet zvlnění 

výs tupn ího signálu sys tému při s t ř ídě P W M e = 0.5. Oba vztahy p la t í při splnění 

podmínek (2.66). Nakonec jsem vytvoři l dva grafy, k teré jsem přiložil k závěru, pro 

snadné určení velikosti periody P W M na základě požadovaného zvlnění výs tupn ího 

signálu a parametrech sys tému . 

Analyt icky odvozený časový p r ů b ě h periodické složky výs tupn ího signálu (1.33) 

byl ověřen simulací v p rogramovém pros t ředí M A T L A B - S I M U L I N K . Rozdíl mezi 

vypoč í t anými hodnotami a simulací byl minimální . Periodické složky obou signálů 

byly stejné. Teoret ický výpočet časového p r ů b ě h u byl ověřen i na reá lném modelu 

sys tému 2. řádu . Oba p růběhy byly t éměř shodné. Teoretický výpočet zvlnění byl 

rovněž po rovnán s numerickou simulací v programu M A T L A B - S I M U L I N K . Rozdíl 

byl t aké minimální . Nakonec byl teoret ický výpočet zvlnění po rovnán s měřen ím na 

modelu sys tému d ruhého řádu . P ř i nesplnění podmínek (2.66) byla chyba 47%. Př i 

splnění podmínek (2.66) byla chyba 1% a 10%. 
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Obr. 4.1: Velikost zvlnění pro s t ř ídu e — 0.5 v závslosti na t l umen í sys tému £, časové kons tan tě sys tému T i a per iodě P W M T pro 

sys témy s £ > 1 



(Z 

02 

T/T [-] 

Obr. 4.2: Velikost zvlnění pro s t ř ídu e = 0.5 v závslosti na t lumen í sys tému £, časové kons tan tě sys tému T j 

sys témy s £ < 1 

a per iodě P W M T pro 
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S E Z N A M S Y M B O L Ů , V E L I Č I N A Z K R A T E K 

d Činitel t l umen í sys tému d ruhého řádu , ve složitějších výrazech 

nahrazuje £ 

e S t ř ída signálu P W M [-] 

F(p) Operá to rový přenos sys tému 

k Stat ické zesílení sys tému [-] 

£ Činitel t l umen í sys tému d ruhého ř á d u [-] 

Jž? Ope rá to r Laplaceovy transformace 

£ £ ~ x Operá to r zpě tné Laplaceovy transformace 

1 Substituce \ / £ 2 — 1 

p Komplexní nezávisle proměnná 

P W M Pulse W i d t h Modulat ion ­ Pulsn í šířková modulace 

P Perioda s tacionárních b o d ů při kmi tavé odezvě sys tému s £ < 1 na 

vs tupn í signál P W M 

Pmin Perioda lokálních min im při kmi tavé odezvě sys tému s £ < 1 na 

vs tupn í signál P W M 

Pmax Perioda lokálních maxim při kmi tavé odezvě sys tému s £ < 1 na 

vs tupn í signál P W M 

R Zvlnění výs tupn ího signálu definované jako tí2max — ^min 

R n Normalizované zvlnění výs tupn ího signálu definované jako R n = 

a (i) Jedno tkový skok 

t Reálná nezávisle proměnná , m á v ý z n a m času 

T Perioda signálu P W M [s] 

T i Časová konstanta sys tému d ruhého ř á d u [s] 

ímax Čas maxima výs tupn ího signálu [s] 

čmin Čas minima výs tupn ího signálu [s] 
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4 i Stacionární bod výs tupn ího signálu sys tému [s] v intervalu (0, sT) 

4 i Stacionární bod výs tupn ího signálu sys tému [s] v intervalu (eT, T) 

Uo Maximáln í hodnota signálu P W M 

Ui(t) Vs tupní signál do sys tému v časové oblasti 

Ui(p) Obraz vs tupn ího signálu sys tému Ui(p) — Jžf {ui(t)} 

un(t) Jedna perioda signálu P W M v časové oblasti 

U\T(P) Obraz j edné periody signálu P W M , Z7IT(Í>) = Jžf {I*IT(Í)} 

Wi{ť) Výs tupn í signál ze sys tému v časové oblasti 

EMí>) Obraz výs tupn ího signálu systému, ř7 2 (p) = Jif {VQ(Í)} 

W2Per(^) Per iodická složka výs tupn ího signálu sys tému v časové oblasti 

í^2Per(í>) Obraz periodické složky výs tupn ího signálu sys tému %i2Ver{t) 

W2Prech(í) P ř e c h o d n á složka výs tupn ího signálu sys tému v časové oblasti 

Cyprech(p) Obraz přechodné složky výs tupn ího signálu sys tému U2prech{t) 

U2T(Í) Jedna perioda výs tupn ího signálu sys tému v časové oblasti 

U2T(P) Obraz j edné periody výs tupn ího signálu E/2T(P) = -Sř {^2T(^)} 

W2max M a x i m u m výs tupn ího signálu 

W2min M i n i m u m výs tupn ího signálu 

v Substituce y/1 — £2 

71 



S E Z N A M P Ř Í L O H 

A Ú p l n ý v ý p o č e t v ý s t u p n í h o s i g n á l u 73 

A . l Výpočet obrazu výs tupn ího signálu sys tému 73 

A . 2 Z p ě t n á Laplaceova transformace výs tupn ího signálu sys tému 75 

A.2.1 Výpočet pro í > T 79 

A.2.2 Výpočet u2T(t) pro t G (0, eT) 83 

A.2.3 Výpoče t U 2 T ( * ) pro t G (eT, T) 84 

A . 3 Vyjádření funkce M2T(Č) jako reálné funkce času 86 

A.3.1 Výpočet reálné složky I«2T(Í) pro i n t e r v a l í e (0,eT) 86 

A.3.2 Výpočet reálné složky t ^ T ( č ) pro interval t e (eT, T) 94 

B Spojitost funkce i í 2 P e r ( ^ ) 103 

B . l Spojitost v bodě t = T 103 

B . 2 Spojitost v bodě t = eT 107 

C Ú p l n ý v ý p o č e t z v l n ě n í v ý s t u p n í h o s i g n á l u 109 

C l Stac ionární body v intervalu t G (0, eT) 109 

C 2 Stac ionární body v intervalu (eT, T ) 112 

C 3 Hodnota minima 114 

C . 4 Hodnota maxima 117 

C. 5 Zvlnění výs tupn ího signálu 120 

C 6 Převedení zvlnění na reálnou funkci 123 

D Z d r o j o v é k ó d y 126 

D . l Skript pro porovnání teoret ického v ý p o č t u a simulace časového prů­

běhu 126 

D.2 Skript pro vygenerování grafů velikosti zvlnění 129 

D.3 Skript pro porovnán í teoret ického v ý p o č t u a simulace velikosti zvlnění 131 

D.4 Funkce pro výpoče t zvlnění 133 

72 



A U P L N Y V Y P O Č E T V Ý S T U P N Í H O S I G N Á L U 

A . l V ý p o č e t obrazu v ý s t u p n í h o s ignálu s y s t é m u 

UIT(Í) 

Ur Q 
eT 

Ui(p) k U2(p) 

T x V + 2 £ T l P + 1 

Obr. A . l : Jedna perioda P W M a sys tém druhého ř á d u 

V dalších výpoč tech uvažuji, z důvodu přehlednost i výpoč tů , Un = 1 a k = 1. 

což však nic neubí rá na obecnosti výpoč tu . 

Jedna perioda P W M : 

ulT(t) = a(t)-a(t-eT). ( A . l ) 

Obraz t é t o časové funkce v operá torové oblasti: 

1 e~peT 1 - e _ p e T 

ř / 1 T ( p ) = se {ulT(t)} 
p p 

Pro obraz periodické funkce p la t í dle důkazu v [1] 

UIT(P) 

l - e - p T ' 

P 
(A.2) 

Ui(p) (A.3) 

Výsledný obraz P W M signálu i . 

Ui(p) 
1 - e~P£T 

p ( l - e - P T ) ' 

Operá to rový přenos systému, jehož výs tupn í signál poč í t ám: 

F(p) 1 

p 2 T 2 + 2 £ T l P + i • 

(A.4) 

(A.5) 

Výs tupn í signál sys tému v operá torové oblasti je d á n součinem obrazu vs tupn ího 

signálu a operá torového přenosu sys tému [7] 

U2(p) = U1(p)F(p) 
1 - e~P£T 

p{l-e~PT) ( T 2 p 2 + 2 £ T 1 p + l ) 
(A.6) 

^ ( ť ) = Jžř - 1 {ř7i(p)}, t e< 0,+CXD). Také platí m{ť) = M I T ( Í ) + M I T ( Í - T ) + Í Í I T ( Í - 2 T ) -
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Pro další výpoč ty je vhodné rozložit racionální část (A.6) na parciá lní zlomky 

1 a pb + c 

p ( T V + 2£T 1 Í > + 1) = p + T V + 2 £ T i p + 1 
(A.7) 

1 = a ( T V + 2 £ T > + l ) + p (pb + c) 

1 = p2 ( a T 2 + 6) + p ( 2 £ T i a + c) 

a = 1 
2̂ aT^ + b = 0 -> 6 = - T 2  

2 £ T i a + c = 0 - » - c = - 2 £ T i . (A.8) 

Výsledek rozkladu je tedy: 

pb + c a 
- + 

T 2 p + 2£Ti 
p + 2 

T i 
p T V + 2 ^ + 1 p T V + 2 £ T > + 1 p „ 2 , o _ L „ 

+ T X

P ' T 2 

r . (A.9) 

Výraz (A.6) lze p o t é p řepsa t do tvaru 

1 - e~P£T 

1/2 (P) p ( l - e - P T ) ( T 2 p 2 + 2 £ T i p + 1) 

1 

P 

p + 2 
T , 

p 2 + 2 - ^ p 

Tento součin lze vyjádři t jako [1]: 

U2(P) 
1 

P 

p + 2 
T i 

V 
p2 + 2^rp + 

Mp + N 

1 - e~p£T 

1 ­ e~PT ' 

(A.10) 

Í/2T(P) 1 ­ e ~ P £ T _ 

1 ­ e - P T ~ ~ 7 £ ^ I ' l ­ e - P T ' 

Tuto rovnici lze ješ tě upravit na tvar: 

6 
1 1 ­ e " p e T 

p + 2 
T i 1 ­ e - P £ T M p + TV 

( A . l l ) 

­ ^ 4 ­ (A.12) 
ť P2 + 2—p+^ P + Ť \ P Ť2 

Dalším úkolem je tedy nají t p roměnné M, N a ř7 2 T (p ) -
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A . 2 Z p ě t n á Laplaceova transformace v ý s t u p n í h o 
s ignálu s y s t é m u 

Celou rovnici (A. 12) vynásob ím 1 — e _ p T 

I (1 - e - ^ ) - P + " ^ f (1 - e - ) = + " l (1 - e - ) + U2T(P). 

(A.13) 
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Po roznásobení závorek lze celou rovnici, člen po členu, převést do časové oblasti 

^~1{l}=a(t) ( A - 1 4 ) 

J ž f - 1 í - e - p e T l = ( T ( r - e T ) (A.15) 
P 

p + 2 
T i 

1 1 
Ti T J J P2 + + ^ 2 

(A.16) 

p + 2 T i e-sT 

P2 + 2j-í> + 4 

2 V

/ ě ^ i 2 V

/ e ^ i 
< r(r - e T ) 

(A.17) 

Mp + N 

Í_ 1 
Ti T J J P2 + 2 ^ r p + r r 2 

2VF^T 

Mp + N e _ e T 

+ 2VF^T 
(A.18) 

P2 + 2j-í> + 4 
T x ' T 2 

-(Í-T) 
2 V

/ e ^ i 

+ 
2-1 

T j (í-T) 
2v /F^T 

^ - 1 { t / 2 T b ) } = « 2 T ( í ) . 

c r ( í - T ) + 

a(t-T) (A.19) 

(A.20) 

Rovnost (A. 14) lze nalézt ve slovníku Laplaceovy transformace např . v [8]. Výraz 

(A.15) vychází z (A.14) použ i t ím věty o translaci [1]. Výrazy (A.16) a (A.18) jsem 

vypočí ta l pomocí reziduové věty. Rovnice (A.17) a (A.19) vycházejí z (A.16) resp. 

(A.18) opět už i t ím věty o translaci. Nyní provedu důkaz rovnice (A.16). Pro rovnici 

(A.18) je výpočet obdobný. Nejprve je n u t n é nají t kořeny kvadrat ické rovnice ve 
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jmenovateli operá torového přenosu 

£ 1 

T i * " ' T( P + 2^rP + ^ 2 ^ Pi,2 T i 

Výpočet je pak následující: 

g(ť) = ST1 {G(p)} = S?-1 

p + 2 
T i 

1 i 
T 1

P + T Í J P 2 + 2 ^ p + ^ 2 

P + 2J-
T i 

p+ 
T i T i 

Podle reziduové věty p la t í [9] 

0(í) = res G ( p ) e P l í + res G(p)eP2t. 
3 V 7 p=pi X ľ J p=p2

 X ľ J 

Vypoč í t ám jednot l ivá rezidua: 

res G(p)epit = l im P + 2 Ť 7 
p=pi P ^ P I / £ - v C 2 - i 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

P + Ti 

+ ^ e ^ ^ + f ? e ^ ' ( A , 4 ) T i 
-e + v

/ ě 3 i + e + v / ě ^ T 
2 V

/ F ^ T 
T i T i 

res G ř p ) ^ ' = l im L + g + / - ^ ^ 

Ti \ ľ Ti 

S ^ L e - ^ = ^ Z j Z ^ e - ^ ' . ( A , 5 ) 

T i T i 

Výsledek je dán součtem reziduí 
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Rovnice (A. 12) po zpě tné Laplaceově transformaci jednot l ivých členů do časové 

oblasti: 

o-(í) - cr(í - eT) o / A 9 1 e T i cr(í) n / / - 0 1 e T i cr(t)+ 

+ 

2 v

/ ě ! r r I 

s x s V T! ( ř - £ T V ( í ­ eT) 

2 v
/ F ^ T 

2 V

/ F ^ T V 7 2VF^T 

­e T i cr(í) + 

e" Ti ( ' " ^ ( í ­ eT) 

2 v e ­ 1 

A / ( v

/ e ­ i + ^) ­ i V T i 

2 v e ­ 1 

M ( V e ­ l ­ C ) + ÍVT! 

2 v e ­ 1 

M ( 7 e ­ i + £) ­ JVTi 

e " Tx V ( í ) ­

e Tj -(Í­T) 
( T ( Í - T ) -

--I 

2 v

/ ě ^ r 
e Ti •(t­T) ̂

( t ­ T j + UOTÍí). (A.27) 

Celou rovnici lze vynásobi t 2 \ / £ 2 — 1 a vytknout některé exponenciální funkce 

2 J e - M t ) - 2 J e - M t - e T ) 

+ e Ti ' =­T 

^ 1 _ ̂  / +

 T f ~l^a{t - eT) - ( V

/

ě
r

í - É) 

Ti ' 

+ e Ti ' 

(^My/^-l-M^+NT^jcj^-^My/^-l-M^+NT^j 

^MŠ+My/ť-l-NT^crW-^MŠ+My/p-l-NT^ 

e Ti \ T ( Í - T ) 

e Ti T<r(í-T) 

(A.28) 
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A.2.1 V ý p o č e t pro t > T 

V tomto časovém intervalu vyjádř ím konstanty M a N. Pro čas t > T p la t í z ( A . 2 8 ) . 

^2T(Í) = 0 , a(t — T) = a(t — eT) = cr(í — T ) = 1. Rovnice ( A . 2 8 ) se pak zjednoduší 

e Ti eT 
e - v e - 1 + 

2-1 
+ e Ti eT e - l + e e T x " _ W £ 2 _ i + £ 

e Ti 

+ e Ti 

M ^ 2 - 1 — M £ + N T i - [Myje - 1 — M £ + i V T ^ e ^ + 

M J ( 2 - 1 + M £ - NT1 - M J C -i + M£- CľTi e Ti 

( A . 2 9 ) 

Jestl iže m á být splněna rovnost ( A . 2 9 ) , musí se rovnat členy u e T i a e T i 

Vzniknou tak dvě rovnice pro dvě neznámé - M a N 

eT 
e - v e - I 

M V e — 1 — M£ + NT1 - M J i2 — 1 — M £ + i V T i e ^ ( A . 3 0 ) 

eT 

= M ^ f - 1 + M £ — JVTi - ( M ^ 2 - 1 + M £ — NT^j e ^ 

O b ě rovnice lze upravit na tvar 

( A . 3 1 ) 

e + v e - i e ^ 
-eT 

e + v e - i 

M | V e - 1 V e - l e T l T + ^ e ' Ťi

 TJ + AT ^ T i - T i e ^ T T ^ T 

( A . 3 2 ) 

e - 1 - a e T X 

eT 
e - i - e ) = 

= M I v e - i + e - v e - i e Ti T - e e T i - i _i_ Í _ . /.< 2 _ i „ •]•••! T _ fa Ti T I _|_ 7\r í T i e T l T — T i 

( A . 3 3 ) 
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A konečně 

M ( J£2 - 1 - £ ) I 1 - e Tx + J V T I e T i - 1 I (A.34) 

^ - 1 - O | e T x

 e T _ i 

= M K / f - l + n l - e Tx J + J V T i I e Ti - i ) . (A.35) 

Pro další výpoč ty zavedu substituce \ / £ 2 — 1 = / a £ = d.Rovnice (A.34) a (A.35) 

pak mají tento tvar 

(/ + d) (MeT - Ij = M (l - d) (l - MT^j + NT1 (^^fT^J (A.36) 

(/ - d) (e T T e T - 1 j = M (l + d) (1 - e T T T ] + JVTi ( e T T T ] . (A.37) 

Nyní lze vyjádři t z (A.36) p roměnnou A 

(Z + d) f e ^ r e T — 1 J — M (l — d) (1 — e T T t j = A T X f e T T T 

(d + /) (e T i ' e T - l J - M{1 - d) 11 - e T / T ) 

N= / >- (A.38) 
T i 11 - e Ti T 

P r o m ě n n o u N dosad ím do (A.37) 

(/ - d) (e T ľ e T - 1 j - M(l + d) 11 - e T ľ T ) = 

d±lT 

(d + l) (e T / £ T - 1 ) - M(l - d) (1 - e T / T 

= T ' e T l 1 / MŤ\ -• ( A ' 3 9 ) 

Konstantu T i lze zkrá t i t a celou rovnici vynásob ím členem 1 — e T i 

(/ - d) (z T ? e T - 1^ ^1 - e ^ T ^ - M(l + d)(l- e T ľ ^ ) - e ^ T T T ^ = 

(/ + d) ( e ^ 7 e T - 1 j f e T ľ T - 1 j - M ( Z - d) (1 - e W T j (e T T T - 1 ) . (A.40) 
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Nyní již lze vyjádři t p r o m ě n n o u M: 

M 
(/ - d) (e T + i ' e T - X) (X - e ^ 1 ^ ) - (* + d ) Ti' 6" 1" ~ X ) ( e ^ T ~ 1 

7 d+lj\ ( d-lj\ 7 rf-Z \ 7 d+~ŽI \ 
(/ + d) 1 - e Ti T 1 - e Ti T - (/ - d) M - e Ti T e Ti T - 1 

(A.41) 

Jmenovatel lze ješ tě upravit 

M 

(/ - d) (e T + / £ T - - e T i ' T j - (/ + d) | e T i , ŕ r - 1^ | e T i T - 1 

(A.42) 

Takto vyjádřenou p roměnnou M lze dosadit do (A.38) a vyjádři t N. Po zkrácení 

členu 1 — e T i vyjde: 

d+Z \ / d^A \ / \ / d+Z 
Ě"T I / rp T \ I rp £T I / rp T 

( d + / ) - 1 — k — A ; V A — z ( / _ , ) 
V / 2Z i - e Ť T T 

T i (1 - e ^ i T ] 

(A.43) 

Po ods t r aněn í složeného zlomku a v y t k n u t í m členu l e T i t ± — 1 ] I 1 — e T i ] vyjde: 
— eT A L 

(d + / ) 2 - X ) ( X - e ^ T ) - ( l ~ d ? { ^ £ T ~ X ) ( X ~ 6 ^ T ) 

2/Ti ^1 - e TľT Ĵ ^1 - e^1^ 
(A.44) 

Nyní by již bylo možné dosadit konstanty M a TV do (A.28). Nejprve však provedu 

dva mezivýpočty pro z jednodušení zápisu (A.28). Jako prvn í je mezivýpočet — M £ + 

M \ / £ 2 — 1 + i V T i , což je podle dříve zavedené substituce —Md + Ml + NTi = 
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M{1 — d) + J V T i . P r o s t ý m dosazením vyjde: 

M(Z - d) + NTi = 

(Z - d) ^ e Ť T " - l j ^1 - e Ť ľ ^ j - (Z + d) \ e ^ G Í - 1 ) ( e Ť T A - 1 

21 1 - e T i M - e T i 

((Z + Z)2 f e ^ £ T - 1 J f 1 - e T ľ T j - (/ - d) 2 f e T ľ e T - 1 ] f 1 - T 

+ T r 

/ d±l \ í d-l N 
2ZTi 1 - e T i M - e T i 

(A.45) 

Po zkrácení konstanty T i lze dá t oba zlomky jednoduše na společný jmenovatel. 
í —sT \ í 

Následně z jednoduším či tatel a vytknu výraz e T i — 1 1 — e T i 

[e T / £ T ­ l ) ( l ­ e d ^ T ) [(d + lf + (Z + (Z)(Z ­ d)] 
M(l-d) + NT1 = ^ L \ . (A.46) 

21 í l ­ e Ti T 1 ­ e Ti T 

Výraz [(d + Z)2 + (Z + d)(Z — d)] lze zjednoduši t na 2Z(cZ + Z). Clen 2Z lze vykrá t i t , 
í 

stejně jako 1 — e T i ]. Výsledek tedy je 

(d + l) ( e ^ £ T - l ) 
M(l -d) + JVTi = (A.47) 

1 - e Ť ľ T 

Jako d ruhý mezivýpočet provedu M\/^2 — 1 + M £ — J V T i . Po již zmíněné substituci 

m á výraz tvar Ml + M d — NTi = M [l + d) — J V T i . P r o s t ý m dosazením konstant 

M a, N vyjde 

M(Z + d) - NT1 

(Z ­ d) ^ e Ť ľ f c ± - l j ^ l - e Ť ľ ' J - ( Z + cZ) \ e^^ - lj - 1 

= ^ + ^ 7 d+ i T \ 7 ď^íIŇ 7 á z d T \ 7 á t í T ' 
(Z + (Z) í l - e Ti T 1 - e Ti T - (/ - d) í l - e Ti t

 E T I T - 1 

(d + z)2 - x) (x - e^T) - (l - d? (e^eT ~x) (x ~ e^T) 

2ZTX í 1 - e T ľ T ] f 1 - e T ^ T ] 

(A.4í 
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Další postup je p o d o b n ý jako u předchozího mezivýpoč tu . Po zkrácení Tl a úpravou 

na společný jmenovatel lze či tatel z jednoduši t odeč ten ím přís lušných členů 

d+i 
e Ti e T - 1 ) M - e Ti 1 j [(/ + d)(l - d) + (/ - d)2] 

M(l + d)-NT1 = ± ^ — 7 JTA-, izr^ • ( A . 4 9 ) 

d-L 

/ d+l \ / d-l ' 
21 1 - e Ti 1 - e Ti 

Výraz [(/ + d)(l — d) + (l — d)2] lze zjednoduši t na 21(1 — d). Člen 21 lze zkrá t i t , stejně 
d-L 

jako výraz 1 — e T i 

d+l 
(l - d) e Ti E T 

M(l + d) - NT i d+lr 
1 - e T i 

Nyní dosad ím příslušné mezivýpočty do ( A . 2 8 ) : 

d-l 
2la(t) - 2la(t - eT) + e ^ (d + l) 

d-i 
e T i s T

a ( t - eT) - a(t) + 
d±l 

+ e T i l ( / _ d ) 
d±l 

e T i e T

a ( t - eT) - a(t) 

d-i 

d-l 
e Ti 

d+l . 

d-L 
a(t) - ( j ( í - T ) e T i 

(d + l) e T i E T 

d-L 

+ e T i 
d+lr 

1 - e T i 
/ d+i 

-. (I - d) e Ti 
E T 

a(t) - a(t - T ) e T i 
d+lr 

1 - e Ti 

( A . 5 0 ) 

+ 2lu2T(t). ( A . 5 1 ) 

A.2.2 V ý p o č e t u2T{t) pro rj e (0,eT) 

V tomto časovém intervalu urč ím VaT(t) pro í G< 0 ; eT) . P la t í : cr(í) = 1, a(t—eT) 

a(t — T) = 0 a ÍÍ2T(Č) Ý 0. Rovnice ( A . 2 8 ) se zjednoduší na tvar 

d-l d+l 
2l + (d + l)e~ Ti \ - l ) + (l- d)e~ Ti \ - l ) = 

d-i 
(d + l) \ e Ti e T _ 1 

S i 
1 - e T i 

d+l 
(l - d) I e Ti e T - 1 

d-l . d+l 
-e Ti + d+lr 

1 - e T i 

-e Ti l + 2 / í í 2 T ( ť ) . ( A . 5 2 ) 
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Z t é t o rovnice lze vyjádři t 2 / Í Í 2 T ( Í ) : 

(d + l) ( e T i ' e T - 1 ) 
2 / t í 2 T ( í ) =21 - (d + l)e~ Ti - (/ - d ) e " Ti Ti 

1 - e Ť ľ T 

V d_+iT TI (A.53) 
1 - e T i 

2Z«2T(Í) = 2l-{l-d)e ^ 
d-l 

/ d+l _ \ / d-i 

' e T i e i _ i » ' - ' ' 

V 1 - e Ti 

1 + ^ | - ( d + l ) e - T i 
e T i " e T - 1 

1 +  

V 1 - e T i 1 

(A.54) 

Cleny v závorkách d á m na společné jmenovatele 

d+l d+l d-l d-l 
d+l l _ e Ti _|_ e Ti 6 1 - 1 d-l l _ e Ti _|_ e Ti 6 1 - i 

2ZtfcT(ŕ) = 2l-(l-d)e~ Ti ř 1 ^ (d+Z) e - Ti ř 1 ^ . 
1 - e Ti T 1 - e Ti T 

(A.55) 

Nakonec celou rovnici vyděl ím 21 a up rav ím do konečné podoby 

d+l — á+lrp ^ i d ^ r r d~Zr Z - d e T i e T - e T i T _ á t í t á + / e T i e T - e T i T 

= 1 - - s - • ; f i x e " 1 1 — s - • ; ^ T

 e " T l • ( A - 5 6 ) 

1 — e T i 1 — e Ti 
Ta s amá rovnice s původn ím značením veličin - p řed provedením substituce \ / £ 2 — 1 = l 

a £ = d 

V F ^ i - ; e ľ f - ' ^ - e T f - ' T _ l ± ^ E l 1 

, w ( í ) = 1 - ^ F ^ r w F T — e T l -
1 - e Ti 

£ + V ě ^ T e Ti £ T - E TI T _ ^ £ E l t 

- ^ V ^ T e ­ ^ = i T

 6 T l • ( A ­ 5 7 ) 

1 ­ e Ti 

A.2.3 V ý p o č e t u2T{t) pro í e (eT, T) 

V tomto časovém intervalu urč ím ÍÍ 2T(Č) pro í G (eT; T ) . P la t í : <r(č) = a(t — eT) = 1, 

<j(í — T) = 0 a Í Í 2 T(£) / O a rovnice (A.28) se zjednoduší na tvar 

d-l. ( d-l „ \ d+i . f d+l ^ \ 

(d + Z)e" Ti * e Ti e T - 1 + (/ - d)e~ Ti * e Ti s T - 1 = 

(d + o f e ^ - l ) ^ ( / - d) ( e ^ T - l ) ^ 
Le~ TI ř + ^-e" TI 1 + 2 ^ T ( Í ) . (A.58) 

1 - e T i 1 1 - e T i 1 
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Z t é t o rovnice lze vyjádři t 2 / Í Í 2 T (Č): 

d-l 
2Z«2 T (ť) =(d + l) l e T i e T - l e " T i c + ( / - d ) l e T i £ 1 - l e " T i l -

d-l d+l E T d+l 

d-l 
(d + l) I e T i e T - 1 

d+l 
(l - d) I e T i e T - 1 

d-l 
-e T i -

1 - e T i d+l, 
1 - e T i 

d+l 
-e T i r 

Výraz lze dále upravit 

2lu2T{t) ={d + l) 

(i-d) 

^ E T 

e T i - l 

d+Z T 

e T i - 1 

^ E T e T i - 1 
rf-Zr 

1 - e Ti 

^ E T . 

e T i — 1 
ď+Lr 

d-l 
e T i * + 

d+l 
e T x ŕ 

V 1 - e T i 

Výrazy v závorkách d á m na společné jmenovatele 

e

d T i e T - 1 - eT i 

2Ztfcr(r) =(d + 0" d-Zr 

_d-l 
-e T i *+ 

1 - e T i 
d+Z E T d+Zr 

( Z - d ) -

e T i - 1 - e T i 

d+lr 

d+l 
-e T i r 

1 - e Ti 

Celou rovnici vyděl ím 21 a up rav ím do konečné podoby 

"2T(<) 

d-i rp d+Z „ 
cZ + / l - e T i e i _ < ^ ( Í _ T ) l - d l - e T i e i _ * t í ( í _ T ) 

-e Ti ( ' + — ^ ^ e Ti ( ' 
21 d-l, 

1 - e T i 
21 d+i, 

1 - e Ti 

(A.59) 

(A.60) 

(A.61) 

(A.62) 

Ta s amá rovnice s původn ím značením veličin - p řed provedením substituce \ / £ 2 — 1 = Z 

a £ = d 

(A e + v 7 ^ ^ 1 - e Ti £ T _ í z V ^ E i ( í _ T ) 

«2T(<) = Z = 7. r— G T l + 

1 - e T i 

+ 
V F = T - £ l - e ^ ^ e T _ Í ± v f ^ 

2 V

/ F ^ T 
1 - e T i 

T i (Í-T) (A.63) 
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A . 3 Vyjádřen í funkce U2T(Í) jako r eá lné funkce času 

A.3.1 V ý p o č e t r e á l n é s l o ž k y W2T(£) P r o interval t G ( 0 , E T ) 

U2T{Í) pro časový interval t G (0,eT) z h lavního textu pla t í (??): 

U 2 T ( Í ) = 1 -

d+Z d+Zrp d^l d-l 
l - d e T i e T - e T i T _d+it d + l e T i e T - e T . -/-/ 

21 d+l r 
1 - e Ti -

-e Ti 
1 

j e Ti \ (A.64) 
1 - e T i 

Jelikož p la t í / = V £ 2 — 1 a d = £, jsou oba zlomky pro £ < 1 komplexně sdružená 

čísla: 
d+l „ d+Z 

Z - d g Ti — g Ti _d±it 

a(t) = — ä+i—e =x{t)+jy{t) 21 
1 - e T i 

<Ž-Ž rp d~ž„ 
, , d + l e T i e i - e T x _ < ^ i ř 

= w37 e Ti = x(t) -]y(t) 21 d-l, 
1 - e T i 

(A.65) 

(A.66) 

Lze tedy psá t 

1 - a(t) - a(t) = 1 - [x(t) + jy( í ) ] - [x(t) - jy( í ) ] = 1 - x ( í ) - j y ( í ) - x(t) + j y ( í ) 

= 1 - 2x(t) = 1 - 2Re{a(ť )} (A.67) 

Pro vyjádření « 2 T ( Í ) jako reálné funkce času tedy stačí vypoč í t a t reálnou část ně­

k terého z členů (A.64). 

R e { a ( í ) } = Re 

R e { a ( í ) } = Re 

d+l d+l 
l - d e T i e i - e T i _d±Lt 

Yi ^ e Tl d+l r 
1 - e Ti 

1 = V F ^ U < 1 
( _ ! ) ( ! _ e ) = j w 

u = V i - £ 2 ->• Z = ju 

ju - d e Ti - e Ti _ * t i H ( •' -e Ti 
2jv d±jvr 

1 - e Ti 
(A.68) 

V dalších výpoč tech tedy budu postupovat s t a n d a r d n ě jako při rozdělení výrazu na 

reálnou a imaginárn í část . Začnu už i t ím Eulerových vzorců 

d+jf e T d+jv T 

ju - d e Ti - e Ti 
• e Ti = 

v+}d e T i e T [ C O S ( ^ - £ T ) + j s i n ( ^ - £ T e n cos ( ^ T ) + j s i n ( ^ T 

2v 
1 - eTi E T 

c o s ( f 7 T ) + J s i n ( T 7 T 

e x i T i cos l — * l — j sin i —t 
Ti 

(A.69) 
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Zlomek rozšířím komplexně sdruženým jmenovatelem. 

_v+}d 1 - e T i T c o s (=^T) + j e T i T s i n (=^T 

2v 
1 — e T i T cos (Ť -̂T) + j e T i T sin (;JT-T 

eTi (eT-í) 
cos (^-eT^ + j sin (IJT-ET) COS (;jr-t) — j sin (^7«) e ^ (T-í) 

c o s ( f T T ) + J S I N ( Ť T T ) ] [ ^ ( Ť T * ) - J ^ f e * ) 

1 — e T i T cos ( y ^ T ) — j e T i T sin (;JT-T 

Dále již jen roznásobuji příslušné závorky. 

_v+}d 1 - e T i T c o s ( ^ T ) + j e T i T

s i n ( ^ T ) 

d 
- e ^ 

2v 

' (eT-t) 

(T-í) 

— T / 
1 — e T i cos í =TJ-T + 

' A. I 2 

e T i T sin (Ť^-T) 

T i 

v 

cos I — eT | cos ( — í | — i cos ( — sT) sin ( — í ) + i cos ( — í | sin ( — sT ) + sin ( — eT ) sin I — / 
Ti J J V T i ) V T i / J V T i / V T i / V T i / V T i 

cos ( - ^ - T ) cos ( ^ - í | — i cos ( - ^ - T ) sin ( -^ - Í 1 + i cos (-^-t) sin ( ^ - T ) + sin ( ^—T ) sin I — / 
1 1 ' V T i / J V T i / V T i / J V T i / V T i ) V T i I 

v 

T i 

(A. 70) 

(A.71) 



00 
oo 

2v 

' A 
eTi 

v + ]d 

1 - 2eTT T cos ( ^ T ) + e T 7 2 T cos 2 ( ^ T ) + e T i 2 T s in 2 ( ^ T 

( e T - í ) / V V \ . I V \ . / V \ . / V \ . / V \ . / V \ . / V 
COS I — eT ) COS I — í — 1 COS — eT S i l l — í + 1 COS — í S i n — eT + S i n — eT S i n — í | — 

T i J V T i / V T i / V T i / V T i / V T i / V T i J \T1 

V \ ^-T . f V \ . f V \ f V \ J - T . f V \ . f V \ f V \ J - T 
— c o s I — e T ) COS I — í ) c o s I — T e T i + 1 COS — eT s i n — í c o s — T e T i — 1 c o s — í s i n — e T c o s — T e T i — 

\ T i J V T i J \T1 J J V T i / V T i J \T1 J J V T i / V T X J \T1 

— s n i I — r T I s m I — / I cos I — T ) e T i T + i cos í — eT ) cos í — í) sin f — T ) e T i T + cos í — eT ) sin ( —t] sin f — T) e T i T — 
\ T i J V T i / \ T i / J V T i / V T i / V T i / V T i J V T i / V T i 

cos I — / i sm i — : T ) sm I —T ) e T i T + i sin f — e T ] sin f— í ) sin ( — T) e T i T 

\ T i J V T i / \ T i / J V T i J V T i J V T i 
eTi (T - Í ) 1> \ / ľ 

COS I — T COS — í 
T i / V T i 

v \ ( v 
- j c o s I — T I s m I — 1 1 + j cos 

-j cos 

T i 
v 

t s m 

T i 
v 

T i V S m l Ť i T J + S i n l Ť i T ) S i n i Ť i * J ~ C O S* l Ť i T J C O S V T T * J + J c o s VŤ^ T J S I N yf~t 1 °Tl 

u A =7-T 

T COS 
T i 

T e T i s m 

+ cos ( - ^ - T i sin f - ^ - Í i sin f - ^ - T ) e T i T 

\ T i J V T i / V T i 

T s m 
v 

í cos 

cos I — / i sn i" I ——T I e T i T + i s in 2 ( — T | sin ( —t\ e T i T 

, T i / \ T i / V T i J V T i 

T ) e T i + j cos 
v 

T COS 

d 

f v \ . í v \ 
— t s m 

V T i J KTi J 

d 

(A.72) 



Nyní je ješ tě n u t n é roznásobi t výraz v + jd. P ř i roznásobování uvažuji jen reálné cleny. 

1 

2v 1 - 2 e T i T c o s ( ^ T ) + e T i 

( s T - í ) j 

2T 

srn 

cos 

cos 

— s i n 

cos 

v 

T~i 
v 

Ť i 
v 

ŤT 
v 

Ť ? 

cos 

eT S l i l 

t s i n 

v 

ŤT 
v 

ŤT 
v 

eT COS 
T i 

í + sin 
T i 

eT S i n 
T i cos T i 

eT COS 
T i í cos T i 

T i e T i 

í cos 
cl 

T i 
eT S i n 

eT S i n 

eT S i n 

T i 
T COS 

V 

v 

ŤT 
v 

ŤT 

í cos 

— T ) e T i 1 + cos 
T i / 
y \ d 

ŤT 
v 

ŤT 
v 

T i 
eT S i n 

T i í srn T i 
T I e T i cos T i í s i n T i 

eT S i n 

- i ) e T i 

d 

+ d 

T | e T i ' + cos 

d 

cos T i 
eT COS 

T i 
cos 

T i 
í s i n 

í s i n 

t eTi 

T i 
T e T i - e ^ 

( T - í ) 

COS 
T i 

í s i n 
T i 

T e T i + d 

srn 

cos 

ŤT 
v 

ŤT 

T s i n 

+ cos 
, T i í s i n 

T i 
T COS 

T i 

JL, 
T ) e T i 

T s i n 

cos 

v 

ŤT 
v 

ŤT 
v 

t cos 

ŤT 

cos 

v 

ŤT 

eT COS 
T i 

v 

ŤT 

T ) e T i 

í s i n T i 
-eT 

COS 
T i 

eT COS 
T i 

í s i n 

T i 
T COS 

T i 
í) + sin ( - ^ - T ) sin 

T i 

T e T i + cos 
T i 

T s i n 
T i 

v 

ŤT 
v 

t -

t s i n 
T i 

T e T i 

í — cos 
T i 

í s i n 
T i 

T — COS 
T i 

T s i n 
T i 

i eTi + 

T i 
T COS 

T i 
í s i n 

T i 
T e T i s i n 

T i 
T s i n 

T i 
-Í eTi 



1 

2v 

d 
eTi 

1 — 2 e T i cos 

(eT-f.) 

:) + eTi 2T 
T i 

r r | r e T I cos T i 
T e T i sin T i 

eT S i n 
T i 

1 — cos ( - ^ - T ] e T i 
T i 

+ sin 

— cos 

d_ 

- e T i 

V 

V 

T e T i T 
cos eT sin 

T-i 

( T - Í ) 

í sin i 

T, 

1 — cos 

t — cos t s in T i 
-eT -/ ; cos I r | r e T I s ' 1 1 1 — cos T I e T i 

T i 
T e T i sm 

V < cos 

sm ( — T ) e T i 
\ T i 

T I 

cos 

T COS 
T i 

v 

<L 
I '•' 's ( — T ] c 1 

T e T i 

sin 

cos T i 
eT COS 

T i 
í + sin 

T i 
eT Sin T i 

T i 
T sin T i 

I c i i s ( — T ] c 1 

,1 

T, T sin T i 
COS 

cos 
v 

i sin T i 
I ci is ( ^-T ) e T | J 

T-: 

S l i l 

t sin 
T i 

</ J c i s | — T | s i n 
V 

ŤT I c i i s ( — T ] c 1 

T i 
T e T i cos T i 

T COS 
V \ (v 

— t + sin — T ) sin 
T i ) \ T i T i 

V další úpravě použiji vzorce pro součet v argumentu goniometrické funkce 

cos T i 
eT COS 

C H S | r ^ r e T I X | U 

COS 

COS 

T i 
T COS 

V 

ŤT 

v 

v 

t + sin 

cos 

T i T sin 

T-i 

T i 

v 
TT 
v 

ŤT 
v 

eT S i n 
T i 

í sin 

í + sm — T sin 
T i 

cos 
T i * sm 

ŤT 

TT 
v 

eT 

COS 
T i 

(eT-í) 

Cos ( — ( T - í ) 

s i n | — ( t - T ) 



1 

2v 
— T / \ — 

1 - 2 e T i C O S ( ^ T ) + e T i 
J - 2 T 

i i v \ ^ 

1 — COS I — T 1 O 1 i 

ľ 

+d i / w i T 

1 — COS I — T I 0 J-i 

COS I — (eT-í)J + Sílí ^ 

• / ^ \ • í v \ á-T ( v 

srn ( — ( t-eT) J - srn T J e T i cos ^ — ( £ T - Í ) 

T J e T i Sin ^ — ( í ­ e T ) ) }> + 

­ e T i 1) 1 / w ^ ^ f T 

1 — COS I — T 1 0 J­i 
cos I ^ r ( T ­ 0 j + sin ^ T 

U e T i T s i n ( ^ - ( * - T ) ) \ + 

1 I
 v \ ^ 

1 — COS I — T 1 0 J­i sin ( ^r(*­T)J ­ s i n ( ^ r T ) e T l T c o s (^rC 1 "*) (A.79) 

Vytýkán ím pos tupně zjednodušuji výraz. 

1 

2v 
— T / \ — 

1 ­ 2eTi cos ( P ^ T ) + e T i 
2T 

ŕe* ( e T- i } L 1 — cos ( ^ - T ] e T i T 

T i 

d r \ ( v \ . ( v \ -^-T , 
( í - e T ) e T i + a cos I — (eT-ť)J + wsin (^rp-Tj sin ^ 1 — cos ( — T i e T i 

T i 

d T 

Slil ( — ( Í - e T ) j -

- ( / s i l l ( COS ^ ( e T - í ) ) oTi 
d T i Í W ^ ^ T 

1 — cos — T e T i 
VT! J 

cos ( 7 JT-( T -Í)) + wsin (TJT-T) sin (;^r(*- T)) e T i T + 

i I V \ 
1 — cos — T e T i 

1 T i / 

sin I - ^ - ( í - T ) i — cřsin f - ^ - T i cos ( -^-(T-Í) i e T i T 

T i 7 V T i / V T i ' 
(A.80) 



1 

2v 1 - 2 e T i T cos ( ^ T ) + e T i 2 T 

i I V \ Ť ^ T 

1 — cos — T e 1 ! 
Ti J 

( =f ( e T - í ) (V 
l e 1 ! COS ^ — ( e T - í ) ) \ V 

d-(T-t) f V 
COS ( ^ ( T - " ) i >' 

f V \ ^ T I , =?- (eT- í ) . ŕ V , 

<lsin ( — T J e ^ j ' + e 1 ! sin ^ — ( í - e T ) 

c sin I ^ r T ) e T i T 1> — c T ' i 

- e T i ( ' T ^ sin ( ^ r ( í - T ) ) "i ^ i I v \ £ T 1 — cos — T e T i 
T i J 

1 — cos ( - ^ - T ) e T i T 

T i J 

v \ A T 

+ ľ s i n ( — T ] o J-'i 

— <Isin ( Y " T ) e T i T [> — 

1 — cos 

2v — T / \ — 
1 - 2eTi cos (=^TJ + e T i 

2T 

+ 

v — V COS 

d — d cos 

T i 
T I — d sin 

T i 

T i 

T e T i + v sin 

T ) e T i e T i cos 
T i 

( e T - í ) — e T i 
( T - í ) 

COS 
T i 

( T - í ) 

T i 
T e T i e T i sin 

T i 
( í - e T ) 

= r - ( T - í ) . 
e T i sin T i 

+ 
( Í - T ) 

Pla t í tedy: 



P r o « 2 T ( Í ) Z č a s o v é h o in t e rva lu t G (0,eT) vyjde: 

U2T{t) 

1 -
v — v 

i — 2 R e { a ( í ) } = 

cos (Ť -̂T) e T i T — cřsin (JJT-T) e T i 

v — 2veTíT cos (Ť=T-T) + v e T í 2 T  

d — d cos (^"T^ e T i T + v s in (ÍJT-T) e T i 

4-(£T-Í) / u , \ J - ( T - Í ) / u , 
e T i COS ( — (eT-í) — e T i cos — ( T - í ) 

T i 

T r 

— T / \ — 
— 2 v e T i cos ( ÍJT-T) + weTi 

2T 
e T i sin ( — (í-eT) 

T i 

T i 

e T i s in I — (Í-T) 
T i 

(A.84) 

co 
CO 



A.3.2 V ý p o č e t r e á l n é s l o ž k y VQ,T(Í) P r o interval t G ( e T , T ) 

u>2T{t) pro časový interval t G (eT, T ) z hlavního textu p la t í (??): 

d+l d-l 
ET 

U 2 T ( * ) 
d + l l-e^c\-4=íit-T) 

21 d-l, + 
l-d l - e T i e T - ^ ( Í - T , 

1 - e T i 
21 d+l r 

1 - e Ti -

_d+l, 
e Ti (A.85) 

Opě t p la t í / = \ / £ 2 — 1 a d = £, jsou oba zlomky pro £ < 1 komplexně sdružená 

čísla: 
ET 

6(0 

5(í) 

d-l. d + l l - e T i - ^ ( Í - T ) 
2/ d-l, 

1 - e T i 
d+l 

-e 

l-d 1 - e T i ET 

2/ d+Zr 

1 - e Ti -
-e i i 

^ ( Í - T ) 

r(ŕ)+js(ŕ) 

r ( í ) - j S ( í ) . 

(A.86) 

(A.87) 

Lze tedy psá t 

b(t) + b(t) = r(t) + js(t) + r(t) - js(t) = 2r(t) = 2Re{6( í )} (A.88) 

Pro vyjádření I /2T(Í) jako reálné funkce času tedy opět stačí vypoč í t a t reálnou 

část některého z členů (A.85). 

Re{b(t)} = Re 

Re{a(t)} = Re< 

d+l 
l-d 1 - e Ti ET d+l (Í-T) 

2/ 1 - e Ti 

d + j V r 

1 = v ^ U < l 
• i ) ( i - a = j « 

]v-d 1 - e Ti ^ _ d ± j £ ( í _ T ) 

2jw 
1 - e Ti 

(A.89) 

V dalších výpoč tech tedy budu postupovat s t a n d a r d n ě jako při rozdělení výrazu na 

reálnou a imaginárn í část . Začnu už i t ím Eulerových vzorců 

d+jv 
]v-d 1 - e Ti ^ _ ^ ( Í _ T ) 

2jw 
1 - e Ti 

+ jd 1 - e T i e T C O S ( ^ - E T ) + j s i n ( ^ - E T 

2v 1 - eTi C O S ( T 7 t ) + J S I N ( T 7 T 

# ( T - Í ) 
e T i cos T i 

(ť-T) — j sin ^ T ( Í - T ) 
i i 

(A.90) 

94 



Z l o m e k r o z š í ř í m k o m p l e x n ě s d r u ž e n ý m jmenova te l em. 

v+jd 1 - e T i T c o s ( = ^ T ) + j s i n ( = ^ T 

2v 
1 — e T i T cos (Ť̂ -T) + j e T i T s in (=^-T 

cos ( ^ - ( Í - T ) ) - j s in ( ^ - ( Í - T ) e T T ^ e T T ^ - * ) cos ( ^ ( Í - T ) ) - j s in ( ^ ( Í - T ) ) ] [cos (^eTJ + j s in (=^ £ T 

1 - e T i C O S ( Ť 7 t ) + J S I N ( T T T 

( A . 9 1 ) 

D á l e j i ž j e n r o z n á s o b u j i p ř í s l u š n é z á v o r k y 

v + ]d 

2v 

' A. 
e ^ 

_d_ 
- e ^ 

— T / \ — 
1 - 2eTi cos (=^T) + e T i 

(T-í) 

2T 

V \ ( V 

cos | — ( Í - T ) J - j srn ^ ( Í - T ) 
_d_T / v \ —x / v 

1 — e T i cos — T + i e T i s in — T 
V T I / J V T i 

( T + e T - í ) V \ ( V \ I V \ ( V \ ( V \ ( V \ ( V 

COS | — eTJ COS ̂ ( í - T ) ) + J c o s ^ Ť ~ ( Í _ T ) ) S m {Tf~£T) ~ J C O S ) S m V Ť ~ ( í ~ T ) ) + ^ V Ť ~ ( í _ T ) ' ^ T i 
-eT 

1 — e T i T cos i — T ) + i s in ( — T 
1 T i ) J V T i 

( A . 9 2 ) 



v + }d 

2v 

d 

— T / \ — 

1 - 2eTi cos ( ^ T J + e T i 
2T 

j e T i 

+j cos 

( T - í ) 
COS ( í - T ) ) - cos (^- (*- T ) ) c o s ( ^ r T ) e T i T + j cos (̂ (ř-T)) s i n (^T) e T l T ~ J s i n (^(Í_T)) + 

• cos 

v 

ŤT 
v 

ŤT 
v 

v 

Ťi" 

T j sin í — ( í - T ) j e T i + sin í — T 
T I T i 

sin 
^ ( T + e T - i ) 

COS ( — ( í - T ) ) COS T i 
eT -

\ f V \ f v \ 4-T . ( V \ ( V \ • ( V \ ^ T . 
í - T COS — e T COS — T e T i + 1 COS — ( í - T ) COS — eT S i n — T e T i + 1 COS 

/ V T i / I T J V T I 7 V T i ) V T i / 

— i cos ( — ( í - T ) sin ( — 
J V T i 7 V T i 

+ sin 

eT COS 
V \ ^-T ( V 

— T i e T i — cos —(Í-T) sin 

+j sin 

v 

ŤT 
v 

ŤT 

T i 

v 

eT S i n 
( í -T)J COS 

( í -T) ) sin I T^—eT I sin 
T i 

T i 

Ť i 
v 

ŤT 
v 

Ťi 

T i 
v 

ŤT' 

— ( Í - T ) J S i n I — :T 

T J e T i + srn ^ — ( Í - T ) ) srn ( — e T 

T e T i 

T i 
v 

ŤT 

eT ) sin ( — T ) e T i —jsin ŤT' ( Í - T ) ) COS ( — eT 

T i 

v 

s i n 
T i ( í - T ) ) S i n ( — eT ) COS 

— T j e T i + 



je ješ tě n u t n é roznásobi t výraz v + jeř. P ř i roznásobování uvažuji jen reálné členy. 

1 

2v 

+d 

l - 2 e T i ± c o s ( ^ T ) + e T i 2T 

( T - í ) 
cos ( í - T ) COS 

- e T i ( T + e T - í ) J 

COS 
T i 

T i 

( Í - T ) ) sin ( — T) eTi 

T i 
T e T i + sin 

s i n 
T i 

( í - T ) COS 

\ / v > d 

sin — T e T i T 
/ V T i J 

T i 
T e T i 

cos 
v \ (v 

— ( f -T) COS — eT 
T / 7 V T i 

COS ( — ( Í - T ) ) - l i l 

S l i l 

— COS 

s i n 

T i 
v 

ŤT 
v 

ŤT' 

( Í -T) sin 

( f -T) COS 

v 
Ť? 
u 

ŤT' 
v 

ŤT' 

eT S i n 

eT COS 

eT S i n 

V \ — 
TÍTT e T i 
T i ) 

v \ d 

TT 
v 

cos 

S l i l 

v \ (v 
— ( í - T ) COS — e T I COS 
Ti 7 V T i ' 

e T i 
T i 

v 
ŤT 

( í - T ) I COS I — e T ] S i n 
T i T i 

T ) e T i + sin 

T I e T i 

d 

cos T i 
( í - T ) S l i l 

T, 
eT COS 

T i T I e T i — 

T 2 

T ) e T i T — cos ( — (Í-T) ] sin 

(í) cos 
T i 

eT COS 
T i 

T e T i 

T i 

-in I — ( í - T ) ) s i n 

T i 
-eT s i n 

T i 
( í - T ) COS 

— e T sin — T e T 

T i ) V T i 



2v 

d 
eTi 

1 - 2 e T i T c o s ( ^ T ) + e T i 

( T - í ) 

2T 

V < cos v 
ŤT 

(Í -T) 

— COS | — 
T i 

• ( V 

+ sm — 

V T i 

+d < — cos 

(t-T) j sm 

( í -T) ) sin 

v 

v 
ŤT' 

1 — cos 

d ^ \ 
T i 

T | e T i 

T ) e T i 

1 — cos 

- e T i 
T + e T - í 

+ sin 

v < cos 

-eT 

V 

ŤT ( í - T ) sm v 
ŤT' 

-eT 

T i 

1 — cos 

T e T i 

T i 

+ sm 

d 

v 
ŤT 

v 
ŤT 
v 

( Í -T) J s m 

( í -T) ] COS 

ŤT 
v 

ŤT 

T ) e T l \ + d < sin 
T i 

( í - T ) COS 
T i 

T | e T i 

eT 1 — cos 

T e T i 

T i 

+ sin 

d_, 
T ) e T i sm 

T i 
( í - T ) COS 

V 

ŤT 
v 

T I e T i + 

T i 
( í - T ) COS 

T i 
-eT 

T i 

1 — cos 

-eT COS 
T i 

( t -T) s i n 
T i 

-eT + 

T i 
T I e T i 

sm 
v 

ŤT 
T e T i sm 

T i 
( t -T) sm 

T i 
eT + COS 

T i 
( í - T ) COS 

T i 
-eT 

Pro zjednodušení některých členů využiji vzorce pro součet v argumentu goniometrické funkce: 

sm 
T i 

( í - T ) COS 
T i 

-eT COS 
T i 

( t -T) sm 
T i 

-eT sm 
T i 

( í - T - e T ) 

T i T i 
S i n — ( í - T ) S i n — eT + COS — ( í - T ) COS — e T = COS — ( e T + T - í ) 

T i T i T i 

(A.95) 

(A.96) 

(A.97) 



1 

2v 

d 

— T / \ — 

1 - 2 e T i C O S ( ^ T ) +eTi 
2T 

eTi ("T ^ j v cos ( Y _ ( Í - T ) 1 — cos ( ^-T ) e T i T + srn ( — (Í-T) J srn T j eTi + d srn ^^r (*- T ) i i v \ ^ T 

1 — COS I — T I 0 J-i 
/ / U , ^ • Z' V \ ^ ~ T \ # ( T + e T - ŕ ) , 

—c/cos I — ( Í -T) J sm ^ ^ r T 1 0 1 1* ~~ 0 1 ^ '' 
i / v \ 

1 — COS I — T 1 0 J-i 
ľ \ / ľ \ • í v \ • í v 

cos i — £ T J cos ^ ( Í - T ) J + s m

 v ^ r e T J s m i k Ť " ( í _ T ) 

v sm I - ^ - T I sin f -^-(í-T-eT) ) e T i T + d 
\ T i / V T i 7 

—asm^—Tje Ti cos ^—(T+eT-í) 

1 — cos ( ^-T ) e T i T 

T i 

d V \ f V 
S l i l I — ( í -T ) COS — eT 

T i 7 \ T i 

v \ . / v 
cos I —(Í-T)J sm y^-eT 

+ 

(A.98) 

COS I — eT COS 

v \ f v 
S l i l I — ( í -T ) COS — eT I — COS 

\ T i 7 V T i 

v \ ( v \ f v 
— (Í-T) J + sm (^—eT J sm ^ ( Í - T ) COS I — (eT+T-í) 

V \ f v 
— (í-T) S l i l — e T 
T i 7 V T i S i l l I — ( í-T-eT) 

(A.99) 

(A.100) 

2v 1 - 2 e T i T c o s ( ^ T ) +eTi # 2 T 

/ ^-(T-í) ŕ / U / N 

l e 1 ! < v cos ^ — ( Í - T ) 
1 — cos ( —T ) e T i T 

T i 

d 
i V \ ( V \ , . / V 

+ vsm[ —(Í-T)J sm \ 7^rTJ e 1 + « sm \^^r ( í - T ) 

-c/cos ( ̂ (í-T)j sin (̂ rT^ e ^ l T 
d d 

e T - ( T + e T - í ) I 1 í * M nT~T 1 — COS I — T ] O 1 i 
COS I — (eT+T-í) ) + 

+wsin ^^r T j s i n yr^(t-T-£T)) e T i T + c/ 1 — cos ( —T ) e T i T 

T i 

d 

1 f U 1 nT~T 1 — COS I — T I O 1 i 

s n i I T ^ - ( Í - T - E T ) ) — (isin f 7 -̂T ] cos f ^ - ( eT+T - í ) ) e T i T i ] (A.101) 
T i T i T i 



1 

2v 
— T / \ — 1 - 2eTi COS ( ^ T j + e T i 2T 

+ sin 

- e T i 

+ sin 

cos 

(í—T 

- í - T 

T i 

( T + e T - ŕ ) 

T i 

d — d cos 

v — v COS 
T i 

T I e T i d sin 
T i 

T I e T i + 

T i 
T ) e T i + v sin ( — (Í-T) ) e T i 

cos 

T i 
( í - T - e T 

— ( e T + T - ť ) 
1 1 

d — d cos 

v — v COS 

d „ 

T i 

T i 

T e T i d sin 
T i 

T e T i + 
— T e T i + v sin — T e T i 
T i J V T i 

2f 
— T / \ — 

1 - 2eTi COS ( ^ T j + e T i 

v — v COS 

d — d cos 

v 

ŤT 

ŤT 

T i e T i — (i sin 

T ) e T i + v sin 

2T 

ŤT 
v 

T I e T i 

T i 
T i e T i 

cos 

s i n 

v 

ŤT 
v 

_d_ 

(Í-T) ) e T i 

d 

( T - í ) 

T i 
T e T i ( T - í ) 

— COS 

s i n 

v 

Ť 

v 

ŤT 

- (eT-í+T)J e T i 

( í - T - e T ) ) e T i 
- ( T + e T - í ) 



Re {č>(í)} 
v — v cos (Ť^T) e T i T — cřsin (JJT-T) e T i 

2v 
— T / \ — 

1 - 2eTi COS ( ^ T j + e T i 

2T 

, V , C\ T-(T-í) M , A ^ ( E T + T - Í ) 

cos | ^ r ( í _ T ) J e — c o s ^^r( e T - í + T )) e 1 

+ 
d — d cos (Ť^-T) e T i T + v sin ( ^ T ) e T i T R 

2v 1 - 2 e T i T c o s ( ^ T ) + e T i 
^ 2 T 

cl 

+ 

U \ ^ - ( T - í ) . / V \ ^ ( T + £ T - Í ) 
s rn — Í -T e T i - s i n — ( Í - T - E T ) e T i 

T i J V T i 

Pro «2T ( Í ) časového intervalu í G (eT, T) pak pla t í 

u2T(t) = 2Re {&(£)} = 

v — v cos (Ť -̂T) e T i T — dsin (Ť^T) e T i 

+ 

v — 2ueTiT cos {ý^T) + u e T i 2 T 

d — d cos ( ^ T ) e T i T + v sin ( ^ T ) e T i 

V \ ^ - ( T - í ) (v \ A ( £ T + T _ ř ) 

cos | ^ r ( í _ T ) J e — c o s
 \ K 7 ^ ~ ( S T - T + T ) J e 1 + 

— T / \ — 
2 v e T i cos í ^J-TJ + u e T i 

2T 

U \ T^- (T-Í) . / V \ ^ - ( T + E T - í ) 

s i n | — ( Í-T) j e T i — s i n ^ — ( Í - T - E T ) ) o J-i 

(A.104) 

(A.105) 

Př ičemž p la t í dříve zavedená substituce / = \ / £ 2 — 1 a d = £. Výsledkem vyjádření vvr(t) jako reálné funkce času tedy je 

U2T{t) 
l - 2 R e { a ( ť ) } p r o í G ( 0 , e T ) 

2Re {&(*)} p r o í G ( e T , T ) 
(A.106) 



o 

U2T(*) 

1 -
— v cos (JJT-T) e T i T

 — cřsin (JJT-T) eTi 

v — 2veTíT cos (Ť=T-T) + veTí' 

d — d cos (Ť^-T) e T i T + v sin (JJT-T) eTi 

J - ( eT- t ) (V \ ^ - ( T - í ) (V 
e T i COS ( — ( e T - í ) — e T i cos — ( T - í ) 

T i 

T R 

+ 

v — 2 f e T i 

v — V COS (;jr-T 

r c o s ( ^ T ) 
d _ 

eTiT -d 

— 2T 
+ veTí 

sin (JJT-T) e T i T 

_d_r 

v — 2ve T i 

d — dcos (^rf-T^ 

r cos (Ť^-T) + weTiz 

e T i T + v sin (ÍJT-TJ 

T 

d _ 
eTi 

( £ T - Í ) . ( V 
eTi sm ( — ( í ­ e T ) 

T i 

T i 

- (T ­ í ) . / V 

e
T i s i n | — (Í-T) T i 

pro t G< 0,eT) 

v — 2 w e
T i T cos (JJT-T) + veTí 

Periodická složka je opě t d á n a vztahem: 

2T 

V \ T^(T-Í) / V \ ^ ( e T + T ­ í ) 
COS — í ­ T e1! — COS — e T ­ í + T e1! 

T i ) V T i 

U \ ; f ( T ­ í ) . / v \ A ( T + e T _ í } 

sm — Í -T e 1 1 — sm — í ­ T ­ e T e 1 1 
T i ) V T i 

+ 

p r o í e < e T , T ) (A.107) 

M2per(í) = «2r( í ) + t í 2 T ( í ­ T) + WT(t - 2T) + t í 2 T ( í ~ 3T) + • • • = £ WT(t - TlT) 
n=0 

(A.108) 



B S P O J I T O S T F U N K C E U2PER{T 

Periodická složka výs tupn ího signálu U2per(t) vzniká per iodickým opakováním funkce 

jedné periody un:{ť). 
oo 

W2per(í) = ~ ™T) ( B . l ) 
n=0 

S a m o t n á funkce « 2 T ( Í ) je však v rámci j edné periody P W M definována pomocí dvou 

vz t ahů - j iný předpis p la t í pro interval t G (0, eT) a j iný pro t G (eT, T ) : 

U2T{t) 

d+l m d+l^ d-l d-lr 

l - d e T i £ T - e T i T _d±lt d + l e T i £ T - e T i T _á=lt 

• - - ä - : ^ T
 e " T l — ä - : ^ T

 e " T l p r o í e ( 0 - £ T ) 

1 — e T i 1 — e T i 
d-l „ d+l 

d + l l - e T i e i _d=i(t_T) l - d l - e T i e i _ í W ( í _ T ) 

o 7 e T l T l P r o í e ^ T ) . 
1 — e T i 1 — e T i 

(B.2) 

Body t — 0 resp. í = T a í = eT jsou tedy potenciá ln ími body nespojitosti. V 

předcházejících výpoč tech a simulacích se však žádná nespojitost neprojevila. Funkce 

by tedy měla být spoji tá . Pokus ím se tedy toto tvrzení dokázat matematicky. 

B . l Spojitost v b o d ě t = T 

Pokud je fukce v tomto b o d ě spoji tá , splňuje p o d m í n k u 

l im vvr(t) = l im v^rít), (B.3) 

což lze napsat jako 

V m é m př ípadě tedy pla t í 

l im Vaiit) - l im Vaiiť) = 0. (B.4) 

l im U2T(Í) = l i m U 2 T ( Í ) (B.5) 
ťe(0,eT) 

Í-S-T+ ť ^ T 
l im U2T(Í) = l i m u 2 T ( í ) (B.6) 

íe(eT,T) 
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Vypč í t ám uvedené l imity: 

l im Upřít) 
íe(0,eT) 

d+l d+i 
,. , Z - d g Ti — g Ti d+l 
l im 1 • — 
ť ^ o 21 

d~l T d-l^ 
Í d + l e T i - e T i 

e T i — -j-; e Ti 
d-l . 

1 - e Ti 
d+l d+l 

l - d g Ti — g Ti 

21 d-l, 
e T i 

d-l rp d-l 
d + l g T i — g T i 

21 d+l, 
1 - e Ti -

21 d-l, 
1 - e T i 

l im Wrvíť) 
te(eT,T) 

, d + Z 1 — e T i -^=í(t-T) l — d 1 — e T i _ ^ ( r _ T ) 
l im — • ——e T i H r̂ — • —i—e T i 

d+l, 

t->T 21 d-l, 
1 - e Ti 

d-lsT 

21 d+l, 
e T i 

d+l 
d + l l - o Ti : í 1 - d 1 - e Ti E T 

21 d-i. 
1 - e T i 

2/ 1 - e Ti -

(B.7) 

(B.8) 
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Následně urč ím rozdíl uvedených limit: 

d±l£T d±lT d-l 

l im vvr(t) — l im « 2 T ( Í ) 
íS<0,eT) ť ^ T v ' 

_ í - d e T i - e T i d + l e T i - e T i d + í 1 - e T i 
*e<£T,T) ~~ 2Ž ~ # * ř 2 Í 

eT 

d-L 
1 - e T i 

Výraz d á m na společného jmenovatele 

1 

/ d - l T \ ( d + l T 
21 1 - e T i M - e T i 

1 - e T i 
2/ d-lr 

1 - e T i 

d+Z 
Z - d 1 - e T i 

ď+Tr 
1 - e T i 

eT 

21 

(B.9) 

0 
01 

2Z 1 - e Ti T 1 - e Ti T - (/ - d) e Ti e T - e Ti T 
d-Z r 

(Z - d) ( 1 - e í ' E T (1 - e V T ) - (l + d) (1 - e T i ' e T ] f l - E T ' I ' T 

1 - e T i 1 j - (Z + d) | e T i " - o Ti 

d+Z 

l - e ¥ T -

(B.10) 

Vy tknu clen 1 — e T i a 1 — e T i p řed závorku 

/ d-ir  

21 1 - e T i 

( d-i  
1 - e T i 

/ d+l 

d+Z„ / d+l ~ d+lry d+l d±l„\ ( d+l d+l „ N 

2/ - 2/e T i T - / e T i e T _ / e T i T _ rfe T i e T + ^ T i T - / - / e T i e T _ + de T i e T 

+ 
+ 1 - e T i 

sT / d_Z d_z d_í d_z N 
Ze T i — Ze T i -)- de T i e T — de T i 

' <í-l d-l N 
Z — Ze T i + d — de T i e ( B . l l ) 



' á=lrr\ ( í ! + l T d+l d+Z_ d+Z d+Z_ d+l d+l 
1 - e Ti T 2/ - 2/e Ti T - / e Tx e T + / e T i T

 + rfe Ti e T - rfe Ti T - / + / e Tx e T + _ rfe T i e 

/ d+Z_\ / 4-1 rf-i d-Z „ d ^ Z - d^Z d-Z - N 

+ 1 - e Ti T _ / e Tx e T

 + / e Tx T _ rfg Ti e T + ^ Ti T - / + / e Tx e T _ + rfe Ti e T 

Některé členy se odečtou,výs ledkem jsou výray 

d-Z \ / d+Z„ d ± l T \ / d+Z N 
1 - e T i 1 Z - Ze T i 1 + tZ - tfe T i 1 + M - e T i 1 

d-Z d—Z _ ' 
- / - cí + Ze T i + de T i 

d-Z r 

2/ 1 - e T i 
d + l r 

1 - e T i 

Závorky roznásobím 

/ d+l d+Z t H T t H T d+Z 
f Z — Ze Ti + (Z — (Ze Ti — Ze Ti + Ze Ti e Ti + 

d - Z T d+Z„ d - Z „ d - Z „ d+Z„ d+Z„ d - Z T d+Z„ d - Z „ d + Z „ N 

+cZe Ti e Ti — Z — (Z + Ze Ti + (Ze Ti + Ze Ti + (Ze Ti — Ze Ti e Ti — (Ze Ti e Ti 

Je vidět , že členy se liší pouze znaménkem, t akže se odečtou, vznikne tedy 

0 

/ í b l - A ( d+Z ^ 
2/ 1 — e Ti 1 - e T i 

Rozdíl l imit je nulový, funkce je tedy v bodě t — T spoji tá . 



B.2 Spojitost v b o d ě t = eT 

Pokud je funkce v tomto bodě spoji tá , splňuje p o d m í n k u 

V m é m př ípadě pla t í 

l im VVT(Í) = l im I Í2T(Í ) - (B. 16) 

l im « 2 T ( Í ) = l im I*2T(Í) (B-17) 
ť ^ e T - t->sT ťe(0,eT) 

Určím jednot l ivé l imity 

l im « 2 T ( Í ) = l i m ^ 2 T ( Í ) ( B . 1 8 
íe(eT,T) 

l im Urr(t) 
í->eT ťe<0,eT) 

/ _ d e T i " - e T i _á±it d + l e T i ' - e T i 1 

hm 1 — • -r—, e T i — • -j—; e T i = 

1 — e T i 1 — e T i 
d+Z cř+Z d^l „ d-Z 

/ - d e T i ' - e T i 1 _d±l£T d + l e T i E - e T i 1 _ ^ e T , „ N 

• " ä - ; ^ T

 E T L - Ž - ; ^ T

 E T L ( A I 9 ) 

1 — e T i 1 — e T i 
l im WOT(Í) 

í->eT ťe<eT,T) 
d-i rp á+1 rp 

,. tZ + Z l - e T i e i _ ^ 1 ( í _ T ) Z - (Z l - e T i e i _ # Ä ( Í _ T )  = l im • e T i - i - • g T i v ' — 

1 — e T i 1 — e T i 
rf~ž

eT cZ+Z e T 

d + Z l - e T i _ ^ ± i ( £ T _ T ) l - d l ­ e T i _ ^ ( e T _ T ) 

= — — • 3—;—e T i H — • j—j—e T i . B.20 
21 1 2Z 1 Tp-̂ T V ; 

1 — e T i 1 — e T i 

Provedu některé mezivýpočty 

/ d+l d+l \ _d±l í W c T _ t f+l c T d+l _d±l d+l 
f r p C J. r p J- 1 r p C J. r p C -L r p C -L r p J- r p C -L -i r p I 1 £ J- J 

e T i — e T i e T i = e T i e T i — e T i e T i = 1 — e T i 

(B.21) 

' d — l rp d~Z T\ ťŽ — Z rp d-Z T _rf-Z rp d~Zrp _ rf~Z rp d~Z ,_ _> 
m C -L r r i J- | r p fc -L r p C -L r p fc -L r y -L r p C -L -i r p \ J- & J- J 

e ±1 — e 1 ! e J-i = e ! i e J-i — e 1 ! e J-i = 1 — e 1 ! 
(B.22) 

' ^ e T \ - ^ ( s T - T ) - ^ ( s T - T ) - ^ ( s T - T ) ^ ( T - s T ) 
1 — e T i e T i = e T i — e T i e T i = e T i — e T i 

(B.23) 

\ _ MeT\e"^Ť7(£T-T) = E " ^ ( E T - T ) - E ^ E T

E - T T ( E T - T ) = e ¥ ( T " e T ) - E T 7 t 

(B.24) 
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Pokud je funkce spoji tá , měly by se dle (B.16) oba výrazy sobě rovnat. Zároveň dosadím mezivýpočty: 
d+l^ d-l/rr, d-l 

1 
l - d l - e ^ ( T - £ T ) l + d l ­ e ^ ( T " £ T ) l - d M { T - £ T ) 

21 d+l 
1 ­ e T i 
/ d+l. 

21 d-l, 
1 ­ e Ti 

21 d+l 
1 ­ e T i 

e Ti T l + d e Ti ( T " e T ) ­ e Ti 
+ 

21 d-l, 
1 ­ e Ti 

d-lr 

Rovnici vynásob ím 21 1 — e T i 1 — e T i a zbavím se tak zlomků 

d+i d-l d+l . d-lr d-l 
21 1 ­ e Ti T 1 ­ e Ti T ­ (/ ­ d) 1 ­ e Ti ( T " e T ) 1 ­ e Ti t ­ (l + d) 1 ­ e Ti (T-eT) d+l, 

1 ­ e Ti 

d+l d+l d-l d-l, d-lr d+l r 

(l - d) e Ti ( T " e T ) ­ e Ti T h ­ e Ti T + (/ + d) e T i ( T ~ e T ) ­ e Ti t 1 ­ e Ti 

Závorky roznásobím, př ičemž některé členy se odeč tou 

, d-l d+l d+l d-l \ ( 
21 1 - e T i - e T i + e T i ^ T i 

(l + d) 

+ (l + d) 

Roznásob ím zbytek závorek 
d-l, 

d+l. d+l. 
e Ti + e Ti ( 

d+l. 
Ti 

d+l. 

d-l, d-l. d+l. d+l, 
21 - 21 e T i " T - 2/e T i " T + 2le T + i ' T

e T i ' T - / + ! e V T + d - cfe V T - l + le T ' I " T - d + de T ' I ' T 

d-l, d+lT d=lT d+lT d+lT d=lT d+lT d-l^ d+l^ d-l d-l d+l^ „ „ 
Ze Ti e Ti — /e T i — de T i e T i + cfe T i + le T i e T i — /e T i + cfe T i e T i — de T i 

Je vidět , že i zbytek členů se odečte a vyjde 0 = 0. Rovnice je opět splněna, funkce je v b o d ě t = eT spoji tá . 



C U P L N Y V Y P O Č E T Z V L N E N Í V Ý S T U P N Í H O 

S I G N Á L U 

C l S t ac ioná rn í body v intervalu t G (0, eT 

V tomto intervalu m á « 2 T ( Í ) tvar: 

U 2 T ( * ) 

d+Z d+í á z l „ d-l 
l - d g Ti g Ti _4±Lt d + l e T i e T - e T i T _á=it 

1 — e Ti _ _ e Ti . ( C . l ) 
21 d+lr 21 d-l. 

1 _ e Ti - 1 - e Ti 

Pro výpočet s tac ionárního bodu (vzhledem k času) nejprve urč ím časovou derivaci 

funkce (??) 

d í X 2 T ( 0 
dt 

d_ 

dl 

te(0 ,eT) 

d+l 
l - d e T i 

E T 

21 d+l 
1 - e T i 

d+Z„ d^l _ d-l„ 
e T i -íttit d + l e T i - e T i 

-e T i š—, e T i 21 d-l 
1 - e T i 

d+l „ d+Z„, 
l — d\ e Ti — e Ti 

21 d+l r 

1 - e T i -

d + l d+l 
e Ti 

d-Z . 

2/ d-Z r 

d + Z \ - = j - í 

e Ti T i 1 - e Ti 

Zderivovaný výraz ješ tě uprav ím. 
d+i d+i 

d 2 — / 2 e Ti — e Ti d+i 
d-l d-l. 

21T1 

d 2 - l 2 

2 /T x 

d+l r 

1 - e T i 1 

/ t W d-Z 
' g T i e i _ e T i d-Z, 

ř d 2 - / 2 g T i £ T — g T i T _d-l 
e T i + - r ^ = — e T i 

21T1 

d+l 

d-l, 
1 - e Ti 

d+l. 

d-l. -e T i _ 

V 

e T i e T _ e T i T _d+l 
g T i 

d+l^ ť 

1 - e Ti 1 - e Ti 

Nalezený vztah položím roven 0 a vyjádř ím čas minima 
/ d-l 

ď - ľ 

21T1 

e T i 
E T 

- e " T i 

d-Z 

V 1 - e Ti 
L r l - l 

t 

d-Z 
T l _d_z 

-e Ti 

d+Z 
e T i E T 

d-l, 
1 - e T i 1 

' <kd^ d-l N 
g T i _ g T i 

d+Z 
1 - e Ti 

d+Z d+Z 
e T i _ e T ! _d+Z 

-e Ti 

d+Z„ 
e T i _d+Z 

-e Ti 

d+l, 
1 - e Ti 

d+l, 
1 - e Ti 

f d + l d+Z rp 
g T i _ g T i 

' d-l, 
1 - e Ti 

d+l, 
e T i ŕ 

d-Z 
e T i ŕ 

2Z 
e-ŤT 1 

(C.2) 

(C.3) 

(C.4) 

(C.5) 

(C.6) 
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Rovnici zlogaritmuji 

In 

' d^l 
e T i E T 

d-l, 
e T i 

d+l, 
1 - e T i -

' d+l 
e T i 

E T d+lr-
e T i 

d-lr 

1 - e T i • 

2Z_ 
(C.7) 

Výsledný vztah pro čas minima je 

T i 
4i 21 

ln 

d-l„ d-i ^ 
T C -L rp -L 

i - e 1 ! 
d+Zr  

1 - e T i 

' d+Z „ d+l rp rp C -L rp -L 

e j i — e A i 
d-lr  

1 - e T i 
(C.8) 

Pokud je t lumen í sys tému £ < 1, výraz v h r a n a t ý c h závorkách je obecně komplexní 

číslo a je n u t n é poč í ta t logaritmus tohoto komplexního čísla, k te rý je definovaný 

jako [9] 

Liaz = ln\z\ + j aigz + j2/í7r, (C.9) 

kde z E C a, k E N. Výsledkem je tedy obecně ř a d a komplexních čísel. Ve skutečnost i 

je však poloha s tac inárn ího bodu číslo reálné. Dalšími m a t e m a t i c k ý m i úpravami 

se nyní pokus ím rovnici (??) opět převést na reálnou funkci. Nejprve roznásobím 

závorky 

4i l i 
21 

L n 

' d^l 
e T i E T 

d + l r p d - l _ 

T -L rp fc -L i e J-i 
d - ž T d - Z „ d+lT 

T -L i rp -L rp J-
i + e J i e x i 

d+Z 
e 

: T ^ E T , V ^ T d+l r d+l d-l, 
T i — g Ti g Ti — p T g T i _|_ g T i e T i 

2/ 

rf-Z d(T+sT)+Z(T-sT) 
e T i — e T i 

d / rp d ryrp 

- e T i + e T i 
d + Z e T d(T+ET)-Z(T-ET) 

e T i — e T i 
d+Z„ _ d _ 9 T 

- e T i + e T i 1 

(CIO) 

( C i l ) 

Úpravu p o č í t á m pro £ < 1, použiji tedy substituci (1.38 

d-jv 

l i 
'2jv 

L n 
e J­i — e 

d(T+ET)+ji>(T­ET) d­jt, _d_ 
Ti ­ e Ti + e T i 

_ d(T+sT)-jv(T-sT) d+jv _d_ 
T O -L rp rp -L . rp ^ -L 

i — e T i — e T i + e T i 

(C.12) 

Komplexní exponenciály rozdělím na reálnou a imaginárn í část pomocí Eulerových 

vzorců [81 

l i 
' 2 j V 

L n 
e 1 1 cos ( T H - J e 1 1 sin _ P T T ( T + E T ) COS ( ^ - ( T - E T ) ) -

^ E T 
e 1 1 cos e 1 1 sin _ P T T ( T + £ T ) COS ( j j r - (T-eT)) + 

—je T i ( ' T + e T ' > sin ( ^ ( T - E T ) ) — e T i T cos (JJT-T) + j e T i T sin (ÍJT-T) + e T l 

+ j e T i ^ T + e T ' 1 sin ^ ( T - E T ) ^ — e T i T cos ( ^ T ) — j e T i T sin ( ^ T ) + e T i 

2T 

2T 
(C.13) 
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Reálne části či tatele i jmenovatele v h r a n a t ý c h závorkách jsou stejné. Imaginárn í 

části jsou komplexně sdružené. Pro zpřehlednění zavedu výrazy 

^ e T 
p = e 1 1 cos 

q = j e T i sin 

T i 

T i 

-eT 
^ ( T + e T ) 

COS 
T i 

(T-eT) e 1 1 COS T i 
T + e 1 ! 

-2T 

^ ( T + e T ) 
s i n 

Vztah (C.13) se pak zjednoduší na tvar 

l i 
~ 2 j V s l 

T i 

L n 

(T-eT) I — j e T i " sin 
-eT 

T i 
-eT 

(C.14) 

(C.15) 

p+k 
(C.16) 

Dle definice logaritmu (C.9) tedy pla t í 

p - k 
4 1 -~2jv 

ln 
p + ]q 

+ j arg • p - n 
p + jq 

+ j2kn (C.17) 

Provedu mezivýpočty 

p - n \p-k\ = VP2 + i1 

\p + k\ VP2 + i2 p + jq 

P-JQ P-JQ i.P-kf p2-q2-2}pq p2 - q2 . 2pq 

P + k P - k p2 + q2 p2 + q2 p-z _|_ q-z J pz _|_ g: 

Rc 

Im 

arg 

p + jg J 

p + jg J 

' p - k 

p2 — q2 

p2 + q2 

2pq 
p2 + q2 

2pq_ 

P + ]Q. 

Mezivýpočty dosadím 

aretan — aretan 
2pq 

p2 — q2 

(C.18) 

(C.19) 

(C.20) 

(C.21) 

(C.22) 

4 i l i 
2]V 

ln 111 — j aretan 
2pq 

+ j2kn 
T i 

p2 — q2 ' J J 2v \ 
aretan 

2pq 
p2 — q2 

2kn 

(C.23) 

Výsledkem je tedy opět reálné číslo. Pokud výsledek ješ tě mírně uprav ím, dostanu 

2pq \ Ti/br T i 
4 i = — aretan 

2v ^2 _ g2 
(C.24) 

Výsledná rovnice udává polohy s tacionárních b o d ů výs tupn ího signálu sys tému. Po­

kud dosad ím zpě t za v = y l — d2, dostanu pro poslední člen výrazu: 

Ti/c7r Tikn 
VT^ď2 

(C.25) 
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C.2 S t ac ioná rn í body v intervalu (eT, T) 

V tomto intervalu m á «2T ( Í ) tvar: 

d-Z d+l 
d + l l - e T i £ T _ ^ ( ŕ - T ) , l - d l ­ e T ! £ T _d±í(t_T) 

U2i{t) = — jzj— e T i + _ _ T _ r _e T i 
21 

1 ­ e Ti 

Výraz na pravé s t raně zderivuji 

du2T(t) 

21 d+lr 

e T i 

d í 

d_ 

ďŕ 

te(eT,T) 

d-l 
d + l l - e T i e T _ ^ Í ( Í _ T ) l - d . e Ti 4-

d+l E T d+Z, 

2/ d-lr 

1 - e T i 
d-l 

d + l 1 - e T i 

2/ 

E T 

d-Z r 

+ 

1 - e T i 
d+Z 

Z - d 1 - e T i 
E T 

(Í + / N 

2/ 

_ ^ - i ( í _ T ) 
e T i + 

1 - e T i - ^ ( Í - T ) 
d+z e 1 

1 - e T i 

2/ d+Zr T i 

_d+Z 
e Ti 

( Í - T ) 

1 - e T i v 

Zderivovaný výraz ješ tě up rav ím 

d+Z 
1 1 - e T i _#^ ( Í_T) 

d-l 
1 1 - e T i e T _ ^ ( Í _ T ) _ e T i 

2/Tj d+l r 

1 - e T i 

-e T i 

1 — e T i 
d+Z E T 

d-f 
} T i 
d-l 

d+l, 

2/Tj 

! _ e T l ^ ( , _ T ) 
E T d-Z, l _ e T i - i p ( í - T ) 

-e T i d-Z r 

1 - e T i 1 - e T i 

Nalezený výraz položím roven 0 a vyjádř ím čas s tac ionárního bodu 
d+Z 

E T 
d-l 

d+l, 

2/Tj 

l _ e T i _ ^ ( Í _ T ) 
- e T i 

E T d-Z, 

d+Zr 

e T i 

l - e T i - V ( Í - T ) 
d-Z 

1 - e T i 
d+Z 

1 ~ e T l £ T

 p - f f i ( « - T ) 

1 - e T i 
/ d+Z 

^ E T 
! _ e T l ^ i ( t - T ) 

1 - e T i 

e T i 
E T 

d-Z r 

e T i _ d - Z 
e Ti 

( Í - T ) 

d+Zr 

e T i 
d-Z 

e T i 
eT _d+Z 

e Tx 
( Í - T ) 

__2Z_ 
e T i 

( Í - T ) 

Rovnici zlogaritmuji a up rav ím 

ln 

d+l 
e T i 

eT d-Z r 

e T i 

d+Zr 

e T i 
d-Z 

e T i eT 

d-Z 
e T i 

( Í - T ) 

_d+Z 
e T i 

( Í - T ) 

2/ 2/ 

•i 1 1 1 

112 



V ý s l e d n ý v z t a h p ro č a s m a x i m a je 

T i 
4 2 = 2 ľ l n 

Ú+l T \ / d-l N 

1 - e T i h - e T i 
+ T (C.33) 

P o k u d je t l u m e n í s y s t é m u £ < 1, v ý r a z v h r a n a t ý c h z á v o r k á c h je o b e c n ě k o m ­

p l e x n í č ís lo a je n u t n é p o č í t a t l oga r i tmus toho to k o m p l e x n í h o č í s la . Z a / d o s a d í m jv 

T i 

2 

( l - e ^ f e T ) ( l - e 4 = f T 

( l - e ^ f e T ) ( l - e 4 = f e T 
+ T (C.34) 

(2.26) r o z n á s o b í m z á v o r k y a d o s a d í m dle v z t a h u (1.38 

T i 

2jv 
- L n 

1 - e T i - e T i E l + e T i + T i 
d—\v 

£— , 
d+jvr 

1
rp ST rp T rp T­1­ rp C~T 

— e 1 ! — e 1 ! — e 1 ! J­i 

+ T (C.35) 

U ž i t í m E u l e r o v ý c h v z o r c ů : 

(i 

l i 
2 j V 

L n 
1 — e T i T cos (Ť^-T) + j e T i T s in ( Í J T - T ) — e T i e T cos ( Ť ^ T ) — 

1 — e T i e T cos (Ť^-ET) + j e T i e T s in ( Ť ^ T ) — e T i T cos ( ; J T - T ) — 

d d 
- j e T i e T s i n ( ^ £ T ) + e T i ( e T + T )

 c o s ( ^ ( e T _ T ) ) + j e T 1 ( £ T + T ) s i n ( ^ ( £ T - T ) 

d d d 
- j e T i T s in ( ^ T ) + e T i ( e T + T ) cos ( ^ ( £ T - T ) ) - j e T i ( e T + T ) s in ( ^ ( S T - T ) 

+ T 

(C.36) 

Č i t a t e l a jmenova t e l j s o u o p ě t k o m p l e x n ě s d r u ž e n á č ís la . Z a v e d u t edy v ý r a z y : 

— T / V \ —eT I ľ 
r = 1 — e T i cos — T — e T i cos 

V T i ) 
— T / V \ -4 ± 

s = j e T i s in — T 1— j e T i s m 

\ ^ - (eT+T) 
-eTJ + e T i cos I ^ - ( s T - T ) ) (C.37) 

T i 

d 
T I — i e T i ( - e T + T ' > Sin I (eT—T) 

T i ) \Ti 
(C.38) 

V z t a h (C.36) se pak z j e d n o d u š í n a tva r 

's2 - I l L n 
2jv 

r + js 

r - js 
+ T (C.39) 

D l e definice l o g a r i t m u (C.9) t edy p l a t í 

42 
T i 

2jv 
l n 

r + js 

r - js 

J rp _|_ j 
+ jarg<^ \ +j2/br + T (C.40) 
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Provedu mezivýpočty 

r + js | r + j s | \ / r 2 + 

| r - j s | \ / r 2 + 
(C.41) 

r - js 

r + j s r + j s (r + j s ) 2 r 2 — s2 + 2jrs r2 — s2 ^ . 2rs (C 42) 
r—js r + j s r 2 + s 2 r 2 + s 2 r 2 + s 2 r 2 + s 2 

I r — js I r z + s z 

I m í r _ ± j f = ^ f _ ( C . 4 4 ) 

r — js J r + s 

Í r + j s i Z | T T 2 2rs 
arg < > = arctan 2 2 = arctan — (0.45) 

Mezivýpočty dosadím 

ts2 — ̂  ^ l n 111 + j arctan {^—^j + j2/br^ + T = ^ ^arctan ^-7^——^ + 2ki?J + T 

(C.46) 

Výsledkem je tedy opět reálné číslo. Pokud výsledek ješ tě mírně uprav ím, dostanu 

T i / 2ps \ TiJbr 
— arctan — H  
Zv \ r z — sz / v 

ts2 = ^ arctan ( -^—2 ) + + T (C.47) 

Výsledná rovnice udává polohy s tacionárních b o d ů výs tupn ího signálu sys tému. Po­

kud dosad ím zpě t za v = y/l — d2, dostanu pro poslední člen výrazu: 

Výraz je stejný jeko při v ý p č t u pro interval t G (eT, T) 

C.3 Hodno ta min ima 

Hodnotu minima z ískám dosazením hodnoty (2.10) do ( C l ) . 

W2min = U2T(t = tmin) (C.49) 

Po dosazení: 

d+l d+irr d—i^ Ů—irr 
C -L r p -i- /-/_!_/ 7 1 7 r p C _L r p -i- d - l , 

w 2 m i n = l g] S T ' 2Ž ^ r - ' ( } 

1 — e T i 1 — e T i 
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Provedu některé mezivýpočty 

d+l 
' T i In 

d+l 
e T i ' 

( d-l N 

e J-i — e x i 

d 
" T i 

In 

d-Z 
e T i 

Mezivýpočty dosad ím do (C.50). 

' d+z d+O 
m fc -L r n J-e 1 ! — e x i 

/ d-lrr d-l > 
m C -L m -i-

e 1 ! — e x i 

' d+Z d+Z rp ' 
m C -L m -i-

e T i _ e T i 

' d+Zr 

1 - e T i -

d-Z r 

1 - e T i 

d+l, 
1 - e T i 

d-l, 
1 - e T i 

zrnili — 1 

d+l „ d+Z 
ř - c i e T i e T - e T i T 

2/ d+lr 
1 - e T i -

/ d_7 d - l N 

e 1 ! — e x i 
d+Zr 

1 - e T i -

' d±i d+i ^ 
e 1 ! — e x i 

d-Z r 

1 - e T i -

d + i 
21 

' d-l d-l 
r n " -L r n ^-e 1 ! — e x i 

' d+Z d+Z 
r n C _L m J-

e 1 ! — e x i 

f d-i d-i 
r n C -L rr~i -L 

e T i _ e T i 

' d+Z d+l 
e T i _ e T i 

d-l „ d-l 
d + l e T i e T - e T i T 

2/ d-Z r 

1 - e T i 

d+l, 
1 - e T i 

d-l. 
1 - e T i 

d+Zr 

1 - e T i 

d + i 
2/ 

d-L 
1 - e ^ 

2/ 

d—l m d—Z m 
r n " -L r n e 1 ! — e x i 

(C.51) 

d+Z d+Z ' 
r n c- -L r n J-e 1 ! — e x i 

(C.52) 

d+l, 
1 - e T i 

d-l 
21 

d-lr 

1 - e T i 

(C.53) 

Dále využiji toho, že 
d - l d - l + 21 d + l 

+ 1 = 
21 21 21 

(C.54) 



d~l-eT d+lr 

U2l_ --1 -l-d e T i e ^ 

Í W t e T i - e T i 1 - e 

21 

' d=l d-l ^ 
r p C -L r p -L 

e 1 ! — e A i 

' d+i d+i ^ 
r p fc -L r p J-

e 1 ! — e x i 

d + l g T i — g T i 

21 d-lr 

1 - e T i 

/ d - i - rf-z N 
r p c .L T I -L 

g T i _ g T i 

d ± Z r 

1 - e T i -

' d+Z d+Z N 
r p C -L r p J-

g T i _ g T i 

' d-l, 
1 - e T i 

d - l  
21 

d+l, 
1 - e TÍ 

d-lr 

1 - e T i 

2/ 

(C.55) 

d-Z d-Z 
i _ d g T i — g T i 

«21. 
21 

Po vy tknu t í : 

d - Z r 

1 - e T i 

d-l 
E T 

d - Z r d+Z r 

g T i _ g T i M _ g T i 

d+l 
E T 

d+lr d-l. 
g T i _ g T i M _ g T i 

21 

d-l 

d + l e T i £ T - e T i 

d-L 

21 

d-l 

l-d e TÍ 

E T 
d-lr 

e T i 

2/ d - Z r 

1 - e T i 

d-z 
E T 

d-lr 

d-l, 
1 - e T i 

d+l. 

f d^A d-l ^ 
r p C -L r p J-

g T i _ g T i 

' d+l d+l N 
r p C -L r p J-

g T i _ g T i 

g T i _ g T i I 1 — e T i 

d+l 
E T 

d + Z r d-l. 
g T i _ g T i I 1 — e T i 

rf-f 
21 

21 
d l + ds 

d+Z r 

1 - e T i 
21 

d-l. 
1 - e Ti 

(C.56) 

(C.57) 

Výraz v kula tých závorkách lze zjednoduši t 

l-d l + d_l-d + l + d_2l_^ 
21 + 21 ~ 21 21 ~ 

(C.58) 



Výsledkem je: 

u 2 l í 1 -

d - l r p d - l 

T O -L r-pi -i-
v i — e T i 

d - l r 

e T i 

d - l 

e 
d-Z r 

Ti — P T e n 
d+Z. 

1 - e T i 
2/ 

d + l d + l r 

rr\ ST j-i-, T 
e J-i — e 1 i 

d-Z r 

(C.59) 
1 - e T i 

C.4 Hodno ta maxima 

Hodnotu maxima získám dosazením hodnoty ímax (2.26) do (C.26). 

M2max = « 2 T ( ^ = ímax) (C.60) 

Po dosazení 

d - l T d+Z _ d + l 1 - e T i _ * t í f í _T) l-d 1 - e T i -<td(t -T) , _ _ L _ . p Ti
 (

 m a x > J . p Ti (max J (p p,^\ 
2 m a x ~ 2/ ^ T 2/ ^ T ' ^ J 

1 — e T i 1 — e T i 
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Nyní opět provedu některé mezivýpočty 

d+Z 
" T i • 

T i 
21 

In 

_d+l  
e Ti (ímax T) 

d-l 
' T i • 

T i 
21 

In 

d-l 
e Tj ( ̂ max T ) 

Mezivýpočty dosadím 

d-l 

u2l_ 
d + l 1 - e T i 

2/ 

E T 

d-Z r 

1 - e T i 

' d+Z 
1 - e T i E T 

d+Zr 

1 - e T i 

d+l 
1 - e T i E T 

d+Zr 

d+l 
1 - e T i 

sT 

d+Zr 

d-Z r 

' d - Z r 

1 - e T i 

d-Z 
+ T - T 

1 - e Ti M - e Ti 
E T 

' d+l 
1 - e T i 

E T 

d+Zr 

' d-lr 

1 - e Ti 

d-l + T - T 

1 - e Ti M - e Ti 
E T 

' d+Z 
1 - e T i 

E T 

d+l r 

1 - e T i 

d-Z 
1 - e T i 

E T 

d + i 
2 i 

+ 
d+Z 

Z - d 1 - e T i 
E T 

21 d+lr 

1 - e T i 

d-lr 

d+l 
21 

1 - e T i 

d-Z 
1 - e T i M - e T i 

E T 

d-lr 

d-l 
21 

1 - e T i 

d-Z 
1 - e Ti M - e Ti 

E T 

d+Z 
1 - e T i 

E T d-lr 

d-l 
21 

1 - e T i 

d+l r d-l 
1 - e Ti M - e Ti 

E T 

(C.62) 

(C.63) 

(C.64) 

V dalš ím zjednodušení využiji toho, že 

d + l 
+ 1 

- d - l + 21 -d + l d - l 

21 21 21 
(C.65) 



^2max 

21 

d±i 
1 - e T i 

d+Z 
l - d 1 - e Ti 

E T 

d±lr 

1 - e T i -

d+Z 
e T i 

d+l 
1 - e T i 

1 - e T i E T d-Z r 

1 - e T i 

d+Zr d-l 
1 - e T i 1 - e T i 

E T 

d + i 
21 

sT d-Z r 

1 - e T i 

d+Zr d-l 
1 - e Ti M - e Ti 

E T 

d+l 
21 

+ 

d+l 

U2n 

Po vy tknu t í : 

d + l 1 - e T i 
2/ 

E T 

d+Zr 

1 - e Ti 

d+Z T \ / d-l N 

1 - e T i £ i M - e T i 

d + t 
2! 

+ 
d+l 

l - d 1 - e T i 
E T 

2/ d+Zr 

1 - e Ti i ^ ř i 
1 — e Ti 1 — e Ti 

d + i 
2! 

d+Z 
d + Z 1 - e T i 

21 

E T 

d+l r 

1 - e T i 

d + i 
2! 

/ — d / + cT 
+ 

2/ 2/ 

Výraz v kula tých závorkách lze zjednoduši t 

Výsledkem je 

Z - d l + d _ l - d + l + d _ 2 l _ ^ 

21 + 21 ~ 21 21 ~ 

d+i 
1 - e T i £ l 

ď+I~ 
1 - e T i 

d + i 
2 ! 

(C.66) 

(C.67) 

(C.68) 

(C.69) 



C.5 Zvlnění v ý s t u p n í h o s ignálu 

Zvlnění v m é m př ípadě definuji jako rozdíl max imá ln í a minimální hodnoty výs tupn ího signálu sys tému 

Po dosazení vzorců (C.69) a (C.59): 

R 
1 — e T i 

1 - e Ti 

d+i d - l r 

1 - e T i M - e T i 

d+l. d-l 
1 - e T i M - e Ti 

eT 

d+l 
21 

d-l eT d-l. 

e T i _ e T i 

d-lrr, 
1 - e T i 

' d^l d-l„\ / d+ 
e T i £ i _ e T x M _ e T 

M ' - - M A 1 ­ e ' 

Výraz lze mírně upravit 

d+i 
1 ­ e T i 

d+l^ 
1 ­ e Ti 

d+l 
1 ­ e T i eT d-l. 

1 ­ e
T i 

d-l 
eT 

e ' i ­ e ' i 
d-l„ 

1 - e T i 

d-l d-l \ f d+L 
e T i ­ e T i M - e T i 

d+l 
eT £Ž+Zr 

g T i _ g T i j M _ g T i 

Dále využiji toho, že pla t í 
d-l d -1 + 21 d + l , . í 

1 = = — = ( ­1) ­
2/ 2/ 21 

d + ľ 
~2ľ 



K) 

' d+l 
1 - e T i 

eT d-Z r 

1 - e T i 

cí-i T d-l 
m C -L m J-

e T i _ e T i 

1 - e T l 

f d-l d-l N 

e T i — e T i 
d+Zr 

1 - e T i 

' d+Z T d+Z x 

e Ti — e T i 
d-Z r 

1 - e T i 

d-l  
21 

- 1 

Po zjednodušení 

d-Z 

R 
1 - e T i 

1 - e Ti 

E T 

d+lr d-l 
1 - e Ti M - e Ti 

E T 

d+Z E T d-l, 
1 - e T i M - e T i 

d-l  
21 

+ 
d-Z T d - Z „ 

e « — e x i 
d-Z r 

Závorky roznásobím 

i - e^ - r 
•+1 

1 — e T I 

1 - e T i 

d-Z 

t d-l d-l N 
m C -L m J-

e Ti — e Ti 
' d+Z d+Z N 

m C -L m J-

e Ti — e Ti 

^ E T ^ T \ 2 1  

e T i _ e T i 
• + 1 

d-l  
21 

+ 

' d+lr 

1 - e Ti 

d-L 
1 - e T i 

d-l  
21. 

- 1 

d-l 

1 — e T i 

1 ^ T \ 2 I  

1 — e Ti 
d+l 

1 - e T i 
E T 

rf-f 
2/ 

1 — e Ti 
' ^ E T ^ T \ 2 I 

e i i _ e i i 

d-l 1 

(C.73) 

(C.74) 

Po v y t k n u t í vyjde vztah pro zvlnění výs tupn ího signálu v závislosti na parametrech sys tému i velikosti periody a s t ř ídy vs tupn í 

P W M 
d-l 

1 — e T I 

R = R(e,T,T1,0 

1 - e T i E T 

£ + l 

T 6^T m T 
v i — e T i 

d-l + 

e T i _ e T i 

- 1 (C.75) 



Výraz se dále pokus ím zjednoduši t pro hodnotu s t ř ídy P W M e = 0.5, kdy je zvlnění největší. Závorky tedy opět roznásobím: 

1 - e T i 
d±lT\ 21 d-l 

d+l 

1 - e T i 2 

d-l d+l 
d+l \ 21 ( d-lL

 d~l \ 21 

1 - e T i [ e T i 2 — e T i I 

R •0.5 d+l 
d - l T \ 21 f 

1 - e T i 1 - e T i 5 
d + l i T \ 2 i 

d+l 
d - l T \ 21 

1 - e T i I e T i 2 - _ e T i 

d+l Irp I - rp 
d-l 

d+l „ \ 2 i 

(C.76) 

Některé podí ly lze výrazně zjednoduši t . Provedu tedy příslušné mezivýpočty: 

d+l, 
1 - e T i • 

21 

' d+l 
1 - e T i -i±-

d-l 
21 

e T i 2 

1 - e T i 

21 
d-l 
21 

d + l l r r \ 21 
1 + e T i ' 2 T (C.77) 

d+l 
d - l l r r \ 21 

1 - e T i 2 L 

d+l 

d-l 

I d + Z i „ d+l \ 21 

e T i 2 _ e T i 

f d-lx í b l ^ A 2 1 

e T i 2 1 _ e T i 

d + i 

1 + e Ti 2 

d + i 
d - ž j T \ 2 i 

1 + e T i 2 

d - t 
d ± l l r p \ 2 i 

e T i 2 

e T i 2 

d+l 

1 + e Ti 2 

d + i 
d - Z l T \ 2 ! 

(C.78) 

(C.79) 

(C.80) 



Mezivýpočty dosadím 

0.5 1 + e T i 
1 

1 + e Ti 2 

d + i 

J - i i T \ « 
1 + e T i 2 M 

+ 
e Ti 2 -

d + i 

d + i 
J - i i T \ « 

1 + e T i 2 1 

Některé členy lze vytknout 

1 + e T i 
d+llT\ 2! 

d - í / 
9 i / 

•Ro.i d + i 

1 + e T i 

' d-rilrrA 2 
e T i 2 

1 + 

e Ti 2 -

- 1 

(C.81) 

(C.82) 

P la t í : 
d — l T d + l (d-l)(d + l)T T 

T i 2 21 4 / T i 4/Tj 

d + Z T d - l (d + l)(d-l)T T 

T i 2 21 

[ 1 + e Ti 2 

4/Tj 

0.5 d + i 

d—i 1 m \ 2! 
1 + 

1 + e T i 2 
e ^ s / 

4/Tj 

- 1 

Výsledné zvlnění pro e = 0.5: 

' 4 t í i T \ 2 i 

1 + e T i 2 1 

-Ro.5 — 2- rf+i - 1 

1 + e T i 

(C.í 

(C.í 

13) 

14) 

(C.85) 

(C.86) 

C.6 P ř e v e d e n í zv lnění na r eá lnou funkci 

Jak je vidět ze vztahu (C.86), je pro £ < 1 č i tatel i jmenovatel komplexní číslo. 

Ve skutečnost i je však velikost zvlnění reá lná i pro sys témy s £ < 1 Následujícími 

m a t e m a t i c k ý m i úpravami tedy p řevedu výraz (C.86) na reálné číslo. Nejprve výraz 

rozdělím na reálnou a imaginární část dle definice (??). 

d—jv 

' d + Í v

 T \ 2J" 

1 + e 2T i 

0.5 

1 + e 2Ti 

d+j£ 
(C.87) 
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Použ i t ím Eulerových vzorců či tatele i jmenovatele převedu na složkový tvar 
— v—jd 

f l + e ^ 1 cos ( ^ | ) + jeTT? S i n ( ^ f ) ) 

^0.5 = 2 ^ J — T - 1 = 2 - ^ - 1 (C.Í 
d T _d_ T / s \ 2 " ^2 

l + e T i 2 C O S ( ^ T ) _ j e T l 2 s i n ( ^ f ) 

Je vidět , že či ta tel i jmenovatel jsou komplexní čísla, navíc u m o c n ě n á na j iné kom­

plexní číslo. J e d n á se tedy o obecnou exponenciální funkci v komplexním oboru. Dle 

[9] plat í : 
zc = e

c L n ( z ) = e

c ( l n l z l+J a r s z +J 2 m 7 r ) (C.89) 

kde z . c e C a m e N . 

d T f D 

Ä e { z i } = l + e T i 2 C O S ( _ T ) ( C 9 0 ) 

d T f D 

Im {Zl} = e T i 2 S i n ( —T j (C 91) 
d T / 1) 

Ä e { z 2 } = l + e T i 2 C O S ( _ T ) (c.92) 

d T f i) 
Im{z2} = - e T i 2 sin ( — f ) (C.93) 

Z l = 1 + e T i 2 c o s ( - í j + j e T i 2 S i n ^ — f J (C.94) 

— X /y \ _d_T / y \ 

z 2 = 1 + e T i 2 c o s ( - x j + jeTi 2 s i n ( ^—f J (C.95) 

c i = (C96) 
2v 

ci = — (C.97) 

V m é m př ípadě tedy pla t í 

7

cl ^ ^ ( In | z i | + j a rgz i+ j2m7r ) 
R = 2 - i - - 1 = 2— 1 (C.98) 

Z 2 e ^ - ( l n | z 2 | - j a r g ž 2 + j 2 m 7 r ) 

V dalš ím kroku tedy v y p o č í t á m absolu tn í hodnoty a argumenty čísel zi, z2 

d T / T ; \ d _ 
| ^ | = y i + 2 e T i 2 C O S ^ — T J + e T l

i (C.99) 

e T i 2 g i n í X T j 
arg zl = arctan / T l \ J (C. 100) 

l + c o s ( ^ x ) 

d T /y \ d T 

| z 2 | = y i + 2 e T i 2 C O s ^ _ T J + e T l

A = | Z l | (C.101) 

e T i 2 s i n ( ^ T ) 
arg -2 2 = — arctan , 1

 x = — arg z\ (C. 102) 
l + c o s ( ^ x ) 
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Je vidět , že čísla Z\,z2 jsou vzájemně komplexně sdružená, up rav ím tedy vztah 

(C.98) 

= 2e(-|-Jé)( lnlzil+Jarszi+J2fc^)-(|-Jé)( lnlzil-Jarszi+J2fc7r) _ i ( c 103) 

Po roznásobení se odeč tou imaginárn í část i a zbyde pouze 

_ 2 e - l n k l l + ^argzi-j2m7r _ ^ (C.104) 

Pokud uvažuji pouze hlavní hodnotu logaritmu, tedy m = 0, pak pla t í 

d 

R = 2 e - l n l * i l + ^ i - 1 = 2 e - l n | 2 : i | e í a r s 2 : 1 - 1 = 2e" ™gZl - 1 (C.105) 

k i l 

Po dosazení mez ivýpoč tů dostanu výsledný vztah 

d T 

T I 2 , ^ f ) 1 + e 1- 1 cos 

R = 2 . = = - 1 (C.106) 
' l + 2 e T i 2 C O s ( ^ ) + 6 T 1 1 
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D Z D R O J O V É K Ó D Y 

Některé ř á d k y kódu jsem musel rozepsat na více řádků , aby se vešly na šířku s t ránky. 

D . l Skr ipt pro p o r o v n á n í t eo re t i ckého v ý p o č t u a 

simulace časového p r ů b ě h u 

% a u t o r : M a r t i n P e t e r a , 
% program p r o vygenerováni časového průběhu v y s t u p n i h o signálu 
c l e a r a l l ; 
c l o s e a l l ; 
c l e ; 

TI = 4e-3; % cas o v a k o n s t a n t a systému [s] 
d = 0.9; % t l u m e n i systému [-] 
z e s i l e n i = 1; % z e s i l e n i s o u s t a v y [-] 
U0 = 1; % v y s k a i m p u l z u PWM [-] 
T = 9e-3; % p e r i o d a PWM [s] 
e p s i l o n = 0 . 3 ; % s t r i d a signálu PWM [-] 

P o c e t P e r i o d = 4; % počet zobrazených p e r i o d 
P o c e t V z o r k u N a P e r i o d u = 400; % 

%% P r i p r a v a proměnných 
epsT = e p s i l o n * T ; % s t r i d a v [s] 
Po c e t V z o r k u N a P e r i o d u S i m = u i n t l 6 ( P o c e t V z o r k u N a P e r i o d u ) ; 
KrokCasu = T / P o c e t V z o r k u N a P e r i o d u ; 
P o c e t V z o r k u = P o c e t V z o r k u N a P e r i o d u * P o c e t P e r i o d ; 
Tvzork = P o c e t V z o r k u N a P e r i o d u ; 
epsTvz = e p s T / T * P o c e t V z o r k u N a P e r i o d u ; 
epsTvzSim = u i n t l 6 ( e p s T v z ) ; 
D e l k a S i m u l a c e = K r o k C a s u * ( P o c e t V z o r k u - 1 ) ; 
HodnotyCasu = z e r o s ( 1 , P o c e t V z o r k u ) ; 
V y s t u p n i S i g n a l = z e r o s ( 1 , P o c e t V z o r k u ) ; 
V s t u p n i S i g n a l = z e r o s ( 1 , P o c e t V z o r k u ) ; 
j = d o u b l e ( 0 ) ; 
n = d o u b l e ( 0 ) ; 
P e r i o d a = u i n t l 6 ( 0 ) ; 
PeriodaPWM = u i n t l 6 ( 0 ) ; 
počet = u i n t l 6 ( 0 ) ; 

%% Vypočet v s t u p n i h o signálu 

126 



f o r i = l : 1 : P o c e t V z o r k u 
i f ( i > PeriodaPWM*Tvzork)&&( i <= PeriodaPWM*Tvzork + epsTvz) 

V s t u p n i S i g n a l ( i ) = UO; 
e l s e % nebo i n t e r v a l ( f i , b e t a ) 

V s t u p n i S i g n a l ( i ) = 0; % p o d l e toho se rozhodne, 
% zda ma v z o r e k hodnotu UO nebo 0 

end 
počet = počet + 1 ; % p r i kazdem průchodu cyklem se z v y s i o jednu 

i f počet == P o c e t V z o r k u N a P e r i o d u 
% j a k m i l e počitadlo dosáhne hodnoty b e t a ve "vzorkové o b l a s t i " 
počet = 0; 
% počitadlo se v y n u l u j e p r o d a l s i n a c i t a n i 

PeriodaPWM = PeriodaPWM + 1; 
% a z v y s i se o jedna počitadlo p e r i o d 

end 
end 

%% Vypočet v y s t u p n i h o signálu 
i f i s r e a l ( s q r t ( d A 2 - l ) ) % t e s t zda j e k s i v e t s i nez 1 

% pokud j e , vypočet se provede p ro 1 r e a l n e systém ma k s i > 1 
1 = s q r t ( d " 2 - l ) ; 
% P r e d v y p o c e t k o n s t a n t n a z a v i s l y c h na case 
K o n s t l I n t e r v a l O e p s T = ( 1 - d ) / ( 2 * 1 ) * ( e x p ( ( d + 1 ) * e p s T / T l ) -

exp((d+1)*T/T1) )/( 1 - exp((d+1)*T/T1) ); 
K o n s t 2 l n t e r v a l 0 e p s T = (d+1)/(2*1)*( e x p ( ( d - 1 ) * e p s T / T l ) -

exp((d-1)*T/T1) )/( 1 - exp((d-1)*T/T1) ); 
K o n s t l I n t e r v a l e p s T T = ( 1 - d ) / ( 2 * 1 ) * ( 1 - exp ( ( d + 1 ) * e p s T / T l ) )/ 

( 1 - exp((d+1)*T/T1) ); 
K o n s t 2 l n t e r v a l e p s T T = (d+1)/(2*1)*( 1 - e x p ( ( d - 1 ) * e p s T / T l ) )/ 

( 1 - exp((d-1)*T/T1) ); 
% Vypočet časového průběhu v y s t u p n i h o signálu systému d l e (1.36) v DP 
f o r i = l : 1 : P o c e t V z o r k u 

j = j + 1; % p r o práci s proměnnými t y p u double 
n = n + 1; % p r o práci s c e l o c i s e l n y m i hodnotami 
Ho d n o t y C a s u ( i ) = n*KrokCasu; % hodnoty vodorovné osy p r o g r a f 
i f ( i > P e r i o d a * T v z o r k ) & & ( i <= P e r i o d a * T v z o r k + epsTvz) 

M e z i V y p o c e t l = e x p ( - ( d + 1 ) / T I * j * K r o k C a s u ) ; 
M e z i V y p o c e t 2 = e x p ( - ( d - 1 ) / T I * j * K r o k C a s u ) ; 
V y s t u p n i S i g n a l ( i ) = z e s i l e n i * U 0 * ( 1 - K o n s t l I n t e r v a l O e p s T * 

M e z i V y p o c e t l - K o n s t 2 l n t e r v a l 0 e p s T * M e z i V y p o c e t 2 ) ; 
e l s e 

M e z i V y p o c e t l = e x p ( - ( d + 1 ) / T I * ( j * K r o k C a s u - T ) ) ; 
MeziVy p o c e t 2 = e x p ( - ( d - 1 ) / T I * ( j * K r o k C a s u - T ) ) ; 
V y s t u p n i S i g n a l ( i ) = z e s i l e n i * U 0 * ( K o n s t l I n t e r v a l e p s T T * 

M e z i V y p o c e t l + K o n s t 2 l n t e r v a l e p s T T * M e z i V y p o c e t 2 ) ; 
end 
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počet = počet + 1; 
i f počet == P o c e t V z o r k u N a P e r i o d u 

počet = 0; 
j = 0; 
P e r i o d a = P e r i o d a + 1; 

end 
end 

e l s e % 1 vyšlo k o m p l e x n i , systém ma k s i < 1 
% p r e d v y p o c e t k o n s t a n t n a z a v i s l y v h na case 
v = s q r t ( 1 - d A2) ; 
K o n s t l = v - v * c o s ( v * T / T l ) * e x p ( d * T / T l ) - d * s i n ( v * T / T l ) * e x p ( d * T / T l ) ; 
Konst2 = d - d * c o s ( v * T / T l ) * e x p ( d * T / T l ) + v*sín(v*T/Tl)*exp(d*T/Tl); 
jm e n o v a t e l = v - v * 2 * c o s ( v * T / T l ) * e x p ( d * T / T l ) + v * e x p ( 2 * d * T / T l ) ; 
% Vypočet časového průběhu v y s t u p n i h o signálu systému d l e (1.70) v DP 
f o r i = l : 1 : P o c e t V z o r k u 

j = j + i ; 
n = n + 1; 
Hod n o t y C a s u ( i ) = n*KrokCasu; 
i f ( i > P e r i o d a * T v z o r k ) & & ( i <= P e r i o d a * T v z o r k + epsTvz) 

M e z i V y p o c e t l = exp(d*(epsT - j * K r o k C a s u ) / T I ) * 
c o s ( v * ( e p s T - j * K r o k C a s u ) / T I ) -
exp(d*(T - j * K r o k C a s u ) / T I ) * c o s ( v * ( T - j * K r o k C a s u ) / T I ) ; 

M e z i V y p o c e t 2 = exp(d*(epsT - j * K r o k C a s u ) / T I ) * s i n ( v * ( j * K r o k C a s u 
- e p s T ) / T l ) - exp(d*(T - j * K r o k C a s u ) / T I ) * 

s i n ( v * ( j * K r o k C a s u - T ) / T 1 ) ; 
V y s t u p n i S i g n a l ( i ) = U 0 * z e s i l e n i * ( 1 - ( K o n s t l * M e z i V y p o c e t l + 

K o n s t 2 * M e z i V y p o c e t 2 ) / j m e n o v a t e l ) ; 
e l s e 

M e z i V y p o c e t l = exp(d*(T - j * K r o k C a s u ) / T I ) * 
c o s ( v * ( j * K r o k C a s u - T)/T1) - exp(d*(T + epsT -
j * K r o k C a s u ) / T I ) * c o s ( v * ( T + epsT - j * K r o k C a s u ) / T I ) ; 

M e z i V y p o c e t 2 = exp(d*(T - j * K r o k C a s u ) / T I ) * s i n ( v * ( j * K r o k C a s u -
T)/T1) - exp(d*(T + epsT - j * K r o k C a s u ) / T I ) * 

s i n ( v * ( j * K r o k C a s u - T - e p s T ) / T l ) ; 
V y s t u p n i S i g n a l ( i ) = z e s i l e n i * u O * ( K o n s t l * M e z i V y p o c e t l + 

K o n s t 2 * M e z i V y p o c e t 2 ) / j m e n o v a t e l ; 
end 
počet = počet + 1; 
i f počet == P o c e t V z o r k u N a P e r i o d u 

počet = 0; 
j = 0; 
P e r i o d a = P e r i o d a + 1; 

end 
end 

end 
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%% Spuštěni s i m u l a c n i h o schema v SIMULINK 
sim('SimSchemaW.six'); 

%% K r e s l e n i vygenerovaných dat 
maxy = m a x ( V y s t u p n i S i g n a l ) ; 
miny = m i n ( V y s t u p n i S i g n a l ) ; 
i f maxy < UO 

maxy = UO; 
end 
i f miny > 0 

miny = - 0 . 0 5 ; 
end 
f i g u r e ( ) ; 
p l o t ( H o d n o t y C a s u , V s t u p n i S i g n a l , ' C o l o r ' , [ 0 0 .6 0 ] , ' L i n e W i d t h ' , 1 . 5 ) ; 
h o l d on; 
p l o t ( H o d n o t y C a s u , v y s t u p S y s t . s i g n a l s . v a l u e s , ' C o l o r ' , ' r e d ' , ' L i n e W i d t h ' , 1 . 5 ) ; 
g r i d on; 
p l o t ( H o d n o t y C a s u , r e a l ( V y s t u p n i S i g n a l ) , ' C o l o r ' , ' b l u e ' , ' L i n e W i d t h ' , 1 . 5 ) ; 
y l i m ( [ m i n y 1 . 2*maxy]); 
x l i m ( [ 0 P o c e t P e r i o d * T ] ) ; 
x l a b e l ('t[s] ' ) ; 
y l a b e l ( ' u _ { l , 2 } [ - ] ' ) ; 
l e g e n d ( ' P W M ' , ' S i m u l a c e ' , ' u _ { 2 p e r } ( t ) ' ) ; 
l e g e n d ( ' O r i e n t a t i o n ' , ' H o r i z o n t a l ' ) ; 

D.2 Skript pro vygenerován í grafů velikosti zv l ­
něn í 

% A u t o r : M a r t i n P e t e r a 
% S k r i p t p r o vygenerováni g r a f u p r o g r a f i c k o u metodu zjištěni požadované 
% p e r i o d y PWM 
% Tento s k r i p t c y k l i c k y v o l a schéma 'SimSchemaR.slx' 
% Data ze s i m u l a c e i z teoretického vypočtu j s o u k r e s l e n a do jednoho g r a f u 
c l e a r a l l ; 
c l o s e a l l ; 
c l e ; 

%% K o n s t a n t y programu 
k s i = 1 : 0 . 5 : 3 ; 

a = 0 . 6 : 0 . 0 5 : 3 ; % rada k o e f i c i e n t u - p r o vodorovnou osu T/Tl 

%% A l o k a c e proměnných 
cc = h s v ( l e n g t h ( k s i ) ) ; % d e f i n u j i se b a r v y p ro křivky 
TI = 1; % TI j e z v o l e n o na 1 
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R l = z e r o s ( 1 , l e n g t h ( k s i ) ) ; % p r e d p r i p r a v i se p o l e p r o zvlněni ze s i m u l a c e 
f i g = f i g u r e ( 1 ) ; % novy f i g u r e 
s e t ( g c a , ' F o n t S i z e ' , 1 6 ) % C r e a t e s an axes and s e t s i t s F o n t S i z e t o 18 
disp('celkový počet c y k l u : ' ) ; % 

d i s p ( l e n g t h ( k s i ) ) ; % výpise počet c y k l u - p r o i n f o r m a c i 

%% Generováni g r a f u zvlněni 
f o r i = 1 : 1 : l e n g t h ( k s i ) % h l a v n i c y k l u s - p r o ruzne k s i 

d i s p ( i ) ; % zobrazováni a k t u a l n i h o c y k l u s i m u l a c e 
d = k s i ( i ) ; 

f o r j = 1 : 1 : l e n g t h ( a ) % v e d l e j s i c y k l u s - p r o pomer T/Tl 
T = a ( j ) * T l ; % vypočet p e r i o d y PWM 
StopTime = 100*T; % doba s i m u l a c e v s i m u l i n k u 
Step = T/300; % krok s o l v e r u s i m u l i n k u 
sim('SimSchemaR.six'); % voláni s i m u l i n k o v s k e h o schema 
% výsledkem s i m u l a c e j e p o l e hodnot v y s t u p n i h o signálu systému 
h = 0; % počitadlo maxim a minim z o d s i m u l o v a n y c h průběhu 
k = l e n g t h ( v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ) ; % zjištěni délky p o l e ze s i m u l a c e maxindex = 0; o i n d e x maxima v p o l i ze s i m u l a c e 
m i n i n d e x = 0; o 

o i n d e x minima v p o l i ze s i m u l a c e 
maxvalue = 0; o 

o maximálni hodnota ze s i m u l a c e 
m i n v a l u e = 0; o 

o minimálni hodnota ze s i m u l a c e 
w h i l e h ~= 2 o 

o p r o c h a z i se p o l e vracené ze s i m u l a c e 
% dokud se nenajde jedno maximum a jedno minimum 

i f ( v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 2 ) < v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) ) & & 
( v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) > v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k ) ) 

% p o l e se p r o c h a z i od konce a hledá se maximum 
maxindex = k-1; % u l o z i se i n d e x maxima z p o l e 
maxvalue = v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) ; % hodnota maxima 
h = h + 1; % in k r e m e n t a c e počitadla maxim a minim 

end 
i f ( v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 2 ) > v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) ) & & 

( v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) < v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k ) ) 
% p r o c h a z i se odkonce p o l e ze s i m u l a c e a 
% hledá se minimum 

min i n d e x = k - 1;% u l o z i se i n d e x minima z p o l e 
m i n v a l u e = v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) ; % hodnota minima 
h = h + 1; % in k r e m e n t a c e počitadla maxim a minim 

end 
k = k - 1; % p o s u n u t i v p o l i hodnot ze s i m u l a c e 

end 
R l ( j ) = maxvalue - m i n v a l u e ; % zvlněni signálu 

end 
l o g l o g ( a , R l , ' C o l o r ' , c c ( i , : ) , ' L i n e W i d t h ' , 1 . 3 ) ; 

% křivka do g r a f u p ro dane k s i 
h o l d on; 
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end 
y l i m ( [ 0 . 0 0 7 0 . 7 ] ) ; 
g r i d minor; 
x l a b e l ( ' T / T _ l [ - ] ' ) ; 
y l a b e l ( ' R [ - ] ' ) ; 
p o p i s = c e l l ( l e n g t h ( k s i ) , 1 ) 
f o r i = 1 : 1 : l e n g t h ( k s i ) 

p o p i s { i } = s t r c a t ( ' \ x i : 

end 
l e g e n d ( p o p i s { : } ) ; 

% z o b r a z e n i v e d l e j s i m r i z k y 
% p o p i s e k osy x 

% p r e d p r i p r a v y se p o l e buněk p r o t e x t 
% vytvořeni t e x t u p r o legendu 

num2str( r o u n d ( k s i ( i ) / 0 . 0 1 ) * 0 . 0 1 ) ) ; 
% p r v n i p o l o v i n a l e g e n d y - ze s i m u l a c e 
% v y o b r a z e n i l e g e n d y do g r a f u 

l e g e n d ( ' O r i e n t a t i o n ' , ' V e r t i c a l ' , ' L o c a t i o n ' , ' E a s t O u t s i d e ' ) ; 

D.3 Skript pro p o r o v n á n í t eo re t i ckého v ý p o č t u a 

simulace velikosti zv lnění 

% A u t o r : M a r t i n P e t e r a 
% S k r i p t p r o porovnáni teoretického vypočtu a s i m u l a c e v SIMULINKu 
% Tento s k r i p t c y k l i c k y v o l a schema 'SimSchemaR.six' 
% Data ze s i m u l a c e i z teoretického vypočtu j s o u k r e s l e n a do jednoho g r a f u 
c l e a r a l l ; 
c l o s e a l l ; 
c l e ; 

%% K o n s t a n t y programu 
k s i = 1:0.5:3.5; 
a = 0.5:0.1:3; rada k o e f i c i e n t u - pro vodorovnou osu T/Tl 

%% A l o k a c e proměnných 
cc = h s v ( 2 * l e n g t h ( k s i ) ) 
TI = 1; 
R = z e r o s ( 1 , l e n g t h ( a ) ) ; 
R l = z e r o s ( 1 , l e n g t h ( a ) ) 
f i g = f i g u r e ( 1 ) ; 
s e t ( g c a , ' F o n t S i z e ' , 1 8 ) ; 
disp('celkový počet c y k l u : ' 
d i s p ( l e n g t h ( k s i ) ) ; 
f o r i = 1 : 1 : l e n g t h ( k s i ) 

d i s p ( i ) ; 
f o r j = 1 : 1 : l e n g t h ( a ) 

T = a ( j ) * T 1 ; 
d = k s i ( i ) ; 
StopTime = 100*T; 
Step = T/300; 
sim('SimSchemaR.six' 

% d e f i n u j i se b a r v y p r o křivky 
TI j e z v o l e n o na 1 
p r e d p r i p r a v i se p o l e p r o zvlněni z t e o r . vypočtu 
p r e d p r i p r a v i se p o l e p r o zvlněni ze s i m u l a c e 
novy figuře 

% výpise počet c y k l u - p r o i n f o r m a c i 
% h l a v n i c y k l u s - p r o ruzne k s i 

% zobrazováni a k t u a l n i h o c y k l u s i m u l a c e 
% v e d l e j s i c y k l u s - p r o pomer T/Tl 
% vypočet p e r i o d y PWM 
v y p o c t e t druhé casove k o n s t a n t y systému 
% doba s i m u l a c e v s i m u l i n k u 

% krok s o l v e r u s i m u l i n k u 
voláni s i m u l i n k o v s k e h o schéma 
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% výsledkem s i m u l a c e j e p o l e hodnot v y s t u p n i h o signálu systému 
h = 0; % počitadlo maxim a minim z o d s i m u l o v a n y c h průběhu 
k = l e n g t h ( v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ) ; % zjištěni délky p o l e ze s i m u l a c e 
maxindex = 0; o i n d e x maxima v p o l i ze s i m u l a c e 
m i n i n d e x = 0; o 

o i n d e x minima v p o l i ze s i m u l a c e 
maxvalue = 0; o 

o maximálni hodnota ze s i m u l a c e 
m i n v a l u e = 0; o 

o minimálni hodnota ze s i m u l a c e 
w h i l e h ~= 2 o 

o p r o c h a z i se p o l e vracené ze s i m u l a c e 
% dokud se nenajde jedno maximum a jedno minimum 

i f ( v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 2 ) < v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) ) & & 
( v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) > v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k ) ) 

% p o l e se p r o c h a z i od konce a hledá se maximum 
maxindex = k-1; % u l o z i se i n d e x maxima z p o l e 
maxvalue = v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) ; % hodnota maxima 
h = h + 1; % in k r e m e n t a c e počitadla maxim a minim 

end 
i f ( v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 2 ) > v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) ) & & 

( v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) < v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k ) ) 
% p r o c h a z i se odkonce p o l e ze s i m u l a c e a 
% hledá se minimum 

min i n d e x = k - 1;% u l o z i se i n d e x minima z p o l e 
m i n v a l u e = v y s t u p . s i g n a l s . v a l u e s ( k - 1 ) ; % hodnota minima 
h = h + 1; % in k r e m e n t a c e počitadla maxim a minim 

end 
k = k - 1; % p o s u n u t i v p o l i hodnot ze s i m u l a c e 

end 
R l ( j ) = maxvalue - m i n v a l u e ; % zvlněni signálu 

end 
l o g l o g ( a , R l , ' C o l o r ' , c c ( i , : ) ) ; % křivka do g r a f u p r o dane k s i 
h o l d on; 

end 
g r i d minor; 
y l i m ( [ 0 . 0 0 6 0 . 3 ] ) ; % z o b r a z e n i v e d l e j s i m r i z k y 
x l a b e l ( ' T / T _ l [ - ] ' ) ; % p o p i s e k osy x 
y l a b e l ( ' R [ - ] ' ) ; % p o p i s e k osy y 
p o p i s = c e l l ( 2 * l e n g t h ( k s i ) , 1 ) ; % p r e d p r i p r a v y se p o l e buněk pro t e x t 
f o r i = 1 : 1 : l e n g t h ( k s i ) % vytvořeni t e x t u p r o legendu 

p o p i s { i } = s t r c a t ( ' \ x i sim = ',num2str( r o u n d ( k s i ( i ) / 0 . 0 1 ) * 0 . 0 1 ) ) ; 
end % p r v n i p o l o v i n a l e g e n d y - ze s i m u l a c e 
hodnota = i ; % uloženi i n d e x u p o s l e d n i h o t e x t u v p o l i buněk 
d i s p ( ' n u m e r i c k y vypočet...'); % i n f o r m a c e - konec s i m u l a c e 
f o r i = 1 : 1 : l e n g t h ( k s i ) % n y n i numericky vypočet z v l n e n i m , c y k l u s p r o k s i 

d = k s i ( i ) ; 
f o r j = 1 : 1 : l e n g t h ( a ) % c y k l u s p r o T/Tl 

T = a ( j) ; 
1 = s q r t ( d * d - 1 ) ; 
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e x p l = ( d - 1 ) / ( 2 * 1 ) ; 
exp2 = (d+1)/(2*1); 
epsT = 0.5*T; 

R ( j ) = 2*(1 + exp ( (d+1) *epsT/Tl) ) A e x p l / ( 1 + exp ( (d-1) *epsT/Tl) ) ' sexp2 - 1; 
end 
l o g l o g ( a , R , ' C o l o r ' , c c ( h o d n o t a + i , : ) ) ; % přikresleni hodnot do g r a f u 
h o l d on; 

end 
% druha p o l o v i n a l e g e n d y - numericky vypočet 

f o r i = (hodnota+1):1:(hodnota + l e n g t h ( k s i ) ) % t e x t p r o numericky vypočet 
p o p i s { i } = s t r c a t ( ' \ x i vyp = ',num2str( r o u n d ( k s i ( i - h o d n o t a ) / 0 . 0 1 ) * 0 . 0 1 ) ) ; 
end 
l e g e n d ( p o p i s { : } ) ; % v y o b r a z e n i l e g e n d y do g r a f u 
l e g e n d ( ' O r i e n t a t i o n ' , ' V e r t i c a l ' , ' L o c a t i o n ' , ' E a s t O u t s i d e ' ) ; 

D.4 Funkce pro v ý p o č e t zv lnění 

f u n c t i o n [ R ] = Zvlněni( U0, k, T I , d, T) 
% Funkce p r o vypočet zvlněni v y s t u p n i h o signálu 
1 = s q r t ( d " 2 - l ) ; 
e x p l = ( d - 1 ) / ( 2 * 1 ) ; 
exp2 = (d+1)/(2*1); 
R = U 0 * k * 2 * ( l + e x p ( ( d + 1 ) * 0 . 5 * T / T 1 ) ) A e x p l / ( 1 + exp ( (d-1) *0 . 5*T/T1) ) ' sexp2 
- U0*k; 

epsT = 0.5*T; 
v = s q r t ( l - d A 2 ) ; 

r = 1 - e x p ( d * T / T l ) . * c o s ( v * T / T l ) - e x p ( d * e p s T / T l ) . * c o s ( v * e p s T / T l ) + 
e x p ( d * ( T + e p s T ) / T I ) . * c o s ( v * ( e p s T - T ) / T I ) ; 
s = e x p ( d * T / T l ) . * s i n ( v * T / T l ) - e x p ( d * e p s T / T l ) . * s i n ( v * e p s T / T l ) + 
e x p ( d * ( T + e p s T ) / T I ) . * s i n ( v * ( e p s T - T ) / T I ) ; 

p = e x p ( d * e p s T / T l ) . * c o s ( v * e p s T / T l ) - e x p ( d * ( T + e p s T ) / T I ) . * c o s ( v * ( T - e p s T ) / T I ) 
- e x p ( d * T / T l ) . * c o s ( v * T / T l ) + e x p ( 2 * d * T / T l ) ; 
q = e x p ( d * e p s T / T l ) . * s i n ( v * e p s T / T l ) + e x p ( d * ( T + e p s T ) / T I ) . * s i n ( v * ( T - e p s T ) / T I ) 
- e x p ( d * T / T l ) . * s i n ( v * T / T l ) ; 

i f ( 2 * p * q / ( p A 2 - q A 2 ) > 0) && (2 * r * s / (r A 2 - s A2 ) < 0) 
d i s p ( ' O K ' ) ; 

e l s e 
d i s p ( ' p o d m i n k a n e s p l n e n n a ' ) ; 

end 
end 
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