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ABSTRAKT

Cilem této prace je urceni velikosti prekmitl vznikajicich v systému druhého ¥adu, ktery je
fizen pulsné Sitkovou modulaci v zavislosti na periodé a stfidé modulace a na parametrech
systému. Prace obsahuje analyticky vypocet velikosti prekmitu, ktery vznika na vystupu
systému druhého ¥adu s Cinitelem tlumeni ksi > 0, vyjma ksi = 1 (tj. jak pro aperiodicky,
tak i periodicky prechodovy dé&j) v zavislosti na periodé a st¥idé pulsni modulace. Prace
dale obsahuje porovnani dil¢ich vysledki analytického vypoctu s numerickou simulaci v
programovém prostredi Matlab a rovnéz s méfenim na modelu systému druhého radu.

KLICOVA SLOVA

Pulsni sitkovd modulace, Laplaceova transformace, systém, operatorovy prenos, signal,
vstup, vystup, zvinéni.

ABSTRACT

The aim of this thesis is to determine the size of overshoot produced at the output of a
linear continuous second order system controlled by pulse width modulation depending
on the period and duty cycle of the modulation and system parameters. This thesis
contains analytic calculation of the size of overshoot produced at the output of the
second order system with damping ratio > 0, except the damping ratio equals to 1
(i.e. both underdamped and damped system) depending on period and duty cycle of the
modulation. This thesis also includes a comparison of partial analytic results to numerical
simulation in Matlab program and also with measurement at second order system model.
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Pulse width modulation, Laplace transform, system, transfer function, signal, input,
output, ripple.
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UVOD

Pulsni sitkovd modulace (PWM) se dnes s tspéchem pouziva v mnoha oblastech ri-
zeni a regulace systémii. Dilezitou roli hraje PWM u vykonnych elektronickych mé-
nic¢u v energetice, elektronice a elektrickych pohonech. Frekvence zde pouzité PWM
je v Tfadu jednotek az stovek kHz. Druhou vyznamnou oblasti vyuziti PWM, které
bych se chtél v této praci zejména vénovat, je tzv. on-off Tizeni systémai, tedy Fizeni
pomoci relé, stykacii, ventili apod. V tomto pripadé, na rozdil od prvni jmenované
oblasti, se pozaduje co nejmensi frekvence PWM, aby nedochazelo k opotrebovani a
snizovani zivotnosti pouzitych akénich ¢lent. Cilem préce je na zdkladé parametri 1i-
zeného systému a pozadovaného zvinéni vystupniho signalu urcit vhodnou frekvenci
PWM.

Tato diplomova prace navazuje na moji predchozi bakalaiskou praci, ktera se
zabyvala vypoctem zvIlnéni na vystupu pretlumeného systému druhého radu (tj ¢i-
nitel tlumeni £ > 1). V této praci tedy vypocet rozsifim pro systém druhého fadu s

¢initelem tlumeni & > 1 .
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RESERSE

Vychozim bodem mé diplomové prace je kniha [1]. Konkrétné kapitola 6.16, kde
je nejprve popsana teorie k této problematice a nasledné je vypocitan i priklad
pro jednoduchy systém popsany diferencialni rovnici 3 + y = f(t). Funkce f(%) je
obdélnikovy signél s periodou 2s, stiidou 50% a vyskou 1. Ve zdroji [2] je prove-
den vypocet periodické slozky vystupniho signalu pro systém prvniho radu nékolika
zpusoby (nikoliv ale pomoci Laplaceovy transformace). Kazdy zptsob je doprovazen
podrobnym popisem problému i s fyzikalni predstavou dané situace. V pramenu [3]
je nejprve proveden podrobny dikaz vypoctu obrazu periodického signalu s nékolika
priklady. V nasleduji kapitole je naznacen postup pro vypocet ustaleného reseni pro
obecnou diferencialni rovnici. Teoreticky postup je pak vyuzit v prikladu.

V pracich [4], [5] a [6] je diskutovan vliv PWM a s tim souvisejicich prekmitu
na vinuti indukcénich motort a transformatori s vyuzitim modelt nebo analytickych

vypocti.

11



1 VYPOCET VYSTUPNIHO SIGNALU SYSTEMU

1.1 Uvod

V této Casti prace je mym cilem strucné popsat postup vypoctu vystupniho signalu
systému druhého fadu. Kompletni postup je zaznamendn v priloze (A).

Nejprve definuji zakladni obvodové veliciny pouzité pro vypocet. Nasledné pro-
vedu vypocet obrazu vstupniho signalu PWM, poté vyjadiim obraz vystupniho sig-
nalu systému jako soucin obrazu vstupniho signalu a operatorového prenosu systému
a nakonec odvodim zpétnou transformaci vystupniho signalu systému zpét do ¢asové
oblasti.

T (t)

Uog

Ui(p) k U:(p)
eT T Ti2p? +2(Tip+1

Obr. 1.1: Jedna perioda PWM a systém druhého radu

Na obrazku (Obr. 1.1) jsou vidét zakladni obvodové veli¢iny pouzité pro vypocet.
Veli¢ina T vyjadiuje periodu PWM, T vyjadiuje stiidu PWM, wr(t),t € (0,T) je
casova funkce jedné periody PWM a jejim periodickym opakovanim vznikne vstupni
PWM signal uy(t),¢ € (0, +00)! .Uy zna¢i maximaln{ hodnotu pulzu PWM a pro
dalsi vypocty, z davodu prehlednosti, uvazuji Uy = 1. Stejné jako statické zesileni
systému k, tedy k = 1. Tato dvé zjednoduseni neubiraji nic na obecnosti vypo-
¢tu, protoze se ve vypoctech jednd o linearni systém. Plati tedy princip superpozice
a Uy, stejné jako k, predstavuji nasobeni konstantou. T, je casova konstanta sys-
tému a & je pomérné tlumeni systému. U;(p) predstavuje obraz vstupniho signalu
PWM: Ui (p) = Z{ui(t)} a Us(p) predstavuje obraz vystupniho signalu systému:
Usx(p) = Z{ue(t)}.

Vypocet vystupniho signalu systému je vlastné ekvivalentni operaci k reseni di-
ferencialni rovnice typu

2
d ;L;(t) tar dudgt(t)

kde ay, ay, ag jsou koeficienty diferencidln{ rovnice. V mém piipadé plati ay = T?,a; =

+ agug(t) = uy (1), (1.1)

Qa2

26Ty a ap = 1. Déle uy () je vstupni signdl PWM a uy(t) je vystupni signal systému.

Lug (t) = wr(t) + wr(t —T) + wr(t —2T) + -+ = Y wp(t — nT)
n=0

12



1.2 Obraz vystupniho signalu
Jednu periodu vstupniho signalu PWM lze popsat touto casovou funkei:
wr(t) =o(t) —o(t —eT). (1.2)

Funkce o(t) je jednotkovy skok v ¢ase t = 0. Obdobné o(t — €T) je jednotkovy
skok v ¢ase t = £T. Laplaceovu transformaci vyrazu (1.2) lze provést ¢len po ¢lenu
pomoci slovniku napt. v [8]. Tim dostanu obraz jedné periody PWM

1 e Pt 1Pl

Uir(p) = £ {melt)} = - == = ——— (1.3)

Signal PWM je vsak periodicky. Pro obraz periodické funkce obecné plati, dle ditkazu
v (1],

2{(Do(1)) = P

. e—pT ’

(1.4)

kde Fr(p) je obraz jedné periody periodického signalu a T je jeho perioda. V mém
pripadé Fr(p) odpovidd U;r(p) a T odpovida periode PWM

"g{ul(t)} = Ul(p) — UlT(p) . 1 — e P¢

= T = e (1.5)

Vystupni signal systému Us(p) v komplexni roviné lze nyni jednoduse urcit jako
sou¢in obrazu vstupniho signdlu Uj(p) a operdtorového prenosu daného systému
F(p) [7]

Uz(p) = Ui(p)F(p). (1.6)

V mém pripadé se jedna o systém druhého fadu s prenosem

1
F = . 1.7
P) = T pr1 (1.7)
Obraz vystupniho signalu systému v komplexni roviné je tedy:
1 — e—psT
Us(p) = (1.8)

p(1—e?T)(Tip> + 2Tip + 1)

Je vidét, ze v operatorové oblasti staci pro vypocet vystupniho signalu pouze vyna-
sobit obrazy vstupniho signdlu a operatorového prenosu, které se ziskaji relativné
jednoduse. Ekvivalentni operaci pro nasobeni v operatorové oblasti je konvolutorni
integral v casové oblasti. Vzorec pro vypocet konvolutorniho integralu je uveden
napi. v [8]. Dikaz je uveden v [1].

Nyni je tedy tfeba provést zpétnou transformaci vyrazu (1.8) do ¢asové oblasti.
Podil na pravé strané ale neodpovida zadnému vyrazu, ktery by bylo mozné snadno

do casové oblasti prevést naptiklad pomoci tabulek s jiz vypocitanymi predméty.
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Pouziji tedy postup popsany v [1]. Nejprve provedu rozklad raciondlni ¢asti (1.8)

na parcialni zlomky. Cely postup rozkladu je popsan v priloze (A.1). Vysledkem je

vyraz
Lot
U (p) _ 1 — e_p€T _ l _ p r:[\1 1 — e_p€T
’ p(l—e?")(T3p? +2(Tip+1) |p o, & 1 [1-e?T
PPH2p+ —
Ty 11
(1.9)
Dle dukazu v [1] lze tento soucin vyjadrit jako:
1 p“Ti | — Pl Mp+ N
I 1 =
Us(p) = D 2+2€ N 1 1 _ o7 2+2€ N 1 + Usper (D),
(1.10)

kde M a N jsou neznamé konstanty a Uspe(p) je obraz neznamé periodické funkce
na vystupu systému. Na zdkladé rovnice (1.10) si lze utvorit urcity odhad, jak bude
vystupni signal systému vypadat: cely vyraz na pravé strané tvori soucet racionalni
lomené funkce a neznamé periodické funkce. Podil na pravé strané rovnice (1.10)

tvori prechodnou slozku vystupniho signalu systému Usprecn(P)

Mp+ N

U2prech(p) == é— 1 (111)
2,95 il
Pt Pt
Vystupni signal je tedy dan souc¢tem dvou funkeci
UQ(p) = U2prech(p) + U2per(p)- (112)

Lze tedy provést zpétnou Laplaceovu transformaci ¢len po ¢lenu.

1) = Z7H{Up)} = L7 { Uspreen ()} + L { Usger (P)} = e (1) + e (1)

(1.13)
Vystupni signal systému v casové oblasti je tedy dan souctem téchto slozek v kazdém
casovém okamziku. Pfechodnd slozka vystupniho signalu usprecn(t) postupné klesa k
nule (pro stabilni systém) a po dostatecné dlouhé dobé lze jeji vliv zanedbat a vystup
systému tak tvori pouze periodickd slozka ugpe (1), kterd vytvari zvlnéni vystupniho

signalu. Urceni velikosti tohoto zvInéni je pravé cilem této prace.

1.3 Zpétna Laplaceova transformace vystupniho
signalu

V této kapitole struéné popisu postup zpétné Laplaceovy transformace rovnice

(1.10). Cely postup je zaznamendan v priloze (A.2). Prvnim krokem je rozdélit cleny
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v (1.10) na vice jednoduchych séitanci. Nejprve vyuziji vztahu mezi obrazem peri-

odického signalu a obrazem jedné jeho periody

Usr(p)

U2per(p) = 1 — e_pT- (114)
Rovnice (1.10) pak prejde do tvaru
pi2s
Ua(p) = | = - T, |loe M N Un(p)
b 2+2£ +i 1_e—pT p2+2£p+i 1_e—pT'
i Pt T,P " T2

(1.15)

Zavorku na levé strané rovnice lze roznasobit a celou rovnici mohu vynasobit ¢lenem
1—e Pt

§

2
1 . Prip . Mp+ N _
—(1—e”T— ¢ ! (1—epT): pg 1 (1—epT)+UzT(P).
2,95 il 2495 il
P>+ T1p+T% p° + T1p+T§

(1.16)
Pokud i tyto zavorky roznasobim, dostanu soucet nékolika racionalnich lomenych
funkei a obrazu jedné periody vystupniho signalu. Cilem je najit hodnoty konstant
M a N a hlavné predmét k obrazu funkce jedné periody vystupniho signdlu Ust(p)
- tedy funkci ugr(2).

Nalezeni uyr(t) je dilezité pro dalsi vypocty v této praci a zaroven ma néko-
lik vyhod: 1ze primo vypocitat zvinéni vystupniho signalu - bez vlivu prechodné
slozky. Prechodna slozka by nepfiznivé ovliviiovala vypocet zvlnéni hlavné v prv-
nich okamzicich po zacatku déje. V tomto vypoctu vsak vychazi naprosto oddélené
od periodické slozky (1.13) a k ovliviiovani tak vibec nedochédzi. Dalsi vyhodou
funkce uyr(t) je, ze obsahuje jedno globalni maximum a jedno globalni minimum.
To plyne z definice této funkce. Rozdil globalniho maxima a globalnitho minima pak
udava primo zvlnéni vystupniho signalu systému a pravé nalezeni tohoto zvlnéni je
cilem této prace.

Periodickym opakovanim funkce wpr(t) pro narustajici hodnoty ¢asu vznikne

periodicka slozka vystupniho signélu ugpe(t):

Upper(t) = Upr(t) + wpr(t — T) + wpr(t — 2T) + - = i upp(t —nT).  (1.17)

n=0
Vystupni signal systému lze tedy psat i ve tvaru:
’ng(t) = g—l { Ug(p)} = ’ngpreCh(t) + Z UQT(t — nT) (118)
n=0
Nyni se vratim zpét k zpétné Laplaceové transformaci rovnice (1.10). Po rozndsobeni

zévorek tuto rovnici tvori racionalni lomené funkce, nékteré ndsobené koeficientem
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e PT nebo e PT (véta o translaci[l]), které se transformuji relativné jednoduse.
Zpétna transformace jednotlivych séitanci je rozepsana v priloze (A.20). Vysledkem

zpétné transformace (1.10) je

g+VE—T Sy, VE-T-¢ S

o(t) = ot = eT) = > 7= ‘o () - BN ‘o (t)+
Vi) f \/52_ T / f+\/§2—1t T
£2+ 55 - Dot —eT) + 25 —52 £ “No(t —eT) =
(\/§27—§>+NT1 5‘VT£2_1t (64
2/~ 1 7
M(\/i— +§)—NT1 Syt
+ 5 e T o)
,/é‘ —
R B
/52
M iV 21 —NT1 _&—\’52_115_T
_ ( 52 5;’_52 e T Vot —T) + usr(t). (1.19)

Celou rovnici lze vynasobit 24/£2 — 1 a vytknout nékteré exponencialni funkce

2,/€%2 —1o(t) — 24/&2 — 1lo(t — €T)+
§- \/2_ [ E-v/E1 .
+e” 6 L(§+\/§2— 1) eTifETa(t—sT) — (£+\/§2— 1) a(t)| +
(Ve-1-¢

)_l

+e

5+F ) e£+\,{1— o(t— eT) — <\/£27_ _ 5) o(t)| =

=Y e
=e T <M 52—1—M£+NT1>cr(t)—<M\/§2—17M5+NT1)e Ty o(t=T) | +

21

Stve-t,
1

£2-1

§ry/e-1 Erye-1
+e T ! (M€+M\/§2 1— NTl)cr(t (Mf—i—M\/g? 1— NT1> T Te(-T) | +24/€2Tuar(t),

(1.20)

dalsi TeSeni se rozdéli na t¥i ¢asové intervaly: t € (0,eT), t € (¢T,T) at > T,
které odpovidaji pribéhu jedné periody vstupniho signdlu wu;r(t). Jedna se zde o
linedrni systém, takze systém sam o sobé neméni velikost frekvence signdlu, ktery
jim prochdzi. Z tohoto diuvodu bude jedna perioda vystupniho signalu uyr(?), trvat
stejné dlouho jako jedna perioda vstupniho signalu uyr(t). Pro ¢as t > T jsou obé
funkce nulové, nebot popisuji pravé jednu periodu, ktera se opakuje s periodou T.
Pro ¢as t < T jsou funkce w;r(f) i upr(t) nenulové a feSeni se rozdéli na césti

t€(0,eT) ate (T, T) prave tak, jak systém reaguje na vstupni signal. Rozdéleni
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feseni na zminéné intervaly také odpovida postupu pfi feseni pomoci diferencialnich

rovnic.

1.3.1 Reseni rovnice (1.20) pro t > T

V tomto intervalu plati o(t) = o(t —T) = o(t —T) = 1, upr(t) = 0. Rovnice (1.20)
tedy bude, pro tento interval, obsahovat vSechny ¢leny, kromé funkce usr(t). Jediné
neznamé jsou konstanty M a N. Lze je vypocitat a dosadit v dalsich intervalech,

kdy je naopak nutné pomoci konstant M a N vyjadrit funkei upp(t).

R (¢+ve-1) S Ve -1+

e T1
+ e_€+\§2—_1t [(, /€2 — 1+ g) e€+\T/fQ—_1€T e —14¢

eET =
=e T, My/&2 — —M§+NT1—(M £ — —M§+NT1>e Ty +
_€+\/£2——1t €+\/£2——1T
+e Ty M 52—1+M§—NT1—(M 52—1+M§—CT1>e Ty .
(1.21)
BN oy
Jestlize mé byt splnéna rovnost (1.21), musi se rovnat ¢leny u e T1 ae T1 .

Vzniknou tak dvé rovnice pro dvé neznamé - M a N

£ e

(Vemtrg)e ey
£/

=M 52—1—M5+NT1—(M 52—1—M5+NT1)e T (1.22)

Erye-i

— M 52—1+M5—NT1—(M 52—1+M§—NT1>e %

(1.23)

Resenfm této soustavy lze nalézt hledané konstanty M a N. Pro zptehlednéni vy-
poc¢tu jsem zavedl substituce /&2 —1 = [ a £ = d. Cely postup je uveden v priloze
()A.2.1.

dtl -l -l dtl
(1 —d) <eT16T—1> <1—eT1T> —(I+4d) <eT1€T_1> <eT1T_1>
M:
dtl d—1 ;
21 <1—eT1T> <1—eT1T>

(1.24)
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(d+1)* <edT__1l€T - 1) <1 —ethl ) - < ) <1 —edT__llT>
N = d+1 d— :
2T, <1—eT+1T> <1—eT_ )
(1.25)

Nyni by jiz bylo mozné dosadit konstanty M a N do (1.20). Nejprve vsak provedu
dva mezivypocCty pro zjednoduseni zapisu (1.20). Jako prvni je mezivypocet —ME+
M€ —1 + NTi, coz je podle diive zavedené substituce —Md + Ml + NT; =
M(l —d)+ NT,. Vysledkem mezivypoctu je

ﬁ<€T
(d+1) <eT1 — 1)
M(l—d)+ NT, = ] . (1.26)
l—eTi '
Obdobné mezivypocet M+/&2 — 14+ ME& — N'T,. Po jiz zminéné substituci ma vyraz
tvar Ml + Md— NT; = M(l+d) — NT;.

d+l6T
(I —d) < 1)
M(i+d)— NT, = - | (1.27)
1—eTt

Je vidét, ze doslo k vyraznému zjednoduseni obou vztahti. Detailni postup vypoctu
je popsan v priloze (A.45). Po dosazeni vyse popsanych mezivypocti do (1.20) vyjde

200 (t) — 2lo(t —eT) + e_dT__llt(d +1) ledT__lleTa(t —eT) — a(t)] +

_gi, dtl g
+e Ti'(l—d) le T o(t—eT) — a(t)] =
d—l
ey di (d+l)<eT1 —1)
=e T la(t) —o(t—T)eT ] - +
l—eTi "
d+l6T
_dH, a1, =) <e v
+e T1 [a(t) —o(t—T)eT ] o + 2lugr (). (1.28)
1—eTt

Nyni je jedinou nezndmou v rovnici (1.28) funkce jedné periody vystupniho signalu
ug (). Vypocet této funkce probihd ve dvou fazich, tak jak by vypocet probihal pri
feseni pomoci diferencidlnich rovnic. Nejprve vyjadifm wupr(t) pro ¢asovy interval

€ (0,eT) a nasledné i pro interval ¢t € (¢T,T). Dulezitou roli zde hraji funkce
jednotkového skoku o(t), o(t—eT) a o(t—"T), které jsou pro uréité intervaly nulové.
Timto zptusobem se nuluji prislusné vyrazy, které jsou jimi nasobené a vypocet tak

zahrnuje jen ¢ast ¢lend z puvodni rovnice (1.28).
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1.3.2 Vypocet uyr(t) pro t € (0,eT)

V tomto casovém intervalu plati: o(t) =1, o(t —€T) =o(t —T) =0 a upr(t) # 0

Rovnice (1.28) se zjednodusi na tvar

_dl, _ddl,
20+ (d+lDe T (=1)+(I—d)e T (1) =
ﬁ<€T wsT
(d+l)<eT1 —1) a, (l—d)(eTl —1) Can,
] e Ti 4 pEw e Ti" 4 2uyr(t). (1.29)
- T 1—€T_1T

l—eT:
Jedinou nezndmou v této rovnici je funkce upr(t). Jejim vyjadienim ziskam casovy

prubéh periodické slozky vystupniho signalu pro c¢asovy interval ¢t € (0,¢T). Po

nékolika upravach, které jsem zapsal do pfilohy (A.2.2), vyjde:

d+l d+l d—1 d—1
l—d eTiT —eTi !t _dHl, 4] eTih —eTi ' _d,
upr(t) =1 — T PN} e Ti" — T P e Ti'. (1.30)
l1—eT: l1—eT:

Priklad vypocitaného pribéhu funkce upr(t) pro t € (0,eT) s konkrétnimi hodno-

tami T,eT, Ty a € je na (Obr. 1.2).

0.5

0.45

0.4

ot -]

0.35

0.3

1.2 1.4 1.6

U002 04 06 08 1
t[s]

Obr. 1.2: Priklad wuer(t) pro t € (0,eT), kde €T = 25, T = 5s,£ = 1,5; Ty = 1,58
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1.3.3 Vypocet uyr(t) prot € (¢T,T)

V tomto ¢asovém intervalu plati: o(t) = o(t —eT) =1,0(t —T) =0 a ugp(t) #0

Rovnice (1.20) se zjednodusi na tvar
—ﬂt ﬂeT _dtl MET
(d+1e T (eTl —1>+(l—d)e T <eT1 —1>=
d—_laT wsT
(d—l-l)(eTl —1) L, (l—d)(eTl —1) a1,
e Ti + pm, e Ti 4 2luyr(t). (1.31)
1—eTy

d—l
l—eTi "
Jedinou nezndmou je zde opét funkce upr(t). Jejim vyjadienim ziskam casovy pribéh

periodické slozky vystupniho signalu pro interval ¢ € (¢T,T). Po nékolika tpravach,

které jsou také zapsany v priloze (A.2.3), vyjde
Al 1—eTeT o —d 1—eTreT _du
+ — e 11 = (=T — — e 11 — = (t=T
= . = T ( ) + 2l . wT e T, ( ) (132)
l—eT

uar(t)
A E
Ptiklad vypocitaného prubéhu funkce upr(t) pro t € (¢T,T) s konkrétnimi hodno-

tami T,eT, Ty a £ je na (Obr. 1.3).
0.55
0.5 i
0.45 i
E]
=
04 i
0.35 i
| | | | | | |
2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 2 44 46 48 5

0.3
t[s]

Obr. 1.3: Piiklad uor(t) pro t € (€T, T), kde €T = 2s, T = 5s,{ = 1,5; Ty = 1,58
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1.3.4 Shrnuti

Nyni je jiz tedy mozné napsat vysledny vztah pro funkci jedné periody vystupniho

signalu upr(t) pro cely ¢asovy interval t € (0,T):

UQT(t) =
dtl dtl d=l d—l
1_l—d.eT1€T—eT1Te_dT—+1[t_d+l_eTleT—eTlTe_dT—_llt pro ¢ € (0,T)
21 dilo 21 ey ’
l1—eT: 1—eTs
dtl 1- T ad l—d 1-eT an
— 1 _d=l,, — — 1 _arl,
iy ed—l R TR : ed+l e T pro t € (T, T).
) 1—€T—1T ) 1—€T—1T

(1.33)

Priklad vypoc¢itaného prubéhu funkce ugr(t) pro cely interval s konkrétnimi hodno-
tami T,eT, Ty a € je na (Obr. 1.4). Diukaz spojitosti této je v priloze (B).

0.6

0.55

025 | | | | | | | |

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Obr. 1.4: Priklad wugr(t) pro cely inteval. €T = 25, T = 5s,£ = 1,5, Ty = 1,58

Struktura vzorct (1.30) a (1.32) je shodna se vzorci (1.17) a (1.19) v mé bakalar-
ské praci [10]. Zakladnim rozdilem vsak je obor hodnot, kterych muze funkce uyr(?)
nabyvat. Zatimco v [10], kdy vypocet probihal pro pfetlumeny systém druhého fadu
s & > 1, je funkce upr(t) redlnou funkei readlné proménné, nyni je to komplexni funkce

realné proménné. To je nejlépe vidét, pokud prejdu zpét k pivodnimu znaceni velicin
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- pred provedenim substituce v/£? — 1 = [, £ = d. Vysledkem je:

UoT (t) =

E+y/€e2-1 Ery/e2-1
R W R L

2¢/&% — 1 §+\/§2—1T
l1—e T1

. T
NG f—\/@——lT e 1 pro t € (0,eT)

1+

l—e T
§-ve-1
VETTI+¢ 1-e 1 &ver
2WE—1 e o B
l—e T T
§ry/e1
E—VE—T 1—e T 0 _&ver
VT e/ e T pro te (¢T,T). (1.34)
— T

l—e T

Vyraz /€2 — 1 vyjde komplexni &islo, pokud & < 1 (systém s dvéma komplexné sdru-
zenymi koteny). Diisledkem toho je pfechod vSech ¢lenti obsahujici vyraz /&2 —1 v
komplexni ¢islo. Naopak pro & > 1 (systém s dvéma redlnymi kofeny) vyjde vyraz
V€ — 1 v oboru realnych ¢isel a v platnosti tak zistavaji vztahy (1.17) a (1.19) z
[10]. Vypocet provedeny v této praci tedy rozsifuje vypocet z [10] provedeny pro
systémy druhého radu s £ > 1 na systémy s £ > 0, £ # 1. Pokud ma systém £ = 1
(systém s jednim dvojndsobnym redlnym kofenem), vyjde vyraz /€2 — 1 nulovy. V

2_
dusledku to znamend déleni nulou v ¢lenech 7V£1i€
20/€2—1

Po odvozeni funkce uyr(t) jiz 1ze napsat vztah pro periodickou slozku vystupniho
signalu ugper(t). Ta vznikne periodickym opakovdnim funkce wugr () pro nartstajict
hodnoty casu:

Upper (t) = ugr(t) + tpr(t — T) + wpr(t — 2T) + - - - = i upr(t —nT).  (1.35)

n=0
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Vysledkem tedy je:

Ugper(t) = Z
n=0

d+l d+l d-l d-l
I—d eTi"" —eTi’ Sy dtloeT T_em " ~ L)
1= o 1 dtlp ¢ T 1 %T ¢
_eT1 — e 11
pro t € (nT,eT + nT)
d-1 d+l
d+1 1—eT " oy l—d 1—eTh T B
. — e Ty + . e T
21 d=l 21 dtly
l—eTi ' l—eT:
pro t € (€T +nT,(n+ 1)T). (1.36)

Na obrazku (Obr. 1.5) je zobrazen piiklad prubéhu periodické slozky vystupniho
signalu pro pét period a pro konkrétni hodnoty T,cT, T a &.

1.2 T I I I
= Ugper (t) — PWM

Ugper (-], -]

/NN NN/ N

Obr. 1.5: Priklad ugper(t) pro 5 period. eT =2s, T =5s,£ = 1,5, T = 1,55

Piimé grafické zobrazeni upr(t) pro tlumeni systému £ < 1 na zdkladé rovnice
(1.33) neni mozné, protoze pro tyto hodnoty tlumeni je upr(?) komplexni funkei
redlné proménné. V dalsi kapitole provedu tpravu (1.33) na redlnou funkei redlné

proménné t¢.
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1.4 Vyjadreni funkce uyr(t) jako realné funkce ¢asu

Jak jsem jiz napsal vySe, pokud je tlumeni systému & < 1, vyraz | = /€2 — 1 piejde
v komplexni ¢islo a vztah (1.33) prejde v komplexni funkci ¢asu. Ve skutecnosti je
vSak vystupni signal systému redlny i pro tlumeni systému £ < 1. Vztah (1.33) tedy
upravim tak, aby byl realny i pro £ < 1.

1.4.1 Vypocet pro interval ¢ € (0,eT)

Jak jsem jiz diive odvodil, plati v tomto intervalu vztah (1.30):

d+l1 d+l1 d—l d—l

l—d eTih —eTit _dtl, 4] eT T T T _d-l,
upr(t) =1 — T prT Ty — T Em— Ti . (1.37)
1—eT: 1—eT:

Vypocet provadim pro £ < 1. Provedu tedy nasledujici prepocet:

I=\@-1AE<l=/(-D)1-@)=jvsv=y/1->1l=j. (1.38)

V exponentech exponencial se objevi komplexni ¢islo ve slozkovém tvaru. Vztah

(1.37) tedy prejde na tvar

d+jv d+jv d—jv d—jv

ju—d eTi T —e T T _dHv, dyjp oM —e T _dov,
UgT(t) =1- 2 ’ d+jv e T — 2 ’ d—jv e T
JU 1_eT1T JU 1—€T1T
(1.39)

Pivodni exponencialy s redlnym exponentem presly v komplexni exponencidly. Prvni

ze zlomku oznac¢im jako

d+jv d+jv

w—d eT °F_g T & _dtpv
e - (1.0
JU l1—eT T

Nyni vypocitam komplexné sdruzenou funkci @(t) k a(t) tak, ze nahradim j za —j.
Mym cilem je dokazat, ze zlomky jsou komplexné sdruzena ¢isla a upravu ugr(t) na

realnou funkci realné proménné t tak zjednodusit

d—jv d—jv d—jv d—jv
. T T ; . ———cT —T .
_ —ju—d eTt 7" —eT1 = _div, d4ju eTi T —e T d—jv,
a(t) = . _ e T = . - e Ti 7, (1.41)
—2jv d—jv, 2jv d—jv,
1—eT 1—eT1

Je vidét, ze @(t) je druhy ze zlomku ve vyrazu (1.39). Zlomky jsou opravdu kom-
plexné sdruzend ¢isla. Vztah (1.39) tedy mohu zjednodusené vyjadit pomoci funkei
a(t) aa(t):

upr(t) =1 — a(t) —a(t). (1.42)
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Provedu pomyslny rozklad funkei a(t) a @(t) na redlnou a imaginarni ¢ast

Tento rozklad dosadim zpét do (1.42) a upravim:

L—a(t) —a(t) =1 = [z(t) +jy(0)] — [2(1) = jy(t)] =
=1 —a(t) —jy(t) —x(t) +jy(t) = 1 - 22(1) = (1.45)
=1 —2Re{a(?)}. (1.46)

Vysledny vztah se vyrazné zjednodusil. Je vidét, Ze pro vyjadieni funkce upr(t) v
intervalu t € (0,€T) jako redlné funkce ¢asu staci vypocitat redlnou ¢ast nékterého
ze zlomku (1.39). Zvolim tedy prvni zlomek
4 edr—ri—jveT B edr—ri—jvT _Mt
50 AT T " b, (1.47)
l—eT

Re{a(t)} = Re

V dalsich vypoctech tedy budu postupovat standardné jako pri rozdéleni vyrazu na
redlnou a imaginarni ¢ast. Vyse uvedené komplexni exponencidly nejprve upravim

uzitim Eulerovych vzorct [8] na slozkovy tvar:

d+jv d
e T1 eT =eT: et [COS (%:‘ET) +j sin (%:‘ET)] (148)

8 cos({j1 )—!—Jsm(;l )] (1.49)

dtjv d,
! oS (Tv ) — jsin (; )] . (1.50)
1 1

d+jv d
eTi " =T

e T1 ' =¢ T, !

Uvedené vzorce dosadim do (1.47)

d+jv T d+jv

. € T ;
jv—d eT ™ —eT v,
2%v EESTI B
l—eT

v+ id eTil‘€T [cos( ) + jsin ( T)} - eT%T [cos (Ti ) + jsin (T%T)}

2v 1—eTilT[cos(Ti )+Js1n( T)]

LT [cos (;1 ) — jsin (;1 )] . (1.51)
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Po nékolika upravach, které jsem vSechny zaznamenal do prilohy (A.3.1), vyjde vztah pro redlnou ¢ast funkce a(t)

d d
L . L
v—uvcos(=T)eTt —dsin(7T)eTr d d .
Re{a(t)} = <T1 c)l <T1d) leTl ET=5 cos (%(eT—t)) T T s (%(T—t))] +
20 [1 — 2eT1 " cos (T%T) + eT_lzT] ! !
(37) 7"+ vsin (1) eF1
d—dcos(=ZT)eTr” +ousin (ZT1)eT: d o d
+ il Ll eTi CT9 gin (i(t—eT)> —eTi T Dgip (i(t—T)> ) (1.52)
Lor T Ty

d d
2v [1 — 2Ti" cos (T%T) +eT: ]

Tento vysledek nakonec dosadim do (1.46) a provedu konecéné tpravy. Vysledkem je vyjadreni funkce jedné periody uor(t) jako redlné

funkce casu i pro tlumeni systému & < 1.

upr(t) =1-2Re{a(t)} =
te(0,eT)
. 41 s 41
A v Lor Tl(e Y Tl( =
v — 2veT1 cos (T_lT) + veT:
d d
d—dcos (1) eTi’ +usin (2T)eTit [ a4 d
— <T1d ) <T1d ) e ET D gip (i(t—sT)> — T T Vgin (i(t—T)> ) (1.53)
2T T1 T1

Lo
v — 2veTi cos (T%T) + veT1



1.4.2 Vypocet pro interval ¢t € (¢T,T)

Postup vypoctu je stejny jako pro interval ¢ € (0,eT). V intervalu ¢t € (¢T,T) plati
drive uvedend rovnice (1.32)
d—1 d+1

d+1 1—eTi<" _dl, o [—d 1_eT1T_wt_T
upr(t) = 5 i ° D 57 pETp T 1) (1.54)
1—€T1 1—eT1

Opét provedu prepocet proménné [ na ryze imaginarni veli¢inu

=/ —-1NE<T = (-1)(1 =) =jv=v=4/1-&*=1=jv. (1.55)

Uvedenou tpravu dosadim do vztahu (1.54)

—+ U —e T1 _amJv, — — _L
upr(t) = o ] T T, =T —l—ﬂ;. ed;v (t=T) (1.56)
N LT
Prvni ze zlomkt oznac¢im jako
d—jv
d+JU l—em " dJ”tT
b(t) = o e T (=), (1.57)
l1—eT

Pro ovéteni, ze druhy zlomek v (1.56) je opét komplexné sdruzené cislo k b(t),

nahradim v b(¢) j za —]

o _d+J’U €T d . —d+J’U €T d
b= ddv.lze  fpreen _jv—d lzen SSreen g g
o v - dij '
2jv l—em T 2jv e T

Vyraz tedy opét vysel stejny jako druhy zlomek v (1.56). Zlomky jsou komplexné
sdruzena ¢isla a vyraz (1.56) lze nasledné prepsat jako

upr(t) = b(t) + b(t). (1.59)

Funkce b() a b(t) rozepisu na slozkovy tvar

Po dosazeni se (1.59) zjednodusi:
upr (t) = b(t) + b(t) = 7(t) + js(t) + r(t) — js(t) = 2r(t) = 2Re{b(t)}.  (1.62)

Je videét, ze pro vyjadreni funkce upr(t) v intervalu t € (¢T,T) jako redlné funkce

casu opét stac¢i vypocitat redlnou ¢ast nékterého ze zlomku (1.56). Zvolim druhy

zlomek.
4 1—eTT e
— v — —e 1 _L —T
Re{b(#)} = Re T fEE (+=T) (1.63)
l1—eT
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V dalsich vypoctech tedy budu postupovat standardné jako pri rozdéleni vyrazu na
realnou a imagindrni ¢ast. VySe uvedené komplexni exponencidly nejprve upravim

wzitim Eulerovych vzorcu [8] na slozkovy tvar

dtjv d

e T1 51 — oT1°T [cos (%a) + jsin (TieT)] (1.64)
1 1
d+jv d
1 1
_dtjv d
e” 11 D — T (T feog (%(t—T)) —jsin (Ti(t—T)ﬂ- (1.66)
1 1

Vysledky dosadim do (1.63)

d+j'uT '
ju—d 1—eT _d%ﬂ(t_T)
. n e 1 =
2 d+jv
Jv 1—eT

v+ijd 1-— eTiltET [COS (—eT) + jsin ( T)]
2v 1—eTi1T- [Cos( )+Jsm( T)}

d
oT: (T7Y) [cos (%(t—T)) — jsin (%(t—T))] ) (1.67)

1
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Po nékolika upravach, které jsem zapsal do prilohy, vyjde vysledny vztah pro redlnou ¢ast funkece b(t)

( ) TiT d ( ) TiT
v—vcos (=T)eT1" —dsin(7T)eT1 d d
Re {b(t)} = - d Tld [COS (i(t—T)> o™ (T _ cos (i(sT—t—l—T)) eT1(€T+T_t)] +
A Y L op 1 T
2v [1 — 2eT1" cos (T_lT) +eT1 ]

d d

d—dcos (1) eTi’ +vsin (2T)eTi " d d
+ (Tl C)l (Tld ) [Sln (Ti(t—T)> eTl (T—t) _ SlIl (%(t-T—&T)) eTl (T+€T—t)] . (168)
v [1 — 2eT1" cos (T%T) + eT_lzT] ! !

Po dosazeni vysledku do (1.62) a kone¢nych tpravach vyjde vysledny vztah pro funkci jedné periody vystupniho signalu ugr(t) pro
tlumeni systému € < 1

uzr (1) =2Re {b(t)} =
te(eT,T)
Y L . W L
- v veos (T_l;r) eTi” —dsin (T_ldT) ¢ lcos (i(t—T)) eTil(T_t) — cos (i(sT—t—i—T)) eTil(eTjLT_t)] +
v — 2veT1 " cos (T%T) 4+ peTi 2t T Ty
d d
d—dcos (21)eTi " + vsin (ZT)eTi " d d
+ <T1d ) <T1d ) [sin (i(t—T)> T (T _gin (i(t—T—sT)> eT: (T+€T_t)] ) (1.69)
v — 2veT1 " cos (T%T) 4+ peTi 2t T Ty

Sloucenim vztaha (1.69) a (1.53) ziskdm vzorec pro funkci jedné periody vystupniho signalu jako redlnou funkci redlné proménné ¢



0€

pro tlumeni systému £ < 1

U (T =
zr(?) £«
L . Ly
v — v Cos (T%T) eTi” — dsin (T%T) eTs A oy v Ay v
=1 - = eT1 coS (T—(sT—t)> —eT1 coS (T—(T—t)> —
v — 2veT1 " cos (T%T) +peTi 2t ! !

d — dcos (iT) eT%T + vsin (iT) eTilT d d
_ T T, [eT—l(sT—t) sin (Ti(t_gTO _ et T g (%(t—T))] pro t € (0,eT)

d d

T —=-2T 1
v —2veTi” cos (T%T) +veT1 !
o o
_ ) eTit — dsin (27) eT
v — v COs (TlT) eT1 dsin (TlT) eT1 v Ay v Ti(sT+T—t)
= < = coS T—t—T eT1 — Cos T—sT—t—l—T eT +
27 =21
v —2veTi” cos (T%T) + veTs ! !
A A
_ vr) eT in(27)eT
d — dcos (TIT)e 17 4+ wvsin (TIT)G 1 s Loy (v Ti(TJreT—t)
+ i i sin { =1 )eTs —sin | =—t-T—T | eT1 prot € (¢T,T).
T_T v T—2T 1 T1
v —2veTi cos (£:T) +veTs

Periodicka slozka vystupniho signalu systému je opét dana vztahem:

’ngper(t) = UQT(t) + UQT(t — T) + UQT(t — 2T) + UQT(t — 3T) + = Z UQT(t — nT)
n=0

(1.70)

(1.71)



uj(t), ()
A

1;(t)
L VN . Y ) I S
LN
F ~
, ot
Fa b
y Y
7 Y
) LY
7 A
A
! h Y
3 ’ N
. A ’, ¥
ugmm A
- : -
t, t t
min T max T

Obr. 2.1: Grafické zndzornéni definice zvlnéni

2 ZVLNENI VYSTUPNIHO SIGNALU

2.1 Uvod

V této casti prace nejprve definuji zvinéni vystupniho signalu R. Nasledné vypoci-
tam hodnoty t.im a tmax, potfebné pro vypocet zvinéni, jako extrémy funkce jedné
periody vystupniho signalu us(t). Poté hodnoty usmin & Usmax, z nichZ nakonec vy-
jadrim vzorec pro velikost zvIinéni vystupniho signalu. Do hlavniho textu uvadim
jen dulezité kroky vypoctu. Podrobny vypocet jsem zapsal do prilohy (C).

Zvlnéni vystupniho signalu definuji jako rozdil maximélni a minimalni hodnoty

vystupniho signalu (Obr. 2.1):
R = Uomax — U2min - (21)

Hodnota uomax je globalnim maximem funkce jedné periody vystupniho signalu
upr (1), pro kterou plati
U2max = UQT(t = tmax)- (22)

Obdobné hodnota Uiy je globalnim minimem funkce upr (%) a plati
Upmin = U2T(t = lmin)- (2.3)
Prvnim krokem je tedy vypocet ¢ast tyax & tmin. Samotny vypocet vsak komplikuje

skutecnost, ze zvlnéni vystupniho signalu pocitadm obecné i pro systémy s & < 1,
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které mohou mit kmitavou odezvu na vstupni PWM signal. To je vidét na prikladu
(Obr. 2.2). Tento obrazek je zdmérné nakreslen pro dlouhou periodu PWM tak,
aby dostatecné ilustroval problém maxim a minim pricemz je ale evidentni, ze se v
tomto pripadé ztraci smysl pouziti PWM - systém se ma vzhledem ke vstupnimu sig-
nalu chovat jako dolni propust a reagovat v podstaté na stfedni hodnotu vstupniho
signalu.

2 )
— u2per (t) — PWM

1.5{\ :
1 N\

0.5 [ .

Usper[-], 1, [-]

\//\V,\

| | |
0 5.1072 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Obr. 2.2: Kmitavd odezva na vstupni signal PWM, ¢ = 0,2;T; = 5ms, T =
150ms, e = 0,5

V ramci jedné periody PWM se tak muze objevit hned nékolik lokalnich maxim a
minim z nichz jedno je globalni. Vyjimku tvori systémy s & = 0, ale v tomto pripadé
se jedna o systém na mezi stability coz je mimo rozsah zadani mé diplomové prace.
Jejichz odezva je netlumeny signal (Obr. 2.3) a globalni maximum a minimum tak
vysledny pribéh nema.

Dalsim problémem je samotné urceni intervalu, ve kterém se globalni maximum
nebo minimum nachazi - zda se jedna o interval (0,eT) nebo (¢T, T). Tato informace
je dulezitd pro urceni rovnice ugr(t), ze ketré se bude pti urcovani extrému vychazet
(tj. zda se pouzije vztah (1.30) nebo (1.32)). Poloha maxima nebo minima muze
navic prechézet mezi intervaly v zavislosti na pouzité frekvenci PWM pri stejnych
parametrech systému, jak ukazuji obrazky (2.2) a (2.4). Parametry systému jsou
pro oba obrazky stejné, pouze se zménila perioda PWM z 150ms na 15ms pri stejné
stfide. Zatimco na obrazku (2.2) je globalni maximum v intevalu (0, eT) na obrazku

(2.4) je globalni maximum v intervalu (T, T).
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= U2per (t) — PWM

1.5

0.5

Usper[-], 1, [-]

_05 | | | | | |
0 5.1072 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Obr. 2.3: Netlumeny vystupni signal £ = 0, T; = 6ms, T = 150ms, e = 0,5

Nejprve tedy provedu vypocet obecné bez ohledu na to, zda vysledeny vztah
urcuje maximum nebo minumum. Nalezené hodnoty pak odpovidaji obecné stacio-
narnim bodum funkce uor(t), tedy bodum, kde je derivace funkce ugr(t) nulova.

Nez zacnu se samotnym vypoctem, provedu uvahu nad tim, pro jaké parame-
try systému a PWM ma jesté smysl zvinéni pocitat. Pri pouziti PWM pro rFizeni
systému se obvykle pozaduje co nejmensi zvlnéni vystupniho signalu. Systém tedy
pracuje jako dolni propust pro signal PWM. Na vystupu systému je tak v idedlnim
pripadé dominantni stfedni hodnota vstupniho signédlu, kolem které kmitaji, pat-
riéné zeslabené, vyssi harmonické slozky vstupniho signalu PWM, které zptsobuji
zvlnéni vystupniho signalu. Parametry PWM by tedy mély byt takové, vzhledem k

danému systému, aby byla spliiena nerovnost
R < Uy, (2.4)

kde R je zvInéni vystupniho signalu systému a U, je vyska pulza signalu PWM.
Tuto podminku napiiklad nespliuje signdl na (Obr. 2.2). Pozdéji v nésledujicim
textu zformuluji podminku, pfi které jesté ma smysl zvlnéni pocitat. Zaroven se tak

vyrazné snizi narocnost vypoctu samotného zvlnéni.
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Obr. 2.4: Priklad vystupniho signalu pro & = 0,2; Ty = 5ms, T = 15ms, e = 0,5

2.2 Stacionarni body v intervalu (0,eT)

V tomto ¢asovém intervalu je funkce jedné periody vystupniho signélu ugr(t) defi-

novana jako (1.30):

dtl dtl dl dl

I—d eTi™' —eT' _d, d4] eT™ —eT' _dol, )

upr(t) =1 — T TR ¢ T (2.5)
l—eT1 l—eT1

Pri vypoctu stacionarniho bodu postupuji standardné jako pri hledani extrému

funkce. Nejprve vypoéitam ¢asovou derivaci funkce (1.30)

d’ngT(t) _

dt t€(0,eT)

d+l d+l d—1 d—1

d |, _1-d eTi™ —eT ! i, d4] e —eTi _dd,
=T |t ) d+l v ) d—l e =

dt 2l 1_ eT_+1T 2l 1—€T—1T

d+l d+l

< l—d) eT—leT—eT—1T< d—l—l) -~y

=\~ -t - e -
2l 1—€T_+1T T1
d—1 d—1

Cd+l eTleT—eT1T<_d+l> _d, (26)

21 1_edT—_1lT T .
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Vysledny vyraz lze jesté upravit do koneéné podoby

d-1 -1 dtl dtl
1 eT1€T—eT1T _da=l, eT1€T—eT1T _d+l,
e T1" — e Ty . (27)
2ZT1 ﬂT wT
1—eT l1—eT1
Vysledek tpravy polozim roven nule a upravim
d=l_ -l dtl dtl
1 eTi” —eT: d-l, eTi eTi _dT+l
5T e T - a ¢ | = 0 (2.8)
! l—eT1 l—eT1
-t - il dtl
eT1i™ —eT1 d=l eT1 eT1 d+l
e T = e Ti' (2.9)
] = R} : :
l—eT1 l—eT1

Po nékolika dalsich matematickych operacich, které jsem vSechny zapsal do prilohy

(C.1), vyjde
d—1 d—1 dtl
()
ty=——1 . (2.10)

=——In
2l dtl d+l -
eTi T —eTi ] [1—eT "

Pokud je tlumeni systému £ > 1, pak ve vyrazu v hranatych zavorkych vystupuji

realné exponencidly a provadi se logaritmus redlného ¢isla. Naopak, pokud je £ < 1,
vyraz v hranatych zavorkach je obecné komplexni ¢islo a je nutné pocitat logaritmus
komplexniho ¢isla, ktery je definovany jako [9]

Lnz = In|z| + jarg {z} + j2mm, (2.11)

kde z € C a m € N. Vysledkem je tedy obecné periodickda fada komplexnich ¢isel
opakujicich se s periodou 27. Ve skutec¢nosti je vSak poloha stacinarniho bodu ¢islo
redlné. Dalsimi matematickymi tpravami prevedu (2.10) na redlnou funkci. Cely

postup vypoctu je zaznamenan v priloze (C.1). Nejprve roznasobim zavorky v (2.10).

-l Al d-l -l Al dtl
TlL eTi —eTieTi® —eTi 4eTi el 519
== T, dy il d L |- (2.12)
eTi7" —eTi ' eTt " —eTrt 4 eT1 eT

jak jsem uvedl vysSe, Upravu pocitam pro £ < 1. Pouziji tedy vztahu (1.38) pro
vyjadieni redlné a imaginarni ¢asti v prislusnych vyrazech.

d—jv d(T+eT)+jv(T—eT) d—jv d

T, eT ' _e Ty —e T T 4eTi?t 513
= ——Ln . - . = .
2jU d+Jv6T d(T+eT)—jv(T—eT) d+jv iQT ( )
eTi 7~ —e T —eT1 " +eT1
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Vzniklé ¢leny lze jiz lze jednoduse rozlozit na redlnou a imaginarni ¢ast pomoci

Eulerovych vzorcu [8].

[T o () 3o in () e o (ra-em) -
T () 1o o ) - T o ()
S ) o) ) e -
el ™D gin (£ r o) — oT1 cos (& )_Je%Tsm(T o) 4ot

Redlné casti citatele i jmenovatele zlomku v hranatych zavorkach jsou stejné a ima-
ginarni ¢asti se lisi pouze znaménkem. Vyraz ve jmenovateli je komplexné sdruzeny
k citateli. Pro zprehlednéni zvolim

d v ) d v d
p= eTit cos (T—15T> — eTl( +eT) coS (T—l(T—sT)> —eTi " cos (T1 ) + eT 2T

d d d
g =eTi sin (%T) — T T M i (%(T—sT)) —eTi " sin (%a) . (2.15)
Vztah (2.14) se pak zjednodusi na tvar
T .
f = ——LIn [pﬂ.q] . (2.16)
2jvp—Jq
Dalsim krokem je vypocet logaritmu podle definice (2.11), kde za z dosadim %
Za timto tcelem provedu nékteré mezivypocty:
p+ial Ip+id
o 2 _ 2
Re{p ‘?q} S i (2.18)
p+Jq p°+q
i 2
Im{p—%q}:— L (2.19)
p+Jq p°+q
— 2
arg {p ‘]q} — arctan — P 5 (2.20)
p+Jq pr—yq

Po dosazeni mezivypocta vyjde

T 2 T 2 T
ty=——(In |1| — jarctan & +i2mm | = =L arctan pq_) _ mT
2jv P> — ¢ 2v P> — ¢ v
(2.21)

Imaginarni jednotky se vykratily a zbyla periodickéd realnd funkce. Je tedy splnén

puvodni predpoklad, Ze stacionarni body funkce (1.30) jsou reélna éisla. Periodi¢nost
funkce (2.21) poukazuje na radu stacionarnich bodi, které tvori lokdlni maxima a
minima v ramci intervalu (0, eT). To odpovida predpokladu kmitavé odezvy systému

na vstupni signal PWM z dvodu této kapitoly.
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2.3 Stacionarni body v intervalu (¢T,T)

Vypocet probihda podobné jako pro interval (0,eT). Vychazi se vSak z druhé funkee,
platné pro interval (¢ T, T), definujici funkci jedné periody vystupniho signélu uyr ()
(1.32):

d—l1 d+l1

d+1 1—eT ™" ddy gy l—d 1—eTi"" _dil, g
wr(t) = 5 e 0T b o e Y (222)
1l—eT: 1—eT1

Pri vypoctu stacionarniho bodu opét postupuji standardné jako pii hledani extrému

funkce. Nejprve vypoéitam ¢asovou derivaci funkce (1.32)

d’LLgT(t) _
dt te(eT,T)
d—l a+l
_d |d+1 1—eT " Sy l—d 1—eTi® Y
BT = =
t l—eTi' l—eTo
d—1
d+l 1—eT [ d—1) _dt,
= ;2 . edilT <— T )e T (T
1—eTr !
l—d 1T [ dir) _ad
— —eT + — £ -1)
Ty T o <_ T )e o (229)
l—eT

Nalezeny vyraz polozim roven 0. Cilem je vyjadreni ¢asu staciondrniho bodu.

w T ﬁ<‘;"I‘
L [1-eT™ gHyq l-eT” lomn)_, (2.24)
20T, | |l S |
At d—1
1_ T—leT _w _ 1_ T_leT _ﬂ _
e—dilTe T (=T) _ eid;le T, (t=T) (2.25)
1—eT: I—eTh

Po nékolika dalsich krocich, které jsou napsény v piiloze (C.2), dostanu hledany cas

d+l d—1
. <1 - —) <1 - —)
=1 +T. (2.26)

too = n
d+l1 d—1
2l <1 . e_Tl T) <1 N e_Tl €T>

Pokud je tlumeni systému £ > 1, pak ve vyrazu v hranatych zavorkych vystupuji

stacionarniho bodu

realné exponencidly a provadi se logaritmus redlného ¢isla. Naopak, pokud je £ < 1,
vyraz v hranatych zavorkach je obecné komplexni ¢islo a je nutné opét pocitat loga-

ritmus komplexniho ¢isla dle definice (2.11). Vysledek je obdobny jako pri vypoctu
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pro interval (0,eT). Dalsimi matematickymi upravami prevedu rovnici (2.26) opét
na redlnou funkci. Cely postup vypoctu je zaznamenan v priloze (C.2). Pokud v
(2.26) roznéasobim zavorky a dosadim dle vztahu (1.38), dostanu vyraz

d—jv d+jv d+jv d—jv

T l—eT ' —eT T qpeT o T "
= —Ln d—jv d+jv d+jv d—jv + T = (227)
2jv eT T T+ eT
l1—e T —eTi " —eTh Ty

Zlomky v exponentech lze jednoduse prevést na slozkovy tvar a nasledné pouzit

Eulerovy vzorce:

d d d
TlL 1—eT1Tcos< ) —I—JeTlTs1n (TiT) — T  cos (TileT) —
= —1Ln
i d
2ju 1—eT:iT cos (T—eT) +J€T1 (Ti ) — eT1 cos (TilT) —
d d
_jeTleT sin (TilgT) +eTs (eT+T) cos (Til(sT T ) eTl sm (Til(eT—T)) T
d .
—jeTlTsin (T%T) + eT1 ETHD cog (TLl(sT—T)) ‘]eTl(6 1) gin (Til(eT—T))
(2.28)
Citatel a jmenovatel jsou opét komplexné sdruzend ¢isla. Pro prehlednost zavedu
oznaceni
r=1 e%Tcos( Y ) eTileTcos( Y T) —}—eTl(e * )cos( Y (eT T))
=1 — — —(eT—
T1 ’:I:‘leE Tl

d 4 a
s=eTi  sin (%T) —eTi"Tgin (%a) 4T CTH D i (%(sT—T)) (2.29)

Vztah (2.28) se pak zjednodusi na tvar

T, r—]js
=——1In T. 2.30
b2 2jv [7’ +js] * ( )

v ’ z . + ’ v . ’ v/
Jestlize nyni dosadim z = :—_E ve vztahu pro vypocet logaritmu komplexniho ¢isla
(2.11) dostanu rovnici

Ty
—
2 ZjU[n

r—+]s
r—]js

. r—+]js .
—i—‘]arg{ﬁ} +J2m7rl +T. (2.31)

Nez provedu vypocet samotného logaritmu, spocitdm mezivypocty

riis| _VPER -
r—is|  ViEE s '
r+]s r? — s
2.33
{T’—JS} 7’2+32 (2.33)
r+]s
2.34
{T’—JS} 7’2+32 (2.34)
2rs
2
arg{r_us} = arctan Tzfsz = arctan — il 5 (2.35)
r—1]s :2+§2 T4 —3
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Mezivypocty dosadim

T 2
—L (ln |1 + jarctan (%) —l—j2m7r> + T. (2.36)
r2—s

ls2 = %

Imaginarni jednotky se opét vykrati a zbyla periodicka redlna funkce. Pokud jesté
roznasobim zévorku ¢lenem 11, dostanu vysledek formalné shodny s vstahem (2.21)

pro interval (0,eT)

2rs mr'Ty
(o) +

S T (2.37)

Ty
ey = — arctan
2v

2.4 Shrnuti vypoctu stacionarnich bodi

2.4.1 Perioda opakovani stacionarnich bodu

Pro interval (0,eT) je poloha staciondrnich bodu dédna vztahem (2.10). V hranatych
zavorkach se obecné vyskytuji komplexni ¢isla. Vysledek je vsak vzdy redlny, jak
dokazuje vztah (2.21). V intervalu (¢T,T) lze polohu stacionarnich obdi urcit po-
moci vzorce (2.26). Vysledkem je opét vzdy realné ¢islo, jak dokazuje vztah (2.37).
Pokud v obou vztazich (2.21) i (2.37) uvazuji pripad, kdy m = 0 vyjde

Ty 2pq
tsl = % arctan <qu2> (238)
T, 2rs
tsg = % arctan (m) + T. (239)

Tyto vyrazy udavaji polohu staciondrnich boda funkce (1.33). Druhy scitanec v
(2.21) 1 (2.37) pro k # 0 je v obou pripadech stejny.

T
ik (2.40)
v
Pokud za v dosadim zpét /1 — &2 dle substituce (1.38), dostanu
le"ﬂ'
. 2.41
i-@ 240
Tento vyraz udava periodu, s jakou se stacionarni body opakuji.
7TT1
P= ) 2.42
e 242
Perioda maxim nebo minim je dvojnasobna
27T
Poin = P = — 2l = 9P, (2.43)
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Stejny vztah lze nalézt v [11], kde udava periodu kmitt prechodové charakteristiky
systému druhého tadu s & < 1. Pokud uvazuji napriklad systém s parametry & =

0,2; Ty = bms , pak perioda staciondrnich bodi je

7Ty 3,1415-5-1073

P = = = 0,016s = 16ms. 2.44
Vaar s 240

Perioda maxim a minim je:
Puin = Pnax = 2P = 32ms. (2.45)

Vypocet ilustruji nasledujici obrazky (Obr. 2.5) a (2.6). Vypocet casu lokalnich
minim a maxim je dle 2.21 a (2.37). Hodnoty maxim a minim jsem pocital dle
(1.30) a (1.32).

Obr. 2.5: Kmitava odezva systému s extrémy, £ = 0,2; Ty = bms, T = 150ms, e = 0,5

Vztah (2.42) vyuziji pro definici podminky, kdy mé jesté smysl pocitat zvinéni
vystupniho signalu, o které jsem se zminil v ivodu. Uvazuji stiidu € = 0,5, kdy je
zvlnéni nejvétsi. Zaroven pozaduji, aby globalni minimum vystupniho signalu lezelo
v intervalu (0,eT). To je vyhodné z hlediska dalsiho vypoctu pii urcovani zvlnéni
vystupniho signalu. Zaroven je tim zaruceno, ze frekvence PWM je dostatecné velika
na to, aby systém fungoval jako dolni propust. Poslednim pozadavkem je, aby se
v intervalu (0,eT) vyskytoval jen jeden extrém, pii ¢ = 0,5. Vysledkem tedy je
nerovnost

27Ty

1
P>-T—T< ——. 2.46
; ie (246)
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tfs]
Obr. 2.6: Priklad signdlu pro & = 0,2; Ty = 5ms, T =0,4s,¢ = 0,5

Na (Obr. 2.7) je demonstrace uvedené podminky. Parametry systému jsou T; = 5ms

a & =0,2. Tyto udaje dosadim do (2.46) a uré¢im hrani¢ni hodnotu periody PWM:
27T,  2-3,1415-5-1073

VI—@ T V102

Z obrazku (Obr. 2.7) je vidét, ze v intervalu (0, €T) je opravdu jeden extrém, globalni

T= = 32,06ms. (2.47)

minimu, a to v bodé ¢t = 0. Pokud nyni snizim periodu PWM na T = 30,0ms (tedy
je splnéna podminka (2.46)), globalni minimum je uz uvnitf intetvalu (0,eT), jak je
vidét na (Obr. 2.8).

Z obréazka (Obr. 2.7) a (Obr. 2.8) je vidét, ze vystupni signal systému sice spliuje
podminky jednoho minima v intervalu (0,eT) a filtrovani vyssich harmonickych
slozek vstupni PWM, avsak jiz nespliuje podminku (2.4). Tu lze zajistit, pro dané
parametry systému, bud zmensenim stiidy (coz by ale mélo za nasledek snizeni
stfedni hodnoty vystupniho signalu systému) nebo zprisnéni pozadavki na velikost
periody PWM: -

U
T < ﬁ (2.48)
Na obrézku (Obr. 2.9) je zobrazena situace, kdy T = 6,4ms, coz odpovida pétina-
sobnému zmenseni oproti hraniéni hodnoté periody PWM (32,06ms). Je vidét, ze
systém jiz dobre filtruje vstupni signal a dominantni je stfedni hodnota vystupniho
signalu.

Pokud by stiida signalu PWM byla jina nez 0,5, je tfeba tuto skute¢nost zahrnout

do podminky pro urc¢eni periody PWM. V ptipadé, ze stiida € < 0,5 pozaduji jeden
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29F j —
= U2per (t) —PW

Ugper |- Uy -]

Obr. 2.7: Vystupni signal systému pfi hrani¢ni hodnoté periody PWM, ¢ = 0,2; T =
5ms, T' = 32,06ms, e = 0,5

I

\
= U2per (t) — PWM

Ugper -] Uy -]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
t[s] 1072

Obr. 2.8: Vystupni signdl systému pii splnéni podminky (2.46), T = 30,0ms, & =
0,2; Ty = dms,e =0,5

extrém v intevalu (¢T,T). Podminku upravim na tvar
7TT1
(1-e)VIT-¢

P>1-¢T—->T< (2.49)
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1.2 ) \
— U-2per (t) — PWM

0.8 i

Ugper -] g [-]

0.2 .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
t[s] 1072

Obr. 2.9: Vystupni signal systému pti periode PWM T < 32,06ms, & = 0,2; T =
5ms, T' = 6,4ms,c = 0,5

Tato situace je zobrazena na (Obr. 2.10). Naopak pro € > 0,5 pozaduji jeden extrém

v intervalu (0,eT)

7TT1
P>T 5T < ——. 2.50

Obrazek ilustrujici tuto situaci je na (Obr. 2.11).

2.4.2 Urceni ¢casu maxima a minima

Pokud je perioda a stfida signdlu PWM nastavena tak, zZe je spliiena podminka
(2.46) (2.49) nebo (2.50), tak se v intervalu (0,eT) i (€T, T) vyskytuje pouze jeden
stacionarni bod. V intervalu (0,eT) je to ¢as minima ty;, a v intervalu (¢T,T) je
to Cas maxima t,... Uvedend situace je vidét pro konkrétni parametry systému a
PWM napriklad na (Obr. 2.11). Matematicky presnym dikazem tohoto tvrzeni by
bylo dokazat, Ze v intervalu (0,eT) plati:

d+l d+1 d—1 d—1

@ | l-d eTiT —eTl 4, d4l e —eT ! _d
ae |- T2 ol ¢ T Ty i ¢ >0,
1 —€ Tl 1 —¢€ Tl t_t'rnzn
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1.2 \ I \
— U.Qper (t) — PW

0.6 |- .

Ugper [0y ]

0.2 .

Obr. 2.10: Vystupni signal systému pii splnéni podminky (2.49), ¢ = 0,2, T, =
oms, T' = 18ms, e = 0,15

1.4 \ \ I T
— U.Qper (t) — PWM

1.2 2

0.6 i

Ugper[-] 1y [

0.4+ i

0.2 i

I

Obr. 2.11: Vystupni signal systému pii splnéni podminky (2.50), £ = 0,2;T; =
5ms, T' = 22ms, e = 0,7
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a obdobné v intervalu (¢T, T):

) by L
d® |d+1 1—eTi " by 1—d 1—eTi ™ _dgnq,
a2 | 21 ¢ Ty FEIP <0
1—€T1T 1_eT1 t=tmax
(2.52)

Reseni této nerovnosti je zna¢né obtizné, provedu tedy nasledujici dvahu. Jako
model systému druhého fadu pro tento popis uvazuji sériové spojeni setrvacnych
clanki z (Obr. 3.3) tvoreny opera¢nimi zesilovaci OZ1b a OZ2a. Déle predpokla-
ddm, Ze je splnéna podminka (2.46) (2.49) nebo (2.50), tedy ze v kazdém z intervalu
(0,eT) a (¢T,T) je pouze jeden stacionarni bod. V casovém intervalu (¢T,T) ma
signal PWM nulovou hodnotu. Dochazi tedy k exponencidlnimu poklesu vystupniho
signalu prvniho setrvacného ¢lanku s OZ1b. Hodnota, ze které vystup OZ1b klesa,
je ddna hodnotou na kterou se dostal v predchozim intervalu (tj. po¢ateénimi pod-
minkami). Rychlost poklesu je dana ¢asovou konstantou tohoto setrva¢ného ¢lanku.
Vystup druhého setrvacného ¢lanku s OZ2a stéle roste, protoze jesté nedosahl hod-
noty na vystupu prvniho setrva¢ného ¢lanku (tj. hodnoty na svém vstupu - k té
se setrvacny Clanek priblizuje exponencidlné s rychlosti danou svou casovou kon-
stantou). Rust na vystupu druhého setrvaéného élanku prestane v okamziku, kdy
bude mit jak na svém vystupu, tak i na vstupu (daném vystupem prvniho setrvac-
ného ¢lanku) stejnou hodnotu. V tomto okamziku tedy vystup druhého setrvacného
¢lanku (vystup celého systému) dosahl svého maxima gy v ¢ase tya. Od tohoto
okamziku bude vstup druhého setrvacného ¢lanku opét nizsi (vystup prvniho setr-
vacného clanku stéle klesa) nez jeho vystup a zacne také klesat (integruje se zaporna
hodnota). Vystupy obou ¢lanka tedy nyni exponencialné klesaji. Vystup prvniho
setrvacného ¢lanku exponencidlné klesd k nulové hodnoté dané signalem PWM a
vystup druhého ¢lanku sleduje vystup prvniho ¢lanku. Tento stav trva do okamziku
kdy se zméni hodnota signdlu PWM z nuly na Uy, nebo-li, prejde se do intervalu
(0,eT) (presnéji (T, T+eT)). V tomto okamziku vystup prvniho setrvacného élanku
zacne rust, protoze se na jeho vstupu objevila vyssi hodnota nez na jeho vystupu
(integruje se kladna hodnota). Vystup druhého setrvacného clanku sice stale klesa,
avsak stale pomaleji, protoze se zmensuje rozdil mezi jeho hodnotou na vstupu a
vystupu (integruje se stale mensi zaporna hodnota). Tento stav trva, dokud se opét
nevyrovna hodnota na vstupu a vystupu druhéhu setrvacného ¢lanku. V okamziku
vyrovnani obou hodnot vystup systému dosahl minimalni hodnoty usy;, v ¢ase tyin.
Od tohoto bodu roste vystup i druhého setrva¢ného ¢lanku (vystup systému). Nyni
se tedy vystup prvniho setrvacného ¢lanku exponencialné blizi k hodnoté Uy a vy-
stup druhého setrvaéného ¢lanku tento rust sleduje (integruje se kladnd hodnota).
Tento stav trva do okamziku, nez se opét zméni velikost vstupniho signalu PWM na

nulovou hodnotu, nebo-li, prejde se opét do intervalu (€T, T) (presnéji (T 4T, 2T)).
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Nyni se pokusim odvodit, pro jako hodnotu stiidy bude zvlnéni vystupniho sig-
nalu nejveétsi. Matematicky presnym ditkazem tvrzeni, Ze zvIinéni vystupniho signélu
je nejvétsi pro € = 0,5, by bylo dokazat rovnici

OR (€>T>T1>€) —0A 82R (€>T>T1>€)
Oe e=0,5 0e? £=0,5

<0, (2.53)

kde R (g, T, Tq,&) je funkce udavajici velikost zvlnéni v zavislosti na parametrech
systému a PWM (2.80). Dukaz této rovnice je velice obtizny a provadét ho zde
nebudu. Pokusim se vSak provést nésledujici tivahu. Nejprve uvazuji extrémni pripad
kdy je e = 0 nebo ¢ = 1, tedy wuyr(t) = 0 resp. wyr(t) = Up. V tomto pripadé
nastane jednorazovy prechodovy déj, pri kterém se systém, z obecné nenulovych
pocatecnich podminek, exponencialné blizi k hodnoté uyr(t) = 0 resp. upr(t) =
Up. Vystupni signél systému ugr(t) bude tvorit pouze prechodna slozka. Periodicka
slozka bude nulové, bude tedy i nulové zvlnéni R. Pokud je sttida ¢ signalu PWM
jind nez 0 nebo 1, bude vystupni signal systému tvoren i periodickou slozkou a
bude tedy i nenulové zvlnéni. Cim vice se bude stifda odchylovat od extrémnich
hodnot € = 0 nebo 1, bude se zvysovat i zvinéni. V poloviné intervalu, pti € = 0,5,
se stfida odchyluje nejvice a je tedy i zvlnéni nejvétsi. Pro ¢ = 0,5 také dochazi
nejméné k zpomalovani poklesu (ndrtustu) vystupniho signdlu setrvacnych clanku
vlivem priblizovani k nulové hodnoté (resp. hodnoté Uy) vstupniho signdlu PWM.

Rozdil mezi maximalni a minimélni hodnotou je tedy nejvétsi.

2.4.3 Poloha stacionarnich bodu

Nyni jesté zanalyzuji vztahy pro polohu stacionarniho bodu, tj. ptipad kdy £ =0 v
(2.21) a (2.37). Pak plati:

T 2
ta = ~! arctan % (2.54)
v p°—q
T, 2rs
tsg = % arctan (m) + T, (255)
kde
d d d d
p=ceT T cos (i6T> —eT1 (T+eT) COos (i(T—sT)> —eT1 " cos (iT> +eT1 T
1 T 1
(2.56)
= eTilT sin( ! T) eTil(TJ“eT) sin( (1 T)) eTileT sin( Y T) (2.57)
= f— — —(T—¢ — —c . .
g T1 T1 Tl

d d d
r=1-—eT cos (iT> — ™" cos (i6T> + T T og (i(sT—T)> (2.58)
’:[‘1 T1 Tl

d d d
s=eTi sin (%T) —eTi gin (%a) 1T ETHD giy (%(sT—T)) . (2.59)
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Je ztejmé ze pokud p = ¢ resp. r = s, tak zlomek v argumentu funkce arctan (pff‘flg)

) jde k nekonec¢nu a hodnota funkce arctan (pff‘flg) resp. arctan (Tfiss 2)

2rs
2_g2

resp. arctan (
je =5 podle toho z jaké strany se k nekonecnu zlomek blizi. Pro ziskdni bodi, kdy
k uvedenému jevu dochazi, by bylo nutné resit rovnici p = ¢, tedy kdy

d a d d
eT1*" cos (%sT) —eT1 T g (%(T—sT)) —eTi " cos (%T) +eTi = (2.60)

d d d

= eT1 " sin (%T) — e T gy (%(T—sT)) — eTi* sin (%a) , (2.61)

1 1 1

nebo pro druhy zlomek
d d d

1—eTi " cos (%T) — T cos (%sT) + eTr T og (Ti(sT—T)> = (2.62)

1 1 1

A % N v i(eTJrT) %

=eT1 sin (T—1T> —eTi  sin (T—15T> +eT1 sin (T—l(sT—T)> . (2.63)

Resen{ téchto rovnic je zna¢éné obtizné. Uréitou predstavu o pribéhu funked
p,q,T,Ss,arctan (pff‘flg) a arctan (TfiSSQ) si Ize udélat z obrazku (Obr. 2.12) a (Obr.

2.13). Na nich je zobrazen prubéh zminénych funkei pro dany systém a pro hodnotu

sttidy 0,5. Na vodorovné ose je perioda PWM s hodnotami spliujici podminku
(2.46).

14 | —P—q—arctan() |/

12 2

10 1

| | | | | | |
0 02040608 1 1214 1.6 1.8 2 22 24 26 2.8 3 3.2
T [s] 1072

0

Obr. 2.12: Pribéh funkci p,q a arctan (pff‘fJQ) v zavislosti na periodée PWM pri
§=0,2;Ty =bms,e =0,5

Na (Obr. 2.12) je vidét, ze pro dané parametry systému a stiidu € = 0,5 k zadné
skokové zméné nedochazi. Plati tedy vztah (2.10). Obecné pro jiné parametry PWM
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4 I I I I
—TI—S——arctan()

| | | | | | | | | | |
0 02040608 1 121416 18 2 2224 26 28 3 32

-8

T [s] 1072

Obr. 2.13: Pribéh funkci r, s a arctan (Tfissg) v zavislosti na periodé PWM pii & =
0,2; Ty = bdms, e =0,5

to vsak neplati. Naopak na obrazku (Obr. 2.13) jsou vidét skokové zmény funkce
arctan (pff‘flg) z —4 na +3 pii hodnotéch periody PWM v okoli bodii T = 14ms a

T = 28ms. Spravné jsou zaporné hodnoty funkce arctan (z%?ﬁ)' V opacném pripadé

by poloha globélniho extrému dle (2.37) lezela mimo interval (0, T'). Spravnou polohu

stacionarniho bodu lze ziskat odec¢tenim velikosti jedné periody dle (2.41).

T, 2rs Tym
tso e 50 =5y arctan (7’2 — 32> - +T. (2.64)
Pro polohu prvniho staciondrniho bodu plati obdobné
T 2 T
b u = —Larctan 5 Pd 5+ 17T. (2.65)

Skutecnost, ze pri urcitych parametrech systému a PWM dochézi ke skokovym
zménam polohy stacionarnich bodu, a tedy nutnosti ode¢itani (resp. pricitani) jedné
periody dle (2.64) (2.65), zna¢né komplikuje obecny analyticky vypocet zvinéni pro
systémy s & < 1. Pokud je tlumeni systému £ > 1, provadi se ve vzorci (2.10) a (2.26)
prirozeny logaritmus kladného redlného ¢isla a zminéné problémy nenastavaji. Dalsi
vypocty jsou tedy platné pro vsechny systémy s & > 1 a pro systémy s £ < 1, pro
které plati:

N L (2.66)
p—q r
Kde p,q,r, s jsou vyrazy definované v (2.15)(2.29).

— g2
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2.5 Hodnota minima a maxima

Hodnotu minima ziskdm dosazenim hodnoty ty, za t v (1.30)

U2min = UQT(t = tmin)

dtl_ dtl Aol d-l

l—d eTi™" —eTi ™ _dtl, 4] eTi”" —eTh

Umin = 1 — 2] ) d+l e T - 21 ’ HT
l—eT1 l—eT1

Nejprve provedu dva mezivypocty:

(2.67)

d—l1

e  T1 ™ (268)

(2.69)

(2.70)

- d i
et o T
Tq € Ty T
el <e e ) <1 e
e_T_ltmin _
d+l d+l d=l
d—1
[/ d=l d=l d+l\ 72
_;tmin
e T1 =
d+tl d+l d=lp
eTi” —eTs l1—eT1

Vysledky mazivypocti dosadim do (2.68) a zjednodusim. Vysledkem je hodnota pro

U2min -
d—l d—l d+l =
_ — + 7
€ -7 —T
=l _r d=lq eT1 —eT 1—eT1
) eT: —eT
Ugmin = 1 — HT MsT wT HT : (271)
l1—eT eT1 —eT: 1—eT

Kompletni postup vypoctu je v priloze (C.3). Hodnotu maxima ziskdm dosazenim
tmax za t v (1.32)

Umax = UQT(t = tmax)~ (272)

Nyni opét provedu nékteré mezivypocty. Kompletni postup vypoctu je v priloze
(C.4), zde uvadim jen dulezité kroky.

dtl -1
l—eTi® 1—eT1

(2.73)

d+l
<1 - eT_1T> <1 —eT
wsT ﬁT _d__ll
d l—eT: l—eTs
__(tmax T)
<1 . ) <1 - —>
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Vysledky mazivypocti dosadim do (2.72) a zjednodusim. Vysledkem je hodnota pro

U2max-
_dtl

d+1 d—1
1 & g <1 — eT_1€T> <1 — eT_1T> .
—e T
l—eT: <1—eT1T> <1—eT1€T>

Jak jsem psal v predchozi kapitole (2.4.2), tento vypocet je plany pro vSechny sys-

témy s £ > 1 a pro systémy s & < 1, pro které plati:

2 2
0 A L <o (2.76)
P —q s

Kde p,q,r, s jsou vyrazy definované v (2.15)(2.29).

2.6 Vypocet zvinéni vystupniho signalu

Jak jsem jiz napsal v tvodu, zvlnéni v mém ptipadé definuji jako rozdil maximalni

a minimalni hodnoty vystupniho signalu systému
R = U2max — U2min- (277)

Po dosazeni vzorcu (2.75) a (2.71) vyjde:

d+l A1\ 7"
l—eT " <1_eT1€T><1_eT1T>
—e 1

R=
T

d—1 d—1 d+1 21
€T -7 ——T
d=l_q d=l. eTi " _ Ty 1—eTs
eT1”" —eT1

d—1 d+1 dtl d—1
_T e ——— _—
l—eT <eT1€T—eT1T 1—eT1T

Po nékolika tparavach, které jsem zapsal do prilohy (C.5), vyjde vztah pro zvlnéni

(2.78)

vystupniho signalu systému v zavislosti na parametry systému i velikosti periody a

sttidy vstupniho signalu PWM.

R=R(,T,Ty,§) = (2.79)

d—1
Al \ = d—1 ot d—1 d—i. \ =z 1
<1—eT_1T> . <1—eT_1€T>l <eT_16T—eT_1T> .
~1.  (2.80)

A1\ Srtl d+l o d+l dtl \ 2T
d—l 2 d+l 7 d+l d+l !
<1—eT1T> <1—eT1€T> <eT1€T—eT1T>
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Vyraz se dale pokusim zjednodusit pro hodnotu sttidy PWM e = 0.5, kdy je , jak
jse psal v kapitole (2.4.2) zvlnéni nejvétsi. Nékteré podily lze vyrazné zjednodusit.

Provedu tedy prislusné mezivypocty:

/N
—_
|
D
T
H
N———
/N
a
[
(NI
H
N———
Sh

— =(1+eT (2.81)
1—eT1?2
d—1 ot
<1 — e;l%T>
1
d-1.\ o - d—1 ot (2:82)
<1 — eT_1T> <1 +eTi %T>
d+l = d+l ot
d+l dil )\ o - d+l = (2:83)
l l
d—1 A1\ 5 d—1 e
— —_— 21 — L
d+l = d+l * (284)

Pokud dosadim tyto mezivypocty a uparavim, vyjde vzorec pro vysledné zvlnéni pro
e =0.5:

d—1

d+l 2
<1 + eT_t%T> l

a+l

it
<1 + eT_1%T> .

Tento vztah dava realné hodnoty i pro € < 1. Pfepocet na realnou funkci je v priloze

(C.6). Vzorec (2.85) je opét platny pro vsechny systémy s & > 1 a pro systémy s
& < 1, pro které plati:

2 2
o0 A <o (2.86)
pT—q re—=s

Kde p,q,r,s jsou vyrazy definované v (2.15)(2.29). Pokud by tato podminka spl-

néna nebyla, je mozné vysledné zvinéni vypocitat nasledujicim zptsobem: Z danych
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parametra systému a signalu PWM se vypocitaji hodnoty vyraza

d a4 d d
p=-eh T cos (%sT) —eT1 (T+<T) coS (%(T—sT)) —eTi cos (%T) + eT1 T
(2.87)
d d d
g =eTi sin (%T) — e T M i (%(T—sT)) —eT" " sin (%a) . (2.88)
d d d
r=1-—eTi cos (%T) —eTi*" cos (%6T> + T ETH og (%(sT—T)) (2.89)
4 v A4 7 v i(eTJrT) v
s=-eT1 sin (T—1T> —eTi™ sin (T—15T> +eTh sin (T—l(sT—T)> . (2.90)
Nésledné se urci poloha stacionarnich bodu. Pro interval ¢t € (0,eT) plati
Ty 2pq Tym
tnin I = arctan <p2 — q2> + — (2.91)
jinak
T 2
i = — arctan % : (2.92)
v pr—q
Pro interval ¢ € (¢T,T) plati:
T, 2rs Ty
tnax es50 =5 arctan (7’2 — 32> - + T, (2.93)
jinak
T, 2rs
tmax = % arctan (m) + T. (294)

Ikdyz je vysledny vztah (2.85) pro vypocet zvlnéni pii stridé e = 0.5 relativné
jednoduchy. Vyjadreni pozadovaného zvlnéni nemusi byt vzdy snadné. V nasledujici

kapitole jsem proto popsal pouziti mnohem snadnéjsi grafické metody.

2.7 Grafickd metoda urceni pozadované periody
PWM

Pro snadnéjsi a rychlejsi (ikdyz ne tak presné) urceni pozadované periody PWM, na
zdkladé parametrii systému a zvlnéni, jsem numericky v programu MATLAB vytvo-
fil néasledujici dva grafy (Obr. 2.15)(pro systém s £ < 1) (Obr. 2.14)(pro systém s
¢ > 1). Tyto grafy jsem vytvarel pomoci modelu systému druhého radu, vytvoreném
v programu SIMULINK; a pomoci skriptu Ripple.m (cely skript je v priloze (D.2)),
ze kterého se simula¢ni model spoustél vzdy s jinymi parametry a provadéla se simu-
lace. Program skriptu je v priloze (D.2). Vétsi verze grafu v prloze (Obr. 4.1) (Obr.

4.2) Doba simulace je ddana vzdy stondsobkem ¢asové konstanty systému T, aby
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R[]

T, 1

Obr. 2.14: Velikost zvlnéni pro stiidu € = 0,5 v zavslosti na tlumeni systému &,

casové konstanté systému T; a periodé PWM T pro systémy s £ > 1

se co nejvice omezil vliv prechodné slozky. Odsimulované hodnoty jsem ukladal do
pracovniho prostoru programu MATLAB, kde jsem nésledné ve vystupnich datech
systému hledal posledni maximum a posledni minimum. Rozdil téchto dvou hodnot
udava zvlnéni zobrazené v grafu. Diky témto grafiim lze urcit graficky pozadovanou
periodu PWM pro systémy s & > 0. Grafy jsou tvoreny pro zesileni systému k =1 a
vysku pulzi PWM Up = 1. Pro jiné hodnoty k a Uy je treba spocitat normalizované

zvlnéni R, a to néasledné pouzit ve svislé ose grafu:

R
R, = —, 2.95
i (2.95)

kde R je pozadované zvInéni vystupniho signalu. Pouziti grafi je nasledujici. Zadané
zvlnéni R resp. R, urc¢uje bod na svislé ose a definuje tak vodorovnou tsecku, ktera
se v ur¢itém bodé protne s kivkou zvlnéni pro znamé tlumeni & systému. Vznikne
tak bod o soufadnicich [Tll, Ry]. Soufadnice Tll se vyuzije pro vypocet potiebné
periody PWM, protze zname casovou konstantu systému T:

T = odecétend hodnota na vodorovné ose - T;.

Priklad pouziti

Systém ma parametry: k = 0,94, £ = 0,206, T; = 3,94ms, sttida PWM je 0,5 a

vyska pulzit Uy = 1 Pozadované zvlnéni je 55mV. Vypocet: Zesileni systému neni
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1 |—e=01
£=0.18
& =0.26
£ =0.34
£ =0.42
£=0.5
o £=0.58
1| e=066
| —g =0.74
1|—z=082
—:=09
1|—=z=0098

R[]

T, 1

Obr. 2.15: Velikost zvlnéni pro stiidu € = 0,5 v zavslosti na tlumeni systému &,

casové konstanté systému T; a periodé PWM T pro systémy s £ < 1

jednotkové, musi se tedy nejprve spocitat normalizované zvInéni

R 0,055
Ra=1= 0,94

= 0,058. (2.96)

Jako graf pro vyhodnoceni se pouzije (Obr. 2.15), protoze tlumeni systému £ < 1.
Hodnota R, urcuje bod na svislé ose a tim i vodorovnou tsecku, ktera se protne
v ur¢itém bodé s kiivkou zvInéni pro dané £ (Obr. 2.16). V nasem piikladu je to
krivka & = 0,18. Tato hodnota je nejblize tlumeni naseho systému. Na vodorovné ose
precteme hodnotu Tll kterd cini priblizné 1,3. Z této hodnoty a poméru Tll Ize ziskat
potfebnou hodnotu periody PWM: Tll =13—->T=13T; =1,3-3,94ms = 5,12ms.
Na (Obr. 2.17) je vidét situace ze skute¢ného méreni, které jsem provadél v laboratofi
ma modelu systému druhého fadu postaveném z operacnich zesilovact a nékolika
pasivnich soucastek. Schéma zapojeni na (Obr. 3.3). Perioda PWM z generatoru je

5ms.
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A |—&=0.1
——&=0.18
£ =0.26
£ =034
1|—&=042

£=05
£ =058
1 |——¢&=066
1|—&=0.74
1|—z=082

—=09
1|—z=098

T, H

Obr. 2.16: Grafické znazornéni pouziti grafické metody pro urceni velikosti zvInéni

vystupniho signalu PWM

HATH O

Obr. 2.17: Skutecna velikost periody a zvlnéni pro systém k = 0,94, £ = 0,206,
T; = 3,94ms

95



3 OVERENI VYPOCTU
3.1 Uvod

V této c¢asti prace se zamérim na ovéreni platnosti teoreticky vypocitanych vysledkt
z mé préace. Jako prvni jsem provadél ovéreni vypocitaného ¢asového pribéhu vy-
stupniho signalu systému se simulaci v programu MATLAB-SIMULINK. Casovy
prubéh vystupniho signalu systému jsem také porovnaval s casovym prubéhem na
vistupu modelu systému druhého fadu slozeného z operacénich zesilovaéi. Casovy

prubéh jsem zobrazoval na osciloskopu uklddal na flash-disk pro nasledné porovnani.

3.2 Ovéreni casového priubéhu

3.2.1 Ovéreni v programu MATLAB-SIMULINK

Ovéreni vypoctu jsem provadél numericky v prostfedi MATLAB-SIMULINK. Si-
mulacni schéma simulace.slx je na (Obr. 3.1). Hlavni ¢ast schématu tvoii model
systému popsany operatorovym prenosem. Na vstup systému je pripojen generator
obdélnikového signélu, jehoZ vSechny parametry (tedy vyska impulzi Uy, perioda
T i stiida €T) lze ménit ve skriptu KodOvereniPrubeh.m, ze kterého se simula¢ni
schéma vola. Bloky To Workspace ukladaji simulovana data do pracovniho prostoru
programu MATLAB a odtud se pouziji pro vytvoreni grafu (Obr. 3.2). Blok Scope
jsem vyuzival pouze pri ladéni programu. Krok solveru je nastaven na pevnou hod-
notu KrokCasu, kterd se vyuziva i ve skriptu pri vypoctu podle vztahu (1.36) nebo
(1.70). Délka simulace se nastavuje proménnou DelkaSimulace. Piislusny skript
KodOvereniPrubeh.m pro toto porovnani je v priloze (D.1). V samotném skriptu se
nejprve provede vypocet podle vzorce (1.36) a nésledné se pro ty samé parametry
systému a PWM provede simulace. Vysledek se nakresli do jednoho grafu (Obr. 3.2).

Je vidét, ze periodické slozky signéli jsou shodné.

vstupPWM
To Workspace
Scope
| zesileni
IERE] >
REREN T112.6242*d T 1s+1
Pulse vystupSyst
Generator

Transfer Fcn To Workspace1

Obr. 3.1: Simula¢ni schéma v programu Simulink
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1.2

— PWM — Simulace = ugpe, (t)
1 |
0.8 i
— 06| i

=)

04+ i
(D)= )

0 / | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

t[s] 1072

Obr. 3.2: Vysledek porovnani vypoctu a simulace pro £ = 0,9; Ty = 4ms, k = 1; Uy =
1, T =9ms,e =0,3

3.2.2 Ovéreni casového pribéhu na modelu setrvacného ¢lanku
Pouzité soucastky a pristroje

V dalsim kroku jsem spravnost vypoctu ovéroval na realném modelu setrvacného
clanku 2. radu s operac¢nimi zesilovaci. Vsechny pasivni soucastky pouzité v modelu
jsem premétroval RLC metrem APPA 703 zaptjcenym v laboatori. Vysledky méreni
jsou v tabulce (Tab. 3.2.2). Méteni odporu probihalo na rozsahu 20k} pro rezistory
o nominalni hodnoté 10k(2 a na rozsahu 200k{2 probihalo méteni rezistort o hodnoté
39k(2 a 150k(). Kapacitu jsem méril na rozsahu 200nF.

Chyba z rozsahu je pro vsechny rozsahy stejné a pocital jsem ji dle vztahu

d 5
S5p = — - 100 = . 100 = 2 1
=7 19999 00 = 0,025%, (3.1)

kde d je pocet kvantovacich krokii pristroje a D je maximalni hodnota zobrazitelna

na display. Absolutni chyba je pak dana vztahem

o X orX 0,2X 0,025X
A= M Ml;;) RAR _ Y, 2AM _1*—00’ R _9g. 1073 X +25- 10_3XR> (3.2)

kde Xpg je rozsah méteni z tabulky (Tab. 3.2.2), dy je chyba z rozsahu méteni, X,
je zméfend hodnota ze tretiho sloupce tabulky (Tab. 3.2.2) a 05/ je chyba z méfené

hodnoty.
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Oznaceni | Nominalni Zmétena Absolutni
hodnota [kQ2] | hodnota X, [kQ] | chyba A[Q]
Ry 10 9,959 25
Ry 10 9,974 25
R3 10 9,948 25
Ry 10 9,963 25
Ry 39 38,98 130
Rg 150 150,06 350
R, 39 38,89 130
Ry 150 150,05 350
Oznaceni | Nominalni Zmétena Absolutni
hodnota [nF] hodnota [nF] chyba[nF|
Ch 100 104,5 0,26
Cs 100 107,7 0,27

Tab. 3.1: Nominalni a namérené hodnoty odporu s kapacity pasivnich soucastek
zmérené RLC metrem APPA 703

Kapacita

Frekvence [Hz]

Rozsah X [nF|

Presnost (dp; + d)

Chyba z rozsahu [%)]

100

200

+(0,2% + 5d)

0,025

Odpor

Frekvence [Hz]

Rozsah Xp [kQ]

Presnost (dp; + d)

Chyba z rozsahu [%)]

100

20

+£(0,2% + 5d)

0,025

100

200

+(0,2% + 5d)

0,025

Tab. 3.2: Presnost méfeni RLC metru APPA 703 dle ddaje vyrobce [12]

Osciloskop | UNIT-T UT2025C
Generator Agilent 33220A
Meéri¢ RLC APPA 703

Tab. 3.3: Pouzité mérici pristroje
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Dle dokumentace vyrobce [13] je presnost méreni asového intervalu osciloskopu
+(1 sampling time interval + 100ppm - reading + 0,6ns). Presnost méreni stejno-
smérného napéti je pii citlivosti 2mV/div a bmV /div £4% a pri citlivosti 10mV /div
az bV /div je to £3%. Méfeni napétového rozdilu je pri danych podminkach +(3%-
reading + 0,05 div)

Model a provedena méreni

i oo
R2
: oK
ity B0
)
UL

Obr. 3.3: Model systému druhého tadu s opera¢nimi zesilovaci

Schéma zapojeni je na (Obr. 3.3). Zapojeni se sklddd ze dvou hlavnich ¢asti.
Prvni je rozdilovy zesilovac¢ s OZla se zesilenim 1 (rezistory R; az R4 maji stejnou
hodnotu odporu) a vytvari tak zapornou zpétnou vazbu, aby byl systém stabilni.
Druha ¢ast je model systému druhého rfadu s operacnimi zesilovaci OZ1b a OZ2a.
Jsou to vlastné dva setrvacné clanky druhého radu zapojené do série. Vstupni ob-
vody pouzitych operacnich zesilovaci tvori tranzistory rizené polem, takze vstupni
proud je minimalni. Neuvazuji tedy vzdjemné ovliviiovani operacnich zesilovacu.
Toto zpétnovazebni zapojeni se chova jako systém druhého fadu s operatorovym

prenosem:
Kum

, 3.3
T3 p? + 26 Tup + 1 (3.3)

Fy(p) =
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Re 150, 16 - 103
Ky=-——=—"7"" —_385 3.4
Rs 38,8 - 10 (3:4)
ReC 150,16 - 103 - 104,5 - 1079
Ty = ——— = = ’ =3,94-10"% = 3,94ms  (3.5)
JK2 + 1 (—3,85)2 + 1
1 1
fu = _ = 0,206 (3.6)
VKZ+1/(-3.85)2 + 1
K2 —3,85)2
M a . ( ) ) — 0’94 (37)

TKZ+1 (—3,85)2+1

Na (Obr. 3.4) je zobrazen vystupni signal z modelu s opera¢nimi zesilovaci a na
(Obr. 3.5) je vypocet ¢asového prubéhu vystupniho signalu dle (1.70). Je vidét, ze
i v tomto pripadé se casové prubéhy shoduji.

Auto W Pos: 000us

)

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

MGTH 0FF ECH - 920my

Obr. 3.4: Skute¢ny pribéh pro & = 0,206;T; = 3,94ms, k = 0,94;Uy = 1,T =
200ms,e = 0,5. Vystupni signdl modelu (modry priubéh) je posunut, tak aby se
veSel na obrazovku osciloskpu. Cerveny priibéh je signal PWM

3.3 Ovéreni vztahu pro vypocet velikosti zvinéni

3.3.1 Ovéreni v programu MATLAB-SIMULINK

Vztah (2.85) pro vypocet velikosti zvlnéni pii stiidé ¢ = 0,5 lze jednoduse ovérit
pouze pro tlumeni systému & > 1. Ovérovani jsem tedy provadél za této podminky.
Pro systém s £ < 1 by bylo nutné sledovat splnéni podminek (2.66) a pii jejich
nesplnéni vypocet vynechat.

Cely testovaci program Ripple2.m je v priloze (D.3) a skldda se ze dvou hlavnich

casti. V prvni ¢asti se provadi simulace v programu SIMULINK s modelem systému
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= U2per (t) — PWM

1.5} -
1 H-A i\ |

= | I

Z 05 -

]

\ o

0 Vi

|
0 5.10-20.1 015 0.2 025 03 035 04 045 0.5 055 0.6
t[s]

Obr. 3.5: Vysledek vypoctu dle (1.70) pro & = 0,206; T; = 3,94ms; k = 0,94; Uy =
1,T =200ms,c = 0,5

SRR A s N 5 :
oot Lo e

Obr. 3.6: Skutecny prubéh pro & = 0,206;T; = 3,94ms, k = 0,94; Uy = 1,Uy =
1,T = 50ms, e = 0,5. Vystupni signdl modelu (modry prubéh) je zmensen, tak aby

se veSel na obrazovku osciloskopu. Cerveny pritbéh je signal PWM

druhého tadu, ktery je cyklicky volan ze skriptu, kde se postupné méni tlumeni
¢ a perioda PWM. Obrazek simula¢niho modelu je na (Obr. 3.9). Délka simulace
je stondsobek casové konstanty systému, aby se co nejvice omezil vliv prechodné
slozky. V druhé ¢asti programu se provadi vypocet zvinéni dle (2.85). Oba vysledky
se poté nakresli do jednoho grafu (Obr. ?77?), ze kterého je vidét, Ze se oba vysledky
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Obr. 3.7: Vysledek vypoctu dle (1.70) pro & = 0,206; T; = 3,94ms; k = 0,94; Uy =
1,T = 50ms,e = 0,5

prekryvaji. Rozdil mezi teoretickym vypoctem a simulaci je tedy minimalni

Scope
1
» P vystup
T1A2 24240 T 15+1
Pulse To Workspace1
Generator

Transfer Fcn

Obr. 3.8: Simula¢ni schéma pro ovéreni vztahu pro vypocet zvinéni (2.85)

3.3.2 Ovéreni teoretického vypoctu zvlnéni pro realné mé-
reni

Meéreni probihalo v laboratofi na stejném modelu jako probihalo ovérovani ¢asového

prubéhu. Schéma modelu systému druhého fadu je tedy stejné (Obr. 3.3). Na né-

sledujicich obréazcich je vzdy zobrazen prubéh vystupniho signdlu systému spolu se

vstupnim signalem PWM. Hodnota v pravém hornim rohu obrazovky AV udava roz-

dil napéti dany polohou kurzort. Jedna se tedy zvinéni vystupniho signalu systému
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Obr. 3.9: Vysledek porovnani teoretického vypocétu zvinéni dle (2.85) a simulace v
programu MATLAB

Ryr. Pro vypocet zvlnéni dle vztahu (2.85) jsem napsal funkci Zvlneni.m, kterd
je v priloze (D.4). Funkce rovnnéz kontroluje dodrzeni podminek (2.66). Vysledky

vypoctu této funkce oznac¢im Rp. Nakonec jesté pocitam relativni chybu

_ Ry — Rp

)
Ry

- 100. (3.8)

Trig'd M Pos: 0.00us

HATH O+

Obr. 3.10: Méfeni 1: ¢ = 0,206; Ty = 3,94ms, k =0,94; Uy =1,Uy =1, T = bms, e =
0,5. Zmérené zvlnéni: Ry, = 55,2mV, Zvlnéni dle teoretické vypoctu: Rp = 49, 2mV,

relativni chyba 6 = 11%, podminky (2.66) splnény

63



E : : : : - : : : : —

e B
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Obr. 3.11: Méfeni 2: ¢ = 0,206; Ty = 3,94ms, k =0,94; Uy =1,Uy =1, T = 9ms, e =
0,5. Vystupni signal modelu je modry prubéh, ¢erveny pribéh je signdl PWM. Zmé-
fené zvlnéni: Ry, = 192mV, Zvlnéni dle teoretické vypoctu: Rp = 194mV, relativni

chyba ¢ = —1%, podminky (2.66) splnény

Trig'd M Pos: 0.00us
e
: A % A —

4

HATH O+ B CH1  S20mY

Obr. 3.12: Méteni 3: ¢ = 0,206;T; = 3,94ms, k = 0,94;Uy = 1,Uy = 1,T =
20ms,e = 0,5. Zmérené zvinéni: Ry, = 1,31V, Zvlnéni dle teoretické vypoctu:

Rp = 1,92V, relativni chyba § = —47%, podminky (2.66) nesplnény
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4 ZAVER

Podarilo se mi analyticky odvodit ¢asovy prubéh periodické slozky vystupniho sig-
nalu ze systému druhého fadu s tlumenim £ > 0, & # 1, ktery je fizen pulsné sitkovou
modulaci. Vysledkem je vztah (1.33). Pro £ > 1 je (1.33) realnou funkei realné pro-
meénné. Pro £ < 1 prechézi (1.33) v komplexni funkei redlné proménné, kterou vsak
lze matematickymi tpravami prevést zpét na realnou funkci redlné proménné. Vy-
sldekem je vztah (1.70). Déale se mi podarilo odvodit analyticky vztah (2.80) pro
vypocet zvinéni vystupniho signalu systému druhého radu v zavislosti na paramet-
rech systému a signdlu PWM. Déle jsem odvodil vztah (2.85) pro vypocet zvlnéni
vystupniho signalu systému pti stiidée PWM e = 0.5. Oba vztahy plati pii splnéni
podminek (2.66). Nakonec jsem vytvoril dva grafy, které jsem prilozil k zavéru, pro
snadné urceni velikosti periody PWM na zakladé pozadovaného zvlnéni vystupniho
signalu a parametrech systému .

Analyticky odvozeny ¢asovy pribéh periodické slozky vystupniho signdlu (1.33)
byl ovéren simulaci v programovém prostredi MATLAB-SIMULINK. Rozdil mezi
vypocitanymi hodnotami a simulaci byl minimalni. Periodické slozky obou signéli
byly stejné. Teoreticky vypocet ¢asového pribéhu byl ovéren i na realném modelu
systému 2. fadu. Oba pribéhy byly témeér shodné. Teoreticky vypocet zvinéni byl
rovnéz porovnan s numerickou simulaci v programu MATLAB-SIMULINK. Rozdil
byl také minimalni. Nakonec byl teoreticky vypocet zvlnéni porovnan s mérenim na
modelu systému druhého tadu. Pti nesplnéni podminek (2.66) byla chyba 47%. Pri
splnéni podminek (2.66) byla chyba 1% a 10%.
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Obr. 4.1: Velikost zvlnéni pro stiidu € = 0.5 v zdvslosti na tlumeni systému &, ¢asové konstanté systému Ty a periodé PWM T pro

systémy s £ > 1
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Obr. 4.2: Velikost zvlnéni pro stfidu e = 0.5 v zavslosti na tlumeni systému &, c¢asové konstanté systému T; a periodée PWM T pro

systémy s £ < 1
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

d

PWM

Ty
max
tmin

vvvvvv

nahrazuje &

Stiida signalu PWM [-]

Operatorovy prenos systému

Statické zesileni systému |-]

Cinitel tlumeni systému druhého ¥adu [-]

Operator Laplaceovy transformace

Operator zpétné Laplaceovy transformace
Substituce /€2 — 1

Komplexni nezéavisle proménna

Pulse Width Modulation - Pulsni sitkova modulace

Perioda stacionarnich bodu pfi kmitavé odezvé systému s £ < 1 na
vstupni signal PWM

Perioda lokalnich minim p¥i kmitavé odezvé systému s £ < 1 na
vstupni signal PWM

Perioda lokalnich maxim pri kmitavé odezvé systému s £ < 1 na
vstupni signal PWM

Zvlnéni vystupniho signalu definované jako tomax — Uomin
Normalizované zvlnéni vystupniho signalu definované jako R, = Uiok
Jednotkovy skok

Redlna nezavisle proménna, ma vyznam casu

Perioda signalu PWM [s]

Casova konstanta systému druhého fadu [s]

Cas maxima vystupniho signalu [s]

Cas minima vystupniho signalu [s]
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to1 Stacionarni bod vystupniho signélu systému [s] v intervalu (0,eT)

to1 Stacionarni bod vystupniho signdlu systému [s] v intervalu (T, T)
Uy Maximalni hodnota signalu PWM

uy (1) Vstupni signal do systému v ¢asové oblasti

U:(p) Obraz vstupniho signalu systému U (p) = £ {w (1)}

w(t) Jedna perioda signalu PWM v ¢asové oblasti

Uir(p) Obraz jedné periody signdlu PWM, Ur(p) = Z {wir(t)}

us (1) Vystupni signal ze systému v ¢asové oblasti
Ux(p) Obraz vystupniho signalu systému, Us(p) = £ {u(t)}
Uper (1) Periodicka slozka vystupniho signalu systému v casové oblasti

Uspe:(p)  Obraz periodické slozky vystupniho signalu systému ugpe,(t)
Usprech(t)  PTechodnd slozka vystupniho signalu systému v ¢asové oblasti
Usprecn(p)  Obraz prechodné slozky vystupniho signalu systému uoprecn (1)
ug (1) Jedna perioda vystupniho signalu systému v casové oblasti
Usr(p) Obraz jedné periody vystupniho signidlu Usr(p) = £ {uar(t)}
Udmax Maximum vystupniho signalu

Udmin Minimum vystupniho signalu

v Substituce /1 — &2
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A TUPLNY VYPOCET VYSTUPNIHO SIGNALU

A.1 Vypocet obrazu vystupniho signalu systému

Ui(p) k U:(p)
eT T Ti2p2 +2{T1p + 1

Obr. A.1: Jedna perioda PWM a systém druhého radu

V dalsich vypoctech uvazuji, z divodu prehlednosti vypoctia, Uy =1 a k = 1,
coz vSak nic neubird na obecnosti vypoctu.
Jedna perioda PWM:

wr(t) =o(t) —o(t —eT). (A.1)

Obraz této casové funkce v operatorové oblasti:

I R
U = Z{uyr(t) = - — = . A2
17(P) {wr(t)} P s (A.2)

Pro obraz periodické funkce plati dle dikazu v [1]

o Ur(p)
Uilp) = {— o1 (A.3)
Vysledny obraz PWM signalu':
1 — e—psT

U = —. A4
1(p) p(l _ e_PT) ( )

Operatorovy prenos systému, jehoz vystupni signal pocitam:

1

F(p)= (A.5)

p2T? +26Tip+ 1

Vystupni signédl systému v operatorové oblasti je dan soucinem obrazu vstupniho

signalu a operatorového pfenosu systému [7]

1 — e—psT

Ux(p) = Ui(p)F(p) = ol — o7 (T2 1 ZTop 1 1) (A.6)

bup (t) = L7 {Ui(p)}, t €< 0,+00). Také plati uy (t) = urr(t) +urr(t—T)+uyp(t—2T) +- - -
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Pro dalsi vypocty je vhodné rozlozit racionalni ¢ast (A.6) na parcidlni zlomky

1 a pb+c
-2 AT
p(Tip>+26Tip+1) p Tip>+2Tip+1 (A7)

1 =a(Tp* + 26Tip+1) + p(pb+0)
1=p° (an + b) +p(26Tia+c)

a=1
aT?4+b=0—b=-T}
26Tia+c=0—c=-2T. (A.8)

Vysledek rozkladu je tedy:

P+ 2i
a. pb+c _ 1 Tip+ATy 1 T, (A.9)
p TipP+2Tip+1 p TipP2+2Tip+1 p 5 , 8 L
p° + 2—p + =5}
Tl Tl
Vyraz (A.6) lze poté prepsat do tvaru
12t
Us(p) = L— et N S VI I
’ p(l—e?T)(T3p? +2{Tip+1) |p _,, ,& 1 [1-e?
P°+2— P+ =
Tl Tl
(A.10)
Tento soucin lze vyjadiit jako [1]:
piok
AT L T, l—e?  Mp+N Usr(p)
IS SR R e S S
ot Pt P Pt
(A.11)
Tuto rovnici lze jesté upravit na tvar:
12t
l-l_e*PET_ b T, .1_e—P5T _ Mp-I—N UQT(p) (A 12)
p 1l—e?T 2i 11—t ) 2_5_ 11—t v
p°+ T1p+T% P+ T1p+T%

Dalsim tikolem je tedy najit proménné M, N a Usr(p).
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A.2 Zpétna Laplaceova transformace vystupniho
signalu systému

Celou rovnici (A.12) vyndsobim 1 — e~PT

§
p+2->
1 M N
» (1 —e P~ 3 T (1 —e ) = p€+ 1 (1 - e_pT)+ Usr(p).
2 2> . 2 2> _
p?+ T1p+T% P+ T1p+T§
(A.13)
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Po roznéasobeni zavorek 1ze celou rovnici, ¢len po ¢lenu, prevést do ¢asové oblasti

7 {%} o (t) (A.14)
71 {%e_peT} =o(t—eT) (A.15)
§
1 p+2T_1 E+VE -1 ”f2 lt_f—\/fz—le—&Tivalt o (1)
paip L[ 2vET et
.0 T2
(A.16)
£
g—l p+€2T1 7 e—sT —
p2 + 2T_1p + T_%
£+ \/52 5 ”TfQ_l(t—eT) Ve - 1e—€+ ”TfQ_l(t_eT)] o(t — &)
NS 2V — 1
(A.17)
1 Mp+ N _
R T I
PRt
M(VE=T-¢)+NT, _6—\/62—1 M(§+ V@ =T) - NT, _&rye
1 v - e N KA
(A.18)
g—l Mpg+ N i e—sT —
p2 + 2T_1p + = T2
VE—T1—€)+NT; _&ver
[ ( 52 — €)+ 1 _T—l(t—T)] ot — T)+
M(£+VE&—=1)=NT, §+/e-1
+ { <€+2j€27_3 P (t_T)] o(t—T) (A.19)
L HUyr(p)} = wpr(t). (A.20)

Rovnost (A.14) lze nalézt ve slovniku Laplaceovy transformace napt. v [8]. Vyraz
(A.15) vychézi z (A.14) pouzitim véty o translaci [1]. Vyrazy (A.16) a (A.18) jsem
vypocital pomoci reziduové véty. Rovnice (A.17) a (A.19) vychéazeji z (A.16) resp.
(A.18) opét uzitim véty o translaci. Nyni provedu dikaz rovnice (A.16). Pro rovnici

(A.18) je vypocet obdobny. Nejprve je nutné najit kofeny kvadratické rovnice ve
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jmenovateli operatorového prenosu

1 4T
sy ok _ |
P+ T1p+T2 = P12 T,
Vypocet je pak nasledujici:
pi2t
o) =2 {Gp)} =2 e
295 il
Pt Pt
pi2s
7 I
e VBT [ VeI
Ty T,

Podle reziduové véty plati [9]

ol0) = yos Glp)e™" + res G(p)e"

p=p1

Vypocitam jednotliva rezidua:

p+2§ < £ — e—1>_
G(p)eP! = i T > VS -
Jes (p)e o (p N [ T/—fz_l) (p N &y T/—fQ_l) p T, e

—& 4+ /€2
6 Tf +2T—1 _g_,T/gz_lt €+ —62_ _f— /€21

VT erVE-T ENGEE

Tl Tl
res G( )emt— lim 29_'—2% <p—|—€+ 52—1> _
pP=p2 p—>P2( n f_\l{gz__1> (p+ €+\1{£2—_1> T,
/52_

—VE-1_eve-1 T e
T, T,

Vysledek je dan souctem rezidui

E+vE—T VP, JETog SvEn,

W= et BGa

7

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.25)

(A.26)



Rovnice (A.12) po zpétné Laplaceové transformaci jednotlivych ¢lentd do casové

oblasti:

o(t) — ot — eT) —

EHve@-1,

—\/€2-1 — 6 €21
JTICt Ve ¢ ‘_ﬂTlCta(t)+

o(t) —

ET VET
E+VE—T SVE o VE—T-¢ e, g -
+ VE—T o(t—eT)+ 2\/52— o(t—eT) =
(\/627—§)+NT1 REVGEY
T1 o(t)+
2/ — 1
M (Ve = +§) NT, _&+v/e-1,
+ NS e T o(t)—
M (\/527__5) + AT —5_‘{f2_'1<t—T>U(t_T)_
/52
M (/€2 NT, &+Ve-
- ( g +£) le_ +T1 l(t_T)O'(t—T)—i—UQT(t) (A27)

20/ -1

Celou rovnici lze vynésobit 24/€2 — 1 a vytknout nékteré exponencialni funkce

24/€2 — 1o(t) —2\/&2 — lo(t — 5T)

é‘_ 2_q _ 52 1
fe <§+\/52 ) t—sT)—<§+ 52—1>a(t) 4
te Sy | (\/52— —5) e€+\T/f__16Ta(t—5T)—( 52—1—5) a(t)_ _

L |

N

| e
=e T t{(M@—Mf—i—NTOUU)—(M\/§2——1—M§+NT1>e Ty T(tT):|+

+24/62—Tugr(t)-

(A.28)

Lo (t=T)

! [(M§+M\/§2—1NT1)o(t) (M§+M\/§2_—1—NT1)e T,

I
+
e
V)
|
—
— —
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A.2.1 Vypocet prot>T

V tomto ¢asovém intervalu vyjadiim konstanty M a N. Pro cast > T plati z (A.28),
upr(t) =0, 0(t —T) =0(t —eT) = o(t —T) = 1. Rovnice (A.28) se pak zjednodusi

§-ve-1 -y

T | L e
N Ery/ET

te T t{(\/ﬁz—u&) R e i

Ve { Ve

e T M 52—1—M§+NT1—(M 52—1—M§+NT1> T +
§ry/e-1 §ry/e-t1

e T t{M 52—1+M5—NT1—(M 52—1+M§—0T1) T

(A.29)
RSVERIS SVGED
Jestlize mé byt splnéna rovnost (A.29), musi se rovnat ¢lenyue  Ti "aeT T

Vzniknou tak dvé rovnice pro dvé neznamé - M a N

(\/527—1+§)€\T/1— —E-yJe-1=

E-ver,
— M 52—1—M§+NT1—(M 52—1—M5+NT1)e T (A.30)
E+
(-0 A
€+\/£_1
— M 52—1+M5—NT1—(M 52—1+M§—NT1) T T (A31)

Obé rovnice lze upravit na tvar

(§+\/§27—1>e%162—_1”—(§+\/§27—1> _

/&1 1. 5—\/52—1 §-y/e-1
_M(\/f2 —&§- \/52—1e Ty T T) +N(T1—T1€ T T)

€+\/£2

(e -
= VE—1+E -/ — 1€€+\/f2— - €+ TfQ_lT) +N (Tle&L TleT - Tl) .
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A konecéné

(i) (0

§-y/E-1 §-y/e1
:M(,/g2—1—g) l—e T T)JFNT1 (e ™ T—1) (A.34)
76—’— £2_1€T )
1l =

(Ve-1-¢) (e .
:M(\/€27—1+€> (1—e€+\T/f2—1 )+NT1 ( €+\T/52—1 —1)- (A.35)

Pro dalsi vypocty zavedu substituce /€2 — 1 =1 a £ = d.Rovnice (A.34) a (A.35)
pak maji tento tvar

d=l d=ly d=lp
(I+d)[eT —1)=MU-d)({1—eT ")+ NT; [eT (A.36)
d+l d+l

(I —d) <edT_+f€T - 1) = M (I+d) <1 - eT_1T> + NT, <eT_1T> . (A.37)

Vi, 1)_

Nyni 1ze vyjadrit z (A.36) proménnou N

d—1 d—1 d—1
(I +d) <eT_1€T - 1) — M (I —d) <1 - eT_1T> = NT, <eT_1T>

(@+1) <edT1l€T - 1) M- d) <1 - edT—_fT>
N = . (A.38)

Proménnou N dosadim do (A.37)
d+l el
(l—d) <eT1€T—1> —M(l—l—d) <1—€T1T> =

ﬁ<€T ﬂT
" (d+D) et —1|-M(l—-d)|[l—eT:
T1< T - 1) — . (A.39)
T, <1 —eT1 T)
=l
Konstantu T lze zkratit a celou rovnici vynasobim c¢lenem <1 —eT )
d+1 d—1l d+l d-l
(1 —d) <eT1€T_1> <1—eT1T> — M(l+d) <1—eT1T> <1 eT1T> =
d-l dtl -l dtl
(I 4 d) <eT1 T 1) <eT1T— 1) — M(l—d) <1 —eT T) <eT1T— 1) . (A.40)
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Nyni jiz lze vyjadrit proménnou M:

(l — d) <edT_tl€T — 1) <1 - edT__llT> (l + d) < L leT . 1) <edT_tlT B 1)
M= d+l d—1 a1 ail .
(I +d) <1 = eT_1T> <1 —~ eT_1T> ) <1 - eT_1T> <eT_1T - 1)

(AA1)

Jmenovatel 1ze jesté upravit

d+l -1 -1 d+l
(-of{ 7)) o) )
M = .

- d+l d—l
2[<1—eT1T> <1 eT1T>
(A.42)

Takto vyjadienou proménnou M lze dosadit do (A.38) a vyjadrit N. Po zkraceni
d—1
¢lenu <1 —eT1 T) vyjde:

d+l d=l d=l__ d+l
del (I-d) <e T © —1) <1—e T1 ) —(l+4d) <e T © —1) <e T1 —1)
(d+l)<eT_1€T—1>— o (1 —d)
2l<1—e T: )
N =

(A.43)
dolop dtly
Po odstranéni sloZeného zlomku a vytknutim ¢lenu (e Tt =" — 1] (1 —eTr * | vyjde:

Al dtl dtl . -l
d+0D)2 (e —1)[1-eT ") = e — l—eT
N = o o .
2[T1<1—eT1 ><1—eT )
(A.44)

Nyni by jiz bylo mozné dosadit konstanty M a N do (A.28). Nejprve vsak provedu

dva mezivypocty pro zjednoduseni zapisu (A.28). Jako prvni je mezivypocet —ME+
M/ —1 + NTq, coz je podle diive zavedené substituce —Md + Ml + NT, =
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M(l —d)+ NT;. Prostym dosazenim vyjde:

(I —d) <edT_tl€T — 1) <1 — edT__1lT> — (I +4d) <edT—_1l€T . 1) <edT—tlT B 1)
= (I—d)

= L +
21 <1 - edT_tlT> <1 - edT_llT>
1 d+l d+l d-1
(d+1)? <eT16T— 1) <1 —eT1T> —(1—d)? <eT16T— 1) <1 —eT1T>
+ Ty d+l d—1 :
2T, <1 - eT_1T> <1 — eT_1T>
(A.45)

Po zkraceni konstanty T; lze dat oba zlomky jednoduse na spoleény jmenovatel.

ﬂ<€T wT
Néasledné zjednodusim citatel a vytknu vyraz [eTi " — 1) (1 —e Tt = |.

T _ 1) <1 - edT_tlT> [(d+ 1%+ (1 + d)(I — d)]

d+1 d—l1
2l <1 - eT_1T> <1 — eT_1T>

Vyraz [(d+1)? 4 (I +d)(I — d)] 1ze zjednodusit na 2I(d + ). Clen 21 lze vykratit,
d+l
stejné jako <1 —eT1 T). Vysledek tedy je

Ml —d)+ NT, = <

(A.46)

(d+1) <edT—_1l€T — 1)
M(—d)+ NT, = ) (A.4T)

l—eTi'

Jako druhy mezivypocet provedu My/&? — 1+ ME — NT;. Po jiz zminéné substituci
ma vyraz tvar Ml + Md — NTy = M(l +d) — NT;. Prostym dosazenim konstant
M a N vyjde

M(l+d)—NT, =
(I =d <edT_+1l€T - 1) <1 —~ edT__llT> —(I+d) <edT__1l€T - 1) <edT_+1lT - 1)
i (1+d) <1 —edT—tlT> <1 —edT—_fT> —(—d) <1 —edT__1lT> <edT—+jT - 1)
(d+1)* <edT__1l€T - 1) <1 —~ edT_tlT> — (I —d)? <edT_+1l€T - 1) <1 - edT—_fT>
o AT, <1 —edT—tlT> <1 _edT—‘fT> '

(A.48)
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Dalsi postup je podobny jako u predchoziho mezivypoctu. Po zkraceni T; a ipravou

na spolecny jmenovatel lze ¢itatel zjednodusit odectenim prislusnych clenti

d+l

et 1) <1 - edT__llT> (1 +d) 1 =d) + (I = d)?]

d+l d=l
21 <1—eT1T> <1—eT1T>

Vyraz [(I 4+ d)(I — d) + (I — d)?] 1ze zjednodusit na 2I1(1—d). Clen 21 lze zkrétit, stejné

iy
jako vyraz {1 —e™T1 " |.

M(l+d)—NT, = < (A.49)

wsT
(I —d) <eT1 — 1)
M(l+d)— NT, = Ii (A.50)
1—eTt
Nyni dosadim pfislusné mezivypocty do (A.28):
—ﬁt ﬂz;‘T
20(t) —2o(t—eT)+e T (d+1) |eTr" o(t—eT) —o(t)| +
—wt weT
+e T (I —d) le Ti"o(t—eT) — a(t)] =
ﬁ<€T
_d-l Tl d+1) <e v 1)
=e T la(t) —o(t—T)eT: ] - +
1—eTt
dt eT
_d+l dtly, (t=d) <eT1 -1
+e T: [O’(t) —O'(t—T)e T ] a1l +2lU2T(t) (A51)
1—eTt

A.2.2 Vypocet uyr(t) pro t € (0,eT)

V tomto ¢asovém intervalu ur¢im wupr(t) prot €< 0;¢T). Plati: o(t) =1, o(t—£T) =
o(t—T) =0 a upr(t) # 0. Rovnice (A.28) se zjednodusi na tvar

_d=ty _ gty
20+ (d+le T (=1)+(I—d)e T (—1) =

it dl_
(d+1) <eT1 T_1> oy (=4 <eT1 T_1> d+l

Ly
P e Ti + pET e Ti +2uyp(t). (A.52)
l1—eT1 l1—eT1
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Z této rovnice lze vyjadrit 2lugr(t):

%:‘ET
.y Ly, (d+1)[eT:™ —1 4,
ugr(t) =20 — (d+1)e T ' — (I —d)e” T ' — P e Ti —
1l—eT1
d+1
eT
(Il —d) <eT1 —1) s,
- ] e T (A.53)
l—eT1
d+1 d—1
—wt eT_+1€T -1 _ﬁt eT_leT —1
2upr(t) =20 — (I —d)e T1 1+ ——7— —(d+1le T 1+ ——7—
l—eTi ' l—eT:
(A.54)
Cleny v zévorkdch dam na spoletné jmenovatele
b1 — o T T 1,1 _ o T
_a — — _a—t — 1 4 1 —
uyp(t) = 2A—(I—dje” T '=— 1 T (d4l)e LT E Fe
l—eTi @ l—eTi @
(A.55)
Nakonec celou rovnici vydélim 2/ a upravim do konecné podoby
d+l d+l d-l d—l
l—d eTi®h —eTi ' dHl, 4] eTih —eTi ' _d,
upr(t) =1 — T prT Ti" — T 77— . (A.56)
l—eTs l—eTs

Ta samé rovnice s ptuivodnim znac¢enim veli¢in - pfed provedenim substituce /&2 — 1 = [
af =

v -1-¢ e&L\T/fQ_1 e&L\{fQ__1T ——€+\T/f2__ —

) 1= SNCEV
I—e T
Vel Ve
T T e eye
T aveEsT 5—¢gz—-1T e o (B8]
l—e T

A.2.3 Vypocet uyr(t) pro t € (€T, T)

V tomto ¢asovém intervalu uréim upr(t) prot € (¢T;T). Plati: o(¢t) = o(t—€T) = 1,

o(t—T) =0 a upr(t) # 0 a rovnice (A.28) se zjednodusi na tvar

it [ d=t il [ dtl
(d+1)e” Tu <eT1€T—1>—l—(l—d)e_T1t<eT1€T—1>:

ﬂ<€T wsT
(d+0fem " —=1) _, (=d)feTr -1 g,
] e T4 g e T’ 4 2uyr(t). (A.58)

1—€T1T 1—eT_1
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Z této rovnice lze vyjadrit 2lugr(t):
L= _dty dtl _
2lu2T(t) :(d + l) eT1 —1]le T1"+ (l — d) eT1 —1)e T1 —

ﬂ<€T wsT
<d+w><eT1 —1> m @._d)<eT1 —1> s

=1 e T ] e T
l—eT1 l1—eT1
Vyraz lze dale upravit

d—1

ﬂ<€T eT_leT —1 —ﬁt

2ugr(t) =(d+1) leTt " —1— i |e U+

l—eTs

d-+l Ser 1 d+l

S e l1 — _ et

(l—d) eTle -1 ] e T1

l—eTh

Vyrazy v zavorkach dam na spolecné jmenovatele

() ()
Nuyr(t) =(d + 1) “Tty

] e
l1—eT1
d+1 d+1
(1 —d) > e T
l—eTi’
Celou rovnici vydélim 2! a upravim do konecné podoby
ﬁ<€T wsT
B d+1l 1—eT —%(t—T) l—d 1—eT: —%(t—T)
upr(t) = ST ¢ + ST e )
1—eT1 1—eT

Ta saméd rovnice s ptuivodnim znac¢enim veli¢in - pfed provedenim substituce /&2 — 1 = [

a & =d

§-y/e2-1
EHVEST 1-e T VR,

) =vE=T T ey,
—e T,

E+y/e2-1
V& —1-¢ l—e T el _€+\T/f2_1(t_T).

2WE—1 Gy

l—e T

+
1
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A.3 Vyjadreni funkce uyr(t) jako realné funkce casu

A.3.1 Vypocet realné slozky uyr(t) pro interval ¢ € (0,eT)

ug(t) pro Casovy interval ¢ € (0,eT) z hlavniho textu plati (?7):

d+l d+l d—l d—l

l—d eTi® —eTi _dtl, 4] T T _ e T _d
ur(t) =1 - ——- e - TR e T (A64)
l—eTs l—eTi "

Jelikoz plati | = /&2 — 1 a d = £, jsou oba zlomky pro £ < 1 komplexné sdruzena

Cisla:
dtl d+l

l—d eTr eTi ! _dtl .
alt) = —;— e =) +y(t) (A.65)
l1—eT1
d—l d—l
d+1 eTih —eT ' _dl .
a(t) = —;—- E— T = a(t) - jy(t) (A.66)
l1—eT1

Lze tedy psat

1—a(t) —a(t) =1—[z(t) +jy(t)] — [=(?) —jy(D)] = 1 — x(t) — jy(?) — 2(t) +jy(¢) =
—1-2x(t) = 1 — 2Re{a(t)} (A.67)

Pro vyjadieni ugr(t) jako redlné funkce Casu tedy staci vypodcitat redlnou ¢ast né-
kterého z ¢lent (A.64).
dtl . dtly =2 -1,¢6<1

l—d eTi® —eTi  _dtl

Re{a(t)} = Re gl P e Ty V(D1 =82 =ju | —
l—eh v=y1-6—=1l=jv

p dtjv dtjv "

jv—d eTi = —e T = _dHv,

Re{a(t)} = Re ST i T (A.68)
) l1—eT

V dalsich vypoctech tedy budu postupovat standardné jako pri rozdéleni vyrazu na

realnou a imaginarni ¢ast. Za¢nu uzitim Eulerovych vzorcii

d+jv T d+jv

. € T .
ju—d eTi " —eT e_d%L—i”t_
%0 d+jv -
) l1—eT: T

v+ id . eTilefT [cos (TileT) + jsin (TilsT)} — eTilT [cos (T%T) + jsin (%T)} .

2v 1— eT%eT [COS (T%T) + jsin (%T)}

LT [cos (%t) — jsin (%t)] = (A.69)
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L8

Zlomek rozsitim komplexné sdruzenym jmenovatelem.

_v+jd 1—€%Tcos< ) —I—JeTCllTsin (T%T)
2v 1—eTilT cos( ) —I—JeTCllTs1n (TvlT)

e

T1 (eT-1) [COS (TileT) + jsin (TilsT)} [cos (Tilt) — jsin (Tilt)} eTl(T g [COS(

) +isin (7)) Jeos (1) —Jsin (1)

d

L
_ eT
1—eTi1" cos (T

Déle jiz jen roznasobuji prislusné zavorky.

_v+jd 1—e%Tcos( )+JerlTsin(TilT)

2v d

Fl 2 Pl 2
[1 —eTi " cos (TLIT)] + leTlT sin (%T)]
eT1 (eT=1) [cos (isT> cos ( Y ) — jcos (isT> sin (
Ty Ty T,

) —JeTl sm(

) iees (g
T, jcos T,

v)

i () s ) on )]

—e%(T_t)[cos(v )cos(v )—JCOS(U )sm(v )—l—JCOS( )sm( >+sm(v )sm(v )] =
Ty Ty Ty Ty Ty T, Ty T,

(A.70)

(A.71)
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v+ jd
20 [1 — 2eTilT cos (TLlT) + eTilzT cos? (TLlT) + eTilzT sin? (LT)]

T1
d
{ e_Tl (eT—1)

v v ) v ) v v ) v ) v v
cos (T_1€T> coS (T—lt) — jcos (T_1€T> sin (T1 ) + jcos (T1 ) sin (T—1€T> + sin (T—1€T> sin (T1 ) -
— oS (ieT> cos ( Y ) coS ( ) eTilT + jcos (i ) sin ( ) cos (iT> eTilT — jcos ( Y ) sin (ieT> coS (iT> e%T—
Ty Ty 1 Ty Ty Ty Ty Ty
v v
1
1
v

v
T
—sin (—5T> sin ( ) cos (iT> eTil + jcos ( T) cos ( Y ) sin (iT> TiT + cos (isT> sin ( Y ) sin (iT) e%T—
T T Ty Ty Ty T Ty Ty Ty
v v v
T, T,
v

1 1
d d d
— CoS (;1 ) sin (; T) sin (T ) eTi’ 4 jsin (% T) sin ) sin (T—1T> eT_lT] — e T | og (;1 ) cos (;1 )
>+ Cos(v> i (i>+sin(i)sm(v)—Cosz(i)cos(v>erl —}—cos(v )sin(it>eTi1T
18T, T, T, T, T, T, ) T, T,
4 A d
—jcos T—1t> sin (%T) coS (T1T> eTi' —sin (;1 ) sin (; o (;1 ) eTi " + jcos (;1 ) coS (;1 ) sin (%T) eTi
v

)c S

1

—l—COS(UT)Sin(U )sin(UT>eTilT cos(v )sinz( T>er1 + jsin (U )sin(v )eTilT (A.72)
— —t — — — — — .
T1 T1 T1 T1 T1 J Tl Tl

(7)o (
jcos T, s T,
v
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Nyni je jesté nutné roznasobit vyraz v + jd. PTi rozndsobovani uvazuji jen redlné c¢leny.
1

d 4.1
2v [1 — 2eT1T Ccos <T1 ) +eT: QT]
Til(eT_t) (UT> (U)+' (UT> (U> cos(UT>cos(U)cos(vT>e%T
—¢ in { —eT ) sin — — — —
e v |cos T, cos T, S T, T, T, T, T,
—sin(i T) sm(v )cos(v )eTilT—}—cos(i T) sm(v )sm(v )eTilT—cos(U )sin(i T) sin(iT>eTilT—
T, T, T, T, T, T, T, T, T,
( ) sin (—5T> sin ( ) eT1 +d [cos (—sT) Ccos (it> — Cos (it> sin (isT> —
Tl T1 Tl Tl
—cos(i )sm( ) s(v ) Ti +c ( )sm(—T)cos(U )eTilT—cos(iT)cos(v>sm(v )eTilT—
T, T, T1 T, T, T, T, T,
(i )sm(v)sin U eT1 eT1 - [COS(U )Cos(v>—|—sm(v )sm(v>—
T 1 Ty T T T
—cosz( Y )cos( Y )erlT—sm( ) ( )cos (iT> e%T+cos( Y )sm( Y )sin (iT> erlT—
Ty T T, T, T
d
cos (T1 ) sin (%T) eT1 +d lcos ( ) sin ( ) — COos (;1 ) sin (;1 ) — cos? (%T) sin (%t) eT1T+
d d d
+ cos (;1 ) sin (;1 ) cos (%T) eTi’ — cos (%T) cos (%t) sin (%T) eTi' — sin? (%T) sin (%t) eTlT] }) = (A.73)

— COS

— gin



06

1

- d 4.1
2v [1 — 2eT1Tcos (T1 ) +eT1 T}
d d
[eTl (eT—1) (v {COS (%sT) cos (%t) [1 — COS (%T) eTlT
da
+ sin (%T) eTlT

—COS(U )Sln(1 T> 1—COS<iT>eTi1T —Sln(v >€T11T
Tl r:[wlg Tl Tl

v d v v v v
+ sin (—T) eT1 {cos < ) sin (—t) — COS (—t) sin <—T>
T Ty T, T Ty

V dalsi dpraveé pouziji vzorce pro soucCet v argumentu goniometrické funkce

COS(UT> (v>+sin(vT>s (U> (v T—
—c — 1 = — (&
T, cos T, Tls T, co T1( t)
COS(UT>' (U> cos(v>s (UT> (U T
—¢ Sin | — — m\{ —=¢ :sn — 5
T, T, T, T, T,
cos(vT)cos(v >+sin<v )sm( ) cos( (T— )
T, T, T T,
cos () i () = cos (se) sin () = sin (i em)
S{—T7|sin | —¢) — —¢ | sin =sin { —
T, T, T, T,

] + sin (%5T> sin (11:1 ) [1 — cos (%T) eT%T] +

v . v v . v v v v da

coS (T—15T> sin (T—1t> — Cos <T1 ) sin (T—lsT ]} +d {cos (T—leT) sin (Tl ) ll — Cos <T_1T) e
v v ) v

CoS <T—15T> cos (Tl ) + sin (
—eTil(T_t) <v {cos <1T> CoS <1t> [1 — Cos (iT> GTLIT] + sin ( Y ) sin (it) [1 — COs (1T>

T Ty Ty T T T
v . v v 4

} +d {cos (T1 ) sin (T—1t> [1 — Cos (T—1T> e

v v v 45 v 4 ¢ v v

— CoS (T1 ) sin <T1 > {1 — COS (T—1T> eT ] — sin <T1 > eT1 [cos <T1 ) Cos <T1 ) + sin (

o ()]

A.74)

—~

(A.75)
(A.76)
(A.77)

(A.78)



16

1

- 4 PR
2v [1 — 2eT1Tcos <T1 ) —l—eleT]
eTl(eT 2 vie |1 COS(UT> eTilT COS(U T )—}—sin(UT) eTilTsin(
J— JR— —(eT—t JR—
T, T, T,
+dq |1 — cos (iT) eTilT sin (it T) — sin (iT) eTichos (i T t)
T, Tl(—e) T, Tl(e —t)
o) T cos (ocn-0) s () e sin ()
T 1 — i T — _ T — (e
—eTy <v{l COs (T1T eTh ]COS Tl(T t) | + sin T1T eTi” sin T (t=T) +
+d< |1 COS(UT)G%T Sin(vtT> sin(UT>eTi1Tcos(UT )
— — —(t— — — —(T—t
T, Tl( ) T, Tl( )

Vytykanim postupné zjednodusuji vyraz.

1] = (A.79)

1

20 |1 —2eTs cos —I— eT1 ]
d d d d
<eT1 (eT-1) { [1 — cos (; T) eT: T] cos (%(sT t)) + vsin (%T) sin (%(t—sT)) eTi ¢ +d [1 — CoS (%T) eT: T] sin (%(t—sT)) _
d d d d
—dsin (;1 ) Cos (%(eT t)) eTlT} — eT1 (T= {v [1 — COs (%T) eTlT] cos (%(T—t)) + vsin (%T) sin (%(t—T)) eT1T+
d d
+d ll — cos (%T) eTlT] sin (%(t—T)) — dsin (%T) coS (%(T—t)) eTlT}> = (A.80)



¢6

1

:22; [1 — Qe%T cos (T%T) + eTilzT] |
<eTi1(€T_t) cos (%(6T—t)> {v ll — Ccos (%T) eTilT] — dsin (%T) eTilT} + eTil(eT_t) sin (%(t—eT)) {d [1 — Cos (%T> GT%T] +
v sin (%T) eTilT} — eTil(T_t) coS (%(T—ﬂ) {v [1 — cos (%T) eTilT] — dsin (%T) eTilT} —
—eTil(T_t) sin (%(t—T)> {d ll — cos (%T) eTilT] + vsin (%T) e%T}> = (A.81)

1

d 4]
2v [1 — 2eT1T cos (T%T) + eleT]

d d d
{ [v — v COoS (%T) — dsin (%T) eTlT] [eTl (eT=1) Cos (%(sT—t)) —eT (T= coS (%(T—t))] +

d d d d
+ [d — dcos (%T) eTi’ 4+ vsin (%T) eT: T] [eTl(eT D gin (%(t—sT)) e T gin (%(t—ﬂ)] } = (A.82)
Plati tedy:
() 1" — dsin (7)o"
v—uvcos(=T)eTt —dsin(T)eTr d d .
Re{a(t)} = Ll y Tld leTl ET=5 cos (%(eT—t)) T T s (%(T—t))] +
20 [1 — 2eT1 " cos (T%T) + eT_lzT] ! !
() T+ wsin (7)o"
d—dcos(=ZT)eTt” +wovsin (Z&T)eT: d o d
+ &l &l eT1 CT 9 gin (i(t—sT)> —eTi T Vgin (i(t—T)> (A.83)
Lot T Ty

d d
2v [1 — 2Ti" cos (T%T) +eT: ]



€6

Pro ugr(t) z ¢asového intervalu t € (0,eT) vyjde:

upr(t) =1 — 2Re{a(t)} =

d d

Lo . Lo
v—vcos|(~T)eTr” —dsin(=&T1)eT: d d
1 — <T1d) <T1d ) [eTl (eT-1) cos (i(eT—t)> — eTl(T g cos (i(T—t)>] —
v — 20eT1 " cos (T%T) + veTr 2t ! !
d d
d—dcos (1) eTi’ +usin (LT)eTi’ [ a4 d
— <T1d ) <T1d ) e T giy (i(t—sT)> — T T gin (i(t—T)> (A.84)
A Lo Ty T,
v — 2veTi™ cos (T%T) + veT:



A.3.2 Vypocet realné slozky uyr(t) pro interval ¢t € (¢T,T)

upr(t) pro Casovy interval t € (€T, T) z hlavniho textu plati (?7?):

d+1 1 %eT d—1 l—d 1 %eT d+1

+ —eT1 _a=ty T — — €1 —=—(@-T

wr(t) = = e BT o e T (A
l—eT1 l1—eT1

Opét plati | = /€2 — 1 a d =&, jsou oba zlomky pro £ < 1 komplexné sdruzena

Cisla:
d—1

d+1 1—eT " _di
b(t) = S0 AT T < (1) 4 () (A.86)
l—eTi’
l—d 1—eTT _su
_ — —e 1 _art,, .
b(t) =~ e T = () — js(t). (A.87)
l—eT
Lze tedy psat
b(t) +b(t) = r(t) + js(t) + r(t) — js(t) = 2r(t) = 2Re{b(t)} (A.88)

Pro vyjadteni ugr(t) jako redlné funkce ¢asu tedy opét staci vypocitat realnou
¢ast nékterého z ¢lenu (A.85).

dtl =& -1¢<1

[—d ) 1— eT—le —w(t—T)

Re{b(t)} = Re { —; a—e T — /(DA =)=jv | =
l—eT v=+/1-& —=1l=jv
d 1T Tty
17 — —e T arjv
Refa(t)} =Req o= — e 1 (7 (A.89)
] l—eT ©

V dalsich vypoctech tedy budu postupovat standardné jako pri rozdéleni vyrazu na

realnou a imaginarni ¢ast. Za¢nu uzitim Eulerovych vzorcii

d+jv

ju—d 1- e Ti t _d;—f”(t_T) B
: d+jv -
2jv l—om T

v

d
v+ jd . 1— eTldeT [COS (TileT) +Jsin (T_leT)} eT%(T_t) [cos (i(t—T)> — jsin (i(t_T)ﬂ
20 T [cos (1) +jsin (2£7)] T

Tl 1

(A.90)
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Zlomek rozsitim komplexné sdruzenym jmenovatelem.

_v—{—jd. 1—eTi1Tcos< )—Hsm( T)

2v 1 - eTilT coS ( ) —l—JeTCllT sin (TiT)
. eTil(T_t) [COS (Til(t—T)) — jsin (Til(t—T))] eTileTeT_l(T g [COS (Til(t—T)) — jsin (TLl(t—T))] [COS( ) + ] sm( T)]

_ — (A1)

1 —eTi® [COS (T— ) + jsin (T%T)}
Déle jiz jen roznasobuji prislusné zavorky

v+ jd

= i d .
2v [1 — 2eT1Tcos <T1 ) +eT1 T]

A p_ g = ;
{eTl (T—1) COS (%(t—T)) — J sin (’]?}1 (t_T)>:| [1 — eTlT COS (’;}1 T) + jeTlT sin (;1 T)] —
a4 - T
—eTi (THT=0 o (—;1 6T> cos (;1 (t— T)) + j cos (;1 (t— T)) sin (%a) — jcos (%a) sin (;1 (t—T)) + sin (;1 (t—T)) sin (;1 ‘?T)]

. ll —eT%T oS (;1 ) + jsin (;1 )]} = (A.92)




96

v+ jd

- o I
2 [1 — 2Ti" cos (T%T) + eleT]

{eTl (T-9) [cos (%(t—T)) — oS (%(t—T)) cos (%T) eTit + j cos (%
d
—+j cos (;1 ) sin (%(t—T)) eTi * + sin (;1 ) sin (—(t T) eT1 ]
d
— CoS (it—T> cos (—sT) cos (iT> eTit + j cos (—(t T ) cos (
T, T, T,
o cn) (1) on ()
—jcos | —(t— sin | — cos| —=—1)eT:
J Tl( ) Tle T,
—l—sin(it T)C (i T)sm(v )eTilT—}—sin(it T)Sin(iT
T, " T, T, T, " T,

+jsin (i t—T ) sin (i T) sin (iT) erlT =
J Tl( -T) Tle T, =

‘ <

a
- )sin (%T) eTlT
COS(
eT)sm( T)
(Fyem) sin (gr) s ()
— COS | —(t— SN | —¢ SIN { —
T, )T, T,

) ! ( /Ij T
—sin | —
Tl(t )

T (T+eT—t)

d
eT1

d
eT1

.. v
— ]sin (T—l(t—T)> +
v v
T—l(t—T)> Cos (T—16T> —
8 + jcos (%(t T ) (—sT
=T v
— jsin (T—(t T ) CoS (

)-
)+

v i
) sin (T—15T> cos (T1 ) T —I—



L6

Nyni je jesté nutné roznasobit vyraz v + jd. P¥i roznasobovani uvazuji jen realné c¢leny.

1

2v [1 — 2eTilT cos (T )

FE
+eTs QT]

eTil(T_t) v |cos (1(t—T)) — Cos (i(t T
Ty T

v
+d [sin (—(t—

o) - os(

d
7 (T+eT—t) v
—_eT —
eT1 { v [cos <T1(

—COS(

— sin

Y
T,

v
—_— T
T,

—(t-T
1

)> sin< !
sin (—(f T>Sln( C
e

(

—eT
T

s
Jor (3

—eT
Ty

—T

T

v ) . < v
sin
T, " T,

d

)sin (%T) eTlT

v dq

_ Ty
)COS(T1T>
)sin(v T)eTiT cos(v T)Siﬂ(

- 1 — —(t—

T, Tl( )

()

d

a4 a4
eTi’ +sin (Ti(t T)) sin ( Y ) Ty T] +
1

d
T) eTi' — sin (i(t—T)> cos eT1 }}
T
T)COS( Y T> cos( Y T)COS( Y T>COS( Y T) Ti
t— —c — —(t— —¢
) T, T, " T, T,

+ si (U T
m\| —(«t—
vk

]+dlcos (T—l

)eos (2
COS | 7T
) T

)sn(v ) T%T—{—sin
1 e
Ty

v

v iT
(t— T)) sin (T—16T> cos (T_1T> eT1 —

1

T) cos (iT) eTilT — sin ( Y t— T) sin (i T> S
: T, T, T,

Y T>+sin<v T)COS(
—¢€ —(t—
T Tl( )

in (%T> e%T} }) _

(v
Tl(f T

5 )
T

Jolz

—eT
Ty

)-

(A.94)



86

1

- 4 P
2v [1 — 2eT1Tcos <T1 ) + eleT]

leTl (T=) <v {cos (Ti(t T)) ll — cos eT1 ] + sin —(t T ) sm( ) eT1 } +d {sm (
1
— cos (i(t—T)> sin (iT> eT%T _T+€T “lv{cos —(t T ) co (— T) 1 — cos (iT>
T, T, ) T,
d
+ sin (%(t T)) sin (%a) ll — cos eT1 ] + sm eTlT sin (%(t T)) coS (%6T>
+d {— coS (%(t—T)) sin (%sT) ll — cos (;1 T) eT1 T] + sin (%(t—T)) cos (%sT) ll — cos (
—sin (iT) eTilT sin (i(t T)) sin (i T) + cos (i t—T ) coS (i T)] =
T, T, T, T, )\ -

Pro zjednoduseni nékterych clenti vyuziji vzorce pro soucet v argumentu goniometrické funkce:

Y T) 1 COS( Y
—(t— J— JR—
T, T

d
eT_lT] +

d
i)

sin (—U T ) cos (—U T) — COS (—U T ) sin (—U T) = sin (—U T—eT )
t— e t— eT | = t—T—¢
Tl( ) Ty Tl( ) Ty T ( )

1

—(t-T) | sin | —- COS | /= (t-T) | COS | /==¢T | = COS | = (¢T+T—
Tl( ) T, Tl( ) T T (eT+T—1)

1 1

(A.96)

(A.97)
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1

pr— d i .
2v [1 — 2eT1Tcos (TvlT) + eleT]

d d d d
<eT1(T t) {v cos (%(t—T)) [1 — CcOoS (%T) eT: T] + sin (%(t—T)) sin (%T) eTi ¢ + dsin (%(t—T)) [1 — cos (%T) eT: T] _
d _ d
—d cos (—(t T) | sin ( ) 1T} — eT1(T+€T g {v ll — CcOoS (%T) eTlT] coS (%sT) cos (%(t T)) + sin (%a) sin (%(t T))] +

4 p d
v sin ( ) sin ( (t—T—eT ) eTi ' +d [1 — cos (%T) eT1 T] [sin (%(t—T)) cos (%sT) — cos (%(t T)) sin (%6T)] —
d
T,

1

—dsin (; T) eTi ' cos (Ti(T—l—sT t)) }) = (A.98)
cos (%sT) cos (%(t T)) + sin (%6T> sin (%(t—T)) = (%(5T+T t)) (A.99)
sin (%(t—T)) cos (%a) — cos (%(t T)) sin (%a) = sin (%(t T— sT)) (A.100)

1

- a4 a1
2v [1 — 2Ti" cos (T% ) + eleT]

d o d d d
<eT1(T 2 {v cos (%(t—T)) ll — cos (%T) eTlT] + vsin (%(t—T)) sin (%T) eTi " + dsin (%(t—T)) [1 — cos (%T) eTlT] —

1
d d _ d
—d cos (%(t—T)) sin (%T> eTlT} — eT1(T+€T 2 {v [1 — COS (%T) eTlT] Cos (%(5T+T—t)> +

d d d
+vsin (%T) sin (%(t—T—eT)) eTi " +d ll — cos (%T) eT1 T] sin (%(t—T—sT)) — dsin (%T cos (%(5T+T t)) eTlT}> (A.101)

1



00T

1

- 4 d ]

2v [1 — 2eT1Tcos <T1 ) + eleT]

d d d
<eT1 (T-9) {cos (%t—T) lv — v CoSs (%T) eTlT — dsin (%T) eTlT] +
—l—sin(v T)) d dcos(UT>eTilT+vsin(U T)e%T

Tl( T, Tl( )

d B d
—eT1 (T+eT=0) {COS (%(5T+T—t)> [U — v Cos (%T) eTi' — dsin (Ti ) eTlT] +

+sin (—(t—T—sT)) ld — d cos (—T) eTi” +wv sm eT1 ] } (A.102)
T T

1

1

d 4]
2v [1 — 2eT1T cos (TlT) +eTs QT]

d d d
{ lv — v COoS (;1 ) eTlT — dsin (%T) eT1T] [cos (%(t—T)) eTl(T H_ cos (%(eT—t+T)> eTi (eT+T— t)] +

d d d
ld d cos (;1 ) eTi ' 4 usin (%T) eT_lT] [sin (%t—T) e T _gin (%(t—T—eT)) eT1(T+€T t)] } (A.103)



10T

d d
ST . 27
v—wvcos|(~~T)eTt —dsin(=T)eT: d d _
<T1 ) <T1 ) lcos (—U (t—T)) eT1T™% _ cos (—{: (6T—t+T)> oT; CT+T t)] +

Re {b(1)} — i e 1
v [1 —2eT1 cos (T%T) +eTi2 ] 1
d — d cos (LT) eTilT + v sin (LT) eTilT d d
+ & il sin [ ——1) eTr T~ _gin i(t—T—gT) Ty (THeT=1) A.104
d Tl T1

da d
2v [1 — 2T1" cos (T%T) +eTs QT]

Pro wugr(t) ¢asového intervalu ¢t € (T, T) pak plati

urr(t) = 2Re {b(t)}

d

d
<7 . <7
v—vcos(~T)eTt  —dsin(=~T)eT: d d B
- <T1d ) <T1d ) [Cos (i(t—T)> T (T8 _ og (i(sT—t—l—T)) T CTHT t)] +
v —2veT1 " cos (T%T) + et ! Ty
d d
d—dcos (1) eTi " +vsin (Z1)eTr d d
+ <T1 ) <T1 ) sin i(t—T) e (M9 _gip i(t—T—gT) oy (THeT=0) A.105
d i2T T1 T1

v —2veTr | cos (T%T) + veT:
Pricemz plati diive zavedena substituce | = \/£? — 1 a d = £. Vysledkem vyjadteni upr(t) jako redlné funkce ¢asu tedy je

1—2Re{a(t)}  prote (0,eT) (A.106)

UQT(t) =
£<1 2Re{b(t)} prot e (T, T)




¢0T

UQT(t)

£<1 B
v 4 . L
v — v COoS (T—lT) eTi” — dsin (T—lT) eT: Ti(eT_t) v TA(T_t) v
=1- . Ty eT1 cos T—(sT—t) —eT1 cos T—(T—t) —
T v T 1 1
v — 2veTi ™ cos (T—lT) + veT:
d d
d—dcos (=T eT_lT—l—vsin ) eTi " d v d v
— <T1d) <T1d ) [eTl(eT_t) sin (T—(t—sT)> — T T P gin (T_(t_T)ﬂ prot €<0,eT)
v — 20eT1 " cos (T%T) + veT1 2t ! !
d d
Lo . Lo
v—vcos(=~T)eTi” —dsin (2T)eT: v d v d _
= <T1d ) <T1d ) [COS (T—t—T> eT1 (T=8 _ cos (T—sT—t—l—T) eT: (eT+T t)] +
v — 2veT1 " cos (T%T) + veT1 2t ! !
d d
d—dcos (1) eTi" +vsin (21)eTr " d d
+ <T1d ) <T1d ) [sin (%t—T) eT T _gin (%t—T—sT) eT1(T+€T_t)] prot e<eT,T)
Lop 1 1

Lo
v — 2veT1” cos (T%T) + veT:

Periodicka slozka je opét dana vztahem:

’LLgper(t) = UQT(t) + UQT(t — T) + UQT(t — QT) + UQT(t — 3T) + = i UQT(t — nT)

n=0

(A.107)

(A.108)



B SPOJITOST FUNKCE Usppr(T)

Periodicka slozka vystupniho signalu uspe () vznikd periodickym opakovanim funkce
jedné periody upr(1).
u2per(t) = Z UQT(t - nT) (Bl)
n=0
Samotnd funkce upr (1) je vSak v ramci jedné periody PWM definovdna pomoci dvou
vztaht - jiny predpis plati pro interval ¢ € (0,eT) a jiny pro t € (¢T,T):

UQT(t) =

d+l d+ d—1 d—1
l—d eTi*l —eTi ' _dil, d4+] eTi" —eTi' _dd,

1— T s T ' — TR R Ti " pro te€(0,eT)
l—eT: l—eT
d—1 d+l

d+l 1—eT ™ ddyqpy l—d 1—eT ™ _dil,

T e Ty + T pETp Ty pro te (T, T).

l—eT: l—eT:

(B.2)

Body t = O resp. t = T at = T jsou tedy potencialnimi body nespojitosti. V
predchazejicich vypoctech a simulacich se vSak zddna nespojitost neprojevila. Funkce
by tedy méla byt spojita. Pokusim se tedy toto tvrzeni dokazat matematicky.

B.1 Spojitost v bodé t =T

Pokud je fukce v tomto bodé spojita, splinuje podminku

Jim upr(t) = Hm upr(t), (B.3)
coz lze napsat jako
tl_lgl_ upr(t) — tl_1>r%1+ upr(t) = 0. (B.4)

V mém pripadé tedy plati

tl_lf(?— urr(t) = %l—% uzT(t)’te(O,sT) (B.5)
tEITn+ uzT(t) - z}I—glI‘ uzT(t)’te(sT,T) (BG)
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Vypcitam uvedené limity:

iy (0 g ) =

te(0,eT)
N " d-1_ d=lyp
. l—d eT1 eT1 atl, d+1 eT —en
) Pr%l - - . - T " — d—l €
— l1—eTt i e
dl E ™ n
_1_l—d_eT1€T—eT1T dtl eT” —eTi’
2l 1—edT—+1lT 2 1_edT—_1lT
N d+l
li d+1 1—eT Tl  1—d 1—eTi® T, )
:tl_I}]’:Il‘ 2l . e 1 + 2l . d+l 1
1_eT 1_eT1
d—1 T
_d—|—l 1—eT1€T l—d 1_eT1€T
= : d=1 . T
21 1—eT: 2 I—eh
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Nasledné uréim rozdil uvedenych limit:

- — l-dem” et g4l e T _eT T d4l 1—-en T [—d 1—eT T

im ugr — I U = 1= : a1l - : d—1 - : =l ’ A+l

t—0 t€<0,eT) (=T te<eT,T) 21 1 _ eT_+1T 21 | — e T 21 | T 21 1 - eT_+1T
(B.9)

Vyraz dam na spoleéného jmenovatele

1

- il
21 <1—eT1T> <1—eT1T>
-t d+l d+l d+l -t -t -t d+l
[2[ <1—eT1T> <1—eT1T> — (Il —4d) <eT1€T—eT1T> <1—eT1T> —(I+d) <eT1€T—eT1T> <1—eT1T>—
d+l -t -l d+l
—(l—d) <1—eT1€T> <1—eT1T> —(I+d) <1—eT1€T> <1—eT1T>] = (B.10)

-l il
Vytknu élen 1 —eTi1 = a1l —eTi " pred zavorku

1

- d—1 d+l
) <1 - eT—1T> <1 - eT_1T>

d—l1 d+1 d+1 d+1 d+1 d+1 d+1 d+1
{ <1 —eT1 T) [zz —9leTi T — <leT_1€T —leTi ' —deTiT 4 deT_1T> — <z —leTi T g+ deT_fT)] +

d+l da—=l d—l d—l d—l d—l d—l
+ <1—eT1€T> [— <leT1€T—leT1T+deT1€T—deT1T> - <z-zeT1€T+d—deT1€T>H (B.11)




90T

1

- d—1 d+1
21 <1 —eT_1T> <1 —eT_1T>

d—1 d+1 d+l d+1 d+1 d+1 d+1 d+l
Kl — eT_1T> <2l e T e fleTi D pde Tt —deTi 4 leTit 44— deT—1€T> +

dtl -l -l -l -l -l -l
+ <1—eT1T> <—leT16T+leT1T_deT1€T+deT1T—l+leT1 6T—d+deT1€T>]
Nékteré cleny se odectou,vysledkem jsou vyray

-t dl dtl dl dt dt
<1—eT1T> <l—leT1T+d—deT1T>+<1—eT1T> <—l—d+leT1T+deT1T>

d—l1 d+1
2l <1 - eT—1T> <1 — eT_1T>

Zavorky roznasobim
1

- d—1 d+1
21 <1 —eT_1T> <1 —eT_1T>

d+l d+l d—1 d—l,. d+l
dtip atlp [l ety ditq
<l—leT1 +d—deTi” —leTi” +leTt eT1 "+

-l dilp dly  dl d+l d+l A=l d+l A=l dtl
+deTi eTi " —l—d+1leTt +deTi +leTi 4+deTi —JeTi eTi —deTi eTi | =

Je vidét, ze ¢leny se lisi pouze znaménkem, takze se odec¢tou, vznikne tedy
0

- d—1 dtl N\
21 <1 - eT_1T> <1 - eT_1T>

Rozdil limit je nulovy, funkce je tedy v bodé t = T spojita.

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)



B.2 Spojitost v bodé t =T

Pokud je funkce v tomto bodé spojita, spliuje podminku

lim wer(t) = lm uer(?). (B.16)

t—eT— t—eTt

V mém pripadé plati

lim worp(t) = lim wupp(t ’ B.17
t—eT— 2T( ) t—eT 2T( ) t€(0,eT) ( )
lim wuyp(t) = lim wuyp(t ’ B.18
t—eT+ 2T( ) t—eT 2T( ) te(eT,T) ( )
Uréim jednotlivé limity
lim up (¢ ’ =
t—eT 21 )te<0,eT)
d+1 d+1 d—1 d—1
e or T S
~ lim 1 l—d et eT: dil,  d4+1] eTi® —eT o d_llt_
- - d+l - d—1 -
t—eT = =
21 1 — T 2l | et ™
d+1 d+1 d—1 d—1
ST e T T
. l—d eTi® —eT: ey d+1 eTi® —eTi _dloy B
=1-— g 15— 57 = 1 (B.19)
1—eT 1—eT
lim up (¢ ’ =
t—eT 21 )te<eT,T)
=l o dtl o
od+l 1—eT _ﬁ(t_T) l—d 1—eT: _ﬁ(t_T)
— hHrlT 5 . ] e T1 -+ 5 . i, T1
t—s £ il
° 1l—eT: T 1—eT:
=l o atl o
d+1l 1—eT1 _d+l — 1—eT1 Il
_d+i e T (T T)+l d edl o T €T-T). (B.20)
21l d=l 2l d+l
1—eT 1—eT
Provedu nékteré mezivypocty
d+l d+l _d+l dtl . _d+l dtl. _d+l d+l
<€T1 eT _eTs T) e Ts eT — T €Te T, eT _eTs Te T, eT —1_eT (T—€T)
(B.21)
-l -l -l Al . _d-l Al _d-l =l .p_
<€T1€T—€T1T>€ TlsT eTleTe TlsT eTlTe TlsT 1_eT1(T eT)
(B.22)
Al )\ dtl, il Al o dl, Al dtl
<1—€T16T>€ Tl(sT T):e Tl(eT T)_eTlf;‘Te Tl(eT T):eTl(T 6T)_eT1T
(B.23)
R N Al dl o _d=l, . Al o -l
<1—€T16T>€ Tl(sT T):e Tl(eT T)_eTlf;‘Te Tl(eT T):eTl(T 6T)_eT1T
(B.24)
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Pokud je funkce spojita, mély by se dle (B.16) oba vyrazy sobé rovnat. Zaroven dosadim mezivypocty:

d+1 d—1 d+l d+1 d—1 d—1
. I—d 1- eT_t(T_eT) I+d 1—em "0 7_g eT—t(T_eT) - eT_JrlT l+d e T _em T (B.25)
— . — . = . + . .
d+l d—1 =+l a1
21 1— eT_lT 2l 1— eT_lT 21 1 — eT_lT 2l 1— eT_lT
dtl -l
Rovnici vynasobim 2/ <1 —eT1 ) <1 —eT ) a zbavim se tak zlomkt
d+1 d—1 d+1 d—1 d—1 d+1
21 <1 - eT—1T> <1 - eT—1T> —(1—d) <1 - eT—l(T‘eT)> <1 - eT—1T> — (I+d) <1 - eT_HT‘eT)) <1 - eT—1T> -
atl d+l d—1 _
=(l—d) <e T, T _ ey T) <1 —eTy (B.26)
Zéavorky roznasobim, pricemz nékteré ¢leny se odectou
d—1 d+l
21 <1 —eTi —eTi "
dtl a atl d=l d+l d+l, d=l
—(l+d)[1—eTr ™ — - - T _emi T yeT e | +

5 4
Al Al dl Al =l dil
4 (1 +d) M—m—eTlT—l—eTlTeTlT (B.27)

Roznasobim zbytek zavorek

d—1 d-+l dtl, . d—l d—1 d—1 d-+l d-+l
&t St iy i i &t St ctir
20 —2leTi ~ —=2leTi " +2leTi "eTi " —[+leTi +d—deTi —Il+1leTi —d+deTi =
il d=ly  dil il d=l dl A=l d+l d-l A=l d+l dt
=leTi eT1” —leTr " —deTi eTr " 4deTr” +leTt eTr " —leTi +deTr eTr” —deT (B.28)

Je vidét, ze i zbytek ¢lent se odecte a vyjde 0 = 0. Rovnice je opét splnéna, funkce je v bodé t = £T spojita.



C UPLNY VYPOCET ZVLNENI VYSTUPNIHO
SIGNALU

C.1 Stacionarni body v intervalu ¢ € (0,eT)

V tomto intervalu ma upr(t) tvar:

d+1 d+1 d—1 d—1

I—d eTi™  —eTi ' _dil, q+] el T e ! _d=ty
upr(t) =1 — T PRI Ti" — T e T (C.1)
l—eT: l—eT '

Pro vypocet stacionarniho bodu (vzhledem k ¢asu) nejprve ur¢im ¢asovou derivaci
funkce (?7)

d’ngT(t) _
dt t€(0,eT)
d+l d+l d—1 d—1
d l—d eTi?h —eTi* _%t d+1 eTich —eTi ™’ _d=t,
“a |t il ¢ T Ty =P
l—eT: l—eTs
d+1 d+1
_< l—d) eT_leT—eT_1T< d+l>e_dT_+11t
— (= — _ _
21 1—eT_+1T T
d—l1 d—l1
d+1 e —eT ' [ d+1\ _d=,
— . — e Tu (C.2)
2l ﬂT T1
1—eT1

Zderivovany vyraz jesté upravim.

dtl dtl d—l =l
P —P2eTi T _dtl, @22 T —eT | _dd,
e T + . e 1 —
20T dtt 20T d—l
! l—eTi " ! l—eTi @
d—l d—l dtl dtl
d2_l2 eTleT—eTlT —ﬁt eTleT—eTlT_ﬁt
= e Ti'— e T (C.3)
2T dolyp diig '
! 1l—eT1 1—eT1
Nalezeny vztah polozim roven 0 a vyjadiim ¢as minima
a-l d=l d+l d+l
dz — 2 eT1€T—eT1T_ﬂt eT1€T—eT1T_Mt
= e T’ — e T1 | =0 (C.4)
2T iy dtlp '
! l—eTs l—eTs
d—l d—l dtl dtl
eTi® —eT1T_ﬂt eT1€T—eT1T _d+l,
P e T = ¢ (C.5)
l—eT1 l—eT1

d+l d+l d—l.\  _d-l,
atl atl a-l —Ehy
<eT1€T—eT1T> <1—eT1T> e T
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Rovnici zlogaritmuji

d—l1 d—l1 d+1
= ——1. C.7
<_ - _> <1 - _> T, (€1

Vysledny vztah pro ¢as minima je

d—1 d—1 d+1
. <eT—1€T - eT—1T> <1 - eT—1T>
1
tsl — ln . (CS)
+1 d+l d—l1
2 <e_T1 T T T) <1 o T)

Pokud je tlumeni systému & < 1, vyraz v hranatych zavorkach je obecné komplexni

¢islo a je nutné pocitat logaritmus tohoto komplexniho ¢isla, ktery je definovany
jako [9]

Lnz = In|z| + jarg z + j2km, (C.9)
kde z € C a k € N. Vysledkem je tedy obecné rada komplexnich ¢isel. Ve skutecnosti

je vsak poloha stacinarniho bodu ¢islo realné. Dal$imi matematickymi tpravami

se nyni pokusim rovnici (??) opét prevést na redlnou funkci. Nejprve roznésobim

zévorky

-1 A4, d=l -1 d=l,. d+l

T eTi sl —eTi el —eTi ' +eTi T
Rl B e e ey eyl B (C.10)

eT1 _eT1 eT1 _eT1 +eT1 eT1

- d(T+eT)+(T—eT _
dolop (T+eD)+(T—<T) dlp  dop

TlL eTi —e T —eTi” +eT C11
9 1 d+l d(T+eT)—I(T—T) e+l dop| (C.11)

eT: —e T —eT1 " +eTs

Upravu poé&itam pro & < 1, pouziji tedy substituci (1.38)

d—jv d(T+eT)+jv(T—eT) d—jv d
TlL e T —e Ty —e T 4Tt C12
= ——L1n - - - = .
2jU d+J’U€T d(T+eT)—jv(T—eT) d+J’lJT iQT ( )
e T1 —e T1 —e T +eT1

Komplexni exponencidly rozdélim na redlnou a imaginarni ¢ast pomoci Eulerovych

vzorct (8]
d d d
T . mel . = (T+eT
T, eTi™" cos (TLlsT) —jeTi™" sin (TileT) — e ) cos (TLl(T—sT)) —
=——1Ln
2jv L 7 CLor A (TyeT
) eTi™" cos (TLlsT) + jeTi™" sin (TileT) — e ) cos (TLl(T—sT)) +
d d d d
. A (THeT) . 7 N Z-or
—JeTl( ) sin (TLl(T—sT)) —eT1” cos (T%T) + jeTi " sin (T%T) +eT1
i - - - . (C.13)
+'eT_1(T+€T) sin (2 (T—e)) — eT1 " cos (1) — jeTr  sin (271) +eTi2"
] Tl( —eT) T1 J T1
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Redalné c¢asti citatele i jmenovatele v hranatych zavorkach jsou stejné. Imaginarni

¢asti jsou komplexné sdruzené. Pro zptehlednéni zavedu vyrazy
4 v d v d v d
p=eh T cos (T—15T> — T T D) (o (T—l(T—sT)> —eTi " cos (T—1T> + o™it
(C.14)
d ) d v 4
q= jeTlT sin (—T) —jeT (T+D) giy (—(T—sT)) —jeT T sin (15T) . (C.15)
Ty Ty Ty

Vztah (C.13) se pak zjednodusi na tvar
T .
@1=:—~—5Ln[2——4g] (C.16)
Dle definice logaritmu (C.9) tedy plati

Tl[ |p—jq| . p—iq| . .
tg=—— |In|——| +jarg —— » + j2km C.17
' 2jv p+iq p+iq ( )

Provedu mezivypocty

p—iq| _lp—jd _ VP e _ (C.18)
p+igl  Ip+id VPP '
p—ig p—ia _(p—i0)® _»—¢~2pg _ P ¢ i (C.19)
p+ig p—ig PP+ p*+ ¢ p+¢ TP+
o 2 2
i)
. 2pq
- - 2
arg PITN _ arctan — 242 = — arctan ——22 (C.22)
p2—q2 2 2
p+iq e P*—q

Mezivypocty dosadim

T 2 T 2
ty = ——+ <ln |1| — jarctan P4 +j2k7r> = 2—1 <arctan Pa_ 2k7r>
p v

2jv 2 — 2 2 —q?
(C.23)
Vysledkem je tedy opét realné c¢islo. Pokud vysledek jesté mirné upravim, dostanu
T 2 Tikm
tq = — arctan < 5 il 2) __— (C.24)
v P*—q v

Vysledna rovnice udava polohy stacionarnich bodt vystupniho signalu systému. Po-

kud dosadim zpét za v = y/1 — d?, dostanu pro posledni ¢len vyrazu:

le"ﬂ' . le"ﬂ'

Yo (C.25)
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C.2 Stacionarni body v intervalu (¢T,T)

V tomto intervalu ma wupr(t) tvar:

- dtl
CdAl 1—eT T iy gy l—d 1—eTi T _du
UQT(t) - 21 ' d—1 Ty + 2] ' d+l T
l—eTi’ 1—eTr
Vyraz na pravé strané zderivuji
d’LLgT(t)
dt te(eT,T)
d ld+1l 1 dT_le d—1 l—d 1 %6 d+1
—+ —e 1 Il — —e 1 _aTt
Tt | 2 e Tt Tt
1—eT1 l—eTi '
Qi 1—eTT [ qop) i
+ —eh - L Y
~ T =L <_ T )e e
l—eTi’ !
d+l
Llod 1-em” < d+l> N
: i, |~ e - -
21 1— eT_lT Tl
Zderivovany vyraz jesté upravim
dtl -1
1 1—eTi®t ey 1 1—eT " )
1 — 1
d+l d—1
2ZT1 1— eT_lT 2lT1 1— eT_lT
d+1 d—1
€T €T _
= : S ;lfj—l _dT_tl(t_T) Jlmel ;lfil _dT_ll(t_T)
2ZT1 1— eT_l 1 — eT_lT
Nalezeny vyraz polozim roven 0 a vyjadiim c¢as stacionarniho bodu
dtl -l
1 l1—eT T —w(t—T) 1—eT1 T —ﬁ(t—T)
e - e =0
2ZT1 1 T —T
—eT 1—eT
d+1 d—1
——eT € _
1—e 21 _C,lf—tl(t—T) l1—e Zil dTll (t=T)
l—eT: 1—eTt
dtl -1
<1 —eT €T> <1 —eT T) 4l ol
€ 1 —&(t=T)
dil =i Ry e T
<1 B eT—1T> <1 B eT—16T> o T (t=T)
Rovnici zlogaritmuji a upravim
d+1 d—1
e T T ¥ d—1
<1 eTh ) <1 eTh ) e—T—l(t—T) ol ol
In d+l d—1 - _w _ T max T_T
1—eT1T 1_eT16T> e T, (t=T) 1 1
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(t=T)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)



Vysledny vztah pro ¢as maxima je

d+l d—l
. <1 - —) <1 - —)
= +T (C.33)

ko = L dtl d—1
2l <1 N eT_1T> <1 _ eT_1€T>

Pokud je tlumeni systému £ < 1, vyraz v hranatych zavorkach je obecné kom-

plexni ¢islo a je nutné pocitat logaritmus tohoto komplexniho ¢isla. Za | dosadim jv

T, (1—e%HeT) (1 — edeT) . e
to = —— + 1 = .3
T2 | (1 BT (1 - etueT)
(2.26) roznasobim zavorky a dosadim dle vztahu (1.38)
d—jv d+jv
T 1— eTlLT eTlL T4 eTlLeTjLﬁLT
= 2 S Ln d—jv d+jv d+jv d—jv + T= (C35)
ju | o TeT _ T ST T
Uzitim Eulerovych vzorct:
d d d
L7 27 =T
T 1—eTi " cos +JeT1 sin (=T1) —eTi™" cos (7T ) —
g [ 0 ) <)
U 1 —eTi % cos (T—sT) +JeT1 (Ti ) — eT1 cos (T%T) —
d d
_jeTleT sin (TLleT) +eT1 ETH+D) tog (T%(eT T ) + JeTl ) sin (TLI(eT_T)) T
d

—jeT_lT sin (T ) + eTl(6 * )COS (Til(sT—T)) JeTl (eT+ )sin (TLI(eT—T))

(C.36)

Citatel a jmenovatel jsou opét komplexné sdruzend &sla. Zavedu tedy virazy:

a d a
r=1-—eTi cos (iT> —eT1" cos (isT> +eT1 T og (i(sT—T)> (C.37)
Ty T T

1 1

d d
s=jeT: sin (%T) — jeT1 " sin (;1 ) JeT1(€T+T) sin (%(sT—T)) (C.38)

1

Vztah (C.36) se pak zjednodusi na tvar

T .
to=——1In [T “.S] T (C.39)
2jv r—1]s

Dle definice logaritmu (C.9) tedy plati

Ty
1
lso = % [H

r+js
r—]s

+jarg {%} + ijW] +T (C.40)
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Provedu mezivypocty

r+js _|r+js|_\/7’2+32_1 (A1)
r—is| |r—ijs| V1?4 s? '
; ; 10)2 2 2 ; 2 2
r+ijs r4+js r4+js r°—s"4+2rs r°—s . 2rs
o s _ (rdjs) o8 A 2rs n (C.42)
r—ijs r+js r2 4 s r2 4 s r2 452 Tr? 4 g2
. 2 .2
Red ISl _ T =S (C.43)
r—js r? 4+ s2
j 2
Im{rﬂs}: i (C.44)
r—1]s re+s
. 2rs
2
arg{r —}—%s} = arctan TzJ’Sz = arctan — s 5 (C.45)
r—1]s :2;22 re—s
Mezivypocty dosadim
T 2 T 2
to = — (ln |1| 4 jarctan (i) +j2k7r> 4T = -1 (arctan (i) + 2k7r> +T
2jv r2—s? 2v r?—s?
(C.46)

Vysledkem je tedy opét realné c¢islo. Pokud vysledek jesté mirné upravim, dostanu

2 Tk
e

r2 — 52 v

+T (C.47)

Ty
toy = — arctan
2v

Vysledna rovnice udava polohy stacionarnich bodt vystupniho signalu systému. Po-
kud dosadim zpét za v = v/1 — d?, dostanu pro posledni ¢len vyrazu:

le"ﬂ' le"ﬂ'
— C.48
v V1—d? ( )
Vyraz je stejny jeko pri vypétu pro interval ¢ € (¢T,T)
C.3 Hodnota minima
Hodnotu minima ziskdm dosazenim hodnoty #y;, (2.10) do (C.1).
Umin = UQT(t = tmin) (C49)

Po dosazeni:

dtl . dtlg ey i
[ l-demT e’ i, dl eTi™ —eT 4, C50
U2min T a1l YA t, ¢ - (€50)
l—eT: l—eT
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Provedu nékteré mezivypocty

dtl
d—=l d=1 d+l1 21
eTi <’ — eT_1T> <1 —eT T)
(C.51)

il dl i\ 19 il dl il 1T
-+l -+l _ _eT d—1 d—1 T 5T _ T —eT
R [ Ty T e
Uzmin = 1 — dtl dtl dtl a1 - d=l d+l d+l d—1

2t l—eT <eT_1 T eT_1T> <1 - eT_1T> 2 1 —eT: <eT_1€T eT_1T> <1 - eT_1T>

(C.53)
Déle vyuziji toho, ze
d=l  _d=l+2 _d+I (.50
21 2 2 '



911

d—1 d—1 d+1 r/ d-l d—1 dtl S
o g (- ) R [ )
— e 11 —
Uzmin =1 — ’ atl d+l d—1 d+l d+l d—1 -
2l 1—¢ T eT—ls iT) <1 N eT_1T> <€ T—t T eT—+1T> <1 . eT_1T>
_d—l
d—1 d—1 A+l \ 7 2
il it | [eT T o mT) (1_en )|
d+1 eTi' —eTi '
2 -l il dil ] (C.55)
l1—eT e 1 —eT1 l1—eT1
-1 d-1 Tt Sl w d—1 d—1 Tt SR T =
_ l—d em T _em T\ T L—eh d+1 eTih —eTi " e Ter L—eh
Uomin = 1 = 26 d=l dtl dtl -1 21 -l dtl dtl -1 '
1 —eT: <eT1€T_eT1T> <1_eT1T> 1 —eT <eT1T_eT1T> <1_eT1T>
(C.56)
Po vytknuti:
d—1
d—1 d—1 d+1 o
d—1 d—1 T T _ T 7T 1 — T, T
iy = 1 — ¢ e —eT <e - >< o ) <l_d+l+d> (C.57)
2min - : d—1 dil d-tl d—1 '
21 l_—eTi ¥ <eT—+1 T eT_+1T> <1 B eT—1T> 21 21
Vyraz v kulatych zavorkach lze zjednodusit
l—d I+d l—d+1+d 2
= =—=1 C.58
ST 2l 2l (C58)



Vysledkem je:

d—1

d—1 d—1 d+l1 21
T +T T
d=l . dlp [ [eTi® —eTs 1—eT1
eTi™ —eT1

Uomin = 1— a—i
- d+l1 d+l1 d—1
T a7t aT
1l—eT: <eT16T—eT1T> <1—eT1T>

C.4 Hodnota maxima
Hodnotu maxima ziskdm dosazenim hodnoty tyax (2.26) do (C.26).
U2max = UQT(t = tmax)

Po dosazeni

ﬁ<€T weT
d+l 1—-eh ™ Sy l=d 1-eh ™ g,
U2max = 921 ' d—1 € ! + 21 ) d+l1 € ! ’
1—eTi ' l—eTs
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Nyni opét provedu nékteré mezivypocty

d+l d—l
<1 —eT: €T> <1 —eT1 T)
d+l ) Ty _dsl
Ty il i\ [T il g dlp\ 772
d+l l—eTs 1—eTi® l—eT l—eT
o Ty (max=T) _ —

IS

e

a
L
=
N
—
|
D
/iy
o=~
H
N———
N
—
|
D
a
AL
H
N———

~TF{ 5t +T-T _
R ditl ety et e\ 7
dl 1—eT: 1—eTs I—eT l—eTs
o T (max=T) _ —

e

Mezivypocty dosadim

d+1 d
d+l1 d—1 2 d+1 d—1 T
Al 1—eTT <1 _eT_1€T> <1 _eT_1T> I—d 16Tt <1 _eT_1€T> <1 _eT_1T>
—eT — —eT

Uomax = a1 d+l d—i + ’ d+l d+1 d—l
2 l—eTi® <1 — eT_1T> <1 — eT_1€T> 2 l—eTi’ <1 — eT_1T> <1 — eT_1€T>

V dalsim zjednoduseni vyuziji toho, ze

—d—1+2A  —d+l  d—1

d+1
— 5 9 9

(C.62)

(C.63)

(C.64)

(C.65)
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d+l

dl d—1 3
l—eTi® ) <1—eT1T>

=

d+l d—l
N A=)
il —eﬂ>

d+1 l—eTi<h

U2max = :
21 dtl g d+l d—l
l—eT l—eTi ') [1—eT "

Po vytknuti:

d+l
d+l d+l d—l

dtl d-1 — o
l—eTit ) (1—eTa?
<l—d l—l—d)
a1l d—l
- eT_+1T> <1 _ eT_1€T>

21 21

[—d+1+d 2

2 TR

U2max = : d+l
21 1— eT_lT <
Vyraz v kulatych zavorkach lze zjednodusit
l—d n l+d
21 21
Vysledkem je
d+1
1 — eT—tsT
Ugmax d+l
l—eT:

d
d+1 d—1 o
<1 _ eT—+1€T> <1 _ eT—1T> :

(C.66)

(C.67)

(C.68)

(C.69)
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C.5 Zvlnéni vystupniho signalu
Zvlnéni v mém pripadé definuji jako rozdil maximalni a minimalni hodnoty vystupniho signalu systému
R = U2max — U2min

Po dosazeni vzorcu (C.69) a (C.59):

Vyraz lze mirné upravit

d+1
d+l, d=l_, D(-%*) d-l . d=l,, il \ 77
| e ({1 l1—eTi oy Clp et —eh l—eT
— e 1 e 1 - e 1

R=
d+l d+1 d—1 d—l1 d+l1 d+l1 d—l
=7 atl a—!l a—tr atl ati a—t
l—eT (1_eT1€T> (1_eT1T> l—eT eTil _eTi ') [1—eT ¥

Daéle vyuziji toho, ze plati

d—1 d—1+20  d+1 d+1
o YT T _(_1)< )

(C.70)

(C.71)

(C.72)
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d+l d— dtl -1 =
) (1= T " <1—eT1€T> <1—eT1T> <1—eT1€T>
— €
R= e . +
=T _ d+l1 d—1
ET\'\ 1 ~ C’lI""lgT <1 _ eC’lI‘ll ) <1 _ eT—16T> <1 . eT_1T>

Po zjednoduseni

d+l d—1 I d—1 d—1 d+l =
T eT ST =T S
] Clep <1 —eTh ) <1 —eT ) Clep Ll <e 1 —eTh ) <1 —eh )
—eT eT1 —eT

R= — + -1 (C.73)
at d+l d-l a=l d+l d+l d—l
l—eTi " <1—eT1€T> <1—eT1T> l—eTi' eTi <t _eT ><1 eT1T>
Zavorky roznasobim
d—1 d—1 d—1 d—1
d—1 .\ 2 1 d+l,.\ 20 d—1 d—1,.\ = t1 d+l,.\ 20
<1 - eT_1€T> <1 - eT_1T> <eT_1€T - eT_1T> <1 - eT_1T>

R= . — + . — —1 (C.74)

d—1 d—1
d=t\ = dtl .\ T d=t\ @ dbl . dflp\ T
l—eT: l—eT: l—eT: eTi™” —eT1

Po vytknuti vyjde vztah pro zvlnéni vystupniho signalu v zavislosti na parametrech systému i velikosti periody a stiidy vstupni
PWM

d—1

d—1 d—1
dtl \ 20 d—1 Sl d—1 d—1\ = 1
<1 - eT_1T> <1 - eT_1€T> <eT_1€T — eT_1T>
R=R(,T,T1,§) = — + | -1 (C.75)

d—1

d—t\ 2 ! dHl o\ o d+l drl )\ 2
<1—€T1T> <1—€T16T eTleT—eTlT
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Vyraz se dale pokusim zjednodusit pro hodnotu stiidy PWM e = 0.5, kdy je zvlnéni

nejvetsi. Zavorky tedy opét roznasobim:

Al \ 5 d—l o Al \ 5 d—l A1\
d+l 2l d—l1 2 da+l 2l d—l1 a—l 2l
l—eTi ' l—eTi2" l—eTi @ eTi2l _ T
Hos = i\ S d+l o i\ au d =
— 20 +11 [ — 21 +1 1 +1 [
7 femulp iy &—o eri1 a7t
l—eT: l—eT1? l—eT & eTi2l —eTi "
Nékteré podily 1ze vyrazné zjednodusit. Provedu tedy prislusné
d—1 a1 g4t
dtl o\ T Al 0\ 2] 7 l
l—eT1 1—1eTt? d—l
MIT 21
a1 d+l, 1+eTs
dlip) 2 1—e—15T
I—eTi?
d+l
21
1
- i d+l
=l 1
1+eT 2T
it} d—1
! dil1\ 2
1+eTy2
= d—1
M%T>_l
e 11
L2t dtl
2 d—1 4 )T
e t1
= ; d+l
-1 7
l1+eT: 2T

(C.76)

(C.77)

(C.78)

(C.79)

(C.80)



Mezivypocty dosadim

d+1 o d—1 S
el l a1 l
Ll d-t | <1 +eTy 2 <e 12 )
R0'5:<1+GT12 . d—1 Zrt d+l ot d—1 !
— 20 + 1 — I
<1 + eT_1%T> <e_1%T> <1 + eT_1%T>
(C.81)
Nékteré cleny lze vytknout
d+1 o d—1 5
<1 + eT_1%T> <e_1%T>
Ros = o [+ ———= | -1 (C.82)

d=l1n\ 20 dtla o\ 20
<1 +eTh 2T> <e 1 2T>

Platt d—1 T d+1 (@d-0)d+)T T
T, 2 2 AT, T 4T, (C.83)

d+1 T d—1 (@d+)d-DT T
T od=t_ _ 84
T, 2 2 AT, AT, (C-:84)

[T
14T 1
Ro5 = pEY] (1 +2 ) -1 (C.85)

dtl o
<1 + eiléT> l
Ros = -1 (C.86)

C.6 Prevedeni zvlnéni na realnou funkci

Jak je vidét ze vztahu (C.86), je pro & < 1 citatel i jmenovatel komplexni ¢islo.
Ve skutecnosti je vSak velikost zvlnéni redlna i pro systémy s & < 1 Nasledujicimi
matematickymi tpravami tedy prevedu vyraz (C.86) na redlné ¢islo. Nejprve vyraz
rozdélim na redlnou a imaginarni ¢ast dle definice (77).

d—jv

< d_+LvT> 2
1 +e 2T

d+jv

d—jv v
<1 +e 2TJ1 T) ?
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Pouzitim Eulerovych vzorcu ¢itatele i jmenovatele prevedu na slozkovy tvar

—v—jd

<1+eTi% os(%g)—}—jerl%sin (T—lg)> :
P

dT d T 2v 22
T, 2 2 T) _3eTi2 gin (XT
1 +eTi 2 cos (Tlg) jeT1 2 sin <T15)

Je vidét, ze citatel i jmenovatel jsou komplexni ¢isla, navic umocnéna na jiné kom-

Ros =2 (C.88)

plexni ¢islo. Jedna se tedy o obecnou exponencialni funkci v komplexnim oboru. Dle
9] plati:

- ean(z) _ ec(1n|z|+jargz+j2m7r) (C89)
kde z,ce Cam € N.
dr v
Re{z} =1+eT1 2 cos (T_%) (C.90)
1
d T v
Im{z}=eT1?sin (—%) (C.91)
Ty
d T v
Re{z} =1+eT:i? cos (T—g> (C.92)
1
dr v
Im{z}=—eTi1?sin (T—lg) (C.93)

dr v dr v
z1=1+eTi 2 cos (T—1§) + jeT1 2 sin (T—1§> (C.94)
d 7 ) o drT )
29 =14 eT12 cos (T—lg) +jeT1 2 sin (T—lg) (C.95)
—v —jd
0 = %J (C.96)
v —jd
Cy = 2; (C.97)

V mém pripadé tedy plati

e _g;jd (In |21 |+j arg z1+j2mm)

R_Q__ =25 ~1 C.08
2 evz_lfd(ln|Z2|—jarg22+j2m7r) ( )

V dalsim kroku tedy vypocitam absolutni hodnoty a argumenty cisel zq, 29

il v iT
|z1] = 1/1+ 2eT12 cos (T—g) +eT1 (C.99)
1
d
eTi 7 sin (Tig)
arg z1 = arctan : (C.100)
1 + cos (Tilg)
il v iT
|22] = {/1 4+ 2eT1 2 cos (T—g) +eTi” = |z] (C.101)
1
d
eT1 7 sin (Tig)
arg zp = — arctan LS = —argz; (C.102)
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Je vidét, ze cCisla zp, 29 jsou vzajemné komplexné sdruzend, upravim tedy vztah

(C.98)

R= 2e(—%—j%)(ln|21|+jarg21+j2k7r)—(%—j%)(ln|21|—jargzl+j2k7r) 1 (C103)

Po roznéasobeni se odectou imaginarni ¢asti a zbyde pouze
_ d s
R = 2¢~ nlanl+yargz1—j2mm _ 1 (C.104)

Pokud uvazuji pouze hlavni hodnotu logaritmu, tedy m = 0, pak plati

d
R =2 laltiasa 1 _ gp-lnlalgfaga g _ 9@ MEA (C.105)
|21
Po dosazeni mezivypoc¢tl dostanu vysledny vztah
d T
eT 7sln NN
5 arctan 1d (Tl 2)
T, % T
e 1+eT1 COS(%E)
R=2 -1 (C.106)
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D ZDROJOVE KODY

Nékteré radky kodu jsem musel rozepsat na vice radkt, aby se vesly na sitku stranky.

D.1 Skript pro porovnani teoretického vypoctu a

simulace casového pribéhu

[

% autor: Martin Petera,

% program pro vygenerovani casoveho prubehu vystupniho signalu
clear all;

close all;

clc;

%% Konstanty programu

Tl = 4e-3; % casova konstanta systemu [s]
d = 0.9; % tlumeni systemu [—]

zesileni = 1; % zesileni soustavy [-]

Uuo = 1; % vyska impulzu PWM [-]

T = 9e-3; % perioda PWM [s]

epsilon = 0.3; % strida signalu PWM [—]

PocetPeriod = 4; % pocet zobrazenych period
PocetVzorkuNaPeriodu = 400; %

%% Priprava promennych

epsT = epsilonxT; % strida v [s]
PocetVzorkuNaPerioduSim = uintl6 (PocetVzorkuNaPeriodu) ;
KrokCasu = T/PocetVzorkuNaPeriodu;

PocetVzorku = PocetVzorkuNaPerioduxPocetPeriod;

Tvzork = PocetVzorkuNaPeriodu;

epsTvz = epsT/T+xPocetVzorkuNaPeriodu;

epsTvzSim = uintl6 (epsTvz);

DelkaSimulace = KrokCasux* (PocetVzorku - 1);
HodnotyCasu = zeros (l,PocetVzorku);
VystupniSignal = zeros (l,PocetVzorku);
VstupniSignal = zeros(l,PocetVzorku);

j = double(0);

n = double(0);

Perioda = uintl6(0);
PeriodaPWM = uintl6 (0);
pocet = uintl6(0);

%% Vypocet vstupniho signalu
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for i=1:1:P

ocetVzorku

if (1 > PeriodaPWM*Tvzork)&&( i <= PeriodaPWM+Tvzork + epsTvz)

Vst
else
Vst

end
pocet
if poc
53
po

o)
°

Per
% a
end

end

%% Vypocet

if isreal (s
1 = sqgr
% Predv
KonstlI

Konst2I

KonstlI

Konst2I

% Vypoc

for i=1
j =
n =
Hod
if

els

end

upniSignal (i) = UO0;
% nebo interval (fi,beta)
upniSignal (i) = 0; % podle toho se rozhodne,
% zda ma vzorek hodnotu U0 nebo 0
= pocet + 1; % pri kazdem pruchodu cyklem se zvysi o jednu
et == PocetVzorkuNaPeriodu
akmile pocitadlo dosahne hodnoty beta ve "vzorkove oblasti”
cet = 0;
pocitadlo se vynuluje pro dalsi nacitani
iodaPWM = PeriodaPWM + 1;

zvysli se o jedna pocitadlo period

vystupniho signalu
grt (d*2-1)) % test zda Jje ksi vetsi nez 1

% pokud je, vypocet se provede pro 1 realne system ma ksi > 1

t(d*2-1);

ypocet konstant nazavislych na case

ntervalOepsT = (1-d)/ (2%1)*( exp ((d+1)*xepsT/T1l) -
exp ((d+1)+T/T1) )/ ( 1 - exp((d+1)*T/T1) );
ntervalOepsT = (d+1)/(2x1)*( exp((d—-1)*epsT/T1l) -
exp ((d=1)+T/T1) )/ ( 1 - exp((d=-1)*T/T1) );
ntervalepsTT = (1-d)/(2+x1)*( 1 - exp((d+1l)*epsT/T1) )/
(1 - exp((d+1l)+T/T1) );
ntervalepsTT = (d+1)/ (2«1)*( 1 - exp((d-1)*epsT/T1l) )/

(1 - exp((d-1)+T/T1) );
et casoveho prubehu vystupniho signalu systemu dle (1.36) v DP
:1:PocetVzorku

j + 1; % pro praci s promennymi typu double

n + 1; % pro praci s celociselnymi hodnotami

notyCasu (i) = nxKrokCasu; % hodnoty vodorovne osy pro graf

(1 > PeriodaxTvzork)&&( i <= PeriodaxTvzork + epsTvz)

MeziVypocetl = exp (- (d+1l)/Tl*j*KrokCasu) ;

MeziVypocet2 = exp (- (d-1)/Tl*j*KrokCasu) ;

VystupniSignal (i) = zesilenixUOx (1 - KonstlIntervalOepsTx
MeziVypocetl - Konst2IntervalOepsTxMeziVypocet?2);

e

MeziVypocetl = exp (- (d+1l)/Tl* (jxKrokCasu — T));

MeziVypocet2 = exp (- (d-1)/Tl* (jxKrokCasu - T));

VystupniSignal (i) = zesilenixUOx (KonstlIntervalepsTTx*
MeziVypocetl + Konst2IntervalepsTTxMeziVypocet?2);
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pocet = pocet + 1;

if pocet == PocetVzorkuNaPeriodu
pocet = 0;
j=0;

Perioda = Perioda + 1;
end
end
else % 1 vyslo komplexni, system ma ksi < 1
% predvypocet konstant nazavislyvh na case
v = sqrt(l - d*2);
Konst1l v — vxcos (vxT/T1l) xexp (d+*T/T1l) — dxsin(v+T/T1l) exp (d+«T/T1);
Konst?2 d - dxcos (v*T/T1) *exp (d*T/T1l) + v*sin(v+T/T1) xexp (d+xT/T1);
jmenovatel = v - vx2%cos (vxT/T1l)xexp (d*T/T1l) + v*exp (2xdxT/T1);

% Vypocet casoveho prubehu vystupniho signalu systemu dle (1.70) v DP

for i=1l:1:PocetVzorku

j=3+1
n=mn+1;
HodnotyCasu (i) = nxKrokCasu;

if (i > Periodax*Tvzork)é&&( i <= PeriodaxTvzork + epsTvz)
MeziVypocetl = exp (dx (epsT - j*KrokCasu)/T1)
cos (v (epsT - j*KrokCasu)/T1l) -
exp (dx (T - j*KrokCasu) /T1l) xcos (v* (T - J*KrokCasu)/T1);
MeziVypocet2 = exp (d* (epsT - jxKrokCasu) /T1)*sin (vx (jxKrokCasu

- epsT)/Tl) - exp(d* (T - jxKrokCasu)/T1)
sin(vx (j*KrokCasu - T)/T1);
VystupniSignal (i) = UOxzesilenix (1l - ( KonstlxMeziVypocetl +

Konst2+MeziVypocet2) /jmenovatel) ;
else
MeziVypocetl = exp(dx (T - j*KrokCasu)/T1l) *
cos (v* (JxKrokCasu - T)/Tl) - exp(d*(T + epsT -
j*KrokCasu) /T1) *cos (v+ (T + epsT - j*KrokCasu)/T1);
MeziVypocet2 = exp (d* (T - Jj*KrokCasu)/T1l)=xsin (v* (jxKrokCasu -
T)/T1l) - exp(d*(T + epsT - j*KrokCasu)/T1l) *
sin (v* (j*KrokCasu - T - epsT)/T1l);
VystupniSignal (i) = zesilenixUOx (KonstlxMeziVypocetl +
Konst2+MeziVypocet2) /jmenovatel;
end
pocet = pocet + 1;

if pocet == PocetVzorkuNaPeriodu
pocet = 0;
3 =0;

Perioda = Perioda + 1;
end
end
end

128



%% Spusteni simulacniho schema v SIMULINK

sim('SimSchemaW.slx");

%% Kresleni vygenerovanych dat
maxy = max (VystupniSignal);
miny = min (VystupniSignal);
if maxy < UO

maxy = UOQ;
end
if miny > 0

miny = -0.05;
end
figure();
plot (HodnotyCasu,VstupniSignal, 'Color', [0 0.6 0], 'LinewWidth',1.5);
hold on;
plot (HodnotyCasu, vystupSyst.signals.values, 'Color', 'red', 'LineWidth',1.5);
grid onj;
plot (HodnotyCasu, real (VystupniSignal), 'Color', "blue', "LineWidth',1.5);
ylim([miny 1.2xmaxyl);
x1im ([0 PocetPeriod=T]);
xlabel ('t[s]'");
ylabel ("u_{1,2}[-1");
legend ('PWM', 'Simulace', "u_{2per} (t)");

(

legend ('Orientation', 'Horizontal');

D.2 Skript pro vygenerovani grafi velikosti zvl-

néni

o\

Autor: Martin Petera

o\

Skript pro vygenerovani grafu pro grafickou metodu zjisteni pozadovane

o\

periody PWM

o\

Tento skript cyklicky wvola schema 'SimSchemaR.slx'

% Data ze simulace 1 z teoretickeho vypoctu jsou kreslena do jednoho grafu
clear all;

close all;

clc;

%% Konstanty programu
ksi = 1:0.5:3;

a=0.6:0.05:3; % rada koeficientu - pro vodorovnou osu T/T1
%% Alokace promennych

cc = hsv(length(ksi)); % definuji se barvy pro krivky
Tl = 1; % Tl je zvoleno na 1
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Rl = zeros(l,length(ksi));% predpripravi se pole pro zvlneni ze simulace
fig=figure(l); % novy figure

set (gca, 'FontSize',16) % Creates an axes and sets its FontSize to 18
disp('celkovy pocet cyklu:'); %

[

disp (length(ksi)); % vypise pocet cyklu - pro informaci

for i = l:1:1length(ksi) % hlavni cyklus - pro ruzne ksi
disp(i); % zobrazovani aktualniho cyklu simulace
d = ksi(i);
for 7 = l:1:length(a) % vedlejsi cyklus - pro pomer T/T1
T = a(j)*Tl; % vypocet periody PWM
StopTime = 100«T; % doba simulace v simulinku
Step = T/300; % krok solveru simulinku

sim('SimSchemaR.slx'); % volani simulinkovskeho schema

% vysledkem simulace Jje pole hodnot vystupniho signalu systemu

h = 0; % pocitadlo maxim a minim z odsimulovanych prubehu
k = length(vystup.signals.values);% zJjisteni delky pole ze simulace
maxindex = 0; % index maxima v poli ze simulace

minindex = 0; % index minima v poli ze simulace

maxvalue = 0; % maximalni hodnota ze simulace

minvalue = 0; % minimalni hodnota ze simulace

while ~= 2 % prochazi se pole vracene ze simulace

% dokud se nenajde jedno maximum a jedno minimum
if (vystup.signals.values (k-2) < vystup.signals.values(k-1))&&

(vystup.signals.values (k-1) > vystup.signals.values(k))

o\

pole se prochazi od konce a hleda se maximum

maxindex = k-1; % ulozi se index maxima z pole
maxvalue = vystup.signals.values(k-1); % hodnota maxima
h=nh+ 1; % inkrementace pocitadla maxim a minim

end
if (vystup.signals.values(k-2) > vystup.signals.values(k-1))&&
(vystup.signals.values (k-1) < vystup.signals.values(k))
% prochazi se odkonce pole ze simulace a

[

% hleda se minimum

minindex = k - 1;% ulozi se index minima z pole
minvalue = vystup.signals.values(k-1); % hodnota minima
h=nh+ 1; % inkrementace pocitadla maxim a minim
end
k =k - 1; % posunuti v poli hodnot ze simulace
end
R1(j) = maxvalue - minvalue; % zvlneni signalu

end

loglog(a,R1l, 'Color',cc(i,:), 'LineWidth',1.3);
% krivka do grafu pro dane ksi

hold on;
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end

ylim([0.007 0.71);

grid minor;

xlabel ("T/T_1 [-1");

ylabel ('R [-1");

popis = cell(length(ksi),1

for i = l:1:1length(ksi)
popis{i} = strcat ('\xi

end

legend ( popis{:});

legend('Orientation', '"Vert

o\

zobrazeni vedlejsi mrizky

o\

popisek osy x

o\

) predpripravy se pole bunek pro text

[

% vytvoreni textu pro legendu
= ',num2str( round(ksi(i)/0.01)*0.01 ));

[

% prvni polovina legendy - ze simulace
[

% vyobrazeni legendy do grafu

ical', '"Location', 'EastOutside"');

D.3 Skript pro porovnani teoretického vypoctu a

simulace velikosti zvlnéni

o\

Autor: Martin Petera

o°  o°

o\

clear all;
close all;

clc;

%% Konstanty programu
ksi = 1:0.5:3.5;

Skript pro porovnani teoretickeho vypoctu a simulace v SIMULINKu
Tento skript cyklicky wvola schema 'SimSchemaR.slx'
Data ze simulace i z teoretickeho vypoctu Jjsou kreslena do jednoho grafu

a=0.5:0.1:3; % rada koeficientu - pro vodorovnou osu T/T1

%% Alokace promennych
cc = hsv(2xlength(ksi));
Tl = 1;

R = zeros(l,length(a));
R1 = zeros(l,length(a));

o° o

o\

fig=figure(l); %
set (gca, 'FontSize',18);
disp('celkovy pocet cyklu:
disp (length(ksi));
for i = l:1:1length(ksi)
disp(1);
for j = 1l:1:length(a)
T = a(3)*T1;
d = ksi(i);
StopTime = 100xT;
Step = T/300;

[

% definuji se barvy pro krivky

Tl je zvoleno na 1

predpripravi se pole pro zvlneni z teor. vypoctu
predpripravi se pole pro zvlneni ze simulace

novy figure

o\

")
% vypise pocet cyklu - pro informaci
% hlavni cyklus - pro ruzne ksi
% zobrazovani aktualniho cyklu simulace
% vedlejsi cyklus - pro pomer T/T1
% vypocet periody PWM

o\

vypoctet druhe casove konstanty systemu

o)

% doba simulace v simulinku

[

% krok solveru simulinku

[

sim('SimSchemaR.slx'); % volani simulinkovskeho schema
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% vysledkem simulace Jje pole hodnot vystupniho signalu systemu

h = 0; % pocitadlo maxim a minim z odsimulovanych prubehu
k = length(vystup.signals.values);% zJjisteni delky pole ze simulace
maxindex = 0; % index maxima v poli ze simulace

minindex = 0; % index minima v poli ze simulace

maxvalue = 0; % maximalni hodnota ze simulace

minvalue = 0; % minimalni hodnota ze simulace

while ~= 2 % prochazi se pole vracene ze simulace

[

% dokud se nenajde jedno maximum a jedno minimum
if (vystup.signals.values (k-2) < vystup.signals.values(k-1))&&

(vystup.signals.values (k-1) > vystup.signals.values(k))

o\

pole se prochazi od konce a hleda se maximum

maxindex = k-1; % ulozi se index maxima z pole
maxvalue = vystup.signals.values(k-1); % hodnota maxima
h=nh+ 1; % inkrementace pocitadla maxim a minim

end
if (vystup.signals.values(k-2) > vystup.signals.values(k-1))&&
(vystup.signals.values (k-1) < vystup.signals.values(k))

% prochazi se odkonce pole ze simulace a

% hleda se minimum

minindex = k - 1;% ulozi se index minima z pole
minvalue = vystup.signals.values(k-1); % hodnota minima
h=nh+ 1; % inkrementace pocitadla maxim a minim
end
k =k - 1; % posunuti v poli hodnot ze simulace
end
R1(j) = maxvalue - minvalue; % zvlneni signalu
end
loglog(a,R1l, 'Color',cc(i,:)); % krivka do grafu pro dane ksi
hold on;
end

grid minor;

y1lim([0.006 0.3]1);% zobrazeni vedlejsi mrizky

xlabel ("T/T_1 [-1"); % popisek osy x
ylabel ('R [-]"); % popisek osy y

o\

popis = cell(2xlength(ksi),l);
for i = l:1:1length(ksi)

predpripravy se pole bunek pro text

o\

vytvoreni textu pro legendu

popis{i} = strcat('\xi sim = ',num2str( round(ksi(i)/0.01)x0.01 ));
end % prvni polovina legendy - ze simulace
hodnota = i; % ulozeni indexu posledniho textu v poli bunek
disp('numericky vypocet...'); % informace - konec simulace
for i = 1:1:1length(ksi) % nyni numericky vypocet zvlnenim, cyklus pro ksi
d = ksi(i);
for j = 1:1:1length(a) % cyklus pro T/T1
T = a(j);
1 = sgrt(d+«d - 1);
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expl = (d-1)/(2x1);

exp2 = (d+1)/(2x1);
epsT = 0.5xT;
R(J) = 2% (1 + exp((d+1l)*epsT/T1))"expl/ (1 + exp((d-1)+*epsT/T1l)) “exp2 - 1;
end
loglog(a,R, 'Color', cc(hodnota+i,:)); % prikresleni hodnot do grafu
hold on;

end
% druha polovina legendy - numericky vypocet

for i = (hodnota+l) :1: (hodnota + length(ksi)) % text pro numericky vypocet
popis{i} = strcat('\xi vyp = ',num2str( round(ksi (i-hodnota)/0.01)=%0.01 ));
end

legend( popis{:}); % vyobrazeni legendy do grafu

legend('Orientation', 'Vertical', 'Location', '"EastOutside');

D.4 Funkce pro vypocet zvinéni

function [ R ] = Zvlneni( UO, k, T1, d, T)

% Funkce pro vypocet zvlneni vystupniho signalu

1 = sqgrt(d*2-1);

expl = (d=1)/(2%1);

exp2 = (d+1)/(2x1);

R = UOxk#2* (1 + exp((d+1)*0.5xT/T1)) "expl/ (1 + exp((d=1)*0.5+«T/T1)) “exp2
- UOxk;

epsT = 0.5xT;
v = sqrt (1-d*2);

r =1 - exp(d*T/T1l) .*cos (vxT/T1l) - exp(d+xepsT/T1l).xcos (vxepsT/T1l) +
exp (dx (T+epsT) /T1) . xcos (v* (epsT-T) /T1) ;

s = exp(d*«T/T1) .*#sin(v+xT/T1l) - exp (dxepsT/T1l).*sin(vxepsT/T1l) +

exp (dx (T+epsT) /T1l) .xsin (v (epsT-T) /T1) ;

= exp(d+«epsT/T1l) .+cos (vxepsT/T1l) - exp(d* (T+epsT)/T1l).*cos (v* (T-epsT)/T1)
- exp(d*T/T1) .*cos (v+«T/T1l) + exp(2+«d*T/T1);

q = exp(dxepsT/T1l) .xsin (vxepsT/T1l) + exp (dx (T+epsT)/T1l).xsin(vx (T—-epsT) /T1)
exp (d*T/T1) .+sin (v+T/T1);

o)

if (2+«pxq/ (p?2-g"2) > 0) && (2*r*xs/(r"2-s72) < 0)
disp ('OK");

else
disp ('podminka nesplnenna');

end

end
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