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Abstrakt

Tato prace se zabyva srovnanim metod feseni problému obchodniho cestujiciho (traveling salesman
problem). Pro teSeni tohoto NP-tiplného problému existuje cela fada algoritmt, kdy neni jednoduché
vybrat ten spravny. Hlavni pfinos této prace tkvi v experimentalnim srovnani jednotlivych metod
mezi sebou. Ctenai se tak dozvi, jaké vysledky pii hledani cesty mize odekavat pii pouZiti
konkrétniho algoritmu.

Prvni ¢ast prace se zabyva teoretickym zakladem, kdy jsou popsany vSechny potiebné informace pro
spravné pochopeni problému. Druhd ¢ast se zabyva popisem jednotlivych heuristik a metod feseni
rozdélenych do kategorii podle principu ¢innosti. Dale prace obsahuje experimentalni srovnani
metod. Toto porovnavani bylo provadéno na zikladé vlastni implementace jednotlivych heuristik,
Cast prace se vénuje také samotné implementaci metod a popisu programu. Na zavér jsou uvedeny
moznosti dalsiho vyvoje projektu a nechybi ani zhodnoceni vysledk.

Abstract

This work is about comparison of methods for solving the traveling salesman problem. There are
many algorithms for finding solution of this NP complete problem but it is not easy to choose the
right one. Main goal of this thesis is experimental methods comparison between each other. Reader is
going to learn what result she can expect if she chooses certain algorithm for finding the path.

First part is focused on theoretical basics where is described all needed information for understanding
the problem. Second part describes single heuristics and methods for solving these problems. The
methods are divided into groups by principle of working. Next part contains experimental comparison
of methods. This comparison was done based on own implementation of single heuristics. The
following part of this work contains information about this implementation and also describes
comparison application. Next possible steps of this project are described in conclusion.
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1 Uvod

Problém obchodného cestujiceho (TSP z angl. Traveling Salesman Problem) patri v si¢asnosti medzi
najznamejsie optimalizacné ulohy. Je to aj vd’aka velkému poctu jeho praktickych aplikacii. lde
0 problémy suvisiace s vytvorenim optimalnej postupnosti cyklickych technologickych operacii.
Napriklad: vitanie dier do mati¢nej dosky (posun vrtdka po mati¢nej doske), vykreslenie ploSnych
spojov (mechanicky plotter zakresl'uje vsetky spoje na doske, je potrebné minimalizovat Cas
vykreslenia tychto spojov), osadzovanie suc¢iastok plosného spoja a pod. Optimalne rieSenie usetri ¢as
a s nim spojené peniaze. Najst’ ho vSak nie je vel'mi jednoduché.

TSP patri medzi NP-uplné ulohy. To znamena, ze subor moznych rieSeni je konecny, ale so
zvacsujicim sa mnozstvom vstupnych tdajov ¢as potrebny na vypocet exponencialne rastie. Z toho
vyplyva neriesitel'nost’ tilohy algoritmom v polynomialnom case.

Z tychto dovodov sa hl'adali skor priblizné rieSenia, ktorych vysledky by sice mali ista
odchylku od optimalnosti, ale dosahovali by prakticky pouziteI'nych casov. Tto podmienku spliuju
heuristické algoritmy riesenia TSP, ktoré zarucuji pomerne malé odchylky od optimalneho riesenia
V prijatel'nom case.

Prave tieto heuristiky su predmetom tejto prace. Mojou tlohou bolo najst’ metddy rieSenia
problému obchodného cestujuceho, poskytnat’ ich prehl'ad, ich vzajomné porovnanie a vyhodnotenie.
Porovnanie je zalozené na vysledkoch testu naprogramovanych heuristik.



2 Teoria grafov

Aby sme boli schopni pochopit’ zakladné myslienky heuristik, ktoré riesia problém obchodného
cestujuceho, a mali lepsi prehlad o danej problematike, je potrebné oboznamit’ sa so zakladnymi
pojmami tedrie grafov. Definicie a pojmy V tejto kapitole st prevzaté z [1], [2], [3]. Podrobnejsie
informacie 0 teérii grafov je mozné najst’ v spominanej literatare.

2.1  Zakladné definicie a pojmy

Pri rieSeni problému obchodného cestujuceho sa nezaobideme bez prace s grafmi. Graf je definovany
ako usporiadana dvojica:

e G={V H}

kde V je neprazdna mnozina vrcholov a H je mnozina hran. Graf je zakladnym objektom fedrie
grafov.

Definicia 2.1.1. Graf G sa sklada z mnoziny V vrcholov (uzlov) a mnoziny H hrdn tak, ze kazda hrana
h € H je priradena neusporiadanej dvojici (tj. dvojprvkovej mnozine) vrcholov u, v € V. Ak existuje
jedina hrana h € H priradena dvojici vrcholov u, v € V, piseme h = {u, v}. Ked’ h = {u, v}, o hrane
h sa hovori, Ze je incidentna s vrcholmi u a v alebo spdja vrcholy u a v.

Jednotlivé vrcholy m6zu byt’ navzajom spojené hranou. Hrana h € H, ktoréa spéja vrcholy v; a v; sa
oznacuje (vi, vj) a dané vrcholy v; a v; spojené touto hranou sa nazyvaju susedné. Obecne moze byt
jednej dvojici vrcholov priradenych viac hran, tieto hrany sa potom nazyvaja ndsobné. Ak hovorime
0 hrane, ktora za¢ina a kon¢i v tom istom vrchole h = {u, u} hovorime o slucke.

V teoérii grafov pozname rézne druhy grafov. Zaklad problému obchodného cestujuceho je
postaveny na neorientovanom grafe.

Neorientovany graf je usporiadana trojica:
e G={V,Hp}

kde V je neprazdna kone¢na mnoZina vSetkych vrcholov, H je koneéna mnozina vSetkych hran a p je
incidencna reldcia. PresnejSie: p je zobrazenie mnoziny H do mnoziny V také, Ze plati:

e 1<|p(h)<2 VheH

Ako sme uz spominali, pozname rdzne typy grafov a kazdy typ grafu je nie¢im charakteristicky.
V tejto praci sa zaoberame Uzkym okruhom grafov, a preto si nasledne vysvetlime tie typy grafov,
s ktorymi budeme pri rieSeni TSP pracovat’.

Neorientovany graf o n vrcholoch, ktory obsahuje prave jednu hranu medzi kazdou dvojicou
vrcholov je kompletny graf, oznacovany ako K,. V kompletnom grafe s poctom vrcholov n > 3
mame zaruCenu existenciu hamiltonovského cyklu, zatial ¢o vo vSeobecnom grafe je najdenie



hamiltonovského cyklu NP-tazky problém. Ztohto dévodu budeme pri rieSeni TSP pracovat
s kompletnymi grafmi.
Pre neorientovany graf G = {V, H} mdéZzeme d’alej definovat’ hranové ohodnotenie c:

b G = {VI H ) C}a
kde c je realnou funkciou:

o c:.EF - R,
ktora kazdej hrane (vi, v]-) priradi redlne Cislo ¢;; nazyvané ohodnotenie hrany (cena hrany).
V konkrétnych pripadoch ohodnotenie hran nazyvame rozne: dizka hrany, priepustnost’ hrany a pod.
V nasom pripade ohodnotenie hrany predstavuje vzdialenost’ medzi mestami.
Definicia 2.1.2 Stupern vrcholu v neorientovanom grafe G je rovny poctu hran s nim incidentnych,
pricom kazda slucka sa pocita dvakrat. Stupen vrcholu v sa oznacuje deg(v). Ak ma dany graf G

vSetky vrcholy rovnakého stupiia, nazyva sa pravidelny.

Pre l'ahSiu orientaciu su pouZité pojmy znazornené na obradzkoch 2.1 a 2.2.

hl

(21 - vrchol

hy - slucka

h,, hs - neorientované hrany
hs, h, - orientované hrany

p(hy) = {vy,v,}

h3 h4
>0

v2 v3 v4

Obrazok 2.1: Nazorny graf

vl 4 v4

{vi,v,} - ohodnotena hrana
deg(v,) - vrchol stupia 3

V2 4 v3

Obrazok 2.2: Kompletny stvisly graf



Postupnost’ uzlov a hran neorientovaného grafu G = {V, H, p} tvaru:
o S=(vg,hy,v1,hy, .., V5_1,hy,vy), kde h; € H, p(h) ={v;_,v;},i=1,..,n,

sa nazyva sled v grafe G medzi uzlami v, v,,. Cislo n sa nazyva dizka sledu S.

Ak pre hrany sledu plati, ze h; # h;, pre i # j, hovorime o fahu. Niektoré heuristiky rieSenia
TSP pouzivaju tzv. eulerovsky tah. Tento termin zaviedol L. Euler vroku 1736. Grafy, ktoré
obsahuju uzavrety eulerovsky tah nesu nazov eulerovské grafy a dokazeme ich nakreslit’ jednym
tahom.

Ak pre vrcholy sledu plati v; # v;, hovorime o ceste. V pripade, ze pre pociato¢ny a koncovy
vrchol cesty plati vy = v, hovorime o kruznici. Kruznica je pravidelny graf, ktory ma vsetky vrcholy
stupna 2.

TSP je zmatematického hladiska problém najdenia hamiltonovského cyklu. Cyklus je
orientovany uzavrety sled (v, = v,), V ktorom sa ziadny vrchol okrem v, = v,, nevyskytuje 2-krat.
Kazdy cyklus je zaroven aj kruznicou, preto d’alej budeme hovorit’ len o cykle.

Algoritmy, ktoré riesia problémy najkratsej cesty medzi dvoma l'ubovolnymi vrcholmi grafu
a eulerovského tahu st popisané v [2].

Graf G nazveme suvisly ak medzi jeho 'ubovol'nymi dvoma vrcholmi existuje sled.

LK IK

Obrazok 2.3: Suvislé grafy - cesta, kruznica a cyklus

2.1.1 Hamiltonovské grafy

V roku 1859 sa slavny irsky matematik W. R. Hamilton zaoberal hrou ,,cesta okolo sveta“, ktora je
zobrazend na obrazku 2.4. Ulohou bolo precestovat’ vietkymi hlavnymi mestami (vrcholmi
pravidelného dvanast’stena) a vratit sa naspdt domov (pociatoény vrchol cesty). Takto vzniklo
niekol’ko problémov. Jednym z nich bolo najst’ ,,okruznu cestu* — t.j. cyklus, ktory obsahuje vsetky
vrcholy grafu. Jedno z moznych rieSeni je na obrazku 2.5.

R

Obrazok 2.4 Obrazok 2.5




Hoci hra pre svoju jednoduchost’ nemala velky tGispech, na pocest’ svojho objavitel'a sa cyklus, ktory
obsahuje vsetky vrcholy grafu nazyva hamiltonovsky.

Na zaklade tychto znalosti mézeme problém obchodného cestujiiceho formulovat ako
problém najdenia hamiltonovského cyklu, ktorého ¢ - dizka (stdet dizok prejdenych hran) je
minimalna.

Plati, Ze kazdy kompletny graf K,,, kde n = 3, obsahuje hamiltonovskt kruznicu. Preto pri
rieSeni TSP budeme pracovat’ s kompletnymi grafmi v 2D rovine, pri ktorych plati trojuholnikova

nerovnost’ pre ktorékol'vek tri vrcholy i, a k:
® (i < cip +Cg j

a kde vzdialenost’ medzi jednotlivymi vrcholmi sa rovna euklidovskej vzdialenosti [2] danych bodov.
Takéto grafy sa nazyvaju euklidovskymi grafmi.

2.1.2  Stromy a kostry grafov

V teorii grafov sa ako strom (obrazok 2.6 vlavo) oznaCuje stvisly neorientovany graf G, ktory
neobsahuje ziadnu kruznicu a plati:

e [VI=I|H|I+1,

kde V je mnozina vrcholov a H mnoZzina hran grafu G. Pri niektorych ulohach z praxe je dolezité
k danému grafu G najst’ jeho podgraf, ktory obsahuje vSetky vrcholy, je suvisly a nema kruznice (tzn.
je stromom). V tomto pripade hovorime o kostre grafu G (obrazok 2.6 vpravo). Kostra savislého
grafu G = {V, H} je 'ubovolny strom:

e T={V,H}

kde H' < H. Plati, ze kazdy suvisly graf ma kostru. Pri h'adani kostry v hranovo ohodnotenom grafe
sa dostavame k wlohe o minimdalnej kostre.

Obrazok 2.6: Strom a kostra grafu

V danom grafe G, kde kazdd hrana h € H(G) ma realne ohodnotenie (cenu) c(h), treba najst
minimalnu kostru, tj. tak( kostru T grafu G, Ze jej cena c(T) (stcet cien jednotlivych hran kostry) je
minimalna. Na obrazku 2.7 je priklad ohodnoteného grafu a jeho minimalnej kostry.
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Obrazok 2.7

S ulohou najst’ minimalnu kostru sa mozno stretnat’ aj v praxi, napr. niektoré heuristiky rieSiace TSP
pracuju na zaklade ndjdenia minimalnej kostry, pri zostavovani najlacnejsej stivislej siete prenosnych
liniek pre siet televiznych vysiela¢ov, pri rozvode elektriny ¢i plynu. Tu vSade je nutné najst
najlacnejsi savisly faktor kompletného grafu, kde cena hrany {u, v} vyjadruje predpokladané naklady
na vybudovanie linky z u do v. Hl'adame teda minimalnu kostru kompletného grafu.

Dany problém je dobre znamy a zaoberalo sa nim mnoho matematikov (O. Boriika, V. Jarnik,
J. B. Kruskal). Jeho jednotlivé metody rieSenia su dopodrobna popisané v [2].



3 Uvod do problematiky

Tato kapitola sa zameriava na popis a priblizenie zlozitosti problému obchodného cestujuceho, ktory
patri medzi najznamejSie NP-Uplné problémy v sucasnosti, dalej vysvetluje pojem vypoctova
zlozitost’ v teoretickej informatike triedy NP a podava struény opis problému N verzus NP [4].
Posledna cast’ kapitoly je venovana formulacii TSP [2] na konkrétnom priklade. Pre podrobnejsi
prehl'ad v danej problematike odpora¢am spominant literatiru.

3.1  Vypoctova zlozitost’

Dovod, preco na problém obchodného cestujiceho esSte nebol najdeny algoritmus pracujlci
V polynomialnom case, je jeho casovd zlozZitost' (kolko krokov je potrebnych na vyrieSenie daného
problému). TSP patri do triedy NP-uplnych problémov ¢o znamena, Ze so vzrastajucim poctom miest
exponencialne rastie ¢as rieSenia. Pre kompletny graf K,, kde n >3, pocet vSetkych roznych

hamiltonovskych kruznic uruje vzt'ah: % (n — 1)!. Zlozitost’ algoritmu, ktory by pocital hodnotu

vSetkych hamiltonovskych kruznic v kompletnom grafe, je O(n!)?. Napriklad, ak hovorime
o kompletnom grafe K,, tak pri navsteve tychto $tyroch miest mame k dispozicii tri potencialne
cesty. Pri navsteve 10 miest rastie pocet moznych rieSeni na 181 440. Navsteva 15 miest znamena
narast potencialnych ciest na viac ako 43 miliard a pri 16 mestach sa toto Cislo Splha na viac ako 653
miliard. Je zrejmé, Ze takyto algoritmus nepracuje v polynomialnom case.

Stcastou modernej tedrie grafov je stanovenie zlozitosti rieSenej ulohy a vypoctovej
zlozitosti daného algoritmu. Vypoctovou zlozitostou sa zaoberd tedria zloZitosti, ktora rozdelila
existujuce problémy do dvoch skupin:

e ,rozhodnutené“ problémy (linearna, logaritmicka a polynomialna zlozitost’)
e nerozhodnutené“ problémy (zlozitost vicSia nez je polynomialna, napr.

exponencialna)

Vypoctova zlozitost ma dve zakladné miery, a to casovu (kolko krokov je potrebnych na vyrieSenie
problému) a pamdtovu (kolko pamiti je potrebnej na vyrieSenie problému) zloZitost. Minimalizaciou
jednej alebo obidvoch mier dosiahneme optimalizaciu algoritmu.

Pre ,,rozhodnutelné* problémy pozname algoritmy, ktorych ¢asova naro¢nost’ sa da z hora
ohrani¢it’ polynémom. Bohuzial, v mnohych a velmi praktickych problémoch (napr. TSP)
nepozndme algoritmus, ktory by pracoval v polynomidlne obmedzenom case.

Vsetky problémy su rozdelené podla svojej zlozitosti do jednotlivych tried. Blizsie si
popiseme najznamejsie triedy zlozitosti P (polynomial) a NP (non-deterministic polynomial).

Ak hovorime o triede zlozitosti P ide 0 skupinu uloh, pre ktoré existuje algoritmus pre
deterministicky Turingov stroj [4] rieSiaci tento problém v polynomidlnom ¢ase. Deterministicky
Turingov stroj pre praktické ucely takmer zodpoveda modelu stiCasnych pocitacov.

V pripade, ze je dana uloha tymto spdsobom nerieSitel'na, ide o triedu zloZitosti NP (non-
deterministic polynomial). Do triedy NP patria tlohy rieSitelné v polynomidlnom ¢ase na
nedeterministickom Turingovom stroji [4], ktory na n krokov mdze preverit exponencialny pocet



moznosti. Ide teda o0 problémy, ktorych rieSenie mézeme v polynomidlnom ¢ase overit’, ale nevieme
¢i ho mozeme v polynomidlnom Case taktiez najst’.

Medzi tymito dvoma typmi stoji trieda NP-upinych problémov (do tejto skupiny patri aj
TSP), na ktoré je mozné v polynomialnom case redukovat’ 'ubovol'ny NP problém. VSetky problémy
ztejto triedy su rovnocenné Vtom zmysle, Ze ndajdenie ,rychleho” algoritmu pre rieSenie
ktoréhokol'vek ztychto uloh zarucuje existenciu efektivneho algoritmu pre vyriesenie ostatnych
problémov. Nezodpovedanou otdzkou ostdva, ¢i plati rovnost P = NP. PodrobnejSie sa tymto
problémom zaoberame v nasledujucej podkapitole.

Vztahy medzi popisanymi triedami zlozitosti s graficky znazornené na obrazku 3.1.

NP problémy

trieda
NP-UpInych
problémov

trieda
P problémov

Obrazok 3.1

3.2  Problém ,,P vs. NP

Ako problém P verzus NP sa v teoretickej informatike oznacuje otazka ¢i plati rovnost P = NP.
Povazuje sa za najdolezitejSi otvoreny problém tohto oboru aje zaradeny medzi sedem tzv.
problémov tisicrocia. Je zrejmé, ze P € NP, doteraz sa vSak s istotou nevedelo ¢i aj vSetky problémy
z NP nepatria do P. Vztahy medzi triedami zloZitosti pre obidva pripady su znazornené na obr. 3.2
a3.3.

NP = P = NP-uplné

NP

Obrizok 3.3: P # NP Obrizok 3.2: P = NP
10



Ak by platilo P = NP, malo by to d’alekosiahle nasledky pre vSetky NP-uplné problémy.
Znamenalo by to, ze existuju deterministické polynomialne (,,rychle®) algoritmy na ich rieSenie. To
by malo zasadny dopad na teoretickl informatiku, ale hlavne na kryptografiu. T4 totiz vo vicsine
metod predpoklada, Ze sa Sifry nedaju prelomit’ dostatoéne rychlo. Teda zlozitost prelomenia rady
modernych Sifier zavisi na predpoklade, ze plati N = NP.

Podl'a nedavno zverejneného dokazu V. Deolalikara [5] plati P # NP. To automaticky
znamend, ze ziadny NP-uplny problém sa nemdze nachadzat v triede P, ateda byt rieSitelny
V polynomialnom ¢ase na sucasnych pocitacoch. Medzi NP-uplnymi problémami je rada praktickych
problémov. Ak sa potvrdi dokaz V. Deolalikara, dané problémy, a teda aj problém obchodného
cestujuceho, nie je mozné rieSit v polynomidlnom case. Pretoze podla dokazu V. Deolalikara
neexistuje polynomialny algoritmus na rieSenie problémov z NP arieSenie tychto tloh metdédou
hrubej sily (aplného prehl'adédvania vSetkych moznosti) je v praxi uz pre relativne maly rozmer ulohy
nezvladnutel'né, musime sa uspokojit’ s heuristikami, ktoré ndm v rozumnom case najdu prijatelné
rieSenie.

3.3  Formulacia problému obchodného

cestujuceho

V predchadzajucich kapitoldch sme si priblizili vSetky pojmy, ktoré su potrebné na pochopenie
problému obchodného cestujiceho a jeho nasledné rieSenie. Preto sa teraz zameriame na jeho presna
formuldciu uvedent na priklade. Na zacCiatku problému obchodného cestujuceho mame stbor
vrcholov {vl,vz’ ---,VN}, ktoré predstavuju jednotlivé mestd a pre kazdy par {vi, vj} roznych miest
vzdialenost d (vi,vj). Nasou ulohou je najst’ také usporiadanie m miest, ktoré bude mat’ najmensiu

velkost’
N-1

> d(Ono Vi) + dn V)

i=1

Tato velkost je uvadzand ako ditka okruznej cesty. To je cesta, ktora obchodnik prejde pri svojom
cestovani mestami, pricom sa na konci cesty vracia do pociato¢éného mesta. Zameriame sa na rieSenie
tzv. symetrického TSP, v ktorom dizky splituju d(v;, v;) = d(v;, v;) pre 1 < i,j < N.

V terminologii teorie grafov jednotlivé mesta predstavuju vrcholy a prepojenia (cestna siet)
medzi mestami st hrany. V kompletnom hranovo ohodnotenom grafe K, hladame taky
hamiltonovsky cyklus, ktory zagina a konéi vo vrchole vy, a ktorého diZka ¢ je minimalna.

Uvediem jeden priklad. Predstavme si situaciu, ktoru ilustruje obrazok 3.4.
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16
20
30 E
D 30 21
25
F 40 G

Obrazok 3.4

Ide o0 neorientovany graf, ktory reprezentuje mapu oblasti, ktorou musi obchodny cestujuci prejst.
Vrcholy grafu predstavuji mestd, ktoré musi obchodny cestujuci navstivit' a hrany, spajajuce
jednotlivé vrcholy, mozné cesty. Ceny hran zodpovedaju dizke jednotlivych usekov ciest. Za
pociatoény bod cesty si zvolime mesto A. Ulohou je uréit’ poradie miest tak, aby dizka cesty bola ¢o
najmensia. RieSenie ulohy je zobrazené na obrazku 3.5.

A 21 B 37 C
16
20
30 E
D 21
25
F 40 G
Obrazok 3.5
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4 Grafy v teoretickej informatike

Zakladnym prostredim pri rieSeni TSP st grafy. Vo vSeobecnom grafe je dokaz existencie
hamiltonovského cyklu NP-tazky problém. Z tohto dovodu si vSetky grafy prevedieme do
kompletného grafu s kladne ohodnotenymi hranami. Popis upravy grafov je obsahom tejto kapitoly.
Zdrojom informacii boli [1], [2].

4.1  Uprava vstupnych grafov

Pri experimentalnom testovani heuristik pracujeme s kompletnymi grafmi, ktoré maji kladné
ohodnotenie hran. Je to z toho dévodu, Zze u kompletného grafu mame zarucenu existenciu rieSenia,
zatial’ o U vSeobecného grafu je hl'adanie hamiltonovského cyklu NP-tazky problém.

Akykol'vek nekompletny savisly graf G = {V,H} mdzeme pre naSu potrebu upravit' na
kompletny, pridanim chybajtcich hran do pévodného grafu. Kazda z tychto novo pridanych hran
bude mat’ vysoké kladné ohodnoteniec M (napr. M = Yjcpch). Takto upraveny graf je mozné riesit’
heuristikami TSP pre kompletné grafy. Ak najdeny hamiltonovsky cyklus neobsahuje ziadnu hranu
vel'kosti M, tak potom je tento cyklus optimalnym rieSenim aj pévodného grafu. V opa¢nom pripade
rieSenie v povodnom grafe neexistuje.

Nevyhodou pouzitia heuristik je skutoCnost, Ze nam nezarucuju najdenie optimalneho
rieSenia, napriek jeho existencii v povodnom grafe.

Dalsou podmienkou je kladné ohodnotenie hran. To zaruéime jednoduchym pripogitanim
dostato¢ne vel'kej konstanty K k vSetkym hodnotam hran v pripade, Ze sa vV pdvodnom grafe nachadza
ohodnotenie ¢, < 0. Tato uprava nijakym sposobom neovplyvni rieSenie ulohy. Hamiltonovsky
cyklus obsahuje n hran, pricom n je poéet vrcholov daného grafu. V tomto pripade je ku kazdej
z tychto n hran pripo¢itana aj konstanta K. Z uvedeného vyplyva, ze odpoc¢itanim hodnoty n * K od
vysledného cyklu ziskame hodnotu hamiltonovského cyklu povodného grafu.

4.2  Reprezentacia grafu pomocou matice

Vstupné grafy musime pre naSe potreby upravit na format matic. Vychadzali sme z matice
susednosti. Je to Stvorcova matica A gy grafu G typu {0,1}™", pre ktoru plati:

A 0 Uin $ HG
¢ Lj = {1 'Ul"Uj € HG

Pretoze pracujeme s hranovo ohodnotenymi grafmi museli sme tuto maticu upravit. Maticu sme
modifikovali na maticu vzdialenosti a to tym sposobom, Ze namiesto 1 je na prislu$nej pozicii ¢islo
reprezentujice ohodnotenie ¢, danej hrany.
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5 Heuristiky

Pri rieSeni ulohy obchodného cestujuceho sa stretdvame s niekol’kymi problémami. Ako sme uz
spominali, ide o tlohu, ktora patri medzi NP-iplné problémy a rieSenie metddou hrubej sily je v praxi
uz pre relativne maly pocet miest nezvladnutel'né. Z tohto dévodu sa vedci skor zamerali na najdenie
aproximacnych algoritmov pracujucich v polynomialnom case. Su to algoritmy, ktoré najdu
prijatel'né rieSenie a toto rieSenie sa blizi k optimalnemu. Ide o tzv. heuristiky, ktorych vysledky sice
maju istd odchylku od optimalnosti, no riesenie najdu v prijatelnom case. V niektorych pripadoch sa
dokonca podarilo dokazat, ze najdené riesenie bolo aj rieSenim optimalnym.

Tato kapitola je venovana popisu jednotlivych heuristik, pricom postupujeme systematicky
od tych najjednoduchsich (heuristika najblizsSicho suseda) az po tie zlozitejSie (neurdénové siete).
Zaciname konstrukénymi heuristikami, ktoré sa pokusaju o najdenie prijatelného rieSenia v jedinom
pokuse. Do tejto kategorie patria aj heuristiky zaloZzené na hl'adani minimalnej kostry grafu. Po
tychto zakladnych heuristikach sa dostdvame k heuristikam iterativnym, ktoré su zaloZzené na
opakovanom zlepsovani uz najdenych rieSeni. Prehlad ukoncuju stochastické heuristiky
(metaheuristiky).

Pri kazdej heuristike je uvedené na ako principe pracuje, jej bliz§i popis pomocou
pseudokodu a nazorny priklad na obrazku. Nazvy heuristik st uvedené v slovenskom jazyku a ked’ze
vacsina odbornej literatiry popisujuca TSP je v anglickom jazyku, uvadzame aj ich anglické nazvy.

Vsetky uvedené heuristiky pracuji s grafmi. Z dovodov uvedenych v predchadzajucej
kapitole s to kompletné kladne ohodnotené grafy G(V,H,c). Zakladné informacie o jednotlivych
heuristikach su z [6], [7].

5.1 KonStrukcéné heuristiky

Konstrukénd heuristika (constructive heuristic) je algoritmus, ktory uruje cestu podla danych
konstrukénych pravidiel, ale nesnazi sa o vylepSenie tejto cesty. Vznikajici hamiltonovsky cyklus
teda optimalizuje na zaklade urcitého lokalneho minima. Vysledky najlepSich konStrukénych
heuristik sa obvykle pohybuju medzi 10 — 15% od optimalnosti.
Heuristiky, ktoré si do detailov popiseme su:

e Heuristika najbliz§iecho suseda

e Heuristika vkladania

e Metdda zdvojenia kostry

e Christofidesova metdda kostry a parenia.
Prvé tri heuristiky poskytuju rozumny mechanizmus na njdenie pociatocnej cesty v procedure, ktora
pracuje na lokalnom vyhl'adavani. Posledna reprezentuje to najlepsie ¢o mézu konstrukéné heuristiky
dokézat a je preto hodnotnym orientanym bodom.

5.1.1 Heuristika najblizsieho suseda

NajprirodzenejSou heuristikou pre TSP je heuristika najblizsieho suseda (NN z angl. Nearest
Neighbor). Tento algoritmus napodobuje cestovatel’a, ktorého pravidlom je navstivit’ vzdy najblizsie
nenavstivené mesto. Na zdklade toho zostavime poradie miest vy, -+, Vr(y) S pofiatoénym mestom
Vr(1), ktoré si l'ubovolne zvolime. Vo vSeobecnosti pre mesto vy(;4q) vybrané v poradi ako mesto

vy plati {d(vn(l-), vk) tk#mg,1<j< i}. Ked’ cestujtici prejde vSetkymi mestami, vracia sa po
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navsteve mesta vyy) do pociatoného mesta vy ;). PretoZe v tejto chvili boli navstivené vsetky
mesta prave raz, bolo najdené pripustné rieSenie tejto tilohy.

NAJBLIZSI SUSED

1. Vyberte I'ubovolny pociato¢ny vrchol v; € V, polozte k = jaW = {1,---,N} — {j}.
2. Pokial W # @ opakuijte:
a.  Vyberte vrchol v;, j € W tak, Ze plati cenay; = min {cenay; | i € W}.
b. Spojte vrcholy vy a vj, polozte W = W — {j}a k = .
3. Na uzavretie hamiltonovského cyklu spojte v s pociatocnym vrcholom v;, ktory ste
vybrali v prvom kroku.

Spominany postup je znazorneny na obrazku 5.1. Zvyrazneny vrchol bol prave vybrany algoritmom
ako najblizsi sused predchadzajuceho vrcholu (okrem pociato¢ného bodu, ktory je vybrany nahodne).

PO,

o
o
® O o
o o
1) @ ® o 2) © ® o
3) @ 4))

Obrazok 5.1: Princip ¢innosti heuristiky najbliZ§ieho suseda

Tato Standardnd verzia algoritmu bezi v ¢ase O(n?) a vysledok sa mnohokrat drzi 24% od
Held-Karpovej dolnej hranice (Held-Karp lower bound) [7]. Heuristika najblizSieho suseda poskytuje
v celku uspokojivé vysledky pre tlohy menSich rozmerov, no v porovnani s ostatnymi metédami
d’aleko zaostava pri rieSeni vacsich uloh. Aj napriek tomuto nedostatku sa vel'mi ¢asto vyuziva vdaka
svojej jednoduchosti. Na zaciatku pracuje velmi efektivne, ked do cyklu zapaja naozaj tie
najvhodnejsie vrcholy. V priebehu zostavovania cyklu vSak niektoré vrcholy zostanu ,,zabudnuté*
a su pripojené az neskor na poziciu ovel’a horSiu neZ je optimalna. Vo vicsine pripadov je vel'mi
,,drahé“ aj spojenie posledného vrcholu s prvym, za Géelom ziskania hamiltonovského cyklu. To je
dobre viditelné aj na ukdzkovom priklade. Vytvoreny cyklus vSak obsahuje aj dostatok vhodne
zvolenych usekov, preto sa Casto pouziva na vytvorenie pociatoéného cyklu pre iterativne
(zlepSovacie) heuristiky.

Dal§i mozny variant tohto algoritmu je tzv. dvojstrannd heuristika najblizSieho suseda.
V tomto pripade pripajame vrcholy na vyhodnejsi koniec cesty.
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Hlavnym problémom algoritmu je drahé zapajanie vrcholov na konci cyklu. Tato nevyhodu
modzeme minimalizovat’ spojenim niekol’kych vrcholov naraz. Na zaciatku spojime 10 najbliz§ich
vrcholov [6] do jedného podgrafu H aten definujeme ako jeden bod k. V nasledujucej iteracii
pokracujeme v povodnom grafe zmenSenom o body podgrafu H anovo pridanym bodom h. Takto
pokracujeme az kym v pdvodnom grafe nezostane menej nez 20 vrcholov, ktoré nasledne zapojime
Standardnym sposobom. V porovnani s priemernou kvalitou 24% Standardnej verzie ma
modifikovany algoritmus priemernu kvalitu 18,6%.

Tretou moznostou ako vylepsit’ heuristiku najbliz§ieho suseda je vyuzit citlivost’ algoritmu
na vyber pociato¢ného vrcholu cesty tym spdsobom, Ze spustime algoritmus pre kazdy z moznych
pociatocnych bodov, a potom vyberieme ten najlepsi. V tomto pripade moze byt najdené rieSenie az
0 10% lepsie, avsak ¢asova naro¢nost’ algoritmu vzrastie na 0(n3).

5.1.2 Heuristika vkladania

Dalsia z radu intuitivnych pristupov k danému problému je heuristika vkladania (Insertion heuristic).
Na rozdiel od predchadzajiucej heuristiky zacina s malou podskupinou vrcholov, ktoré tvoria
hamiltonovsky cyklus. Priberanim zostavajticich vrcholov sa pociatocny cyklus zvicsuje, az kym
nezapoji vSetky vrcholy grafu.

HEURISTIKA_VKLADANIA

1. Vyberte pociato¢ny cyklus k vrcholov vy vy, -+, v (k = 1) a W =V —{v, vy, -+, v }.
2. Pokial W # @ opakuijte:

a. Vyberte vrchol v;, j € W podla niektor¢ho kritéria.

b.  Vlozte j na niektora poziciu v cykle a polozte W = W — {j}.

Pri implementacii mozeme vychadzat' z niekolkych moznosti. Hlavnym rozdielom medzi nimi je
kritérium na vyber vrcholu j v kroku (2. a). Po¢iato¢ny cyklus moze pozostavat’ z troch Fubovolnych
vrcholov grafu alebo v degenerovanych pripadoch zo slucky (k = 1), ¢i hrany (k = 2). Vrchol,
vybrany v kroku (2.a), sa oby¢ajne vklada na miesto, kde spdsobi najmensi narast dizky cyklu.

Teraz si bliz§ie popiSeme niektoré varianty rozsirenia aktualneho cyklu. Hovorime, ze vrchol
je vrcholom cyklu, ak je obsiahnuty v ¢iastocnom hamiltonovskom cykle. Pre j € W definujeme
dmin(j) = min {cena;; | i € V — W}.

e NAJBLIZSIE VKLADANIE: VloZi vrchol, ktory ma najkratSiu vzdialenost’ od vrcholov cyklu,
t.j. vyberie j € W kde din (j) = min {d,,;, (D) | L € W

e NAJVZDIALENEJSIE VKLADANIE: VloZi vrchol, ktorého najkratSia vzdialenost’ od vrcholov
cyklu je najdlhsia, t.j. vyberie j € W kde d i, (j) = max {d i () | L € W},

e NAJLACNEJSIE VKLADANIE: VloZi vrchol, ktory zvagsi dizku cyklu ¢o najmene;.

e NAHODNE VKLADANIE: Vrchol vyberie ndhodne a vlozi ho na najlepsiu mozna poziciu

Princip vyberovych kritérii si vysvetlime na nasledujucom obrazku 5.2.
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Obrazok 5.2

V situacii, ktort ilustruje obrazok 5.2 si najblizsie vkladanie vyberie vrchol i, najvzdialenejsie vrchol
Jj anajlacnejsie by vybralo vrchol k.

Vietky vyssie popisané heuristiky, okrem najlacnejsieho vkladania, bezia v ¢ase 0(n?). Nie
st vhodné pre tlohy vicsich rozmerov z dovodu velkej pamétovej narocnosti. Najlacnejsie vkladanie
ma ¢asovi naro¢nost’ 0(n? logn). Pre ulohy TSP spliiujuce trojuholnikovii nerovnost’ plati, ze dizka
hamiltonovskych cyklov vypocitanych heuristikou najblizSieho a najlacnejsieho vkladanie je mensia
neZ dvojnasobok dizky optiméalneho cyklu (Rosenkratz, Stearns a Lewis (1977)).

Vysledky maju priemernt kvalitu 20,0%, 9,9% a 11,1% pre najblizSie, najvzdialenejSie
a nahodné vkladanie v tomto poradi. Vykon heuristiky vkladania nezavisi tak vel'mi na poc¢iatocnom
zoskupeni ako je to u heuristiky najblizSicho suseda. Mézeme oc¢akavat’ odchylku cca 6% pre variantu
nahodného vkladania a 7 — 8% pre ostatné varianty.

5.2  Heuristiky zaloZené na minimalnej kostre

Heuristiky Vv tejto skupine generuji hamiltonovsky cyklus z minimalnej kostry grafu. Obidve nizsie
popisané heuristiky boli povodne navrhnuté pre grafy spliiujice trojuholnikovii nerovnost, no
Vv principe ich je mozné pouZit’ aj na v§eobecné grafy.

Skor nez budi uvedené heuristiky rieSiace TSP je nutné si priblizit' algoritmus, ktory
z TubovolI'ného sledu vytvori hamiltonovsky cyklus. Tento hamiltonovsky cyklus nie je dlhsi nez tato
cesta. Majme sled vrcholov v;g, v;4, *+, Vi (vratane opakovania), cesta za¢ina vo vrchole v;, a konci
v tom istom vrchole vy, = v;p.

VYTVORENIE_CYKLU

1. PolozteT = {v; },v=v; al=1.

2. Pokial |T| < n opakujte:
a. Akv;, & TpotomT =T U {v;}, spojte v s vy, apolozte v = v;,.
b. Poloztel =1+ 1.

3. Na vytvorenie hamiltonovského cyklu spojte v s v;g.

Ak v grafe plati trojuholnikova nerovnost’, potom kazdé algoritmom vytvorené spojenie vrcholov je
hranou cyklu alebo jej skratkou, ktora spaja dva koncové vrcholy. Z toho vyplyva, Ze vysledny

hamiltonovsky cyklus neméze byt dlhsi nez pévodny sled.
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Obidve heuristiky st si vel'mi podobné a zacinaji s minimalnou kostrou grafu. LiSia sa len
spdsobom vytvarania vysledného cyklu.

5.2.1  Metoda zdvojenia kostry

Metdda zdvojenia kostry (Doubletree heuristic) je zalozena na zdvojnasobeni hran minimalnej kostry
grafu. V prvom kroku je potrebné najst minimalnu kostru daného grafu, na jej vypocet pouzijeme
Kruskalov algoritmus [2].

ZDVOJENIE_KOSTRY

Vypocitajte minimalnu kostru grafu.

Zdvojnésobte vsetky hrany kostry a vytvorte eulerovsky graf.

N4jdite eulerovsky t'ah.

Pouzite VYTVORENIE_CYKLU na ziskanie kone¢ného hamiltonovského cyklu.

Mo bdhdE

Casova naroc¢nost algoritmu je 0(n?) a je podmienend &asovou naro¢nostou pre vypodet minimalne;j
kostry grafu.

3)

1)
Obrazok 5.3: Princip ¢innosti heuristiky zdvojenia kostry

Obrazok 5.3 nam znazornuje Cinnost’ algoritmu. V prvom kroku je nutné najst minimalnu kostru
grafu — obrazok 1). Nasleduje zdvojenie hran kostry, ktoré ilustruje obrazok 2). Jeden z moznych
vysledkov, ak procediaru VYTVORENIE CYKLU iniciujeme z najspodnejSieho vrcholu, vidime na
obrazku 3). Tato metéda ma najhors$i mozny vysledok:

c(MZK)

SEAR)
c(OPT)

Kde c(MZK) je dizka hamiltonovského cyklu ziskaného metodou zdvojenia kostry a c(OPT) je dizka
najkratSieho hamiltonovského cyklu v grafe. Dokazom je ziskanie najlacnejSej kostry po vypusteni
najdlh§ej hrany z hamiltonovského cyklu. Priemerna kvalita vysledku sa pohybuje okolo 38,08%.

5.2.2  Christofidesova metoda kostry a parenia

Nasledujuca heuristika — Christofidesova metoda kostry a parenia ( Christofides), nesie nazov podl'a
svojho autora, ktorym je Christofides (1976). Christofides, v porovnani s predchadzajucou
heuristikou, ma omnoho sofistikovanejsi pristup k problematike, napriek tomu, ze obidve heuristiky
vychadzaji z najlacnejSej kostry. Dosiahol zlepSenie aproximacie tym, Ze namiesto zdvojenia
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vetkych hran kostry, prida len tie hrany, ktor(i st nevyhnutne potrebné k zaruéeniu eulerovského
tahu. Pridané hrany st d’alej podrobené minimalizaénym poziadavkam.

CHRISTOFIDES

1. Vypocitajte minimalnu kostru grafu.

2.  Vypocitajte systém najlacnejSich hran pre pary vrcholov neparneho stupia a ziskané
hrany pridajte ku kostre.

3. Ngjdite eulerovsky tah.

4. Pouzite VYTVORENIE_CYKLU na ziskanie konecného hamiltonovského cyklu.

Této metdda zaberie znaéne viac ¢asu nez predchadzajuca. Jej ¢asova naroénost je 0(n?).

Cinnost’ heuristiky ilustruje obrazok 5.4. PIné &iary zodpovedaji hranam minimalnej kostry
grafu, Ciarkovane s zobrazené najlacnejSie hrany medzi neparnymi vrcholmi grafu, ktoré boli
doplnené v druhom kroku tejto metody. Koneény vysledok znazoriiuje obrazok 3).

1) 2) ! 3.)

Obrazok 5.4: Princip ¢innosti Christofidesovej metédy

Pre tlohy spinajuce trojuholnikovii nerovnost’ nedava Christofidesova metoda horsi vysledok nez:

c(MKP) 3
c(OPT) "2

Kde c(MKP) je dizka hamiltonovského cyklu ziskaného metodou kostry a parenia a c(OPT) je dizka
najkratSieho hamiltonovského cyklu v grafe. Nie je znamy ziadny polynomialny algoritmus, pre ktory
by bol zaruceny lepsi pomer c(MKP)/c(OPT) nez 3/2.

5.3  Iterativne heuristiky

Doteraz sme sa zaoberali heuristikami, ktoré konsStruovali hamiltonovsky cyklus zo zadan¢ho grafu.
Takto ziskané rieSenie vSak nijak d’alej neupravovali. Dosahované vysledky boli preto len miernej
kvality, a hoci m6zu byt pouzitel'né v niektorych aplikaciach, vo v§eobecnosti nie st moc uspokojivé.

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ otazkou ako tieto zname cykly vylepsit. Ide o algoritmy,
ktoré zlepSuju uz zname rieSenia, ziskané heuristikami v predchadzajicej podkapitole. Rozsirujuce
informacie najdete v [6], [7] a [8], z ktorych sme Eerpali.
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5.3.1 2-optimalizacia

Metdda 2-optimalizdcie (2-opt) je zaloZena na lokalnom prehladavani. Ide o jednoduchu heuristiku,
ktora zac¢ina s nahodne vygenerovanou permutaciou miest (cestou) T a snazi sa ju d’alej vylepSovat’.

Ak hamiltonovsky cyklus v istej Casti krizuje sim seba, vymenou zapojenia je mozné ziskat’
cyklus kratsi. Za tymto ucelom sa definuje okolie cesty T tak, ze do tejto mnoZiny patria vSetky cesty,
ktoré sa od T liSia vzadjomnou vymenou dvoch priamo nenadvizujucich hran z cesty T. Tato operacia
ja nazyvana 2-vymenou a je znazornena na obrazku 5.5.

—
~

1) 2) -
Obrazok 5.5: Ukazka 2-zameny

Pokial’ sa v okoli cesty T nenachadza cesta T' S nizSimi celkovymi nakladmi, potom T' nahradi T
a pokracuje sa dalej rovnakym spdsobom. Pokial’ sa v okoli cesty T uz ziadna cesta s niz§imi
nakladmi nenachadza, cesta T je 2-optimalna (Co, ale nie je to isté ako cesta optimalna) a algoritmus
konci.

Pre urychlenie ¢innosti algoritmu sa obvykle negeneruje v jednotlivych iteraciach celé okolie
cesty T, ale tento proces kon¢i okamzite po najdeni prvej cesty T', ktora ma nizsSie celkové naklady
nezcestaT.

2 OPTIMALIZACIA

1. Nech T je 'ubovolny hamiltonovsky cyklus.
2. Pre kazdy vrchol i, az kym sa neohlési chyba, opakujte:
a. Vyberte vrchol i.
b. Preskumajte vSetky 2-optimalizaéné kroky zahriiujuce hranu medzi vrcholom
i ajeho nastupcom (pravy sused) v cykle. Zo vSetkych moznych rieSeni vyberte to
najlepsie a zapojte ho. Ak neexistuje Ziadne skratenie deklarujte chybu pre i.
3. Ako vysledok vratte nové T.

Hoci najdenie najlepSieho rieSenia (vylepSenia) vjednom kroku si ziada O(n?) operacii, podet
vSetkych operacii algoritmu nie je mozné ohraniéit’ polynomialnou funkciou. Je v8ak zarucena jeho
konecnost’, ked’Ze existuje konecny pocet pripustnych cyklov a v kazdom kroku vyberame lacnejsi od
aktudlneho.

5.3.2 3-optimalizacia

Na zéklade predchadzajuceho principu pracuje i heuristika 3-optimalizacia (3-opt), ktorou ziskame
flexibilnej$§ich zmien. Podobne ako 2-optimalizacia pracuje so zmenami cyklu pomocou
kombinovaného prepojenia vol'nych vrcholov, ktoré ziskame eliminovanim troch nesusednych hran.
Na rozdiel od 2-optimalizacie, kde bolo mozné len jediné znovu zapojenie, v Cistej 3-optimalizacii
(bez zdegenerovanych 2-optimalizaénych krokov) mézeme vrcholy zapojit’ do cyklu Styrmi réznymi
sposobmi (obrazok 5.6, v ktorom su znadzornené moznosti 3-optimalizacného kroku pre vrcholy
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i,j, k aich pravych susedov h(i), h(j), h(k)). Vysledna cesta s niz§imi celkovymi nakladmi ako bola
povodna je 3-optimalna.

3_ OPTIMALIZACIA

1. Nech T je l'ubovolny hamiltonovsky cyklus.
2. Pre kazdy vrchol i, az kym sa neohlési chyba, opakujte:
a. Vyberte vrchol i.
b. Preskimajte vSetky 3-optimalizaéné kroky zahriiujuce hranu medzi vrcholom
i a jeho nastupcom (pravy sused) v cykle. Zo vSetkych moznych rieseni vyberte to
najlepsie a zapojte ho. Ak neexistuje ziadne skratenie deklarujte chybu pre i.
3. Ako vysledok vratte nové T.

i h(i) i O
j J
h(k) h() h(k) h()
K k
i h(i) i h(i)
j j
" ORI hG)
le k
Obrazok 5.6

Heuristiky 2-optimalizacia a 3-optimalizacia je mozné velmi lahko zovSeobecnit’ na k-opt. So
zvySujucou sa hodnotou parametra K je prislusny algoritmus schopny aplikovat’ sofistikovanejSie
modifikacie cesty atym smerovat’ k dokonalejSiemu rieSeniu ulohy. Na druha stranu, s rasticou
hodnotou parametru k sa exponencialne zva¢suje mohutnost’ okolia pdvodnej cesty a zodpovedajucim
spdsobom rastie i ¢as potrebny k spracovaniu tejto mnoziny. Z tohto dovodu sa v praxi len vynimo¢ne
pouziva k-opt algoritmus s hodnotou k > 3.

5.3.3 Lin-Kernighan

Na vyuziti k-opt stratégie je zalozeny izrejme najuspe$nej$i heuristicky algoritmus, ktory je
Vv literatire znamy ako Lin-Kernighanov algoritmus (Lin-Kernighan algorithm). Prvym zretelnym
rozdielom oproti vys$Sie uvedenym heuristikdm je skutoCnost’, Ze Lin a Kernighan vylepsili vymenu
hran tak, ze parameter K nie je pevne stanoveny pre cely beh algoritmu , ale meni sa postupne iteraciu
po iteracii. NavySe sa v tomto pripade algoritmus neuspokoji s prvym najdenym vylepSenim cesty T,
ale hl'ada sa také vylepsenie, ktoré prinesie najvacsie mozné znizenie nakladov v danej iteracii. Viac
informacii k tejto heuristike najdete v [9], [10].
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5.4  Stochastickeé heuristiky

Dalsou velkou oblastou algoritmov na rieSenie TSP st algoritmy zalozené na nahodnom
(stochastickom) prehl'adavani. Ich najva¢sou vyhodou je schopnost’ opustit’ lokalne minimum, a tym
suréitou pravdepodobnostou najst’ rieSenie s lepSou hodnotou ucelovej funkcie ako malo dané
najdené lokalne minimum. Nasledujuce informacie vychadzaju predovsetkym z [6], [7], [11].
Heuristiky zalozené na analédgii s prirodnymi procesmi tvoria hranicu medzi operaénym

vyskumom a umelou inteligenciou, ktora sa aplikuje na problémy optimalizacie. Medzi najznamejsie
patria:

e Simulované Zihanie

e Zakazan¢ hl'adanie

e Kolonia mravcov

e Neur6nové siete

54.1 Simulované Zihanie

Metoda simulovaného Zihania (Simulated Annealing) je zaloZzena na vztahu medzi procesom hl'adania
optimalneho rieSenia pre kombinatoricki optimalizaciu a fenoménmi vyskytujucimi sa vo fyzike.
Inspiraciou metddy je fyzikalny dej prebiehajuci pri zZihani pevného telesa, ktory sa vyuziva
k odstraneniu vnutornych defektov.

Jej hlavnou vyhodou je uspesné rieSenie uviaznutia v lokdlnom minime, s ktorym si
predchadzajiice metody nevedeli poradit’. Nepriptstali totiz moznost’ zvi¢senia dizky cyklu, a to ani
v pripade, kedy by v nasledujucich krokoch doslo k vyraznému zlepSeniu. Metéda simulovaného
zihania vSak s istou mierou pravdepodobnosti prijima i rieSenie horSie, nez bolo vychadzajtce.

Fyzikalna realizacia zihania bola nahradena numerickou simulaciou pomocou Metropolisovho
algoritmu [11]. Hlavny algoritmus simulovaného zihania vyzera nasledovne:

SIMULOVANE_ZiHANIE

1. Nech T je lubovolny hamiltonovsky cyklus, vyberte poc¢iatoénu teplotu ¥ a faktor
opakovania r.
2. Kym nie su naplnené podmienky ukoncenia opakujte:
2.1. r-krat opakujte:
2.1.1. Urobte ndhodnt zmenu cyklu T na cyklus T’ a vypocitajte rozdiel ich
celkovych dizok A= ¢(T) — c(T").
2.1.2. Ak A< 0 potom T =T'. Inak vyberte ndhodné ¢islo x, 0 <x <1

A
aT =T, akx <e 9.
2.2. Aktualizujte 9 ar.
3. Ako vysledok vrat'te najlepsie dosiahnuté T'.

Tato formulacia ndm dava isti mieru volnosti pri implementacii. Preto uvadzame niektoré konkrétne
body nastavenia: v kroku (1) je r inicializované ako pocet vrcholov grafu, v kroku (2.1.1) sme
modifikaciu cyklu T na cyklus T’ realizovali pomocou 2-optimalizaénych krokov, zniZenie teploty
9 v kroku (2.2) nastavime polozenim 9 = y9, kde yje realne ¢islo blizko 1 a faktor opakovania
r upravime podobne r = ar, kde « je l'ubovolné realne Cislo z intervalu (1,2). Po dosiahnuti urcitého
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poctu opakovani faktor r uz d’alej nezvySujeme a procedtra konéi, ak po viacerych tupravach teploty
9 neddjde k zmene cyklu T.

Pocas celého behu procesu simulovaného zihania sa mdézeme dostat’ do réznych lokdlnych
minim, ale rovnako ich mdézeme aj opustit’. Preto je dobré pamétat’ si najlepsie rieSenie dosiahnuté
pocas simulacie a ako vystup vratit’ prave toto rieSenie.

5.4.2 Zakazané hl’adanie

Metodda zakdzaného hladania (Tabu Search) je vylepSenou verziou horolezeckého algoritmu,
informacie prevzaté z [11]. Jej vylepSenie spociva v tom, ze do horolezeckého algoritmu je zavedena
tzv. kratkodoba pamait’, ktora znizuje nebezpeCenstvo navratu k uz preskimanému rieseniu tak, ze
kazdé rieSenie je po isti dobu zaznamenané v zozname zakazanych rieSeni (tabu list). V principe
heuristika pracuje nasledovne:

TABU_SEARCH

1. Nech T je l'ubovolny hamiltonovsky cyklus, za¢nite s prazdnym tabu listom L .
2. Kym nie su naplnené podmienky ukoncenia, opakujte nasledujuce kroky:

a. Vyberte najlepsi krok, ktory nie je zakazany v L.

b. Aktualizujte tabu list L.
3. Ako vysledok vrat'te najlepsie najdené T.

Tak ako v predchadzajicom pripade mame niekol’ko moznosti ako heuristiku implementovat. Na
zadiatku je potrebné nastavit’ dizku tabu listu (tabu list < podet transformacii v ramci susedstva),
v ktorom je uvedenych poslednych n zmien ohodnoteni, konkrétne dvojica (premenna, hodnota).
Empirické skusenosti s algoritmom ukazuju, Ze velkost’ tabu listu je dolezitym parametrom pre
prekonanie lokalneho minima. Ak je diZka zoznamu mala, moZe sa vyskytnat zacyklenie algoritmu,
rovnako ako u klasického horolezeckého algoritmu, ale po viacerych krokoch. Ak je viak diZka tabu
listu velkd, potom s velkou pravdepodobnostou ddjde k preskoCeniu moznych ciest vedicich
k optimalnemu rieSeniu. Pri kazdom novom ohodnoteni premennej nejakou hodnotou je tato dvojica
zapisand na zaciatok tabu listu a posledna (najstarSia) dvojica je zneho odobrand. Vzdy, ked sa
vybera hodnota pre nejakl premennu, zist'uje sa ¢i sa tdto dvojica nenachadza v tabu liste. Pokial’ ano,
je zakazané tato hodnotu premennej nastavit. Tato technika teda zabranuje opatovnému nastaveniu
rovnakej hodnoty rovnakej premennej v kratkom ¢asovom intervale, uréenom dizkou tabu listu.

Casto byvaju zavedené este dodatodné (aspiraéné) kritéria, ktoré nam hovoria, kedy moze byt
zékaz ohodnotenia danej premennej danou hodnotou poruseny. Je to napriklad v tom pripade, ked’
nastavenim tejto hodnoty ziskame doposial’ najlepsie najdené riesenie. Ako najlepsia hodnota dizky
tabu listu byva ¢asto uvadzané ¢islo medzi 10 a 50, i ked’ tato hodnota vel'mi zavisi na $truktare
rieSené¢ho problému.

Iny pristup je zalozeny na tzv. ,dlhodobej pamiti“. Vyuziva metddy intenzifikacie
a diverzifikacie algoritmu zakazaného hl'adania k najdeniu globalneho optima. Vyuziva moznosti
pokutovania  transformécii, ktoré nepatria do kratkodobej pamiti, ale Casto sa
vyskytovali v doterajSom procese hladania. Pripadne, do dlhodobej paméti zaznamenavame
frekvenciu vyskytu urcitych atribitov doposial’ ziskanych rieSeni. Intenzifikacna stratégia podporuje
transformacie veduce k rieSeniu s ,,dobrymi“ vlastnostami. Oproti tomu diverzifikacna stratégia
znamena podporu rieSeni, obsahujicich vyznamne odlisné atributy od tych, ktoré sa vyskytli
Vv priebehu doterajSieho hl'adania.
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5.4.3 Kolonia mravcov

Ako vacsina stochastickych optimalizacnych algoritmov aj optimalizacia pomocou kolonie mravcov
(Ant Colony) ma svoj zaklad v biologii. Metdda je zalozend na simulacii spravania sa mravcov
Vv koldnii.

Princip rieSenia problémov pomocou koldénie mravcov prvykrat pouzil Marco Dorigo a kol.
[12] na riesenie NP-tplnych problémov na grafoch. Cielom mravcov je najdenie potravy. Kazdy
mravec pri svojej ceste za potravou vyluCuje chemickll latku — feromon. Ostatné mravce sa riadia
touto stopou a vyberaju si cestu s najvacSou koncentraciou feromonu. Po urcitej dobe mravee najdu
optimalnu (najkratSiu) cestu od mraveniska k ciel'u a tato trasu potom preferuju. Tento princip
znazornuje nasledujuci obrazok 5.7.

(SN 1

mravenisko jedlo mravenisko *, jedlo

mravenisko ?’:, jedlo

Obrazok 5.7: Princip hPadania kratSej cesty koloniou mravcov

Na zaciatku pride mravec k razcestiu (obrazok a)), ktoré este nebolo oznacené feroménom a cestu Si
vyberie nahodne ( obrazok b)). Vybrant cestu znackuje feromonom. Po najdeni potravy sa vracia do
mraveniska cestou, ktorou prisiel a znackuje ju po druhy raz. Mravce, ktoré si zvolia kratSiu z ciest st
pri potrave skor — cesta je CastejSie oznaCovana feroménom a ostatné mravce ju buda preferovat
(obrazok c). Po urcitej dobe je intenzita feromonu na kratSej z ciest tak silnd, Ze sa stane preferovanou
vol'bou aj pre ostatné mravce (obrazok d)) a zosilfiovanie prebieha aj nad’alej.

Na cestach sa vSak feromony aj vyparuju. Ak niektora krizovatka nebola dlhsie navstivena,
rozdiely v mnoZstve feroménov sa znizuju, az kym si mravec modzZe opét’ nahodne vybrat’, ktorou
cestou pojde.

Pre ucely implementacie optimalizacnych algoritmov je vytvarany umely mravec, ktorého
spravanie je inSpirované spravanim skuto¢nych mravcov. Oproti nim vSak boli niektoré vlastnosti
umelych mravcov upravené tak, aby doSlo k zlepSeniu vysledkov algoritmov rieSiacich konkrétne
problémy. Disponujii pracovnou pamétou My, ktora slizi na uloZenie uz navstivenych miest (na
zaCiatku kazdej novej cesty je tato pamat’ prazdna a je aktualizovana po kazdom kroku — navstiveni
nového mesta) a na rozdiel od skutoénych mravcov je mnozstvo zanechaného feroménu funkciou
kvality najdeného rieSenia. Virtualny feromén umoziuje udrzat' v pamiti dobré riesenia, ktoré mézu
sluzit’ k najdeniu eSte lepSich rieSeni. Je potrebné vyhnat’ sa tomu, aby niektoré dobré, ale nie dost’
dobré riesenia viedli k predéasnému uviaznutiu algoritmu. Preto je implementovana zaporna spétna
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vézba spoéivajica vo vyparovani feromoénu, ¢im je do algoritmu zahrnuta ¢asova mierka. Podobnosti
S0 skutoénymi mravcami su predovSetkym Vv Kolonii spolupracujucich mravcov, V pouziti
feromoénovej stopy a v pravdepodobnostnom rozhodovani.

Mravce pouzité v koloniach funguju ako stochastické procedury vytvarajuce nové rieSenia
interaktivnym pridavanim komponent (feromoénova stopa) do Ciastocného riesenia. Behom algoritmu
kazdy mravec k, buduje cestu vykonanim n krokov. Iteracie st indexované pomocou t, pricom &g,
je uzivatelom definovany maximalny pocet povolenych iteracii. Mravce, ktoré pracuju v danej
iteracii dobre, ovplyviiuji vyskum mravcov v budiicich iteraciach, pretoze tie vyuzivaji feromonova
cestu ako sprievodcu pre svoje vyskumy.

Na zaciatku je m umelych mravcov umiestnenych do ndhodne vybranych miest grafu. Po
kazdom kroku pokracuju do nového mesta a modifikuju feroménovu stopu na hranach — tzv. lokdlna
aktualizacia feromonu. Ked vSetky mravce dokoncia cestu, mravec, ktory vykond najkratSiu cestu,
modifikuje hrany patriace k jeho ceste — tzv. globdlna aktualizacia feroménu (pridanie mnozstva
koncentracie, ktoré je nepriamotimerné dizke cesty).

Je niekol'’ko moznosti ako tento princip pouzit’ na vyrieSenie TSP. Mravec k v meste r vybera
mesto s podla nasledujuceho pravidla:

arg max {[T(r,u)]- [n(r,u)]ﬁ}ueMk , q < 9o

S, inak

kde T(-4) je koncentricia feroménu na hrane (r,u), 1(-4) je heuristickd funkcia, ktord je rovna

inverznej hodnote vzdialenosti medzi mestami rau () = 1/d¢), B je nastavitelny

parameter, ktory reguluje relativnu vahu feromoénu, g je ndhodna veli¢ina s rovhomernym rozlozenim
[0,1], qo je nastavitelny parameter 0 < go <1 a S je mesto ndhodne vybrané podla nasledujicej
pravdepodobnostnej funkcie, ktora uprednostiiuje hrany, ktoré maju vac¢siu koncentraciu feromonu:

B
[reawl [160]

ﬁ )
Dugm, [T(r.u)] . [n(nu)]
0, inak

Pk(T, S) = S & Mk

kde py (, s) je pravdepodobnost’, s ktorou mravec k vybera pohyb z mesta r do mesta s.

Feroménova stopa ja aktualizovana lokalne aj globalne. Mravec, ktory generuje najlepSiu
cestu, ako jediny moze globalne aktualizovat’ koncentraciu feromonu. Okamzite ako mravce dokoncia
svoju cestu, nejlepsi z nich vlozi feromén na hrany, ktoré tvorili jeho cestu (ostatné hrany ostavaju
nezmenené). Hodnota feroménu Ag(r, s) ulozeného na kazdej navstivenej hrane (r,s) najlepSieho
mravca je inverzne umerna dizke cesty. Kratiia cesta ma vac§iu koncentraciu feroménu ulozeného na
hranach. Globalna aktualizacia feromonu je aplikovana len na hrany patriace k najlepSej trase od
zaCiatku cesty. Aktualiza¢né pravidlo je nasledujtce:

P(r,s) < (1 - a) “Pr,s) +a- A(:0(1”,5)

kde (r,s) st hrany patriace k najlepSej ceste, A ) = (najkratSia cesta)”! aa je parameter
riadiaci rozklad feromonu.
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Lokalna aktualizacia feromoénu je ur€end na vyhybanie sa vel'mi silnym hranam vybranych
velkym poctom mravcov. Koncentracia feromoénu na mravcom vybranej hrane je vzdy zmenend
podl’a lokalneho pravidla:

Tors) (1 —a) T +a-1,

kde 1, je pociatoéna hodnota feromonovych stop, pricom bolo experimentalne zistené, Ze nastavenim
7o = (n.Ly,) "1, kde n je pocet miest a L, je dizka cesty produkovana heuristikou najblizicho
suseda, dava vel'mi dobré vysledky.

544  Neuronové siete

Umelé neuronové siete (neural network) [11] povodne vznikli ako modely mozgu resp. nervového
systému a jeho Cinnosti. Postupne sa vSak rozvinuli do nastrojov strojového ucenia, pouzivanych
napr. na automatické rozpoznavanie priestorovych objektov alebo Casovych postupnosti signalov,
zhlukovi analyzu a pod.

Neurdnova siet’ je v podstate suborom jednoduchych prvkov (uzlov, neurénov) vykonavajacich
jednoduché operacie. Spojenia neurénov su ohodnotené realnymi ¢islami — vahami.

Predstavime si umely model neurdénu — perceptron (z angl. percept), viz obrazok 5.8.

v

f ()

sumator prechodova funkcia

vystup

vstupy  vahy

Obrazok 5.8: Umely model neurénu

Na vstup do neur6nu privadzame vstupny vektor x (vzor) zlozeny z binarnych alebo realnych cisel
cez synaptické spojenia ohodnotené synaptickymi védhami, ktoré tvoria vdhovy vektor w. Neurén ma
n + 1 vstupov a hodnotu vstupu x, berieme vzdy ako 1 a vahu w, povazujeme za prah neurénu 99,

moZze byt’ aj nulovy. Vnutorny potencial neurénu je urceny ako skalarny sucin vektorov w a x:
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n n
f = wXx =Zwixi =Zwixi -9
i=0 i=1

Vystup (aktivita) z neurdénu je potom uréeny pomocou prechodovej (aktivaénej) funkcie f, ktora
aplikujeme na vnutorny potencial neurénu:

e y=f(&)

Prechodou funkciou je ¢asto funkcia skokova:

{1pre §=0
Opre £€<0

Tato funkcia vSak nie je diferencovatelna, a preto sa neda pouzit’ pri vstupoch, kedy sa parametre
neurénu nastavuju pomocou derivacie prechodovej funkcie. Z tohto dovodu sa ¢asto pouziva funkcia
v tvare sigmoidy:

1

¢ VTR

Konstanta k udava strmost’ sigmoidy, zvy¢ajne sa pouziva hodnota 1.

Kohonenova siet’ (Kohonen network)

Kohonenova SOM (SamoOrganizujica sa Mapa) [11] patri do kategorie sieti, ktoré sa ucia bez
ucitela (unsupervised learning). To znamend, Ze algoritmus ucenia nema informéaciu, aké vahy pri
jednotlivych prvkoch siete st spravne, na rozdiel od sieti S doprednym §irenim [11]. Zakladnou ¢rtou
Kohonenovych sieti je schopnost’ realizovat zobrazenie zachovavajuce topoldgiu tréningovej
mnoziny dat. To znamena, ze body (vstupné vektory), ktoré sa podobali svojimi hodnotami, sa
premietnu na uzly, ktoré budu ,lezat* blizko seba. Termin ,lezat' blizko seba“ bude zavisly od
topologie siete, ktora je vacSinou bud linearna (uzly st formalne usporiadané do retazca) alebo
mriezkova (uzly s usporiadané v dvojrozmernej pravouhlej mriezke). Susednost’ v takychto sietach
sa meria iba po¢tom uzlov, cez ktoré treba prejst, aby sme sa dostali od jedného uzla k druhému,
nejde teda o euklidovska vzdialenost. Uzly v retazci maju dvoch najblizSich susedov — nal'avo
anapravo, uzly v pravouhlej mriezke (uprostred mysleného S$tvorca) maji Osmich najblizsich
susedov — hore, dolu, nal’avo, napravo (uprostred myslenych hran §tvorca) a naprie¢ na uhlopriec¢kach
(na myslenych rohoch S$tvorca). Kazdy z tychto bodov je ohodnoteny vektorom (spociatku ndhodne
vygenerovanym) rovnakého typu, ako su vstupné vektory. Pri vkladani vstupnych dat sa pre kazdy
vstupny vektor najde ,,vitazny“ uzol, ktorého vektor ma od daného vstupu najmensiu (vacSinou
euklidovsku) vzdialenost. Hodnoty vektora tohto uzla sa potom zmenia podla tzv. Hebbovho
pravidla ucenia tak, aby euklidovska vzdialenost’ od daného vstupu bola mens$ia. Podobne sa danému
vstupnému vektoru mozu priblizit' aj hodnoty vektorov uzlov, ktoré su s ,,vitaznym® uzlom susedné.
Pri linearnej topologii to budu susedné uzly vlavo a vpravo. Mézeme uvazovat' aj SirSie okolie
zahrnujuce viac uzlov vl'avo a vpravo od vitazného uzla, no ¢im vzdialenejSie su uzly, tym menej by
sa hodnoty vektorov tychto uzlov mali blizit hodnotam vstupného vektora. To je Vv pseudokode
zohladnené funkciou h(l,,;,, 1), kde tato funkcia uréuje, v akom okoli vitazného uzla a do akej miery
budt adaptované ostatné uzly.
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KOHONEN_NETWORK

Inicializujte vahy w;;, kde vektor w; = (w;;, w;z) je vektorom priradenym uzlu i.
Prirad’te mestam topologiu cyklu.
Nastavte velkost’ ucenia a.
Nastavte velkost’ okolia.
Kym nie je splnena ukoncovacia podmienka opakute:
5.1. j =1 an-krat opakujte:
5.1.1. i =1 an-krat opakujete:
5111 d() = (wiy —x;)° + Wiz — ¥))?
51.2. L, =i, kde d(i) je minimalne
5.1.3. Pre vitazny uzol I,,,;,, a jeho okolie upravte vahy.

arowpnE

5.1.4. wj(novad) = wy; (stard) + ah(lyin, 1) [xj — wl-l(staré)]
5.15. wj(novd) = wiy(stard) + ah(lpm, ©) [y — wia(stard)]
5.2.  Upravte rychlost’ ucenia a.
5.3.  Zmensite okolie uzla pri splneni zadanej podmienky.

Vahy v bode (1.) su generované nahodne v rozmedzi maximalnych a minimalnych hodnét stradnic
(x,y) miest, pre i € (1,::+,n), kde n je pocet miest. Topologiu v bode (2.) priradime nasledovne:
mesto i susedi nalavo s mestom i — 1 a napravo s mestom i + 1, mesto 1 susedi nalavo s mestom
n a opacne, mesto n teda susedi napravo s mestom 1. V bode (3.) nastavujeme hodnotu uéenia a,
napr. bude nastavena na 0,5 a bude klesat’ na 0,4. Velkost’ okolia v bode (4.) na zaciatku nastavime
na 1, tzn. Ze okrem vitazného uzla upravujeme vzdy vahy aj jeho 'avého a pravého suseda. Rychlost’
ucenia (5.2.) modzeme upravit nasledovne : a = a(0,4/0,5)%°%> . Najjednoduchsia pouzivana
funkcia je:

h(lmin' i) — {L (.iM(Imin'i) <1
0, inak

kde dp;(Iipin, 1) je vzdialenost’ typu Manhattan medzi neurénmi I,,;,, a i, teda pocet hran, po ktorych
treba v danej topologii siete prejst, aby sme sa dostali od neurdénu I,,,;, K neurénu i. Niekedy sa pre
vzdialenejsie okolie voli dokonca ,,zaporné ucenie, teda ze vektory uzlov vzdialenych cez viac hran
od vitazného uzla sa ,,vzd’aluju“ od hodnét vstupného vektora, zatial' Co este vzdialenejSie uzly
zostavaju bez zmeny. Tento proces ucenia sa opakuje stale dookola. Velkost okolia a parameter
ucenia (teda miera priblizenia vektora vitazného uzla vstupnému vektoru) sa znizuju s ¢asom
v priebehu algoritmu.
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6 Implementacia

Porovnanie heuristik prebichalo na zaklade vlastnej implementacie vybranych algoritmov. Na
implementaciu bolo zvolené platforma .NET a jazyk C#. Implementovany program ponuka grafické
uzivatel'ské rozhranie napisané vo Windows communication foundation. Toto vyvojové prostredie
bolo zvolené najmd z dovodu rychleho vyvoja aplikacie, a pretoze heuristiky boli porovnavané medzi
sebou, nie je zvolenie tejto platformy problém ani z dovodu horSicho vykonu oproti programu
napisanému napr. v jazyku C. Program (ovladanie programu viz. Priloha 1.), okrem samotného
rieSenia ulohy, vizualizuje vysledok, umoziuje tvorbu vlastnych grafov auzivatel si modze
kedykol'vek vizualizaciu grafu ulozit’ do formatu PNG.

Vstup programu méze byt zadany uzivatelom tak, Ze pomocou mysi vytvori rozmiestnenie
vrcholov kompletného grafu, nad ktorymi potom prebieha vypocet. Druhy spdsob spociva v nacitani
vstupnych dat zo stiboru. Program spracovava format typu TSPLIB [13], body musia byt vo formate
euklidovskych vzdialenosti.

VysSie popisané algoritmy umoziiuji rozne implementicie. Mnozina naprogramovanych
heuristik bola volena tak, aby sa medzi sebou dali porovnavat’ rozne skupiny zalozené na rozdielnych
principoch.

Heuristika najblizsicho suseda potrebuje uréit’ prvy bod, od ktorého sa ma zacat’ zostavovat’
hladany cyklus. Program vyberie vzdy prvy nacitany bod zo suboru (pripadne prvy vytvoreny bod
uzivatel'om).

Podobne, heuristika vkladania potrebuje ur¢it’ po¢iatoény cyklus. V tomto pripade st vybrané
prvé tri vstupné body.

Christofidesova metdda obsahuje cast’, kde je potrebné vybrat najlacnejSie parovanie
neparnych vrcholov. Pre tieto ucely existuje cela rada metdd, napr. Edmondsov algoritmus [2].
Implementacia tychto algoritmov je vSak naro¢na, preto bola zvolena priamociara metdda, kedy sa
pre prvy vrchol vyberie najkratSia vzdialenost’ k d’alS$im z mnoziny neparnych vrcholov, ktoré sa
z mnoziny postupne odstranuji. Algoritmus konéi, ak je mnozina neparnych vrcholov prazdna. Tento
algoritmus nie je optimalny, avsak i napriek tomu poskytuje pomerne dobré vysledky a skracuje dobu
behu algoritmu.

Heuristika zdvojenia kostry a tiez Christofidesova metdda potiebuju pres Svoj Start minimalnu
kostru. Kostra je vytvorena pomocou Kruskalovho algoritmu. Dalej ¢ast’ obidvoch heuristik vyuZiva
Eulerov tah. Tento méze zac¢inat' v 'ubovolnom bode. Implementacne sa vyberie ndhodny bod, od
ktorého tah zag¢ina. Vo vysledku to znamena, Ze tato skutocnost’ ovplyviuje vysledna dizku cyklu,
preto niekol’ko spusteni tychto algoritmov mdze zobrazit’ rozdielne trasy i vysledky.

Pre heuristiku 2-optimalizacie je mozné vybrat’ vstupny cyklus z dvoch moznosti, a to cyklus
vytvoreny heuristikou najblizSieho suseda alebo metdédou zdvojenia kostry. Algoritmus konci, ak
optimalizacia najde prvé lepsie rieSenie neZ je vybrany vstupny cyklus alebo po odsktsani vsetkych
moznosti.

Pre algoritmus simulovaného zihania bol vybrany vstupny cyklus vytvoreny metddou
zdvojenia kostry. Parametre boli zvolené experimentalne tak, aby sa dosiahlo ¢o najlepsieho vysledku
v pomere pocet behov a najkratsi cyklus.

Zdrojovy kod je rozdeleny do niekolkych projektov. Prvy projekt obsahuje datové typy
pouzivané pri implementacii algoritmov. Druhy projekt je samotnd implementacia programu
a posledny projekt je grafické uzivatel'ské rozhranie.
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I Experimentalne porovnanie heuristik

V tejto praci sme sa venovali popisu najpouzivanejSich heuristik na rieSenie TSP. Mohlo by sa zdat’,
ze ich je zbytoc¢ne vela a sta¢ilo by spomenut’ len heuristiky, ktoré dosahuji najlepsie vysledky. No tu
sa stretivame s problémom ako jednoznacne urcit vitaza. Heuristiky moézZeme porovnavat
Vv teoretickej alebo experimentalnej rovine. My sme sa zamerali na experimentalne porovnanie
heuristik.

Experimentalne porovnanie sme realizovali pomocou nami naprogramovanych heuristik, na
niekol’kych prikladoch z verejne dostupnej databaze ana ndhodne vygenerovanych prikladoch.
Vysledky, ktoré sme dosiahli tymto spdsobom mdzu byt ovplyvnené kvalitou programovania (najma
¢as vypoctu), ale vSetky pouzité programy s naprogramované jednym programatorom a v tom istom
programovacom jazyku, preto mézeme dosiahnuté vysledky povazovat’ za smerodajné.

Jednou z tloh bolo uviest' najlepsie cesty, ktoré boli najdené jednotlivymi heuristikami.
Existuje vol'ne dostupny program Concorde [14] rieSiaci TSP, avSak tento ma implementované iné
heuristiky nez tie, ktoré porovnavame v tejto praci. Verejne dostupné [15] st len optimalne cesty
ziskané Lin-Kernighanovym algoritmom alebo jeho modifikovanou verziou od K. Helsgauna [9]
LKH. Z tychto dovodov nebolo mozné porovnat’ nase rieSenia s najlep§imi moznymi pre jednotlivé
algoritmy. Porovnanie je teda zalozené na vysledkoch jednotlivych algoritmov medzi sebou
a optimalnym rieSenim daného grafu uvedenym na [15]. Na porovnanie boli pouzité len tie vstupné
data, u ktorych je uvedené optimalne rieSenie. Tabulku obsahujucu vstupné data, ich optimalne
rieSenia a rieSenia najdené jednotlivymi implementovanymi metédami najdete v Priloha 2.

Porovnanie heuristik pozostavalo z naprogramovania jednotlivych metéd a nasledného
testovania na prikladoch. Z dovodu velkej ¢asovej naro¢nosti niektorych algoritmov nebolo mozné
tieto algoritmy testovat’ na ulohach vaésich rozmerov, preto boli z niektorych testov vynechané.

Popri kvalite najdeného rieSenia testuje kazdy algoritmus aj ¢as potrebny na beh heuristiky.
Zo ziskanych vysledkov sme vypoditali Statistické ukazovatele ako je priemerna dizka cyklu,
odchylka od optimalneho cyklu a pod. Pretoze sme nemali k dispozicii zname rieSenia, odchylky sa
vzt'ahuju na vysledok najlepsej heuristiky pre dany priklad.

Do testovania boli zahrnuté nasledujuce heuristiky (vSetky boli popisané v 5.kapitole):

NN — Heuristika najblizsieho suseda

INS — Heuristika vkladania

2TREE — Metdda zdvojenia kostry

CHRF — Christofidesova metoda kostry a parenia
20PT — 2-optimalizacia

SA — Simulovang zihanie

Na zaklade spdsobu, akym heuristiky vytvaraji hamiltonovsky cyklus sme ich rozdelili do
dvoch skupin:

1. skupina ={NN, INS, 2TREE, CHR}
2. skupina = {20PT-NN, 20PT-2TREE, SA-2TREE}

Do prvej skupiny su zaradené heuristiky, ktoré konstruuju hamiltonovsky cyklus, ale nijak ho
neupravuju. Druha skupina pozostava z heuristik, ktorych vstupom je cyklus vytvoreny niektorym
algoritmom z prvej skupiny. To znamena, Ze vylepSujii uz zname rieSenie. Pretoze sme chceli
otestovat’ aj citlivost’ heuristik na vstupny cyklus, v druhej skupine sa u 2-optimalizacie porovnavaji
dve verzie. Prvou verziou je vstupny cyklus ziskany heuristikou najbliZz§ieho suseda (pripona NN)
a druhou je vstupny cyklus ziskany metédou zdvojenia kostry (pripona 2TREE).
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Vsetky udaje pouzité v tejto kapitole vychadzaju z konkrétnych testov, z ktorych niektoré
uvadzame v prilohe.

7.1  Porovnanie 1.skupiny heuristik

Naprogramované heuristiky boli porovnavané na stibore 400 nahodne vygenerovanych prikladoch.
Rozpitie generovanych prikladov bolo 25 — 200 bodov v euklidovskej rovine. Body predstavuji
vrcholy kompletného grafu a dizky hran boli definované ako euklidovské vzdialenosti medzi
vrcholmi. V nasledujicej tabul’ke st uvedené priemerné dizky cyklov testovanych heuristik.

Nearest neighbor Insertion heuristic Doubletree heuristic Christofides

4081,1 4991,85 4268,35 3944,15

Tabul’ka 7.1: Priemerné hodnoty dizky cyklov

Z tabulky 7.1 je viditel'né, Zze rozdiely medzi jednotlivymi heuristikami nie st velké, no poradie
kvality je jednozna¢né. Ako najlepSia heuristika vychadza Christofides, d’alej v poradi nasledujt:
Nearest neighbor, Doubletree heuristic, Insertion heuristic.

Dal$im ukazovatel'om kvality heuristiky je priemerna a maximalna odchylka od optimalneho
rieSenia. Pretoze sme nemali k dispozicii optimélne rieSenia, odchylky sa vztahuju k najlepSiemu
najdenému rieSeniu.

Nearest Insertion Doubletree Christofid
; 0 ristofides
Odchylka [%6] neighbor heuristic heuristic
Priemerna 7,008634 30,56033 11,10818 2,548583
Maximalna 25,37441 62,74964 25,0539 16,05124

Tabulka 7.2: Hodnoty priemernej a maximalnej odchylky v %

Najnizsie hodnoty u Christofidesovej heuristiky naznaéuju, Zze prave tato metdoda bolo najcastejsim
vitazom v naSom experimentalnom porovnani.

Ako poslednym zo Statistickych tdajov je Casova naro¢nost’ heuristik. V tabul’ke 7.3 su tdaje
uvadzané v sekundach a vyjadruju priemerny a maximalny cas stradveny vypoc¢tom jedného prikladu.

> . Nearest Insertion Doubletree

Casova _ o o Christofides
naroc¢nost’ [3] neighbor heuristic heuristic

Priemerna 0,03335 6,74485 0,036475 0,137871
Maximalna 0,2 48,722 0,1665 1,21

TabuPka 7.3: Casova naro¢nost’ heuristik

Najmensiu ¢asovlil narocnost’ méa heuristika najblizSieho suseda. Aj napriek svojej jednoduchosti
nachéadza u uloh mensich rozmerov prijatel'né rieSenia.

Aj napriek vyssej asovej narocnosti sa jednoznaénym vitazom v skupine konstrukénych
heuristik stala Christofidesova metdda kostry a parenia. Z testov jasne vyplyva, Ze bola najcastejSim
vitazom a ostatné vysledky heuristik boli porovnavané prave s jej vysledkom.
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7.2  Porovnanie 2.skupiny heuristik

VylepSovacie heuristiky sme testovali na rovnakej sade prikladov ako prvu skupinu. 2-optimaliza¢nii
heuristiku sme otestovali aj na citlivost vstupného cyklu. Experimentalne ziskané hodnoty
priemernych dizok cyklov uvadzame v nasledujucej tabul’ke.

20PT_NN 20PT_2TREE Simulated annealing

4072,6 4185,1 4363,7

Tabul’ka 7.4: Priemerné hodnoty dizky cyklov

Ako je viditelné uz na prvy pohlad ztabulky, rozdiely medzi heuristikami su eSte mensie nez
v predchadzajicom pripade. Poradie kvality heuristik od najlepSej: 2-opt_NN, 2-opt 2TREE,
Simulated annealing. Tento vysledok naznacuje, ze simulované Zihanie potrebuje pre svoju optimalnu
¢innost’ zna¢nu volnost a uzavretie do lokdlneho minima mdZe nepriaznivo ovplyvnit' kvalitu
rieSenia.

Na zaklade nasledujucej tabulky je predpoklad, ze nastaveny rozmer testovacich prikladov
bol pravdepodobne maly a z tohto dovodu sa nepreukazala predpokladana sila simulovaného zihania.
Tabul'ka podava prehl'ad priemernej a maximalnej odchylky od najlepSieho riesenia.

Odchylka [%)] 20PT_NN 20PT 2TREE Simulated annealing
Priemerna 3,403124 5,266743 10,57996
Maximalna 27,48511 19,09568 23,57691

Tabulka 7.5: Hodnoty priemernej a maximalnej odchylky v %

Ako vitaz v skupine zlepSovacich heuristik vySla v naSom testovani 2-optimalizacia. Z vysledkov
d’alej vyplyva, ze G¢innej$im variantom je 2-optimalizacia so vstupnym cyklom ziskanym heuristikou
najblizsiecho suseda. Citlivost’ heuristiky na vstupny cyklus vSak nie je vel'mi velka, ¢o potvrdzuje
a minimalny rozdiel v kvalite rieSeni.

Nemenej dolezitym faktorom je aj <&asova naroénost. Uspesnost’ heuristiky je
charakterizovana kvalitou vysledku, ale aj casom realizacie. Priemerné a maximalne Casy stravené

vypocétom jedného prikladu su uvedené v nasledujtcej tabul’ke.

Casova naro¢nost’ [3] 20PT_NN 20PT _2TREE Simulated annealing
Priemerna 1,3662 0,118383 1,839875
Maximalna 24,003 1,038 31,203

TabuPka 7.6: Casova naro&nost’ heuristik

Z tabulky je zrejmé, Ze najkvalitnejsie vysledky heuristiky 2-opt NN st vykupené vys$Sou ¢asovou
naroc¢nost’ou.

Z vysledkov druhého porovnania sa da predpovedat, Zze na prikladoch vacsich rozmerov
budeme musiet’ povolit’ vacsi pocet opakovani na jednotlivych teplotach co vSak vyrazne zvysi
¢asovu narocnost’.
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7.3  Porovnanie heuristik na internetovych

ulohach

Posledné porovnanie heuristik sme realizovali na niekolkych prikladoch z verejne dostupnej
databazy. Vyhodou tychto prikladov boli uz zname riesenia, a tak sme mohli lepsie posudit’ kvalitu
naSich vysledkov. Najskor sme heuristiky otestovali na troch mensich prikladoch (wi29.tsp, dj38.tsp
a gal94.tsp). Prehlad vysledkov tohto testu poskytuji nasledujtice grafy.

Graf 7.1: wi29.tsp Graf 7.2: dj38.tsp

Grafy znazornuju percentualnu odchylku od znameho optimalneho rieSenia tiloh wi29.tsp a dj38.tsp.
NajuspesnejSou heuristikou sa v prvom pripade stala heuristika 20PT_2TREE s odchylkou 6,764%.
V druhom pripade mala najkvalitnej$i vysledok heuristika CHRF s odchylkou 3,034%. Vo
vysledkoch obidvoch tloh st zretel'né rozdiely medzi heuristikami.

Heuristiky sme nakoniec otestovali na ulohe qal94.tsp. Na rozdiel od predchadzajucich
dvoch tloh su rozdiely vo vysledkoch jednotlivych heuristik minimalne.

Graf 7.3: qal94.tsp

Aj napriek minimalnym rozdielom je jednoznaénym vitazom heuristika NN s odchylkou 27,94%.
Naopak najhorsie vysledky dosahuje heuristika vkladania.
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Po prvej sade testov vyvstala otazka ¢i si heuristiky zachovaju svoje kvality aj na tlohach
vacsich rozmerov. Z tohto dovodu sme z verejne dostupenej databazy vybrali tlohy, ktorych pocet
bodov bol v rozpiti cca 600 — 2000. Priemerna odchylka alebo priemerna dizka cyklov by vzhladom
na rozmanitost’ tloh nebola jednoznacnym ukazovatel'om kvality heuristik. Preto uvddzame pomer
medzi nami najdenym rieSenim a optimalnym rieSenim.

KedZe sme boli obmedzeni struktirami programovacieho jazyka, algoritmy CHRF a INS sme
nemohli otestovat’ na prikladoch vacsich rozmerov — st paméitovo vel'mi naro¢né.

uloha NN 2TREE | 20PT_NN | 20PT_2TREE SA

xql662.tsp 1,294 1,386 1,293 1,391 1,400
uy734.tsp 1,312 1,373 1,312 1,379 1,391
rbu737.tsp 1,281 1,402 1,281 1,412 1,425
2i929.tsp 1,193 1,391 1,192 1,393 1,397
lim963.tsp 1,242 1,456 1,242 1,457 1,486
1u980.tsp 1,267 1,474 1,266 1,475 1,513
xit1083.tsp 1,293 1,424 1,293 1,433 1,481
dcal389.tsp 1,252 1,455 1,252 1,449 1,497
rwl621.tsp 1,285 1,524 1,285 1,534 1,550
mul979.tsp 1,392 1,384 1,391 1,391 1,409
djb2036.tsp 1,255 1,463 1,255 1,462 1,470

Tabul’ka 7.7

Z tabul’ky jasne vyplyva, ze az na jednu vynimku st vSetky vysledky maximalne 1,5-krat horsie nez
zname najlepsie rieSenie. Ako jasny vitaz vysla heuristika 20PT NN, ked’ dosiahla najlepsi vysledok
takmer vo vSetkych testovanych ulohdch. Kvalita rieSenia vSak vplyva na Cas realizacie, ktory je
druhy najvyssi spomedzi nami naprogramovanych heuristik.

Najhorsie vysledky ako v kvalite rieSenia, tak i¢o sa ¢asovej naroCnosti tyka dosiahla
heuristika simulovaného Zihania.

7.4 Zhrnutie experimentalneho porovnania

Vysledky, ku ktorym sme dospeli, nepreukazali ani jednu heuristiku jednozna¢ne lepSou nez ostatné,
no dosli sme kuréitym zaverom. Zalezi na naSich prioritdich ¢i obetujeme cas vypoctu kvoli
kvalitnejSiemu rieseniu, alebo si vystac¢ime s rieSenim, ktoré nie je az tak dobré, za vel'mi kratky cas.

Zo skupiny konstrukénych heuristik sa v§ak ako najlepsia javi Christofidesova metdda kostry
a parenia, ktora dava pomerne dobré vysledky za priblizne rovnaky ¢as ako heuristika najbliz§ieho
suseda, ktora sa ukézala ako najrychlejsia.

V skupine zlepSovacich heuristik sa vitaz hlada zlozitejSie, pretoze na tulohach vicsich
rozmerov boli vSetky pomerne vyrovnané.

Co sa tyka kvality rieSenia, nepreukazala sa nijak vyrazna citlivost na vstupny cyklus. Pri
vhodnej vol'be vstupného cyklu vSak méze pozorovatel'ne klesnut’ ¢asova naro¢nost’ algoritmu.

Z vysledkov nasho experimentalneho testovania sme usudili, Ze vhodnou kombinaciou
viacerych heuristik mézeme ziskat’ kvalitné rieSenie za prijatelny Cas.
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8 Dalii moZny vyvoj projektu

Na projekte je mozné pokracovat’ roznymi spdsobmi. V prvej rade to je implementacia d’alSich
heuristik (viaceré boli popisané v tejto praci).

Dal§im moznym pokracovanim méze byt optimalizacia existujiicej implementacie algoritmov.
Projekty v sucasnej dobe nerieSia pamédtovu a ¢asovii naro¢nost’ (ako implementacia algoritmov, tak i
porovnanie), ktoré si vSak v praktickom vyuziti rozhodne podstatné. I samotnd implementacia dava
priestor k rdznym vylepSeniam, napr. vymena ¢i optimalizacia algoritmov na hl'adanie najlacnejsicho
parovania neparnych vrcholov v Christofidesovej metode.

Aplikéacie je mozné vylepSovat’ i z hl'adiska uzivatel'ského rozhrania, kde by bolo napriklad
vhodné umoznit’ uzivatelovi ukladat’ vytvorené grafy a znovu je naclitat’, alebo volit' parametre
algoritmov, napr. pri heuristike simulovaného Zihania.

Priestor na rozsirenie prace je i z hl'adiska porovnania. Okrem vysSie zmienené¢ho porovnania
z hladiska ¢asovej a pamitovej narocnosti, porovnanie vlastnej implementacie algoritmov s inymi
existujucimi implementidciami rovnakych algoritmov, porovnanie implementicie algoritmov
napisanych v réznych programovacich jazykoch, pripadne ich behu na réznych fyzickych strojoch
a pod.
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9 Zaver

Cielom tejto bakalarskej prace bolo podat’ prehlad heuristik na rieSenie problému obchodného
cestujuceho, experimentalne ich porovnat’ a vyhodnotit’ vysledky.

V prehl'ade sme uviedli najpouzivanejsie heuristiky rozdelené do troch skupin — konstrukcéné,
iterativne a stochastické. Sest’ z nich sa ndam podarilo implementovat’ a otestovat’ na dostatoénom
mnozstve uloh.

Vysledky experimentalneho testovania nam poskytli jednozna¢né rieSenia pre konstrukéné ako
aj pre vylepSovacie algoritmy.

Tym sa nam podarilo splnit’ vSetky vytycené ciele. Naviac, vysledky naSho testovania
umoziuju lepsie vyuzitie heuristik, a tym aj zlepSenie vysledkov.

Rozsirenim zadania tejto bakalarskej prace bolo vytvorenie aplikicie ajej grafického
uzivatel'ského rozhrania, ktord nam poslazila pri hladani implementacnych chyb, no hlavne pri
experimentalnom testovani heuristik.
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Priloha 1.

Ovladanie aplikacie

Po spusteni aplikacie sa objavi zakladné okno obsahujuce hlavné menu, informaény panel (v spodne;j
Casti okna) a plochu zobrazovania grafu (viz. Obrazok 0.1). Vsetky akcie st dostupné cez hlavné
menu aplikacie. Informaény panel ponuka zakladné informacie ako je dizka vysledného cyklu, ¢as
vypoctu, zvoleny rezim a velkost' grafu. Plocha zobrazovania grafu slizi na vizualizaciu grafu
a manipulaciu s nim. Program pracuje v dvoch rezimoch, v prvom uzivatel' vytvara graf sam (insert
mode), v druhom nacita vstupné data zo suboru (open mode).

Prva polozka menu, FILE, obsahuje obecné moznosti:

e Blank window — vymaze obsah plochy, uvolni nacitané data, pripadne vymaze definované
body a nastavi program do insert médu

e Open file — otvara dialog pre nacitanie stiboru a po jeho nacitani nastavuje program do open
mddu

e Export to PNG - umoziiuje ulozit’ prave zobrazeny graf do formatu PNG

e Exit — ukoncuje program

Polozka METHODS sluzi k vol'be metody na vypocet hamiltonovského cyklu. Kazda moznost’
zodpoveda jednému implementovanému algoritmu.

HELP METHODS obsahuje len jednu moznost — vypocet minimalnej kostry pomocou
Kruskalovho algoritmu.

Posledna polozka INSERT MODE rozhoduje 0 vykonavanej akcii v insert mode. Na vyber su
tri moznosti:

e Insert — vkladanie bodov
e Move — pohyb bodu
e Delete — zmazanie bodu

Akcia move prebieha tak, ze po kliknuti na nejaky bod, tento zmizne a uzivatel’ méze vlozit iny.
Tlacidlo Clear umiestnené v informa¢nom paneli slizi na zmazanie cesty, na ploche zostanu
len definované body.
Vypocet cesty prebieha v jednom vlakne spolu s uzivatel'skym rozhranim, preto po zahajeni
vypoétu az do jeho dokon&enia uzivatel'ské rozhranie neodpoveda. Cas i dizka cesty sa tieZ objavia aZ
po dokonceni vypoctu.
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TSP Traveling salesman problem - G:\Bakalarkafpp\ data\dj36.tsp
File Method Help algorithms

Time: 00014 (misims) Distance: 6186 Clear Ready: Christofides

Mode: Cpen

Places: 36

Obrazok 0.1: Snimka aplikacie
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Priloha 2.

Vysledky experimentalneho testovania

Min.

uloha cesta NN 2TREE 20PT_NN |20PT_2TREE SA
xql662.tsp 2513 3251 3483 3250 3495 3517
uy734.tsp 79114 103812 108657 103802 109121 110011
rbu737.tsp 3314 4245 4645 4244 4680 4723
zi929.tsp 95345 113788 132626 113653 132848 133203
lim963.tsp 2789 3465 4061 3463 4063 4144
u980.tsp 11340 14370 16719 14351 16727 17162
xit1083.tsp 3558 4602 5065 4599 5099 5269
dcal389.tsp 5085 6368 7399 6367 7367 7614
rwl621.tsp 26051 33477 39705 33467 39959 40389
mul979.tsp | 86891 120919 120283 120908 120830 122436
djb2036.tsp 6197 7778 9064 7777 9058 9110




