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Abstrakt

Predkladana diplomova prace se zabyva aplikaci gradientni pruznosti na problémy
lomové mechaniky. Konkrétné jde o analytické vyjadieni pole posuvu a nasledné
pole napéti v okoli kofene trhliny. Uvazuje se pfitom vliv mikrostruktury materialu.
Uvodni kapitoly jsou vénovany strué¢nému historickému pFehledu gradientnich
modell a definici zékladnich rovnic gradientni dipolarni pruznosti odvozené z Il
varianty Mindlinovy gradientni teorie. Pro srovnani jsou uvedeny také vztahy
z klasické pruznosti. Nasleduje odvozeni asymptotického pole posuvu uzitim
Williamsovy asymptotické techniky. Pro pfipad gradientni pruznosti je uveden také
vypocet J-integralu. Vzhledem k singularnimu charakteru problému jsou zminény
metody FeSeni singularnich integralnich rovnic, ke kterym vede matematicka
formulace problému ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty a Hadamardovy kone¢né
Casti. Pro vypocCet slozitého regularniho jadra, je zde uvedena rovnéz Gauss-
Cebysevova kvadratura. V praci jsou uvedeny také metody pfiblizného feseni
systému integralnich rovnic. Jedna se o metody vazenych rezidui, zejména o pak
metodu nejmensich ¢tvercl v kolokaénich bodech. V hlavni ¢asti prace je odvozen
s vyuzitim Fourierovy transformace systém integralnich rovnic pro nekonecnou
desku s pfimou vnitfni trhlinou zatizenou v nekoneénu tahovym napétim. Tento
systém je nasledné numericky FeSen v softwaru Mathematica a vysledky jsou
porovnany s kone¢né prvkovym modelem keramické pény.

Summary

The presented master’s thesis deals with the application of the gradient elasticity
in fracture mechanics problems. Specifically, the displacement and stress field
around the crack tip is a matter of interest. The influence of a material
microstructure is considered. Introductory chapters are devoted to a brief historical
overview of gradient models and definition of basic equations of dipolar gradient
elasticity derived from Mindlin gradient theory form Il. For comparison, relations of
classical elasticity are introduced. Then a derivation of asymptotic displacement
field using the Williams asymptotic technique follows. In the case of gradient
elasticity, also the calculation of the J-integral is included. The mathematical
formulation is reduced due to the singular nature of the problem to singular integral
equations. The methods for solving integral equations in Cauchy principal value
and Hadamard finite part sense are briefly introduced. For the evaluation of
regular kernel, a Gauss-Chebyshev quadrature is used. There also mentioned
approximate methods for solving systems of integral equations such as the
weighted residual method, especially the least square method with collocation
points. In the main part of the thesis the system of integral equations is derived
using the Fourier transform for straight crack in an infinite body. This system is
then solved numerically in the software Mathematica and the results are compared
with the finite element model of ceramic foam.
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1. Uvod

Klasické teorie mechaniky, jako jsou linearni a nelinearni pruznost a plasticita, jsou
uplatfiovany v Sirokém spektru zakladnich problém0 z oblasti civilniho, chemického,
mechanického, materialového ¢&i fyzikalniho inZenyrstvi. Tyto teorie byly vyvinuty pro
postizeni zmén a procesl rozeznatelnych pouhym okem. V soucasné dobé se vSak
stale Castéji setkdvame s problémy na mikroskopické ¢i atomové urovni, kde klasické
teorie ve srovnani s experimentem piestavaji plné vyhovovat, nebot neuvazuji vliv
mikrostruktury materialu.

Materialem, u kterého velmi zalezi na velikosti vnitfni struktury, jsou napfiklad
keramické pény (bunéfné materialy obecné). Diky své nizké hustoté, resp.
hmotnosti, a své teplené vodivosti maji své uplatnéni v fadé aplikaci. Vzhledem
k tomu, Ze jsou zaroven velmi nachylné na kiehky lom, je v naSem zamu jejich
lomové vlastnosti zkoumat. Jednou z teorii, ktera dobfe postihuje chovani téchto
materialli, je gradientni teorie pruznosti s definovanou charakteristickou velikosti
buriky. V diplomové praci se obecné zaméfim na material s vyznamnym vlivem
mikrostruktury, kterou definujeme charakteristickym rozmérem 1.

V uvodni &asti jsou uvedeny razné typy gradientnich teorii, z nichz pro popis
lomového chovani je vybrana 2. variantu Mindlinovy gradientni teorie. Z ni jsou
odvozeny zakladni rovnice a uzitim Williamsovy asymptotické techniky vyjadieny
pole posuvl v okoli kofene trhliny. S vyuzitim Fourierovy transformace je sestaven
systém sdruZzenych integralnich rovnic. Zavedenim tzv. ,hustot v analogii
s hustotami pouzivanymi v metodé spoijité rozdélenych dislokaci a jejich vyjadifenim
pomoci CebySevovych polynomd, Ize singularni integraini rovnice Fesit ve smyslu
Cauchyho hlavni hodnoty, resp. Hadamardovy kone¢né &asti. Obdrzena soustava
funkcionalnich rovnic se feSi metodou nejmenSich Ctvercl v kolokacnich bodech.
Implementaci problému v softwaru Mathematica ziskame vysledné prubéhy posuvl a
smykového napéti podél licu trhliny. Tyto vysledky jsou v zavérecné kapitole
porovnany s vysledky numerického feSeni MKP modelu keramické pény.



2. Historicky prehled gradientnich modeli

Snahy o zachyceni vlivu mikrostruktury materidlu v ramci mechaniky kontinua
pomoci gradientnich ¢lenu vy8Siho fadu se objevily jiz v poloviné 19. stoleti. Cauchy
(1850) tehdy v rovnicich kontinua pouzil vysSi parcialni derivace pro lepSi aproximaci
chovani diskrétniho sitového modelu. Velikost zakladniho elementarniho objemu se
v rovnicich objevuje jako pfidany konstitutivni parametr.

Tyto pocatecni snahy nebyly matematicky zcela korektni, fyzikalni podstatu vSak
dokazaly dobfe postihnout. O néco pozdé€ji vypracoval Voight (1887) rozsahly popis
kinematiky deformace, zakonu zachovani a konstitutivnich vztah( diskrétniho modelu
pro material s krystalickou strukturou. Obsahoval molekularni rotace, posuvy a
pFislusné sdruzené sily*. Vysledné diferencialni rovnice v8ak byly sloZité a k feseni
daného okrajového problému bylo potfeba nékolika predpokladl omezujicich
obecnost.

PocCatkem 20. stoleti tuto tematiku rozsifili svou praci bratfi Cosseratovi (1909).
Doplnili kinematiku deformace materialu o trojrozmérné rovnice kontinua obsahuijici 3
slozky posunuti a 3 mikrorotace, a zahrnujici také momentova napéti (couple
stresses), které jsou sdruzena s mikrorotacemi, v pohybovych rovnicich.

Vyraznéji se k tomuto tématu vyzkum vraci pak az v 60. letech 20. stoleti. Sou¢asné
vychazeji publikace autorll jak vychodni (Aero a Kuvschinskii 1961, Palmov 1964,
Kunin 1966), tak zapadni Skoly (Toupin 1962, 1964, Mindlin a Tiersen 1962, Mindlin
1964, 1965, ad.). Jedna se pfevazné o prace rozvijejici Cosseratovu teorii, pfipadné
teorie zavadéjici momentova napéti.

Druhého znovuzrozeni dosahuje gradientni pruznost v 80. letech. Eringen tehdy
odvodil jednoduchou teorii gradientni napjatosti ze své integralni nelokalni teorie
(Eringen 1983). Vedle néj inspirovan svou teorii plasticity (Aifantis 1984) formuloval
Aifantis a kol. teorii gradientni pruznosti pro kone¢né deformace (Triantafyllidis a
Aifantis, 1986) a infinitesimalni deformace (Aifantis 1992, Altan a Aifantis 1992, Ru a
Aifantis 1993).

Ve srovnani s teoriemi z 60. let jsou tyto modely jednoduSSi a obsahuji méné &lenu
vy$Sich fadl. To se projevilo menSim pocétem konstitutivnich parametr(i, které je
nutné pro uZziti dané teorie experimentalné ur€it. Zasadnim principem pfi jejich
formulaci tedy bylo zahrnout pouze ty ¢leny vysSich derivaci, které jsou skutec¢né
potifebné pro postihnuti fyzikalniho charakteru materialu/ulohy.

S nastupem vykonné vypocetni techniky se téma gradientni pruznosti opét stava
velmi aktualni. Jedna se jak o implementaci slozitéjSich teorii z 60. let (Shu a kol.
1999, Amanatidou a Aravas 2002, Papanicopulos a kol. 2009), tak o rozpracovani

! sdruzené sily konaji virtualni praci na pfislusnych virtudlnich zménach kinematickych veli¢in



jednodussi Aifantiho teorie do kone¢nych prvkl (Tenek a Aifantis 2002, Askes a kol.
2008, Askes a Gitman 2009).

2.1. Mindlinova teorie

V roce 1964 prezentoval Mindlin svou teorii pruznosti s uvazovanim mikrostruktury
materialu. RozliSuje pfi tom veliCiny na makroskopické a mikroskopické urovni.
Hustota kinetické energie (kinetic energy density) T, stejné jako hustota deformacéni
energie (deformation energy density) U jsou pak zavedeny uzitim obou druhd veli¢in
jako [6]

1 .1 .
T =E,0Uiui +Ep|12Wijl//ij’ (1.1)

1 1 1
U= Ecijklgijgij +§ Bijk|7ij7k| "'E AijklmnKiijImn + Dijklmyinklm + FijkImKijkgIm +Gijk|7ij‘9k| (1.2)
kde u,s;.v;.7; @ K Jjsou makroskopické posuvy a pretvofeni, mikroskopicke

deformace, relativni deformace a gradient mikroskopické deformace (macroscopic
displacement and strain, microscopic deformation, relative deformation, gradient of
the microscopic deformation).

Makroskopické pretvoreni je definovano standardné jako g, :1/2(ui’j +uj,i), relativni
deformace jako y; =u;, -y, a gradient mikroskopické deformace jako «; =y, ;-
Symbolem p oznaCujeme hustotu materialu a |, pfedstavuje charakteristicky rozmér
mikrostruktury materialu. Konstitutivni tenzory  Cy, By, Ajmns D Fim @ Gy
obsahuji celkem 1764 konstant, z nichz 903 je vzdjemné nezavislych. Pro izotropni
material je pocCet nezavislych elastickych koeficientd redukovan na 18. S jejich
pomoci lze pak hustotu deformacni energie napsat ve tvaru [6]

1 1 1 1
U :E/lgiigjj + HE;E; +Eb17/ii7/jj +§b27/ij7/ij +Eb37/ij7ji + 0175 + gz(7ij +7ji)5ij

1 1 1
+ A Ky Ky T KK +Ea3Kiikijk +Ea4Kiijikk + 85K Ky +Ea8KijiKkjk (1.3)

1 1 1 1
+§a10Kiijijk + A, K K iy +Ea13Kiijijk +§a14Kiijjik +Ea15Kiijkji
kde 4 a u jsou Lamého konstanty.

Abychom mohli uvedeny vztah vyuZit v praxi, je nejprve potfeba tyto konstanty
presné urCit (napf. pomoci experimentu), coZ neni jednoduché. Mindlin proto
formuloval také jednodusSi verzi své teorie, kdy vyjadfil hustotu deformacni energie
pouze pomoci makroskopickych posuvl. RozliSuje tfi varianty, které se [iSi
vzajemnym vztahem mezi makroskopickym posuvem u, a gradientem mikroskopické

deformace «;, .



Variantal &y, = U, ;
: 1
Varianta Il «, =&y :E(u"'“ +uj,ik)
Varianta Il makroskopicka deformace je rozdélena do dvou Casti, a to gradientni

makroskopické rotace ;(ij=%e u (kde e

imUni je Levi-Civitav

jlm
permutacni tenzor) a symetricke Casti 2. gradientu
makroskopickych posuvl x, =1/3(u;, +Uj;, +Uyg ;) -

Bez ohledu na teoretickou odliSnost téchto variant je pohybova rovnice pro vSechny
tfi pfipady identicka, a to i v pfipadé vyjadfeni pomoci napéti.

V diplomové préci se vS8ak zaméfime na druhou variantu Mindlinovy teorie. Po
drobnych upravach Ize hustotu deformacni a kinetické energie psat ve tvaru

1
U :E/lgiigjj T HEE; T A& €5k T8 61 T i€ T AUl i€iki T E i« (1.4)

T :%puiui +%,olfui'juiyj (1.5)

a pohybovou rovnici pak odvodit jako [6]

4a, +4a, +3a, +2a, + 3a; a, +2a, +a,
- 5 Ui == Ui T b
(1.6)

(A+p)uy+pu; g
= lo(ui_ll2 Ui,jj)
kde b; je hustota objemovych sil.

Pfedchozi vztah pak obsahuje jen 6 parametrd (1 hmotnostni, 5 elastickych).
Vhodnou upravou Ize poc¢et parametri dale redukovat na 3 (I, 1,,1,) a pohybovou

rovnici pséat ve tvaru

A 1-12 o 1-12 o b =p|1-1? & |y
( "',U) 2 57 Ui + 4 32 U; o =p Lol U; (1.7)

k k j

| _ [4a+43,+3a,+2a,+38, | _ [3,+28,+3 (1.8)
2 2(A+u) L 2u

Z tohoto zéapisu je zfejmé, Ze parametry (l,1,,1,) maji rozmér délky a ze vSechny

kde

Cleny vyssiho fadu jsou definovany jako Laplacian veli€in nizSiho fadu. Toto plati jak
pro Cleny souvisejici s tuhosti materialu, tak pro Cleny souvisejici se setrvacnosti
materialu.



Poznamenejme, Ze gradienty Laplaceova typu se pfi aplikaci gradientni teorie
objevuji zcela pfirozené. Laplacelv operator totiz popisuje difuzni procesy a
gradienty Laplaceova typu tak reprezentuji jevy nelokalni redistribuce pfislusné
fyzikalni veli€iny.

2.2. Teorie zalozené na Laplaceové operatoru

Primarni motivace pro pouziti gradientni pruznosti ve statice je odstranéni singularit
objevujicich se v okoli kofene trhliny a disloka¢nich jader. Vysledky mnohych praci
dokazuji (Eringen 1983, Altan and Aifantis 1992, Ru and Aifantis, ad.), Ze pravé
uzitim vhodného gradientniho modelu se mizeme téchto singularit vyvarovat.

Jednou z nejpopularnéjsich teorii gradientni pruznosti je prace Aifantise a kolektivu
z 90. let. PfestoZze byla jeho formulace inspirovana dfivéjSimi studiemi gradientni
plasticity, a nikoli elasticity s ohledem na mikrostrukturu, bylo pozdéji ukazano (Altan
a Aifantis 1997), Ze Aifantiho teorie je formalné specialnim pfipadem Mindlinovy
teorie. Jedna se konkrétné o variantu, kdy jsou si parametry [, a [ rovny.

Aifantiho teorii je mozné zapisovat v rliznych tvarech, pfi¢emz jednim z nich je napf.
formulace svazujici sloZzky tenzoru napéti a jejich vy$si gradienty. Ty se objevuji také
ve starSi teorii gradientni pruznosti, kterou formuloval vroce 1983 Eringen.
V nasledujicich odstavcich tyto dvé teorie uvedeme v chronologickém sledu a
vSimneme si jejich odliSnosti.

2.2.1 Eringen 1983

Eringenova prace je pravdépodobné nejvice znama uzitim integralniho typu
nelokality. Nelokalni tenzor napéti o je pocCitan zlokalniho tenzoru napéti 05

nasledujicim vzorcem [6]

o (x)=[ a(s)oy (x+s)dv (1.9)

kde lokalni napéti je vyjadieno b&znym zpusobem jako of =Cy,u,,. Funkce af(s)
predstavuje vahovou funkci, ktera je nezapornad a srostouci hodnotou s klesa.

Nelokalni napéti vbodé x tedy v podstaté predstavuje vazeny pramér lokalnich
napéti vdech bodu v jeho okoli.

Eringen vSak formuloval také druhy tvar své teorie, ve které integraly nahradil
gradienty. Matematické operace a aproximace chyb pfi transformaci integralni
nelokality na gradientni zavisi na volbé vahové funkce «. Vysledny vztah pro
vyjadfeni nelokalniho napéti Ize vyjadfit v tomto tvaru [6]
2
O'ijg -1 O-i?,kk = Gi? :Cijkluk,l (1.10)

kde [ predstavuje parametr délky.



2.2.2. Aifantis 1992
V 90. letech Aifantis rozSifil vztahy linearni pruznosti o Laplacidn pretvoreni (tj. o
gradientni ¢leny) nasledujicim zpusobem [6]

o = Ci (5k| _Izgkl,mm) (1.11)

ij
Silové rovnice rovnovahy maji pak tvar
Cijkl (uk,jl _Izuk,lmm ) + bi =0 (1-12)

Pro izotropni linearné pruzny material C,, = 16,6, + 16,6, + us,6, - Odtud je zrejme,

ze (1.12) je specialnim pfipadem (1.7), pfesnéji pro I, =1,=1, jak bylo jiz dfive
uvedeno.

V navazujici praci zavedli Ru a Aifantis (1993) operatorovou dekompozici (operator
split), prostfednictvim které rovnice 4. fadu (1.12) muzeme feSit postupné jako dvé
nesvazané soustavy diferencialnich rovnic 2. fadu, tj.

Cijklu:,jl +b, =0 (1.13)
dopinénou o
ug —1%ud . =u;. (1.14)

Je patrné, ze dosazenim (1.14) do (1.13) obdrzime plvodni rovnici (1.12). Diky uziti
teto operatorové dekompozice jsme schopni nejprve urcit u’ a nasledné pak u’.
Tento postup velmi usnadriuje analytické a numerické feseni.

Pro porovnani obou teorii je vhodné rovnici (1.14) vyjadfit pomoci prfetvofeni a
nasledné vynasobit konstitutivnim tenzorem Cjjy, tj.

Cija (gkgl _Izgﬁ,mm) = Cijq Uy, - (1.15)

kdes$ =1/2(ug, +u?, ). Levou stranu rovnice pak tedy mizeme vyjadfit pomoci

nelokalnich napéti jako

ij,mm

Posledni uvedeny vztah se do jisté miry shoduje s vyslednym vztahem Eringenovy
teorie (1.10). Rozdil je patrny az ze silovych rovnic rovnovahy (Askes a Gitman,

2010). Z Eringenovy teorie obdrzime divergenci ai?, zatimco z Aifantovy teorie

. . C
divergenci o .



V podstaté to znamena, Ze pomoci Aifantiho teorie obdrzime 05 pfimo
z derivovanych posuvu u’, které Ize pouzit v (1.16). Resime pak nezavisly systém

rovnic (1.13) a (1.16). Oproti tomu vztah mezi posuvy a tenzorem napéti oijg
v pfipadé Eringenovy teorie je definovan diferencialni rovnici (1.10). Spolu se
zminénou divergenci pak tvofi systém sdruzenych rovnic, které musi byt feSeny

simultanné.



3. Asymptotické pole posuvii

V nasledujicim textu pfipomeneme zakladni rovnice klasické linearni pruznosti a
pomoci Williamsovy asymptotické techniky s vyuzitim vlastnosti Airyho funkce napéti
odvodime asymptotické pole posuvu v okoli kofene trhliny. Totéz provedeme také
pro pfipad dipolarni gradientni pruznosti vychazejici zIl. varianty Mindlinovy
gradientni teorie.

3.1. Zakladnirovnice klasické pruznosti

Zakladni rovnice Kklasické pruznosti sestavaji z napétovych rovnic rovnovahy,
konstitutivnich vztah( pro posuvy a pretvofeni a z Hookova zakona. V pfipadé
rovinné deformace a s uvazovanim absence vnitfnich sil maji napétové rovnice
rovnovahy nasledujici tvar

0 0 0
00y 0% o 00y 00y 2.1)
OX oy OX oy
Slozky tenzoru pfetvoreni ¢,, Ize pomoci posuvd u, vyjadfit standardnim zpdsobem
jako
ou ou
E = aux ’ 8yy :_yv gxy :1 aux +— (22)
OX oy 2\ 0y ox

a vztahy mezi napétim a pretvofenim jsou definovany inverznim Hookovym z&konem
ve tvaru

gXXzZ_GXX_Z(}V_}.#)(GXX_'—O-W) )

1| A |
EW:E Uw—m(gxx‘l‘gw)_, (23)
5 =0,

2

kde1 a u jsou Lamého konstanty a v je Poissonovo Cislo. S vyuzitim pfedchozich
vztahu Ize rovnice kompatibility ziskané z (2.2) eliminaci posuvu jako

02e e 0’c

ayzxx + aXZW =2 aXaX; (2.4)
prepsat do tvaru
V(0 +0,)=0, (2.5)

kde V?=0?/0x’+0°/0y* je Laplacetv operator. Airyho funkce napéti ¢ je
definovana pomoci nasledujicich vztahu



i oY (2.6)

o, = o, =— Op=""y

eyt Y oxoy Ox’
Rovnice rovnovahy jsou tak automaticky splnény a rovnice kompatibility ma tvar
Vi =V’V’$=0, (2.7)
kde V*=8"/ox* + 20" | ox*dy? +&* 1 6y* je biharmonicky operator?.

3.1.1. Odvozeni pole posuvil

Pole posuvu tedy vyjadifime z Airyho funkce napéti pomoci predchozich vztahu. Jeji
tvar urCime uzitim Williamsovy asymptotické techniky. Tato metoda spociva
v rozvinuti pole posuvl v asymptotickou fadu funkci separovanych proménnych.
Vzhledem k charakteru ulohy je vhodné zavést polarni systém souradnic s poCatkem
v kofeni trhliny, jak je uvedeno na Obr.l. Laplacelv operator v polarnich
soufadnicich ma tvar V?()=0?()+ro,()+r?02() a transformované vztahy pro

napéti, pfetvofeni a posuvy jsou uvedeny napf. v [3].

Obrl. Zavedeni polarni systému soufadnic

V blizkosti kofene trhliny Ize Airyho funkci vyjadfit pomoci nasledujici sumy jako
g=> r"F (6), (2.8)
n=0

kde p, je vlastni €islo a F,(8) odpovidajici vlastni funkce. Dosazenim (2.8) do (2.7)
v polarnich souradnicich dostaneme

dF,(9)
do*

w2t + )2 (o2 -22F 0) =0 (2.9)

? Funkci ¢ vyhovuijici rovnici (2.7) nazyvame biharmonicka. Obdobné funkce f, kterd vyhovuje harmonické

funkci V2f =0 je harmonicka, pricemz plati, Ze harmonicka funkce je zaroven i biharmonicka.
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Reseni predchozi rovnice ma tvar

F,(0) = A, sin(p, +1)@+ B, cos(p, +1)&+C, sin(p, —-1)8+ D, cos(p, -1)8, (2.10)

kde A,B,,C.,D, jsou neznamé konstanty. Podél licd trhliny vyZzadujeme splnéni
téchto okrajovych podminek

0, =0, =0 pro O==xr. (2.11)

Pro pfipad zatéZovani v médu | je Airyho funkce pouze funkci proménné 6 a
konstanty A ,C, jsou nulové. Odtud vyplyva

¢= Zw: r**[B, cos(p, +1)@ + D,cos(p, —1)6] (2.12)
n=0

Aplikaci na definici Airyho funkce s vyuZitim vztahU pro posuvy a pretvofeni a
naslednou integraci dostaneme vysledné feSeni pro posuvy

u, =ii r® {—(p, +DF, () +(4—4v)D, cos(p, —1)6},
2475
B (2.13)
u, :Zinpn {-F)(0)+(4-4v)D, sin(p, —-1)6}.
H n=o

Hodnotu vlastniho &isla p, uréime z okrajovych podminek (2.11) odkud vyplyva

B, cos(p, +1) 7 + D, cos(p, —1)7 =0,

2.14
B,(p, +1)sin(p, +1)z+D,(p,—1sin(p, -1)z =0. ( )
Netrivialni feSeni této soustavy rovnic vede k charakteristické rovnici
n
pnz? n=0,t1,%2,.... (2.15)

Zaporné hodnoty muzeme vyloucit, nebot vedou k nekonenym posuvim v kofeni
trhliny. Stejné tak neni pfipustna hodnota n=0, ktera zplsobuje neomezenou
hustotu deformacni energie. Dostavame tak

pn:%, n=12,... (2.16)

Dosazenim vlastnich hodnot do (2.14) dostaneme vzajemnou zavislost mezi

konstantami B, a D,. Napéti pak miZeme v polarnich soufadnicich vyjadfit pro
n=12 vyjadfit jako

11



o, =Dr"? [—lcosﬁ+§cosg} +2D, c0s20+ 2D, +O(r"?),
4 2 4 2
c,, =Dr? Fcosﬁ+§cosg}—2D2 c0s 20 +2D, +0(r"?), (2.17)
4 2 4 2
c,,=Dr*? L6n32 Lin? —2D,sin20+0(r"?).
4 2 4 2

Pouze prvni Cleny vykazuji v okoli kofene trhliny singularitu. Vzhledem k definici
soucinitele intenzity napéti modu | [3]

K, :Iing\/zﬁoe,,(r,O) (2.18)
dostavame
K
D =—L 2.19
N (2.19)

Konstantni pole napéti vyjadrené pomoci konstanty D, je oznaCovano jako tzv. T-
napéti a souvisi s tvarem a velikosti plastické oblasti.

3.2. Dipolérni gradientni pruznost
Definice druhé varianty Mindlinovy teorie dipolarni gradientni pruznosti vychazi
z prvniho zakona termodynamiky ve tvaru [1]

pE=7_¢& +m_0¢ (2.20)

Pa™ pq Pa-r-pq

kde 0,( )=0a( )/ox,,( )=0( )/ét, p oznatuje hustotu materialu, E je vnitfni energie
vztazena na jednotku hmotnosti, s, =1/2(d,u, +0,u,) =5, & linearni tenzor
pretvofeni, u, je vektor posunuti, z  je tenzor silového napéti (monopolar stress

tensor) [Nm?] a m__ je tenzor momentového napéti (dipolar stress tensor) [Nm™].

rpq
ProtoZze hustotu deformacéni energie uvazujeme jako funkci pFetvofeni a jeho

derivace, tj. W =W(s,,5,,,), muzeme r a m_ vyjadfit standardnim variacnim

zpusobem jako

(2.21)

Rovnice rovnovahy, stejné jako silové (pfirozené) okrajové podminky, obdrzime
vyuzitim principu virtualni prace. Uvazime-li absenci vnitinich (objemovych) sil,
dostaneme [1]

0(0,¢

pq

JV [z-pqé‘gpq +m Pq

)dV = L t"su,dS + jSTq<r”>aq (u,)ds, (2.22)
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kde V je objem a S je povrch télesa, t{” je skutecné silove napéti (true monopolar
traction), T\ je skuteCné momentove napéti (true dipolar traction) a n  je vektor

normaly. Z vySe uvedeného vztahu dostaneme nasledujici rovnice rovnovahy

0,(r,,—0,m)=0 naV, (2.23)

a pfirozené okrajové podminky
p{” =n (7, —3,M,)—D,(n.m_)+(D;n,)n,nm . na S, (2.24)
R™ =nnm_ na S, (2.25)

kde D,()=0,()—n,D() je plosny diferencialni operator, D()=n,() je normalovy
. e ’ 7 _ (n) (n) (n) . ra . ’ v s
diferencialni operator, P,(n)=t," +(D,n)n T’ —-D, T’ je pomocné silove napéti
(auxiliary force traction) a R"”=nT® je pomocné momentové napéti *(auxiliary

double force traction).

Cast plochy télesa, na které je pfedepsano vnéjsi silové zatizeni, oznaéime S_ a
Cast, na ktere jsou pfedepsany posuvy u, a jejich derivace D(u,) oznaCime S,
pficemz plati S_US,=S5,S_(1S,=0. Pfedepsané posuvy a jejich derivace tvofi

kinematické (hlavni, geometrické) okrajové podminky.

Tenzory monopolarniho a dipolarniho napéti uréime z nasledujici podoby hustoty
deformacni energie [1]

W = (1/2) A, &0 + 1E u& pq+I (L/2)A(0,£,,)(0,844) +] 2u(0,& 00)(0:€4q) (2.26)
kde 1? je gradientni koeficient o rozméru [m?] a 1 a u jsou standardni Lamého
konstanty o rozméru [Nm™].

Aplikaci vztahu (2.21) dostaneme

= A0, +2ue

=120, (A6 + 2118 ) (2.27)

pq’ r

kde s, je Kroneckerovo delta.

? VirtudIni praci vnéjsiho zatizeni na pravé strané rovnice (2.22) je mozné vyjadrit také prostrednictvim tzv.
pomocnych momentovych napéti, kterd pracuji na normalovych derivacich virtudlnich posuvid, nasledné je
nutné také doplnit ¢leny ke skuteénym silovym napétim, vznikne tak pomocné silové napéti. Ve vysledku je
virtualni prace na pravé strané rov. (2.22) stejna
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Rovnice rovnovahy (2.23) spolu s pfirozenymi a hlavnimi okrajovymi podminkami
spolu s definici silového a momentového napéti tvofi hlavni rovnice linearni
gradientni pruznosti pro izotropni material.

Dosazenim vztahu pro napéti do rovnic rovnovahy pak dostaneme systém rovnic pro
pole posuvu. Jednoznaénost fedeni tohoto systému je dana pozitivni definitnosti
hustoty deformacni energie (dokazano v [5]), ktera je podminéna nasledujicimi
omezenimi na materialové konstanty

(B1+2u)>0, u>0. (2.28)

3.2.1. Zakladnirovnice dipolarani gradientni pruznosti

V nasledujicim oddile budou uvedeny zakladni rovnice pro vyjadieni pole napéti a
posuvu v okoli kofene trhliny. Pro stav rovinné deformace se téleso deformuje pouze
vrovinné Xxy. Plati tedy u, =u,(x,y)#0,u, =u,(x,y)#0,u, =0. Pfedpokladame, ze
zatizeni pUsobi pouze v roviné Xy, mame tak 3 nezdvislé sloZzky tenzoru silového
napéti

7,=A+2u)o,u, +10,u

yoy?

7, =(A+2u)0u, +10,u

XX

,, =u@,u,+0u,), (2.29)

a 6 nezavislych sloZzek tenzoru momentového napéti

0 0
m :IZ&[(/HZ,u)axuxwwyuy], mxxyzlzu&(éyUﬁéxuy),

XXX

Xyy

0 0
m. =1° &[(/1 +2)0,u, + A0,u,], my, =1’ 5[(/1 +2u)o,u, +40,u,],  (2.30)

yyy

0 0
m.. = IZ&[(iJFZy)ayuy +A0,u,], m, = |2ﬂ5(5yux +0,U,),
Dosazenim uvedenych vztahl do rovnic rovnovahy dostavame systém sdruzenych

parcialnich diferencialnich rovnic 4. fadu pro neznamé posuvy

(L-12V2)[2(1-1)8, (,u, +,u,) — (L—2v)d, (B,u, —3,u,)] =0,

(2.31)
(A1-12V2)[20-1)2, (0,u, +0,u,) + (1—2v)3, (2,u, —8,u,)] =0,
kdev =1/2(A+ u) je Poissonovo &islo a V* =d;()+0;() je 2D Laplacelv operator.

Dale zavadime pojem tzv. totalniho napéti. Kjeho definici v kartézském
soufadnicovém systému uvazujeme rovinu xy =konst. s vektorem normaly n = (0,%1)

. Totalni napéti ma pak podél této roviny tvar

14



(2.32)

tnyPy(n):Tyy_ xy Ty o

Totalni napéti tak pfedstavuji kombinaci vnitfnich silovych napéti a derivaci vnitfnich
momentovych napéti, které jsou na hranici S, rovny pfedepsanym pomocnym
silovym napétim (viz. prava strana rovnice (2.24)).

3.2.2. Asymptotické pole posuvul a napéti

Charakter pole posuvl a napéti v okoli kofene trhliny opét vyjadiime v polarnich
soufradnicich  uzitim Williamsovy asymptotické techniky. Tenzor silového,
momentového a totalniho napéti maji v polarnich soufadnicich nasledujici tvar [1]

7, =(A+2u)0.u, + Art(u, +0,u,),
Ty =(A+2u)r*(u,+0,u,)+20,u,, (2.33)
Tro :ﬂ[rl(ae ur_u0)+8ru9]’

_12
m,, =10,z

rérro

My, = Izr_l(aerrr - ere)’
mrra = |26r2'r6, m&&r = Izr_l(aarﬁr +Trr _THH)! (234)

2 2.1
My =170,755, Mygy =117(0,7,, +27,,),

t&r = I:)r(n) =To — 8m6’rr - amrer _1 8m9¢9r _Emerr _lmrer +lm0€9
or or r 060 r r r ’ (2.35)
om, . ém_ 1ém,, 1 2 '
t EP(n)=T _ org oo — 000 ~-~m -m
00 r 00 ar ar r 69 r roo r oro

Dosazenim pfedchozich vztahl do rovnic rovnovahy (2.23) dostdvame systém
sdruzenych parcialnich diferencialnich rovnic 4. fadu pro (u,,u,)

s, —1?| V?s, —r?s —2r7?9,s, | =0,
[ 5] (2.36)
s~ 12| V?s, —17s, +2r?,s, | =0,

kde (s,,s,) jsou dany jako

s, =2(L-v)0,(6,u, +r*o,u, +r*u)—1-2v)r*o,(0,u, —r*o,u, +ru,),

(2.37)
s, =2(1-v)ro,(0,u, +r*o,u, +ru.)+(1-2v)o,(6,u, —ro,u, +ru,).

Vsimnéme si, Ze pokud 1> -0, dostaneme z (2.36) rovnice klasické linearni

pruznosti pro izotropni material v polarnich soufadnicich.

V okoli kofene trhliny, kde r —0, tedy muzeme dle Williamsovy techniky posuvy
vyjadfit jako [1]
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u (r,0)=r"U_(@), u,(r,0)=r"U,(6), (2.38)

kde p je (obecné&) komplexni &islo. Posuvy (u,,u,) vyhovuji rovnicim rovnovahy
(2.36), resp. (pokud ponechame pouze dominantni singularni ¢leny) rovnicim

[V?s, —r%s,—2r?0,s, |=0,

, s s (2.39)
[V Sy —r s, +2r aesr]=0.

Obecné feSeni pfedchoziho systému ma pak nasleduijici tvar [1]

u, =r°[Acos((p-1)8)+ A, cos((p+1)8) + A, cos((p—3)6)]
+rP [Blsin((p -1)0) + B, sin((p+1)&) + B, sin((p —3)6?)],

(p+5-8v)

(p—7+8v)

+rf [84 cos((p-1)0) + B, cos((p+1)0) + B, Mcos(( p —3)9)]
(p—7+8v)

U, =r° {AA sin((p—1)60) — A, sin((p +1)8) — A, sin((p—3)6’)} (2.40)

kde A,,B,(b=123,4) jsou neznamé konstanty korespondujici s charakterem
zatizeni. Hodnotu p vyjadfime z okrajovych podminek nezatizenych lica trhliny pro
0 =+, kdy plati

t,(r,x7)=0,t,(r,.x7)=0,m,,(r,x7)=0,m,,(r,.£7)=0. (2.41)

Tyto okrajové podminky spolu s obecnym vyjadfenim posuvl tvofi problém vlastnich
hodnot. Pro existenci netrivialniho feSeni pak musi byt determinant matice soustavy
pro neznamé koeficienty A,B, roven nule. Dostaneme tak nasledujici

charakteristickou rovnici pro p

(p-1)*(p-2)*[1-cos(4zp)] =0 = p:g, N=0,+1+2,... (2.42)

Vzhledem k tzv. energetickému kritériu neni mozné vSechny uvedené hodnoty p
pouzit. Potencialni energie v malé oblasti kolem kofene trhliny je dana jako [2]

[’f :\Nrd rdo. (2.43)

Z definice Il. varianty Mindlinovy teorie vyplyva, Zze hustota deformacni teorie zavisi
na kvadratu derivace pretvoreni, tj. W =(d¢,, /dr)’ ~(0°u,/or?)* ~r***. Odtud

vyplyva, ze pfedchozi vyraz konverguje tehdy a jen tehdy, je-li p>1.
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Poznamenejme, ze prop=1 plati o¢,/0,=0 a W se tak chova jako v klasicke
pruznosti. Pfipad p<1 vede k nekoneéné potencialni energii, coz je z fyzikalniho
hlediska nemozné.

Vzhledem k symetrii zatézovani pfi modu | ma pole posuvl nasledujici tvar [2]

u, =r[C, +C,cos20]+ Ar®? (3—8v)cosg+3wco 30
2 T3y 2

A {3 (11-16v) 30 59}

08— —C0S—
(41-32v) 2 2
(2.44)
u, =-C,rsin 20+ Ar®? (9—8v)sin€—3wsinﬁ

2 T1-32)" 2

+ Ar¥? 3—(13_16V) sin _sin 22
41-320) 2 2

kde (C,,C,) jsou soucinitelé intenzity pro pole niZzSiho fadu singularity v okoli kofene
trhliny (amplitude factors) a (A,A,) jsou soucCinitelé intenzity dominantniho &lenu

fadu 3/2. Prvni (linearni) ¢len uvedenych rozvoju vytvari konstantni pole napéti, které
je bézné oznacovano jako tzv. T-napéti. Toto napéti ovliviiuje tvar a velikost plastické
oblasti v okoli kofene trhliny.

Dosazenim uvedenych rozvoji do definovanych vztaht pro z ,m . a t,, dospéjeme

k zavéru, ze tenzor momentového napéti a totalni napéti vyjadrené teorii gradientni
pruznosti vykazuji vétdi singularitu (r ™2, resp. r*?) nez v pfipadé standardni
linearni lomové mechaniky. Vzhledem k tomu, Ze totalni napéti nabyva zapornych
hodnot pfed vrcholem trhliny, uzavirani lict trhliny v porovnani s klasickou pruznosti
ma charakter bodu vratu.
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4. Vypocet J-integrélu

Pojem J-integrél zaved! v roce 1968 Rice pro analyzu stability trhlin. S jeho pomoci
muzeme modelovat elastoplastické chovani materialu jako nelinearné elastické.
Rozsifil tak metodologii linearni elastické lomové mechaniky za hranice jeji
pouzitelnosti.

Rice ukazal, ze potfebna energie k vytvofeni lomové plochy jednotkové velikosti
(J /mz) je dodavana praci vnéjSich sil nebo Casti energie napjatosti, uvolhované pfi
rdstu trhliny, tj.

dIt

J=—io (3.1)

Pracujeme-li s dipolarni gradientni teorii obsahujici nelinearni konstitutivni vztahy a
uvazujeme-li kvazi-statické podminky a absenci objemovych sil, mizeme potencialni
energii vyjadfit ve tvaru

M= [ W(e,,x,)dA- [ [Py, +R,D(u,)]dT, (3.2)

pq’

kde A predstavuje plochu, kterou ohraniCuje kfivka I" dle obrazku (Fig. 4). I'_ znadi
Cast kfivky, na niz je pfedepsano silové zatizeni.

Obr.2. Lomova plocha A ohrani¢ena kfivkou T’

Virtualni pfirastek délky trhliny v jeji roviné vede k nasledujici zméné potencialni
energie

dII du
=" AE J{P —94R D(daﬂdr (3.3)

kde vzhledem k pfedepsanym homogennim kinematickym okrajovym podminkam
(du, /da =0, D(du, / da) = 0) mUzeme kfivkovy integral rozsifit na celou kfivku T,

V pfipadé, Ze trhlina roste, pohybuje se spolu s kofenem trhliny také systém
soufadnic, tzn.
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d _o,xo_0_ 2 -

da oca oaox oa ox'

dokud 0ox/da =-1. Rovnice (3.3) tak zméni sv(j tvar na

0 0 0 0
d_H:J' (%_%jdA_ ) Mg Mg dr-[ R ID Mg _D Mg dT. (3.5)
da JAlda ox r 9l oa o rod oa OX

Vzhledem k definici hustoty deformacni energie dostaneme

oW _ oW Og,, N OW Ok, _. o€, im, 0Ky, (3.6)
oa 0O¢, oa Ok, oa ™ oa M da
kde s ohledem na princip virtualni prace plati
6 ou
pq q
[ 7 = L dA= jP—dr+ R D(andF. (3.7)
Z pfedchoziho vyplyva
ou au,
A W ga j P,—L+R,D| = ||dT (3.8)
da A OX 4 ox ox

Jsou-li spinény pfedpoklady pro uziti Greenovy véty, muzeme J-integrél pro pfipad
nelinearni gradientni pruznosti vyjadfit v nasledujicim tvaru

- o[ = - m o[ S Jor
J=——=[|Wn, -P,—2+RD dr = j Wdy | P, —%+R,D dr | (3.9)
da T 1 ox OX OX OX

Pro vypocet J-integralu je vhodné zvolit kfivku I' obdélnikového tvaru okolo kofene
trhliny s nulovou ,vySkou“ ve sméru y a ¢ —» 0", jak je zobrazeno na Obr.3.

(a—¢,+0) ) (a+¢,+0)
l ~ 1 » X
[ R

(a—¢,—0) " (a+¢,-0)

Obr.3. Obdélnikovy tvar kfivky I" okolo kofene trhliny

Diky této volbé kfivky je integral IrWdy roven nule a dostavame tak

e ou au,
_ ol ) My, g
J= 23@0{] (Pq R D( ~ Ddx} (3.10)

a-¢
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V pfipadé rovinné deformace pro mod | jsou podél lich trhliny napéti t, a m,,
nulova a J-integrél pak nabyva hodnoty

J=-21lim {aISLtW(X,yO+)M+ myyx(x,y:0+)8 UX(X’yW)}dx} . (3.11)

£40 | 2 OX OXoy

Diky singularnimu charakteru totalniho a momentového napéti ma také integrand v
J-integrélu singularni charakter. Uplné vyjadfeni J-integralu dosazenim vztah( podle
definice je uvedeno napf. v [5]. Nalezneme zde také grafické porovnani J integrélu
klasické pruznosti s J-integralem dipolarni gradientni pruznosti v zavislosti na pomeéru
charakteristického rozméru struktury materialu a délky trhliny. Z grafu je patrné, ze
pro I/a—0 jsou si hodnoty J-integrall rovny, zatimco s rostouci hodnotou |/a
pomér J/J% klesa. Gradientni teorie tak ukazuje zpeviujici charakter materialu
zohlednujiciho mikrostrukturu materialu, resp. s rostoucim vyznamem mikrostruktury
se zmenSuje velikost hnaci sily trhliny.
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5. Reseni integralnich rovnic

Ruzné okrajové problémy z oblasti fyzikalnich, statickych a pevnostnich vypocta
velmi ¢asto vedou na feSeni silné singularnich integralnich rovnic. Této problematice
se poprvé vénoval Hadamard (1923), ktery vyvinul koncepci feSeni silné singularniho
integralu ve smyslu jeho konecné ¢asti. Tato metoda se ukazala byt velmi efektivni a
v souCasné dobé je hojné vyuzivana. Vedle toho je mozné singularni integraly fesit
pomoci kvadratur Gaussova typu vyvinutych Kuttem. Tyto formule vSak vyzaduji
fixované integraéni body, coz je do jisté miry omezeni obecnosti. V nasledujicim
textu si tyto postupy rfeSeni singularnich rovnic pfiblizime

5.1. Metoda integralnich rovnic
Pro vyjadieni zakladni mySlenky Hadamardovy koncepce uvaZzujme tento integral [7]

b
_ dt _ 12
SO(X)_-[W_Z(b_X) prO X<b (41)
Derivaci obou stran rovnice dostaneme
d 1% dt 1 1
—S,(X)== - =——— pro x<b (4.2)
dx 2 -[ t-x)¥ @t-x"*_, (b-x"

Z tohoto vztahu je patrne, ze s, (které je omezené) je rovno rozdilu divergentniho
integralu a neomezeného zintegrovaného &lenu, ktery nezavisi na b. Derivaci s, tak

muzeme uvazovat jako kone€nou &ast divergentniho integralu, kterou definujeme
jako

dt 1R dt 2 2
FP.|——=Ilim — =— ro x<c<b 4.3
.[ (t — X)3/2 t—X |:I (t _ X)3/2 (C _ X)1/2 (b _ X)1/2 p ( )

c

V nasledujicim odstavci popiSeme jednoduchou techniku vypoctu integralu ve smyslu
konecné ¢asti.

Integralni rovnice vznikajici ve statickych ulohach lomové mechaniky maji vétSinou
tvar tzv. Fredholmovy integralni rovnice

ik(t,x)f(t)dtzg(t), c<x<d, (4.4)

kde g(t) je znama, predepsana funkce korespondujici se zatizenim lict trhliny, f(t)
je hledand fundamentalni funkce daného problému, kterou obvykle nazyvame
hustota, a k(t,x) je singularni jadro ve tvaru (t—x)™". Exponent m je kladné celé
Cislo a znadi stupen singularity. Je-li m=1, nazyvame rovnici (4.4) Cauchyho
integralni rovnici a singularni ¢len vyjadfime ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty.
V pfipadé m>1 hovofime o hypersingularni rovnici a singularni ¢len urCime ve
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smyslu Hadamardovy konec¢né &asti. Interval (c,d) odpovida délce trhliny (2a=d —c)
a vhodnou normalizaci ho Ize pfevést na (-11).

Dle [9] Ize singularni Cast jadra pomoci asymptotické analyzy oddélit od regularni
¢asti a Fredholmova rovnice (5.4) tak zméni sv(j tvar na

d
j[ks(t, X)+k (t,x)] f()dt=g(x) pro c<x<d, (4.5)
kde k, ma hypersingularni charakter a k_ je funkce intergrovatelna s kvadratem (j.
integral je konec¢ny). Hledanou hustotu f (t) uvazujeme ve tvaru
f(t)=F({t)w(t), (4.6)

kde F je neznama omezena funkce a w(t) fundamentalni (vdhova) funkce. Pfi feSeni
hypersingularnich rovnic se ukézalo jako velmi efektivni aproximovat nezndmou F(t)
CasteCnou fadou jako

Ft)=) a1 (4.7)

a koeficienty a, vyjadfit pomoci metody vazenych rezidui.

Aplikaci (4.6) a (4.7) na (4.5) obdrzime

ZN:anGn(x) =g(x) pro a<x<b, (4.8)
kde
G,(x)=F.P. i k, (t, X)g, (t)w(t)dt + i k, (t, X)g, (t)w(t)dt. (4.9)

Koeficienty a, vyjadfime z nasledujiciho systému algebraickych rovnic

N
2.8,

n=0

O C— O

G, (X ; (X)w; (x)dx:ig(x)a//j(x)wj (x)dx pro j=0,1,...,N (4.10)

kde y, jsou testovaci funkce (mnoZina ortonormalnich polynomu) a w; je pfislusna
vaha. Funkce ¢, (t) ay,(x) volime obvykle tak, abychom vyuzili jejich ortonormalni
charakter. B&zné uzivame trigonometrické funkce, Legendrovy nebo CebySevovy
polynomy.

Volbou w;(x)=1 a y,;(x)=6(x—x;), a uzitim jednoduché kolokacni metody, se

systém (4.8) podstatné zjednodusi a mizeme jej zapsat ve tvaru
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ianGn(xj):g(xj) j=0,1...,N (4.11)

Koloka¢ni body muzeme volit libovolné, &asto vSak uvazujeme pravé kofeny
Legenderovych nebo Cebys$evovych polynomd. V diplomové praci se ve vypoétech
vyskytuji Cebysevovy polynomy prvniho a druhého druhu, které jsou definovany
vztahy

_sin[(n+1)cos™ (x)]

T (x)=cos[ncos™(x)], U, (X) _ = , n=012,....
sin[cos™ (X)]
Jejich kofeny pak jsou
X, =cos(;rﬁ], resp X, =COS(7ILJ, k=1,...,n. (4.12)
2n n+1

Obsahuije-li integralni rovnice pouze dominantni jadro Cauchyho nebo Hadamardova
typu, Ize feSeni ziskat rozvojem g(x) aF(t) do vhodné fady a uZzitim tabulkovych

hodnot. V diplomové praci jsou uzity nasledujici vztahy [7]

Tn+2 (X) _ Tn(X) j1 n> 0’

1
1-t2)In|x—t|dt ==
jlun(t)( t2) In|x —t|dt 2(n+2 -

Ly, (1)(1-12)"

CPV.| - dt =T, ,(x), n>0,

) N 2 \M2 (4.13)
F.P.ju”(t)(1 tz) dt=-z(n+1)U,(x), n=0,

S (x-1)
F.P.jun(t)(l_t) dt:—L[(ﬁ+n)Un+l(x)—(n2+3n+2)Un_1(x)], n>1.

ey )

Nutno podotknout, Ze v pfipadé Spatné podminéného systému volime M +1 (M > N)
testovacich funkci ;. Pomoci metody nejmensich Ctverct ur€¢ime N +1 neznamych
a, ze systému M +1 rovnic.

5.2. Gauss-Cebysevova kvadratura

Existuje mnoho efektivnich numerickych procedur pro feSeni singularnich
integralnich rovnic obsahujicich Cauchyho integralni jadra. Nejvice rozSifenou a

snadno implementovatelnou metodou je Gauss-CebySevova kvadratura, kterou
v roce 1972 vyvinuli Erdogan a Gupta.

Princip uZziti této metody si ukaZzeme na singularni integralni rovnici ve tvaru [8]
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F(t):%J‘By(s)ids, t]<1, (4.14)

kde F(t) je znama funkce a B, neznama hustota. Hustota se na hranicich intervalu

chova budto jako omezena funkce nebo muzZe mit singularni charakter. Podle
charakteru ulohy vyjadfime hustotu jako

B(s)=a(s)4(s) (4.15)

kde ¢(s) je omezena funkce a w(s) je fundamentalni funkce korespondujici

s konkrétnim typem chovani v koncovych bodech (viz Tab.l. [8]). V pfipadé | se
uvazuje singularni chovani v koncovych bodech intervalu, v pfipadé Il jsou funkéni
hodnoty hustoty omezené. Vztahy zbyvajicich dvou variant vyuzZijeme tehdy, je-li
funkce hustoty na levém, resp. pravém konci singularni a na opatném omezena.

Pfipad o(s) S, t, n W,
2i—1 k 1
—g?2) 2 cos| 7 —— cos| 7— =
I (1-59) (ﬂ N j (7[ N] 1 N
] i 2k —1 2(1-s,)
_e\tl2 1/2 coS coS i
. (A=s)"(L+s) (ﬂZN +1j (ﬂzN +1J 0 ON+1
] 2i -1 2(1+s,)
Q\-l2 2 | 6og cOoS i
i A=s) " (L+s) (”ZN +1) (EZN +1] 0 N 11
i _ Q2
W% (1—s?)™? COS(ﬂ ! j cos| 7 2k -1 -1 a-s)
N+1 2(N +1) N+1

Tab.1. Gauss-CebySevovy formule pro Cuachyho jadra

Podstatou uziti Gauss-Ceby$evovy kvadratury je pfevedeni rovnic typu (4.14) na
systém N —n algebraickych rovnic ve tvaru

F(tk)ziwif(%i) k=1...,N—n (4.16)

k i

kde n je celé Cislo, W, jsou vahové funkce, s jsou integracni body a t, jsou

kolokac¢ni body, a jejich tvar je uvedeny v Tabulce 5.1.

5.3. Metody vazenych rezidui
Pro feSeni okrajovych problém( mechaniky typu Au=f ¢&asto vyuzivAme metody

vazenych rezidui. Hledame pfiblizné feSeni U ve tvaru
0= 0N, (X (4.17)
i=1

kde G, jsou neznamé hodnoty (funkce) a N, jsou bazové funkce, tak, aby tzv.
residuum
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R, =A0-f (4.18)
nabyvalo ve vybranych bodech nulové hodnoty nebo bylo alespori minimalizovano.

Pro stanoveni hodnot U, existuje mnoho technik. V pfipadé, kdy je reziduum skalarni
veligina a uvazujeme pouziti vnitinich metod®, se vypocet provadi pomoci podminek

IQWih(RV)dV =0 i=12,...,n, (4.19)

kde h je pfedepsana funkce a W, jsou vahové funkce. Dostavame tak systém n

rovnic pro n neznamych koeficientl U .

5.3.1. Metoda kolokaci
Nejjednodussi metodou vazenych rezidui je metoda kolokaci. V oblasti €2 volime n
kolokacnich bodl, h(R,))=R, a W, =d(x-X), i=12,...,n. Dostavame tak

jQ5(x—xi)Rvdv =0. (4.20)

S vyuzitim vlastnosti Diracovy delta funkce & je rovnice spinéna tehdy a jen tehdy,
je-li

R,(x)=0 i=12,...n. (4.21)

Specialni volbou uzll kolokace Ize tuto metodu jesté vice zefektivnit. PouZijeme-li
jako uzly kolokace kofeny ortogonalnich polynomu (napf. Legenderovy Ci
Cebysevovy polynomy) usnadnime tak nékteré vypodty a dosahneme piesnéjsich
vysledkd.

Jistého zjednodus$eni se da dosahnout nahrazenim parametri G hodnotami
pfiblizZného feSeni v uzlovych bodech kolokace G(x). Tyto hodnoty se pak stavaji
parametry, které je potieba urcit.

5.3.2. Metoda nejmensich ¢étvercti v kolokaénich bodech

Ukazalo se byt vyhodné spojit metodu nejmensSich Ctverch s koloka¢ni metodou.
Oproti pfedchozi metodé nevyZzadujeme R, =0 a pocet kolokacnich bodd nemusi byt

roven poctu neznamych parametr(i. Hodnoty U, hledame tak, aby byl soucet kvadratt
(Ctverct) rezidui minimalni, tj.

Z;sz(xj):min j=12,...,m. (4.22)
j=

‘v ptipadé vnitfni metody volime bdzové funkce tak, aby splfiovaly okrajové podminky, tj. pfiblizné feseni U
spliuje okrajové podminky pro vsechny ﬁi. Parametry uréime tak, abychom co nejlépe aproximovali feseni

rovnice Au = f uvnitf oblasti Q3.
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Predpokladame-li pfiblizné feSeni ve tvaru (4.17), pak

R, (%;) = Au(x;) - f(x;). (4.23)

Jestlize je A linearni operator, pak R, (x;) je linearni funkci parametru u,i=12,...,n.

Necht ma tato zavislost tvar
R,(x;)=p"l-b;. (4.24)

Nutnou podminkou pro dosazeni minima kvadratu rezidua je

%[Z Rz(xj)] = P'PG=P'Db, (4.25)

i=]

kde P:[pl,p;,...,pHT a b=[b,b,,...,b,] . Dostavame tak systém m linearnich

rovnic pro stanoveni n neznamych parametrd U, .
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6. Vlastni feSeni integralnich rovnic

V podminkach rovinné deformace uvazujeme pfimou trhlinu délky 2a uvnitf
nekonecné desky zatiZzené dle obrazku, a nezatiZzené lice trhliny

X

RN

Oo
Obr.4. Nekonec€na zatizena deska s pfimou trhlinou

Pro analytické feSeni pole posuvl v okoli kofene trhliny zformulujeme systém
integralnich rovnic. K formulaci vyuzivame Fourierovy transformace, ktera v naSem
pripadé vede k hypersingularnim integralnim rovnicim.

Diky symetrii modu | vzhledem kroviné y=0 uvaZujeme pouze horni polovinu
prostoru (- < x<o0, y>0). Tim je FT redukovana pouze k zavislosti na proménné x

a ma nasledujici pfimy a inverzni tvar [1]

* _ 1 0 ix&
f (&, Y)—Wj.wf(X, y)e™ dx,
X (5.1)
f(x,y)=——[ f(&y)e™de
(% Y) =G [t yetde
kde i predstavuje komplexni konstantu (i=(-1)"?). Aplikaci FT na systém

sdruzenych PDR, dostaneme systém obycejnych diferencialnich rovnic pro (u;,u;),

ktery Ize zapsat v nasledujicim kompaktnim tvaru[K](u,u;)" =(0,0)", resp. [1]

) -

L+15(&" - d)d" +2(-v)(&" - d)] —igd[L+1°(£" ~d%)] }{U
~igd[L+17(&" ~d)] [L+17(&" - d)E" - 2@L-v)(&" -dM)]J| U

< x X ¥

kde d()=d()/dy,d*()=d2()/dy?,...
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Systém homogennich diferencialnich rovnic ma netrivialni feSeni tehdy a jen tehdy,
je-li detK =0, tj. (&2 —d?)’[1+1°(£*—d*)])* =0. Uvedena rovnice ma dva dvojnasobné
kofeny d =+|&| a d =£[(1/1%)+ &Y. Prvni péar je stejny jako v klasické pruznosti,
druhy pér uz v8ak odrazi charakter gradientni pruznosti.

Obecné feSeni systému ODR ma tvar [1]

U (&, Y)=igTE1C ()™ +igTC, (DI £ 1-(B—4v)]e ™+ C, (£,

5.3
Uy (&,y) =Cy(£)e™ +C, (&) ye ¥+ Cy(£)e ™. (5.3)

Pozn. v Matematice nam vySel troSku jiny vysledek, ale uvazovali jsme (pro moznost
dalSiho porovnavani vysledku) tvar obecného feSeni podle ¢lanku.

kde B=p(E)=[LI1")+&£T? a C (&) pro b=12,3,4 jsou zatim nezndmé funkce,

které vyjadfime pomoci okrajovych podminek zadanych ke kazdému konkrétnimu
pfipadu.

Kombinaci transformovaného obecného feSeni, Fourierovy transformace a definice
totalniho a momentového napéti mizeme tato napéti vyjadfit jako

. I:{Zilzﬁ[_gcl(g) +(2(1=v)sgn(&) — y&E)C, (£)]e

t =
yX (272_)1/2
+—2I2§ﬂ [i
1-2v)

(5.4)
VBC4(&) —£(L-v)C (Sl }E'i“dé,

=2 _[" [22p°[-|¢|C 1-2v —y|&)C, (&)]e
by = Gy [~ {2rpI-lgc. &)+ L-2v—y[g)C,()e 5

+ &1 BliBC,(£) - EC(£)]e 7 fe ™ d¢,
My = oy ) A2 CUO - @U-v)l -y, (@)l

2123
@-2v)

(5.6)
+

[B(1-V)C, (&) +vEC, ()™ }eixgd S

__H " (a2 —(2_9y — -yl
Mo = )2 [ {2iraigc @) -B-2v-ylEhc,©)le 5
+BIP[IEC,(£) + BC,(&)]e " e ™ d,

kde sgn() je funkce signum.

Vzhledem k charakteru tlohy dostdvame nasledujici smiSené okrajové podminky pro
horni polorovinu (y > 0)
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t,(x,00=0, m,(x0=0 pro|x<a, (5.8)
t,(x,00=0, m_ (x,00=0 pro—-oc<a<oo, (5.9
u,(x,00=0, Du,(x,0)=0,u,(x,00=0 pro|x|>a, (5.10)

zatimco podminky regularnosti feSeni v nekonec¢nu jsou definovany jako

t, = o te=t,=t,=0, m, —>0 (r,p,g=Xy) pro R— oo, (5.11)

XX
kde R=./(x*+y?*)"* je vzdalenost od pocatku systému soufadnic a o, vyjadiuje
konstantni normélové zatizZeni.

Zadanou ulohu lze feSit superpozici dvou oddélenych uloh, kdy v prvni ¢asti
uvazujeme téleso bez trhliny s okrajovymi podminkami v nekone¢nu (5.11), zatimco
v druhé Casti FeSime téleso s trhlinou bez zatizeni v nekone¢nu. Podél licu trhliny
vSak uvazujeme reakci na zatizeni z prvni €asti ulohy. Prvni okrajova podminka ma
pak nasledujici tvar:

t, (x,0)=—0,, m,,(x,0)=0 pro|x|<a. (5.12)

NasSim ukolem je tedy vyfeSit druhou Cast ulohy popsanou okrajovymi podminkami
(5.9), (5.10) a (5.12).

Pro feSeni integralnich rovnic definujeme dvé tzv. hustoty - funkce zohledriujici
kompatibilitu télesa a okrajovou podminku (5.10), jako [1]

@(x)=0u,(x,07) /0%, y(x)=0au,(x,07)/0dy. (5.13)

Poznamenejme, Ze z okrajové podminky vyplyva také ¢(x)=0, w(0)=0 pro |x/>a.

Dale, vzhledem ke kompatibilité a vzhledem k symetrii problému, vyhovuji hustoty
také témto vztahum

J :(/’(X) =0, | '// (x) =0, (5.14)

Fourierova transformace hustot zapsana pomoci transformovanych posuvd ma pak
tento tvar

¢ (£)=-igu,(£,0), ¥ (£)=du,(£,0)/dy, (5.15)

kde ¢'(£)=(27) " [" p(e"dt a y’(&)=(22) [ y(edt.

Dale, vyuzitim transformovanych posuvu (5.3), okrajovych podminek (5.9) a definice
transformovanych hustot (5.15), vyjadfime funkce C,(&) pomoci hustot ¢(x) a w(x)

jako
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i12E( +12

_ ":-E ) ite [ a ite
CU) =~y ) [P O+ O e g [ petat
il? sgn(&) a 2 2 it
C, (%) ij_a | Bot)+ &y (1) Jedt,
1220 +122) -t 519
C;(8) = W'[ o(t) +y (t)]edt,
)= LL [ ot w0

(2 )1/2 (1

Dosadime-li tyto vztahy do definice totalniho a momentového napéti za predpokladu
platnosti okrajovych podminek (5.12), dostaneme zaménou pofadi integrace
néasledujici systém sdruzenych integralnich rovnic pro funkce ¢(x) a y(x)

lim L] [ pOLx-0.y)dt+ [ pOL(x-0.)dt| ==, pro [x|<a,

¥ (5.17)
U
lim Z—U POL(x-1), y)dt+ [* pOL(x-1), y)dt} 0 pro |x<a
Jadra L, ((x—t),y) jsou definovana jako
PR — o
kde
((Ey) = B SIORIE 1yl _i|2ﬂ§|:1+ 222 }e-yﬂ
1-v 1-v
k (S, Y) = A+ 278" - y|ePele] ey _ i|2[3§[1+_2(| pe) }eyﬁ,
i - (5.19)
K, (E,Y) = Iﬂ |§|(1+2I2 y|§|) e kly |2:3[1+ 2(|2ﬁ§)2}e‘vﬁ,
1-v 1—
ey € |§|(3J1r2|2 "= YD |IB{1+2(I BEY? }e "
14

Poznamenejme, ze pokud 1> — 0, zjednodusi se systém (5.17) na integralni rovnice
totoZné s klasickou pruznosti.

Pomoci asymptotické analyzy Ize jadra rozdélit na singularni a regularni ¢ast [1]
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|2

h__ 7 + N, (x-t1),

Ly =0) =g s s

1%y V2
L ((x=t),y=0")= S __ 73 4N, (x-t),
((-0,y =07) = £ s s Ny (-
. et (5.20)
+ 7/3 73 X—
X—1),y=0")=—2_—+23]n +N,(x-t),
L0,y =07 =5 P Bn =N, (-
FA AN
L,((x=1),y=0")=—22—+2In— 4+ N, (x-1),
A(x=0,y=0) = Fs e LN, (x-0)
kde konstanty (y,, 7,, 7;) jsou definovany vztahy
74y 11-4v 3-4v
- = - , 5.21
e 1_v e, 1—v V3 1_v ( )

Regularni jadra obsahuji modifikované Besselovy funkce Il. druhu a jsou definovany
jako [1]

Ny (1) 2 14400 7210 (T-4)I” 3-4v (1-v)Ky(x=t)/1)
ST ) (k) (x-t) 2(x-t) 8(x-t) X—t
1 30l
_m[K4(|X—t|/I)[1+(Xt)ZJ—K2(|x—t|/I)H,
2 | 2401°  181*  (7T-4v)I® 3-4y
NZ(X_t)_(1V){(x—t)6_(x—t)4+ YOS = In(|x—t|/1) (5.22)

_%[2K0(|x—t|/l)—K2(|x—t|/I)—2K4(|x—t|/l)+ Ks (|x=t|/1)]

_@;ZV)[KZ(|x—t|/|)— Ko(lx—tl“ﬂ}

Dostavame tak nasledujici systém hypersingularnich integralnich rovnic

v P[yp@)+r(6)]

| 7:9®) + 7 () | o
1 ()’i_f)S

F.P. —
4(X-t)

df -CPV.[

7o,

A 2
t t)|-N —at)dt =-
+ [ [p®)+y(®)]-N,(ak-af) .

pro | <1,
(5.23)

F.P.

ok [73@(0"'71‘/;({\)] df_J‘l V3 [é(f)"'l/;(f):l In |)A(_f| di
. 2(%-1)° I

! ~rf A ¢ A T ~
+I_l[¢(t)+w(t)]-Nz(ax—at)dt =0 pro [X<1,

-1 4 I
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kde ¢(f) = p(af), y(€) =y (af), k=x/a,f =t/a a I=1/a jsou bezrozmérné veliginy,

které pouzivame pro normalizaci nad intervalem <—1,1>.

Vzhledem k asymptotické analyze vime, Zze pole posuv(i ma charakter r¥?, kde r je
vzdalenost od kofene trhliny. Hustoty pak mGzeme vyjadfit pomoci Ceby$evovych
polynomu druhého druhu jako [1]

30 =3 FU, 00", v =2 6,0 a7, [f|<1 (5.24)

Vzhledem k této aproximaci Ize systém (5.23) napsat v nasledujicim tvaru

U (t)(l t )“2 1 LU (DHa-tH)" .
= F+yG|CcPv,|] ————d
(x-t)’ 42[72 78] I (x-1) t

fi [7,F +7G, FPL
n=0

+2[Fn+Gn]Qn(1)(>A<)=— " pro |8 <1,
n=0 M

) _ (5.25)
'?Z F.+7G,]FP[ v (t)(l t)m df + %g[ﬁ+Gn]j11un(f)(1—f2)“|n|§(|;t|df
+Z[FH+GH]Q;2’(§<):0 pro || <1,
kde Qﬁb)(x), (b =1,2) jsou regularni integraly definovany jako
QU () = U, 0@~ K, (@k-ai)df, b=12 (5.26)

Pro jejich vyjadieni pouzijeme Gauss-Cebysevovu kvadraturu, o které se zmifiujeme
v pfedchozi kapitole.

Singularni integraly pocitame ve smyslu koneé¢nych hodnot pomoci tabulkovych
hodnot. Poznamenejme také, Ze vzhledem k podmince nulového rozevieni trhliny
v jejich vrcholech, kterou museji hustoty splnovat, jsou koeficienty F, aG, nulove.

Dostavame tak kone¢nou podobu feSeného systému

4(1_ Z [7F, +7.G,][ (0* +mU () - (n*+3n+2) U, 1(”]‘2“ 7.F 7,6, T, (%)

i F +G,]Q"(X) = 279, pro [ <1,
H (5.27)

A RPR RIS JLATH RS

2 o 8 o n+2 n

+i[Fn +G,]Q¥(X)=0 pro |%|<1,

n=1
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Tento systém funkcionalnich rovnic FfeSime metodou kolokaénich bodu. Jako
kolokagni body volime kofeny CebySevovych polynoml T, ,(X) (viz. (4.12)).

Dostavame tak 2N +2 rovnic pro 2N neznamych (F,, G, ), ktery vyfe§ime metodou

nejmensich &tvercd. Dosazenim vyslednych hodnot do definice pak dostaneme
podobu hustot ¢(X) a w(X). Nasledné pak integraci vyjadfime prub&hy posuva.

0.7¢

2N
ao,

03r

02r

0.1}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X
Obr.5. Profil normalizovaného rozevfeni trhliny podél lict trhliny

0.30

0.25[ ——al/l=5

——all=20

0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00

X
Obr.6. Profil normalizovaného rozevreni trhliny v okoli kofene trhliny

Vynesenim normovanych pribéhld do grafu vidime, Ze hodnoty rozevieni trhliny
s rostoucim pomérem a/l rostou. Dochazime tak ke stejnému zaveéru jako v pfipadé
analyzy asymptotického pole posuvd, pfip. J-integralu. S rostoucim vlivem
mikrostruktury materialu se vice projevuje zpevriujici charakter.
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Pomoci definice (2.29) Ize nasledné vyjadrit také prabéh smykového napéti.

~

X
0.0

—-0.5¢
/ugxy -1.0¢

—15t

2.0+

—251L

=30}

—35F

Obr. Prabéh normovaného smykového napéti
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7. Numerické vysledky a porovnani s MKP

Pro feSeni systému integralnich rovnic (5.25) a grafické vyjadfeni obdrZzenych
vysledku jsme zvolili vypocetni systém Mathematica 9, ktery je v akademické sféfe i
v oblasti vyzkumu hojné vyuzivany. Vzhledem k naro¢nosti nékterych dil€ich vypoctu
na vypocetni zdroje (zejména pfi ovéfovani vztah( vyplyvajicich z Fourierovy
transformace) jsme vyuzili také moznost pocitat skrze virtualni organizaci
MetaCentrum VO, ktera sdruzuje vypocetni a ulozné kapacity hostované v riznych
institucich po celé Ceské republice.

V nasledujici ¢asti stru¢né uvedeme implementaci vypoctu pole posuvl a smykového
napéti v okoli kofene trhliny a vysledky vyneseme do grafli. Ty pak porovnavame
s numerickym modelem homogenizované keramické pény, ktera je typickym
pfikladem materialu s vyraznym vlivem mikrostruktury.

7.1. Popis programu a vlastni vypocet

Pfipomernme, Ze hleddme pole posuvu a napéti v okoli kofene pfimé trhliny o délce
2a.uvnitf nekonecné desky, ktera je na obou koncich symetricky zatizena
normalovym napétim o . UvaZzujeme podminky rovinné deformace, nezatizené lice
trhliny a material s charakteristickym rozmérem mikrostruktury I°. Kartézsky systém
soufadnic je umistén uprostfed ftrhliny, jak je naznaCeno na obrazku (123).

'E’ Oo
Pttt

o =0,155 MPa

1 =G =280,76 MPa
-g v =0,3659
£ a=20,25mm
? | =0,3mm

symetrie o

a
Obr.7. Geometrie analytického modelu

V uvodni &asti programu je nutno zadat velikost normélového zatizeni o[MPa],
smykovy modul pruznosti ¢[MPa], Poissonovo Cislo v [-], velikost trhliny a[mm] a
charakteristicky rozmér mikrostruktury |[mm]. V ramci programu pocitame

s normalizovanymi proménnymi X=x/a, ¢=1?/a% ¢ =p(aX), ¥ =y (aX).
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Pro vypocet systému integralnich rovnic (5.27) musime nejprve definovat Gauss-
Cebysevovu kvadraturu pro vypocet regularnich jader N,,N,. Vzhledem k tomu, Ze

Mathematica neobsahuje algoritmus pro vypocet integraltd ve smyslu Hadamardovy
kone€né C&asti, jsme nuceni pro vypocet singularnich integrald pouzit tabulkovych
hodnot (4.13). Vypoc€et Cauchyho integralu v jadru softwaru naprogramovany sice je,
z dlivodu zachovani kompatibility s ostatnimi vyrazy pouzijeme i v téchto pfipadech
hodnot tabulkovych. Po definici zakladniho systému integralnich rovnic nasleduje
transformace do maticového tvaru, ktery je vyZzadovan pfi feSeni problému pomoci
metody nejmensich Ctvercd.

Po ziskani koeficientl F,G, muzeme vyjadiit hustoty ¢(X) a w(X), a zdruhé
jmenované podle definice vyjadfit normalizované pole posuvl po celé délce trhliny
Oy

integraci a naslednym normovani pomoci napéti

0.2 0.4 A 0.6 0.8 1.0
X

Obr.8. Prabéh normovaného rozevieni podél horniho lice trhliny

0.20 +

. 0151
MUy

ao,

0.92 0.94 )2 0.96 0.98 1.00

Obr.9. Pribéh normovaného rozevieni v okoli kofene
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Pribéh smykového napéti ziskame z definice (2.29) a néslednym normovanim
normalovym napétim jako

Obr.10. Prab&h normovaného smykového napéti

7.2. Numericky vypocet

Pro porovnani pouZijeme numericky model keramické pé&ny vytvofeny na UMTMB.
Materialové konstanty jsou shodné s konstantami zadanymi pro analyticky vypocet.
Rozdiln& je vS8ak geometrie a charakter okrajovych podminek. Zatimco v analytickém
vypoctu uvazujeme nekonecnou desku, v pfipadé numerického vypoctu pracujeme
s deskou konecnych rozmérl na koncich vetknutou a oproti analytickému FeSeni
zatizenou deformacné.

Y
+ DOF UX=0, UY=0.05 mm

rrrrrrrrs

u=G=280,76 MPa
v =0,3659
L1=20,25mm

L2 =250 mm
L3=100 mm
I=0,3mm

symetrie

L3

/symetrie

L1 ]
L2

Obr.11. Geometrie numerického modelu
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- volna EKZE

lomowva plocha DOF UY=0
ROTX, ROTZ=0

Obr.12. Detail okrajovych podminek v kofeni trhliny

Hodnota zatizeni, se kterym v analytickém vypocltu pracujeme, odpovida
normalovému zatizeni ode¢tenému v dostatecné vzdalenosti od trhliny i od mista
vetknuti numerického modelu. Vynesenim hodnot posuvii a smykového napéti
v té€sné blizkosti trhliny a naslednou normalizaci dostavame tyto prabéhy

MUy
ao,

0.00 - ‘ - - ;
0.90 0.92 094 o 096 0.98 1.00

Obr.13. Prubéh normovaného rozevreni v okoli kofene

0.92

S
3
<
|
=

Obr.14. Prabéh normovaného rozevieni
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7.3. Porovnani vysledku

0.5
04}
#u; 0.3k
ao,
0.2
0.1
——MEKP
—— Analytical
|:|.|:|. 1 1 1 1
0.90 0.92 0.94 g 096 0.98 1.00
Obr.15. Detail normovaného rozevieni v okoli kofene trhliny
X
0.85 0.90
—05t
10k
. [
Heyy st
Oy [
_20l
25t
= |[—wmxp
[ | —— Analytical
—-3i0L

Obr.16. Detail normovaného smykového napéti v okoli kofene trhliny
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8. Diskuze a zaver

V reSersni Casti jsou uvedeny zakladni druhy gradientni teorie pruznosti a pro Il.
variantu Mindlinovy dipolarni gradientni pruznosti byly odvozeny zakladni rovnice pro
posuvy, pretvofeni a silové a momentové napéti. Nasledné byl definovan systém
singularnich integralnich rovnic, jehoz feSenim bylo mozné vyjadfit pole posuvl a
nasledné smykového napéti v okoli kofene trhliny.

V pfipadé vyjadfeni profilu rozevieni trhliny se vysledky prakticky shoduji s vysledky
uvedenymi v [1], odkud byl systém singularnich integrélnich rovnic odvozen a
odpovida také teoretickym predpokladim plynoucich z analyzy asymptotického pole
posuvl a formulace J-integralu. Totéz vSak nelze Fici o ziskaném prabéhu
smykového napéti, kdy si neodpovida amplituda. Na druhé strané, pro rozmér
mikrostruktury | jdouci k nule by predikce gradientni pruznosti mély odpovidat
predikcim klasické pruznosti, tj. smykové napéti podél osy x je v pfipadé klasické
pruznosti nulové. Z tohoto hlediska vysledky uvedené v pfeloZzené diplomové praci
splfiuji tento pozadavek.

Nesrovnalosti jsou zfejmé také z porovnani analytického modelu s numerickym, kdy
neni dosazeno pozadované presnosti. Nicméné je nutné zdUraznit tfi okolnosti: 1)
MKP feSeni bylo ziskano na relativné malém vzorku, 2) pfi MKP modelovani vzorek
byl zatéZovan deformacné a ne siloveé, 3) MKP feSeni bylo ziskano pomoci specialni
iteracni procedury, viz [11], ktera explicitné neobsahuje mikrostrukturni parametr I,
nybrz pfirastek tohoto parametru, ktery vstupuje do iterani procedury a pocet kroku
se nastavuje na zakladé dosazeni polohy inflexniho bodu profilu lici oteviené trhliny.
PfedloZzené semianalytické FeSeni tak muaze poskytnout uziteCny nastroj pro
nastaveni poctu krokG procedury pfi vypoCtovém modelovani trhliny v
homogenizovanych pénovych strukturach.
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Prilohac. 1

(*===Dl PLOVOVY PRQIEKT - Bc. Jaromr Kl epac===x)

(»===Apl i kace gradi entni pruznosti v problenmech | onmove nechani ky===x%)
(»===Ust av nechani ky tel es, mechatroni ky a bi omechani ky===x«)

(*===30. 5. 2014===+%)

ClearAll ["A obal * %" 7;

basedi rnane = Not ebookDi rectory[];
Set Di rect ory [basedi r nane];

<< Pl ot Legends*

(#====Const ant s=====%)
(xnormal stress [MPa]x)
o = 0. 155;

(xPoi sson’s ratio [-]%)
v = 0. 3659;

(*Cel lular length [mm]*)
| =0. 3;

(*Crack length [mm]x)

a = 20. 25;

(»Shear nodul us G [MPa]x)
u = 280. 76;

(xnunber of coll. pointsx)

n = 40,
(xnuber of integr.point for Gauss-Chebyx)
Yl=(7-4%v)/ (1-v);

¥2=(11-4%v) / (1-v);
¥3=(8-4x%xv)/ (1-v);
C=(|A2)/al\2,

(*»=====Col | ocati on poi nts===z=%)

t = Tabl e[N[CoS[((2*i -1) *m) / (2% (n+1))1]1, {i, 1, n+1}];
(*=====Integration pointsS=====%)

s = Tabl e[N[Cos[m*] / (n+1)11, {j, 1, p}1;

(*=====\\8i ght functions===z==%)

w=Table[N[(1-s[[[]11"2) / (n+1)], {j, 1, p}I;

(¥»=====Regul ar parts==z===%)

NL[k , t 1:=-2/(1-v)* ((1440%c"3) / ((k-t)"7) -

(72%c"2) / ((K=-t)"E5) + ((T-4xv)*xC)/ 2% (kK-t)"3)-(3-4xv)/ (8% (k-t)) -
((1-v) »Bessel K[2, Abs[k-t]/Sart[c]])/ (k-t) -1/ (k-t) *(
Bessel K[4, Abs[k -t]/Sqrt[c]]* (1+ (30x%xc) / ((k-t)"2)) -
Bessel K[2, Abs[k-t]/Sgrt[c]]))
N2[k , t 1:=-2/(1l-v)=*ax(
(240 xc”3) / ((k-t)"6) - (18xc™2) / ((k-t)"4) +
((7T-4%v)*xC)/ (4% (K-t)"2) + ((3-4%v) xLog[Abs[k-t]/Sqrt[c]]) /8- (1/16) = (
2 » Bessel K[O, Abs[k-t] /Sqrt [c]] -Bessel K[2, Abs[k-t] /Sqgrt[c]] -
2 x Bessel K[4, Abs[k -t]1/Sqrt [c]] +Bessel K[6, Abs[k-t] /Sqrt[c]]) -
(1-v) /2% (Bessel K[2, Abs[k-t] /Sgrt[c]] -Bessel K[O, Abs[k-t]1/Sqrt([c]1]))
(*»=====Gauss-Cheby Quadrat ure===z=x)
QL[i _, k_1:=Sum[ChebyshevU[i, k] *w[[j 11 *NL[k, s[[j111, {J, 1, p}]
Qi_, k_1:=SumChebyshevU[i, k1 *w[[j11*N2[K, s[[j111, {Jj, 1, p}]



2| Klepac-diplomovy-projekt.nb

(#====Integral equations=====x)
rcel[x_]:=-(m%xC)/ (4% (1-xX"2))
SUM[(y1*F[j1+¥3*G[j1)*((j *2+]) »ChebyshevU[j +1, x] -
(j"2+3%j +2) »ChebyshevU[j -1, x1), {j, 1, n}] -
(r/4) *»Sum[ (y2 *F[j ] +¥3 *G[j 1) » ChebyshevT[j +1, x], {j, 1, n}] +
SUM[(F[j 1+G[j 1) *QL[j, xI, {j, 1, n}];
rce2[x_J]:=-(x*xCc/2) *Sum[ (y3*F[j 1+¥1*G[j]) * (j +1) »ChebyshevU[j, x1,
{j, 1, n}]1+ (;tx¥3/8) *
Sum[ (F[j ] +G[j 1) * (ChebyshevT[j +2, x]/ (j +2) - ChebyshevT[j, x]/j),
{J, 1, ny]+Sum[(F[j1+G[j 1) *Q@I[j, xI, {j, 1, n}];

(»=====System of equations with collocation method=====%)
EQystenl = Table[rcel[t [[I]1]] =-(2*7mwxo0) /1, {i, 1, n+1}];
EQsysten? = Tabl e[rce2[t [[I1]] =0, {i, 1, n+1}]1;
(¥=====Transformation to Matrix forme====x)

Nor mal [Coefficient Arrays[EQsysteml, Flatten[Table[{F[j1, G[j1}, {J, 1, n}1111[[2]11;

bl = Normal [CoefficientArrays[EQsystenl, Flatten[Table[{F[j1, G[j 1}, {., 1, n}1111II
111

n2 = Nor mal [CoefficientArrays[EQsysten?, Flatten[Table[{F[j1, G[j 1}, {., 1, n}1111II
211

b2 = Nor mal [CoefficientArrays[EQsysten?, Flatten[Table[{F[j1, G[j 1}, {., 1, n}1111II
111

b = Join[bl, b27;

m=Join[nl, nR2];

(*»====Eval uation with Least square nmethod ===z==%)
xX = Least Squares[m b];

F=Table[xx[[i]], {i, 1, 2%n, 2}7;
G=Table[xx[[i]], {i, 2, 2%n, 2}1;

(¥=====Densities Plot===z=x%)

Fi [Xx_1:=Sum[F[[j 1] »ChebyshevU[j, x] =*Sqgrt [1-x"2], {j, 1, n}];
Pl ot [Fi [x], {x, -1, 1}71;

Psi [x_] :=Sum[G[[j ]] » ChebyshevU[j, x] *Sgrt [1-x"2], {J, 1, n}];
Pl ot [Psi [x], {x, -1, 1}1;

(*=====Monopol ar stress - tenzor t_xy normalized pl ot =====x)

S12 = Tabl e[ {x, - (Psi [x] +Fi [x]) *u”2/ 0o}, {x, 0.6, 1, 0.0005}7;

Li st Li nePl ot [S12, Pl ot Range -» {{0.9, 1}, {0.01, -1}}]

00 L L L Il L L L Il L L L Il L L L Il L L L J
t 0.96 0.98 1.00

-0.4}

-0.6+

-0.8+
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(*====:Di spl acenment - normalized plot====%)
UY = Tabl e[ {b, Integrate[Psi [x], {X, -1, b}] *xu/ o}, {b, 0, 1, 0.05}];
Li st Li nePl ot [UY]

0.2 0.4 0.6 0.8 10

(*:::::[kt ail ===z=%)
UUY = Tabl e[ {b, Integrate[Psi [x], {X, -1, b}] *u/ o}, {b, 0.90, 1, 0.005}];
Li st Li nePl ot [UUY]

0.20]
015f

010}

0.92 0.94 0.96 0.98 1.00

(*=====Export to file=====%)
(*Export ["S12-50.dat", S12, "Data" 1;
Export ["U22-50. dat", UY, "Data"];
Export ["UUY-50. dat", UUY, "Dat a" ]; *)
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(*=====Conparison with MKP results=====%)

0=0. 155;
v=0. 3659;
u=280. 76;
a=20. 25;

| =0. 3;

U22N = | nport ["U22-N. dat", "Data"];
S12N = I nport [*S12-N. dat", "Data"1;

(*=====MKP nonopol ar stress - tenzor t_xy nornalized pl ot =====%)
S12Nor mX = Tabl e [S12N[[i, 1]1]1/a, {i, 1, Length[S12N]}];

S12Nor ¥ = Tabl e [S12N[[i, 211 /0o, {i, 1, Lengt h[S12N]}1;

S12Nor m= Tabl e[ {S12Nor mX[[i 11, S12Norm¥Y[[i 11}, {i, 1, Length[S12N]}1;
Li st Li nePl ot [S12Norm Pl ot Range -» {{0.90, 1}, {0, -3}}]
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i 0.92

-05}

-20f

-25}

-30b
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(#=====MKP di spl acement - normalized pl ot =====%)

U22Nor nX = Tabl e [U22N[[i, 1]]/a, {i, 1, Length[U22N]}1;

U22Nor m = Tabl e [U22N[[i, 2]] *u/ (o*a), {i, 1, Lengt h[U22N]}1;
U22Nor m= Tabl e [ {U22Nor mX[[i 11, U22Normy[[i 11}, (i, 1, Length[U22N]}1;
Li st Li nePl ot [U22Norm Pl ot Range - {{0, 1}, {0, 0.8}}]

Li st Li nePl ot [U22Norm Pl ot Range -» {{0.9, 1}, {0, 0.35}}]
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0.0

035
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(*====Conpar ePl ot S====%)

(»shear stressx)

Li stLi nePl ot [{S12Norm S12}, Pl ot Legend - {"MKP", "Anal ytical "},
LegendPosition » {-0.5, -0.5}, PlotRange » {{0, 1.01}, {0, -3}}]

Li stLi nePl ot [{S12Norm S12}, Pl ot Legend - {"MKP", "Anal ytical "},
LegendPosition -» {-0.5, -0.5}, PlotRange » {{0.835, 1.01}, {0, -3}}]

0.0 T N S R B S R
r 0.2 0.4 0.6 0.8 110
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n n n n | n L L L L L L L
- 085 0.90 : 1

05}

-10F

-20f
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(»di spl acenent )

Li st Li nePl ot [{U22Nor m UY}, Pl otLegend -» {"MKP", "Anal ytical "},
LegendPosition - {0.1, 0.1}, PlotRange » {{0, 1}, {0, 1}}]

Li st Li nePl ot [ {U22Nor m UUY}, Pl ot Legend -» {"MKP", "Anal ytical "},
LegendPosition » {0.1, 0.1}, PlotRange -» {{0.90, 1}, {0, 0.5}}]

100
| MKP
08l
:\ Andlytical
06[
04l
02
I I I Il I I I Il I I I Il I I I Il I I I
00 02 04 06 08 10
05
I MKP
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Analytical
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