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A b s t r a k t 

Předkládaná diplomová práce se zabývá aplikací gradientní pružnosti na problémy 

lomové mechaniky. Konkrétně jde o analytické vyjádření pole posuvů a následně 

pole napětí v okolí kořene trhliny. Uvažuje se přitom vliv mikrostruktury materiálu. 

Úvodní kapitoly jsou věnovány stručnému historickému přehledu gradientních 

modelů a definici základních rovnic gradientní dipolární pružnosti odvozené z II. 

varianty Mindlinovy gradientní teorie. Pro srovnání jsou uvedeny také vztahy 

z klasické pružnosti. Následuje odvození asymptot ického pole posuvů užitím 

Wil l iamsovy asymptotické techniky. Pro případ gradientní pružnosti je uveden také 

výpočet J-integrálu. Vzhledem k singulárnímu charakteru problému jsou zmíněny 

metody řešení singulárních integrálních rovnic, ke kterým vede matematická 

formulace problému ve smyslu Cauchyho hlavní hodnoty a Hadamardovy konečné 

části. Pro výpočet složitého regulárního jádra, je zde uvedena rovněž Gauss-

Čebyševova kvadratura. V práci jsou uvedeny také metody přibližného řešení 

systémů integrálních rovnic. Jedná se o metody vážených reziduí, ze jména o pak 

metodu nejmenších čtverců v kolokačních bodech. V hlavní části práce je odvozen 

s využit ím Fourierovy transformace systém integrálních rovnic pro nekonečnou 

desku s př ímou vnitřní trhlinou zat íženou v nekonečnu tahovým napět ím. Tento 

systém je následně numericky řešen v softwaru Mathematica a výsledky jsou 

porovnány s konečně prvkovým modelem keramické pěny. 

S u m m a r y 

The presented master's thesis deals with the application of the gradient elasticity 

in fracture mechanics problems. Specifically, the displacement and stress field 

around the crack tip is a matter of interest. The influence of a material 

microstructure is considered. Introductory chapters are devoted to a brief historical 

overview of gradient models and definition of basic equations of dipolar gradient 

elasticity derived from Mindlin gradient theory form II. For comparison, relations of 

classical elasticity are introduced. Then a derivation of asymptotic displacement 

field using the Wil l iams asymptotic technique fol lows. In the case of gradient 

elasticity, also the calculation of the J-integral is included. The mathematical 

formulation is reduced due to the singular nature of the problem to singular integral 

equations. The methods for solving integral equations in Cauchy principal value 

and Hadamard finite part sense are briefly introduced. For the evaluation of 

regular kernel, a Gauss-Chebyshev quadrature is used. There also mentioned 

approximate methods for solving systems of integral equations such as the 

weighted residual method, especially the least square method with collocation 

points. In the main part of the thesis the system of integral equations is derived 

using the Fourier transform for straight crack in an infinite body. This system is 

then solved numerically in the software Mathematica and the results are compared 

with the finite element model of ceramic foam. 
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1. Úvod 

Klasické teorie mechaniky, jako jsou lineární a nelineární pružnost a plasticita, jsou 

uplatňovány v širokém spektru základních problémů z oblastí civilního, chemického, 

mechanického, materiálového či fyzikálního inženýrství. Tyto teorie byly vyvinuty pro 

postižení změn a procesů rozeznatelných pouhým okem. V současné době se však 

stále častěji setkáváme s problémy na mikroskopické či atomové úrovni, kde klasické 

teorie ve srovnání s experimentem přestávají plně vyhovovat, neboť neuvažují vliv 

mikrostruktury materiálu. 

Materiálem, u kterého velmi záleží na velikosti vnitřní struktury, jsou například 

keramické pěny (buněčné materiály obecně). Díky své nízké hustotě, resp. 

hmotnosti , a své teplené vodivosti mají své uplatnění v řadě aplikací. Vzhledem 

k tomu, že jsou zároveň velmi náchylné na křehký lom, je v našem zájmu jejich 

lomové vlastnosti zkoumat. Jednou z teorií, která dobře postihuje chování těchto 

materiálů, je gradientní teorie pružnosti s def inovanou charakteristickou velikostí 

buňky. V diplomové práci se obecně zaměřím na materiál s významným vlivem 

mikrostruktury, kterou definujeme charakteristickým rozměrem / . 

V úvodní části jsou uvedeny různé typy gradientních teorií, z nichž pro popis 

lomového chování je vybrána 2. variantu Mindlinovy gradientní teorie. Z ní jsou 

odvozeny základní rovnice a užitím Wil l iamsovy asymptot ické techniky vyjádřeny 

pole posuvů v okolí kořene trhliny. S využit ím Fourierovy transformace je sestaven 

systém sdružených integrálních rovnic. Zavedením tzv. „hustot" v analogii 

s hustotami používanými v metodě spojitě rozdělených dislokací a jejich vyjádřením 

pomocí Čebyševových polynomů, lze singulární integrální rovnice řešit ve smyslu 

Cauchyho hlavní hodnoty, resp. Hadamardovy konečné části. Obdržená soustava 

funkcionálních rovnic se řeší metodou nejmenších čtverců v kolokačních bodech. 

Implementací problému v softwaru Mathematica z ískáme výsledné průběhy posuvů a 

smykového napětí podél líců trhliny. Tyto výsledky jsou v závěrečné kapitole 

porovnány s výsledky numerického řešení MKP modelu keramické pěny. 
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2. Historický přehled gradientních modelů 

Snahy o zachycení vlivu mikrostruktury materiálu v rámci mechaniky kontinua 

pomoci gradientních členů vyššího řádu se objevily j iž v polovině 19. století. Cauchy 

(1850) tehdy v rovnicích kontinua použil vyšší parciální derivace pro lepší aproximaci 

chování diskrétního síťového modelu. Velikost základního elementárního objemu se 

v rovnicích objevuje jako přidaný konstitutivní parametr. 

Tyto počáteční snahy nebyly matematicky zcela korektní, fyzikální podstatu však 

dokázaly dobře postihnout. O něco později vypracoval Voight (1887) rozsáhlý popis 

kinematiky deformace, zákonů zachování a konstitutivních vztahů diskrétního modelu 

pro materiál s krystalickou strukturou. Obsahoval molekulární rotace, posuvy a 

příslušné sdružené s í ly 1 . Výsledné diferenciální rovnice však byly složité a k řešení 

daného okrajového problému bylo potřeba několika předpokladů omezuj íc ích 

obecnost. 

Počátkem 20. století tuto tematiku rozšířili svou prací bratři Cosseratovi (1909). 

Doplnili kinematiku deformace materiálu o trojrozměrné rovnice kontinua obsahující 3 

složky posunutí a 3 mikrorotace, a zahrnující také momentová napětí {couple 

stresses), které jsou sdružená s mikrorotacemi, v pohybových rovnicích. 

Výrazněji se k tomuto tématu výzkum vrací pak až v 60. letech 20. století. Současně 

vycházejí publikace autorů jak východní (Aero a Kuvschinskii 1961, Palmov 1964, 

Kunin 1966), tak západní školy (Toupin 1962, 1964, Mindlin a Tiersen 1962, Mindlin 

1964, 1965, ad.). Jedná se převážně o práce rozvíjející Cosseratovu teorii, př ípadně 

teorie zavádějící momentová napětí. 

Druhého znovuzrození dosahuje gradientní pružnost v 80. letech. Eringen tehdy 

odvodil jednoduchou teorii gradientní napjatosti ze své integrální nelokální teorie 

(Eringen 1983). Vedle něj inspirován svou teorií plasticity (Aifantis 1984) formuloval 

Aifantis a kol. teorii gradientní pružnosti pro konečné deformace (Triantafyllidis a 

Aifantis, 1986) a infinitesimální deformace (Aifantis 1992, Altán a Aifantis 1992, Ru a 

Aifantis 1993). 

Ve srovnání s teoriemi z 60. let jsou tyto modely jednodušší a obsahuj í méně členů 

vyšších řádů. To se projevilo menším počtem konstitutivních parametrů, které je 

nutné pro užití dané teorie experimentálně určit. Zásadním principem při jejich 

formulaci tedy bylo zahrnout pouze ty členy vyšších derivací, které jsou skutečně 

potřebné pro postihnutí fyzikálního charakteru materiálu/úlohy. 

S nástupem výkonné výpočetní techniky se téma gradientní pružnosti opět stává 

velmi aktuální. Jedná se jak o implementaci složitějších teorií z 60. let (Shu a kol. 

1999, Amanat idou a Aravas 2002, Papanicopulos a kol. 2009), tak o rozpracování 

1 Sdružené síly konají virtuální práci na příslušných virtuálních změnách kinematických veličin 
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jednodušší Aifantiho teorie do konečných prvků (Tenek a Aifantis 2002, Askes a kol. 

2008, Askes a Gitman 2009). 

2.1. Mindlinova teorie 
V roce 1964 prezentoval Mindlin svou teorii pružnosti s uvažováním mikrostruktury 

materiálu. Rozlišuje při tom veličiny na makroskopické a mikroskopické úrovni. 

Hustota kinetické energie {kinetic energy density) T, stejně jako hustota deformační 

energie {deformation energy density) U jsou pak zavedeny užitím obou druhů veličin 

jako [6] 

T=^PW+^pl?V/ijV/ij, (1.1) 

U — C , ^ + - B m ľ i j ľ a +-AijttmnKijkKlnm +DmmYi.Kklm +F.klmKmslm +Gmľijsa (1.2) 

kde ul,sij,i//ij,/ij a K..k jsou makroskopické posuvy a přetvoření, mikroskopické 

deformace, relativní deformace a gradient mikroskopické deformace {macroscopic 

displacement and strain, microscopic deformation, relative deformation, gradient of 

the microscopic deformation). 

Makroskopické přetvoření je definováno standardně jako s.. = l/2(w. +u.), relativní 

deformace jako yij=uji-y/ij a gradient mikroskopické deformace jako Kijk=ysjki. 

Symbolem p označujeme hustotu materiálu a /j představuje charakteristický rozměr 

mikrostruktury materiálu. Konstitutivní tenzory Cijkl,Bijkl,AiJklmn,DiJklm 

obsahují celkem 1764 konstant, z nichž 903 je vzájemně nezávislých. Pro izotropní 

materiál je počet nezávislých elastických koeficientů redukován na 18. S jejich 

pomocí lze pak hustotu deformační energie napsat ve tvaru [6] 

u =\Äsiisjj • +\blr„rJJ+^h2ryry +\b3yijyji + glyiisjj+g2(yij+yji)si] 

+ aiKiikKkjj+a2KiikK„ +-a3KiikKjjk +-aAKijjKikk +a5KijjKkik +-a,KijiKkjk ( 1 -3) 

I I I I 

+ 2 awKijkKm + anKijkKjki + 2 anKijkKijk + 2 ai4KijkKjik + 2 ai5KmKkji 

kde 2 a / / jsou Lamého konstanty. 

Abychom mohli uvedený vztah využít v praxi, je nejprve potřeba tyto konstanty 

přesně určit (např. pomocí experimentu), což není jednoduché. Mindlin proto 

formuloval také jednodušší verzi své teorie, kdy vyjádřil hustotu deformační energie 

pouze pomocí makroskopických posuvů. Rozlišuje tři varianty, které se liší 

vzájemným vztahem mezi makroskopickým posuvem ui a gradientem mikroskopické 

deformace Kijk. 
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Varianta I r . , = « , , 

Var ian ta l l r . =.„ =\(u„ +um) 

Varianta III makroskopická deformace je rozdělena do dvou částí, a to gradientní 

makroskopické rotace Xy=-eJlmumM (kde ejlm je Levi-Civitův 

permutační tenzor) a symetrické části 2. gradientu 

makroskopických posuvů tcijk = l/3(uiJk + ujik + ukij). 

Bez ohledu na teoretickou odlišnost těchto variant je pohybová rovnice pro všechny 

tři př ípady identická, a to i v případě vyjádření pomocí napětí. 

V diplomové práci se však zaměř íme na druhou variantu Mindlinovy teorie. Po 

drobných úpravách lze hustotu deformační a kinetické energie psát ve tvaru 

U \j*r,j:(l + uSySy + axsikisjUk + a2sjj4skk4 + a3sikisjkj + a4sjkisjki + a5sjkisijk (1.4) 

1 = — 011-11- + — OL U- M. . 

2 2 
(1.5) 

a pohybovou rovnici pak odvodit jako [6] 

(A + M)UJJ(I + MUU 

4a, + 4ÚL + 3a, + 2a, + 3a, a3 + 2a4 + a5 

j.ijkk 
UJ,JM+bi 

(1.6) 

= p(ú-l2

luijj) 

kde bt je hustota objemových sil. 

Předchozí vztah pak obsahuje jen 6 parametrů (1 hmotnostní, 5 elastických). 

Vhodnou úpravou lze počet parametrů dále redukovat na 3 (lvl2,l3) a pohybovou 

rovnici psát ve tvaru 

2 d 
2 > 

l - / 2 , 
V ôxk J 

l-l 2 d 
2 > 

3 dx2 , 

u\k j 

\ M

+ b i = p 2 ^ 
1 •> 2 

(1.7) 

kde 

Í4al + 4a2 + 3a3 + 2a4 + 3a5 \a3 + 2a4 + a5 

2(1 + //) 2ju 
(1.8) 

Z tohoto zápisu je zřejmé, že parametry ( / p / 2 , / 3 ) mají rozměr délky a že všechny 

členy vyššího řádu jsou definovány jako Laplacián veličin nižšího řádu. Toto platí jak 

pro členy související s tuhostí materiálu, tak pro členy související se setrvačností 

materiálu. 
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Poznamenejme, že gradienty Laplaceova typu se při aplikaci gradientní teorie 

objevují zcela přirozeně. Laplaceův operátor totiž popisuje difúzni procesy a 

gradienty Laplaceova typu tak reprezentují jevy nelokální redistribuce příslušné 

fyzikální veličiny. 

2.2. Teorie založené na Laplaceově operátoru 
Primární motivace pro použití gradientní pružnosti ve statice je odstranění singularit 

objevujících se v okolí kořene trhliny a dislokačních jader. Výsledky mnohých prací 

dokazují (Eringen 1983, Altán and Aifantis 1992, Ru and Aifantis, ad.), že právě 

užitím vhodného gradientního modelu se můžeme těchto singularit vyvarovat. 

Jednou z nejpopulárnějších teorií gradientní pružnosti je práce Aifantise a kolektivu 

z 90. let. Přestože byla jeho formulace inspirována dřívějšími studiemi gradientní 

plasticity, a nikoli elasticity s ohledem na mikrostrukturu, bylo později ukázáno (Altán 

a Aifantis 1997), že Aifantiho teorie je formálně speciálním případem Mindlinovy 

teorie. Jedná se konkrétně o variantu, kdy jsou si parametry l2 a l3 rovny. 

Aifantiho teorii je možné zapisovat v různých tvarech, přičemž jedním z nich je např. 

formulace svazující složky tenzoru napětí a jejich vyšší gradienty. Ty se objevují také 

ve starší teorii gradientní pružnosti, kterou formuloval v roce 1983 Eringen. 

V následujících odstavcích tyto dvě teorie uvedeme v chronologickém sledu a 

vš imneme si jejich odlišností. 

2.2.1 Er ingen 1983 

Eringenova práce je pravděpodobně nejvíce známa užitím integrálního typu 

nelokality. Nelokální tenzor napětí cr| je počítán z lokálního tenzoru napětí a\. 

následujícím vzorcem [6] 

představuje váhovou funkci, která je nezáporná a s rostoucí hodnotou s klesá. 

Nelokální napětí v bodě x tedy v podstatě představuje vážený průměr lokálních 

napětí všech bodů v jeho okolí. 

Eringen však formuloval také druhý tvar své teorie, ve které integrály nahradil 

gradienty. Matematické operace a aproximace chyb při transformaci integrální 

nelokality na gradientní závisí na volbě váhové funkce a. Výsledný vztah pro 

vyjádření nelokálního napětí lze vyjádřit v tomto tvaru [6] 

(1.9) 

kde lokální napětí je vyjádřeno běžným způsobem jako ^ij=Cijkiuk,i- Funkce a(s) 

o", ' <Jij,kk ~ aij ~ Cijuuk,i (1.10) 

kde l představuje parametr délky. 
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2.2.2. A i fan t i s 1992 

V 90. letech Aifantis rozšířil vztahy lineární pružnosti o Laplacián přetvoření (tj. o 

gradientní členy) následujícím způsobem [6] 

^ij=Cijkl(skl-l2sklmm) (1.11) 

Silové rovnice rovnováhy mají pak tvar 

Cm(uk,fl-l2ukJbmn) + bt=0 (1.12) 

Pro izotropní l ineárně pružný materiál cm = ASľSkl + juSikS1 + nSaS.k. Odtud je zřejmé, 

že (1.12) je speciálním př ípadem (1.7), přesněji pro l2=l3=l, jak bylo již dříve 

uvedeno. 

V navazující práci zavedli Ru a Aifantis (1993) operátorovou dekompozici {operátor 

split), prostřednictvím které rovnice 4. řádu (1.12) můžeme řešit postupně jako dvě 

nesvázané soustavy diferenciálních rovnic 2. řádu, tj. 

CyAji+b^O (1.13) 

doplněnou o 

<-l2<mm=<- (1-14) 

Je patrné, že dosazením (1.14) do (1.13) obdržíme původní rovnici (1.12). Díky užití 

této operátorové dekompozice jsme schopni nejprve určit u . a následně pak uf. 

Tento postup velmi usnadňuje analytické a numerické řešení. 

Pro porovnání obou teorií je vhodné rovnici (1.14) vyjádřit pomocí přetvoření a 

následně vynásobit konstitutivním tenzorem Cljkl, tj. 

Cykl \Skl ~l £kl,mm ) = ^ijklUk,l ' 0 - ^ 5 ) 

k d e s * =l/2(w£ř +wft). Levou stranu rovnice pak tedy můžeme vyjádřit pomocí 

nelokálních napětí jako 

Poslední uvedený vztah se do jisté míry shoduje s výsledným vztahem Eringenovy 

teorie (1.10). Rozdíl je patrný až ze silových rovnic rovnováhy (Askes a Gitman, 

2010). Z Eringenovy teorie obdržíme divergenci c | , zat ímco zA i fan tovy teorie 

divergenci c r j . 
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V podstatě to znamená, že pomocí Aifantiho teorie obdržíme &y př ímo 

z derivovaných posuvů u . , které lze použít v (1.16). Řešíme pak nezávislý systém 

rovnic (1.13) a (1.16). Oproti tomu vztah mezi posuvy a tenzorem napětí cr| 

v př ípadě Eringenovy teorie je definován diferenciální rovnicí (1.10). Spolu se 

zmíněnou divergencí pak tvoří systém sdružených rovnic, které musí být řešeny 

simultánně. 
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3. Asymptotické pole posuvů 
V následujícím textu př ipomeneme základní rovnice klasické lineární pružnosti a 

pomocí Wil l iamsovy asymptotické techniky s využit ím vlastností Airyho funkce napětí 

odvodíme asymptotické pole posuvů v okolí kořene trhliny. Totéž provedeme také 

pro případ dipolární gradientní pružnosti vycházej ící z II. varianty Mindlinovy 

gradientní teorie. 

3 . 1 . Zák ladn í rovn i ce k las ické p r u ž n o s t i 

Základní rovnice klasické pružnosti sestávají z napěťových rovnic rovnováhy, 

konstitutivních vztahů pro posuvy a přetvoření a z Hookova zákona. V případě 

rovinné deformace a s uvažováním absence vnitřních sil mají napěťové rovnice 

rovnováhy následující tvar 

5cr do 
- + -

AT 

dx dy 
0, 

da„, do 
AT yy 

dx dy 
0. (2.1) 

Složky tenzoru přetvoření e lze pomocí posuvů uq vyjádřit standardním způsobem 

jako 

dux 

s =—-, s 
" dx y dy 

l(du du 
— + 

V 
dy dx 

(2.2) 

a vztahy mezi napětím a přetvořením jsou definovány inverzním Hookovým zákonem 

ve tvaru 

1 

1 

1 
S = (7 , 

Á 

2(Á + JU) 

Á 
(2.3) 

kde Ä a (i jsou Lamého konstanty a v je Poissonovo číslo. S využit ím předchozích 

vztahů lze rovnice kompatibility z ískané z (2.2) eliminací posuvů jako 

d2sv 

-+-
dy1 dx1 

= 2-
dxdy 

(2.4) 

přepsat do tvaru 

V 2 ( ( J X C + ( J W ) = 0, (2.5) 

kde V 2 = d21 dx2 +d21 dy2 je Laplaceův operátor. Airyho funkce napětí <j> je 

def inována pomocí následujících vztahů 
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dy2 v ôxôy yy dx2 

Rovnice rovnováhy jsou tak automaticky splněny a rovnice kompatibility má tvar 

V V = V 2 V V = 0, (2.7) 

kde V 4 = d41dx4 + 2d41dx2dy2 +d4 Idy4 je biharmonický operátor 2 . 

3.1.1 . Odvozen í po le p o s u v ů 

Pole posuvů tedy vyjádříme z Airyho funkce napětí pomocí předchozích vztahů. Její 

tvar určíme užitím Wil l iamsovy asymptot ické techniky. Tato metoda spočívá 

v rozvinutí pole posuvů v asymptot ickou řadu funkcí separovaných proměnných. 

Vzhledem k charakteru úlohy je vhodné zavést polární systém souřadnic s počátkem 

v kořeni trhliny, jak je uvedeno na Obr .1 . Laplaceův operátor v polárních 

souřadnicích má tvar V 2 ( ) = d){) + r_1dr() + r~2d2

0() a transformované vztahy pro 

napětí, přetvoření a posuvy jsou uvedeny např. v [3]. 

d2(f> d2(f> 
(2.6) 

w 

r 

/ V 

O b r 1 . Zavedení polární systému souřadnic 

V blízkosti kořene trhliny lze Airyho funkci vyjádřit pomocí následující sumy jako 

CO 

n=0 
(2.8) 

kde pn je vlastní číslo a Fn(0) odpovídaj íc í vlastní funkce. Dosazením (2.8) do (2.7) 

v polárních souřadnicích dostaneme 

^ + 2(P

2

n+l)^lHpl-l)2Fn(0) = O. 
de1 

(2.9) 

2 Funkci (f) vyhovující rovnici (2.7) nazýváme biharmonická. Obdobně funkce / , která vyhovuje harmonické 

funkci V 2 / = 0 je harmonická, přičemž platí, že harmonická funkce je zároveň i biharmonická. 
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Řešení předchozí rovnice má tvar 

Fn(0) = An sm(pn +1)0 + Bn cos(p„ +1)0 + C„ ún(pn -1)0 + Dn cos(pn -1)0, (2.10) 

kde An,Bn,Cn,Dn jsou neznámé konstanty. Podél líců trhliny vyžadujeme splnění 

těchto okrajových podmínek 

CTee=aer=Q> P r 0 0 = ±JC. (2.11) 

Pro případ zatěžování v módu I je Airyho funkce pouze funkcí proměnné 0 a 

konstanty An,Cn jsou nulové. Odtud vyplývá 

CO 

<f> = ̂  rp"+1 [Bn cos(pn +1)0 + Dncos{pn - \)0\ (2.12) 
«=o 

Aplikací na definici Airyho funkce s využit ím vztahů pro posuvy a přetvoření a 

následnou integrací dostaneme výsledné řešení pro posuvy 

1 co 

ur = — J V " {-(pn +l)Fn(0) + (4-4v)Dn cos(pn-1)0}, 

(2.13) 
1 co v ' 

ue = T~S r P n {-Km + (4 - 4v)Dn sm(pn -1)0}. 
«=o 

Hodnotu vlastního čísla pn určíme z okrajových podmínek (2.11) odkud vyplývá 

Bn cos(pn + \)n + Dn cos(pn - \)n = 0, 

Bn(pn+Í)sm(pn+Í)7r + Dn(pn-Í)sm(pn-Í)7r = 0. 

Netriviální řešení této soustavy rovnic vede k charakteristické rovnici 

P n = ^ , n = 0,±l ,±2, . . . . (2.15) 

Záporné hodnoty můžeme vyloučit, neboť vedou k nekonečným posuvům v kořeni 

trhliny. Stejně tak není př ípustná hodnota n = 0, která způsobuje neomezenou 

hustotu deformační energie. Dostáváme tak 

Pn=\, n = l,2,.... (2.16) 

Dosazením vlastních hodnot do (2.14) dostaneme vzájemnou závislost mezi 

konstantami Bn a Dn. Napětí pak můžeme v polárních souřadnicích vyjádřit pro 

n = 1,2 vyjádřit jako 

l i 



D,r 

aee = D/ 

-1/2 

-1/2 

°re = D i r -1/2 

1 30 5 e 
—cos h—cos— 

4 2 4 2 
1 3(9 3 0 
—cos h—cos— 
4 2 4 2 
1 . 30 1 . 0 ' 
— sin h—sin — 
4 2 4 2 

+ 2D2 cos 26 + 2D2 +0{ťu\ 

2D2cos20 + 2D2+O(rlu), (2.17) 

2D 2 sin 20 + O(rlu) 

Pouze první členy vykazují v okolí kořene trhliny singularitu. Vzhledem k definici 

součinitele intenzity napětí módu I [3] 

K, =limV2^cr ň ň(r,0) 
r - > 0 

(2.18) 

dostáváme 

(2.19) 

Konstantní pole napětí vyjádřené pomocí konstanty D2 je označováno jako tzv. T-

napětí a souvisí s tvarem a velikostí plastické oblasti. 

3.2. D ipo lá rn í g rad ien tn í p r u ž n o s t 

Definice druhé varianty Mindlinovy teorie dipolární gradientní pružnosti vychází 

z prvního zákona termodynamiky ve tvaru [1] 

pĚ - z é +m d é 
r pq pq rpq r pq 

(2.20) 

kde dp( ) = d( )/dxp,( ) = 3 ( )/dt, p označuje hustotu materiálu, E je vnitřní energie 

vztažená na jednotku hmotnost i ,s p q =l/2(dgup +Squp) = eqp je lineární tenzor 

přetvoření, uq je vektor posunutí, rpq je tenzor si lového napětí {monopolar stress 

tensor) [Nrr f 2 ] a mrpq je tenzor momentového napětí (dipolar stress tensor) [Nrr f 1 ] . 

Protože hustotu deformační energie uvažujeme jako funkci přetvoření a jeho 

derivace, tj. w = W(spq,spqr), můžeme rpq a m vyjádřit standardním variačním 

způsobem jako 

_ dW  
T p q ^ d£„„ 

dW 
m = 

rpq 
(2.21) 

Rovnice rovnováhy, stejně jako silové (přirozené) okrajové podmínky, obdrž íme 

využit ím principu virtuální práce. Uvážíme-l i absenci vnitřních (objemových) sil, 

dostaneme [1] 

\v[rpqôspq + mrpqô(drspq)]dV = \/q

n)ôuqdS + lXfdq(Sur)dS, (2.22) 
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kde V je objem a S je povrch tělesa, tf je skutečné silové napětí (true monopolar 

traction), je skutečné momentové napětí (true dipolar traction) a n je vektor 

normály. Z výše uvedeného vztahu dostaneme následující rovnice rovnováhy 

Sp{rpq-drmrpq) = 0 na V, (2.23) 

a přirozené okrajové podmínky 

Pl")^np(Tpq-drmrpq)-Dp(nrmrpq) + (Djnj)nrnpmrpq na S, (2.24) 

K ) = n r n p m r P q na 5, (2.25) 

kde Dp() = dp()-npD() je plošný diferenciální operátor, D() = nrdr() je normálový 

diferenciální operátor, Pq(n) =tq

n) + (Drnr)npTp

n

q -DpTp

n

q je pomocné silové napětí 

(auxiliary force traction) a Rq

n ) =npTp

n

q je pomocné momentové napětí  3{auxiliary 

double force traction). 

Část plochy tělesa, na které je předepsáno vnější silové zatížení, označíme Sa a 

část, na které jsou předepsány posuvy U q a jejich derivace D{uq) označíme Su, 

přičemž platí Sa\jSu=S,Sa(]Su=0. Předepsané posuvy a jej ich derivace tvoří 

kinematické (hlavní, geometrické) okrajové podmínky. 

Tenzory monopolárního a dipolárního napětí určíme z následující podoby hustoty 

deformační energie [1] 

W = (\l2)Äsppsqq +Mspqspq +l\\l2)X(drspp)(drsqq) + l2Li(drspq)(drspq) (2.26) 

kde l2 je gradientní koeficient o rozměru [m 2 ] a X a / / jsou standardní Lamého 

konstanty o rozměru [Nm~ 2]. 

Apl ikací vztahů (2.21) dostaneme 

r « =ÄÓ

P,
£JJ + 2 ^ P q > ™rpq =l%WPq£jj +2M£pq) (2-27) 

kde ô je Kroneckerovo delta. 

3 Virtuální práci vnějšího zatížení na pravé straně rovnice (2.22) je možné vyjádřit také prostřednictvím tzv. 

pomocných momentových napětí, která pracují na normálových derivacích virtuálních posuvů, následně je 

nutné také doplnit členy ke skutečným silovým napětím, vznikne tak pomocné silové napětí. Ve výsledku je 

virtuální práce na pravé straně rov. (2.22) stejná 
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Rovnice rovnováhy (2.23) spolu s přirozenými a hlavními okrajovými podmínkami 

spolu s definicí silového a momentového napětí tvoří hlavní rovnice lineárni 

gradientní pružnosti pro izotropní materiál. 

Dosazením vztahů pro napětí do rovnic rovnováhy pak dostaneme systém rovnic pro 

pole posuvů. Jednoznačnost řešení tohoto systému je dána pozitivní definitností 

hustoty deformační energie (dokázáno v [5]), která je podmíněna následujícími 

omezeními na materiálové konstanty 

(3A + 2fi)>0,fi>0. (2.28) 

3 .2 .1 . Zák ladn í r o v n i c e d ipo la rán í g rad ien tn í p r u ž n o s t i 

V následuj ícím oddíle budou uvedeny základní rovnice pro vyjádření pole napětí a 

posuvů v okolí kořene trhliny. Pro stav rovinné deformace se těleso deformuje pouze 

v rovinně xy. Platí tedy ux=ux(x,y)^0,uy =uy(x,y)^0,uz=0. Předpokládáme, že 

zatížení působí pouze v rovině xy, máme tak 3 nezávislé složky tenzoru silového 

napětí 

T

X X = ( Ä + 2 / ' ) 5 A + Ä d y U y » Tyy = (Ä + 2 ^ y U y + XU x , Txy = y U % + Ô XU y ), (2.29) 

a 6 nezávislých složek tenzoru momentového napětí 

d 
f . v l ( / " ' i / / ) ř , " 1 " ~ r ' y J ' ' rTx' • ' v 

m

m = l2—[(A + 2/j)dxux+Aduv], mxxy = l2/j—(dux+8xu\ 

,2 S ... , , _ , _ _,2 ô 
mm = ľ —[(A + 2{i)dyuy + Adxux], myxx = l —[(A + 2/j)dxux + Adyuy], (2.30) 

lyyy = ť ^[(A + 2^)0 yli y + AÔ XU J, Myxy = l V ^ ~ (ÔyUx + Ô XU y ] 

Dosazením uvedených vztahů do rovnic rovnováhy dostáváme systém sdružených 

parciálních diferenciálních rovnic 4. řádu pro neznámé posuvy 

(1 - ľ V )[2(1 - v)dx (dxux +dyuy)-(l-2v)dy (dxuy -dyux)] = 0, 

(l-l2V2)[2(l-v)dy(dxux +dyuy) + {l-2v)dx(8xuy -dyux)] = 0, 

k d e v = A/2(A + ju) je Poissonovo číslo a V 2 =d2

x() + d2

y() je 2D Laplaceův operátor. 

Dále zavádíme pojem tzv. totálního napětí. K jeho definici v kartézském 

souřadnicovém systému uvažujeme rovinu xy = konst. s vektorem normály n = (0 ,± l ) 

. Totální napětí má pak podél této roviny tvar 
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t =Pw=z 
yx x yx 

dmyy* dmyXX 

ôx ôy ÔX 

8m*yy 8myyy 8my*y 

ÔX ôy ÔX 

(n) _ l  

y x ôx ôv ôx 
(2.32) 

yy y yy 

Totální napětí tak představují kombinaci vnitřních silových napětí a derivací vnitřních 

momentových napětí, které jsou na hranici Sa rovny předepsaným pomocným 

silovým napět ím (viz. pravá strana rovnice (2.24)). 

3.2.2. A s y m p t o t i c k é po le p o s u v ů a napět í 

Charakter pole posuvů a napětí v okolí kořene trhliny opět vyjádříme v polárních 

souřadnicích užitím Wil l iamsovy asymptotické techniky. Tenzor si lového, 

momentového a totálního napětí mají v polárních souřadnicích následující tvar [1] 

Trr =(Á + 2ju)ôrur + Ar'l(ur+ô0u0), 

t99 = (A + 2ju) r - 1 (u r + dgUg) + Adrur, (2.33) 

*re = M[r~1(Pgur-Ug) + drUg], 

mrrr=l2drrrr, m0rr =í1

r-\d6Trr -2rr0), 

mrr6 = l2drTr6, mggr = l 2 r l (deTdr + rrr -Tee), (2.34) 

mree ~ l ^KT99> meee —lr (^sTee + ^Tre )> 

,n) ôm0rr ômr0r 1 ôm00r 1 1 1 
t =Py'=T — — — m m H—m 
l0r — r r L0r ~ ~ ~ n "l0rr "lrOr ^ "l000, 

or or r do r r r 
t = p M - T

 Ôm0r0 Ômr00 1 ^000 1 „, _ 1 „ 
l00 — r r ~ L00 ~ ~ ~ n 'nr00 "l0r0 

or or r od r r 

(2.35) 

Dosazením předchozích vztahů do rovnic rovnováhy (2.23) dostáváme systém 

sdružených parciálních diferenciálních rovnic 4. řádu pro (ur,u0) 

sr-l2[V2sr-r-2sr-2r-2dgSg~] = 0, 

kde (sr,s0) jsou dány jako 

sr = 2(1 - v)ôr (ôrur + r~lô0u0 + r~lur) - (1 - 2v) r - 1 ôe (ôru0 - r - 1 ôeur + r~lu0), 

se = 2(\-v)r~xôe(ôrur+r~lôeue +r~lur) + (l-2v)ôr(ôru0 - r - 1 ô0ur + r~lu0). 

(2.36) 

(2.37) 

Vš imněme si, že pokud l2^>0, dostaneme z (2.36) rovnice klasické l ineárni 

pružnosti pro izotropní materiál v polárních souřadnicích. 

V okolí kořene trhliny, kde r - > 0 , tedy můžeme dle Wil l iamsovy techniky posuvy 

vyjádřit jako [1] 
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ur(r,6>) = r" Ur(6>), u0(r,6>) = r" U0(0), (2.38) 

+ ť B4 cos((p -1)0) + B2 cos((p +1)0) + B3 (P+ 5 8 l / )

C 0 S ( ( p _ 3)5>) 
(p-7 + 8v) 

(2.39) 

kde p je (obecně) komplexní číslo. Posuvy (ur,ug) vyhovují rovnicím rovnováhy 

(2.36), resp. (pokud ponecháme pouze dominantní singulární členy) rovnicím 

[V2sr-r-2sr-2r-2d0s0~] = O, 

[V2sd-r-2sd+2r-2ddsr~\ = 0. 

Obecné řešení předchozího systému má pak následující tvar [1] 

ur = rp [A, cos((p -1)0) + A 2 cos((p + 1)0) + A 3 cos((p -3)0)] 

+ rp [B{ sin((p -1)0) + B2 sin((p +1)0) + B3 sin((p - 3)0)], 

A 4 sm((p -1)0) - A, sm((p +1)0) - A 3 ^ f " ^ sm((p - 3)0) 
(p-7 + 8v) 

(2.40) 

kde Ab,Bb (b = 1,2,3,4) jsou neznámé konstanty korespondující s charakterem 

zatížení. Hodnotu p vyjádříme z okrajových podmínek nezatížených líců trhliny pro 

9 = ± n, kdy platí 

he (r> ± n) = °^0r (r> ± n) = 0. " W (r, ± tf) = 0, m e e e (r, ± ;r) = 0. (2.41) 

Tyto okrajové podmínky spolu s obecným vyjádřením posuvů tvoří problém vlastních 

hodnot. Pro existenci netriviálního řešení pak musí být determinant matice soustavy 

pro neznámé koeficienty \ , B h roven nule. Dostaneme tak následující 

charakteristickou rovnici pro p 

( p - l ) 4 ( p - 2 ) 2 [ l - c o s ( 4 ^ ) ] = 0 => p=-, n = 0,±l,±2,. . . (2.42) 

Vzhledem k t z v . energet ickému kritériu není možné všechny uvedené hodnoty p 

použít. Potenciální energie v malé oblasti kolem kořene trhliny je dána jako [2] 

ľľWrdrdd. 
J TTJ 0 

(2.43) 

Z definice II. varianty Mindlinovy teorie vyplývá, že hustota deformační teorie závisí 

na kvadrátu derivace přetvoření, tj. W»(dspq/dr)2 x(d2up/dr2)2 « r 2 p " 4 . Odtud 

vyplývá, že předchozí výraz konverguje tehdy a jen tehdy, je-li p > 1. 
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Poznamenejme, že p r o p = l platí dspqldr=Q a W se tak chová jako v klasické 

pružnosti. Případ p<\ vede k nekonečné potenciální energii, což je z fyzikálního 

hlediska nemožné. 

Vzhledem k symetrii zatěžování při módu I má pole posuvů následující tvar [2] 

ur =r[Cl+C3cos26] + Alr3 „ 3 / 2 0 a ( l l - 1 6 v ) 30 
(3-8v)cos —+ 3 cos— 

2 (41-32v) 2 
3/2 0 ( l l - 1 6 v ) 36» 50 

3 cos cos — 
(41-32v) 2 2 

-C 3rsin 20 + \r 3/2 (9 - 8v) sin 3 sin — 
2 (41-32v) 2 

(2.44) 

3/2 0 (13-16v) .36» . 5 0 
3 sin sin — 

(41-32v) 2 2 

kde ( C P C 3 ) jsou součinitelé intenzity pro pole nižšího řádu singularity v okolí kořene 

trhliny {amplitudě factors) a (Al,A2) jsou součinitelé intenzity dominantního členu 

řádu 3/2. První (lineární) člen uvedených rozvojů vytváří konstantní pole napětí, které 

je běžně označováno jako tzv. T-napětí. Toto napětí ovlivňuje tvar a velikost plastické 

oblasti v okolí kořene trhliny. 

Dosazením uvedených rozvojů do definovaných vztahů pro rpq,mrpq a t dospějeme 

k závěru, že tenzor momentového napětí a totální napětí vyjádřené teorií gradientní 

pružnosti vykazují větší singularitu ( r 1 / 2 , resp. r 3 / 2 ) než v případě standardní 

lineární lomové mechaniky. Vzhledem k tomu, že totální napětí nabývá záporných 

hodnot před vrcholem trhliny, uzavírání líců trhliny v porovnání s klasickou pružností 

má charakter bodu vratu. 
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4. Výpočet J-integrálu 
Pojem J-integrál zavedl v roce 1968 Rice pro analýzu stability trhlin. S jeho pomoci 

můžeme modelovat elastoplastické chování materiálu jako nelineárně elastické. 

Rozšířil tak metodologii l ineární elastické lomové mechaniky za hranice její 

použitelnosti. 

Rice ukázal, že potřebná energie k vytvoření lomové plochy jednotkové velikosti 

( / / m 2 ) je dodávána prací vnějších sil nebo částí energie napjatosti, uvolňované při 

růstu trhliny, tj. 

dU 
dS 

(3.1) 

Pracujeme-li s dipolární gradientní teorií obsahuj ící nelineární konstitutivní vztahy a 

uvažujeme-li kvazi-statické podmínky a absenci objemových sil, můžeme potenciální 

energii vyjádřit ve tvaru 

n = \w(spq,Krpq)dA~l [Pquq + RqD(uq)]dT, (3.2) 

kde A představuje plochu, kterou ohraničuje křivka r dle obrázku (Fig. 4). Ta značí 

část křivky, na níž je předepsáno silové zatížení. 

Obr.2. Lomová plocha A ohraničená křivkou r 

Virtuální přírůstek délky trhliny v její rovině vede k následující změně potenciální 

energie 

díl r dW r 
= dA-

da Í A J r da 

dun 

P a — + R a D 

q da q 

(dua\ 

^da j 
dT, (3.3) 

kde vzhledem k předepsaným homogenním kinematickým okrajovým podmínkám 

(du /da = 0, D(du /da) = 0) můžeme křivkový integrál rozšířit na celou křivku r. 

V případě, že trhlina roste, pohybuje se spolu s kořenem trhliny také systém 

souřadnic, tzn. 
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dokud dxl da = -\. Rovnice (3.3) tak změní svůj tvar na 

dU r f ÔW ÔW 
da dx da 

d A-l p, 

du„ du„ 

da dx 
D 

f duA 

y da j 
D 

fdu, > 

v ô x J 
dY. (3.5) 

Vzhledem k definici hustoty deformační energie dostaneme 

ÔW dW dspq dW dK dspq dK 
= — H — = r —— + mr —— 

da dspq da d/crpq da pq da rpq da 

kde s ohledem na princip virtuální práce platí 

ds 

^ T p q da 
dA+ ľ 

J/ 

OK 
m 

* rpq da 

du 
dA=[ Pa^LdY + f R D 

Jr i d a Jr " 

(duA 

yda j 
dY. 

Z předchozího vyplývá 

d n 
da 

f  D W JA r 
dA + 

JA Qx Jr 

dun f s o 
P +  R„ D  

q dx <7 

l Ô X J 

dY 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

Jsou-li splněny předpoklady pro užití Greenovy věty, můžeme J-integrál pro případ 

nelineární gradientní pružnosti vyjádřit v následuj ícím tvaru 

dU 
da 

Wnx-Pa^ + RD 
x q dx q 

(du^ 

v d x J 
dY=U Wdy- P - ^ + R D 

q dx q 

(du^ 

v d x J 
dY (3.9) 

Pro výpočet J-integrálu je vhodné zvolit křivku Y obdélníkového tvaru okolo kořene 

trhliny s nulovou „výškou" ve směru y a s - ^ 0 + , jak je zobrazeno na Obr.3. 

(a-s,+0) (a + s,+0) 
1 
1 

(a-s,-0) (a + s, -0) 

• X 

Obr.3. Obdélníkový tvar křivky r okolo kořene trhliny 

Díky této volbě křivky je integrál jrWdy roven nule a dostáváme tak 

í a + 

-2 lim J í 
e - > + 0 J 

l a s V 
p(n)^ + R(n)D 

q dx q 

'i 

V d x J) 
dx \. (3.10) 
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V případě rovinné deformace pro mód I jsou podél líců trhliny napětí tyx a m. 

nulová a J-integrál pak nabývá hodnoty 

o w y ( x , y = 0 + ) d\[x,y = Q+) 
7 = - 2 ää í U^= 0 +) ex + m •yyx (x,y = 0+) 

dxdy 
dx\. (3.11) 

Díky singulárnímu charakteru totálního a momentového napětí má také integrand v 

J-integrálu singulární charakter. Úplné vyjádření J-integrálu dosazením vztahů podle 

definice je uvedeno např. v [5]. Nalezneme zde také grafické porovnání J integrálu 

klasické pružnosti s J-integrálem dipolární gradientní pružnosti v závislosti na poměru 

charakteristického rozměru struktury materiálu a délky trhliny. Z grafu je patrné, že 

pro / / a - > 0 jsou si hodnoty J-integrálů rovny, zat ímco s rostoucí hodnotou IIa 
poměr JI Jdas klesá. Gradientní teorie tak ukazuje zpevňující charakter materiálu 

zohledňuj íc ího mikrostrukturu materiálu, resp. s rostoucím významem mikrostruktury 

se zmenšuje velikost hnací síly trhliny. 
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5. Řešení integrálních rovnic 
Různé okrajové problémy z oblasti fyzikálních, statických a pevnostních výpočtů 

velmi často vedou na řešení silně singulárních integrálních rovnic. Této problematice 

se poprvé věnoval Hadamard (1923), který vyvinul koncepci řešení silně singulárního 

integrálu ve smyslu jeho konečné části. Tato metoda se ukázala být velmi efektivní a 

v současné době je hojně využívána. Vedle toho je možné singulární integrály řešit 

pomocí kvadratur Gaussova typu vyvinutých Kuttem. Tyto formule však vyžadují 

f ixované integrační body, což je do jisté míry omezení obecnosti . V následujícím 

textu si tyto postupy řešení singulárních rovnic přibl ížíme 

5 . 1 . Me toda in teg rá ln í ch rovn ic 

Pro vyjádření základní myšlenky Hadamardovy koncepce uvažujme tento integrál [7] 

^ » W = í - ^ 2 - = 2 ( ^ - x ) 1 / 2 pro x<b (4.1) 

Derivací obou stran rovnice dostaneme 

d , \ \ dt 1 1 
•Mx)=-\ dx u v ' 2 J (t-x)3'2 (t-x)in (b-x) 1/2 

pro x<b (4.2) 

Z tohoto vztahu je patrné, že sQ (které je omezené) je rovno rozdílu divergentního 

integrálu a neomezeného zintegrovaného členu, který nezávisí na b. Derivaci s0 tak 

můžeme uvažovat jako konečnou část divergentního integrálu, kterou definujeme 

jako 

F.P. f dt

m=Hm 
J ( 7 - x ) 3 / 2 

dt 

Ut-xf2 (c-xf2 (b-x) 1/2 
pro x<c <b (4.3) 

V následujícím odstavci popíšeme jednoduchou techniku výpočtu integrálu ve smyslu 

konečné části. 

Integrální rovnice vznikající ve statických úlohách lomové mechaniky mají většinou 

tvar tzv. Fredholmovy integrální rovnice 

d 

jk(t,x)f(t)dt = g(t), c<x<d, (4.4) 
c 

kde git) je známá, předepsaná funkce korespondující se zat ížením líců trhliny, f(t) 

je hledaná fundamentální funkce daného problému, kterou obvykle nazýváme 

hustota, a k(t,x) je singulární jádro ve tvaru (t-x)~m. Exponent m je kladné celé 

číslo a značí stupeň singularity. Je-li m = l , nazýváme rovnici (4.4) Cauchyho 

integrální rovnicí a singulární člen vyjádříme ve smyslu Cauchyho hlavní hodnoty. 

V případě m > l hovoř íme o hypersingulární rovnici a singulární člen určíme ve 
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smyslu Hadamardovy konečné části. Interval (c,d) odpovídá délce trhliny ila-d-č) 

a vhodnou normalizací ho lze převést na (-1,1). 

Dle [9] lze singulární část jádra pomocí asymptotické analýzy oddělit od regulární 

části a Fredholmova rovnice (5.4) tak změní svůj tvar na 

d 

^[ks(t,x) + kr(t,x)]f(t)dt = g(x) pro c<x<d, (4.5) 
C 

kde ks má hypersingulární charakter a kr je funkce intergrovatelná s kvadrátem (tj. 

integrál je konečný). Hledanou hustotu f(t) uvažujeme ve tvaru 

f(t) = F(t)w(t), (4.6) 

k d e / 7 je neznámá omezená funkce a w(t) fundamentální (váhová) funkce. Při řešení 

hypersingulárních rovnic se ukázalo jako velmi efektivní aproximovat neznámou F(t) 

částečnou řadou jako 

F(t) = fiaA(t) (4.7) 
n=0 

a koeficienty an vyjádřit pomocí metody vážených reziduí. 

Aplikací (4.6) a (4.7) na (4.5) obdržíme 

Ař 

YjanGn(x) = g(x) pro a<x<b, (4.8) 
«=o 

kde 

d d 

Gn (x) = F.P. \ ks (t, x)<P„ (t)w(t)dt + \k, (t, x)<P„ (t)w(t)dt. (4.9) 
C c 

Koeficienty an vyjádříme z následujícího systému algebraických rovnic 

N d d 

Z an\ Gn( x)Vj(x)Wj(x)dx = Jg(x)y/j(x)Wj(x)dx pro j = 0,1,...,N (4.10) 
« = 0 c c 

kde \ff jsou testovací funkce (množina ortonormálních polynomů) a w. je příslušná 

váha. Funkce <f>n(t) a^. ( jc) vol íme obvykle tak, abychom využili jejich ortonormální 

charakter. Běžně užíváme tr igonometrické funkce, Legendrovy nebo Čebyševovy 

polynomy. 

Volbou Wj(x) = l a y/j(x) = S(x-xj), a užitím jednoduché kolokační metody, se 

systém (4.8) podstatně zjednoduší a můžeme jej zapsat ve tvaru 
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N 

2> n G n (x , ) = g(x,) j = 0,l,...,N 
n=0 

(4.11) 

Kolokační body můžeme volit l ibovolně, často však uvažujeme právě kořeny 

Legenderových nebo Čebyševových polynomů. V diplomové práci se ve výpočtech 

vyskytují Čebyševovy polynomy prvního a druhého druhu, které jsou definovány 

vztahy 

rr r / \ r -i, v, TT , , sin[(« + l)cos_ 1(x)] 

rn(x) = cos[?icos (x)], t /„(x)= ; — , « = 0,1,2,.... 
sin[cos (x)] 

Jejich kořeny pak jsou 

f 2k~l} f k > , , /yl H 0\ 
x =cos ;r L resp x, =cos ;r \, k = l,...,n. (4.1^) 

{ 2n J l n + lj 

Obsahuje-l i integrální rovnice pouze dominantní jádro Cauchyho nebo Hadamardova 

typu, lze řešení získat rozvojem g(x) aF(t) do vhodné řady a užitím tabulkových 

hodnot. V diplomové práci jsou užity následující vztahy [7] 

i 
\Un(t)(l-t2)\n\x-t\dt=-

2 

1/2 
n + 2 n J 

C.P.V. \ — ^ '— dt = 7rTn+1 (x), n > 0, 
Jj x - ř 

, w -1/2 (4.13) 

F . P . J " W V — ^ - ^ ř = -^-(n + l ) [ /„ (x) , n>0, 

-i (-^—0 
F p . jMIÍLí ) ^ = - ^ _ ^ ^ + n ) ř / n + 1 ( x ) - ( n 2 + 3 n + 2) ř / n _ , (* ) ] , n > l . 

-i ( x — 0 v * / 

Nutno podotknout, že v případě špatně podmíněného systému vol íme M +1 (M >N) 

testovacích funkcí y/.. Pomocí metody nejmenších čtverců určíme iV + 1 neznámých 

an ze systému M + l rovnic. 

5.2. G a u s s - Č e b y š e v o v a k v a d r a t u r a 

Existuje mnoho efektivních numerických procedur pro řešení singulárních 

integrálních rovnic obsahuj íc ích Cauchyho integrální jádra. Nejvíce rozšířenou a 

snadno implementovatelnou metodou je Gauss-Čebyševova kvadratura, kterou 

v roce 1972 vyvinuli Erdogan a Gupta. 

Princip užití této metody si ukážeme na singulární integrální rovnici ve tvaru [8] 
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1 1 1 
F(t)=-\By(s) ds, \t\<l, (4.14) 

n _i t - s 
kde F(t) je známá funkce a By neznámá hustota. Hustota se na hranicích intervalu 

chová buďto jako omezená funkce nebo může mít singulární charakter. Podle 

charakteru úlohy vyjádříme hustotu jako 

B(s) = a(s)<p(s) (4.15) 

kde (j){s) je omezená funkce a co(s) je fundamentální funkce korespondující 

s konkrétním typem chování v koncových bodech (viz T a b . 1 . [8]). V případě I se 

uvažuje singulární chování v koncových bodech intervalu, v případě II jsou funkční 

hodnoty hustoty omezené. Vztahy zbývaj ících dvou variant využi jeme tehdy, je-li 

funkce hustoty na levém, resp. pravém konci singulární a na opačném omezená. 

Případ ú){s) h 

/ (l-s 2 r 1 / 2 COS ( 
l 2N J 

f O cos n— 
l N) 

1 
i 

N 

II (l-s) + 1 / 2(l + s)- 1 / 2 cos ' li N \ 

cos 0 2(1 -Jf) II (l-s) + 1 / 2(l + s)- 1 / 2 cos 
\ 

cos 0 
2N + 1 

III ( l -5) - 1 / 2 ( l + 5)+1/2 cos 
' 2 / - r \ 

cos 0 2(1 + 5,) 
III ( l -5) - 1 / 2 ( l + 5)+1/2 cos 

v 2 ^ + 1 , 

\ 

cos 
v 2N + IJ 

0 
2N + 1 

IV (l-52)+1/2 cos r * "i 
f 

cos 
v 

2k-l ' \ 

/ 

- 1 
N + l 

IV (l-52)+1/2 cos 
f 

cos 
v 2( t f + l), 

\ 

/ 

- 1 
N + l 

T a b . 1 . Gauss-Čebyševovy formule pro Cuachyho jádra 

Podstatou užití Gauss-Čebyševovy kvadratury je převedení rovnic typu (4.14) na 

systém N-n algebraických rovnic ve tvaru 

= X > / — ^ = l - ^ - n (4.16) 

kde n je celé číslo, Wt jsou váhové funkce, s; jsou integrační body a rt jsou 

kolokační body, a jejich tvar je uvedený v Tabulce 5 . 1 . 

5.3. M e t o d y v á ž e n ý c h rez idu í 

Pro řešení okrajových problémů mechaniky typu Au = f často využíváme metody 

vážených reziduí. Hledáme přibližné řešení ú ve tvaru 

Í = É W Í ) ( 4 - 1 7 ) 

(=i 
kde úi jsou neznámé hodnoty (funkce) a ArBť jsou bázové funkce, tak, aby tzv. 

residuum 
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R=Au-f (4.18) 

nabývalo ve vybraných bodech nulové hodnoty nebo bylo alespoň minimalizováno. 

Pro stanovení hodnot úi existuje mnoho technik. V případě, kdy je reziduum skalární 

veličina a uvažujeme použití vnitřních metod 4 , se výpočet provádí pomocí podmínek 

\wih(Rv)dV = 0 i = \,2,-..,n, (4.19) 

kde h je předepsaná funkce a Wt jsou váhové funkce. Dostáváme tak systém n 

rovnic pro n neznámých koeficientů úi. 

5.3 .1 . Me toda ko lokac í 

Nejjednodušší metodou vážených reziduí je metoda kolokací. V oblasti Q vol íme n 
kolokačních bodů, h(Rv)-Rv a Wi = S(x-xi), i = í,2,...,n. Dostáváme tak 

[ Six-x^dV = 0. (4.20) 
J Cl 

S využit ím vlastnosti Diracovy delta funkce 5 je rovnice splněna tehdy a jen tehdy, 

je-li 

Rv(xi) = 0 i = \,2,...,n. (4.21) 

Speciální volbou uzlů kolokace lze tuto metodu ještě více zefektivnit. Použijeme-li 

jako uzly kolokace kořeny ortogonálních polynomů (např. Legenderovy či 

Čebyševovy polynomy) usnadníme tak některé výpočty a dosáhneme přesnějších 

výsledků. 

Jistého zjednodušení se dá dosáhnout nahrazením parametrů ůi hodnotami 

přibližného řešení v uzlových bodech kolokace £(*,.). Tyto hodnoty se pak stávají 

parametry, které je potřeba určit. 

5.3.2. Me toda n e j m e n š í c h č t v e r c ů v k o l o k a č n í c h b o d e c h 

Ukázalo se být výhodné spojit metodu nejmenších čtverců s kolokační metodou. 

Oproti předchozí metodě nevyžadujeme Rv = 0 a počet kolokačních bodů nemusí být 

roven počtu neznámých parametrů. Hodnoty úi h ledáme tak, aby byl součet kvadrátů 

(čtverců) reziduí minimální, tj. 

m 

Y,R2Axj) = min 7=1,2,. . . ,m. (4.22) 

4 V případě vnitřní metody volíme bázové funkce tak, aby splňovaly okrajové podmínky, tj. přibližné řešení ú 

splňuje okrajové podmínky pro všechny ú.. Parametry určíme tak, abychom co nejlépe aproximovali řešení 

rovnice Au = f uvnitř oblasti Cl. 
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Předpokládáme-l i přibližné řešení ve tvaru (4.17), pak 

Rv(xj) = Aa(xj)-f(xj). (4.23) 

Jestliže je A l ineární operátor, pak Rv(xj) je lineární funkcí parametru út, i =1,2,...,n. 

Nechť má tato závislost tvar 

Rv(Xj) = pTů-br 

Nutnou podmínkou pro dosažení minima kvadrátu rezidua je 

(4.24) 

_d_ 

du 
P r P ů = P r b , (4.25) 

kde P = [p^,p2,...,p^]r
 a b = [bl,b2,...,bmf. Dostáváme tak systém m l ineárních 

rovnic pro stanovení n neznámých parametrů úi. 
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6. Vlastní řešení integrálních rovnic 
V podmínkách rovinné deformace uvažujeme př ímou trhlinu délky 2a uvnitř 

nekonečné desky zat ížené dle obrázku, a nezatížené líce trhliny 

OO y 

1 í í í í j í t Í Í 1 

-a a 

1 l i i i I 11 I J 
O~o 

Obr.4. Nekonečná zat ížená deska s př ímou trhlinou 

Pro analytické řešení pole posuvů v okolí kořene trhliny zformulujeme systém 

integrálních rovnic. K formulaci využíváme Fourierovy transformace, která v našem 

případě vede k hypersingulárním integrálním rovnicím. 

Díky symetrii módu I vzhledem k rovině y=0 uvažujeme pouze horní polovinu 

prostoru ( - Q O < x < QO, y > 0). T ím je FT redukována pouze k závislosti na proměnné x 

a má následující př ímý a inverzní tvar [1] 

f,^y) = 7^fj(x>y)e'X"dx> 
Y ( 5 - 1 ) 

kde i představuje komplexní konstantu (i = (-1) 1 / 2). Aplikací FT na systém 

sdružených PDR, dostaneme systém obyčejných diferenciálních rovnic pro («* ,«* ) , 

který lze zapsat v následuj ícím kompaktním t v a r u w * ) r =(0,0) r , resp. [1] 

-[\ + ŕ(t -ď)][ď + 2 (1 - v)(š2 - d2)] -išd[l + l2(š2 -d2)] 

-išd[l + l2(š2-d2)] [l + l2{í;2-d2)M2-2{\-v){í;2-d2)} 

kde d() = d()/dy,d2() = d2()/dy2,... 

"1 "0" 

u* 0 
y 

0 
(5.2) 
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Systém homogenních diferenciálních rovnic má netriviální řešení tehdy a jen tehdy, 

je-li dctK=0, tj. ( £ 2 - d 2 ) 2 [ l + / 2 (£ 2 -d 2 ) ] 2 = 0. Uvedená rovnice má dva dvojnásobné 

kořeny d = ±\^\ a d = + [(l//2) + £ 2 ] 1 / 2 . První pár je stejný jako v klasické pružnosti, 

druhý pár už však odráží charakter gradientní pružnosti. 

Obecné řešení systému ODR má tvar [1] 

ux(š, y) = i r 1 1 £ I Q (§)e^!>' + i T ' Q ( £ ) [ y I í I - O - 4v)] e"1^ + C 4 , 

y) = C^)e-^ + C2(š) ye-|fl>'+ C^)e^. 

Pozn. v Matematice nám vyšel trošku j iný výsledek, ale uvažovali j sme (pro možnost 

dalšího porovnávání výsledků) tvar obecného řešení podle článku. 

kde = = [(l//2) + £ 2 ] 1 / 2 a Cb(£) pro b = 1,2,3,4 jsou zat ím neznámé funkce, 

které vyjádříme pomocí okrajových podmínek zadaných ke každému konkrétnímu 

případu. 

Kombinací t ransformovaného obecného řešení, Fourierovy transformace a definice 

totálního a momentového napětí můžeme tato napětí vyjádřit jako 

= 7 ^ V f {2il2j32[-^) + (2(l-v)sgn(0-y^C2(^]e y\?\ 

(2*)L 

+ 7 T - f r t 1 V ^ C 3 ( í ) - í ( 1 - v)C 4 (£)] e y P } e 
( l - 2 v ) 

(5.4) 

ř - = ^ í l { 2 ^ 2 [ H ^ i c

1 ^ ) + ( i - ^ - ^ r i ) c 2 o ^ l f l 

+ ̂ / 2 ^ [ ^ C 4 (£) - £C 3 (<f )]<T^ } d£, 

^ = ^ J l { 2 / 2 ^ 2 c

1 ^ ) - ( 2 ( 1 - ^ r | - ^ 2 ) c 2 0 ^ 1 

( l - 2 v ) 

(5.6) 

m - = ^ r j 2 i 7 2 * c

1 ^ ) - ( 3 - 2 v - ^ ^ ) c

2 ^ ) ] e ^ 1

 ( 5 7 ) 

+/?/2 K C 3 (£) + /?C 4 (£)] e"^ } e^dč,, 

kde sgn() je funkce signum. 

Vzhledem k charakteru úlohy dostáváme následující smíšené okrajové podmínky pro 

horní polorovinu (y > 0) 
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tyy(x,0) = 0, mm(x,0) = 0 pro |x| <a, (5.8) 

tyx(x,0) = 0, myyy(x,0) = 0 p ro -oo<a<oo, (5.9) 

u (x,0) = 0, Dux(x,0) = dux(x,0) = 0 pro|x|>a, (5.10) 

zat ímco podmínky regulárnosti řešení v nekonečnu jsou definovány jako 

C->*o. C=C=C=0, m - > 0 (r,p,q = x,y) pro R^cc, (5.11) 

kde R = yj(x2 + y2)1'2 je vzdálenost od počátku systému souřadnic a cr0 vyjadřuje 

konstantní normálové zatížení. 

Zadanou úlohu lze řešit superpozicí dvou oddělených úloh, kdy v první části 

uvažujeme těleso bez trhliny s okrajovými podmínkami v nekonečnu (5.11), zat ímco 

v druhé části řešíme těleso s trhlinou bez zatížení v nekonečnu. Podél líců trhliny 

však uvažujeme reakci na zatížení z první části úlohy. První okrajová podmínka má 

pak následující tvar: 

tyy(x,0) = -a0, myyx(x,0) = 0 pro|*|<a. (5-12) 

Naším úkolem je tedy vyřešit druhou část úlohy popsanou okrajovými podmínkami 

(5.9), (5.10) a (5.12). 

Pro řešení integrálních rovnic def inujeme dvě tzv. hustoty - funkce zohledňující 

kompatibil itu tělesa a okrajovou podmínku (5.10), jako [1] 

(p(x) = duy(x,0+)/dx, y/(x) = dux(x,0+)/dy. (5.13) 

Poznamenejme, že z okrajové podmínky vyplývá také p(x) = 0, y/(0) = 0 pro \x\>a. 

Dále, vzhledem ke kompatibilitě a vzhledem k symetrii problému, vyhovuj í hustoty 

také těmto vztahům 

= 0, f V ( * ) = 0, (5.14) 
J -a J -a 

Fourierova transformace hustot zapsána pomocí t ransformovaných posuvů má pak 

tento tvar 

= 0 ) , ir\& = duxtf,0)/dy, (5.15) 

kde (p(^) = (2nym\a p(t)euídt a y/*(£) = W'2 ľ y/(t)e^dt. 
J -a J -a 

Dále, využit ím transformovaných posuvů (5.3), okrajových podmínek (5.9) a definice 

transformovaných hustot (5.15), vyjádříme funkce C t (£) pomocí hustot <p(x) a y/(x) 

jako 
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Q ( ŕ ) = 
iľšiv + ľš1) ľ fa [<p(t) + y/(t)]é'?dt + - J ' ' g (p(t)é'?dt, 
{2n)V2(l-v) j - l j (2TT) 1 / 2 £' 

tf2sgn(£) 
2(2;r) 1 , z(l-v) 

iZ2£(v + Z2<f) 
(5.16) 

C4(cf): 

(2TT) (1 — V ) 

I2j3(ŕj32-v) r 

(2;r) 1 / 2 (l-v) 
j" [<p(t) + y/(t)]e^dt. 

Dosadíme-l i tyto vztahy do definice totálního a momentového napětí za predpokladu 

platnosti okrajových podmínek (5.12), dostaneme záměnou pořadí integrace 

následující systém sdružených integrálních rovnic pro funkce <p(x) a y/(x) 

lim 
y^o+ 2n 

JL 
2n 

l i m ^ 
y^o+ 2n 

ľ <p(t)Ll((x-t),y)dt+[" y/{ť)L1{{x-ť),y)dt 
J -a J -a 

ľ <p(t)L3((x-t),y)dt+ľ y/(t)Li((x-t),y)dt 
J -a J -a 

-er0 pro \x\ < a, 

• 0 pro \x\ < a. 
(5.17) 

Jádra Lh((x-t),y) jsou def inována jako 

Lb((x-t),y)=jkb(š,y)e-i^-')dš, (5.18) 

kde 

k2(š,y) 

k^,y) 

k3(š,y) 

il4j34sgn(š)(2l2e-l-y\š\) ^ 

l-v 
e ^y-il2fä 1 + 

iŕť(l + 2l2e-y\0mc-\í\y _ä2# 
l-v 

rf32\š\(l + 2l2e-y\š\)^ly ,2 

l-v 

2{l2PQ2 

l-v 
2 OÍ:\2 

1 + 

12J3 1 + 

/ 4 č 2 | č | ( 3 + 27 2£ 2-y |č|) 
l - v 

l p 1+ 

g ) 

l - v 

2(ŕpšý 
l-v 

2{l2PQ2 

l-v 

,-yfi 

(5.19) 

Poznamenejme, že pokud Z2 ̂ - 0 , z jednoduší se systém (5.17) na integrální rovnice 

totožné s klasickou pružností. 

Pomocí asymptotické analýzy lze jádra rozdělit na singulární a regulární část [1] 
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Ll((x-t),y = 0+) 

L2((x-t),y = 0+) 

(x-tf 4(x-t) 
+ Nl(x-t), 

i2r3 ľ: 
(x-ty 4(x-t) 

3 +N1(x-t), 

l y. y. \x-t\ 
L3((x-t),y = 0+) = ^ + ̂ l n J l- + N2(x-t), 
^ 2{x-tf A I 

(5.20) 

L4((x-t),y = 0+) 
2{x-tf 4 / 

• + N2{x-t), 

kde konstanty iyvy2,y3) jsou definovány vztahy 

7 - 4 v ll-Av 3 -4v 

n =-—, ľi =— . r3 
l-v l-v l-v 

(5.21) 

Regulární jádra obsahují modif ikované Besselovy funkce II. druhu a jsou definovány 

jako [1] 

N,(x-t) 
2 Í1440/ 6 72/ 4 ( 7 - 4 v ) / 2 3 -4v (l-v) K2(\x-t\/1) 

( l - v ) [ ( x - ř ) 7 (x-tf 2(x-tf S(x-t) x-t 

1 

N2(x-t) 

x-t 

2 

* T 4 ( | j t - / | / / ) 1 + -
30/ 

-K2(\x-t\/l) 
(x-t) 

240/6 18/4 ( 7 - 4 v ) / 2 3 -4v 
8 

l n ( | j c - / | / / ) 
(l-v) {(x-t)6 (x-tf 4(x-t) 

•^[2K0(\x-t\//)-K2(\x-t\/l)-2K4(\x-t\/1) + K6(\x-t\/1) 

^-ň[K2(\x-t\ll)-K()(\x-t\ll) 

(5.22) 

Dostáváme tak následující systém hypersingulárních integrálních rovnic 

i2 [ r i g g ) + r3¥(t)] d í r i [ r 2 ^ ( f ) + r 3 ^ > ( f ) ] ^ 

' ' ' -I-1 4 ( j c - ř ) ř 

0 I 1 

- pro x < 1, 

FPĹ (x-tf 

-J i [ ^ ( f ) + ^ ( f ) ] - 7 Y 1 ( a J c - a f ) J f 
2̂ -cr, 

_ . f i í 2 [ r 3 ^( ř ) + ̂ ( ř ) ] ri r 3[^(ř) + ̂ (ř)], . 
r . P.\ —— dt — I l n — ^ — a ř 

J l 2 ( x - í ) J l 4 / 

+ J i [ ^ ( f ) + ^ ( í ) ] - / V 2 ( a x - a f ) d f = 0 pro |Jc|<l, 

(5.23) 
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káep(t) = (p(at),i//(t) = y/(at),x = x/a,t=t/a a 1=11 a jsou bezrozměrné veličiny, 

které používáme pro normalizaci nad intervalem (-1,1). 

Vzhledem k asymptotické analýze v íme, že pole posuvů má charakter r3/2, kde r je 

vzdálenost od kořene trhliny. Hustoty pak můžeme vyjádřit pomocí Čebyševových 

polynomů druhého druhu jako [1] 

CO CO 

<p(Í) = ZFnUn(t)(l-t2r, V>(t)=ZGnUn(t)(l-t2)112, | / | < 1 . (5-24) 
n=0 n=0 

Vzhledem k této aproximaci lze systém (5.23) napsat v následujícím tvaru 

U ( ř ) ( l - f ) " 2 „ l ^ r , r i U (f)(l-ř2)"" 
-dt 

O-f) 4 „= 0

 J - ' (x-r) 

+ Z [ F „ + G J ô ľ ( j r ) = - — 1 - pro |x| < 1, 

„f1/2 . ( 5 - 2 5 ) 
l2 -sr^r i pí í/ (f)( l-ř 2 )" 2 „ r, n fi „ „2 ,„ U - í -
— Z +r,G — n <*+ — Z k + G . ] f ^.(Oa-ř ) I n M A 
2 J-' (Jc-ř) 4 t í J l l 

+ Ž lF„ + G J ô ľ ' (*) = 0 Pro |x |<l , 
«=0 

kde (Z? = 1,2) jsou regulární integrály def inovány jako 

QP\x) = ̂ yn(Í)<X-iy2-Ňb(ax-tfi£, b = 1,2. (5.26) 

Pro jejich vyjádření použi jeme Gauss-Čebyševovu kvadraturu, o které se zmiňujeme 

v předchozí kapitole. 

Singulární integrály počí táme ve smyslu konečných hodnot pomocí tabulkových 

hodnot. Poznamenejme také, že vzhledem k podmínce nulového rozevření trhliny 

v jej ích vrcholech, kterou musejí hustoty splňovat, jsou koeficienty F 0 a G 0 nulové. 

Dostáváme tak konečnou podobu řešeného systému 

nl 2 
co 71 ^ 

Z [ Y i K + rfin][(n2+ n)Un+l(x)-(n2 + 3n + 2)U ( * ) ] - [ r 2 F + r 3 G ] J + 1 (x) 4(1 -* )~ J 4 

+ Z K + G J ô ľ ( x ) = - ^ pro |x |<l, 

- — Z [ ^ + r , G ] ( n + W „ ( x ) + ^ Z K + G J 

00 

+ Z K + G J ô ľ ^ ) = 0 Pro |*|<1, 

(5.27) 

r + 2(x) r(x) 
n + 2 « 
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Tento systém funkcionálních rovnic řešíme metodou kolokačních bodů. Jako 

kolokační body vol íme kořeny Čebyševových polynomů ^ ( J c ) (viz. (4.12)). 

Dostáváme tak 2N+ 2 rovnic pro 2N neznámých (Fn,Gn), který vyřešíme metodou 

nejmenších čtverců. Dosazením výsledných hodnot do definice pak dostaneme 

podobu hustot q>(x) a ý/(x). Následně pak integrací vyjádříme průběhy posuvů. 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

0.0 1.0 0.4 0.6 

X 

Obr.5. Profil normal izovaného rozevření trhliny podél líců trhliny 

fM. 

0.30 

0.25 

0.20 

a<Jo 0.15 

0.10 

0.05 

0.90 0.92 0.9S 1.00 0.94 0.96 

X 

Obr.6. Profil normal izovaného rozevření trhliny v okolí kořene trhliny 

Vynesením normovaných průběhů do grafu vidíme, že hodnoty rozevření trhliny 

s rostoucím poměrem a II rostou. Docházíme tak ke stejnému závěru jako v př ípadě 

analýzy asymptot ického pole posuvů, příp. J-integrálu. S rostoucím vlivem 

mikrostruktury materiálu se více projevuje zpevňuj ící charakter. 
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Pomocí definice (2.29) lze následně vyjádřit také průběh smykového napětí. 

Obr. Průběh normovaného smykového napětí 
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7. Numerické výsledky a porovnání s MKP 
Pro řešení systému integrálních rovnic (5.25) a grafické vyjádření obdržených 

výsledků jsme zvolili výpočetní systém Mathematica 9, který je v akademické sféře i 

v oblasti výzkumu hojně využívaný. Vzhledem k náročnosti některých dílčích výpočtů 

na výpočetní zdroje (zejména při ověřování vztahů vyplývaj ících z Fourierovy 

transformace) jsme využili také možnost počítat skrze virtuální organizaci 

MetaCentrum VO, která sdružuje výpočetní a úložné kapacity hostované v různých 

institucích po celé České republice. 

V následující části stručně uvedeme implementaci výpočtu pole posuvů a smykového 

napětí v okolí kořene trhliny a výsledky vyneseme do grafů. Ty pak porovnáváme 

s numerickým modelem homogenizované keramické pěny, která je typickým 

příkladem materiálu s výrazným vlivem mikrostruktury. 

7 . 1 . Pop is p r o g r a m u a v las tn í v ý p o č e t 

Připomeňme, že hledáme pole posuvů a napětí v okolí kořene př ímé trhliny o délce 

2a.uvnitř nekonečné desky, která je na obou koncích symetricky zat ížená 

normálovým napětím o. Uvažujeme podmínky rovinné deformace, nezatížené líce 

trhliny a materiál s charakteristickým rozměrem mikrostruktury ŕ . Kartézský systém 

souřadnic je umístěn uprostřed trhliny, jak je naznačeno na obrázku (123). 

" l _ 
-I—I 

OJ 
E >. 
tu 

CJi: 

í í í í í M í 

symetrie 

er = 0,155 MPa 

/ í/ = G = 280,76MPa 

v = 0,3659 

a = 20,25 mm 

/ = 0,3 mm 

Obr.7. Geometr ie analytického modelu 

V úvodní části programu je nutno zadat velikost normálového zatížení a [MPa], 

smykový modul pružnosti / /[MPa], Poissonovo číslo v [ - ] , velikost trhliny a [mm] a 

charakteristický rozměr mikrostruktury /[mm]. V rámci programu počí táme 

s normalizovanými proměnnými x = x/a, c = l21a2,(p = (p{ax),\j/ = y/(ax). 
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Pro výpočet systému integrálních rovnic (5.27) musíme nejprve definovat Gauss-

Čebyševovu kvadraturu pro výpočet regulárních jader N1,N2. Vzhledem k tomu, že 

Mathematica neobsahuje algoritmus pro výpočet integrálů ve smyslu Hadamardovy 

konečné části, j sme nuceni pro výpočet singulárních integrálů použít tabulkových 

hodnot (4.13). Výpočet Cauchyho integrálu v jádru softwaru naprogramovaný sice je, 

z důvodu zachování kompatibil ity s ostatními výrazy použi jeme i v těchto př ípadech 

hodnot tabulkových. Po definici základního systému integrálních rovnic následuje 

transformace do maticového tvaru, který je vyžadován při řešení problému pomocí 

metody nejmenších čtverců. 

Po získání koeficientů Fi,Gi můžeme vyjádřit hustoty qj(x) a ý/(x), a z druhé 

jmenované podle definice vyjádřit normalizované pole posuvů po celé délce trhliny 

integrací a následným normování pomocí napětí a ° . 

0.2 0.4 „ 0.6 0.8 1.0 
X 

Obr.8. Průběh normovaného rozevření podél horního líce trhliny 

X 

Obr.9. Průběh normovaného rozevření v okolí kořene 
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Průběh smykového napětí z ískáme z definice (2.29) a následným normováním 

normálovým napět ím jako 

-1 .0 L 

Obr.10. Průběh normovaného smykového napětí 

7.2. N u m e r i c k ý v ý p o č e t 

Pro porovnání použi jeme numerický model keramické pěny vytvořený na ÚMTMB. 

Materiálové konstanty jsou shodné s konstantami zadanými pro analytický výpočet. 

Rozdí lná je však geometrie a charakter okrajových podmínek. Zat ímco v analytickém 

výpočtu uvažujeme nekonečnou desku, v případě numerického výpočtu pracujeme 

s deskou konečných rozměrů na koncích vetknutou a oproti analyt ickému řešení 

zat íženou deformačně. 
y 

DOF UX=0, UY=0.05 mm 

/ í/ = G = 280,76MPa 
v = 0,3659 
LI = 20,25 mm 
L2 = 250 mm 
L3 = 100mm 
/ = 0,3 mm 

• x 

l í t í T T T T T 

L 3 

Obr .11 . Geometr ie numerického modelu 
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volná ZS. 
lomová plocha DOF UY=0 

ROTX, ROTZ=0 

Obr.12. Detail okrajových podmínek v kořeni trhliny 

Hodnota zatížení, se kterým v analytickém výpočtu pracujeme, odpovídá 

normálovému zatížení odečtenému v dostatečné vzdálenosti od trhliny i od místa 

vetknutí numerického modelu. Vynesením hodnot posuvů a smykového napětí 

v těsné blízkosti trhliny a následnou normalizací dostáváme tyto průběhy 

0.35 r 

0.30 , 

0.25 

Obr.14. Průběh normovaného rozevření 
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7.3. Po rovnán í v ý s l e d k ů 

0.5 r 

0.4 -

Obr.15. Detail normovaného rozevření v okolí kořene trhliny 

X 

Obr.16. Detail normovaného smykového napětí v okolí kořene trhliny 
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8. Diskuze a závěr 
V rešeršní části jsou uvedeny základní druhy gradientní teorie pružnosti a pro II. 

variantu Mindlinovy dipolarní gradientní pružnosti byly odvozeny základní rovnice pro 

posuvy, přetvoření a silové a momentové napětí. Následně byl definován systém 

singulárních integrálních rovnic, jehož řešením bylo možné vyjádřit pole posuvů a 

následně smykového napětí v okolí kořene trhliny. 

V případě vyjádření profilu rozevření trhliny se výsledky prakticky shodují s výsledky 

uvedenými v [ 1 ] , odkud byl systém singulárních integrálních rovnic odvozen a 

odpovídá také teoretickým předpokladům plynoucích z analýzy asymptot ického pole 

posuvů a formulace J-integrálu. Totéž však nelze říci o z ískaném průběhu 

smykového napětí, kdy si neodpovídá ampli tuda. Na druhé straně, pro rozměr 

mikrostruktury / jdoucí k nule by predikce gradientní pružnosti měly odpovídat 

predikcím klasické pružnosti, tj. smykové napětí podél osy x je v případě klasické 

pružnosti nulové. Z tohoto hlediska výsledky uvedené v přeložené diplomové práci 

splňují tento požadavek. 

Nesrovnalosti jsou zřejmé také z porovnání analytického modelu s numerickým, kdy 

není dosaženo požadované přesnosti. Nicméně je nutné zdůraznit tři okolnosti: 1) 

MKP řešení bylo z ískáno na relativně malém vzorku, 2) při MKP modelování vzorek 

byl zatěžován deformačně a ne silově, 3) MKP řešení bylo z ískáno pomocí speciální 

iterační procedury, viz [11], která explicitně neobsahuje mikrostrukturní parametr I, 

nýbrž přírůstek tohoto parametru, který vstupuje do iterační procedury a počet kroků 

se nastavuje na základě dosažení polohy inflexního bodu profilu líců otevřené trhliny. 

Předložené semianalytické řešení tak může poskytnout užitečný nástroj pro 

nastavení počtu kroků procedury při výpočtovém modelování trhliny v 

homogenizovaných pěnových strukturách. 
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Príloha c. 1 
(*===DIPLOMOVY PROJEKT - Bc. Jaromir Klepac===*) 
(*===Aplikace gradientni pružnosti v problémech lomové mechaniky===*) 
(*===Ustav mechaniky teles,mechatroniky a biomechaniky===*) 
(*===30.5.2014===*) 

Clea r A l l [ " G l o b a l ' * " ] ; 
basedirname = NotebookDirectory[]; 
SetDirectory[basedirname]; 
<< PlotLegends' 
(* = = = ==Constants= = = ==*) 
(«normal stress [MPa]*) 

a = 0.155; 
(*Poisson's r a t i o [-]*) 

v = 0.3659; 
(•Cellular length [mm]*) 
1=0.3; 
(*Crack length [mm]*) 
a = 20.25; 
(*Shear modulus G [MPa]*) 
ix = 280.76; 

(*number of coll.points*) 
n = 40; 
(*nuber of integr.point for Gauss-Cheby*) 
p = 40; 

y l = (7 - 4 * v ) / (1 - v ) ; 

y2 = (11 - 4 * v ) / (1 - v ) ; 

Y3 = (3-4 * v ) / (1- v ) ; 

c = (1 A2) / a A 2 ; 

(* = = = ==Collocation points= = = ==*) 
t = Table [N [Cos [ ( (2 * i - 1) * 7r) / (2 * (n + 1) ) ] ] , {i, 1, n+1}]; 
(* = = = ==Integration points= = = ==*) 
s = Table [N [Cos [ T T * j / (n + 1) ] ] , { j , 1, p} ] ; 
(* = = = ==Weight functions = = = ==*) 
w = T a b l e [ N [ ( l - s [ [ j ] ] A 2 ) / (n+1)], {j, 1, p}]; 

(*=====Regular parts=====*) 
Nl[k_, t_] := - 2 / (1 - v ) * ( (1440 * c A 3 ) / ( (k - t ) A7) -

(72 * c A 2 ) / ( (k - t) A5) + ( (7 - 4 * v ) * c) / (2 * ( k - t ) A3) - (3 - 4 * v ) / (8 * ( k - t ) ) -
( (1 - v ) *BesselK[2, Abs [k - t] / Sqrt [c] ] ) / (k - t) - 1 / (k - t) * ( 

BesselK[4, Abs [k - t] / Sqrt [c] ] * (1 + (30 * c) / ( (k - t) A2) ) -
BesselK[2, Abs [ k - t ] / Sqrt [c]])) 

N2[k_, t_] : = - 2 / ( l - v ) * a * ( 
(240 * c A 3 ) / ( ( k - t ) A6) - (18 * c A 2 ) / ( (k - t) A4) + 
( (7 - 4 * v ) * c) / (4 * (k - t) A2) + ( (3 - 4 * v ) * LogfAbs [k - t] / Sqrt [c] ]) / 8 - (1 / 16) * ( 
2 *BesselK[0, Abs [ k - t ] / Sqrt [c] ] -BesselK[2, Abs [ k - t ] / Sqrt [c]] -
2 *BesselK[4, Abs [k - t] / Sqrt [c] ] + BesselK[6, Abs [k - t] / Sqrt [c] ] ) -

(1 - v ) / 2 * (BesselK[2, Abs [k - t] / Sqrt [c] ] - BesselK[0, Abs [k - t] / Sqrt [c] ] ) ) 
(* = = = ==Gaus s-Cheby Quadrature= = = ==*) 
Q l [ i _ , k_] := Sum[ChebyshevU[i, k] * w[ [ j] ] * Nl [k, s [ [ j] ] ] , {j, 1, p}] 
Q2[i_, k_] := Sum[ChebyshevU[i, k] * w[ [ j] ] * N2 [k, s [ [ j] ] ] , {j, 1, p}] 
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(* Integral equations *) 
rcel[x_] := - (7T* c) / (4 * (1 - x A 2 ) ) * 

Sum [ ( y l * F [ j ] + y3 * G [ j ] ) * ( ( j A 2 + j) * ChebyshevU [ j + 1, x] -
( j A 2 + 3 * j + 2) * ChebyshevU [ j - 1, x] ) , { j , 1, n}] -

( T T/ 4) * Sum[ (y2 * F [ j ] + y3 * G [ j ] ) * ChebyshevT [ j + 1, x ] , { j , 1, n}] + 
Sum[(F[j] + G [ j ] ) * Q l [ j , x ] , { j , 1, n}]; 

rce2 [x_] : = - ( 7 T * c / 2 ) * Sum [ (y3 * F [ j ] + y l * G [ j ] ) * ( j + 1) * ChebyshevU [ j , x] , 
{j , 1, n}] + (7T*y3 / 8) * 

Sum [ ( F [ j ] + G [ j ] ) * (ChebyshevT [ j + 2, x] / ( j + 2 ) - ChebyshevT [ j , x] / j) , 
{j , 1, n}] +Sum[(F[j] + G [ j ] ) * Q 2 [ j , x] , { j , 1, n}]; 

(* = = = ==System of equations with c o l l o c a t i o n method= = = == *) 
EQsysteml = Table [reel [t [ [i] ] ] == - (2 * 7r * a) I \x, {i, 1, n + 1} ]; 
EQsystem2 = Table [rce2 [t [ [i] ] ] ==0, {i, 1, n + 1}]; 

(*=====Transformation to Matrix form=====*) 

Normal[CoefficientArrays[EQsysteml, Flatten[Table[{F[j], G[j]}, {j, 1, n}]]]][[2]]; 
b l = Normal[CoefficientArrays[EQsysteml, Flatten[Table[{F[j], G[j]}, {j, 1, n}]]]][[ 

i ] ] ; 
m2 = Normal[CoefficientArrays[EQsystem2, Flatten[Table[{F[j], G[j]}, {j, 1, n}]]]][[ 

2]]; 
b2 = Normal[CoefficientArrays[EQsystem2, Flatten[Table[{F[j], G[j]}, {j, 1, n}]]]][[ 

i ] ] ; 
b = J o i n [ b l , b2] ; 
m = Join [ml, m2] ; 
(* = = = ==Evaluation with Least square method =====*) 
xx = LeastSquares[m, b] ; 
F = Table [xx [ [i] ] , {i, 1, 2 * n, 2}]; 
G = Table [xx [ [i] ] , {i, 2, 2 * n, 2}]; 

(* = = = ==Densities Plot = = = ==*) 
Fi[x_] := Sum[F[ [ j] ] * ChebyshevU [ j , x] * Sqrt [1 - x A2] , {j, 1, n}]; 
P l o t [ F i [ x ] , {x, -1, 1}]; 
Psi[x_] := Sum[G[ [ j] ] * ChebyshevU[ j , x] * Sqrt [1 - x A2] , {j, 1, n}]; 
P l o t [ P s i [ x ] , {x, -1, 1}]; 
(* = = = ==Monopolar stress - tenzor z_xy normalized plot=====*) 
S12 = Table [{x, - (Psi[x] + F i [x]) * ix A 2 / a} , {x, 0.6, 1, 0.0005}] ; 
ListLinePlot[S12, PlotRange -> {{0.9, 1}, {0.01, -1}}] 

0.01 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

ml = 

- 0 . 8 

- 0 . 6 

- 0 . 2 

- 0 . 4 -

0.9: 

- 1 . 0 
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(* = = = ==Displacement - normalized plot = = = ==*) 
UY = Table [{b, Integrate [Psi [x] , {x, -1, b} ] * ii I a}, {b, 0, 1, 0.05}]; 
ListLinePlot[UY] 

(* = = = ==Detail = = = ==*) 
UUY = Table [{b. Integrate [Psi [x] , {x, - 1, b} ] * \x I a) , {b, 0.90, 1, 0.005}]; 
ListLinePlot[UUY] 

0.25 

0.20 

0.15 

0.10 

0.05 

0.92 0.94 0.96 0.98 1.00 

(* = = = ==Export to f i l e = = = ==*) 
(*Export["S12-50.dat",S12, "Data"] ; 
Export["U22-50.dat",UY,"Data"]; 
Export["UUY-50.dat",UUY,"Data"] ; *) 
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(* = = = ==Comparison with MKP results=====*) 
(* 

a=0.155; 
v=0.3659; 
11 = 2 8 0 . 1 6 ; 

a=20.25; 
1=0.3; 
*) 

U22N= Import["U22-N.dat", "Data"]; 
S12N= Import["S12-N.dat", "Data"]; 

(* = = = ==MKP monopolar stress - tenzor z_xy normalized p l o t = = = ==*) 
S12NormX = Table [S12N[ [ i , 1]] / a, {i, 1, Length [S12N] }] ; 
S12NormY = Table[S12N[[i, 2]] / a, {i, 1, Length[S12N]}] ; 
S12Norm= Table[{S12NormX[[i]] , S12NormY[[i]]}, {i, 1, Length[S12N]}] ; 
ListLinePlot[S12Norm, PlotRange -» {{0.90, 1}, {0, -3}}] 

- 3 . 0 L 
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(* = = = ==MKP displacement - normalized plot = = = ==*) 
U22NormX = Table [U22N[ [ i , 1]] /a, {i, 1, Length [U22N] }] ; 
U22NormY = Table [U22N[ [ i , 2]] * ix / ( a * a ) , {i, 1, Length [U22N] }] ; 
U22Norm= Table[{U22NormX[[i]], U22NormY[[i]]}, {i, 1, Length[U22N]}]; 
ListLinePlot[U22Norm, PlotRange -» { { 0, 1}, {0, 0.8}}] 
ListLinePlot[U22Norm, PlotRange-* {{0.9, 1}, {0, 0.35}}] 
0.8 r 
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(*====ComparePlots====*) 
(*shear stress*) 
ListLinePlot[{S12Norm, S12}, PlotLegend-» {"MKP", "Analytical"}, 
LegendPosition -» {-0.5, -0.5}, PlotRange-» {{0, 1.01}, {0, -3}}] 

ListLinePlot[{S12Norm, S12}, PlotLegend-* {"MKP", "Analytical"}, 
LegendPosition-* {-0.5, -0.5}, PlotRange -» {{0.835, 1.01}, {0, -3}}] 

0.2 0.4 O.d 0.8 

Analytical 
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(*displacement*) 
ListLinePlot[{U22Norm, UY}, PlotLegend -» {"MKP", "Analytical"}, 
LegendPosition -» {0.1, 0.1}, PlotRange-» {{0, 1}, {0, 1}}] 

ListLinePlot[{U22Norm, UUY}, PlotLegend-* {"MKP", "Analytical"}, 
LegendPosition-* {0.1, 0.1}, PlotRange -» {{0.90, 1}, {0, 0.5}}] 

0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00 


