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Abstrakt

Predkladana diplomova prace se zabyva aplikaci gradientni pruznosti na problémy
lomové mechaniky. Konkrétné jde o analytické vyjadreni pole posuvl a nasledné
pole napéti v okoli kofene trhliny. Uvazuje se pfitom vliv mikrostruktury materialu.
Uvodni kapitoly jsou v&novany struénému historickému prehledu gradientnich
modelt a definici zakladnich rovnic gradientni dipolarni pruznosti odvozené z II.
varianty Mindlinovy gradientni teorie. Pro srovnani jsou uvedeny také vztahy
z klasické pruznosti. Nasleduje odvozeni asymptotického pole posuvl uzitim
Williamsovy asymptotické techniky. Pro pfipad gradientni pruznosti je uveden také
vypocet J-integralu. Vzhledem k singularnimu charakteru problému jsou zminény
metody feSeni singularnich integralnich rovnic, ke kterym vede matematicka
formulace problému ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty a Hadamardovy konec¢né
casti. Pro vypocet slozitého regularniho jadra, je zde uvedena rovnéz Gauss-
Ceby$evova kvadratura. V praci jsou uvedeny také metody pfiblizného Feseni
systémU integralnich rovnic. Jedna se o metody vazenych rezidui, zejména o pak
metodu nejmensich &tvercu v kolokaénich bodech. V hlavni ¢asti prace je odvozen
s vyuzitim Fourierovy transformace systém integralnich rovnic pro nekonecnou
desku s pfimou vnitini trhlinou zatizenou v nekonecnu tahovym napétim. Tento
systém je nasledné numericky feSen v softwaru Mathematica a vysledky jsou
porovnany s kone¢né prvkovym modelem keramické pény.

Summary

The presented master’s thesis deals with the application of the gradient elasticity
in fracture mechanics problems. Specifically, the displacement and stress field
around the crack tip is a matter of interest. The influence of a material
microstructure is considered. Introductory chapters are devoted to a brief historical
overview of gradient models and definition of basic equations of dipolar gradient
elasticity derived from Mindlin gradient theory form Il. For comparison, relations of
classical elasticity are introduced. Then a derivation of asymptotic displacement
field using the Williams asymptotic technique follows. In the case of gradient
elasticity, also the calculation of the J-integral is included. The mathematical
formulation is reduced due to the singular nature of the problem to singular integral
equations. The methods for solving integral equations in Cauchy principal value
and Hadamard finite part sense are briefly introduced. For the evaluation of
regular kernel, a Gauss-Chebyshev quadrature is used. There also mentioned
approximate methods for solving systems of integral equations such as the
weighted residual method, especially the least square method with collocation
points. In the main part of the thesis the system of integral equations is derived
using the Fourier transform for straight crack in an infinite body. This system is
then solved numerically in the software Mathematica and the results are compared
with the finite element model of ceramic foam.
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1. Uvod

Klasické teorie mechaniky, jako jsou linearni a nelinedrni pruznost a plasticita, jsou
uplatfiovany v Sirokém spektru zakladnich problémU z oblasti civilniho, chemického,
mechanického, materialového i fyzikalniho inzenyrstvi. Tyto teorie byly vyvinuty pro
postizeni zmén a procesu rozeznatelnych pouhym okem. V soucasné dobé se vSak
stale Castéji setkavame s problémy na mikroskopické ¢i atomové urovni, kde klasické
teorie ve srovnani s experimentem prestavaji plné vyhovovat, nebot’ neuvazuji vliv
mikrostruktury materialu.

Materialem, u kterého velmi zalezi na velikosti vnitfni struktury, jsou napfiklad
keramické pény (bunécné materidly obecné). Diky své nizké hustoté, resp.
hmotnosti, a své teplené vodivosti maji své uplatnéni vradé aplikaci. Vzhledem
k tomu, ze jsou zaroven velmi nachylné na kiehky lom, je v naSem zajmu jejich
lomové vlastnosti zkoumat. Jednou z teorii, ktera dobre postihuje chovani téchto
materiall, je gradientni teorie pruznosti s definovanou charakteristickou velikosti
bunky. V diplomové praci se obecné zaméfim na material s vyznamnym vlivem
mikrostruktury, kterou definujeme charakteristickym rozmérem 1.

V Uvodni ¢&asti jsou uvedeny ruzné typy gradientnich teorii, z nichz pro popis
lomového chovani je vybrana 2. variantu Mindlinovy gradientni teorie. Z ni jsou
odvozeny zakladni rovnice a uzitim Williamsovy asymptotické techniky vyjadreny
pole posuvl v okoli kofene trhliny. S vyuzitim Fourierovy transformace je sestaven
systém sdruzenych integralnich rovnic. Zavedenim tzv. ,hustot® v analogii
s hustotami pouzivanymi v metodé spojité rozdélenych dislokaci a jejich vyjadrenim
pomoci CebySevovych polynomd, Ize singularni integralni rovnice fesit ve smyslu
Cauchyho hlavni hodnoty, resp. Hadamardovy kone¢né c&asti. Obdrzena soustava
funkcionalnich rovnic se feSi metodou nejmensSich ¢Etverct v kolokaénich bodech.
Implementaci problému v softwaru Mathematica ziskame vysledné prabéhy posuvl a
smykového napéti podél lica trhliny. Tyto vysledky jsou v zavéreéné kapitole
porovnany s vysledky numerického feseni MKP modelu keramické pény.



2. Historicky piehled gradientnich modelt

Snahy o zachyceni vlivu mikrostruktury materialu v ramci mechaniky kontinua
pomoci gradientnich ¢lenu vyssiho fadu se objevily jiz v poloviné 19. stoleti. Cauchy
(1850) tehdy v rovnicich kontinua pouzil vy$si parcialni derivace pro lepSi aproximaci
chovani diskrétniho sitového modelu. Velikost zakladniho elementarniho objemu se
v rovnicich objevuje jako pfidany konstitutivni parametr.

Tyto pocatecni snahy nebyly matematicky zcela korektni, fyzikalni podstatu vSak
dokéazaly dobfe postihnout. O néco pozdéji vypracoval Voight (1887) rozsahly popis
kinematiky deformace, zakonu zachovani a konstitutivnich vztaht diskrétnino modelu
pro material s krystalickou strukturou. Obsahoval molekularni rotace, posuvy a
prislusné sdruzené sily'. Vysledné diferencidlni rovnice véak byly sloZité a k feseni
daného okrajového problému bylo potfeba nékolika pfedpokladi omezujicich
obecnost.

Pocatkem 20. stoleti tuto tematiku rozsifili svou praci bratfi Cosseratovi (1909).
Doplnili kinematiku deformace materialu o trojrozmérné rovnice kontinua obsahujici 3
slozky posunuti a 3 mikrorotace, a zahrnujici také momentova napéti (couple
stresses), které jsou sdruzena s mikrorotacemi, v pohybovych rovnicich.

Vyraznéji se k tomuto tématu vyzkum vraci pak az v 60. letech 20. stoleti. Soucasné
vychazeji publikace autorl jak vychodni (Aero a Kuvschinskii 1961, Palmov 1964,
Kunin 1966), tak zapadni Skoly (Toupin 1962, 1964, Mindlin a Tiersen 1962, Mindlin
1964, 1965, ad.). Jedna se prevazne o prace rozvijejici Cosseratovu teorii, prfipadné
teorie zavadejici momentova napéti.

Druhého znovuzrozeni dosahuje gradientni pruznost v 80. letech. Eringen tehdy
odvodil jednoduchou teorii gradientni napjatosti ze své integralni nelokalni teorie
(Eringen 1983). Vedle néj inspirovan svou teorii plasticity (Aifantis 1984) formuloval
Aifantis a kol. teorii gradientni pruznosti pro kone¢né deformace (Triantafyllidis a
Aifantis, 1986) a infinitesimalni deformace (Aifantis 1992, Altan a Aifantis 1992, Ru a
Aifantis 1993).

Ve srovnani s teoriemi z 60. let jsou tyto modely jednodussi a obsahuji méné ¢lend
vysSich fadd. To se projevilo mensim poétem konstitutivnich parametrd, které je
nutné pro uziti dané teorie experimentalné urcit. Zasadnim principem pfi jejich
formulaci tedy bylo zahrnout pouze ty €leny vysSich derivaci, které jsou skutecné
potiebné pro postihnuti fyzikalniho charakteru materialu/ulohy.

S nastupem vykonné vypocetni techniky se téma gradientni pruznosti opét stava
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1999, Amanatidou a Aravas 2002, Papanicopulos a kol. 2009), tak o rozpracovani
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Sdruzené sily konaji virtualni praci na pFislusnych virtualnich zméndach kinematickych velicin



jednodussi Aifantiho teorie do koneénych prvkl (Tenek a Aifantis 2002, Askes a kol.
2008, Askes a Gitman 2009).

2.1. Mindlinova teorie

V roce 1964 prezentoval Mindlin svou teorii pruznosti s uvazovanim mikrostruktury
materialu. RozliSuje pfi tom veliCiny na makroskopické a mikroskopické urovni.
Hustota kinetické energie (kinetic energy density) T, stejné jako hustota deformacni
energie (deformation energy density) U jsou pak zavedeny uzitim obou druhl veli€in
jako [6]

|
T:Epuiui—l—gplll//ijl//ij, (1.1)

1 1
U =3 2 Cljklg 8 +—- 2 Bljkl]/ljykl +—= A}klmn lijlmn + Dijklmj/inklm + F;jklm ijk

Em TGy Vii€u (1.2)

kde u.e,.y,.7, @ x; jsou makroskopické posuvy a pretvoreni, mikroskopické

deformace, relativni deformace a gradient mikroskopické deformace (macroscopic
displacement and strain, microscopic deformation, relative deformation, gradient of
the microscopic deformation).

Makroskopické pretvoreni je definovano standardné jako &, :1/2(141.,1. +uj,i), relativni
deformace jako y, =u,, -y, a gradient mikroskopické deformace jako «, =y, .-
Symbolem p oznacCujeme hustotu materialu a [/, predstavuje charakteristicky rozmér
D. . F

mikrostruktury materialu. Konstitutivni tenzory C,,,B;,.A, > Ean @ Gy

ijklmn °
obsahuji celkem 1764 konstant, z nichz 903 je vzajemné nezavislych. Pro izotropni
materidl je pocet nezavislych elastickych koeficientd redukovan na 18. S jejich
pomoci Ize pak hustotu deformacni energie napsat ve tvaru [6]

1
_b37/ij7ji +817i€ +g2(7ij +7/ji)8ij

1
_b27ij7ij + >

_1 1
ﬂss +pg e, +— b17ii7jj+2

i jj 2

+ al Kuk kjj

taK, Kk (1.3)

ik "™ jkj += 2 aSKuk Jik += 2 a4Kl]] ikk +a5Kl]] kik += 2 aSKllek]k

1 1 1
+ 0Ky K g T 0K Ky =0, K Ky +— 0K K

ijk "™ jki 2 ijk " ijk 2 ijk ™™ jik 2 ijk ™ kji

1
+= 2 alOKl]k ijk

kde 1 a u jsou Lamého konstanty.

Abychom mohli uvedeny vztah vyuZzit v praxi, je nejprve potifeba tyto konstanty
pfesné urCit (napf. pomoci experimentu), coz neni jednoduché. Mindlin proto
formuloval také jednodussi verzi své teorie, kdy vyjadril hustotu deformacni energie
pouze pomoci makroskopickych posuvl. RozliSuje tfi varianty, které se liSi
vzajemnym vztahem mezi makroskopickym posuvem u, a gradientem mikroskopicke

deformace «,, .



Varianta | K. =

; 1
Variantall  «, =¢,, = > (uku tu, lk)

Varianta Il makroskopicka deformace je rozdélena do dvou casti, a to gradientni

makroskopické rotace ;(ij—;e u (kde ¢, je Levi-Civitiv

Jlm ™ mil jlm

permutacni tenzor) a symetricke casti 2. gradientu

makroskopickych posuvl &, =1/3(u,, +u,, +u, ).

Bez ohledu na teoretickou odliSnost téchto variant je pohybova rovnice pro vSechny
tfi pfipady identicka, a to i v pfipadé vyjadreni pomoci napéti.

V diplomové praci se vSak zaméfime na druhou variantu Mindlinovy teorie. Po
drobnych upravach Ize hustotu deformacni a kinetické energie psat ve tvaru

/18118]] +lugij8ij + al lkl Ji-k + a28]] lgkkl +a3 ik,i ]k J +a4 Jk,i ]k i + a58]k 181] k (1 4)
7] L i 15
_Epuu+2pl ljlj ()
a pohybovou rovnici pak odvodit jako [6]
4a, +4a, +3a, +2a, +3a a,+2a,+a
(A+p)u,;+ pu, y —— : 23 * T 24 1 g+ 0, (1.6)

= p(U,~17 i, ;)
kde b; je hustota objemovych sil.

Pfedchozi vztah pak obsahuje jen 6 parametrl (1 hmotnostni, 5 elastickych).
Vhodnou Upravou Ize pocet parametri dale redukovat na 3 (/,[,,1,) a pohybovou

rovnici psat ve tvaru

ok ol ok
A+ 1= — |u, +u| 1= u, . +b =p|l1-1 i 1.7
( u)( 8xk] ﬂ[ 8xk] p[ &J, (1.7)
kde
[ = 4a, +4a, +3a, +2a, +3a, = a, +2a, +a (1.8)
? 2(l+,u) © 21

Z tohoto zapisu je zfejme, ze parametry (/,,1,,1;) maji rozmer délky a ze vSechny
Cleny vy$siho fadu jsou definovany jako Laplacian veli€in nizsiho fadu. Toto plati jak
pro Cleny souvisejici s tuhosti materialu, tak pro €leny souvisejici se setrvacnosti
materialu.



Poznamenejme, ze gradienty Laplaceova typu se pfi aplikaci gradientni teorie
objevuji zcela pfirozené. Laplacelv operator totiz popisuje difGzni procesy a
gradienty Laplaceova typu tak reprezentuji jevy nelokalni redistribuce prislusné
fyzikalni veliciny.

2.2. Teorie zalozené na Laplaceové operatoru

Primarni motivace pro pouziti gradientni pruznosti ve statice je odstranéni singularit
objevujicich se v okoli kofene trhliny a dislokacnich jader. Vysledky mnohych praci
dokazuji (Eringen 1983, Altan and Aifantis 1992, Ru and Aifantis, ad.), ze pravé
uzitim vhodného gradientniho modelu se mUzeme téchto singularit vyvarovat.

Jednou z nejpopularnéjSich teorii gradientni pruznosti je prace Aifantise a kolektivu
plasticity, a nikoli elasticity s ohledem na mikrostrukturu, bylo pozdéji ukazano (Altan
a Aifantis 1997), ze Aifantiho teorie je formalné specialnim pfipadem Mindlinovy
teorie. Jedna se konkrétné o variantu, kdy jsou si parametry [, a l; rovny.

Aifantiho teorii je mozné zapisovat v rlznych tvarech, pfi¢emz jednim z nich je napf.
formulace svazujici slozky tenzoru napéti a jejich vyssi gradienty. Ty se objevuji také
ve starSi teorii gradientni pruznosti, kterou formuloval vroce 1983 Eringen.
V nasledujicich odstavcich tyto dvé teorie uvedeme v chronologickém sledu a
vS§imneme si jejich odli§nosti.

2.2.1 Eringen 1983

Eringenova prace je pravdépodobné nejvice znama uzitim integralniho typu
nelokality. Nelokalni tenzor napéti o je pocCitan zlokalniho tenzoru napeéti o

nasledujicim vzorcem [6]

oi(x)=[ a(s)oy(x+s)dv (1.9)

ij
kde lokalni napéti je vyjadfeno béznym zplUsobem jako o) =C,u,,. Funkce o(s)
predstavuje vahovou funkci, ktera je nezapornd a srostouci hodnotou s klesa.
Nelokalni napéti v bodé x tedy v podstaté predstavuje vazeny pramér lokalnich
napéti vsech bodu v jeho okoli.

Eringen vSak formuloval také druhy tvar své teorie, ve které integraly nahradil
gradienty. Matematické operace a aproximace chyb pfi transformaci integralni
nelokality na gradientni zavisi na volbé vahové funkce «. Vysledny vztah pro
vyjadieni nelokalniho napéti Ize vyjadfit v tomto tvaru [6]

8§ _ 1258 —5¢ =
o, —l'oj, =0, =Cu, (1.10)

kde [ prfedstavuje parametr délky.



2.2.2. Aifantis 1992
V 90. letech Aifantis rozsifil vztahy linearni pruznosti o Laplacian pretvoreni (tj. o
gradientni ¢leny) nasledujicim zplsobem [6]

0 = Cyu (80 =€) (1.11)
Silové rovnice rovnovahy maji pak tvar
Cijkl (uk,jl - lzuk,lmm) + bi = O (1 '1 2)

Pro izotropni linearné pruzny material C,

i = 40,6, + ps, 8, + us,s , . Odtud je zrejme,
ze (1.12) je specialnim pripadem (1.7), presneji pro [, =1, =1, jak bylo jiz dfive

uvedeno.

V navazujici praci zavedli Ru a Aifantis (1993) operatorovou dekompozici (operator
split), prostfednictvim které rovnice 4. fadu (1.12) mUzeme fesit postupné jako dvé
nesvazané soustavy diferencialnich rovnic 2. fadu, tj.

Cyut ,+b =0 (1.13)

Y
doplnénou o

8 =
k,mm

ul —1*u u; . (1.14)

Je patrné, ze dosazenim (1.14) do (1.13) obdrzime puvodni rovnici (1.12). Diky uziti
této operatorové dekompozice jsme schopni nejprve urCit »° a nasledné pak u?.

Tento postup velmi usnadriuje analytické a numerické feseni.

Pro porovnani obou teorii je vhodné rovnici (1.14) vyjadfit pomoci pretvofeni a
naslednée vynasobit konstitutivnim tenzorem C;jy,, 1j.

Cijkl (elfl - lzelfl,mm) = C"klulz,l ’ (1 '1 5)

y

kdeg,flzl/Z(u;fJ+ufk). Levou stranu rovnice pak tedy muizeme vyjadfit pomoci

nelokalnich napéti jako

g 72,8 _
o; ZO'l.jvmm—Cl.jk

U (1.16)

Posledni uvedeny vztah se do jisté miry shoduje s vyslednym vztahem Eringenovy
teorie (1.10). Rozdil je patrny az ze silovych rovnic rovnovahy (Askes a Gitman,

2010). Z Eringenovy teorie obdrzime divergenci o, zatimco z Aifantovy teorie

[/

divergenci o .



V podstaté to znamend, Ze pomoci Aifantiho teorie obdrzime o pfimo
z derivovanych posuvu «¢, které Ize pouzit v (1.16). Resime pak nezavisly systém

rovnic (1.13) a (1.16). Oproti tomu vztah mezi posuvy a tenzorem napéti o
v pfipadé Eringenovy teorie je definovan diferencialni rovnici (1.10). Spolu se
zminénou divergenci pak tvofi systém sdruzenych rovnic, které musi byt feSeny

simultanné.



3. Asymptotické pole posuvu

V nasledujicim textu pfipomeneme zakladni rovnice klasické linearni pruznosti a
pomoci Williamsovy asymptotické techniky s vyuzitim viastnosti Airyho funkce napéti
odvodime asymptotické pole posuvl v okoli kofene trhliny. Totéz provedeme také
pro prfipad dipolarni gradientni pruznosti vychazejici z Il. varianty Mindlinovy
gradientni teorie.

3.1. Zakladni rovnice klasické pruznosti

Zakladni rovnice klasické pruznosti sestavaji z napétovych rovnic rovnovahy,
konstitutivnich vztahU pro posuvy a pretvofeni a z Hookova zakona. V pfipadé
rovinné deformace a s uvazovanim absence vnitfnich sil maji napétové rovnice
rovnovahy nasledujici tvar

0 0 0
00 +&:0, POy ,DOw 2.1)
ox oy ox Oy

Slozky tenzoru pretvoreni ¢, lze pomoci posuvu u, vyjadrit standardnim zpusobem

jako

%) %)
%:%, e :ﬂ, £, _1 %Jrﬂ (2.2)
ox 7 Oy Y20y ox

a vztahy mezi napétim a pretvofenim jsou definovany inverznim Hookovym zédkonem
ve tvaru

1
®0=3n W‘z(mu)(%w”)}’ (2.3)
2u

kdeA1 a u jsou Lamého konstanty a v je Poissonovo Cislo. S vyuzitim predchozich
vztahu Ize rovnice kompatibility ziskané z (2.2) eliminaci posuvu jako

e O e

ay;x + axzyy =2 axa); (2.4)
prepsat do tvaru
V(o +0,)=0, (2.5)

kde V>=0*/ox>+0°/0y> je Laplacelv operator. Airyho funkce napéti ¢ je
definovana pomoci nasledujicich vztah



_ 62¢ _ 62¢ _ 62¢ (2 6)
Y axoy Ve’ -

Q
|

|
Q

Rovnice rovnovahy jsou tak automaticky spinény a rovnice kompatibility ma tvar
Vg =V’V’¢ =0, (2.7)
kde V* =8*/ax* +20* 1 ax*oy* +0* 1 6y* je biharmonicky operator?.

3.1.1. Odvozeni pole posuvl

Pole posuvu tedy vyjadfime z Airyho funkce napéti pomoci pfedchozich vztahl. Jeji
tvar urCime uzitim Williamsovy asymptotické techniky. Tato metoda spociva
v rozvinuti pole posuvl v asymptotickou fadu funkci separovanych proménnych.
Vzhledem k charakteru ulohy je vhodné zavést polarni systém souradnic s pocatkem
v kofeni trhliny, jak je uvedeno na Obr.1. Laplacelv operator v polarnich
soufadnicich ma tvar V*()=0:()+r'0,()+r0,() a transformované vztahy pro

napéti, pretvofeni a posuvy jsou uvedeny napf. v [3].

Obr1. Zavedeni polarni systému souradnic

V blizkosti kofene trhliny Ize Airyho funkci vyjadrfit pomoci nasledujici sumy jako

6= r"E,(©0), (2.8)

n=0

kde p, je vlastni Cislo a F,(8) odpovidajici vlastni funkce. Dosazenim (2.8) do (2.7)
v polarnich souradnicich dostaneme

dF, () d Fg(e) +(p2=1)’F,(6)=0. (2.9)

L +2(p2 +1) e

? Funkci ¢ vyhovujici rovnici (2.7) nazyvdme biharmonicka. Obdobné funkce f°, ktera vyhovuje harmonické

.2 . C i vy ey - o -
funkci V f =( je harmonicka, pficem? plati, Ze harmonicka funkce je zarovei i biharmonicka.
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Reseni predchozi rovnice ma tvar

F (8)=A,sin(p,+1)8+B, cos(p, +1)@+C, sin(p, 1)@+ D, cos(p, —1)8, (2.10)

kde A.B,C, D, jsou neznamé konstanty. Podél lica trhliny vyZzadujeme spinéni
téchto okrajovych podminek

0, =0, =0, pro ==%r. (2.11)

Pro pfipad zatézovani vmodu | je Airyho funkce pouze funkci proménné 6 a
konstanty A , C, jsou nulové. Odtud vyplyva

n

0

¢=> r""'[B,cos(p, +1)0 +D,cos(p, 18] (2.12)

n=0

Aplikaci na definici Airyho funkce s vyuzitim vztahl pro posuvy a pretvoreni a
naslednou integraci dostaneme vysledné rfeseni pro posuvy

U, =53 P {~(p, +DE, 0)+(4-4)D, cos(p, 10},
211 n=0
e (2.13)
Uy = 2_2 r’ {—F”,(Q) + (4 - 4V)Dn Sin(pn o 1)9}
ll n=0

Hodnotu vlastniho Cisla p, ur€ime z okrajovych podminek (2.11) odkud vyplyva

B cos(p, +1)7x+D, cos(p, -z =0,

_ _ (2.14)
B, (p,+Dsin(p, +)7z+D (p, —Dsin(p, -z =0.
Netrivialni feseni této soustavy rovnic vede k charakteristické rovnici
n
P =7 n=0,£1,%£2,.... (2.15)

Zaporné hodnoty muzeme vyloucit, nebot’ vedou k nekoneénym posuvim v koreni
trhliny. Stejné tak neni pfipustna hodnota n=0, ktera zpUsobuje neomezenou
hustotu deformacni energie. Dostavame tak

p,=—, n=12,... (2.16)

n
2
Dosazenim vlastnich hodnot do (2.14) dostaneme vzdjemnou zavislost mezi
konstantami B, a D,. Napéti pak mizeme v polarnich souradnicich vyjadfit pro
n=1,2 vyjadfit jako

11



rr

c,=Dr"" {—icos% +%cos§} +2D, c0s260+2D, +0(r'"),

c,,=Dr " {icos%Jr%cos%} —2D, cos20 +2D, +0(r'"?), (2.17)

Gr@ :Dlr*l/2 lSinﬁ‘i‘lSing _2D2 Sin29+0(}"1/2).
4 2 4 2

Pouze prvni €leny vykazuji v okoli kofene trhliny singularitu. Vzhledem k definici
soucinitele intenzity napéti moédu | [3]

K, = ling \N2ro,,(r,0) (2.18)
dostavame
K
D I 2.19
oy (2.19)

Konstantni pole napéti vyjadiené pomoci konstanty D, je oznaCovano jako tzv. T-
napeéti a souvisi s tvarem a velikosti plastické oblasti.

3.2. Dipolarni gradientni pruznost

Definice druhé varianty Mindlinovy teorie dipolarni gradientni pruznosti vychazi
z prvniho zakona termodynamiky ve tvaru [1]

pE=1 & +m_ 0 ¢ (2.20)

rqg - rq g T pq

kde 6,( )=2()/ox,.()=0()/or, p oznaluje hustotu materidlu, E je vnitfni energie
vztazena na jednotku hmotnosti,s, =1/2(8u,+0,u,) =€, Jje lineami tenzor
pretvofeni, u, je vektor posunuti, z je tenzor silového napéti (monopolar stress
tensor) [Nm?] a m,,. j& tenzor momentového napeéti (dipolar stress tensor) [Nm™].
Protoze hustotu deformacéni energie uvazujeme jako funkci pretvofeni a jeho

derivace, tj. W=W(s,.¢,,,), muzeme r, a m, vyjadfit standardnim variacnim

zpUsobem jako

r oW W
"ooe, T 00,)

r-rq

(2.21)

Rovnice rovnovahy, stejné jako silové (pfirozené) okrajové podminky, obdrzime
vyuzitim principu virtualni prace. Uvazime-li absenci vnitfnich (objemovych) sil,
dostaneme [1]

[ 17,002, +m,, 5,8,V = [ 1"5u,dS+ | T"5,(u,)dS, (2.22)

r-prq
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kde V je objem a S je povrch télesa, 1" je skutecné silové napéti (tfrue monopolar
traction), T, je skuteCné momentove napéti (frue dipolar traction) a n, je vektor

normaly. Z vy$e uvedeného vztahu dostaneme nasledujici rovnice rovnovahy

0,(r,, —0,m

p

)=0 na V, (2.23)

Pq
a pfirozené okrajové podminky

) _

P, np(rpq—ﬁrmmq)—Dp(nrm )+(D;n;)nn,m,na S, (2.24)

Pq

() _
R"”=nnm,na S, (2.25)

kde D,()=0,()-n,D() je plosny diferencialni operator, D()=n0,() je normalovy

. e Ve 7 _ (ﬂ) (ﬂ) (ﬂ) . r - r v 7
diferencialni operator, P (n)=t" +(D,n)n,T,”—D,T" je pomocne silove napeti

™ . (n) _ (n) , , v,r 3 ™
(auxiliary force traction) a R =n,T,~ je pomocné momentové napeti “(auxiliary

double force traction).

Cast plochy télesa, na které je predepsano vnéjéi silové zatizeni, oznadime S a
cast, na které jsou predepsany posuvy u, a jejich derivace D(u,) oznacime S,
pficemz plati S_US, =S,S, NS, =0. Pfedepsané posuvy a jejich derivace tvofi
kinematické (hlavni, geometrické) okrajové podminky.

Tenzory monopolarniho a dipolarniho napéti urCime z nasledujici podoby hustoty
deformacni energie [1]

W=01/2Ae e +us g +1>°A/2)A0. )O.¢&

ppqq pPq-—prq r-pp r-qq

Y+ Pu@ e )Oe ) (2.26)

r-prq r-prq

kde (%> je gradientni koeficient o rozméru [m?] a 4 a x jsou standardni Lamého
konstanty o rozméru [Nm].

Aplikaci vztaht (2.21) dostaneme

7, =40, +2ue

rq

m,, =1°0,(A5,&,; +2us

rq’ P P Jj

(2.27)

1751)

kde s, je Kroneckerovo delta.

3 VirtudIni praci vnéjsiho zatiZeni na pravé strané rovnice (2.22) je mozZné vyjadfit také prostrednictvim tzv.
pomocnych momentovych napéti, kterd pracuji na normalovych derivacich virtudlnich posuvl, nasledné je
nutné také doplnit ¢leny ke skute¢nym silovym napétim, vznikne tak pomocné silové napéti. Ve vysledku je
virtualni prace na pravé strané rov. (2.22) stejna
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Rovnice rovnovahy (2.23) spolu s pfirozenymi a hlavnimi okrajovymi podminkami
spolu s definici silového a momentového napéti tvori hlavni rovnice linearni
gradientni pruznosti pro izotropni materiél.

Dosazenim vztahU pro napéti do rovnic rovnovahy pak dostaneme systém rovnic pro
pole posuvu. Jednoznaénost feseni tohoto systému je dana pozitivni definitnosti
hustoty deformacni energie (dokazano v [5]), ktera je podminéna nasledujicimi
omezenimi na materialové konstanty

BA+21)>0, u>0. (2.28)

3.2.1. Zakladni rovnice dipolarani gradientni pruznosti

V nasledujicim oddile budou uvedeny zakladni rovnice pro vyjadfeni pole napéti a
posuvu v okoli kofene trhliny. Pro stav rovinné deformace se téleso deformuje pouze
vrovinné xy. Plati tedy wu, =u (x,y)#0,u, =u(x,y)#0,u =0. Pfedpokladame, ze

zatiZzeni pusobi pouze v roviné xy, mame tak 3 nezavislé slozky tenzoru silového
napéti
7, =(A+2)0u, +A0u,, v, =(A+2)0 u, +A0u,, 7., =pu@u +0ou), (2.29)

a 6 nezavislych slozek tenzoru momentového napéti

0 0
m :lza[(ﬂJrZ,u)axuerﬂayuy], m :lz,ua(ayuﬁaxuy),

XXX xxy

xyy yxx

0 0
m :lza[(ﬂJrZ,u)ayuerﬂaxux], m :125[(ﬂ+2,u)6xux+/wyuy], (2.30)

yyy

0 0
m :lza[(ﬂwrZ,u)ayuy +A0u,], m,, :lz,ua(ayux +0.u,),
Dosazenim uvedenych vztah( do rovnic rovnovahy dostavame systém sdruzenych

parcialnich diferencialnich rovnic 4. fadu pro neznamé posuvy

(1=LVH20-1)3,@u, +8 u,) ~ (1213, (0 u, —0,u)]=0,

(2.31)
(A=PVH2(1=1)8, (D a1, +0,u,) + (1 =210, (D a1, —0,u,)] =0,
kdev =4/2(1+ p) je Poissonovo &islo a V? =32()+02() je 2D LaplaceQv operator.

Dale zavadime pojem tzv. totalniho napéti. Kjeho definici v kartézském
sourfadnicovém systému uvazujeme rovinu xy =konst. s vektorem normaly n = (0,+1)

. Totalni napéti ma pak podél této roviny tvar

14



_ pn) _ Xyx yyx XX
tyx = Px - Tyx B B B 4
ox Oy ox (2.32)
t = P(n) =7 — amxw _ amyyy _ amm
»y y »y

Totalni napéti tak predstavuji kombinaci vnitfnich silovych napéti a derivaci vnitfnich
momentovych napéti, které jsou na hranici S_ rovny pfedepsanym pomocnym

silovym napétim (viz. prava strana rovnice (2.24)).

3.2.2. Asymptotické pole posuvli a napéti

Charakter pole posuvl a napéti v okoli kofene trhliny opét vyjadfime v polarnich
souradnicich  uZitim Williamsovy asymptotické techniky. Tenzor silového,
momentového a totalniho napéti maji v polarnich souradnicich nasleduijici tvar [1]

7. =(A+2u)0 u, + Ar'(u,+0,u,),
7, = (A+ 2417 (0, +0,u,)+ A0,u,, (2.33)
T = ,u[ril(ag U.r—l/tg) + aru9]’

2 2.1
mrrr =1 0,7 err =lr (aHTrr _2Tr9 )’

mrrH = lza T mHHr = lzril (aHTHr + Trr _ng)’ (234)

r’ro?

2 _ 2,
Mg =1°0,Ty9, Mgy =117 (0yTyy +27,,),

15 %) 10 1 1 1
lor = Pr(n) =Ty — Do or _ ~ oo —— My, —— M, +—My,,
or or r 08 r r ’ (2.35)
om om 1 om 1 2 )
to=pm g Mo Mgy 2 Mgy _Zm
oo =1, 00 or or - 20 o0 =" Morg

Dosazenim predchozich vztahl do rovnic rovnovahy (2.23) dostdvame systém
sdruzenych parcialnich diferencialnich rovnic 4. fadu pro (u,,u,)

s, —1*| Vs —r7s, —2r20,s, | =0,
[ ] (2.36)
s =12 V2s, =175, +2r70,s, | =0,

kde (s,,s,) jsou dany jako

s, =2(1-v)0,(0.u, +r'Ou,+r'u)—1-2v)r"'8,(8,u, —t " O,u, +r'u,),

2.37
s, =2(1-v)r'0,(0u, +r'0u, +r'u)+1-2v)0,(0.u, — 1" O,u, +r'u,). ( )

Vs$imnéme si, Zze pokud /> —0, dostaneme z (2.36) rovnice klasické linearni
pruznosti pro izotropni material v polarnich souradnicich.

V okoli kofene trhliny, kde r—0, tedy muzeme dle Williamsovy techniky posuvy
vyjadfit jako [1]
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u (r,0)=r"U.0), u,(r,0)=r"U,(6), (2.38)

kde p je (obecné) komplexni Cislo. Posuvy (u,,u,) vyhovuji rovnicim rovnovahy
(2.36), resp. (pokud ponechame pouze dominantni singularni ¢leny) rovnicim

[str —r7s, — 2r’269s9] =0,

(2.39)
[stg —r7s, + 21’72695‘,] =0.
Obecné fedeni predchoziho systému ma pak nasledujici tvar [1]
u, =1’ [A cos((p—1)8)+ A, cos((p +1)8) + A; cos((p —3)0)]
+r [Bl sin((p —1)0) + B, sin((p +1)8) + B, sin((p — 3)9)] ,
u, =r"| A, sin((p—18)— A, sin((p +1)0) — A, P58 e p—3)0) (2.40)
(p—7+8v)

(p+5-8v)

+r |:B4 COS((P—1)9)+Bz COS((p+1)9)+BS (p—7+8V)

cos((p —3)9)},

kde A,,B, (b=1,2,3,4) jsou neznamé konstanty korespondujici s charakterem
zatizeni. Hodnotu p vyjadfime z okrajovych podminek nezatizenych lict trhliny pro
6 =+, kdy plati

ty(r,xm)=0,t, (r,x7)=0,m,, (r,x7)=0,m,,(r,t7)=0. (2.41)

Tyto okrajové podminky spolu s obecnym vyjadfenim posuvu tvofi problém vlastnich
hodnot. Pro existenci netrivialniho feSeni pak musi byt determinant matice soustavy
pro neznamé koeficienty A,,B, roven nule. Dostaneme tak nasledujici

charakteristickou rovnici pro p
(p—1*(p-2)*[I-cos(4zp)|=0 = p :%, n=0,+1,42,. . (2.42)

Vzhledem k tzv. energetickému kritériu neni mozné vSechny uvedené hodnoty p
pouzit. Potencialni energie v malé oblasti kolem korene trhliny je dana jako [2]

| | :Wrdrde. (2.43)

Z definice Il. varianty Mindlinovy teorie vyplyva, ze hustota deformacni teorie zavisi
na kvadratu derivace pfetvofeni, t. W= (0s, /0r) ~(0°u,/dr’)’ ~r*"™. Odtud

vyplyva, ze pfedchozi vyraz konverguje tehdy a jen tehdy, je-li p >1.
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Poznamenejme, Ze prop=1 plati és, /0,=0 a W se tak chova jako v klasické
pruznosti. Pfipad p <1 vede k nekoneéné potencialni energii, coz je z fyzikalniho
hlediska nemozné.

Vzhledem k symetrii zatéZovani pfi médu | ma pole posuvl nasledujici tvar [2]

u, =r[C,+C,cos20]|+Ar” (3—8v)cos€+3mcos£
2 T am3) 2

A" 3—(11_16V) Cosﬁ—cosﬁ
(41-32v) 2 20
(2.44)
u, =—C,rsin 20+ Ar"? (9—8v)sin€—3msm£
2 T (41-32v) 2

+ A" 3—(13_16V) sinﬁ—sinﬁ
(41-32v) 2 2

kde (C,,C;) jsou soucinitelé intenzity pro pole nizsiho fadu singularity v okoli kofene

trhliny (amplitude factors) a (A;,A,) jsou soucCinitelé intenzity dominantniho Clenu

radu 3/2. Prvni (linearni) ¢len uvedenych rozvoju vytvari konstantni pole napéti, které
je bézné oznacovano jako tzv. T-napéti. Toto napéti ovliviiuje tvar a velikost plastické
oblasti v okoli kofene trhliny.

Dosazenim uvedenych rozvojl do definovanych vztaht pro z,..m,, at, dospéjeme

k zavéru, ze tenzor momentoveho napéti a totalni napéti vyjadrené teorii gradientni
pruznosti vykazuji vétsi singularitu (r"*, resp. r*) nez v pfipadé standardni
linearni lomové mechaniky. Vzhledem k tomu, ze totalni napéti nabyva zapornych
hodnot pfed vrcholem trhliny, uzavirani lict trhliny v porovnani s klasickou pruznosti
maé charakter bodu vratu.
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4. Vypocet J-integralu

Pojem J-integral zaved! v roce 1968 Rice pro analyzu stability trhlin. S jeho pomoci
muzeme modelovat elastoplastické chovani materialu jako nelinearné elastické.
Rozsiril tak metodologii linearni elastické lomové mechaniky za hranice jeji
pouzitelnosti.

Rice ukazal, ze potfebna energie k vytvofeni lomové plochy jednotkové velikosti
(J/mz) je dodavana praci vnéjsich sil nebo €asti energie napjatosti, uvolfiované pfi

rtstu trhliny, tj.

an

J=—
ds

(3.1)

Pracujeme-li s dipolarni gradientni teorii obsahujici nelinearni konstitutivni vztahy a
uvazujeme-li kvazi-statické podminky a absenci objemovych sil, mizeme potencialni
energii vyjadrit ve tvaru

M =[ W,,.x,)dA~ [ [Pu,+R,Dw,)]dr, (3.2)

rq’ Krpq

kde A predstavuje plochu, kterou ohraniCuje kiivka I" dle obrazku (Fig. 4). I'_ znaci
cast kfivky, na niz je predepsano silové zatizeni.

Obr.2. Lomova plocha A ohranic¢ena krivkou I’
Virtualni prirGstek délky trhliny v jeji roviné vede k nasledujici zméné potencialni
energie

d d
AL _ W oa—(|p &g p| L ||ar, (3.3)
da ‘4 da 'Y Yda " \ da

kde vzhledem k pfedepsanym homogennim kinematickym okrajovym podminkam
(du, ! da =0, D(du,/da)=0) muzeme kfivkovy integral rozsifit na celou kfivku T.

V pfipadé, ze trhlina roste, pohybuje se spolu s kofenem trhliny také systém
souradnic, tzn.
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d o0 oxo0 0 0

% da dadx oOa oOx

dokud 0x/da =—1. Rovnice (3.3) tak zméni svyj tvar na

A B sl

Vzhledem k definici hustoty deformacni energie dostaneme

oW _ oW 08, W 0K, 0, oK,

= +
P - L T

Pq pq

kde s ohledem na princip virtuélni prace plati

oK ou ou
rq _ 49 4
[ 70 » dA+I iy~ dA=[P, - dF+IFRqD£aa ]dl‘.

Z predchoziho vyplyva

ou 8
ﬂ:— a—WdA —+RD dar
da A Ox  ox 8x

(3.5)

(3.7)

(3.8)

Jsou-li splnény predpoklady pro uziti Greenovy véty, mizeme J-integral pro pfipad

nelinearni gradientni pruznosti vyjadfit v nasledujicim tvaru

dIl ou, ou ou ou
=—— = Wn, - P —~ RD dl’ = Wd _‘1+RD —21dT
da J.{ "x "o Gx [ Ox ﬂ I { - { Ox 1 [ Ox ﬂ

} (3.9)

Pro vypocet J-integralu je vhodné zvolit kiivku I" obdélnikového tvaru okolo korfene

trhliny s nulovou ,vyskou“ ve sméru y a ¢ — 0", jak je zobrazeno na Obr.3.

(a—¢g,+0) ) (a+eg,+0)

: 1 > X

(a—g,-0) " (a+&,-0)

Obr.3. Obdélnikovy tvar kfivky T"okolo kofene trhliny

Diky této volbé krivky je integral LWdy roven nule a dostavame tak

ate a a
J==21im{ [ | B L4 RD Do el
£—>+0 e ax ax
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V pfipadé rovinné deformace pro méd | jsou podél licu trhliny napéti ¢, a m,

nulova a J-integral pak nabyva hodnoty

a+e _NF ) — 0
J21im{'|‘ {tyy (x,y:O+)M+mm(x’y:0+)a ux(x,y 0 )de} . (3.11)

o0 | I Ox Ox0y
Diky singularnimu charakteru totalniho a momentového napéti ma také integrand v
J-integralu singularni charakter. Uplné vyjadreni J-integralu dosazenim vztahd podle
definice je uvedeno napf. v [5]. Nalezneme zde také grafické porovnani J integralu
klasické pruznosti s J-integralem dipolarni gradientni pruznosti v zavislosti na poméru
charakteristického rozmeéru struktury materialu a délky trhliny. Z grafu je patrné, Ze
pro //a—0 jsou si hodnoty J-integrall rovny, zatimco s rostouci hodnotou [/a
pomér J/J" klesa. Gradientni teorie tak ukazuje zpevriujici charakter materialu
zohledrujiciho mikrostrukturu materialu, resp. s rostoucim vyznamem mikrostruktury
se zmensuje velikost hnaci sily trhliny.
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5. ResSeni integralnich rovnic

RGzné okrajové problémy z oblasti fyzikalnich, statickych a pevnostnich vypocta
velmi ¢asto vedou na feseni silné singularnich integralnich rovnic. Této problematice
se poprveé venoval Hadamard (1923), ktery vyvinul koncepci feseni silné singularniho
integralu ve smyslu jeho konec¢né &asti. Tato metoda se ukazala byt velmi efektivni a
v soucasné dobé je hojné vyuzivana. Vedle toho je mozné singularni integraly fesit
pomoci kvadratur Gaussova typu vyvinutych Kuttem. Tyto formule v8ak vyzaduji
fixované integraéni body, coz je do jisté miry omezeni obecnosti. V nasledujicim
textu si tyto postupy resSeni singularnich rovnic pfiblizime

5.1. Metoda integralnich rovnic
Pro vyjadieni zakladni myslenky Hadamardovy koncepce uvazujme tento integral [7]

o dr
so(x):'fmzﬂb—x)” pro x <b (4.1)

Derivaci obou stran rovnice dostaneme

d 1t dt 1 1
ESO(X):E'[(I—X)S/Z_(t—x)l/2| :_(b—x)m pro x<b (4.2)

t=x

Z tohoto vztahu je patrné, ze s, (které je omezené) je rovno rozdilu divergentniho
integralu a neomezeneého zintegrovaneho Clenu, ktery nezavisi na ». Derivaci s, tak

muUzeme uvazovat jako kone¢nou cast divergentniho integralu, kterou definujeme
jako

dt —limj d 2
(t_x)3/2 o (t_x)3/2 (C_x)l/2

c

2
F.P.| }:—(b_x)m pro x<c<b  (4.3)

V nasledujicim odstavci popiseme jednoduchou techniku vypoctu integralu ve smyslu
konecné casti.

Integralni rovnice vznikajici ve statickych ulohach lomové mechaniky maji vétSinou
tvar tzv. Fredholmovy integralni rovnice

[kt x) f(dt = g(1), c<x<d, (4.4)

kde g(r) je znama, predepsana funkce korespondujici se zatizenim licl trhliny, f(¢)
je hledana fundamentalni funkce daného problému, kterou obvykle nazyvame
hustota, a k(¢,x) je singularni jadro ve tvaru (r—x)™. Exponent m je kladné celé

Cislo a znali stupen singularity. Je-li m=1, nazyvdme rovnici (4.4) Cauchyho
integralni rovnici a singularni ¢len vyjadfime ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty.
V pfipadé m>1 hovofime o hypersingularni rovnici a singularni €len urCime ve
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smyslu Hadamardovy kone¢né &asti. Interval (¢,d) odpovida délce trhliny (2a =d —c)
a vhodnou normalizaci ho Ize prevést na (-1,1).

Dle [9] Ize singularni Cast jadra pomoci asymptotické analyzy oddélit od regularni
¢asti a Fredholmova rovnice (5.4) tak zméni svyj tvar na

[[k, @t x)+k, (6, )] £ (1)t = g(x) pro c<x<d, (4.5)

c

kde k, ma hypersingularni charakter a «, je funkce intergrovatelna s kvadratem (ij.
integral je konecny). Hledanou hustotu f(¢) uvazujeme ve tvaru

F(6) = Fow), (4.6)

kde I je neznamé omezend funkce a w(¢) fundamentalni (vahova) funkce. Pri feSeni
hypersingularnich rovnic se ukazalo jako velmi efektivni aproximovat neznamou F(r)
¢asteCnou fadou jako

F)=) a4, (4.7)

a koeficienty a, vyjadfit pomoci metody vazenych rezidui.

Aplikaci (4.6) a (4.7) na (4.5) obdrzime

ZN:anGn(x) =g(x) pro a<x<b, (4.8)
kde
G,(x)=F.P. [ k,(t.0)4,(Ow(t)dt + [ k,(1.x), () w(t)d. (4.9)

Koeficienty a, vyjadiime z nasledujiciho systému algebraickych rovnic

ﬁ: a,[ G,y (xw,(x)dx = [ g, (x)w,(x)dx pro j=0,1,...,N (4.10)

n=0

kde y . jsou testovaci funkce (mnoZzina ortonormalnich polynomu) a w, je prislusna
vaha. Funkce ¢,(r) ay,(x) volime obvykle tak, abychom vyuzili jejich ortonormalni
charakter. B&zné uzivame trigonometrické funkce, Legendrovy nebo Cebysevovy
polynomy.

Volbou w (x)=1 @ y,;(x)=6(x—x,), @ uzitim jednoduché kolokacni metody, se

systém (4.8) podstatné zjednodusi a muzeme jej zapsat ve tvaru
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N
ZanGn(xj):g(xj) j=0,1,...,N (4.11)
n=0

Kolokaéni body muizeme volit libovolné, ¢&asto vSak uvazujeme pravé kofeny
Legenderovych nebo Cebysevovych polynomtl. V diplomové praci se ve vypoctech
vyskytuji Ceby$evovy polynomy prvniho a druhého druhu, které jsou definovany
vztahy

sin[(n+1)cos ™' (x)]

T, (x)=cos[ncos™ (x)], U, (x)=— - ., n=012,....
sin[cos™ (x)]
Jejich koreny pak jsou
X, :cos[ﬁﬁj, resp x, :cos[ﬁLj, k=1,...,n. (4.12)
2n n+1

Obsahuje-li integralni rovnice pouze dominantni jadro Cauchyho nebo Hadamardova
typu, Ize feSeni ziskat rozvojem g(x) aF(t) do vhodné fady a uzitim tabulkovych

hodnot. V diplomové praci jsou uzity nasledujici vztahy [7]

IUn(t)(l—t2)1n|x—t|dt:%[

(t) (1 B t2)1/2

x—t

P j. U, (t)(l—tz )l/zd

Y (x-r)

FPp j‘Un (t)(l_tz)mdt = —L[(n2 +f’l)Un+l (x)—(n2 +3n+2)U,H (x)], nx1.

C (x) 4(1-x%)

Nutno podotknout, Ze v pfipadé Spatné podminéného systému volime M +1 (M > N)

T””(x)‘T”(x)j’ Va0,
n+2 n

dt =xT

n+l

(x), n=0,

LU
C.P.V.j ’
B (4.13)
l:—ﬂ'(l’l-i-l)Un (x), n=0,

testovacich funkci ;. Pomoci metody nejmensich Ctvercu uréime N +1 neznamych
a, ze systému M +1 rovnic.

5.2. Gauss-Cebysevova kvadratura

Existuie mnoho efektivnich numerickych procedur pro feSeni singularnich
integralnich rovnic obsahujicich Cauchyho integralni jadra. Nejvice rozSifenou a

snadno implementovatelnou metodou je Gauss-CebySevova kvadratura, kterou
v roce 1972 vyvinuli Erdogan a Gupta.

Princip uziti této metody si ukazeme na singularni integralni rovnici ve tvaru [8]
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1

F (1) :%_JI.IBy (s):ds,

<1, (4.14)

kde F(r) je znama funkce a B, neznama hustota. Hustota se na hranicich intervalu

chova budto jako omezena funkce nebo muze mit singularni charakter. Podle
charakteru ulohy vyjadiime hustotu jako

B(s)=w(s)¢(s) (4.15)

kde ¢(s) je omezena funkce a w(s) je fundamentalni funkce korespondujici

s konkrétnim typem chovani v koncovych bodech (viz Tab.1. [8]). V pfipadé | se
uvazuje singularni chovani v koncovych bodech intervalu, v pfipadé Il jsou funkéni
hodnoty hustoty omezené. Vztahy zbyvajicich dvou variant vyuzijeme tehdy, je-li
funkce hustoty na levém, resp. pravém konci singularni a na opacném omezena.

Pripad a(s) s, t, B W
1-s%)"? cos[n j cos[ﬁ—j =
! = 2N N I N
] 2i 2k -1 2(1-s,)
1— )2 (1 12 l
| A=) cos[zw“j cos[;zw“) 0 | A
- 2i-1 2k 21+s,)
1— )2 (14 5)""2 l
11 (I=s)""(1+s) COS[EZN-FI) cos[ﬂ'ZNJrJ 0 N
] — 2
v (1— 7)1 COS[%LJ cos| 2k —1 g (1-52)
N+1 2(N +1) N +1

Tab.1. Gauss-Cebysevovy formule pro Cuachyho jadra
Podstatou uziti Gauss-Ceby$evovy kvadratury je prevedeni rovnic typu (4.14) na

systém N —n algebraickych rovnic ve tvaru

F(t)=Y W,—= k=1..,N-n (4.16)

kde n je celé Cislo, W, jsou vahové funkce, s, jsou integrani body a r, jsou
kolokacni body, a jejich tvar je uvedeny v Tabulce 5.1.

5.3. Metody vazenych rezidui
Pro feSeni okrajovych problém0U mechaniky typu Au= f Casto vyuzivame metody

vazenych rezidui. Hledame priblizné feseni i ve tvaru
ii=Y N, (x) (4.17)
i=1

kde i, jsou neznamé hodnoty (funkce) a N, jsou bazové funkce, tak, aby tzv.
residuum
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R =Aii—f (4.18)

)4

nabyvalo ve vybranych bodech nulové hodnoty nebo bylo alespori minimalizovano.

Pro stanoveni hodnot i existuje mnoho technik. V pfipadé, kdy je reziduum skalarni
veli¢ina a uvazujeme pouziti vnitinich metod*, se vypocet provadi pomoci podminek

[ Wh(R)avV =0 i=12,..n, (4.19)

kde h je predepsana funkce a W, jsou vahové funkce. Dostdvame tak systém n

rovnic pro n neznamych koeficientl i, .

5.3.1. Metoda kolokaci
Nejjednodussi metodou vazenych rezidui je metoda kolokaci. V oblasti 2 volime »
kolokaénich bodl, #(R)=R, a W, =6(x—x,), i=1,2,...,n. Dostavame tak

[ 8G=x)R.av =0. (4.20)

S vyuzitim vlastnosti Diracovy delta funkce & je rovnice spinéna tehdy a jen tehdy,
je-li

R(x)=0 i=12,...n (4.21)

Specialni volbou uzll kolokace Ize tuto metodu jesté vice zefektivnit. Pouzijeme-li
jako uzly kolokace kofeny ortogondlnich polynomU (napf. Legenderovy ¢&i
Cebysevovy polynomy) usnadnime tak né&které vypoéty a dosahneme presnéjsich
vysledku.

Jistého zjednoduseni se da& dosahnout nahrazenim parametrl & hodnotami
pfiblizného feseni v uzlovych bodech kolokace ii(x;). Tyto hodnoty se pak stavaji
parametry, které je potreba urcit.

5.3.2. Metoda nejmensich ¢tvercl v kolokaénich bodech

Ukazalo se byt vyhodné spojit metodu nejmensich &tverclu s koloka¢ni metodou.
Oproti pfedchozi metodé nevyzadujeme R, =0 a poCet kolokaénich bodl nemusi byt

roven po&tu neznamych parametrd. Hodnoty i, hledame tak, aby byl soucet kvadrati
(Etvercl) rezidui minimalni, tj.

Y RNx)=min j=12,...,m. (4.22)

J=1

Y pFipadé vnit¥ni metody volime béazové funkce tak, aby splfiovaly okrajové podminky, tj. pFiblizné FeSeni u
spliiuje okrajové podminky pro viechny i . Parametry uréime tak, abychom co nejlépe aproximovali feseni
rovnice Au = f uvnitf oblasti Q.
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Predpokladame-li pfiblizné feseni ve tvaru (4.17), pak

R,(x,) = Aii(x,)— f(x,). (4.23)

Jestlize je A linearni operator, pak R (x;) je linearni funkci parametru i,,i =1,2,....n.

Necht ma tato zavislost tvar
Rv(xj) :pTﬁ—bj. (4.24)

Nutnou podminkou pro dosazeni minima kvadratu rezidua je

%[ZRZ(xj)] = P'PG=P’Db, (4.25)

J=j

kde P:[pf,pﬁ,...,pﬂT a b:[bl,bz,...,bm]T. Dostavame tak systém m linearnich

rovnic pro stanoveni n neznamych parametru . .

26



6. Vlastni feSeni integralnich rovnic
V podminkach rovinné deformace uvazujeme pfimou trhlinu délky 2a uvnitf
nekonecné desky zatizené dle obrazku, a nezatizené lice trhliny

IR

X

LR EERN

Co
Obr.4. Nekonecéna zatizena deska s pfimou trhlinou

Pro analytické feSeni pole posuvl v okoli kofene trhliny zformulujeme systém
integralnich rovnic. K formulaci vyuzivame Fourierovy transformace, ktera v nasem
pfipadé vede k hypersingularnim integralnim rovnicim.

Diky symetrii médu | vzhledem kroviné y=0 uvaZzujeme pouze horni polovinu
prostoru (—wo <x<o, y>0). Tim je FT redukovana pouze k zavislosti na proménné x

a ma nasledujici pfimy a inverzni tvar [1]

* _ 1 ® ixé
fEN=Gom ] f e

72_)1/2

1

_ * ~ix
=0 [ rg neae.

(5.1)

kde i predstavuje komplexni konstantu (i=(-1)"*). Aplikaci FT na systém

sdruzenych PDR, dostaneme systém obyc€ejnych diferencialnich rovnic pro (uxuy)

ktery Ize zapsat v nasledujicim kompaktnim tvaru [ K] (u,u,)" =(0,0)", resp. [1]

1+ —d)d” +2(1-v)(E - dP)] —igd[1+1 (£ - d)] } u, _{0} 52)
—~iEd[1+ 1 (&~ d)] [+ —d)E 20 -v)(& —d))] || u, '

kde d()=d()/dy,d*()=d*()/dy’,...
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Systém homogennich diferencialnich rovnic ma netrivialni reSeni tehdy a jen tehdy,
je-li detK =0, tj. (&> —d*)*[1+1°(£*—d*)] =0. Uvedena rovnice méa dva dvojnasobné
kofeny d =+|&| a d=%[(1/1°)+&%]"*. Prvni par je stejny jako v klasické pruznosti,
druhy par uz v8ak odrazi charakter gradientni pruznosti.

Obecné feseni systému ODR ma4 tvar [1]

u, (&, ) =i EICU(E)e ™ +iEC, Ny |E|-B-4)]e P+ C,(E)e ™,

. 0 . B (5.3)
uy(er, y) — C1 (g)e’lbl} + C2 (§) yeflbly + C3 (gf)ew: .

Pozn. v Matematice nam vyS$el tro$ku jiny vysledek, ale uvazovali jsme (pro moznost
dal$iho porovnavani vysledku) tvar obecného feseni podle ¢lanku.

kde B=p(&)=[1/")+&]1" a C,(£) pro b=1,2,3,4 jsou zatim neznamé funkce,

které vyjadfime pomoci okrajovych podminek zadanych ke kazdému konkrétnimu
pripadu.

Kombinaci transformovaného obecného reseni, Fourierovy transformace a definice
totalniho a momentového napéti mizeme tato napéti vyjadrit jako

p oM
w o (27[)1/2

| " {2t B1-¢C &)+ 2a-sen(&) - yO G, (E)1e

2%
1-2v)

+

[1vBC,(8) -£1=v)Cy(E)] eyﬁ}e”fdcf,

_ )2 © 2 H2 -yl
t, = 2 BP-[E|C (&) +(1-2v - y[E)C,
AT [~ {erpr-elc@+a-2v—ylehc, e 55

+EPBLIBC,(E) - EC(E)e ™ Y de,

_ M ® 2 g2 2 y
= Gy ) A - vl e
212 (5'6)
- [ﬂa—v>c3<§>+iv§c4<§>1eyﬁ}e“fdf,
1-2v)

__H * 112 -l

=—r 2 —(3=2v—

Moo = oy ) A2EIE] O -G -2 =y DOl 57)
+BILIEC,(E)+ BC,(E)]e ™ fe ™ dE,

kde sgn() je funkce signum.

Vzhledem k charakteru Ulohy dostavame nasledujici smiSené okrajové podminky pro
horni polorovinu (y > 0)
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t,(x,0)=0, m, (x,00=0 pro|x|<a, (5.8)
1, (x,0)=0, m  (x,00=0 pro—oo<a<oo, (5.9)
u,(x,0)=0, Du, (x,00=0u,(x,00=0 pro|x|>a, (5.10)

zatimco podminky regularnosti feseni v nekoneénu jsou definovany jako

=0, t

XX

=t,=t,=0,m,—>0 (r,p,g=x,y) pro R—>x, (5.11)

kde R=./(x*+y*)"* je vzdalenost od pocatku systému soufadnic a o, vyjadfuje
konstantni normalové zatizeni.

Zadanou Uulohu lIze feSit superpozici dvou oddélenych uloh, kdy v prvni casti
uvazujeme téleso bez trhliny s okrajovymi podminkami v nekonec¢nu (5.11), zatimco
v druhé casti fesime téleso s trhlinou bez zatizeni v nekone¢nu. Podél lict trhliny

vS8ak uvazujeme reakci na zatizeni z prvni ¢asti ulohy. Prvni okrajova podminka ma
pak nasledujici tvar:

1,,(x,0)=-0,, m, (x,00=0 pro|x|<a. (5.12)

yyx

Nasim ukolem je tedy vyfesit druhou ¢ast ulohy popsanou okrajovymi podminkami
(5.9), (5.10) a (5.12).

Pro fesSeni integralnich rovnic definujeme dvé tzv. hustoty - funkce zohlednujici
kompatibilitu télesa a okrajovou podminku (5.10), jako [1]

@(x) = 0u,(x,07)/ &x, y(x)=0u,(x,0")/0y. (5.13)

Poznamenejme, ze z okrajové podminky vyplyva také ¢(x)=0, w(0)=0 pro |x|>a.

Dale, vzhledem ke kompatibilit¢ a vzhledem k symetrii problému, vyhovuji hustoty
také témto vztahdm

[ o =0, ["w =0, (5.14)

Fourierova transformace hustot zapsana pomoci transformovanych posuvl ma pak
tento tvar

¢ (&) =~ilu,(£,0), w (§)=du,(£,0)/dy, (5.15)

a .

kde ¢'(£)= )" [" pe“dr a y' &) =0 " [ e,

Dale, vyuzitim transformovanych posuvu (5.3), okrajovych podminek (5.9) a definice
transformovanych hustot (5.15), vyjadiime funkce C,(¢) pomoci hustot ¢(x) a w(x)

jako
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__ll §(V+lég ) itg ¢ ité
&=~ oy L Loy oe“di— )m Gzl o0 dr
il>sgn(é) o, , e
C()=—p— t 1) |e"dt,
(é) 2(2 )/ (1_ )J.a|:ﬂ ¢()+§ l//( ):|e (5 16)
i §(v+l 5 ) e
C.(&)= MI (o) + )] e dr.

(2 )1/2 (1

Dosadime-li tyto vztahy do definice totalniho a momentového napéti za predpokladu
platnosti okrajovych podminek (5.12), dostaneme zaménou poradi integrace
nasledujici systém sdruzenych integralnich rovnic pro funkce ¢(x) a y(x)

lim 2| [* oL (=0 dt+ [ pOL (=0 )dt | =0, pro [+ <a.

- (5.17)
}L‘%}%U POL((x—=0), )+ [ wOL((x=0), y)dt] =0 pro x| <a.
Jadra L,((x~-1),y) jsou definovana jako
L((x=0),) = [ (£, »)e ™" "d¢, (5.18)
kde
¢y = L sEn©Cr _1_y|§|)e|§y—ilzﬂ§{1+2(l BE) }yﬁ
I-v I-v
L=t fv—ylfoIfflemy ; &{Hz(z pey }
Ip*E|+21282 2 pey2 (5.19)
ky(S,y) = il Jlr 3 _y|§|)e§|y—lzﬂ{l+2(iﬁ}yﬁ,
Y =

kS(ég’y) =

[+ |§|(3+2[2§2 _y|f|) o —lzﬂ|:l+wi|€yﬁ
I-v

1-v

Poznamenejme, Ze pokud /> — 0, zjednodusi se systém (5.17) na integralni rovnice
totozné s klasickou pruznosti.

Pomoci asymptotické analyzy Ize jadra rozdélit na singularni a regularni ¢ast [1]

30



_ 0t — 1271 e _
L((x t),y—O)—(x_t)3 4(x—t)+Nl(x 1),

2
L(G-1),y=0)=—12 o T5 Ly (o),
(x—1)y 4(x-1) (5.20)
L((x—1) yzo*):i+ﬁlnM+N (x—1) |
’ 20x-1)° 4 l 2 ’
127/ 2 |x—t|
L((x—1),y=0)=—_+8Int—~+N (x—1),
L((x—1),y ) 1) 411 ; ,(x=1)
kde konstanty (y,, 7,, 7;) jsou definovany vztahy
7 —4v 11-4v 3—4v
7= s Vo = s V3= . (521)
1-v 1-v 1-v

Regularni jadra obsahuji modifikované Besselovy funkce Il. druhu a jsou definovany
jako [1]

Ny 2 {144016 T (1-4E smav (1v)K(l=17)
| E 0 G 2y 86 x
%lzg@;Vz)[n%}K2(|x,|/l)ﬂ,
oo 2 J240r 18 +(7—4v)12+3_4v (s
M) (1—V){(X—f)6 (x—1)"  4(x—1)" 8 tnJx—1|/1) (5.22)

1
—E[ZKO (e—t|/ 1) =K, (|x—e| 1) = 2K, (|x—1]/ 1)+ K, (|x =] /1) |

1-v
—%[1{2 (Jx—1|/1)-K, (|x—r|/l)]}
Dostavame tak nasledujici systém hypersingularnich integralnich rovnic

ref P70 +r (@) ]

7,00 + 7 () | i
-1 (2. _ i‘)S

df—Cijl I
S AG-D

[ [0+ 9] R (az—adrdi =220 pro |3 <1,
B Z (5.23)

A

dt

Ff iz[n@({) +Ay;z/><f)] i-| n[@d)w?(f)]mhjf
-1 2(k—1) 1 4 I

1 A ~ e AL g~
[ [p®)+yH)] Ny(ak—ai)di =0 pro |5|<1,
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kde ¢(f) = p(at), () =w(af), x=xla,f =t/a a [=I/a jsou bezrozmérné velidiny,
které pouzivame pro normalizaci nad intervalem (-1,1).
Vzhledem k asymptotické analyze vime, Zze pole posuvi ma charakter >, kde r je

vzdalenost od kofene trhliny. Hustoty pak mdzeme vyjadfit pomoci Cebysevovych
polynomu druhého druhu jako [1]

P(0) =Y FU,O)A-1*)", p(i) =D GU,O)A-i*)", |f (5.24)
n=0 n=0
Vzhledem k této aproximaci Ize systém (5.23) napsat v nasledujicim tvaru
v U ()1 - z)” U @Ha-iH" .
I’ F +yG|FpP| ——————di—— F+yGlcpv.| —————di
Z[% rGlFpf, = Z[y rGlery.f S
+Z[Fn 161070 =% pro |4 <1,
~ _ (5.25)
—Z[y3F +7,G, ]ijl % P+ EZ[Fn +Gn]_.‘il U,@a-i)"” 1n|xl%t|df
+Z[Fn +G,]07(®) =0 pro |7 <1,
kde 0" (x), (b=1,2) jsou regularni integraly definovany jako
0" ()= [ U,(HA-*)" N, (ak —ab)df. b=12. (5.26)

Pro jejich vyjadieni pouzijeme Gauss-Cebysevovu kvadraturu, o které se zmifujeme
v pfedchozi kapitole.

Singularni integraly pocitdme ve smyslu konec¢nych hodnot pomoci tabulkovych
hodnot. Poznamenejme také, Zze vzhledem k podmince nulového rozevieni trhliny
v jejich vrcholech, kterou museji hustoty splfiovat, jsou koeficienty F, a G, nulové.

Dostavame tak konecnou podobu feseného systému

i )Z[;/l F+7G ][ (@ +mU, (5~ +3n+2)Un71(fc)}—%Z[;/2Fn +7,G, T, (%)

+Z[Fn +Gn]Q;‘>(£):—2”G° pro |3 <1,
H (5.27)

/\

F +7G,](n+DU, (%) + 2 Z[F G]{ T (%) T(x)}

A n+2 n

+i[F +G,]07(2)=0 pro |§|<1,

n=1
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Tento systém funkcionalnich rovnic feSime metodou kolokaénich bodd. Jako
kolokaéni body volime kofeny Ceby$evovych polynoml T, (%) (viz. (4.12)).
Dostavame tak 2N +2 rovnic pro 2N neznamych (F,,G,), ktery vyfe§ime metodou

nejmensich ¢tvercl. Dosazenim vyslednych hodnot do definice pak dostaneme
podobu hustot @(x) a (z). Nasledné pak integraci vyjadfime pribéhy posuvu.

0.7¢

ao,

03¢

02¢

0.1}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X
Obr.5. Profil normalizovaného rozevreni trhliny podél lict trhliny

0.30

0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00

X
Obr.6. Profil normalizovaného rozevreni trhliny v okoli kofene trhliny

VVynesenim normovanych pribéhld do grafu vidime, Ze hodnoty rozevreni trhliny
s rostoucim pomeérem a/l rostou. Dochazime tak ke stejnému zaveéru jako v pfipadé
analyzy asymptotického pole posuvl, pfip. J-integralu. S rostoucim vlivem
mikrostruktury materialu se vice projevuje zpevnujici charakter.
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Pomoci definice (2.29) Ize nasledné vyjadrit také pribéh smykového napéti.

x

Obr. Pribéh normovaného smykového napéti
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7. Numerické vysledky a porovnani s MKP

Pro fedeni systému integralnich rovnic (5.25) a grafické vyjadfeni obdrzenych
vysledku jsme zvolili vypocetni systém Mathematica 9, ktery je v akademické sféfe i
v oblasti vyzkumu hojné vyuzivany. Vzhledem k naroénosti nékterych dilé¢ich vypoctu
na vypocetni zdroje (zejména pfi ovéfovani vztahU vyplyvajicich z Fourierovy
transformace) jsme vyuzili také moznost pocCitat skrze virtualni organizaci
MetaCentrum VO, ktera sdruzuje vypocetni a uUlozné kapacity hostované v rlznych
institucich po celé Ceské republice.

V nasleduijici ¢asti struéné uvedeme implementaci vypoctu pole posuvl a smykového
napéti v okoli kofene trhliny a vysledky vyneseme do grafl. Ty pak porovnavame
s numerickym modelem homogenizované keramické pény, ktera je typickym
pfikladem materialu s vyraznym vlivem mikrostruktury.

7.1. Popis programu a vlastni vypocet

Pfipomerime, Ze hledame pole posuvl a napéti v okoli kofene pfimé trhliny o délce
2a.uvnitf nekonec¢né desky, ktera je na obou koncich symetricky zatizena
normalovym napétim o . Uvazujeme podminky rovinné deformace, nezatizené lice
trhliny a material s charakteristickym rozmérem mikrostruktury [>. Kartézsky systém
soufadnic je umistén uprostfed trhliny, jak je naznaceno na obrazku (123).

y

SERREREE

o =0,155 MPa

1 =G =280,76 MPa
v =0,3659
a=20,25 mm
[=0,3 mm

symetrie

symetrie

» X

a

Obr.7. Geometrie analytického modelu

V uvodni ¢&asti programu je nutno zadat velikost normalového zatizeni o [MPa],
smykovy modul pruznosti x[MPa], Poissonovo Cislo v [-], velikost trhliny a[mm] a
charakteristicky rozmér mikrostruktury [[mm]. V ramci programu pocitame

s normalizovanymi proménnymi t=x/a, ¢ =1"/a’, ¢ = p(ak), y =y (aX).
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Pro vypoCet systému integralnich rovnic (5.27) musime nejprve definovat Gauss-
Cebysevovu kvadraturu pro vypodet regularnich jader N,,N,. Vzhledem k tomu, Ze
Mathematica neobsahuje algoritmus pro vypocet integral( ve smyslu Hadamardovy
konec¢né c¢asti, jsme nuceni pro vypocet singularnich integralt pouzit tabulkovych
hodnot (4.13). Vypocet Cauchyho integralu v jadru softwaru naprogramovany sice je,
z duvodu zachovani kompatibility s ostatnimi vyrazy pouzijeme i v téchto pfipadech
hodnot tabulkovych. Po definici zakladniho systému integralnich rovnic nasleduje
transformace do maticového tvaru, ktery je vyzadovan pfi feSeni problému pomoci
metody nejmensich étverc.

Po ziskani koeficientd F,G, muzeme vyjadfit hustoty ¢(%) a w(x), a zdruhé
jmenované podle definice vyjadfit normalizované pole posuvu po celé délce trhliny

integraci a naslednym normovani pomoci napéti %,

N
ac,

0.2 0.4 A 0.6 0.8 1.0
X

Obr.8. Pribéh normovaného rozevieni podél horniho lice trhliny

020+

7N
ac,

0.05 -

0.92 0.94 A 0.96 0.98 1.00

Obr.9. Pribéh normovaného rozevreni v okoli korene
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Pribéh smykového napéti ziskame z definice (2.29) a naslednym normovanim
normalovym napétim jako

>=>

0.0
-02
+
U,
(o -0.4
06t
_08L
—-10tL

Obr.10. Pribéh normovaného smykového napéti

7.2. Numericky vypocet

Pro porovnani pouzijeme numericky model keramické pé&ny vytvofeny na UMTMB.
Materialové konstanty jsou shodné s konstantami zadanymi pro analyticky vypocCet.
Rozdilna je vSak geometrie a charakter okrajovych podminek. Zatimco v analytickém
vypocCtu uvazujeme nekoneénou desku, v pfipadé numerického vypoctu pracujeme
s deskou koneénych rozmeérl na koncich vetknutou a oproti analytickému feseni
zatizenou deformacné.

Y
4 DOF UX=0, UY=0.056 mm

rtrrrrrrt

u=G=280,76 MPa
v =0,3659
£ L1=20,25 mm
Q
c25; L3 L2 =250 mm
L3 =100 mm
[=0,3mm
/symetrie L x

L1 —
L2

Obr.11. Geometrie numerického modelu
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volna K : _..: ;_: ;_:.
lomowva plocha DOF UY=0
ROTX, ROTZ=0

Obr.12. Detail okrajovych podminek v koreni trhliny

Hodnota zatiZzeni, se kterym v analytickém vypoCtu pracujeme, odpovida
normalovému zatizeni odectenému v dostateéné vzdalenosti od trhliny i od mista
vetknuti numerického modelu. Vynesenim hodnot posuvi a smykového napéti
v tésné blizkosti trhliny a naslednou normalizaci dostavame tyto pribéhy

0.00 - - - - '
0.90 0.92 094 o 096 0.98 1.00

Obr.13. Pribéh normovaného rozevieni v okoli korene

x

092

Obr.14. Prbéh normovaného rozevreni
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7.3. Porovnani vysledki

0.5 -
0.4 |
i’ 03k
ao,
0.2
0.1}
F | ——MKP
—— Analytical
[}_[} I 1 1 1 1
0.90 0.92 0.94 £ 096 0.98 1.00
Obr.15. Detail normovaného rozevieni v okoli kofene trhliny
X
- 0.85 0.90
—05¢F
10k
.
8 y
Hew 15}
O, I
20l
25t
“0 [ ——MKP
[ |—— Analytical
—30L

Obr.16. Detail normovaného smykového napéti v okoli kofene trhliny
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8. Diskuze a zavér

V reSersni Casti jsou uvedeny zdkladni druhy gradientni teorie pruznosti a pro Il.
variantu Mindlinovy dipolarni gradientni pruznosti byly odvozeny zakladni rovnice pro
posuvy, pretvofeni a silové a momentové napéti. Nasledné byl definovan systém
singularnich integralnich rovnic, jehoz feSenim bylo mozné vyjadfit pole posuvl a
nasledné smykového napéti v okoli korene trhliny.

V pfipadé vyjadreni profilu rozevieni trhliny se vysledky prakticky shoduji s vysledky
uvedenymi v [1], odkud byl systém singularnich integralnich rovnic odvozen a
odpovida také teoretickym predpokladim plynoucich z analyzy asymptotického pole
posuvl a formulace J-integralu. TotéZz vSak nelze fici o ziskaném prabéhu
smykového napéti, kdy si neodpovida amplituda. Na druhé stran€, pro rozmér
mikrostruktury / jdouci k nule by predikce gradientni pruznosti mély odpovidat
predikcim klasické pruznosti, tj. smykové napéti podél osy x je v pfipadé klasické
pruznosti nulové. Z tohoto hlediska vysledky uvedené v prelozené diplomové praci
splfuji tento pozadavek.

Nesrovnalosti jsou zfejmé také z porovnani analytického modelu s numerickym, kdy
neni dosazeno pozadované presnosti. Nicméné je nutné zddraznit tfi okolnosti: 1)
MKP feseni bylo ziskano na relativné malém vzorku, 2) pfi MKP modelovani vzorek
byl zatézovan deformacné a ne silove, 3) MKP feSeni bylo ziskano pomoci specialni
iteraCni procedury, viz [11], kterd explicitné neobsahuje mikrostrukturni parametr |,
nybrz prirlstek tohoto parametru, ktery vstupuje do iteraéni procedury a pocet kroku
se nastavuje na zakladé dosazeni polohy inflexniho bodu profilu lict oteviené trhliny.
Predlozené semianalytické fesSeni tak muze poskytnout uziteCny nastroj pro
nastaveni pocétu krokl procedury pfi  vypoétovém modelovani trhliny v
homogenizovanych pénovych strukturach.
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Prilohac. 1

(#===DIPLOMOVY PROJEKT - Bc. Jaromir Klepac===+x)

(#===Aplikace gradientni pruznosti v problemech lomove mechaniky===x%)
(#===Ustav mechaniky teles,mechatroniky a biomechaniky===x%)
(¥===30.5.2014===x)

ClearAll["Global‘x"];

basedirname = NotebookDirectory|[];
SetDirectory[basedirname];

<< PlotLegends"®

(#=====Constants====:%)
(¥normal stress [MPa]x)

o =0.155;

(*Poisson’s ratio [-]=*)

v = 0.3659;

(¥Cellular length [mm]x)
1=0.3;

(xCrack length [mm]*)

a =20.25;

(¥Shear modulus G [MPa]x)
u =280.76;

(*number of coll.pointsx)

n = 40;

(*nuber of integr.point for Gauss-Chebyx*)
P= 40;

Y11= (7-4%v)/ (1-v);

¥2=(11-4%v) / (1-v);
¥3=(3-4*xv)/ (1-v);
c=(172) /a*2;

(¥====Collocation points=====%)

t = Table[N[Cos[((2*i-1) *x) / (2% (n+1))]], {i, 1, n+1}];
(¥=====Integration points=====%)

s = Table[N[Cos[n*xj/ (n+1)]]1, {3, 1, p}1;

(¥=====Weight functions====2%)

w = Table[N[(1-s[[]j]]1*2) / (n+1)], {3, 1, P}];

Ni[k_, t_] :=-2/(1-v) % ((1440%xc*3) / ((k-t)~*7) -
(712 %xc*2) / ((k-t)*5) + ((7-4%xv)*c)/ (2*x (k-t)*3)-(3-4%xv)/ (8x (k-t)) -
((1-v) *BesselK[2, Abs[k-t] /Sqgrt[c]]) / (k-t) -1/ (k-t) » (
BesselK[4, Abs[k-t] /Sqgrt[c]] » (1 + (30%xc) / ((k-t)*2)) -
BesselK[2, Abs[k -t] / Sqrt[c]]))
N2[k_, t_] :=-2/ (1-v) xa* (
(240 xc~3) / ((k-t)*6) - (18 xc*2) / ((k-t) ~4) +
((7-4xv) xc)/ (4% (k-t)*2) + ((3-4*%V) xLog[Abs[k-t] /Sqgrt[c]]) /8- (1/16) % (
2 x BesselK[0, Abs[k-t] / Sqgrt[c]] - BesselK[2, Abs[k-t] / Sgrt[c]] -
2 x BesselK[4, Abs[k-t] / Sgrt[c]] + BesselK[6, Abs[k -t] / Sgqrt[c]]) -
(1-v) /2% (BesselK[2, Abs[k-t] / Sqrt[c]] - BesselK[0, Abs[k -t] / Sqrt[c]]))
(¥=====Gauss-Cheby Quadrature=====%)
Q1[i_, k_] := Sum[ChebyshevU[i, k] *w[[Jj]] *N1[k, s[[j]]1], {3, 1, p}]
Q2[i_, k_] := Sum[ChebyshevU[i, k] *w[[Jj]] *N2[k, s[[j]]1], {3, 1, p}]
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(*=====Integral equations===:==%)
rcel[x_] :=-(mt*xc) / (4% (L -x°2)) *»
Sum[ (y1*F[j] +¥3*G[j]) * ((J*2 + j) » ChebyshevU[j+1, x] -
(J#2+3 *j+2) »ChebyshevU[j-1, x]), {3J, 1, n}] -
(w/4) *Sum[ (y2*F[j] +¥3*G[j]) *ChebyshevT[j+1, x], {j, 1, n}] +
Sum[ (F[j] +G[3]) »Q1[]3, x], {3, 1, n}];
rce2[x_] :=-(nw*xc/2) *Sum[ (y3*F[Jj] +¥1*G[]j]) * (jJ+1) *» ChebyshevU[], x],
{3, 1, n}] + (w*¥y3/8) *
Sum[ (F[j] +G[J]) * (ChebyshevT[j+2, x] / (j+2) - ChebyshevT[]j, x]/3J),
{3, 1, n}] +Sum[(F[]j] +G[]j]) *Q2[], x], {3, 1, n}];

(¥=====System of equations with collocation method====:=%)
EQsysteml = Table[rcel[t[[i]]] ==-(2*7w*x0) /1, {i, 1, n+1}];
EQsystem2 = Table[rce2[t[[i]]] =0, {i, 1, n+1}];

(¥====Transformation to Matrix form=====%)
ml =
Normal[CoefficientArrays|[EQsysteml, Flatten[Table[{F[]j], G[3]1}, {3, 1, n}1111[[2]1];

bl = Normal [CoefficientArrays[EQsysteml, Flatten[Table[{F[j], G[Jl}, {3, 1, n}]11]1]1II
111;

m2 = Normal [CoefficientArrays[EQsystem2, Flatten[Table[{F[Jj], G[Jj]}, {3, 1, n}]1111I[I[
2]11;

b2 = Normal [CoefficientArrays[EQsystem2, Flatten[Table[{F[j], G[Jl}, {3, 1, n}]1]1]1]1II
111;

b = Join[bl, b2];

m = Join[ml, m2];

(#=====Evaluation with Least square method =====%)
xx = LeastSquares[m, b];

F = Table[xx[[i]], {i, 1, 2%n, 2}];

G = Table[xx[[i]], {i, 2, 2*n, 2}];

(#¥=====Densities Plot=====%)

Fi[x_] := Sum[F[[j]] * ChebyshevU[]j, x] * Sgqrt[1l-x*2], {j, 1, n}];
Plot[Fi[x], {x, -1, 1}];

Psi[x_] := Sum[G[[Jj]] * ChebyshevU[]j, x] *Sqrt[1l-x*2], {j, 1, n}];
Plot[Psi[x], {x, -1, 1}];

(#=====Monopolar stress - tenzor t_xy normalized plot====:z%)

S12 = Table[{x, - (Psi[x] +Fi[x]) »u~2/ 0}, {x, 0.6, 1, 0.0005}];
ListLinePlot[S12, PlotRange » {{0.9, 1}, {0.01, -1}}]

0.0
—02F
—04h

-0.6 -




Klepac-diplomovy-projekt.nb |3

(*=====Displacement - normalized plot===:==%)
UY = Table[{b, Integrate[Psi[x], {x, -1, b}] *u/o}, {b, 0, 1, 0.05}];
ListLinePlot [UY]

0.6}

0.5

I B e s e e e

0.4

0.3
02k
o.f
L 1 1 1 L 1 1 1 L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(*:::::Detail:::::*)

UUY = Table[{b, Integrate[Psi[x], {x, -1, b}] *u/ o}, {b, 0.90, 1, 0.005}];
ListLinePlot [UUY]

0.25

0.15
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(¥====Export to file===:==%)

(*Export["S12-50.dat",S12, "Data"];
Export ["U22-50.dat",UY, "Data"];
Export ["UUY-50.dat",UUY, "Data"]; %)



4| Klepac-diplomovy-projekt.nb

(¥=====Comparison with MKP results===:=:%)

u=280.76;
a=20.25;
1=0.3;

U22N = Import["U22-N.dat", "Data"];
S12N = Import["S1l2-N.dat", "Data"];

(#=====MKP monopolar stress - tenzor t_xy normalized plot====:=%)
S12NormX = Table[S12N[[i, 1]] /a, {i, 1, Length[S12N]}];

S12NormY = Table[S12N[[i, 2]] /o, {i, 1, Length[S12N]}];

S12Norm = Table[{S12NormX[[i]], S12NormY¥[[i]]}, {i, 1, Length[S12N]}];
ListLinePlot [S12Norm, PlotRange -» {{0.90, 1}, {0, -3}}]
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(#=====MKP displacement - normalized plot=====%)

U22NormX = Table[U22N[[i, 1]] /a, {i, 1, Length[U22N]}];

U22NormY = Table[U22N[[i, 2]] *u/ (o*a), {i, 1, Length[U22N]}];
U22Norm = Table[{U22NormX[[i]], U22NormY[[i]]}, {i, 1, Length[U22N]}];
ListLinePlot [U22Norm, PlotRange - {{0, 1}, {0, 0.8}}]

ListLinePlot [U22Norm, PlotRange -» {{0.9, 1}, {0, 0.35}}]
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(¥====ComparePlots====%)
(*shear stressx)

ListLinePlot[{S12Norm, S12}, PlotLegend » {"MKP", "Analytical"},

LegendPosition -» {-0.5, -0.5},

PlotRange » {{0, 1.01}, {0, -3}}]

ListLinePlot[{S12Norm, S12}, PlotLegend » {"MKP", "Analytical"},

LegendPosition -» {-0.5, -0.5},

PlotRange - {{0.835, 1.01}, {0, -3}}]
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(*displacement*)

ListLinePlot [ {U22Norm, UY}, PlotLegend -» {"MKP", "Analytical"},

LegendPosition » {0.1, 0.1},

PlotRange* {{01 1}/ {01 1}}]
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ListLinePlot [ {U22Norm, UUY}, PlotLegend -» {"MKP", "Analytical"},

LegendPosition » {0.1, 0.1},
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