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Uvod

Na svych cestdch z jednoho mista do druhého Casto pouzivdme sif silnic. At uZ je
pri¢inou nehoda, kolona, opotiebeni, idrzba, utok nebo prosté jen §patné pocasi, na sil-
nici mezi sousednimi obcemi vznikne blokace, kvili niZ silnici vyuZit nelze. Vétsinou
to nevadi, protoze se do svého cile dostaneme i po jinych cestidch. PotiZze vznikaji,
kdyz se ¢lovék rano vzbudi a brzy na to zjistuje, Ze se do prace nedostane po zadné
cesté. Obcas nastane rozsdhla prirodni katastrofa, ktera zplisobi, Ze je témér soucasné
zablokovéno n&kolik silnic. Vyjimkou nejsou ani silnice v Ceské Republice [1]. Jsou-li
blokace rozmistény nesfastnym zplisobem, rozpada se sif na komponenty souvislosti,
jako tfeba na obrazku 1.

Vv v

Obrdzek 1: Vlevo silni¢ni sif (Prostéjov — Pferov — Kroméfiz — Vyskov)

a vpravo Ctyfi komponenty rozpadlé sité

Komponenty souvislosti pfipominaji od sebe oddélené ostrovy. Pfitom cestovat lze
jen po ostrové, ale nelze jej opustit. Aby bylo moZné cestovat v siti opét odkudkoliv
kamkoliv, je potfeba komponenty spojit. To se provede odstranénim blokaci. Aby doslo
k napojeni komponent co nejdfive, je vhodné hledat odpovédi na nésledujici otazky:

1. Které blokace stali odstranit, aby se sif stala souvislou?

2. V jakém poradi blokace odstraniovat, aby pti tom byla ujeta co nejkratsi cesta?

3. Pokud mame k dispozici dvé nebo vice cestarskych cet, které Cety poslat
ke kterym blokacim?

Napojovéani komponent je jednim z typa uloh feSenych v kombinatorické optimali-
zaci. Ulohy tohoto typu jsou fesitelné i snadno pochopitelnymi algoritmy. Avsak jak
vite, Ze feSeni, které jste svym algoritmem nasli, je nejlepsi ze vSech prfipustnych
feSeni? Abyste méli jistotu, staCi provértit feSeni vSechna. Ale je nutné provérovat
feSeni vSechna u kazdé ulohy? Téch je totiz ve skoro kazdé uloze tohoto typu tolik,
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Ze je vSechna za ptijateln¢ dlouhou dobu ovéfit nestihnete. Proto jistotu, zda nalezené
feSeni je optimdlni, budete mit jen vyjimecné. Mame-li odblokovat napiiklad 40 hran
a jsou-li k dispozici 4 cestarské Cety, které vyjedou do price z jedné stanice (diky
Cemu? je nerozlisime), existuje 478 zplisobl!, jakymi lze zablokované hrany rozdélit
mezi Cety, a proto 478 - 40! = 3.9 - 10°° riznych feSeni. Kdybychom méli mé&fit délku
trvani opravy u kazdého feseni pocitacem, ktery jich dokdze béhem sekundy vyhod-
notit 10%°, tak by celkové doba nalezeni optimalniho feSenf trvala 10%3 let. Ale aspon
bychom méli jistotu, Ze je to skute¢né optimdlni feSeni. Tak plytvat nikdo nebude.

Resit dlohy tohoto typu dokdze kazdy, ale z podstaty v&ci je pry vykesit nedokdze
nikdo [8] (s.3). Co kdyZ to neni pravda? Co kdyz kazdou z prijatelné velkych uloh
tohoto typu lze vyfesit za prijatelné dlouhou dobu? Zodpovédét tuto otazku vSak neni
cilem této diplomové prace. Cilem je najit zplisob feSeni ilohy napojovani kompo-
nent v rozpadlé silni¢n{ siti a napsat pocitatovy program, ktery na zdkladé vhodnych
kritérii navrhne nejlepsi postup pro opravu komunikaci v libovolné silni¢nf siti, kterou
programu zaddte.

Pozada-1i nas spravce silnic o optimalizaci postupu napojovani komponent v rozpadlé
silni¢ni siti, nebude chtit ¢ekat ani 24 hodin na vypocet optimdlniho postupu, protoze
za tu dobu mohou ety cestaiti mit praci hotovou, byt ne optiméln&. Pfijatelnd doba
¢ekdani na vypocet proto bude vyrazné krat$i. Kdyby o déleni prace mezi Cety cestari
rozhodoval autor této prace, nemél by trpélivost ¢ekat na vysledek vypoctu déle, nez
jednu hodinu. I od toho se bude odvijet velikost dloh, které je schopen feSit na svém
pocitaci a kvalita jejich feSeni.

V prvni kapitole uvedeme pojmy pouzité k zavedeni modelu silni¢ni sité, k popisu
tlohy, jeji slozitosti a k popisu jejiho feSeni. Ve druhé kapitole popiSeme silni¢ni sit
a ulohu napojovini komponent. Uvedeme, v jaké podobé a jakd ocekdvame vstupni
data, kterd urcuji zaddni dlohy. Uvedeme podminky kladené na feSeni, miry kvality
feSeni a vystupni pocitaCovy format feseni ulohy. PopiSeme prevody mezi piibuznymi
tlohami a tim i moZnost pouZziti metod vyvinutych k jejich feSeni. Ve tfeti kapitole
predstavime pouzité metody feSeni dlohy — algoritmus dspor, mravenci algoritmy a
zlepSovaci heuristiky 2-opt a 3-opt. U algoritmu dspor a u 2-opt si ukdZzeme i jejich
prizptisobeni k feSeni dlohy napojovani komponent. Ctvrtd kapitola se zamé&fuje na
Max-Min Ant System, coZ je heuristika ze tfidy mravencich algoritmi, kterou pouzi-
vame k feSeni tlohy napojovani komponent. Budeme se zabyvat otdzkou konvergence
algoritmu a otazkou nastaveni parametrii. PopiSeme nasi pocitaovou implementaci
algoritmu. P4td kapitola je vénovéna testim algoritmi a vlivu rliznych parametrti na
fungovédni Max-Min Ant Systemu.

1Jazyk R, knihovna partitions, piikaz R(4, 40, include.zero = FALSE) — vrati pocet rozkladd ¢.40 na
neuspofadany soucet 4 prirozenych ¢isel. Pouzivd Hindenburgovu (rekurzivn{) metodu, viz [5].
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1 Zakladni pojmy a znaceni

Vev s

Nejpraktictéjsi véci na svété je dobrd teorie. Ted lze tuto sekci preskodit a vracet se k
ni v pfipadé potieby. Pozdéji ji ¢tendf shledd uZiteCnou, zvIasté pak teorii grafi.

1.1 Kombinatorika

Zde s obCasnymi Gpravami piebirdme definice z [3] a [4].

MnoZiny pouze obsahuji prvky bez jakéhokoliv uspofdddni. Budeme potiebovat pra-
covat s usporddanymi k-ticemi objektd. Usporddané k-tice (ay,...,a;) lze definovat
riznymi zplsoby a na volbé zplisobu definice ndm zalezet nebude. Dulezité vSak je,
Ze to, co nespliuje vlastnost 1.1, neni usporadana k-tice.

((al,...,ak):(bl,...,bk)) & ((a1 :bl)/\.../\(ak:bk)) (11)

Pro ilustraci uved me nésledujici definici.

Definice 1 Uspotiddanou dvojici (a;, a;) rozumime mnoZinu {{a,}, {a;, a»}}. Pro libo-
volné k € N Ize usporddanou k-tici definovat rekurentnim zplsobem:
(a,....ar) = ((ay,...,ar1),a;). Prok = 1, je usporddana k-tice (a,) = a,.

Definice 2 Mnozinu{i: i,a,b € Z,k e NA(a< DA[I <b)ANidne Ny :i=a+n-k)}
zna¢me symbolem a(k)b.

Piiklad: MnoZinu {0, 4, 8, -2, 6, 2} Ize znacit —2(2)8 nebo —2(2)9. MnoZinu prvnich n
pfirozenych ¢isel zna¢ime 1(1)n.

Definice 3 Nechi |A| znadi pocet prvki mnoZziny A.

Definice 4 M¢jme mnoZiny N, K, kde K C N. |N| = n, |K| = k. K se nazyva k-Clennd
kombinace z prvki n-prvkové mnoziny N.

Poznamenejme, Ze kombinace je k-tice, kterd neni uspotradana.

Definice 5 Nechi k,n € N a k < n. M&me neprazdnou mnozinu N, [N| = n.
i,j € I(1k. Vi € 1(1)k a; € N. Déle necht plati (i # j) = (a; # a;). Usporddand
k-tice (ay, ..., a;) se nazyva k-Clenna variace z prvki n-prvkové mnoziny N.

Definice 6 n-Clenna variace z prvku n-prvkové mnoziny N se nazyva permutace
z prvkl n-prvkové mnoziny N.



Definice 7 M&me mnoZinu A neprdzdnou a |[A| > m, kde m € N. Ddle nechi
Vk,l € 1(1)m plati:

a) ArCANAL #0

b) (Ay # A) = (AL NA; #0)

©) A= Ul Ak
Systém {A; : k € 1(1)m} se nazyva rozklad mnoziny A na m tfid. (Jde o systém, ne o
mnoZzinu, protoze se piipousti moznost, Ze proi # jje A; = A;.)

Definice 8 Nechi {A, : k € 1(1)m} je rozklad mnoZiny A na m tfid. Uspofadand m-tice
(Ay,...,A,) se nazyvd uspofddany rozklad mnoZiny A na m tfid.

Zkracené budeme hovofit o rozkladu mnoziny nebo o usporadaném rozkladu mnoziny.

1.2 Grafy a sité

Zde s obCasnymi dpravami piebirdme definice, vty a postupy z knihy [6].

Definice 9 M¢&jme dvojici mnozin V, E, z nichZ V je neprazdna. Didle méjme funkce
Pv:E—-VaKv:E — V.Ctvefice (V, E, Pv, Kv) se nazyva orientovany graf.

Definice 10 Nechi Ctvetice (V, E, Pv, Kv) je orientovany graf. Mnozina V se nazyva
mnozina vrcholi (resp. uzld, bodt). MnoZina E se nazyva mnoZina hran (resp. spoju,
vazeb). v| := Pv(e) se nazyva pocatecni vrchol hrany e. v, := Kv(e) se nazyva koncovy
vrchol hrany e. Funkce Pv, Kv se nazyvaji vztahy incidence. Rikdme, 7e v, a e jsou
spolu incidentni, rovnéZ v, a e jsou spolu incidentni.

Definice 11 Nechi ¢tvefice (V, E, Pv, Kv) je orientovany graf. Ozna¢me PK mnoZzinu
{UcV;|U|l=2V|U|=1)}. Zaved me funkci & : E — PK nésledujicim zpisobem.
Ve € E AU € PK; U = {Pv(e), Kv(e)}. Trojice (V, E, €) se nazyva neorientovany graf.

Definice 12 Nechi trojice (V, E, €) je neorientovany graf. MnoZiny V, E se nazyvaji
stejné, jako u orientovaného grafu. PoloZzme v, = Pv(e), v, = Kv(e). Pak g(e) = {v{, v,}
a fikdme, Ze vrcholy vy, v, jsou incidentni s hranou e a nazyvaji se krajni vrcholy hrany
e. Pfitom nerozlifujeme, ktery vrchol je po&ateéni, a ktery koncovy. Rikdme, Ze hrana
e spojuje vrcholy vy, v,. Funkce € se nazyva vztah incidence.

Je-li k dispozici graf G, bez ohledu na orientaci pouZivejme znaceni V(G) pro mnoZinu
vrcholl grafu G a znaceni E(G) pro mnoZinu jeho hran.

Definice 13 Nechf &tveiice (V, E, Pv, Kv) je orientovany graf. F := {e € E; v, v, € V
Pv(e) = vi A Kv(e) = v,}. Pocet prvkll mnoZziny F, t.j. |[F|, se nazyva nasobnost hrany.
Je-1i (V, E, €) neorientovany graf, nasobnosti hrany e se mysli pocet prvki mnoziny F,
kterd se v tomto ptipadé definuje jako F' = {e € E; dv|, v, € V &(e) = {vi,v2}}.
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Definice 14 Graf, jehoz kazd4 hrana md ndsobnost nejvySe jedna, se nazyva prosty
graf. Graf, ve kterém existuje aspoil jedna hrana s ndsobnosti vétsi, neZ jedna, se
nazyva multigraf.

Definice 15 Existuje-li v orientovaném grafu (V, E, Pv, Kv) hrana e a vrchol v takovy,
7e Pv(e) = v A Kv(e) = v, nazyva se hrana e smycka. Existuje-1i v neorientovaném
grafu (V, E, €) hrana e a vrchol v takovy, Ze £(e) = {v}, nazyva se hrana e smycka.

Definice 16 Nechi G = (V, E, ) je neorientovany graf, ktery je prosty, bez smycek a
Vvi,vy € V, t.Z. vy # v,) (de € E)(e(e) = {vi, v2}). Pak se G nazyva uplny graf. Ma-li
n vrchold, zna¢me jej K, nebo Ky pro zdlraznéni, Ze jde o Uplny graf nad mnoZinou
vrcholi V.

Definice 17 Nechi G znadi orientovany graf (V, E, Pv, Kv). W C V, F C E. Zobrazeni
Qv budiz restrikci zobrazeni Pv na mnozinu F a Ly restrikci zobrazeni Kv také na
mnozinu F. Nechf Ky je tiplny graf nad mnoZinou uzld W (viz definice 16). Rekneme,
ze Ctvetice H = (W, F, Qv, Lv) je podgraf grafu G, je-1i orientovanym grafem. Pokud
(W = V)A(F C E), nazyva se graf H faktor grafu G. Pokud (W C V) A (F = EN Ky),
nazyva se graf H podgraf grafu G indukovany mnoZinou vrcholi W.

Na mnoziné vSech podgrafii daného neorientovaného grafu G lze zavést relaci uspo-
fadani pomoci relace ,byti podgrafem. PouZijme znaceni <. Toto uspofdddni obecné
neni uplné, protoZe v mnoziné podgrafi grafu G mohou existovat asponl dva, z nichZ
zadny neni podgrafem toho druhého. Jako priklad takového grafu G mizeme vzit
graf sestaveny ze dvou vrcholu spojenych hranou a jednim podgrafem je prvni uzel
a druhym podgrafem je druhy uzel.

Definice 18 Rekneme, 7e grafy G, a G, jsou disjunktni, kdy? plati
(V(G1) N V(Gr) = 0) A (E(Gr) N E(G2) = 0).

Definice 19 Nechi G je neorientovany graf a A € V(G). Oznatme Wg(A) mnoZinu
hran, které jsou incidentni s pravé jednim vrcholem z mnoZiny A. W (A) se nazyva fez
ur¢eny mnozinou vrcholl A.

Definice 20 Nechi G je orientovany (neorientovany) graf a V jeho mnoZina vrchold
a E jeho mnozina hran. Necht 7, J jsou mnoziny indext. ¥i € I, j € J nechf jsou
mnoziny M;, N; neprazdné. Funkce f; : V — M,;, g; : E — N; se nazyvaji postupné
ohodnoceni vrcholll grafu G a ohodnoceni hran grafu G. Graf spolu se svymi ohodno-
cenimi se nazyva orientovand (neorientovand) sit. Piseme (G, {f;;i € I}, {g isJ€JD.

Pro naSe potfeby se pojem sité dal zavést i specifictéjSim zpusobem, napiiklad po-
Zadovat, aby mnozZiny I, J byly kone¢né a asponi jedna z nich neprdzdnd, abychom
odlisili pojem graf od pojmu sif tim, Ze v siti existuje aspofi jedno ohodnoceni narozdil
od grafu. AvSak zejména v aplikacné zamérené literatufe se siti Casto ve skute¢nosti
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mini graf. Termin graf se v kontextu matematické analyzy pouZzivd ve vyznamu graf
funkce a vefejnost si pod pojmem graf predstavuje pravée tohle. Z téchto dvou divodii
chédpejme graf G jako sit (G, {}, {}) s prdzdnymi mnoZinami ohodnoceni. Pak po imluvé
Ize v teorii graf a siti pouZivat pojem sif i pro oznaceni grafti a pojmy definované pro
grafy timto zpisobem pfenést i na sité.

V definici sit€ se rovnéz dalo po mnoZinich hodnot M;, N; pozadovat, aby kazda z
nich byla aspori dvouprvkova. Jinak se mize stit Ze uzly nebo hrany budou ohod-
noceny pravé jednou hodnotou. To na prvni pohled vypada zbytecné, protoZe maji-li
viechny hrany stejnou hodnotu a vSechny uzly stejnou hodnotu, Ize takovou sif na-
hradit jednodussi strukturou — grafem. Ale zbytec¢né to neni. Pocitd-li se délka cesty v
grafu, mysli se tim pocet hran, z nichz se cesta sklada. Je-li umoznéna jednoprvkovost
mnoZin M; a N, lze zavést termin délky cesty v siti stejnym zplsobem jako termin
délky cesty v grafu. Viz definice 25 a 26.

Definice 21 Nechi G = (V, E, ¢) je neorientovany graf nebo G = (V, E, Pv,Kv) je
orientovany graf. Nechi N = (G, {f;;i € I}, {g 2 J € J}) je (neorientovand resp. oriento-
vana) sit. PoCet vrchold |V| grafu G (resp. sité N) se nazyva fad grafu G (resp. sité N)
a znadi se |G| (resp. |N|). PoCet hran |E| grafu G (resp. sité N) se nazyva velikost grafu
G (resp. sit€ N) a znadi se ||G]| (resp. || N]]).

Definice 22 Nechi G := (V, E, Pv, Kv) je orientovany graf, [ :={i e N:i <n,n € N}.
Dale (Vi € I)(v; € V,e; € E) anavic vy € V. Necht ¥i € I v posloupnosti (vy, (e;, vi)L,)
plati Pv(e;) = vi_1, Kv(e;) = v;. Pak se tato posloupnost nazyva orientovany sled. Je-1i G
neorientovany graf a plati-li v uvedené posloupnosti Vi € I, Ze hrana e; spojuje vrcholy
Vi_1, Vi, nazyva se posloupnost neorientovany sled. V obou ptipadech se vy nazyva
pocatecni (resp. startovni) vrchol sledu a v, koncovy (resp. cilovy) vrchol sledu. O
sledu fikame, Ze spojuje vrchol vy s vrcholem v, nebo Ze vede z vrcholu vy do vrcholu
V. O vrcholu v, fikdme, Ze je dostupny z vrcholu vy.

Definice 23 G je orientovany (neorientovany) graf. Posloupnost (vo, (e;, v;)?_,) je ori-
entovany (neorientovany) sled. Je-li kazda hrana e; ve sledu nejvySe jednou, nazyva se
tato posloupnost orientovany (neorientovany) tah.

Definice 24 G je orientovany (neorientovany) graf. Posloupnost (vo, (e;, vi)™_,) je ori-
entovany (neorientovany) tah. Je-li kazdy vrchol v; v tahu nejvySe jednou, nazyvé se
tato posloupnost orientovana (neorientovand) cesta.

Definice 25 V grafu G se délkou cesty (v, (e;, v;)?_,) rozumi poCet n hran, které cesta
obsahuje.

Definice 26 V siti (G,{f;;i € I},{g;; j € J}) se délkou (cenou) cesty v ohodnoceni g;
hran rozumi soucet ohodnoceni g; hran, které cesta (v, (¢;, v;)"_,) obsahuje, t.].

Zn: gjei)
i=1
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Je-li v siti ohodnoceni hran jedno, mluvime jen o délce (cené) cesty.

Definice 27 Nechi G = (V, E,¢) je neorientovany graf. Nechi pro kazdou dvojici
vrcholil vy, v, grafu G existuje neorientovand cesta, kterd zacind ve v, a konci ve v,.
Takovy graf G se nazyva souvisly graf.

Definice 28 Nechi G je neorientovany graf a H jeho podgraf. Uspofddejme vSechny
podgrafy grafu G pomoci relace ,byti podgrafem*. Necht H je souvisly podgraf grafu
G, tj. H < G. Necht dile neexistuje zadny graf K < G, ktery je souvisly a zdroveii
H < K. Potom se H nazyva komponenta souvislosti grafu G.

Definice 29 Nechf G je neorientovany graf. Necht je v tahu (vo, (e;, v)),) kazdy vr-
chol v;, s vyjimkou vy a v,, nejvyse jednou. Nechi vy = v,. Pak se tato posloupnost
nazyva uzaviend cesta (resp. kruZnice).

Definice 30 Nechi G je neorientovany graf. H < G a H je kruZnice. Pokud Zadny
takovy podgraf H grafu G neexistuje, nazyva se G les.

Definice 31 Nechi G je les a je souvisly, pak se G nazyva strom.

Definice 32 Faktor H grafu G, ktery je strom, nazyvdme kostra grafu G (resp. napnuty
strom grafu G).

Definice 33 Faktor H grafu G, ktery je les a ma stejny pocet komponent souvislosti
jako graf G, nazyvdme napnuty les grafu G.

Definice 34 Nechi G = (V,E,¢) je souvisly graf a ¢ : E — R je ohodnoceni jeho
hran, které budeme nazyvat cenami. Ozna¢me K(G) mnoZinu vSech koster grafu G.
H € K(G). Cenou c(H) kostry H chapejme hodnotu )’ c(e) pro e € E(H). Kostra L
se nazyva nejlevnéjsi kostra grafu G (vzhledem k ohodnoceni c), pokud VH € K(G):
c(L) < c(H).
Algoritmus 1 (Obecny postup hledani nejlevnéjsi kostry)
Vstup: Souvisly graf G a ohodnoceni hran cenami ¢ : E(G) — R.
Ukol: Najit nejlevngjii kostru grafu G.
Pomocné proménné: Faktor L grafu G neobsahujici kruznici (tj. L je les).
(1) Necht E(L) =0 a V(L) = V(G).
(2) Je-li les L stromem, vypocet konci. L je hledani nejlevnéjsi kostra.
(3) Zvolme libovolné hranu e s touto vlastnosti:
Hrana e spojuje dvé rizné komponenty lesa L a alespoii pro jednu z téchto komponent
(oznacme ji A) plati, Ze cena hrany e je nejmensi ze vSech cen hran z mnoZiny Wg(A).
(4) Hranu e ptidejme k lesu L (tim sniZime pocet komponent) a pokracujeme krokem

2).
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Pro tento postup existuji riizné varianty volby hran. UkdZeme si jen dvé:

Varianta 1.: Hrany grafu uspordddme podle jejich cen do neklesajiciho potadi. Pak je v
tomto poradi probirdme a do postupné vytvareného grafu L pfiddvame ty z nich, které
nezpusobi vznik kruznice. Ackoliv je algoritmus vyuZivajici tuto variantu volby hran
znam spise jako Kruskaltv, tak s timto zpisobem prisel jiz diive (v roce 1926) Otakar
Boruvka.

Varianta 2.: Za¢neme z libovolného vrcholu a postupné k nému ptiddvame vrcholy
a hrany tak, Ze v kazdé fazi vypoctu mame strom. Pfiddvanou hranu pfitom vzdy
vybirdme tak, aby méla nejmensi cenu z mnozZiny Ws(A), kde A je mnoZina vrcholi
stromu. Ackoliv je algoritmus vyuZivajici tuto variantu volby hran zndm spiSe jako
Primuy, tak tento postup navrhl jiz diive (v roce 1930) Vojtéch Jarnik.

Definice 35 Nechi G je neorientovany graf a C;, C, jeho disjunktni podgrafy. Vrchol
u € V(Cy) se nazyva hrani¢ni vrchol grafu C;, pokud existuje vrchol v € V(C,) a pokud
existuje cesta P, kterd je podgrafem grafu G takova, Ze u je jeji pocatecni vrchol a v
jeji koncovy vrchol a Ve € E(P) : e ¢ E(Cy) A e & E(C»).

Definice 36 Nechi G := (V, E, Pv, Kv) je orientovany graf. Nechf p je rovina. Ozna¢me
symbolem « mnozinu viech spojitych jednoduchych kiivek leZicich v p. Nechi
¢ :V —> p, ¥ : E — «kjsou prostd zobrazeni. Dile nechi Ye € E plati ¢(Pv(e))
je pocateCnim bodem kiivky ¥(e), t.j. ¥(e)(0) = ¢(Pv(e)) a ¢(Kv(e)) je koncovym
bodem kiivky y(e), t.j. w(e)(1) = ¢(Kv(e)) a zdroven nechi V¢ € (0,1) Ve € E
Vv € V y(e)t) # ¢(v). Dvojice zobrazeni (¢, ) se nazyva nakresleni grafu G do
roviny p.

Definice 37 Existuje-li nakresleni (¢, y) grafu G := (V, E, Pv, Kv) do roviny p takové,
Ze pro libovolné dvé hrany ey, e, € E plati, Ze pranik kiivek y/(e;), ¥(e,) je pravé jedna
z nésledujicich tif mnoZin 0, {¢(Pv(ey))}, {¢(Kv(ey))}, {dp(Pv(ey)), p(Kv(ey))}, nazyva
se graf G rovinny.

Obdobné se definuje nakresleni a rovinnost siti, neorientovanych grafi a na
nich zaloZenych siti.

Véta 1 Nechf G je neorientovany prosty souvisly rovinny graf s alespoii 3 vrcholy.
Potom plati ||G|| < 3|G| — 6.

Véta 2 Nechi G je graf s n vrcholy, n > 1. Potom nasledujici podminky jsou vzdjemné
ekvivalentni:

1. G je strom.

2. G neobsahuje kruznici a m4 pravé n — 1 hran.

3. G je souvisly a ma pravé n — 1 hran.

4. G je souvisly a odebrdnim kterékoliv hrany pfestane byt souvisly.

5. G neobsahuje kruznici a po pfidani libovolné hrany bude obsahovat pravé jednu
kruZnici.
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Vsechny kostry téhoZ grafu jsou jeho souvislé faktory a s témito vlastnostmi jsou
finovdno vyse) a nikoliv nejmensi. To jsou tfi pojmy s odliSnymi vyznamy, které se
obcas zaménuji. Kostra je minimélni, protoZe neexistuje mensi souvisly faktor. Kostra
je nejmensi souvisly faktor grafu jen tehdy, kdyZz vSechny ostatni souvislé faktory jsou
VEtsi.

1.3 Optimalizace

Zde s obCasnymi upravami cerpame z [9], [10] a [2].

Ozna¢me D neprazdnou mnoZinu a f funkci f : D — R. D je defini¢ni obor funkce f.

Definice 38 x* € D. Rekneme, e funkce f mé v bodé x* lokalni minimum f(x*),
jestlize existuje oteviené okoli U(x*) bodu x*, takové, Ze Vx € U(x") je

J(x) = f(x) (1.2)

Bod x* se nazyva bod lokdlniho minima. Pokud nerovnost 1.2 plati ostfe, fikdme, Ze
funkce f ma v bod¢€ x* ostré lokalni minimum f(x*).

Definice 39 Jestlize Vx € D plati nerovnost 1.2, fekneme, Ze funkce f ma v bodé x*
globdlni minimum. Bod x* se nazyva bod globdlniho minima. Pokud nerovnost 1.2
plati ostie, fikdme, Ze funkce f ma v bodé x* ostré globdlni minimum f(x*).

Definice 40 Uloha minimalizace spoc¢iva v nalezeni bodu x* € D, ve kterém funkce f
ma minimum. Toto feSeni x* se nazyva optimdlni feSeni.

Ulohou optimalizace, zde konkrétné — ilohou minimalizace, je najit bod, ve kterém
nabyva funkce f svého minima, idedlné globdlniho minima. Casto se viak spokojime
i s lokdlnim minimem. V praxi se o funkci f hovoii jako o cenové funkci nebo o
ucelové funkci. Je-li potfeba misto bodu minima hledat bod maxima funkce f, feSime
ulohu maximalizace. Ta se pfimocaie da prevést na dlohu minimalizace, diky cemuZz
se miZeme zabyvat jen jednim typem optimalizace. Bod maxima funkce f je totoZzny
s bodem minima funkce —f, protoze VS C D plati max,cg f(x) = —min,g(—f(x)).

Dosud byla fe¢ o nepodminéné optimalizaci. Néktera feSeni, byl jsou optimdlni, do-
konce globdlné optimdlni, mohou byt nepfipustnd protoze nespliiuji podminky, které
na né& klademe. ReSeni spliiujici podminky, které jsou na n& kladeny, tvofi mnoZinu
S,S C D.MnoZina § zna¢i mnoZinu piipustnych feSeni. V podminéné optimalizaci
hledame bod optima funkce f na mnoZiné S. To vede k nésledujicim definicim.

Definice 41 Nechi x* € S. Rekneme, 7e funkce f ma v bodé x* lokdlni minimum
f(x*) vazané na mnoZinu S, jestliZze existuje oteviené okoli U(x*) bodu x*, takové, Ze
Vx e U(x*)( S plati nerovnost 1.2.
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Definice 42 Jestlize Vx € D () S plati nerovnost 1.2, fekneme, Ze funkce f ma v bodé¢
x* globdlni minimum na mnoZiné S. Bod x* se nazyvd bod globdlniho minima na
mnozin€ S.

Definice 43 Uloha podminéné minimalizace spo¢iva v nalezeni bodu x* € DS, ve
kterém funkce f md minimum védzané na mnoZinu S'.

Definice 44 ReSime tlohu minimalizace funkce f na mnoZiné S. Nasli jsme nékolik

pifpustnych feSeni x;, x,, ..., xy € S, o kterych nevime, zda jsou optimalni. Necht po
sefazeni plati: f(x;,) < f(x,) < ... < f(x,). Body x,,...,x;, se nazyvaji

feSeni suboptimélni vzhledem k funkci f.

Dokud hleddme bod minima funkce f : D — R s hodnotami v mnoZiné R, vyuZivdme
uspofddani mnoziny redlnych cCisel. Jak ale mezi sebou porovnavat funkéni hodnoty
funkce f : D — R”, jinymi slovy: Jak mezi sebou porovndvat usporddané n-tice
realnych Cisel? Ktera z dvojic je vétsi a proc? (1, 4) nebo (3, 2)? Zplisobu porovnani se
da vymyslet, kolik jich potfebujeme. My v této praci budeme pouzivat lexikografické
usporadani.

Toto uspordddni nebudeme definovat pro mnoZinu R”, ale omezime se na mnoZinu
{(ar,...,ay) : ¥i,j € I(Dn (a; € R) A (i < j) = (a; > a;j))} = R,. Jde o mnoZinu
vSech usporddanych n-tic sestupné fazenych redlnych Cisel. Tedy napt. (1,3,2) do R;
nepatii, zatimco (0, 0, —7) ano. Budeme-1li ddle uvedenym zptisobem chtit porovnat dvé
n-tice x,y € R" \ R,, je nutné nejdiive zobrazit je zobrazenim s : R” — R, na obrazy
s(x), s(y) a porovnat spolu teprve az tyto obrazy. Zobrazeni s je sestupné sefazeni.

Definice 45 M&jme dvé n-tice (ay,...,a,),(bi,...,b,) € R,. Déle nechi i € 1(1)n.
Lexikografické uspotfadani ,,<* na R, definujeme takto:

(ai,...,an) <(b1,....,by)) © Jiecl()n Vj<ia;=bjNa; <b)).
(ays...,a,)=(by,...,by)) & (Vie l()n a; =b).

1.4 Slozitost

Zde Cerpame s obasnymi upravami z [8].

Uloha, kterou v této préci fe§ime, se fadi mezi vyhleddvaci dlohy. Hleddme optimaln{
feSeni k libovolnému konkrétnimu zaddni (tj. instanci) feSeného typu dlohy. Ve vy-
hledavacich tlohdch chceme k dané instanci ziskat mnoZinu feSeni. V rozhodovacich
tlohdch chceme k dané instanci ziskat bud odpovéd ano, nebo odpovéd ne. Vy-
hledavaci tlohy jsou zobecnénim rozhodovacich tloh. Rozhodovaci dlohy maji pfiro-
zeny protip6l v teorii jazyki a automatd, coz je hlavni diivod volby kontextu uloh roz-
hodovacich. Uloha odpovida formalnimu jazyku. Algoritmus (postup feSeni) odpovida
Turingovu stroji. Algoritmus k dané instanci tlohy vrati odpovéd bud ano, nebo ne.
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Analogicky k tomu Turingiiv stroj dané slovo jazyka bud piijme nebo zamitne.

Pojmy z teorie jazyki a automatii jako symbol, abeceda, slovo, jazyk, gramatika, auto-
mat, Turingiiv stroj,. . . zde definovat nebudeme a odkdZeme Ctenare na [7]. Nasledujici
definice sta¢i zavést pro rozhodovaci ulohy. Zistdvaji v platnosti i pro vyhleddvaci
ulohy.

Definice 46 Nechi se dd tloha IT napsat jako dvojice (D, Y), kde D zna¢i mnoZinu
vSech instanci dlohy Il a Y € D zna¢i mnozinu instanci dlohy II, na které existuje
odpovéd ano. IT se nazyvd rozhodovaci tloha.

Definice 47 Nechi I € D je instance tdlohy IT = (D, Y). Instance I odpovida slovu x v
jazyce L prisluSnému dloze I1. Méjme funkci len : D — Z7, kde len(J) = |x|.
len(/) se nazyva velikost instance dlohy.

Definice 48 Nechi L je jazyk reprezentujici dlohu IT a x € L jeho slova reprezen-
tujici instance I € D tlohy IT = (D,Y). Nechi A je algoritmus fesici dlohu IT a
M je jeho deterministicky Turingliv stroj rozpozndvajici slova jazyka L. Fakt, Ze x
reprezentuje I znacme x(I). Fakt, Ze M reprezentuje A znatme M(A). Nechi k(x)
je pocet kroki, které M vykona pred tim, neZ se zastavi a x pfijme nebo neprijme.
Zavedme D, C D nasledujicim zpisobem: D, = {I € II : len(Il) = n).
Definujme Casovou slozitost algoritmu A jako funkci 74, : Z* — Z* zplsobem
T4(n) :== max{k(x): x(I) e L, I € D,}.

Definice 49 A se nazyv4i algoritmus s polynomidlni ¢asovou sloZitosti, pokud existuje
polynom p takovy, 7ze VYn € Z* : Tx(n) < p(n).

Definice 50 Nechi Ap je algoritmus s polynomialni Casovou sloZitosti, ktery fesi ilohu
ITa M = M(Ap) jeho deterministicky Turinglv stroj. Nechi Ly, znadi mnoZinu slov,
které stroj M rozpozna. Fakt, Ze jazyk L reprezentuje tlohu II zna¢me L(IT). Ttidu
uloh IT sloZitosti P zavedeme jako: P := {I1 : Ap, L(IT) = Ly, pro M = M(Ap)}

Definice 51 Nechi Ap je algoritmus s polynomialni Casovou sloZitosti, ktery fesi ilohu
ITa M = M(Ap) jeho nedeterministicky Turingiv stroj. Necht Ly, zna¢{ mnoZinu slov,
které stroj M rozpoznd. Fakt, Ze jazyk L reprezentuje tlohu II zna¢me L(IT). T¥idu
uloh IT sloZitosti NP zavedeme jako: NP := {II : Ap, L(I1) = Ly, pro M = M(Ap)}

Rozdil mezi deterministickym (DTS) a nedeterministickym (NTS) Turingovym stro-
jem, zjednodusené feceno, je v tom, ze DTS je v kazdém kroku vypoctu v jednom

stavu, zatimco NTS muze byt v nékolika riznych stavech soucasné.

Véta 3 I1 € NP. Pak existuje polynom p takovy, Ze I lze vyfeSit deterministickym
algoritmem se slozitosti O(27™), kde n = len(]), kde I je instance I1.
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Uloha, kterd je feitelnd v polynomidlnim ¢ase na DTS, je v polynomidlnim &ase
feSitelnd také na NTS. Proto plati (Il € P) = (I € NP). Tedy plati P € NP. Do-
sud se nepodafilo dokazat existenci I1 takové, Ze [T € NP A I1 ¢ P, ackoliv u vétSiny
kombinatorickych tloh z praxe nezndme algoritmus, ktery by je dokdzal feSit v P Case.

Definice 52 X* znac¢i mnoZinu v§ech konecnych fetézct (slov) nad abecedou X.

Definice 53 Nechf I1;,IT, € NP a jazyk L, C X reprezentuje I1; a L, C X; repre-
zentuje IT,. Zobrazeni f : X7 — X; nechf je vycislitelné algoritmem s polynomialni
¢asovou slozitosti a nechf Vx € 27 1 (x € L)) & (f(x) € Ly). Rikame, Ze existuje

polynomidlné slozitd transformace tlohy II; na dlohu II, a piSeme I1; oc IT,.

Definice 54 Uloha IT € NP se nazyvd NP-tpln4, jestlize VII' € NP : IT" o II.
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2 Uloha napojovani komponent
2.1 Silniéni sit

Na véci se nic nezméni, kdyZ mésta budeme povaZovat za obce. Ta Cast reality, kterd
obsahuje obce, kiiZovatky mimo obec a silnice, je béZné oznatovana za silni¢ni sif.
D4 se na ni nahliZet zjednodu$ené pomoci matematického modelu, ktery se nazyva sit
(definice 20). Sif obcana se lisi od sité spravce silnic napiiklad zptisoby ohodnoceni
vrchold a hran. KdyZ nastane katastrofa, ob¢anskd sif se méni jinym zplisobem, neZ
spravcovska sif. Vytvorme model silni¢n{ sité, ktery budeme ve zbytku textu pouZivat
k optimalizaci postupu napojovdni komponent v rozpadlé silni¢ni siti. Tento model
nazyvejme spravcovska sit (resp. sit spravce).

Uvazujme nejdiive neorientovany graf G = (V, E, &) (definice 11). Vrcholy z mnoZziny
vrcholil V reprezentuji obce, kfizovatky a délici body, které popiSeme vzapéti. Stane
se katastrofa, kterd ndnosem bahna, spadnutim stromi nebo jinak zpiisobi zablokovani
nékterych usekil n€kolika silnic, a tak jejich neprijezdnost pro osobni automobily.
Délici body (viz obrdzek 2) jsou mista na silnici, kterd silni¢afim poslouzi k vyme-
zeni zablokovanych usekd. Délicim bodem miiZe byt i obec nebo kiiZovatka. Hrany
z mnoziny hran E reprezentuji silnice nebo useky silnic. Po hranach se 1ze pohybo-
vat v obou smérech, protoZe se zamé&fujeme na transport mezi obcemi. Nechi je obec
nebo kiizovatka nebo délici bod reprezentovan vrcholem v; € V a vede z néj silnice
nebo usek silnice reprezentovdn hranou e € E do jiné obce, kiiZovatky nebo déliciho
bodu reprezentovaného vrcholem v; € V. Tento fakt je zaznamenan vztahem incidence
g(e) = {v;, v;}. To staci k zavedeni neorientovaného grafu G.

V této prici uvazujeme graf G souvisly. MnoZzinu vSech zablokovanych hran ozna¢me
R, R € E. Obyvateli zbyvaji k pouZiti jen hrany z mnoZiny E’, E’ = E \ R. Pivodni
G = (V,E, &) se tak pro obana méni na G’ = (V,E’,&’). €'(e) = e(e) proe € E'. G’ je

Obrazek 2: Nahorte je celd hrana {1,2} mezi vrcholy 1 a 2 chdpana jako zablokovana.
Dole v presnéjsim grafu pribyly délici body 3, 4, 5, hrana {1,2} byla nahrazena hranami
{1,3},{3,4},{4,5},{5,2}, z nichZ zablokované jsou ve skute¢nosti pouze {3,4} a {5,2}.

18



faktor grafu G (definice 17). Existuji takové blokace R, Ze graf G’ ziistava souvisly a
existuji i jiné blokace R, po nichZ se graf G rozpadd na nesouvisly graf G’. Nesouvisly
graf, a tak i nesouvisla (rozpadld) ob&anska sif pak neumozZiiuje svym uZivatelim ces-
tovat z libovolného uzlu do libovolného jiného. V této praci budeme uvazovat graf G’
nesouvisly.

N\

Obrazek 3: Vlevo je graf G ptivodni sité. Vpravo je graf G’ sité rozpadlé na dvé kom-
ponenty, kterd vznikla blokaci tff hran v pivodni siti. Uprostied je graf G” sité, kterd
vznikla spojenim komponent grafu G’ rozpadlé sité. Ke spojeni stailo oteviit hranu
{3,6} nebo hranu {5,7}.

Ty hrany z mnoziny R, jejichZ zablokovani zpusobilo rozpad souvislého grafu G na
nesouvisly graf G’, tvofi mnoZinu B, B C R. MnoZinu hran z B, které staci otevfit, aby
se nesouvisly graf G zménil na souvisly graf G”, oznatme A, A C B. Obecné mnoZina
A neni ur€ena jednoznacné. E'UA = E”. G"” = (V,E"”, "), kde &” je restrikce funkce
enamnozinu E”. Otevienim vSech hran z A tedy vznikne z nesouvislého grafu G’ sou-
visly graf G”. Obrdzek 3 zndzoriiuje vSechny tfi faze sité z pohledu obfana — pavodn{
stav, napojené komponenty, rozpadlou sit. G > G” > G'.

K definici spravcovské sit€¢ S := (G, {0}, {c, r}) potfebujeme zavést funkce o, c, r.
Funkce o : V — N, ohodnocuje vrcholy poc¢tem obyvatel, ktefi v objektu zastoupeném
prislusnym vrcholem Zziji. JestliZze vrchol v zastupuje osidlenou obec, tak o(v) > 0, ji-
nak o(v) = 0. Predpokldddme, Ze Cety silni¢afti se narozdil od osobnich automobilil
mohou presouvat pres zablokovanou silnici nebo podél ni a navic je to ani nezdrzi
[2] (s.1094). Déle predpokldaddme, Ze tézka technika se pohybuje pfedem zvolenou
konstantni rychlosti vel. Z délek silnic pak 1ze dopocitat mnoZstvi Casu v sekundich,
které vyzaduje presun tézké techniky po té které hrané. Tim se dostdvdme k definici
ohodnoceni c. Funkce ¢ : E — R* pfifadi kazdé hrané dobu v sekundich presunu
t€zké techniky po této hrané piedem zvolenou rychlosti. Funkce r : E — R ohodno-
cuje hrany dobou v sekundach potfebnou k opravé (odblokovani) ptislusné silnice. Pro
e € Rjer(e) > 0,jinak je r(e) = 0.
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2.2 Zadani ulohy

Jde o zorganizovani silnicarskych praci tak, aby rekonstrukce sité probéhla co nejrych-
leji a soucasné byl nalezen v jistém smyslu co nejmensi souvisly podgraf G”” grafu G,
jehoZ podgrafem je nesouvisly graf G'.

Ukolem I, sprévce silnic je navratit silniéni sif do piivodniho stavu, t.j. graf G’ zmé&nit
na ptivodni souvisly graf G, pokud je to mozné. To nékdy mozné byt nemusi, napiiklad
kdyZ se propadne silnice nebo se pifi zemétfeseni ziiti most a postavét novy trva léta.
Nastésti zemétfeseni u nds nejsou tak silna. Pak je ukolem II; odstranit vSechny od-
stranitelné blokace, coZ v kontextu stfedni Evropy jsou vSechny z R a udélat to za co
nejkrat$i dobu. Je-li sif rozpadld na komponenty souvislosti, miiZze dostat prioritu tikol
I1;. V ném jde o to odstranit za co nejkratsi dobu ty blokace, po jejichZ odstranéni se
sit spoji do jediné komponenty souvislosti, t.j. graf G’ zménit na souvisly graf G”, kde
G' <G”"<G.

Komponenty rozpadI€ sité cestéfi napoji na sebe, a tim vznikne souvisla sit, ve které
stdle jest¢ mohou nékteré hrany byt zablokované, ale obyvatelé se v ni uz dostanou
ze kteréhokoliv vrcholu do kteréhokoliv jiného bez ohledu na délku cesty. VyfeSenim
ulohy IT, prdace spravce sité¢ nekonci, protoze je potieba odblokovat vSechny zabloko-
vané hrany. NaSe prace v§ak uménim feSit tlohu I1, kon¢i. Ozna¢me feSeni tlohy I1,
symbolem o, a jeji optimélni feSeni symbolem ¢7;. OznaCme feSeni tlohy IT; sym-
bolem o a jeji optimdlni feSeni symbolem o7. Reknéme, Ze jsme nasli o5 apak k
tomuto feSeni pfiddvali hrany v nejlepSim moZzném potadi a nejvhodnéjSim moznym
Cetdm silni¢ari tak, abychom jej rozsitili na feSeni ulohy IT,. Muze se stat, Ze toto
nové feSeni o) nebude optimdlni pravé proto, Ze o, optimalni je (viz obrazek 4). Proto
doporucujeme uzivateli rozmyslet si, jak moc a kdy je feSeni které dlohy dileZzité.

Obrédzek 4: Uzel 1 je stanice s jedinou Cetou. a,b,f,g jsou zablokované hrany. o =
((b, f)) pro sled (1,b,3,d,4,£5). o] = ((b,a, f, g)) pro sled (1,b,3,a,6,¢,5,,4,8,2). Pro-
dlouzime-li 07, na oy nejlepSim moznym zpiisobem, dostaneme o; = ((b, f,a, g)) pro
sled (1,b,3,d,4,£,5,e,6,a,3,d,4,2,2).
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Diéle uptesnime formulaci dlohy II,. Predpokladejme, Ze mame k dispozici m jedno-
tek silnic¢ard, m € N a vSechny je vyuZzijeme. V kazdém okamziku kazda z jednotek
bude pracovat na odstranéni nejvyse jedné blokace nebo se bude pfesouvat nebo bude
ve stanici. V kazdém okamziku na jedné blokaci bude pracovat nejvyse jedna jednotka
silni¢airda. Mazeme obecné predpokladat, ze kazda z jednotek silni¢aita se v konkrétnim
Case (napriklad hned na zac¢atku) nachdzi v jiném vrcholu. Pokud se Ceta nachdzi mimo
vrchol grafu G, na nékteré z hran, lze tento graf zménit na takovy, v némz kazda z Cet
bude v nékterém z vrcholu tim, Ze do néj priddme vrcholy tam, kde se aktudlné vysky-
tuji Cety a kazdy z vrcholl pfipojime novymi hranami ke krajnim vrcholiim hrany, na

Y. v

niZ jsme novy vrchol pfidali. Jde ndm o zachyceni okamZzitého rozmisténi Cet.

------

nic, z nichZ kazda se nachdzi v jiné obci. MnoZinu stanic ozna¢me S7. ST C V.
|ST| = z. V téchto z stanicich je rozmisténo m Cet zpusobem, ktery urcuje usporadana
z-tice h == (hy,...,h,), takZe plati 23:1 h; = m. Nechf je tedy na pocatku m jednotek
silni¢afi rozmisténo ne nutné v riiznych vrcholech v, ,v;,,...,v; € ST. Pfipomefime
si predpoklad, Ze kazda z Cet miZe pres zablokovanou hranu projet bez zdrzeni, aniz
by ji opravovala.

Kazd4d mnoZina A hran postaCujicich ke spojeni komponent sit¢ do jediné kompo-
nenty se dd napsat jako sjednoceni A = |J;-, Ax po dvou disjunktnich neprazdnych
mnozin Ay, kterych je m. A, zna¢i mnoZzinu hran, které ma za kol odblokovat k-ta
z odliSnych vrchold. Proto zaleZi na tom, které z Cet pfifadime ktery dil prace. Toto
rozdéleni prace vyjadfuje usporadany rozklad A = (A4,...,A,,) mnoZiny A (viz de-
finice 8). k-t4 Ceta otevird hrany mnoziny A; v poradi uréeném permutaci 7, z prvki
této mnoziny. Oznalme a; = |A;| a pozadujme, af Yk € 1(1)m a; > 1.

Doba, kterou k-ta Ceta potiebuje k opraveni vSech hran z mnoziny A; nezdvisi jen na
souCtu );,c4, 1'(e), ale 1 na potadi m;, v némz hrany ceta navstivi. Celkovou dobu prace
k-té Cety oznaCme T}. Spocitd se ndsledovné:

Ty =T(m) = ) rle)+ ) cle) (2.3)

eEA ecWy

kde W, je sled k-té Cety, ktery zacind ve vrcholu v;, a obsahuje nejen vSechny hrany
z mnoZiny Ay, ale i hrany nejkratsi cesty, pfes néZ Ceta prejede na své cesté od jedné
zablokované hrany ke druhé. Tento sled konci ve stejném vrcholu, ve kterém zacal.

Cilem je mezi v§emi podmnoZinami mnoZiny blokaci B najit takovou A spolu s ta-
kovym jejim rozkladem A a spolu s takovou m-tici permutaci (ry, . .., m,), Ze veliCina
q(Ty,...,T,) bude nabyvat svého minima. ¢(7T, ..., T,,) zavedeme v dalsi sekci.
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2.3 Kritéria optimality reseni

Zde uvadime zdaleka ne tplny vycet tvard, jak miZe veli¢ina ¢ vypadat:

1. g =q(Ty,...,T,) = 3., Ti. Nevyhodou je, Ze i pfi minimdlnim ¢ stéle jesté
muze prace jedné z Cet trvat vyrazné déle, nez prace ostatnich Cet a to jen z toho
davodu, Ze dostala vice prace, neZ ostatni Cety. Tomuto jevu se snazi predejit
nésledujici zavedeni veliCiny gq.

2. q = q(Ty,...,T,,) = max{T; : k € 1(1)m}. Nevyhodou této funkce je, Ze
povazuje za stejné dobrd fesSeni naptiklad (9,8,10) a (1,10,2). Pfitom v druhém
piipadé je zfejmé, Ze silnicari dokoncili praci za celkové kratSi dobu a spotiebo-
vali tak mens$i mnozstvi energie. RozliSit tyto pfipady dokaze nasledujici defi-
nice gq.

3. g = qs(Ty,....,Ty) = (t1,...,tn), kde (t1,...,t,) je m-tice Casu Ty,..., Ty,

sefazenych sestupné od nejvétsitho po nejmesi.
Specidlné 1, = max{7, : k € 1(I)m} at, = mn{T, : k € 1(1)m}.
m-tice (t,...,t,) pak mezi sebou porovnidvdme pomoci lexikografického
usporadani (definice 45), napt. (10,9,8) > (10,2, 1). Napad na vyuziti tohoto
zpusobu porovnavani riznych feseni pochazi od [2] (s.1095).

V této prici pouzivame funkci gs. I ona md nedostatky. UvaZzujme pfedchozi piiklad
(10,9,8) > (10,2,1) a zméime v ném (10,2,1) na (11,2,1). Pak bude platit
(10,9,8) < (11,2,1) a zarovenn 10 + 9+ 8 > 11 + 2 + 1. V ptipadé (10,9, 8) dojde
k napojeni komponent za dobu T=10 a celkova doba price je 27. V ptipadé (11,2, 1)
dojde k napojeni komponent sice pozdé€ji — za dobu T=11, ale celkovd doba prace je
14. To je divod k zamysleni se nad kritérii optimality feseni. Tedy nejenze optimalita
nalezeného feSeni je zdvisla na typu feSené dlohy (II, ¢i I1,), ale je zavisla i na volbé
funkce g Casa T,...,T),.

Definice 55 Znalime-li o = (myy...,my) a Ty = T(m), viz vzorec 2.3 a g je funkce
dob praci Cet, znaCme dailf T(o) = (T'(my),...,T(m,)). Cenovou funk_ci p feSeni o
zavedeme jako p(o) = q(T(0)). Proi € {1,2,3} mGzZzeme psat p; = q; o T.

Nyni lze dlohu IT, formulovat timto zpasobem. Odstrarite za co nejkratsi dobu ty blo-
kace, po jejichZ odstranéni se sit spoji do jediné komponenty souvislosti. V mnoZziné
vSech m-tic permutaci (v sekci 2.2 popsanych) najdéte takovou, pro niZ funkce p;
nabyvd svého minima.

Pokud spravci sité fesic ulohy poskytne nékolik nejlepSich p;-suboptimdlnich (definice
44) feSeni, bude spravce moci zvolit to, které mu vyhovuje nejvice. Bude-li napiiklad
kromé doby napojeni komponent optimalizovat i mnoZstvi spotfebované energie, 1ze
z mnoziny poskytnutych feSeni vybrat to, které ma nejmensi hodnotu p;. Nebo z ni
muze vybirat podle jinych kritérii, kterd vymysli 1épe, nez bychom to dokazali my.
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2.4 Dalsi modely rozpadlé sité

AZ na vyjime¢nd mimouroviiova kiiZeni realizovand rtiznymi kombinacemi mostl a
nebo tunell 1ze graf silnicni sité aproximovat rovinnym grafem (def. 37). Rovinné
grafy se vyznacuji tim, Ze pocet jejich hran nebyva vétsi, neZ trojndsobek poctu je-
jich vrchold (véta 1). Silni¢ni sit€, s nimiZ pracujeme, maji pocet vrcholll v rozmez{
desitek (mikroregiony) az desetitisict (stity). V piipadé rozpadu velkych siti je na
misté otdzka, zda je nutné pracovat s celou siti, nebo zda staci pracovat s témi ¢dstmi
sit€, které jsou relevantni pro feSenou tlohu.

Na ni ¢lanek [2] (s. 1095) odpovidd vytvorenim nové sité na zdkladé plivodni na-
sledujicim zplsobem. Sta¢i pracovat nad hrani¢nimi (def. 35) vrcholy komponent
(vCetn& stanice silni¢aid) a pohybovat se mezi nimi po nejkratsich cestdch. Necht
n € N znaci pocet komponent souvislosti grafu G’, ktery vznikne z pivodniho grafu G
odebranim zablokovanych hran (t.j. hran z mnoZiny B). Ozna¢me C = {C; : i € 1(1)n}
mnoZinu komponent souvislosti C; grafu G’. Déle oznacme BC; mnoZinu hrani¢nich
vrchold komponenty C;. Necht ST znali mnoZinu vrchold, ve kterych se nachézi sta-
nice silni¢art. BC = (J., BC; U ST je mnozina hrani¢nich vrchold vS§ech kompo-
nent spolu se stanicemi. Nechi u,v € BC A u # v. V siti S existuje nejkratsi cesta
P(u,v) zacinajici ve vrcholu u a koncici ve vrcholu v s délkou I(u,v) = ) c(e) pro
e € E(P(u,v)). Necht SP := {P(u,v) : u,v € BC A u # v} zna¢i mnozinu nejkratSich
cest mezi kazdou dvojici hrani¢nich nebo stani¢nich vrcholil. Cesta P(u, v) jako prvek
mnozZiny S P hraje roli jedné hrany. Vztah incidence & mezi hranami z S P a vrcholy
z BC je ptimocary: e(P(u,v)) = {u,v}. Vznikne tak dplny graf CG = (BC, S P, &) nad
hrani¢nimi vrcholy a stanicemi. S jeho pomoci definujeme dplnou sit (CG, {}, {I}).

Definice 56 M&me sit S = (G,{o},{c,r}) a mnozinu zablokovanych hran B.
Sit (CG, {}, {l}) definovanou vyse uvedenym zplisobem nazyvejme CG-sif nebo tplnd
sit (nad hrani¢nimi vrcholy a stanicemi).

Prostd rovinnd sif S fddu 1000 m4 velikost nejvyse 2994 (véta 1). Pokud se S rozpadne
na n komponent s celkem 78 hrani¢nimi vrcholy, jeji CG-sif bude mit ¥4d 78 a velikost
3003, tedy vetsi, nez je velikost sit€¢ S. V tom pifipadé se na prvni pohled zd4, Ze jsme
ze sit€ S vytvorili slozit&jsi sit CG. Vytvorili jsme sif, kterd ma sice v&tsi velikost, ale
je jednodussi. Je jednodussi v tom smyslu, Ze je uplnd — kazdy vrchol v nf sousedi s
kazdym jinym a k ohodnoceni hran se pouziji hodnoty usporadané ve ctvercové matici.
Jakmile se jednou vypocita ¢tvercova matice I(u, v) a seznam S P nejkratSich cest mezi
vrcholy u, v, tak se témito vypocty feSi¢ ilohy nemusi zabyvat stdle znova a v pfipadé
potfeby pouze vyhleda udaje v paméti.

Pred tim, nez za¢neme hledat feseni ulohy napojovani komponent, zamysleme se nad
tim, jaké bude mit vlastnosti. Pivodni sit spolu s blokacemi lze vnimat abstraktnéji.
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Definice 57 Nechi C je mnoZzina komponent souvislosti grafu G’ a C; € C pro
i € 1(1)n. Necht B C E(G) je mnoZina zablokovanych hran grafu G a necht b € B.
Definujme komponentovy multigraf (KMG) jako (C,B,{), kde {(b) = {C;,C}}
kdykoliv du € BC;,v € BC; takové, Ze &(b) = {u,v} pro G = (V,E, &). KMG spolu
s ohodnocenim hran r : B — R, které pfifazuje zablokovanym hranim doby oprav,
tvoii KMG-sit (KMG, {}, {r}).

V grafu KMG vrcholy reprezentuji komponenty souvislosti grafu G’. Dva vrcholy v
KMG jsou spolu spojeny hranou kdykoliv se jednd o sousedni komponenty G’, tj. o
takové, k nimzZ kdyZ pfiddme vhodnou hranu z B, spojime je tim do nové, vétsi kompo-
nenty. KMG je multigraf (definice 14), protoZe mezi dvojici vrcholi miva bézné vice
riznych hran, coz v silni¢ni siti odpovida vétsSimu mnoZstvi zablokovanych silnic mezi
dvémi komponentami. KMG je souvisly graf.

Ke spojeni dvou sousednich komponent do jedné neni nutné odstranit v§echny blokace,
které je od sebe odd€luji, ale staci odstranit jednu, napiiklad tu, jejiZ oprava zabere
nejméné Casu. Predpoklddejme, Ze G ma kone¢ny pocet vrcholil. Existuje k libovolné
dané dvojici G, B néjaka hodnota, ktera odpovidd minimalnimu poctu hran, které staci
pridat (mnozina A), aby se z nesouvislého grafu G’ stal souvisly graf G”? Ano, exis-
tuje, protoZe je kone¢ny pocet zpusobtl, jakym lze napojeni komponent provést a my
jen z nich vybereme ten, ktery ke G” pfiddvd nejméné hran. Jaky je nejmensi pocet
hran, které staci ke G’ pfidat, aby se nesouvisly graf G’ propojil do souvislého grafu
G"” 7 A existuje na to vzorec?

Jinymi slovy: Uvazujme faktor L, (definice 17) grafu KMG, takovy, ze L, := (C,0, (),
tj. bez hran. Jaky nejmensi pocCet hran z grafu KMG staci pfidat k faktoru L,, aby
vysledny graf byl souvisly? Jak se na to pfijde?

Mai-li nesouvisly graf G’ n komponent souvislosti, tak KMG ma n vrcholt. Uvazujme
kostru L € K(KMG) grafu KMG. Z definice kostry (definice 32) plyne, Ze je to strom,
a ze obsahuje vSechny vrcholy KMG. Tedy L ma n vrcholl. Z véty 2 plyne, Ze vzhle-
dem k relaci ,byti podgrafem grafu® je (libovolnd) kostra grafu KMG minimalnim
souvislym podgrafem KMG obsahujici vSechny jeho vrcholy a m4 pravé n — 1 hran.

Ke grafu Ly staci pfidat n — 1 hran tvoficich kostru grafu KMG, aby vysledny graf
byl souvisly. B urcuje, na kolik komponent souvislosti se G rozpadne. Znaci-li n pocet
komponent a A minimdlni mnoZinu hran postacujicich k napojeni komponent, pak z
vySe uvedeného plyne, Ze |A| = n — 1. Potom feSeni o ulohy II,, které obsahuje (opra-
vuje) nejvyse n — 2 blokaci, neni pfipustné, protoze nenapojuje vSechny komponenty.

Predpokladejme naopak, Ze se feSeni o skladd asponi z n blokaci. Déle predpoklddejme,
Ze je mezi nimi n — 1 blokaci, které tvoii kostru L grafu KMG, kterd, jak jiz vime,

zajistuje napojeni komponent, a tim i pifpustnost feSeni o~. Celkovou cenu hran kostry
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L ozname c;, = ), r(b) pro b € E(L). Mnozinu vSech blokaci z feSeni o oznaCme
B(o) a jejich celkovou cenu ¢, = ), r(b) pro b € B(o). Z nezdpornosti funkce r plyne
¢, > cr. ProtoZe cenu feSeni o lze sniZit (tim, Ze nékteré z jeho blokaci neopravime),
neni toto feSeni optimdlni. Tim je dokdzdna ndsledujici véta.

Véta 4 Nechf sit ma n komponent souvislosti. Pak feseni tdlohy IT,, které ma jiny
pocet, neZ n — 1, opravenych blokaci, neni pfipustné nebo neni optimalni.

Proto nutnou podminkou optimality feSeni tlohy II, je, Ze pocet odstranénych blokaci
je o jedna mensi, neZ poCet komponent. Tuhle podminku Ize uzit jako kontrolu jiz
existujicich feSeni. V této praci z ni vychazime pfi implementaci té Casti feSice ulohy,
ktera ma na starosti konstrukci tras et cestaru.

2.5 Slozitost dlohy

Na tridé slozitosti tlohy zavisi zpusob, ktery zvolime k jejimu feseni, protoze pokud
uloha patfi do tfidy NP (definice 51), nechceme stravit vé¢nost nebo dobu neurcitou
¢ekanim na vysledek. Pfed tim, neZ odhadneme sloZitost tlohy napojovdni komponent
(I1,), ukdZeme si dvé s ni pfibuzné (a slavné) tlohy — problém obchodniho cestujictho
(TSP) a rozvozni problém (VRP). Podafi-li se pfevést zaddni dlohy II; na zaddnni
tlohy II;, pak neni nutné fesit I1;, ale staci I1; pfevést na IT;, vyiesit I1; a feSeni tlohy
IT; prevést na feSeni tlohy II;.

Problém obchodniho cestujiciho

Traveling Salesman Problem (TSP). Je ddno n mést a matice vzdélenosti /(u, v) mezi
nimi. u, v € 1(1)n. Najdéte kruznici (definice 29), ktera:

(1) prochédzi v§emi mésty

(2) jeji délka je mensi nebo rovna délce libovolné jiné kruznice spliujici p.1.
Existuje celkem (n — 1)! rGznych kruZnic. Podle [8] TSP patii mezi NP-tplné tlohy
(definice 54), takZe se nevéii na existenci algoritmu s polynomidlni ¢asovou sloZitosti
(definice 49), ktery by ke kazdé instanci ulohy dokdzal najit globdlni minimum. TSP se
fesi nejen v logistice, ale i v kontrole kvality vyrobki, v astronomii nebo v analyze dat.
Pro nékteré instance byla nalezena globalné€ optimélni feSeni pomoci fesice zaloZeného
na deterministickych algoritmech vychézejicich z linearniho programovani (viz napft.

Vv,

[11]). Blizsi informace ke zminénému fesici ¢tenaf najde v knize [12].
Rozvozni problém

Vehicle Routing Problem (VRP). Je ddno jedno depo, n zikaznikii, m vozidel, kterd

------

Vrchol 0 zde znaci depo. Najdéte m-tici tras (kruZnic) takovou, Ze:
(1) vSechny zacinaji a kon¢i v depu

25



(2) kazdy ze zdkazniki se nachdzi na trase pravé jednoho vozidla

(3) soucet délek tras je mensi nebo roven souctu délek tras libovolné jiné pripustné
m-tice. Pipustnd je ta m-tice, kterd spliiuje p.1 a p.2.
VRP lze prevést na TSP tim, Ze depo nahradime m-tici dep, ktera:

(1) se nachézeji na tomtéz misté, diky cemuz se nezméni ta ¢ast matice /(u, v), kterd
uchovéva vzdalenosti mezi depem a zakazniky

(2) jsou-li vrcholy u, v depa, tak polozime /(u, v) = co.

Tato transformace VRP na TSP méa polynomidlni sloZitost (definice 53). TSP Ize pievést
na VRP také v polynomidlnim Case. Proto i VRP patii do tfidy NP-tplnych tloh. Pro-

vede se to tak, Ze v TSP zvolime jedno mésto za depo a vozidlo pak navstivi vS§ech n—1

zbyvajicich mést kazdé pravé jednou. Umime-li vyfesit jednu z dloh, umime vyfesit i

druhou. Rozvozni problém mad mnoho variant, aplikaci a metod feSeni. Jako prehled

muZze Ctendfi poslouzit [13].

Varianta VRP, kterd se vice podobd udloze feSené v této prici, ve které uvaZzujeme
obecné z > 1 stanic, se nazyvd Multi Depot Vehicle Routing Problem (MDVRP)

a resi ji napt. zde [14].
Odstranéni vSech blokaci (I1;)

Uloha je popsdna v sekci 2.2. Podle toho, zda uvaZujeme jednu nebo vice stanic
cestary, ji na VRP (resp. MDVRP) pievedeme nésledujicim zpiisobem. Pro jednodu-
chost uvazujme jen pripad jedné stanice a m Cet. Predstavme si, Ze stojime v néjakém
vrcholu a konstruujeme trasu tim, Ze volime, pfes kterou hranu se vyddme dal. Ukolem
je opravit v§echny blokace. Vrchol, ktery jsme jiZ jednou navstivili, podruhé uz navstivit
nesmime, protoZe nase predchozi ndvstéva ho vytadila ze seznamu dostupnych, dosud
nenavstivenych, vrchold. Proto jakmile se ocitneme v krajnim vrcholu nékteré blo-
kace, nemdme na vybér a musime pres tuhle blokaci ptejit. Kdyby spolu Zadné dvé
blokace nesousedily (tj. kdyby nemély ani jeden spole¢ny vrchol) mohli bychom ted
pokracovat postupem napsanym o dva odstavce niZe. AvSak v nékterych instancich
ulohy se vyskytuje asponi jeden vrchol incidentni s p > 1 zablokovanymi hranami.
Kazdy takovy vrchol nahradime uplnym grafem nad p-tici vrcholi a hrany tohoto
uplného grafu ohodnotime cenou 0. Pokud vSak byla p-tice blokaci incidentni se sta-
nici, nahradime ji dplnym grafem nad p + 1 vrcholy, z nichZ jeden je stanice.

Takto modifikovana instance ulohy vypada tak, Ze krajni vrcholy libovolnych riznych
blokaci jsou od sebe oddéleny neblokovanou hranou. V IT; je pevné dany pocet b blo-
kaci mnoZiny R, které je potfeba opravit, abychom ziskali pfipustné feSeni. Silnice je
opravena (blokace odstranéna), kdyz se Ceta presune z jednoho krajniho vrcholu za-
blokované hrany do druhého krajniho vrcholu stejné hrany. V modifikované CG-siti
je 2b + 1 vrcholi.
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Ulohu lze Fesit dvoufizové. V lichém kroku se vybere jeden z vrchold modifikované
CG-sité dosud nepfitomny v Zddné z m tras nebo se presuneme zpét do stanice. A
v sudém kroku se prosté presuneme po zablokované hrané z jednoho jejiho krajniho
vrcholu do druhého, protoZe jinou moZnost nemdme. Pfitomné blokace ndm piimo
urCuji, které hrany modifikované CG-sité musi feSeni ilohy VRP obsahovat. Lichy
krok konstrukce tras (kromé navratu do stanice) probéhne b-krat, coZ odpovida reseni
ulohy VRP nad b vrcholy. Jak je vidét, dlohu II; 1ze prevést na VRP v Case poly-
nomidlné zavislém na velikosti dlohy.

VRP se iesi nad tplnou siti. Nechf m4 tato sif lichy pocet vrchold n > 3, z nichZ jeden
je depo. KdyzZ v této siti ozna¢ime %(n — 1) spolu (i s depem) neincidentnich hran za
povinné ptitomné v feseni (tj. zablokované), dostaneme z VRP tlohu I1;. Z toho plyne,
Ze 1 tloha IT; je NP-upln4.

Spojeni komponent (I15)

Uloha je popsdna v sekci 2.2. Pro jednoduchost uvaZzujme jen piipad jedné stanice a m
cet. Konkrétni zvolend kostra L € K(KMG) ma b hran. Ty dohromady tvofi néjakou
mnoZinu A hran postacujicich k napojeni komponent do souvislého grafu G”. Kdyz
poloZime R = A, feSime NP-tplnou dlohu II; (opravu vSech silnic) nad mnoZinou
blokaci A.

Kterou z koster zvolit? Tu nejlevnéj$i? Nechf cena kostry L, je mensi, neZ cena kostry
L. Snadno najdete ptiklad, kdy celkova délka tras ¢et obsahujicich mj. i prvky z E(L,)
je vétsi, nez celkova délka tras Cet obsahujicich mj. i prvky z E(L,). Tedy k vyfeSeni
ulohy I, ndm nepomize nalézt nejlevnéjsi kostru L grafu KMG a nad ni vyfesit ulohu
I1,. Proto se dloha I1, neda rozlozit na dvojici dloh ,najit nejlevnéjsi kostru KMG* a
I1,. Protoze silni¢ni sité jsou (téméer) rovinné, tim spiSe na nich zaloZzené KMG jsou
rovinné grafy. Podle [15] pro kaZzdy rovinny graf s n vrcholy plati, Ze nema vice, nez

a nechceme pro kazdou z nich fesit IT;.

Pokud je zaddnf{ dlohy I, pfevoditelné v polynomidlnim ¢ase na zadani dlohy I, tak
si tim jen potvrdime, Ze I1; je NP-tiplnd. Ale to nepotiebujeme. To uZ vime. A autorovi
se béhem psani prace ani nepodafilo najit zobrazeni I1, na I1,. (To ale neznamena, Ze
to nejde.) Vice nds vSak zajimd, zda je NP-uplnd i uloha IT,. Pokud se podafi najit
zobrazeni I1; na I1, vycislitelné v polynomidlnim Case, tak ano.

Jak jiZz vime, protoZe v II, jde o napojeni komponent, k feSeni tlohy neni nutné od-
stranit vSechny blokace z R, ale sta¢i odstranit jen nékteré — presnéji ty, které jsou
hranami libovolné z koster grafu KMG piislusného grafu G’ rozpadlé sité. Resfme-li
IT;, musi feSeni této dlohy obsahovat vSechny hrany z R. Prevadime zadani dlohy IT;
na zadani dlohy IT,. Obsahuje-li feSeni tlohy II; vSechny hrany z R, musi vSechny
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tyto hrany byt i soudsti feSeni pravé ted konstruovaného zaddni dlohy II,. JenZe
v II, musi navic platit, aby celd R byla minimdlni mnoZinou hran napojujici vSech
|R| + 1 néjakych komponent souvislosti. Kdyby nebyla minimdln{ (s vlastnosti Ze na-
pojuje vSechny komponenty), §lo by ji zmensSit, takZe feSeni s témito blokacemi by
bylo suboptimdlni (viz véta 4). Takovou minimalni mnoZinou je mnozina hran E(L)
kostry L komponentového multigrafu KMG(I1,) dlohy IT,. Pokud kostra L bude jesté
navic jedina nejlevnéjsi kostra KMG(I1,), tak postup feSeni vhodné zadané dlohy I1,,
at uz nés dovede k libovolnému feSeni, kazdé feSeni bude obsahovat pravé viechny
blokace z mnoZiny R a zadné jiné. Takze takovym zptisobem bychom radi méli zada-

nou ulohu II,.

Prevod IT; na I1, 1ze provést nasledovné. K mnoziné R vsech blokaci z I1; vytvofime
KMG(I1,) takovy, Ze v ném vSechny hrany z R budou hranami nejlevnéj$i mozné
kostry. Jak? Zbavime se kruznic v K MG(I1;) tim, Ze nékteré vrcholy rozdélime na vice
vrcholil pfiddnim novych blokaci (které nejsou v R). Vznikne KMG(I1,). Napiiklad
nechf 1-2-3-1 je kruznice v KMG(I1,), které se zbavime rozd&lenim vrcholu 1 na vr-
choly 15 a 14, diky cemuz vznikne 15—2-3—-14 v KM G(I1,). Pfiddme tam hranu 1s—1¢,
kterd bude novou (pomocnou) blokaci. Nové blokace ohodnotime nekone¢nou dobou
opravy, diky ¢emuz jedinou nejlevné;jsi kostru KMG(I1,) bude ta, kterd bude obsaho-
vat pravé vSechny hrany z R. To samo by nestacilo. Dilezité je, Ze pomocné blokace
jsou ohodnoceny nekone¢nou dobou opravy. Diky tomu se nestanou soucdsti feSeni
ulohy IT,. Matice dob jizd mezi vrcholy CG-sité z II; zachovame stejnou i pro II,.
Toto zobrazeni I1; na I, mé polynomidlni sloZitost. Proto i tloha I, je NP-tplna.

Zavery:

(1) Zndme-1i n¢jaky zpisob feseni I1,, 1ze ho pouZit k feseni I1;, VRP nebo TSP.

(2) Pokud se ndm podaii pomoci deterministického algoritmu vyftesit v polynomidl-
nim Case kaZzdou instanci ulohy IT,, tak se v polynomidlnim Case podafi vyfeSit také
kazdou instanci TSP a tim dokazeme, ze P = NP.

(3) Sazime na to, Ze se ndm to nepodafi. Proto misto deterministickych algoritmu
pouZzijeme stochastické. Jim je vénovéna dalsi sekce.

(4) Nalezeni nejlevnéjsi kostry v iplném ohodnoceném grafu je jedna z dloh, u kte-
rych se na prvni pohled zd4, Ze vyresit je bude téZsi, neZ nad timtéZ grafem vyftesit
TSP, protoZe koster md uplny graf vice, nez kruznic. Ale na druhy pohled existuje po-
lynomidlné slozity algoritmus, ktery tlohu fesi a zndme ho uz téméf sto let (viz 1.2).
TakZe mé-1i tloha specialni strukturu, moZna k nf existuje 1 algoritmus s polynomidln{
Casovou slozZitosti. II, taktéZ na prvni pohled vypada sloZitéji, neZ VRP, takZze bez-
nadéjné. Mozna pravé diky tomu mnozstvi podminek navic, které feSeni musi spliiovat,
nakonec bude tloha IT, feSitelna deterministickym algoritmem s polynomidlni Casovou
sloZitosti. Ale je to jen spekulace. Moznd pujde o jinou tlohu, nez I1,. Déle se této pro-
blematice nevénujeme. Cil préce je jiny (viz Uvod).
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2.6 Pocitacova reprezentace zadani ulohy

Veve

psand grafem G, ohodnocenim ¢ jeho hran dobami transportu v sekundach, mnozinou
B hran, jejiz odebrani (zablokovani) z G zpusobilo rozpad G na G’, ohodnocenim
r : B — R[ blokaci dobami oprav v sekunddch, mnoZinou dep ST — vrchold,
ve kterych se vyskytuji stanice cestaili a poCty Cet A v jednotlivych stanicich.

Sit (G, {0},{c}) zaddvdme pomoci tii soubori: uzly.txt, hrany.txt, xy.txt,
uloZenych v adresafi pojmenovaném sitXXX, napiiklad sit001, sit002 atd.

uzly.txt obsahuje nezdpornd celd Cisla ve dvou sloupcich pojmenovanych
id, obyvatel. Prvni sloupec, id, obsahuje vzestupné sefazend ¢isla mnoziny 0(1)(n — 1),
kterd slouZzi jako indexy vrcholi sité. Kazdému vrcholu odpovidd pocet obyvatel o,
ktefi tam Ziji (viz 2.1). Napfiklad fddek s hodnotami [209, 1877] znamend, Ze ve vr-
cholu 209 Zije 1877 obyvatel.

hrany.txt obsahuje matici, kterd ma4 tii sloupce pojmenované uzell, uzel2, sekund.
Kazdy tadek reprezentuje jednu hranu grafu pomoci dvojice proménnych [uzell, uzel?],
které nabyvaji hodnot z mnoziny O(1)(n — 1) podle toho, které vrcholy hrana spojuje.
Proménna sekund nabyva kladnych celociselnych hodnot a reprezentuje ohodnoceni c.
Napriklad fadek s hodnotami [3200, 1171, 59] znamend, Ze po hrané spojujici vrchol
3200 s vrcholem 1171 se Ceta cestari dostane pii obvyklé rychlosti za 59 sekund.

Xy . txt obsahuje dva sloupce x, y a ma stejny pocet fadkl jako uzly.txt, aby bylo
mozné vrcholu na i-tém fddku souboru uzly.txt pfifadit hodnoty i-t€ho fadku sou-
boru xy.txt, které maji vyznam kartézskych soufadnic bodu v roviné. Hodnoty x, y
jsou redlnd Cisla, v pocitaci reprezentovand typem float. S t€émito udaji fesic¢ tlohy ne-
pracuje, ale hodi se k nakresleni vysledku.

Nad takto zadanou siti 1ze uvazovat rizné situace. V adresafi sitXXX pro kazdou si-
tuaci zvla${ vytvofime novy adresdi kYYdZZ. Ten naplnime soubory blokace. txt,
doby_oprav.txt, starty.txt popisujicimi konkrétni situaci. kYYdZZ je jen naSe
konvence. YY znaci pofet komponent, na které se sif rozpadla a ZZ znaci poCet dep.
Nézev adreséie pro situaci nenf tak dileZity jako to, Ze ma byt uvnitf adreséie pro sit,
pro niz danou situaci zaddvame, napt. sit002\k41d07 nebo sit0®02\katastrofa.

blokace. txt reprezentuje mnoZinu B. Obsahuje jeden sloupec Cisel, kterd slouzi jako
indexy do matice hran grafu G. Tyto indexy ukazuji, které hrany byly zablokovany.
Kdybychom napiiklad chtéli zadat, Ze byly zablokovdny hrany na 1., 5. a 9. fadku
matice ze souboru hrany.txt, méli bychom do souboru blokace. txt do sloupce
pod sebe zapsat hodnoty 0, 4, 8. (Hodnoty jsou zde o 1 mensi, protoZze pouzivame
pythonovské indexovani.) Nutno podotknout, Ze do souboru nepatii indexy téch hran,
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jejichz odebréni nezplisobi rozpad sité na nesouvislou sit.

doby_oprav.txt reprezentuje zobrazeni r. Misto toho, abychom pfifazovali doby
oprav vSem hrandm grafu G, pfifadime je jen zablokovanym hrandm. Proto
doby_oprav. txt ma stejny pocet fadku jako blokace.txt a ma jen jeden sloupec,
jehoz hodnoty jsou celd nezaporna Cisla. Priklad: 4. fadek souboru doby_oprav. txt
obsahuje 3205, na 4. fddku souboru blokace. txt je ¢islo 9 a na (9+1). fadku matice
hrany (tj. (9+2). faddku souboru hrany . txt) je trojice [2523, 550, 109]. To znamen4,
Ze hrana spojujici vrchol 2523 s vrcholem 550 je zablokovand a odhadem ji potrva
opravit 3205 sekund.

starty.txt obsahuje do sloupce usporadané indexy téch vrcholu grafu G, ve kterych
se vyskytuji stanice silni¢aid. Reprezentuje mnozinu ST (sekce 2.4).

Kdyz to shrneme, vstupni data od uZivatele, bez kterych nas program spocita nic, jsou
data sit€¢ uzly.txt, hrany.txt, xy.txt ulozend v adresafi sitXXX a data
situace na siti blokace.txt, doby_oprav.txt, starty.txt uloZena v adresari
sitXXX\kYYdZZ. Lze je najit v pfiloze v adreséfi Ulohy.

Resi¢ dlohy ke svému fungovdni potiebuje jesté datové soubory uKompId.txt,
uzlyCG.txt a casyCG.txt, které reprezentuji CG-sit (CG,{},{l}), kde
CG = (BC,S P, ¢), viz 2.4. Tyto soubory na zaklad¢ dat sit€ a situace na ni lze vyge-
nerovat spuSténim skriptu vytvorCGdata.py poté, co na jeho zacatku uZivatel vyplni
hodnoty proménnych sit a situace.

uKompId.txt obsahuje ¢isla mnoziny O(1)(k—1), kde k je pocet komponent v rozpadlé
siti. Tato ¢isla jsou sefazena v jednom sloupci a je jich tam tolik, kolik je vrcholl v
grafu G, resp. kolik fadkt (bez prvniho fadku se jmény sloupcli) ma soubor uzly. txt.

Vrcholu na fadku i souboru uzly. txt patii ¢islo komponenty, kde se nachdzi a toto
¢islo je v souboru uKompId. txt nafadkui— 1.

uzlyCG. txt obsahuje jeden sloupec pojmenovany id. V ném jsou uloZeny indexy vr-
cholt grafu G, které jsou hrani¢nimi vrcholy (definice 35) komponent souvislosti roz-
padlého grafu G’ nebo ve kterych se nachazeji depa cestarii. Jde tedy o prvky mnoZiny
BC indexované Cisly vrcholtl pivodni sité¢ S (nad G).

casyCG. txt uchovava hodnoty matice /(u, v) zavedené v sekci 2.4.

Pripravu poslednich tfi uvedenych soubori si 1lze zkusit pomoci skriptu
vytvorCGdata.py na situaci Ulohy\sit003\k06d02_test. VSechna potfebnd data
a zdrojové kdédy najde Ctenér priloZeny na CD.

Posledni vstupni hodnoty, které uzivatel musi zadat, jsou pocty cet h v jednotlivych
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depech. To udéla tak, Ze zméni hodnotu proménné poctyTymuVeStanicich nahoie
ve skriptu hlavni.py. Pokud naptiklad soubor starty.txt obsahuje hodnoty 123,
234 a 345, tak proménnd poctyTymuVeStanicich musi byt seznam tif celych nezé-
pornych Cisel (typ int). Konkrétné tfeba poctyTymuVeStanicich = [1,0,4] zna-
men4, Ze z vrcholu 123 do prace vyrazi 1 Ceta, z vrcholu 234 7Zadna a z vrcholu 345
vystartuji 4 Cety.

2.7 Pocitacova reprezentace ireSeni ulohy

KdyZ uzivatel zadal vSe, co zadat mél, staci v adresafi Kody najit a pustit skript
hlavni.py a pockat na vysledek vypoctu. O zptisobech vypoctu a fungovani pro-
gramu budou ndsledujici sekce. V této sekci se podivime na to, jak Cist vystupy pro-
gramu a co jsou jejich teoretické protéjSky popsané v sekcich 2.2 a 2.3.

V adresafi Kody vedle souborl se zdrojovymi kédy se nachdzi adresar vysledky,
do kterého skript hlavni.py zapisuje vystupy programu. Jednd se o tyto soubory:
reseniCGnn.csv, reseniGnn.csv, reseniPBnn.csv, reseniPB_vsechna.csv,
ceny_vsechny. csv, dobyPraci_vsechny.csv. Tamtéz jsou zapsany také obrazky
komponenty.svg a reseniGnn. svg. (Viz obrazek 5.)

UvaZzujme situaci, kdy m et ma za kol propojit spolu kK komponent souvislosti. Pro-
gram hledd m-tici kruZnic, pfipustnou a optimdlni vzhledem k cenové funkci
plo) = q3(7(0')) (definice 55) v CG-siti. Nejlepsi nalezené feSeni je uloZeno do sou-
boru reseniCGnn.csv. Mdme-li poctyTymuVeStanicich = [1, 1, 1] pro
startyCG = [172, 173, 174], miZe obsah souboru reseniCGnn.csv vypadat
naptiklad takto:

"([172, 126, 37, 57, 137, 20, 24, 115, 18, 172], [173, 48, 133,
158, 87, 163, 93, 173], [174, 122, 33, 148, 73, 150, 77, 174]1]"
", 1, 6, 1, 0, 1, 0, 1, 61, [0, 1, O, 1, O, 1, O], [0, 1, O,
1, 0, 1, 011"

Jsou to v jednom sloupci uloZené dva fetézce. Retézec na prvnim Fadku obsahuje tro-
jici seznamu vrcholit CG-sité. Napf. tfeti seznam za¢ind a konci ve vrcholu ¢islo 174 a
obsahuje informace pro tieti &etu o tom, pres které vrcholy CG-sité md projet. Retézec
na druhém fadku obsahuje trojici seznami oprav. 0 znamend pouze projet, 1 znamena
opravit hranu, odstranit blokaci. VSiméte si, Ze i-ty seznam z druhého fddku m4 vzdy o
jedno méné Cisel, nez i-ty seznam z prvniho faddku. To proto, Ze z definice cesty plyne,
Ze cesta ma vZdy o jedna mens$i pocet hran, nez jaky ma pocet vrcholl. Treti trasa
zacind [174,122,33,148,...] a ji odpovidajici tfeti seznam oprav zacina [0,1,0,...] a
znamena to, Ze mezi vrcholy 174 a 122 CG-sité se 3. Ceta pouze presouvd po nejkratsi
cesté grafu G a pripadné blokace na té cesté ignoruje, vrcholy 122 a 33 jsou krajni

31



vrcholy zablokované hrany, kterou ma tato Ceta opravit a hrané [33,148] v seznamu
oprav odpovidd 0, coz znamend, Ze jde opé€t jen o transport po nejkratsi cesté mezi
témito vrcholy. Z uvedeného piikladu se mize zdat, Ze seznamy oprav jsou zbyte¢nou
soucdsti feSeni, protoZe se v nich stdle stfidaji nuly s jednic¢kami, ale neni tomu tak.
Jsou pripady, kdy né€ktery ze seznamu oprav zacina napriklad takto: [0,1,1,0,1,0,...].
Jedn4 se o feSeni ulohy, ve které se sit rozpadla do jedenécti komponent souvislosti.
Podle nutné podminky optimality (véta 4) vime, Ze kdyby soucet jedni¢ek na druhém
fadku souboru reseniCGnn.csv byl jiny, nez deset, urCité by se nejednalo o feSeni
optimdlni.

reseniGnn.csv obsahuje totéZ feSeni, jako predchozi soubor, v tomtéz zpusobu
zapisu, ale v podrobnéjsi podobé, protoze nalezend m-tice kruznic v CG-siti je zde
nahrazena m-tici sledi W, hran v plivodni siti S (resp. G) a jim odpovidaji nové se-
znamy oprav. To se hodi pfimo cestdiim, af vi, kudy jet. ReSeni v podrobn&jsi po-
dobg zabird pal stranky (23 fadka), tak nechf zdjemce nahlédne do adresafe vysledky
a v ném do souboru reseniGnn.csv. Upozoriiujeme, Ze tentyZ vrchol ma v CG jiné
¢islo, nez jaké ma v G.

reseniPBnn.csv obsahuje nejlepsi nalezené feSeni, totéZ co je obsazeno v predcho-
zich dvou souborech, tentokrat vSak ve formé poradi indext opravenych blokaci. Ob-
sah souboru je tento:

"[45, 71, 28, 20]"
"[60, 107, 115]"
"[37, 91, 951"

Jsou to indexy fadkl do vstupniho souboru blokace. txt, pfiCemz indexovani za¢ind
nulou. Na prvnim fddku souboru reseniPBnn.csv je, Ze prvni Ceta mi nejdiive
opravit blokaci, na niZ ukazuje index 45, poté blokaci 71, pak 28 a 20. Kudy se
mezi nimi prepravi, to umi dopocitat funkce resenizPoradiBlokaci() ze skriptu
pomocne.py. Druhd Ceta dostala za tikol opravit blokace z druhého fadku a tfeti ze
tietiho. Tato reprezentace feSeni ma sviij protéjSek v m-tici permutaci (7y, .. . 7,,) prvki
mnoZin Ay, ..., A, tvoficich rozklad nékteré mnoZiny A blokaci postacujicich k napo-
jeni komponent (viz sekce 2.2). V tomto pifipadé je A, = ({45,71,28,20},
A, = {60,107,115}, A3 = {37,91,95} a A; 1ze rGzné permutovat a tim ziskavat rizna
poradi navstév zablokovanych hran.

reseniPB_vsechna.csv obsahuje vSechna feSeni ziskand programem. Na kazdém
fadku je jedno feseni. Reseni o v pravé uvedeném formdtu pofadi blokaci jsou sefazena
vzestupné podle ceny p3(o) = q3(7(0')). Na prvnim fddku je to nejlepsi nalezené —
’[[45, 71, 28, 20], [60, 107, 115], [37, 91, 95]]”a na poslednim to nejhorsi nalezené.

dobyPraci_vsechny.csv obsahuje na i-t¢ém faddku m-tici dob praci jednotlivych Cet,
kterd patfi feseni z i-t€ho fadku souboru reseniPB_vsechna.csv.
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Napriklad na prvnim fadku jsou tyto doby praci: 13279,9046, 13255, coZ znamen4,
Ze Ceta, kterd opravovala blokace [37, 91, 95] v tomto pofadi, stravila praci (véetné
transportu) 13255 sekund.

T(o) = (13279,9046, 13255). ¢5(T (o)) = (13279, 13255, 9046). ¢1(T(co)) = 35580.
Napiseme-li za sebe p; a p;, dostaneme 13279,13255,9046,35580 — prvni fadek
souboru ceny_vsechny.csv, ktery obsahuje v prvnich m sloupcich ceny p; vSech
feSeni fazené lexikograficky (definice 45) vzestupné spolu s cenami p; v (m + 1).
sloupci. TakZe podle tabulky v ceny_vsechny.csv je mozné vybrat si nékolik feSeni
s nizkou cenou p; takovych, kterd maji i nizkou cenu p;.
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Obrazek 5: SVG vystupy. V horni ¢asti barevné odliSené komponenty, v dolni
reseniGnn. Cerné krouzky znaci blokace, barevné krouzky odstranéné blokace,
trojuhelniky depa.
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3 Metody reSeni ulohy

Nase dloha II, se ze zndmych dloh podobd nejvice dloze VRP. Pro VRP existuje
mnoho metod feSeni, které l1ze prizptsobit k feSeni dlohy I1,. Zde si ukdZeme me-

tody, které jsme si zvolili k feSeni ilohy. Volba metod k feSeni nasi dlohy se odviji od
metod pouzitych v [2] pro moznost srovnani riznych implementaci.

Volime heuristické metody. Heuristiky jsou algoritmy, jejichZz cilem je ziskat rychle
dobré feseni, bez ambice ziskat feSeni optimalni. Co povazuje autor za rychlé, uvedl
jiZz v tivodu. Za dobré feSeni autor této prace povazuje feseni, jehozZ cena je lepsi, nez
ocekdvand cena nahodného feSeni.

3.1 Algoritmus dspor

Algoritmus uspor (AU) pochazi od [16] z roku 1964. Od té doby vzniklo nékolik mo-
difikaci. Je to heuristika, kterou pouZivame k ziskdni pfipustného feSeni VRP. S jeji
pomoci ziskame pfimo optimalni feSeni jen ve vyjimecnych piipadech. Nékteré du-
myslngjsi algoritmy vyzaduji jako jeden ze vstupl pocatecni aproximaci feseni a tu 1ze
ziskat s pomoci AU.

Mg¢jme tlohu VRP s jednim depem (znaéenym 0), n zdkazniky a m vozidly, kterd pove-
zou zboZi z depa k zdkaznikiim. Matice C := (c(i, N i=0 uchovdvé délky (nebo ceny)
nejkratsich cest mezi dvojicemi vrchold i, j.

Myslenka AU spociva ve slucovani tras, kterych je na zacatku n a na konci m. M4-
li byt slouceni dvou tras do jedné provedeno, mélo by pfi tom dojit k dspofte, ji-
nak to nemd cenu délat. Kazdd z pocateCnich n tras ma tvar 0—i—0, kde i € 1(1)n.
Nechf 0—j-0 je druh4 trasa, pro j € 1(1)n, j # i. Trasa tfeti, kterd vznikne jejich
slou¢enim, vypadé tak: O—i—j—0. Cena prvni trasy je cena(i) = c¢(0,i) + c(i,0) a cena
druhé je cena(j) = c(0,j) + c(j,0). Celkova cena je cena(i) + cena(j). Kolik usetfime,
kdyZ prvni dvé nahradime tieti? cena(ij) = ¢(0,1) + c(i,j) + c(j,0).

Uspora(ij) = cena(i) + cena(j) - cena(ij) = c(i,0) + c(0,j) - c(i,j)-

Algoritmus 2 (Algoritmus Gspor)
Dokud plati, Ze n > m, opakujeme kroky (1 az 4):

(1) Mame n tras Tr a pro kazdou dvojici i, j € 1(1)n spocitdme dspora(ij).

(2) Vybereme tu dvojici i, j, pro niZ je dspora(ij) nejvetsi a dvojici tras Tr(i), Tr(j)
slou¢ime do jedné trasy Tr(ij).

(3) Ze seznamu dostupnych tras vymazeme trasy Tr(i), Tr(j) a pfiddme do néj trasu
Tr(ij).

(4) Polozime n rovno poctu tras v seznamu.
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KaZdou trasu reprezentujeme posloupnosti vrchold, zde posloupnosti ¢isel z mnoziny
0(1)n. Kazda takova posloupnost zac¢ind a konc¢i 0. Naptiklad Tr(1) = [0, 1,2,7,5,0] a
Tr(2) = [0,4, 3, 0]. Slouceni dvou tras lze provést ctyfmi zpiisoby, pfi¢emz vybirdme
ten, ktery s sebou nese nejvétsi usporu. Podle toho, jak Tr(1) slou¢ime s Tr(2), vznikne
[0,1,2,7,5,4,3,0], nebo [0,1,2,7,5,3,4,0], nebo [0,5,7,2,1,4,3,0], nebo
[0,5,7,2,1,3,4,0].

Tak je tomu pro VRP. V tloze I1, bylo potieba zafidit, aby algoritmem tspor nalezené
feSeni bylo pripustné a zaroven bylo potieba provést modifikaci tohoto algoritmu pro
situace s vice depy. Kdd je v souboru reseniA. py v adreséfi Kody.

Piipustnost Feseni

Ze sekce 2.4 vime, Ze teSeni sestavené z tras, mezi jejichZ hranami nejsou blokace
KMG, které staci k vytvoreni kostry grafu KMG, neni piipustné. Aby bylo ptipustné,
staci, kdyZ na jeho trasidch budou lezet zablokované hrany (a tyto budou opraveny),
které tvoii nékterou z koster KMG. Aby AU vracel feSeni piipustnd v I1,, pracujeme
nad krajnimi vrcholy (vice jich neni tfeba) hran nejlevnéjsi kostry KMG s nédsledujici
upravou AU. Je-li do trasy zvolen jeden krajni vrchol blokace, pak je do stejné trasy
zvolen i druhy krajni vrchol.

Vice dep

Vrcholy pro depa oznacme D1 aZ Dp. Vrcholy CG-sité znaCme i naddle hodnotami z
1(1)n. Kdybychom nepotiebovali trvat na tom, Ze oba krajni vrcholy blokace musi leZet
ve stejné trase, postupovali bychom nasledovné. Pro kazdy vrchol i € 1(1)n bychom
spocitali vektor d; = (c(i, D1),...,c(i, Dp)). Zjistili bychom, na které pozici ma d;
nejmensi hodnotu — feknéme, Ze na pozici j. Vrchol i bychom pfifadili k depu Dj.
Takhle bychom kazdy z vrchola prifadili k nékterému z dep podle toho, ke kterému to
ma nejbliZe. Pfipoustime mozZnost, Ze nékterd z dep nebudou mit ve svém rajonu Zadny
vrchol z 1(1)n. MnoZzinu vrcholl pfifazenych depu Dj nazyvame rajon depa Dj. A na
konec bychom pro kazdy z rajont pouzili AU pro jedno depo popsany vyse.

Ale protoZe potifebujeme zachovat piipustnost fesSeni, tak v pripadé vice dep zajistime,
aby oba krajni vrcholy blokace lezely ve stejném rajonu. Ve fazi pfifazovani vrcholl
rajonim dep zde také vypocitime vektory d;, ale jinym zplsobem. Vrchol i; totiZ
lezi na blokaci spolu s druhym vrcholem i,. Potom pro i = i; i pro i = i, poCitime
d; = (c(iy, D1) + c(i, D1), ..., c(iy, Dp) + c(ir, Dp)).

3.2 ZlepsSovaci heuristiky

Pokud jsme jiz néjakym zpisobem ziskali pfipustné feseni tlohy, mizeme se pomoci
nékteré zlepSovaci heuristiky podivat, zda v okoli tohoto feSeni existuje néjaké lepsi
feSeni. Pokud ano, ziskame lokdln€ optimalni feSeni. Optimalita z4visi na definici okol{
feSeni.
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Prvni, snad nejjednodussi, zlepSovaci metoda pochazi z roku 1958 od [17]. Je zaloZena
na opakovani operace tehdy nazyvané inverze tak dlouho, dokud néjakou inverzi v

//////

v/ V2

Zujme fetézec vrcholu [1,2,3,4,5,6,7,8,9], ktery tvofi Cast cesty CG-siti jedné z
Cet. To znamend, Ze v feSeni jsou pfitomny hrany [1,2], [2,3], [3,4], [4,5], [5, 6],
[6,7], [7,8], [8,9]. Pfikladem inverze v uvedeném fetézci je [1,2,3,6,5,4,7,8,9].
Vznikla vynechanim hran [3,4], [6, 7], inverzi fetézce [4,5,6] v fetézec [6,5,4] a
opétovnym napojenim tohoto fetézce ke zbytku pomoci novych hran — [3, 6], [4, 7].
Na tuhle operaci inverze Casti fetézce se miZeme divat i jinym zptsobem, a sice jako
na vyménu dvou hran za jiné dvé hrany, v feSeni neptfitomné. Hrany [3,4], [6,7] byly
nahrazeny hranami [3, 6], [4, 7].

Z této diive rucni prace se pozdéji stal 2-opt algoritmus, ktery slouZi ke zlepSeni
daného feSeni o = (m;) dlohy TSP nebo kazdé trasy ny,...,n, tGlohy VRP zvIasi.
S mens$imi upravami, které popisSeme pozdéji, slouzi 2-opt také ke zlepSeni jednot-
livych tras Cet cestarti v dloze I1,. 2-opt pouzivime na kruZnice (definice 29). 2-opt
vSak funguje i v ptipadé cest (definice 24) a dokonce i v ptfipadé nesouvislého grafu,
ktery vznikne rozpadem cesty na komponenty souvislosti, z nichZz kazd4d ma aspon
dva vrcholy, jak jsme pozdéji zjistili pfi implementaci 2-opt pro dlohu I1,. U kazdého
feSeni, které mame v imyslu zlepS$it pomoci 2-opt, predpokladame, Ze kazdy z vrcholi
tohoto feseni je incidentni aspoil s jednou hranou a nejvyse se dvémi hranami.

Pro jednoduchost popisu algoritmu zde budeme feSeni uvazovat jako posloupnost na-
vzajem ruznych vrchold vy, ..., v, zapsanou v fetézci & = [vy,...,V,], jehoz vyznam
spo¢iva v tom, Ze Vi € 1(1)(n—1) [v;, vi+1] znaéi hranu ptitomnou v feSeni. Cenu feSeni
spocitdme jako cena(r) = Zf‘;ll [(vi, vis1), kde [ je ohodnoceni hran CG-sité dobami jizd
(sekce 2.4).

Algoritmus 3 (2-opt)
Nastavime proménnou zkraceno = True.
Dokud plati, Ze zkraceno = True, opakujeme kroky (1 az 5):
(1) Nastavime zkraceno = False.
(2) Vi € 1(1)(n — 2) Vj € (i + 2)(1)n spocitdime hodnotu zkriceni zptisobenou
piipadnou vyménou hran: zkraceni(i,j):= I(v;, vis1) + (v, vjs1) = [(Vi, V) = I(Vig1, V1)
(3) Vybereme tu dvojici [, j], pro niZ je zkraceni(i,j) nejvétsi a uloZime
do proménné kde.
(4) Je-li nejvétsi zkraceni vétsi, nez 0, tak ze vstupni trasy
odstranime hrany [v;, vi+1] a [v}, vj41] a nahradime je hranami [v;, v;] a [Vie1, Vi1l
(5) Je-li nejvétsi zkraceni vétsi, nez 0,
tak poloZime zkraceno = True, jinak zkraceno = False.
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Na krok (4) algoritmu se lze divat jednoduSeji, totiz jako na inverzi
trasy [Vi, ..., Vi, Vists - ooy Vi Viats oo s Vol VEITASU [V, 000 Vi, Vs oo Vi, Vgt oo, Vil
2-opt ma polynomialni sloZitost, konkrétn& O(n?). Nésleduji definice a véty z [18].

Definice 58 Nechf IT je nékterd z dloh TSP, VRP, I1; nebo I, a p je cenova funkce (de-
finice 55) feseni této tlohy, kterou se snazfme minimalizovat. Rekneme, Ze piipustné
feSeni o ulohy II je A-optimdlni (nebo A-opt), pokud z néj nelze ziskat Zadné jiné
piipustné feSeni s mensi cenou pomoci ndhrady A hran jinymi A hranami.

Véta 5 M¢jme tdlohu I1. Kazdé jeji feSeni je 1-optimdlni.

Véta 6 Nechf n je pocet hran feSeni dlohy I1. Reent je optimalni pravé tehdy, kdy? je
n-optimalni.

Véta7 Oznacme C, mnozinu A-optimdlnich feSeni dlohy II. Pak plati C; 2 C, 2
..2C,1 2C,.

ReSeni ziskané algoritmem 2-opt je 2-optimdlni. Neni vSak vylouceno, Ze vyménou 3
hran v o ziskdme o”, které m4 mensi cenu, nez o. TakZe o nemusi byt 3-optimaln{
nebo obecné A-optimalni pro A > 2.

Abychom zajistili 3-optimalitu feSeni o, nechdme jej projit 3-opt algoritmem. Pokud
zlstane stejné jako na zacatku, tak je 3-optimdlni a pokud ziskdme jiné feSeni, tak
to nové bude 3-optimdlni. Algoritmus 3-opt funguje stejné jako 2-opt s tim rozdilem,
Ze vybiré trojice hran a nahrazuje je jinymi trojicemi hran tak, aby byla zachovédna
piipustnost zlepSeného feseni. Vypocet zkraceni ma ve 3-opt vice Clent, nez ve 2-opt.
prace vyhleda pfimo jeho implementaci. Nachdzi se v souboru reseniZ.py ve sloZce
Kody. Ve 2-opt algoritmu je jen jedna moZnost, jak pripustnym zplsobem provést
nahradu dvojice hran, ve 3-opt algoritmu je téch moZnosti piipustné nahrady trojice
hran novymi sedm, z nichZ jedna odpovidd vyméné pouze dvojice hran za dvé nové.

3-opt algoritmus m4 polynomidln{ sloZitost, konkrétné O(n®). Stéle to neni exponen-
cidlni sloZitost, ale i tak takto sloZité vypocty zaberou mnoho ¢asu. Pro nasi dlohu I1, a
sit€, nad kterymi pracujeme a situace, které feSime, se to ¢ekanf stale jesté da vydrZzet.
O tom pozdéji. Z pocétecniho feSeni o ziskdme pomoci 3-opt feSeni o3 a pomoci 2-opt
feSeni o,. Pak plati p(o3) < p(o).

Pro dvé riiznd feSeni o, 0, € C3 muze platit p(oy) > p(0>). Jde o to, Ze vyménou 3
hran ze o; nedostaneme o, protoZze o je jiZ 3-optimdlni. KdyZ tedy pomoci
3-opt algoritmu ziskdme o7, které jesté neni optimalni (n-optimélni), co miiZeme udélat
pro to, abychom ziskali 3-optimdalni o, které md mensi cenu, nez o;? Musime se
v prostoru vSech piipustnych feSeni dlohy IT dostat dost daleko od oy, aby nds tam
vzapéti algoritmus 3-opt nevratil. To Ize délat ruzné. Napiiklad vygenerovat ndhodné
pripustné feseni. My k tomu vyuzijeme algoritmy uvedené v nasledujicich sekcich.
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3.3 Mravenci algoritmy

KdyZ teSime dlohu najit nejkrat$i uzavienou cestu (kruznici) v uplném grafu pro-
chézejici vSemi jeho vrcholy, mizeme volit ndhodné cesty a ty pak zlepS$it pomoci
nékterého A-opt algoritmu a vybrat z nich tu nejlepsi. Lepsi by mozna bylo, kdyby ty
ndhodné cesty nebyly ndhodné tplné, ale spiSe kdyby o¢ekdvand hodnota jejich délky
byla vychylena vice smérem k nule, tedy kdyby generator ndhodnych cest generoval
spisSe kratsi cesty a teprve na né bychom pustili néktery A-opt algoritmus. Takze vznika
otdzka: ,Jak zafidit, aby generator ndhodnych cest poskytoval Castéji kratsi cesty 7

VySe popsand udloha je problém obchodniho cestujiciho. KdyZ se obchodnik nachdzi
ve mésté i, ma na vybér z n — i nasledujicich mést, ktera jesté nenavstivil. Mohl
by si vybrat prosté to nenavstivené, které je nejblize, ale takto by neziskal feSeni
ndhodnym zpisobem. Nebo by mohl vybrat se stejnou pravdépodobnosti libovolné z
nenavstivenych. Nebo by z nenavStivenych mést mohl vybrat nékteré ndhodné,
pfi cemz pravdépodobnost vybéru mésta by byla nepifimo imérna jeho vzdilenosti.
...nebo tfeba nepfimo imérna vzddlenosti umocnéné na S € R. Ochromen tolika
moznostmi, rezignuje na praci, povali se na travnik a jen tak hledi, do vzduchu, do zemé
a do zorného pole mu vlezou mravenci.

Chovani mravencu

Mravenci musi na své cesté za potravou obCas prekondvat vzdalenosti od jednoho do
sta metri. Zrak jim pfi orientaci mezi trsy travy v travniku pfili§ nepomtize. Do sta
metrii se mravenec vejde tolikrat, kolikrat ¢lovék do deseti kilometrii. Pfedstavte si
chodit z domu do priace deset kilometrii temnym lesem bez GPS a bez mapy. Jak
mravenec dokaZze neztratit se? Odpovédi je, Ze zanechdvd feromonové stopy, které se
odparuji dostate¢né pomalu na to, aby je ostatni mravenci mohli citit a orientovat se
podle nich.

Goss a spol. [19] v roce 1989 experimentovali s mravenci argentinskymi, ktet{ vylucuji
feromony nejen cestou od potravy k mravenisti, ale i opacnym smérem. Nechali chodit
mravence z jedné Casti arény do druhé pfes most, ktery se uprostied vétvil na delsi a
kratsi cestu a kousek dal tyto dvé vétve opét splyvaly v jednu. Sledovali primérny tok
mravencl obéma vétvemi. Po Case se stalo to, Ze tok v krat$i vétvi byl vétsi, nez tok
v delsi vétvi. Toto globdlni chovani, jak si ovéfili, nemd nic spolecné s vidénim ani s
paméti, ale pouze s orientaci kazdého jednotlivého mravence podle lokdlni informace
— tedy koncentrace feromont, podle jejiz velikosti mravenec upiednostni jednu z cest,
kdykoliv md na vybér. Na dels{ cesté nestihne vzniknout takovy tok mravenct, jako
na kratsi. Na kratsi cestu je diky vétsimu toku tedy vylouceno vice feromonu. Tim se
kratsi cesta stane lakavéjsi pro vice mravencd. A na konec po ni chodi skoro vSichni.
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Za pozornost stoji, Ze tento jev — Castéjsi vznik kratkych koridori — neni nijak zapsan
v mravenci samotném, aby se kazdy individudlné mohl rozhodnout, po které trase bude
cestovat, ale vznikd jako nezamysleny disledek interakce mezi jednotlivci. Tohle je
jeden z prikladii samo-organizace a emergentnich jevi, kterych je pfiroda plnd. Kdyz
nepochopime jejich vznik, nepochopime ani, co je to védomi a co je to duse.

Dalsi provedeny experiment, o némz [19] referuje, zkouma, zda mravenci zacnou cho-
dit kratkou cestou poté, co vznikl koridor na delsi cesté. Experimentatofi odstranili
kratkou vétev mostu, takZe mravenciim zustala jen ta dlouhd, kterou zacali pouZivat.
Po néjaké dobé pridali i kratkou cestu, aby mravenci méli na vybér. Sice tu a tam
néktery z mravencu zabloudil do kratsi cesty, ale feromonova stopa, kterou zanechal
byla ve srovnani se stopou na jiZ ustaveném koridoru na delsi cesté tak mald, Ze skoro
vSichni mravenci, aCkoliv méli na vybér, upfednostnili tu, na které je vétsi koncentrace
feromonu — tedy tu delsi.

Ant Colony Optimization

Mnoho jednoduchych jednotlivct, zanechdavani (v Case slabnoucich) stop v prostiedi,
s¢itan{ stop od vice jednotlivei, volba dalSiho kroku jednotlivce podle nejintenzivné;si
stopy. Tyto principy chovani mravencich kolonii inspirovaly informatiky ke tvorbé celé
tiidy algoritm, které stru¢né nazyvdme mravenci algoritmy. PfiSel s nimi Dorigo a
spol. (viz [21] a [22]) v roce 1991. Algoritmy této tfidy se daji popsat obecné pomoci
metaheuristiky Ant Colony Optimization (ACO), optimalizace algoritmem mravenci
kolonie. Zde si uvedememe algoritmus ACO ([20], s. 38). Tato metaheuristika poslouZzi
jako Sablona k ndvrhu dalSich heuristik, které patii do tfidy mravencich algoritmu.

Algoritmus 4 (Metaheuristika ACO)
(1) Rozvrhneme nésledujici aktivity (2,3,4) a pak je opakované vykondvame.
(2) Kazdy mravenec sestroji své feSeni.
(3) Aktualizuji se feromony na soucastech feSeni.
(4) Probéhnou dodatecné akce.

Poznamky k jednotlivym krokim:

(1) Rozvrh aktivit. Sem patii napfiklad, kolik mravencti bude konstruovat své fesent,
kdy bude probihat zména hodnot feromont na soucastech feseni, kolikrat celkem se
kroky 2,3.4 provedou, atd.

(2) V tomto kroku mravenci soucasné konstruuji sva feSeni nad grafem, ktery repre-
zentuje feSenou dlohu. Délaji to tak, Ze se na zdkladé¢ informace lokalizované ve vrcho-
lech grafu rozhoduji, do kterého sousedniho vrcholu se presunou, a tedy kterd hrana
se stane novou soucasti feSeni. Informace dostupna ve vrcholu, kde se pravé mravenec
nachézi, se sklada z mnozstvi feromonu na hranach incidentnich s timto vrcholem a z
dodatecné (tzv. heuristické) informace na téchto hranach.
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(3) V tomto kroku probéhnou zmény hodnot feromont na hranach grafu, ktery repre-
zentuje tlohu. Na nékteré hrany feromon pfibude podle toho, kolik mravencii pfes né
proslo. Cim vice feromonu na hrané bude, tim v&ti je pravdépodobnost, 7e si tuhle
hranu pfisté¢ néktery z mravencl zvoli. Hrany, které jsou soucdsti lepSich feSeni do-
stanou vice feromond. Cast feromoni se odpaff, coZ umoziuje algoritmu prozkoumat
vetsi Cast prostoru feseni pfed tim, neZ zkonverguje nebo skonci.

(4) Mezi dodatecné akce se fadi akce globalniho charakteru, které mravenec nedokaze
udélat sdm. Prikladem je vybér mravence, ktery nasel nejlepsi feSeni. Tomu pak bude
dovoleno pfidat feromon na hrany svého feSeni. Jinou takovou akci je aplikace zlepSo-

vaci heuristiky na nejlep$i v iteraci nalezené feSeni.

To, jak konkrétné¢ metaheuristika ACO vypadd, zdvisi také na tloze, kterou chceme
fesit. Pro dlohu IT, se ACO pfiliS nelisi od ACO pro tlohu TSP, pro niz m4 nasledujici
tvar, a pro niZ ukdZeme nékolik heuristik vychdzejicich z ACO.

Algoritmus 5 (Metaheuristika ACO pro statické alohy)

(1) Nastavime parametry, pfipravime matici feromonu, piipadné dalsi data, jako
napf. heuristickou informaci nebo po¢édtecni feSeni.

(2) Dokud neni splnéna ukoncovaci podminka, opakujeme kroky 3,4,5.

(3) Kazdy mravenec sestroji své feseni.

(4) Zlepsime mravenci feseni zlepSovaci heuristikou.

(5) Aktualizujeme matici feromontl.

Aby letadlo mohlo 1état, nemusi mévat kiidly jako ptdk. UZ zde v algoritmu 5 lze
vidét pristup, kdy se pfi ndvrhu algoritmli nedrzime striktné toho, co se dd pozoro-
vat v ptirodé na mravencéich koloniich, ale napodobujeme jen to, co se ndm hodi. U
feSeni TSP pomoci ACO se zjistilo, ze algoritmus vraci lepsi vysledky, kdyz aktua-
lizuje hodnoty feromonti az po konstrukci celého feseni, nikoliv béhem konstrukce s
volbou kazdé hrany, ktera tvoii feSeni ([20], s. 70). Naproti tomu mravenci argentin§ti
zanechdvaji feromonové stopy stéle. Ti ale nefesi TSP.

I nadéle Cerpame z knihy [20]. Uvedeme si nékolik konkrétnich heuristik, které patii
do tfidy ACO. Pro ten dcel predpoklddejme, Ze fesSime tlohu TSP nad dplnym grafem
K, s n vrcholy a s hranami ohodnocenymi délkami D = (d;))};_,, kde d;; = d(i, j) pro
i,j € V(K,). ReSenf k-tého mravence zde znatime T* a jeho cenu C¥. Oznatme N*
mnozinu vrcholii dosud nenavstivenych mravencem k, ktery stoji ve vrcholu i. Pocet
mravenci zde uvazujeme m. Nechf je kazd4 z hran [i, j] € E(K,) oznatena mnoZstvim
7;; feromonu. Arf.‘j zna¢i mnozstvi feromonu, které na hranu [i, j] pfid4 k-ty mravenec.
p udava Cast feromonu, kterd se odpaii. Plati 0 < p < 1. 5;; nese tzv. heuristickou
informaci. @, 8 > 0 jsou koeficienty, s jejichz pomoci lze stanovit, zda bude vétsi diraz
pfi konstrukci feseni kladen na feromonovou stopu nebo na heuristickou informaci.
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Ant System (AS)

Konstrukce trasy. V' AS mravenci konstruuji své trasy soucasné. k-ty mravenec stojici
ve vrcholu i vybere jeden ze sousednich vrcholi j € ANF s pravdépodobnosti pf.‘j
definovanou nasledujicim zpisobem:

ph = [7:,1°[m;; P
N Dlent [Tl [malP
V piipadé AS klademe n;; = 1/d;;.

Update feromonu probéhne poté, co kazdy mravenec dokoncil konstrukci své trasy, ve
dvou fazich. Nejprve nechdme ¢ast feromonu z kazdé hrany odparit.

(3.4)

7 < (1 =p)tij, VI, jl € E(K,) 3.5

Po odpateni feromonu kazdy mravenec vylouc¢i urcité mnoZzstvi feromonu na ty hrany,
pres které prosel, na kazdou stejné mnozstvi, avSak kazdy mravenec jiné.

T~ T+ Y AT, VI j] € E(K,) (3.6)
k=1
pricemz
1/C* proli, jl € T*
k _
AT ‘{ 0  jinak 3.7)

Hrana, kterou pouzilo vice mravencu a ktera je ¢asti vice tras, ma vetsi Sanci, Ze si
ji pristé zvoli nektery z mravencu. Pro malé instance TSP funguje AS dobre, ale pro
veétsi hife. Proto vznikly i jiné heuristiky z tfidy ACO.

Elitist Ant System (EAS)

Ozna¢me T dosud nejlepsi nalezenou trasu a C** jeho cenu. Myslenkou elitéfského
mraven&iho systému (EAS) je znadit intenzivnéji hrany, které patii do 7*. Konstrukce
tras probihd stejné, jako v piipadé AS (3.4). Totéz plati pro odpar feromont (3.5).
Oznaceni hran feromony od mravenct probéhne podobné jako v (3.6), ale s jednim
¢lenem navic:

Tij Ty + ) AT+ eATl, Vi, j] € E(K,) (3-8)
k=1

ij>

pficemZ e > 0 je vaha kladena na ohodnoceni hran, které se vyskytuji v feSeni 77
a prirtstek feromonu na hrandich je:

bs LI bs
Arf.’;:{ 1/C* vpro [i,jleT

0 Jjinak 3.9
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Je-li parametr e nastaven vhodné, davd EAS lepsi vysledky, nez AS, a béhem mensiho
poctu iteraci.

Rank-Based Ant System (RAS)

RAS zobectiuje EAS. Konstrukce tras probihd stejné, jako v ptipadé AS (3.4). Totéz
plati pro odpar feromont (3.5). Poté, co mravenci zkonstruuji své feSeni, jsou sefazeni
vzestupné podle ceny feSeni a je vybrdno pouze w — 1 prvnich, kterym bude dovoleno
oznacit hrany vyskytujici se na jejich trasdch. Oznaceni hran feromony od mravenci
probéhne ndsledovné:
w—1
Tij T + Z(w - NAT}; + WAT?; (3.10)
r=1
Dosud nejlepsi mravenec oznaci hrany ze své trasy v kazdé iteraci. Viibec se nemusi
jednat o mravence z aktudlni iterace. RAS vraci trochu lepsi vysledky, nez EAS.

Max-Min Ant System (MMAS)

Konstrukce tras probiha stejné, jako v pripadé AS (3.4). Totéz plati pro odpar feromonti
(3.5). Po zkonstruovéni feSeni MMAS podobné jako EAS a RAS vyuZiva T? — dosud
nejlepsi nalezené feseni a spolu s tim vyuziva i T? — nejlepsi feSeni nalezené v aktualni
iteraci m mravenci. Béhem aktualizace matice feromonu se vyuziva (ndhodn¢) stfidavé
Tb a T™. Aby nedoslo rychle ke stagnaci algoritmu v jedné oblasti prostoru feen,
zavadi MMAS omezeni na maximalni 7,,,, a minimalni 7,,;,, mnoZzstvi feromonu, které
se na hrandch mize vyskytovat. Pfekroc¢i-li béhem aktualizace feromon tyto meze, je
Jjeho mnozstvi korigovéno tak, aby V[i, j] € E(K") Tuin < Tij < Tyey- Na zaldtku jsou
vSechny hodnoty 7;; nastaveny na 7,,,.. Pokud dojde ke stagnaci, provede se restart
matice (7;)] ,_,. Aktualizace feromonu probéhne nasledovné:

Ty T+ AT, VG ] € E(T) (3.11)
kde s pravdépodobnosti g je 7" = T a Ar)¢* = 1/C”
a's pravdépodobnosti 1 — g je T = T" a A} = 1/C",

kde g je volny parametr. Korekce hodnot feromonu probéhne podle vzorce:
Tij — min{maX{Tmim Tij}, Tmax} (3 12)
Ant Colony System (ACS)

Konstrukce tras probiha nésledujicim zptisobem. KdyZ mravenec k stoji na vrcholu i,
vybira nésledujici vrchol podle pravidla:

j={ argmaxcn{Talnal’}, kdyZ g < qo; (3.13)

J, jinak;
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q je ¢islo ndhodné vybrané z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0, 1) a g, je pfedem
stanovend hodnota, 0 < ¢go < 1. J € N¥ je vrchol ndhodné zvoleny podle vzorce 3.4
z AS, kde polozime @ = 1. V ACS kazdy mravenec jiZ béhem konstrukce své trasy
odstrani né¢jaké mnozstvi feromonu z hrany, pies kterou prejde. To vyjadiuje vzorec:

Tij < (1- f)T,’j + fTO (314)

0 < & < 1 aTt)jsou dva parametry. PouZité hrany se diky tomu stdvaji méné ldkavé;si
pro mravence, coz podpofi prizkum dosud nenavstivenych oblasti prostoru feseni. Ji-
nak odpareni feromonu a pfidani nového feromonu probihd pouze na hranich z dosud
nejlepsiho feseni T%* podle vzorce:

7ij (L= )ty + pATy;, VIi, jl € E(T") (3.15)

At}} je stejné jako u EAS (3.9).
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4 Max-Min Ant System

4.1 Max-Min Ant System

Z algoritmi AS, EAS, RAS, MMAS, ACS, uvedenych v sekci 3.3, nejlepsSich vysledki
podle [20] (s. 92) pro TSP dosahuji MMAS a ACS. My k feSeni ulohy napojovédni kom-
ponent v rozpadlé€ silni¢ni siti volime MMAS. Mdme v iumyslu jej otestovat i na jinych
sitich a v jinych situacich, nez byly pouzity v ¢lanku [2].

Nase verze MMAS pro napojovani komponent (algoritmus 6) se od metaheuristiky
ACO pro statické tlohy (algoritmus 5) 1iSi v kroku (2), ve kterém jako ukoncovaci
podminku volime dosaZeni pfedem zadaného poctu iteraci. Dalsi odliSnost je v kroku
(3) — v algoritmu 5 jedno feSeni konstruoval jeden mravenec, v algoritmu 6 feSeni kon-
struuje m-tice mravencl, tedy celd kolonie. Posledni odliSnost je v kroku (5).
V 5 se aktualizovala pouze matice feromonu. V 6, protoZe jde o MMAS, pfibyly meze
Timax @ Tmins J€jichZ hodnoty pfileZitostné také aktualizujeme.

Algoritmus 6 (MMAS pro napojovani komponent)
(1) Nastavime parametry.
(2) Dokud nebylo dosazeno zadaného poctu iteraci, opakujeme kroky 3,4,5,6.
(3) Kazda kolonie mravencu sestroji své feseni.
(4) ZlepsSime mravenci feSeni zlepSovaci heuristikou.
(5) Aktualizujeme meze feromond.

(6) Aktualizujeme matici feromonu.

Tento algoritmus se nachdzi v adresafi Kody v modulu reseniM.py. Lze ho najit
jako funkci s ndzvem MMAS (). Krok (6) probihd podle vzorce 3.11 a hodnoty 7;; jsou
nasledné korigovdny vzorcem 3.12. Oba tyto tkony provede funkce
aktualizaceFeromonu().

Podle [23] (s. 899) kdyby to $lo, tak 7,,,. by se nastavilo na 1/(pC"), kde C°?" je cena
optimélniho feSeni. Optimdlni feSeni ale skoro nikdy nezndme, a proto priibéZné nahra-
zujeme C° cenou C”* nejlepsiho dosud nalezeného feseni a s tim priib&zné aktualizu-
jeme i T,, a na ni pfimo uUmérné zdvislou mez 7,;,. Z toho divodu
se provadi krok (5) algoritmu 6. V kédu je tento krok realizovdn pomoci funkce
aktualizaceMeziFeromonu().

Krok (4) provedeme podle nastaveni nékterym k-opt algoritmem ze sekce 3.2. Kroku
(1) budou vénovany sekce 4.3 a kroku (3) sekce 4.4. Pred tim se podivejme na chovani
Max-Min Ant Systému.



4.2 Konvergence MMAS

Nachazime se v prostoru X feSeni o dlohy IT, a chceme se umét presouvat od feseni
k feSeni, ale ne tak, aby posloupnost naSich moznych kroku obsahovala piipustnd
feSeni jen z malé ¢asti O C X prostoru a my se z této ¢asti téméef neméli Sanci presunout
jinam. To je pfipad, kdy zkonverguje matice feromonu 7 k matici 7. O takovou konver-
genci nestojime ani kdyby se v O mélo nachédzet globédlné optimdlni feSeni o, protoze
nevime, kde v X se o nachdzi a potfebujeme volnost, ne vézeni v O.

Kdyby v MMAS nebyla stanovena dolni mez 7,,;, > 0 pro mnoZstvi feromonu na
hrandch, feromon by néjaky ziistdval ve vétSim mnozstvi jen na hrandch dosud nej-
levnéjsiho nalezeného feSeni. VSude jinde by odpar feromonu (3.5) zpiisobem
7;; < (1 — p)7;; pokraCoval aZ k nule. Diky tomu by k nule klesala i pravdépodobnost,
Ze libovolny z mravencii zkonstruuje jiné feSeni, neZ nejlepsi dosud nalezené. V tomto
ptipadé¢ by past O byla tvofena sice dobrym, ale asi ne optimalnim feSenim.

Ze vzorce 3.11 plyne, Ze maximdlni moZné mnoZstvi feromonu pfidané na libovolnou
hranu v kazdé iteraci je D = 1/p,(c”), protoZe (z definice globédlniho optima) nikdy
nenajdeme feSeni o lepsi, nez o*. MnoZstvi feromonu 7,;(n) po n iteracich na hrané
[Z, j] neni vétsi, nez T?}“x(n) =1o(1 = p)"+ D(1 —p)y~!' + ...+ D. Proto

lim 7% (n) = D/p = Tyax

V praxi toho asymptotického 7,,,, nikdy nedosdhneme (ani nezndme jeho hodnotu).
Volime odhad hodnoty 7,,,, pomoci T,..(n) = 1/(opi(c?”*)), kde o* je dosud nej-
lepsi nalezené feseni. Tim je oduvodnén krok (5) algoritmu 6. A od toho se odviji
volba 7., = Tuax/k, kde k je vhodna konstanta vétsi, nez 1, aby zlstalo v platnosti
VneN: 0< 11 < Tua(n).

Diky platnosti podminky 7,,, > 0, se odvodi, Ze béhem konstrukce feSeni v libovolné
iteraci pro kazdou hranu [i, j] existuje nenulové pravdépodobnost p;;, Ze si ji mrave-
nec zvoli, a proto kazdé pfipustné feSeni o € X ma Sanci vzniknout v nékteré iteraci
algoritmu MMAS. Na tom stoji diikaz obecnéjsi verze nasledujici véty uvedeny v [20]
na stranach 128-130.

Véta 8 Nechf a,f, 7., > 0 a P*(n) znaci pravdépodobnost, Ze se béhem prvnich n ite-
raci mezi feSenimi ziskanymi algoritmem MMAS vyskytne optimélni feSeni o asponi
jednou. Potom lim,,,., P*(n) = 1.

Véta nefika nic jiného, neZ Ze nedojde k uviznuti MMAS v néjaké vlastni podmnoZiné
O prostoru X, by{ nékteré asti prostoru bude MMAS navstévovat Castéji, neZ jiné
¢asti. To, co zde konverguje, je mira pravdépodobnosti jevu, Ze béhem nékteré z do-
sud vykonanych iteraci vzniklo optimalni feSeni. Tedy mame-li dostatek Casu, dfive ¢i
pozdgji ziskame optimalni feseni. To jsme mohli i systematickym zplsobem hrubou
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silou. V tom piipad€ bychom ale asi ¢ekali neprakticky dlouho. To jsme mohli také
generovianim nidhodnych pfipustnych feseni. I v tomto piipadé bychom mohli ¢ekat
dlouho, navic bychom pfi nedostatku paméti neméli ponéti, kterd vSechna feSeni jsme
uz ndhodné vygenerovali. To nemusime mit ani u MMAS. S MMAS alespon Castéji
ziskame vice lepSich feSeni.

V praxi se hledaji zpasoby, jak zabranit uviznuti MMAS v néjaké O jesté efektivnéji,
nez jak to délaji T,uin, Tmaxr Spolu s ndhodnym stiddnim piirastki feromonu na hranidch
feseni o, o*. Jednou z dal§ich moZnosti je nastavit pro za¢4tek matici feromoni tak,
aby V[i, j1: 7ij = Ty Tim se zafidi, Ze v poCateCnich iteracich bude MMAS genero-
vat feSeni rozptylend po vétsi ¢asti prostoru X a s postupnym odparovanim feromonu
MMAS bude vracet stale Castéji feSeni koncentrovana v mensi ¢4sti prostoru X.

Dalsi moZnosti je ¢as od Casu provést restart matice feromonu - zacit znova. To zafidime
tim, Ze misto toho, abychom provedli napiiklad jedenkrat 10000 iteraci MMAS, prove-
deme jen 1000 iteraci MMAS a tohle zopakujeme 10-krat. Celkovy pocet iteraci bude
stejny, ale béhem procesu doslo devétkrat k restartu.

Neni nutno rozdé¢lit iterace tak na pevno, jak jsme pravé uvedli, a jak pouzivime v
naSich testech algoritmu. D4 se méfit mira stagnace algoritmu a restart feromonové
matice provést az tehdy, kdy tato mira dosdhne urcité hodnoty. Jednou z moznych mér
stagnace je napiiklad primérnd entropie & pravdépodobnosti p; ; volby ndsledujiciho
vrcholu, spocitané podle vzorce 3.4. Zde N znaci pocet vrcholi CG-sité. Predpoklada-
me Vi € 1(1)N p;; = 0.

N

E=gmn O >, il

i=1 jel(1)N\{i}

& nabyvé nezapornych hodnot. Maxima In(N — 1)/(N — 1) mira & nabyva, pokud plati
Yie IDNVje I())N : (j#i) = (pij =1/(N - 1)), coZ znamend, Ze mravenec
ma stejnou Sanci zvolit si kterykoliv ze sousednich dostupnych vrchold. To odpovida
situaci, kdy MMAS m4 stejnou $anci navitivit libovolnou &ast prostoru £. Cim blize
je hodnota & nule, tim vice MMAS stagnuje v n&jaké &dsti prostoru feseni.

4.3 Nastaveni parametru

Poté, co uZzivatel ptipravil vSechna potfebnd vstupni data (viz sekce 2.6), pred vy-
kondvanim prikazi skriptu hlavni . py, je mozné nastavit hodnoty parametru pro funkci
MMAS ze skriptu reseniM.py pfipravou slovniku s nizvem vstupniParametry a
volanim funkce pripravParametry().

parametry = reseniM.pripravParametry(vstupniParametry, ...)
reseni_bs = reseniM.MMAS(..., parametry, ...)
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Je moZné nastavit tyto parametry.

parametry["odpar"] v rovnici 3.5 odpovida ¢lenu p. Nabyva hodnot z intervalu
(0, 1). Neni-li hodnota odparu nastavena uZivatelem, nastavi se automaticky na 0.2, at
je to stejné jako v [2] (5.1099), kde se pouziva r = 0.8, ptiCemz plati r = (1 — p).

parametry["iterLimit"] urCuje pocet iteraci pro krok (2) algoritmu 6. Nabyva
pfirozenych ¢isel. Neni-li hodnota poctu iteraci nastavena uZivatelem, nastavi se au-
tomaticky na 1000, coZ pro naSe sité na bézZném (sekce 5) pocitaci za cenu fddové
1000K¢ probéhne v fadu jednotek minut.

parametry["pomerFmaxFmin"] je hodnota 7,/ 7uin, kKterd umoziuje ze zadané hod-
noty 7, automaticky spocitat hodnotu 7,,;,, kdykoliv se béhem iteraci algoritmu zmén{
hodnoty 7., @ Trin. PoZadujeme, aby platilo 7,4,/ Tmin > 1. Pokud uZivatel tento pomér
nestanovi, je nastaven automaticky na 2N¢¢, dvojndsobek poctu vrcholi CG-sité. Tuto
hodnotu pfebirdme z ¢lanku [23], 5.905.

parametry["feroMax"] je T, tedy maximalni hodnota, kterou feromony na hra-
nach neprekroci. Pokud uZivatel nestanovi jinou hodnotu, je nastaveno 7,,,, = 1 stejné
jako to maji [2] na s.1099.

parametry["feroMin"] je 7,,, tedy minimalni hodnota, pod kterou se feromony na
hrandch nedostanou. Pokud wuZzivatel nestanovi jinou hodnotu, je nastaveno
Tmin = Tmax/POMerFmaxFmin.

parametry["alfa"] je mocnina @ ve vzorci 3.4, kterd mizZe nabyvat libovolnych
redlnych Cisel. Pokud uZivatel nestanovi jinou hodnotu, je nastaveno « = 1.

parametry["beta"] je mocnina 8 ve vzorci 3.4, kterd mize nabyvat libovolnych
redlnych Cisel. Pokud uzivatel nestanovi jinou hodnotu, je nastaveno 8 = 1.

parametry["frekvencePruzkumu"] je funkce fp Cisla iterace x, jejimZ oborem
hodnot je mnozina (0, 1). g = fp(x). V iteraci ¢islo x jsou k aktualizaci feromonu
zvoleny s pravdépodobnosti g hrany z nejlepsiho feSeni nalezeného v této iteraci a s
pravdépodobnosti 1 — g hrany z feSeni nejlepSiho od pocatku aZz do iterace x vCetné.
Pokud uZzivatel nestanovi jinak, volime konstantni funkci fp(x) = 0.5, tedy
parametry["frekvencePruzkumu"] = lambda x: (0.5). Frekvence prizkumu
se parametr jmenuje z toho divodu, Ze updatujeme-li feromon stdle jen na hranich
z toho nejlepSiho nalezeného feseni, tak MMAS vraci Castéji vysledky z menSiho okoli
nejlepsiho feseni, takze prostor vSech feSeni je prohleddvan mdlo. Pokud vSak castéji
updatujeme feromon i na hranach ne nejlepsiho feSenti, je prohleddvana vétsi ¢ast pro-
storu vSech feseni. Zpocatku bychom mohli chtit vice prozkoumavat cely prostor a az
ke konci se zaméfit vice na jednu jeho malou cast ([20], s.75). To se da zafidit néjakou
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klesajici funkci, napiiklad fp(x) = 1 — tanh((4x — 2iterLimit)/iterLimit)/2.
Vliv tohoto parametru na kvalitu feSeni jsme nezkoumali.

parametry["zlepsovaciAlgoritmus"] miZe nabyvat nékteré z t€chto tfech hod-
not: "opt2’, *opt3’, 'nic’. Vyjadfuje, zda ma byt byt mravenci nalezené feseni zlepseno
a pokud ano, ktera zlepSovaci heuristika z modulu reseniZ.py se pouzije. Neni-li
hodnota pro zlepSovaci algoritmus nastavena uZivatelem, nastavi se na ’opt2’.

parametry["iterLimitKopt"] ZlepSovaci heuristiky 2-opt nebo 3-opt sice skonci
po konecném poctu krokt, ale nékdy téch kroki muze byt piili§ mnoho. Pro tento
parametr je nastavena hodnota math.inf. To znamend, Ze k-opt, pokud je pouZit,
dobéhne az do konce. Kdyby uzivatel chtél vypocet urychlit (vyménou za horsi kvalitu
zlepSeni), mlize tomuto parametru nastavit malé pfirozené ¢islo n. Potom kroky 1-5
v k-opt algoritmu (algoritmus 3) probéhnou n-krdat nebo pokud by skoncil k-opt bez
omezeni poCtu iteraci diive, tak probéhnou méné nez n-krat.

parametry["uzitPocatecniReseni"] miiZe nabyvat hodnoty bud True nebo False
a je nastaven na True. V tom pripadé pred tim, neZ za¢nou své trasy konstruovat mra-
venci, je prvni feSeni zkonstruovdno pomoci algoritmu dspor (algoritmus 2) a béhem
aktualizace feromonu pfibude ur¢ité mnoZstvi feromonu na hrany tohoto feseni.

parametry["typCeny"] Timto parametrem lze nastavit cenovou funkci qi(T(O')),
podle které se bude hledat optimalni feSeni o (sekce 2.3). g; 1ze vybirat ze tfech moz-
nosti: ¢; hodnotou ’sum’, g, hodnotou *max’, g3 hodnotou ’vse’. Pokud uZzivatel hod-
notu tohoto parametru nezméni, optimalizace probihd podle gs.

parametry["zpusobVyberulravence"] Béhem kroku (3) algoritmu 6, kdy mra-
venci konstruuji svd feSeni, se mravenci stfidaji v tom, kdo je ,na tahu“. Zpusobd,
jakymi lze vybirat mravence, by se dalo vymyslet vice. Zde ma uZivatel na vybér ze
dvou zptsobu — 'vm1’ a "'vm?2’. Pokud uzivatel tento parametr nenastavi, je jeho hod-
nota nastavena na 'vm?2’. Podrobnosti jsou v sekci 4.4.

parametry["pocetKolonii"] m mravenct, reprezentujicich m Cet, tvoii dohromady
jednu kolonii, kterd konstruuje jedno feSeni. PoCet kolonii urcuje, kolik kolonii v kazdé
jedné iteraci bude nezdvisle na sobé hledat své feSeni vychdzejice pfi tom z téZe matice
feromonu. Kvuli tspofe Casu je poCet nastaven na 1. V [2] (s. 1100), pouzivaji 30.

parametry["aktualizovatFeromony"] Nastavenim hodnoty tohoto parametru na
False 1ze vypnout krok (6) algoritmu 6 a tim z naSi implementace MMAS udélat ge-
nerdtor ndhodnych piipustnych feSeni (pro a=0, f=0). PouZivdme optimalizaci algo-
ritmem mravenci kolonie, a proto je hodnota tohoto parametru nastavena na True.
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Matice feromonu T md na pocétku nastaveny hodnoty na: 7;; = Tpax Yi, j € 1(1)N¢g.
Tim se podpofi rovnomérnéjsi vybér hran a tim vetsi prizkum prostoru feSeni v poca-
teCnich iteracich.

Matici heuristik 7 je mozné spocitat jednou na zacatku a pak ji mit celou k dispozici
v kazdé iteraci. Misto toho v kazd¢ iteraci pocitime pokazdé znova jen ty hodnoty 7;;,
které potiebujeme. Pocitdme je podle vzorce n;; = 1/d;;, kde d,, = l(u,v) je ohodno-
ceni hran CG-sité (sekce 2.4).

4.4 Konstrukce reSeni

Reseni je m-tice kruZnic (tras) v CG-siti. N&které z hran tchto tras mohou byt opra-
vené blokace. Pokud hrany mnoZiny opravenych blokaci propojuji v§echny kompo-
nenty do jedné, jednd se o ptipustné feSeni.

KaZzd4 Ceta k opravuje blokace na své trase, kterou pro ni pfipravi mravenec k tim, Ze
postupné vytvori kruznici v CG-siti. V jedné iteraci pro m-tici Cet jedno feseni zkon-
struuje kolonie sestavend z m mravencu.

Mravenci se stifidaji v tom, kdo je ,na tahu* — ktery z nich si vybird novy vrchol,
kterym prodlouzi svou dosavadni cestu. KdyZ je na fad¢ k-ty mravenec, ktery stoji
na vrcholu i, vybird si néktery z dostupnych sousednich vrchold j z mnoZiny N}
nahodnym zplsobem podle pravidla 3.4. Podle ¢eho vsak urcime, ktery z mravenct
je na fadé?

Prvni zpusob konstrukce tras

V ¢lanku [2] se fe$i napojovdni komponent v situacich, kdy cestafi vyjizdéji z jedné
stanice, kterou ozna¢ime start. V symbolice zavedené v sekci 2.4 je zde mnoZina
stanic ST = {start}. Pracujeme s vrcholy v € BC, kde BC = V(CG). Do mnoZiny X
zakdzanych vrcholl postupné priddvame vrcholy v navstivené nékterym mravencem.
Uvazujme, 7Ze v je z k-té komponenty BC;. V okamZiku, kdy zafadime v do X, tak
spolu s nim do X zafadime také vSechny ostatni vrcholy z BCy, protoZe tato kompo-
nenta jiz byla navstivena, a tak skrz opravy na trase nékterého z mravenci propojena s
komponentou, ve které se nachédzi start. Oznaéme Y mnozinu (seznam) dostupnych
vrchold, ze kterych mravenci mohou vybirat. Y = BC \ X. Necht a znac{ a-tého mra-
vence z kolonie m mravenci. Ozna¢me s, celkovou odpracovanou dobu mravence
a, kterou mu price zabrala, neZ se dostal ze stanice pfes opravy blokaci na cesté az
do jeho aktualniho vrcholu i. Dobu cesty z i do j oznaCme ¢;; a r;; soucet dob oprav
blokaci na nejkratsi cesté z i do j, které mravenec opravi. Nechi BD zna¢i mnoZinu
dostupnych (neopravenych) blokaci. Nasleduje algoritmus z [2], s.1097-1098.
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Algoritmus 7 (Prvni zpasob konstrukce tras)

(1) Umistime vSechny mravence na start, provedeme zménu Y « Y \ {start} a
poloZzime DB = B.

(2) Dokud Y # 0, opakujeme kroky 3 az 10.

(3) Ya € 1(1)m provedeme kroky 4 az 7.

(4) char[a] =0

(5) Podle vzorce 3.4 v sekci 3.3 vybereme vrchol j.

(6) Pokud j ¢ Y, mravenec a uzavie svou trasu ndvratem do stanice.

(7) Jinak se spocita char[a] = 1/(sy + t;j + rij).

(8) Na zdklad¢ pravdépodobnosti rovnych normalizovanym hodnotdm char[1] az
char[m] se ndhodné vybere mravenec Cislo b, b € 1(1)m a jeho volba j.

(9) Mravenec b prodlouZzi svou cestu o vrchol j, opravi vSechny dostupné blokace z
BD na své trase z i(b) do j, tvofici mnoZinu BT a aktualizuje svou celkovou odpraco-
vanou dobu z sy na sp;.

(10) j € BC;. Provedeme zmény Y « Y \ BC; a BD « BD \ BT.

K1

Obrazek 6: Dvé komponenty K1 a K2 a mezi nimi blokace hran [2,3] a [3,4] na hrané
[1,5] v CG-siti.

UvaZujme situci na obrdzku 6, kdy mravenec stojici ve vrcholu 1 si v CG-siti zvoli jit
do souseda 5. Nejkratsi cesta v G, kterd do néj vede, je pres hranicni vrcholy, které
jsou v CG-siti Cislovany 2, 3, 4. Vrchol 2 je hrani¢nim vrcholem komponenty K1, vr-
chol 3 komponenty K2, vrchol 4 komponenty K1. Hrany [2,3] a [3,4] jsou blokace.
V této situaci krok (9) algoritmu 7 opravi obé blokace [2,3] a [3,4] a zajisti propojeni
komponent K1 a K2. K propojeni K1 s K2 staci opravit jednu z blokaci. Kdybychom
opravili obé (a kdyby r,3 > 0 < r34), byly by soucasti feSeni, které urcité¢ neni op-
timalni (véta 4), kdyz mazeme nékterou z blokaci objet bez zdrzeni (sekce 2.2). To je
jeden z divodd, pro¢ budeme trasy konstruovat jinak. A dal§im diivodem je to, Ze v I1,
uvazujeme mnoZinu stanic ST, kde |[ST| =z > 1.

Kdyby v ptipadé dvou stanic mravenci méli spole¢nou mnoZzinu dostupnych vrcholi
Y, mravenec a; z prvni stanice by svou volbou vrcholu zamezil mravenci a, ze druhé
stanice zvolit si néktery vrchol z mravencem a; jiZ nav§tivené komponenty, ¢imz by
mohl zamezit napojeni komponent, kdyby ob¢ stanice byly v jinych komponentach.
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Proto v nésledujicim zptisobu konstrukce tras bude mit k-ta stanice sviij seznam do-
stupnych vrchold Y*.

Druhy zpusob konstrukce tras

Algoritmus 8 (Druhy zpusob konstrukce tras)

(1) Dokud je pocet komponent > 1, opakujeme kroky 2 az 9.

(2) Vybereme mravence a jednim z ddle uvedenych zpiisobil.

(3) Zvoleny mravenec stojici ve vrcholu i podle vzorce 3.4 v sekci 3.3 ndhodné
vybere novy vrchol j z mnoZiny dostupnych vrchold Y*@ piislusnych stanici k(a), ze
které pochazi mravenec a. novy = j.

(4) Mravenec na nejkratsi cesté CG-siti z vrcholu i do vrcholu j najde vSechny do-
stupné blokace tvofici mnozinu BT .

(5) Je-li |BT| > 1, mravenec opravi pouze prvni blokaci vyskytujici se na cesté z i
do j. Cesta se zkrati tak, aby koncila vzdéilenéjSim vrcholem v prvni opravené hrany
e € BT .novy =v.

(6) Trasa mravence a se prodlouZzi o vrchol novy. Zvétsi se odpracovand doba mra-
vence a. Mravenciv seznam oprav se aktualizuje.

(7) Zjistime mnozinu hrani¢nich vrcholi komponenty, kam patii vrchol novy a
oznacime ji BC,. Provedeme zménu Y « Y¥@\ BC,,.

(8) Vychozi vrchol i lezi v komponenté C; anovy v Cj,. Mnozinu blokaci, které déli
C; od Cj,, oznatme BB. Zménime mnozinu dostupnych blokaci BD « BD \ BB.

(9) Spojime C, s C;. Jsou-li rizné, zmensi se poCet komponent.

Tohle dél4 funkce konstrukceTras() ze skriptu resenill.py. Pro ni lze nastavit
parametry["zpusobVyberuMravence"] na ’vml’, ma-li tato funkce pouzit
prvni zpasob vybéru mravence, nebo na ’vm2’, ma-li pouzit druhy zpisob vybéru
mravence.

Algoritmus 9 (Prvni zpusob vybéru mravence)

(1) Ya € 1(1)m provedeme kroky 2 az 5.

(2) char[a] =0

(3) Podle vzorce 3.4 v sekci 3.3 vybereme vrchol j € Y*.

(4) Pokud takovy j neexistuje, pokracujeme krokem (1) pro dalsi a.

(5) Jinak se spocita char[a] = 1/(ss + #;; + 17)).

(6) Na zdklad¢ pravdépodobnosti rovnych normalizovanym hodnotdm char[1] az
char[m] se ndhodné vybere mravenec Cislo b, b € 1(1)m a jim zvoleny vrchol j.

Algoritmus 10 (Druhy zpusob vybéru mravence)
(1) Na zdkladé odpracovanych dob s, mravenci vybereme prvniho mravence
s nejmensi odpracovanou dobou.
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S Testy

Testy provadime na pocitaci s parametry: 2.16GHz, 4GB RAM, x64 OS Windows.

5.1 Prehled siti a situaci

Zde si predstavime ty sité a situace, pro které feSime napojovdni komponent v né-
sledujicich testech MMAS algoritmu. Jedna se o sit¢ sit001, sit002 a sit006.
Prvni dvé jsou umélé rovinné sité. Posledni je silniéni sif zlinského kraje, kterou jsme
pfevzali z prace [2] v podobé uvedené v adresafi sit006\Z1inKraj. Umélé rovinné
sit¢ vznikly nasledujicim zptisobem. Pomoci funkci ze skriptu kreator.R z adreséie
Kody\vznikSiti se ve Ctverci v roviné ndhodné vygeneruje zadany pocet bodu.
Na téchto bodech probéhne triangulace a dalsi ne prilis daleZité estetické operace jako
napiiklad smazdni nejdelSi hrany kazdého uzkého trojihelnika. Triangulace spolu s
témito operacemi ndm urci, ktery vrchol sousedi se kterym, ¢imz ziskdme hrany bu-
douciho grafu G. Ty ohodnotime dobami jizd v sekunddch pfimo umérnymi jejich
délce. Tyto doby jesté prendsobime ndhodnymi Cisly z rovnomérného rozdé€leni z in-
tervalu (1, 1.8).

Pro sit€¢ sit001 a sit002 jesté zvolime ndhodné nékteré vrcholy za stanice. Vysledky
katastrof a rozpad siti na komponenty souvislosti simulujeme funkcemi ze skriptu
destruktor.R. Funguje to tak, Ze zvolime pocet nc komponent, na které chceme, aby
se sif rozpadla. Dale ndhodné zvolime n¢ riznych vrchold grafu G. Tyto vrcholy si lze
predstavit jako centra, ze kterych se soucasné pres s nimi incidentni hrany rozléva do
sousednich bezbarvych vrchold barva. Kazdé centrum ma jinou barvu. Proces probiha
do okamziku obarveni vSech vrcholi grafu. Vrcholy se stejnou barvou leZi ve stejné
komponenté souvislosti. Hrana, jejiz krajni vrcholy maji odliSné barvy se stane zablo-
kovanou hranou.

Zbyvé ohodnotit zablokované hrany dobami oprav. To probéhne ve skriptu zdroje.R
nasledovné. Z ohodnoceni hran grafu G se vybere ndhodny vzorek o velikosti stejné,
jako je pocet blokaci. Hodnoty v tomto vzorku zdesetindsobime a ziskame tak ohod-
noceni blokaci dobami oprav.

sit®01 ma 815 vrcholl a 1591 hran. Hodnoty dob jizd po téchto hrandch lezi v roz-
mezi 3 az 792 sekund. Pocitdme v nf se tfemi situacemi.

(1) Situace k21d0®2 m4d tento popis. 2 stanice, jedna ve vrcholu 516 a druhd ve vr-
cholu 109. Jsou od sebe vzddleny 4218 sekund. Je zde 234 blokaci. Ty déli G na 21
komponent. Doby oprav blokaci se pohybuji v rozmezi 60 az 5190 sekund. Doby jizd
mezi vrcholy CG-sité se pohybuji v rozmezi 7 az 5676 sekund.
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(2) Situace k21d02_blokaceZk21d03 ma tento popis. 2 stanice, jedna ve vrcholu
516 a druhd ve vrcholu 109. Jsou od sebe vzddleny 4218 sekund. Je zde 238 blokaci.
Ty déli G na 21 komponent. Doby oprav blokaci se pohybuji v rozmezi 160 az 5580
sekund. Doby jizd mezi vrcholy CG-sité se pohybuji v rozmezi 6 az 6270 sekund.

(3) Situace k21d02_blokaceDelenol®® ma tento popis. 2 stanice, jedna ve vr-
cholu 516 a druhd ve vrcholu 109. Jsou od sebe vzdaleny 4218 sekund. Je zde 234
blokaci. Ty déli G na 21 komponent. Doby oprav blokaci se pohybuji v rozmezi 1 az
52 sekund. Doby jizd mezi vrcholy CG-sité se pohybuji v rozmezi 7 az 5676 sekund.

sit002 ma 797 vrcholl a 1574 hran. Hodnoty dob jizd po téchto hranach lezi v roz-
mezi 4 az 2871 sekund, pfiCemz druhd nejvetsi hodnota je 1200 sekund a tfeti je 1043
sekund. Pocitdme v ni s jednou situaci.

(1) Situace k41d07 ma tento popis. 7 stanic postupné ve vrcholech 403, 317, 133,
669, 166, 632, 2. Nejblizsi stanice jsou vzdaleny 455 sekund a nejvzdalenéjsi 3935
sekund. Je zde 314 blokaci. Ty déli G na 41 komponent. Doby oprav blokaci se po-
hybuji v rozmezi 40 az 28710 sekund. Druhd nejvétsi doba opravy blokace je 9170
sekund a tfeti nejvétsi 3960 sekund. Doby jizd mezi vrcholy CG-sité se pohybuji v
rozmezi 8 az 6007 sekund.

sit®06 ma 734 vrcholi a 968 hran. Hodnoty dob jizd po téchto hranich lezi v roz-
mezi 1 az 2069 sekund. PocCitdme v ni se dvéma situacemi, pficemzZ v obou ptipadech
je jedind stanice a nachdzi se ve vrchlu 461.

(1) Situace k16d0®1 ma tento popis. Je zde 46 blokaci. Ty déli G na 16 komponent.
Doby oprav blokaci se pohybuji v rozmezi 9000 az 67000 sekund. Doby jizd mezi
vrcholy CG-sité se pohybuji v rozmezi 3 az 5443 sekund.

(2) Situace k16d01_blokaceDeleno1® ma tento popis. Je zde 46 blokaci. Ty déli
G na 16 komponent. Doby oprav blokaci se pohybuji v rozmezi 900 az 6700 sekund.
Doby jizd mezi vrcholy CG-sité se pohybuji v rozmezi 3 az 5443 sekund.

5.2 ACO versus Nahoda

Kazdy algoritmus z tfidy ACO vraci v pruméru lepsi vysledky, neZ generdtor na-
hodnych pfipustnych rovnomérné rozdélenych feSeni.” Je toto tvrzeni pravdivé? To
autor nedokdze fict. Nezistal ¢as promyslet to. Riznym experimentim (uvedenym
napt. zde [20] a zde [23]) starym i pfes tficet let se nepodafilo najit protiptiklad, ktery
by uvedené tvrzeni vyvracel. To, Ze hypotéza odolava testim tak dlouho, z ni nedéla
pravdu, ale déla z ni zajimavy predmét vyzkumu. Jak ¢tenai sam uvidi, odolala i testim
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v nasledujicich experimentech.

Experimentujeme s MMAS nad ulohou: Ulohy\sit001\k21d02, » = [2,2]
a nepouzivdme pii tom pocdtecni feSeni ziskané algoritmem udspor.

K vyrobé generdtoru (RAND) ndhodnych pfipustnych feSeni pouZijeme MMAS, v
némz vypneme aktualizaci feromonu a budeme ignorovat heuristickou informaci (délky
hran) tim, Ze nastavime 8 = 0. Ddle nechi @ = 1 a nepouZividme zadnou zlepSovaci
heuristiku. Takto m4 béhem konstrukce feseni kazdy dostupny soused aktudlniho vr-
cholu k-tého mravence stejnou Sanci byt zvolen k-tym mravencem. Protoze hodnoty
feromonu zustanou neménné, vzorec 3.4 se zméni na

Tij _ 1
ZleNf Til |N,~k|

k _
pi; =

Béhem konstrukce pfipustného feseni se v nas$i implementaci MMAS stiid4d m mra-
venctl zpisobem, ktery nastavi uZivatel. V zdkladnim (a zde pouZzitém) nastaveni je
mravenec vybirdn deterministicky podle toho, jak velkd je jeho odpracovand doba.
Dalsi na fadé je ten, ktery md nejmensi odpracovanou dobu. Vysledkem je, Ze pfipustné
feSeni je sestaveno z m tras. Tohle by generdtor naprosto ndhodnych feSeni spliovat
nemusel. PakliZze doby oprav blokaci jsou (pfiblizné) stejné, dalSim vysledkem tohoto
zpusobu vybéru mravence je, Ze s rostoucim poctem komponent souvislosti (roste mi-
nimdlni pocet blokaci, které je potieba odstranit, a tim) se vyrovndvaji odpracované
doby mravencu. Generator naprosto nahodnych feseni by tohle nespliioval a odpraco-
vané doby jednotlivych mravenct by se navzdjem liSily vice.

PouZzijeme-li zlepSovaci algoritmus 2-opt, ziskdme z RAND algoritmus, ktery nazveme
RANDopt2. S témito dvéma algoritmy budeme srovndvat MMAS. Ten md nastaveno
a = 1,8 = 1 a aktualizace feromonu v ném probiha. ZlepSovaci algoritmus ne-
pouZzijeme. Pokud zlepSovaci algoritmus pouZijeme, ziskdme z MMAS uz Ctvrty al-
goritmus — MMASopt2.

Algoritmy (AX) generuji tolik feSeni o, kolik iteraci jim zaddme vykonat, coZ je zde
1000, a my si ke kazdému z AX uloZime ceny ps(o) (sekce 2.3 a 2.7) prvni tii nej-
lepSich feSeni, kterd AX najde. V této iloze md cena p; feSeni Ctyfi slozky. Vysledky
lze najit v pfiloze v adresdfi Testy\ACOvsNahoda v souborech RAND_H.csv,
RANDopt2_H.csv, MMAS_H.csv, MMASopt2_H.csv, kde H je 0, 1 nebo 2 podle toho,
kolik4ta nejlepsi feSeni soubor obsahuje. Vysledky shrnuje tabulka 1. VSechna méfeni
byla provedena desetkrat a na kazdém tadku tabulky 1 je aritmeticky pramér téchto
deseti méfeni zaokrouhleny na jednotky.
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Tabulka 1:
V poradi 1. nejlepsi ceny.
Algoritmus tl [s] t2[s] t3[s] t4]s]

RAND 15896 15107 14530 13818
RANDopt2 | 14726 14277 13574 12550
MMAS 13654 13204 12765 12024

MMASopt2 | 14156 13730 13192 12045

V poradi 2. nejlepsi ceny.
Algoritmus tl1[s] t2[s] t3[s] t4[s]

RAND 16128 15584 15171 13558
RANDopt2 | 15257 14887 14121 13172
MMAS 13721 13324 12880 11887

MMASopt2 | 14382 13954 13582 12657

V poradi 3. nejlepsi ceny.
Algoritmus tl1[s] t2[s] t3[s] t4[s]

RAND 16221 15651 14804 13352
RANDopt2 | 15469 14919 14188 12731
MMAS 13771 13329 12675 12004

MMASopt2 | 14618 14241 13480 12345

At uZ pouZijeme nebo nepouZijeme 2-opt heuristiku, 1ze z tabulky 1 vy<ist, Ze pro
k € {0, 1,2} k-té nejlepsi feseni MMAS je levnéjsi (v lexikografickém usporadani),
nez k-té nejlepsi feSeni RAND. To jsme cekali, a i proto pouzivame algoritmy z tiidy
ACO. Prekvapivé je, ze MMAS feSeni v kazdé iteraci zlevnénad 2-opt algoritmem vraci
drazsi vysledky, nez kdyZz pouzZijeme MMAS bez 2-optu. Tato méfeni sice uvddime na
zacdatku sekce testt, ale provedena byla az jako posledni, jinak bychom vice prostudo-
vali interakci mezi MMAS a 2-opt a podle toho volili nastaveni do dalSich testa.

5.3 Algoritmus dspor a MMAS

Jak moc ndm pomiiZe, kdyZ poskytneme algoritmu MMAS pocatecni feSeni ziskané
algoritmem tuspor (AU)? Na rozdil od zadkladniho nastaveni uvedeného v sekci 4.3,
v ndsledujicich testech pouZijeme toto nastaveni MMAS: 1000 iteraci, prvni zplisob
vybéru mravence, h = [1,1,1,1, 1, 1, 1] pro tlohu sit0®02\k41d07. V prvnim méteni
pouzijeme pocatecni feSeni ziskané pomoci AU a v druhém ne. Data z méfeni jsou
v priloze ve slozce Testy\AUaVyber v souborech True_vml.csv, resp.
False_vml.csv.
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Tabulka 2: Aritmeticky prumér a smérodatnd odchylka cen p;() feSeni ze souboru
True_vml.csv ziskanych MMAS s AU a prvnim zplsobem vybéru mravence.

Statistika | t1 [s] t2[s] t3[s] t4[s] t5[s] t6[s] t7[s]
primér 15374 15081 14514 14017 13319 11847 10592
odchylka 318 358 580 677 711 1332 1716

Tabulka 3: Aritmeticky primér a smérodatnd odchylka cen p;() feSeni ze souboru
False_vml1.csv ziskanych MMAS bez AU s prvnim zpisobem vybéru mravence.

Statistika | t1 [s] t2[s] t3[s] t4[s] t5[s] t6[s] t7[s]
prumér 15679 15377 14985 14217 13689 12770 11137
odchylka 466 458 536 859 1081 1267 1140

Spocitat 1000 iteraci, které vyuzivaji prvni zpusob vybéru mravence pii konstrukci
feSeni (algoritmus 9) a vypocet pocate¢niho feSeni pomoci algoritmu dspor (algorit-
mus 2), trvalo 10822 sekund. Spocitat 1000 iteraci timto zplisobem, ale bez pouZziti
algoritmu tspor, trvalo 11683 sekund. PouZitim AU jsme dosihli napojeni kompo-
nent za dobu, kterd je primérné 0.98-nasobek doby napojeni komponent bez pouZziti
AU a vypocet trval 0.926-nasobek doby vypoctu, ve kterém jsme nepouzili AU. Je to
divné, ale je to tak. Jeden by Cekal, Ze bez AU vypocty skonci dfive, protoze jich bude
méné, protoZe nepobéZi AU. Jedno mozné vysvétleni je, Ze Python si ukladd vyledky
nékterych vypocti bez védomi autora a to, co mu vyjde jednou (napf. feSeni ziskané

v/ ¥

pomoci AU) uz znova nepocitd a tim si Seti{ Cas.

5.4 Zpusob vybéru mravence

V tomto méfeni pouzivime spolu s MMAS algoritmus dspor a zajimé nds, jaké vy-
sledky a za jak dlouho ziskdme, kdyZ pouZijeme druhy zptsob vybéru mravence (viz
sekce 4.4) b&hem konstrukce feSeni. Resime tlohu sit002\k41d07 s t¥mito podty et
ve stanicich # = [1,1,1,1,1,1, 1] . Cena p;3 nejlepsiho nalezeného feSeni je uloZena v
priloze ve slozce Testy\AUaVyber na faddku souboru True_vm2 . csv. Méfeni je zo-
pakovano desetkrat, takze soubor obsahuje deset fadki. Z téch se spocitaji aritmetické
priméry a smérodatné odchylky, které shrnuje tabulka 4.

Tabulka 4: Aritmeticky prumér a smérodatnd odchylka cen p;() feSeni ze souboru

True_vm?2.csv ziskanych MMAS s AU a druhym zpisobem vybéru mravence.
Statistika | t1 [s] t2[s] t3[s] t4[s] t5[s] t6[s] t7[s]
primér 15025 14488 14174 13709 12974 12214 11154
odchylka 427 460 399 370 496 832 1772
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Spocitat vSech 10 méfeni, v nichZ probéhlo 1000 iteraci MMAS, které vyuZzivaji
druhy zpiisob vybéru mravence pii konstrukci feSeni (algoritmus 10) a vypocet poca-
te¢niho feSeni pomoci algoritmu dspor (algoritmus 2), trvalo 7298 sekund. Spocitat
10 - 1000 iteraci s pouZzitim AU a prvniho zplisobu vybéru mravence trvalo
10822 sekund. S pouzitim druhého zpusobu vybéru mravence bylo v priméru dosazeno
napojeni komponent za dobu, ktera je 0.98-nasobkem prumérné doby napojeni kom-
ponent pfi pouZiti prvniho zptisobu vybéru (viz tabulka 2) a vypocet trval 0.674 doby
vypoctu pfi pouziti prvniho zplsobu vybéru. Pro dsporu Casu ddle vyuzivdme druhy
zplisob vybéru mravence.

Vypolty feseni ze sekci 5.2, 5.3, 5.4 byly v takovém nastaveni provedeny desetkrat
a pak z nich byly spocitdny aritmetické priméry a smérodatné odchylky. Sekce 5.3
ilustruje nase pozorovani, Ze vynechdnim algoritmu dspor o moc nepiijdeme a spiSe
se zjednodusi kéd. AU si v§ak nechdvdme pro mozZnost srovnat vysledky této prace
s vysledky préace [2]. Sekce 5.4 ilustruje, Ze pouZzitim druhého zpisobu vybéru mra-
vence se vysledky pfili§ nezhorsi, spiSe se zjednodusi kod a trochu se zkrati doba
vypoctu feSeni. Tolik motivace k uvedenému nastaveni (4.3) hodnot parametri
"uzitPocatecniReseni" a "zpusobVyberuMravence".

5.5 Hledani optimalnich (a, )

Zadani instance dlohy IT, zdvisi na zvolené siti S, tj. na G a ohodnoceni ¢ jeho hran,
na rozmisténi stanic S T ve vrcholech sité, na poctech Cet /& ve stanicich, na mnoZiné
B zablokovanych hran a na dobéach r jejich oprav. I, = II,(G,c,ST, h, B, r). To, jak
dobré feSeni MMAS algoritmus k zadané I, vraci, zavisi na nastaveni jeho parametra.
Pouzivame zdkladni nastaveni parametrii uvedené v sekci 4.3. Ménime jen hodnoty
parametrd « a 8 a podle toho ziskdme algoritmus MMAS(a, 8), pro ktery opakované
méfime cenu p; nejlepSiho nalezeného feSeni béhem /L iteraci.

Ozna¢me P mnoZinu {p3(c;) : i € 1(1)IL} cen p3() vSech piipustnych feSeni dlohy
I1,, kterd ndm vygeneruje MMAS(a,8) v prvnich IL iteracich. V naSem pfipadé IL =
1000, takze |P| = 1000. p,ix(a@,B) = min(P). ProtoZe MMAS je stochasticky algo-
ritmus, p,i»(@,B) je ndhodnd veliina a nds zajima jeji sttedni hodnota {p,;,(a, B)), tj.
ocekdvand minimdlni cena feSeni ziskanych MMAS(«, 5) béhem /L iteraci. Hleddme
bod (o, ") € R? takovy, Ze V(a,8) € R* {puin(@*, ) < (Pmin(a,B))
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Kdyby existoval bod (a*,B") takovy, Ze pro libovolnou instanci ulohy II, by
MMAS(a*, 5*) generoval fesSeni s nejlepSimi ofekdvanymi cenami, pro zdkaznika by
to bylo krdsné, protoZe by mél jeden hotovy ndstroj pro vSechny situace, které kdy
muZe fesit (a matematici by byli bez prace). Ukazuje se ale (napt. v [2], s. 1000, 1001
a 1003), ze aspon rizné typy uloh maji obecné rizné (a*, 8*). V této sekci se snazime
zjistit, zda bude nutno hledat (", 8*) pro kazdou instanci dlohy typu I, pokazdé znova.
Pokud ano, bylo by to $patné, protoze zjistit asponl pfiblizné optimdlni hodnoty (a, 8)

vevs

Vv

lenymi (@, ). AvSak toto zjisténi by bylo zdroveni dobré, protoze piisté bychom hned
mohli vzdét hledani optimdlnich (e, 8) a pouzit nastaveni napt. (o, 8) = (1, 1).

Resime IT,. Spréavce silnic spravuje svou jednu sif S, takze tim je ddno G, c¢. RovnéZ je
dané rozmisténi dep S 7 a miZeme uvazovat, ze i rozmisténi Cet cestaii h. Spravci sité
by se hodilo, kdyby dvojice (a*, 8*) nezdvisela na pritomnych blokacich B a dobach
jejich oprav r, protoZe jen jednou by spocital (a,8) optimdlni pro svou sit a pak by pii
kazdé katastrofé mohl pouZzivat feSi¢ MMAS(a*, 5%). Proto zde mdme hypotézu, kterou
budeme testovat, a kterd zni ndsledovné. Optimélni (a,8) pro MMAS feSici ulohu I1,
na dané siti s danym rozmisténim dep a Cet nezdvisi na rozmisténi blokaci a nezavisi
na dobé oprav blokaci.

Nahrajeme dlohu. Neni-li psdno jinak, pouZijeme vySe uvedené parametry. Nastavime
a, 8 na konkrétni hodnoty, pustime MMAS(a, 8), pockdme, zaznamendme cenu p;3()
a cenu p() feSeni nejlepSiho (podle p5()) z pocCtu IL iteraci, které MMAS(a, 8) vyko-
nal. Tento vypocet desetkrat zopakujeme. Ziskanou desetifddkovou tabulku uloZime do
souboru A_B.csv do adresdie Testy\alfabeta\P. V této konvenci A je celociselny
index do sedmice hodnot (0.5, 1.0, 1.5,2.0, 2.5, 3.0, 3.5), kterych bude v naSem méteni
nabyvat @ a B je celo¢iselny index do devitice hodnot (0.5,1.0,1.5,2.0,2.5,3.0,3.5,
4.0,4.5), kterych bude nabyvat 5. P je proménnd pro prvky mnoziny pismen {Z, A, B, C,
D, E, F}, kterd od sebe odlisuji rizné tlohy. Pro kazdou ze sedmi tloh ziskdme tabulku
Mpap deseti ,dvojcen” (ps3, p1) ke kazdé ze 7 - 9 dvojic (a,). Pro kazdou tabulku
Mpap spoCitdme aritmeticky primér a smérodatnou odchylku hodnot ve sloupcich,
¢imz ziskame vektory mpap (priméry) a dpap (odchylky), oba délky m + 1, kde m je
pocet Cet. Prvnich m ¢lent vektoru mp,p je odhadem hodnoty (p,...(a,)) v dloze P
pro hodnoty (e, 8) odpovidajici indextim (A, B). Napfiklad soubor 6_3.csv obsahuje
tabulku Mpap = Mpes pro @ = 3.5, f = 2.0. Dale popiSeme vysledky méfeni pro
vSech sedm uloh Z, . . ., F, které jsou podrobné uloZeny v Testy\alfabeta v soubo-
rech P_zpracovani.txt.

V tabulkédch 5 az 11 je kazdé dvojici («, ) ptfifazen prvni Clen mp,p[0] vektoru mpyp.
Tento ¢len odpovidd prvnimu (tudiZ nejvétSimu) ¢lenu ceny p; a tedy cené p, — dobé
napojeni komponent. Posledni ¢len mp,p[m] odpovidd souctu vSech Clenil ceny p3 a
tedy cené p; — celkové odpracované dobé vsech Cet. Prvnich m ¢lent vektoru mp,p od-
povida odhadu o¢ekavané hodnoty ceny ps; pro nejlepsi feseni ziskané s MMAS(a, ).
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(Z) - z4kladni tloha: Ulohy\sit001\k21d02, & = [2,2].
Meéfeni trvalo celkem asi 37 hodin 43 minut 30 sekund.

Tabulka 5: p,()

B\« 0.5 1.0 L.5 2.0 2.5 3.0 3.5
0.5 14584.1 14273.8 14186.6 14171.2 14030.4 13923.1 14009.1
1.0 14406.0 13979.6 13846.6 13597.0 13888.3 13910.5 13780.0
L.5 13818.6 13801.4 13556.5 13520.6 13689.6 135829 13287.5
2.0 13853.0 134679 13592.3 13376.0 13431.3 13359.5 13627.3
25 135389 13278.2 133039 13082.3 13193.8 13464.8 13238.1
3.0 13414.0 133954 13147.3 13295.5 13244.3 134289 13461.4
3.5 13365.7 13207.7 13047.6 13363.6 13157.1 132947 13392.3
4.0 13437.1 134079 13212.1 13114.3 13257.2 13121.5 13370.7
4.5 13127.1 13485.5 13251.6 13257.8 13306.2 13326.6 13259.6

Prvni nejmensi p; je pro (a,B) = (1.5, 3.5).

mpAB[O] = 130476, dpAB[O] = 464298, mpAB[m] = 495225, dpAB[m] = 2272.03.

Druhd nejmensi p; je pro (a, ) = (2.0, 2.5).

mpAB[O] = 130823, dpAB[O] = 418113, mpAB[m] = 503323, dpAB[m] = 1601.82.

(A) Uloha: Ulohy\sit801\k21d02_blokacezk21d®3, i = [2,2].
Tabulka 6: p,()

B\ a 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
0.5 | 143425 14027.1 141837 141482 13671.0 13817.6 14096.1
1.0 | 141354 14190.9 139142 13782.4 13771.5 138752 13864.2
1.5 | 13965.6 13864.5 13721.8 13571.3 13776.1 13547.8 13766.7
20 | 135172 135244 13311.8 13660.0 13653.6 13639.5 13523.0
2.5 | 13436.8 13370.8 133335 133952 135422 131757 13205.0
3.0 | 132494 13236.5 13186.5 13301.4 13368.3 13363.5 13321.8
3.5 | 13284.7 13254.1 133547 13202.3 13323.7 13203.8 13053.2
40 | 133429 13377.4 132479 13001.5 13294.2 13153.4 13309.9
45 133962 13461.1 13236.7 12947.0 13187.2 13028.0 13104.6

Prvni nejmensi p; je pro (a,B) = (2.0,4.5).

mpAB[O] = 129470, dpAB[O] = 25998, mpAB[m] = 489012, dpAB[m] =1713.91.

Druhd nejmensi p; je pro (@, 5) = (2.0,4.0).

mpAB[O] = 130015, dpAB[O] = 51187, mpAB[m] = 492511, dpAB[m] =1798.21.
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(B) Uloha: Ulohy\sit001\k21d02, & = [4,0].

Tabulka 7: p,()
B\ «a 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
0.5 15039.1 15208.1 15173.8 14747.8 14842.5 14797.7 14887.9
1.0 15009.7 14987.6 14791.1 15049.2 15064.9 14913.0 14758.6
1.5 147574 14701.8 14607.8 14706.4 149239 14660.7 14753.3
2.0 145345 14532.4 146394 14640.9 14569.1 14538.5 14728.0
2.5 14347.7 14576.7 14414.0 14624.8 144522 143724 14691.8
3.0 14459.5 14315.3 14307.0 14503.8 14287.7 144534 14462.2
3.5 14484.1 14236.9 14252.1 144432 14534.6 14450.1 14494.7
4.0 145752 14359.0 144249 14496.6 14481.5 14473.0 14367.5
4.5 142029 14363.2 145959 14339.3 14390.0 14480.7 14321.8

Prvni nejmensi p; je pro (e, 8) = (0.5,4.5).

mpAB[O] = 142023, dpAB[O] = 359382, mpAB[m] = 544763, dpAB[m] = 1378.351.
Druhd nejmensi p; je pro (@, 8) = (1.0,3.5).

mpAB[O] = 142369, dpAB[O] = 401779, mpAB[m] = 544008, dpAB[m] =2141.02.

(C) Uloha: Ulohy\sit®01\k21d0®2_blokaceDelenol00, 4 = [2,2].

Tabulka 8: p,()
B\ «a 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35
0.5 7087.6 6845.3 6689.9 6657.7 64147 6623.6 6693.7
1.0 6963.5 6738.1 6616.4 64409 6552.7 6325.5 6486.3
1.5 6579.6 6607.9 6433.5 6342.8 6345.6 6331.6 6349.8
2.0 6395.5 6305.2 6331.8 6142.6 6205.2 6299.3 6231.8
2.5 6225.8 6082.5 6197.0 61374 6169.3 6122.1 6102.5
3.0 6152.2 6055.8 6052.4 61319 6171.6 6051.5 61129
35 6105.0 6040.4 6065.4 60923 5994.1 6050.0 6013.2
4.0 5974.0 6045.0 5982.5 5971.5 6017.8 6072.0 6096.2
4.5 5995.8 6014.1 5927.4 6029.2 5968.2 5951.4 5997.7

Prvni nejmensi p; je pro (a,B) = (1.5,4.5).
mpap[0] = 5927.4, dpap[0] = 125.405, mpyplm] = 22110.3, dpap[m] = 491.671.
Druhd nejmensi p; je pro (@, 5) = (3.0,4.5).
mpAB[O] = 59514, dpAB[O] = 161014, mpAB[m] = 224678, dpAB[m] = 586.915.
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(D) Uloha: Ulohy\sit006\k16d01, / = [4].

Tabulka 9: p,()

B\« 0.5 1.0 L.5 2.0 25 3.0 3.5
0.5 101961.0 102598.0  99867.1 100992.0 103122.0 102876.0  99802.5
1.0 102205.0 103572.0 104901.0 101356.0 102232.0 102471.0 102812.0
L.5 104126.0 101439.0 101562.0 104888.0 102749.0 104249.0 101924.0
2.0 104045.0 104243.0 103434.0 102254.0 105173.0 102006.0 106734.0
25 105197.0 103085.0 105048.0 104730.0 102489.0 105500.0 101118.0
3.0 106386.0 105580.0 105828.0 104440.0 101058.0 102799.0 102399.0
3.5 108591.0 105926.0 106740.0 104606.0 104481.0 105986.0 103018.0
4.0 110691.0 107597.0 105882.0 105129.0 103894.0 104217.0 103748.0
4.5 110263.0 109492.0 106312.0 107666.0 108158.0 105592.0 104152.0

Prvni nejmensi p, je pro (a,B) = (3.5,0.5).

mpAB[O] = 998025, dpAB[O] = 539715, mpAB[m] = 377247, dpAB[m] = 21067.

Druhd nejmensi p; je pro (a, ) = (1.5,0.5).

mpAB[O] = 998671, dpAB[O] = 3499, mpAB[m] = 376327, dpAB[m] = 15064.5.

(E) Uloha: Ulohy\sit®06\k16d01_blokaceDelenol®, i = [4].

Tabulka 10: p,()

B\« 0.5 1.0 L.5 2.0 2.5 3.0 3.5
0.5 192782 19300.3 19376.0 19429.0 19391.2 19660.3 19241.9
1.0 189749 191483 194234 19040.4 19680.9 19226.1 19448.9
L.5 196152 19080.4 19401.8 19125.9 19461.8 19234.8 19346.2
2.0 196429 19277.4 192443 19541.0 19160.2 19163.6 19312.2
25 19785.6 19443.0 19461.3 19205.8 19149.1 19504.0 19124.7
3.0 19783.8 19586.6 19791.9 19348.8 19253.4 19116.2 19584.8
3.5 19980.5 19595.2 19129.0 19419.0 19543.3 191255 19311.2
4.0 19853.7 19791.5 197909 19667.0 19535.9 1942277 19609.5
4.5 ]20263.0 19958.7 19838.8 19704.5 19803.5 19285.0 19565.2

Prvni nejmensi p; je pro (a,B) = (0.5, 1.0).
mpapl0] = 18974.9, dpap[0] = 443.472, mpag[m] = 72221.6, dpsp[m] = 1583.43.
Druhd nejmensi p; je pro (@, 8) = (2.0, 1.0).
mpagl0] = 19040.4, dpap[0] = 610.727, mpag[m] = 73010.1, dpsp[m] = 3584.26.
Vypocet zabral asi 8 hodin 45 minut 00 sekund.
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(F) Uloha: Ulohy\sit001\k21d02, /& = [2,2].
Podoba se tloze (Z) s tim rozdilem, Ze
parametry["zpusobVyberuMravence"] = ’'vml’.

Tabulka 11: p,()
B\ a 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
0.5 14619.7 14745.1 14339.1 14396.6 14144.3 14413.1 14507.8
1.0 14329.7 14187.3 14184.4 14203.1 143574 14157.5 14309.2
1.5 143322 14046.1 14118.6 14104.4 13961.5 13796.4 14140.1
2.0 13738.3 13878.0 13733.9 13753.9 13674.4 13848.2 13748.4
2.5 13668.1 13433.8 13610.2 13659.9 13825.1 13820.2 13762.4
3.0 13888.5 13768.6 13604.6 13417.2 13698.4 13591.1 13966.0
35 13743.3 13812.5 13564.5 13610.4 13810.6 13818.1 13557.0
4.0 13717.3 13974.1 13466.1 13487.9 13760.6 13549.6 13590.3
4.5 13672.1 13816.2 13755.8 13547.8 13437.2 13436.9 13564.8

Prvni nejmensi p, je pro (a,B) = (2.0, 3.0).

mpapl0] = 13417.2, dpap[0] = 646.51, mpag[m] = 49740.8, dpag[m] = 2295.92.
Druhd nejmensi p; je pro (@, 5) = (1.0,2.5).

mpAB[O] = 134338, dpAB[O] = 581527, mpAB[m] = 513044, dpAB[m] = 1981.79.
Vypocet zabral asi 52 hodin 9 minut 30 sekund.

Shrnuti:

Tabulka 12: Prvni dvé nejlepsi dvojice (a,8;) a (a3, 5,) ke kazdé dloze P.

of\P| 2 A B C D E F
g 1.5 20 05 15 35 05 20
B 35 45 45 45 05 10 3.0
a; 20 20 10 30 15 20 1.0
B2 25 40 35 45 05 10 25

(1) Testujeme hypotézu: Optimdlni («,3) pro MMAS resict iilohu 11, na dané siti
s danym rozmistenim dep a cCet nezdvisi na rozmisténi blokaci a nezavisi na dobé
oprav blokaci. K testu pouzivime méfeni cen feseni pro rizné dvojice parametru («, 3)
v dlohiach A a Z. Obé¢ tlohy jsou feSeny nad stejnou siti, se stejné rozmisténymi stani-
cemi a stejnymi polty &et ve stanicich. Uloha A se li§f od tlohy Z nejvice rozmisténim
a ohodnocenim blokaci. Doby oprav blokaci jsou srovnatelné s ohodnocenim hran
v CG-siti a v obou pripadech pochazi ze stejného rozdéleni pravdépodobnosti.
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Trochu se 1isi i poctem blokaci (A 238b., Z 234b.). Podle vysledkil v tabulce 12 se
zd4, Ze optimdlni (@, 8) vychdzi pro kazdou dlohu jinak. Jinymi slovy: K dané siti,
rozmisténi stanic a pocCtu Cet ve stanicich neexistuje (a, ), se kterym MMAS funguje
optimdlné pti kazdé katastrof€. ProtoZe spravce silnicni sité¢ dopiedu nevi, jakd nastane
situace, muze pouzit MMAS(1,1) a pred rozdélenim dkola Cetam provést tolik iteraci,
kolik mu ¢as dovoli a z nich vybrat nejlepsi fesSeni.

(2) Testujeme hypotézu: Rozmisténi cet ve stanicich nemd vliv na optimalitu (a, ).
Pouzijeme k tomu srovnani vysledki pro tlohy B a Z. B se 1i$i od Z pouze rozmisténim
Cet ve stanicich. Pro Z je h = [2,2], pro B je h = [4,0]. Tabulka 12 ukazuje, Ze (a*, ")
pro B, se lisi vyrazné od (a*, 8*) pro Z. Proto pravdépodobné i rozmisténi Cet ve sta-
nicich ma vliv na optimalitu parametru (a, 3).

(3) Jak se zmeéni (a*, B*) se zménou dob oprav blokaci? Porovname vysledky feSeni
ulohy D s vysledky feSeni tlohy E. Doby oprav rg blokaci v E jsou srovnatelné s ohod-
nocenim hran v CG-siti. Jediné, v ¢em se dloha E 1i8i od tdlohy D, jsou hodnoty funkce
r. Plati Vb € B : rp(b) = 10 rg(b). Z tabulky 12 vidime, Ze 8 pro D je blizka 5* pro
E, avSak a* pro D se od a* pro E lisi vyrazné. Zda se, jako kdyby MMAS dokazal
nachdzet dobrd feseni az poté, co mu v dloze D bylo umoznéno klast velky diiraz na
feromonovou stopu. Kdyby na ni kladl stejny ddraz jako na heuristickou informaci
(zde prevracenou hodnotu doby jizdy po hrané), nevyuZzival by dostate¢né informaci
o tom, které trasy obsahuji blokace s nizkymi dobami oprav. Srovnidnim vysledkil
uloh D, E jsme zjistili vliv zvétSeni dob oprav blokaci. Jaky vliv na (¢*,5*) bude mit
snizeni az zanedbani dob oprav blokaci? K tomuto porovname vysledky pro tlohu C
s vysledky pro tlohu Z. Lisi se jen v tom, Ze pro kaZzdou zablokovanou hranu b plati
rc(b) = rz(b)/100. Z tabulky 12 vidime, Ze 5* pro C je blizkd 5* pro Z a zdroveinl o*
pro C je stejné jako a* pro Z. To je rozdil proti predchozi situaci dvojice D a E. Zda
se, Zze zvySeni dob oprav md na (a*, 8*) vétsi vliv, nez jejich sniZeni.

(4) Jak se zméni (a*, B*), kdyZ tuté? ilohu budeme resit s MMAS, ktery béhem kon-
strukce vyuZivd jiny zpiisob vybéru mravence? Uloha F je stejnd, jako dloha Z. Lis{
se od sebe jen tim, Ze k feSeni Z byl pouzit MMAS s vybérem mravence zplisobem
"vm2’, zatimco k feSeni F byl pouzit MMAS s vybérem mravence zpisobem *vml’.
Srovnanim sloupci F, Z v tabulce 12 vidime, Ze se (a*, 5%) pro F prilis§ nelisi od (a*,5%)
pro Z, a tedy zptsob vybéru mravence na optimdlni hodnoty a, 8 nema velky vliv.
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Zavér

Cilem préce bylo najit zptisob feSeni dlohy napojovani komponent v rozpadlé silni¢n{
siti a napsat pocitacovy program, ktery navrhne nejlepsi postup pro opravu komuni-
kaci. Daji se uvazovat dvé varianty této ulohy. (1) Zablokované silnice jsou neprtijezdné
pro osobni prepravu, ale cestari blokace dokdzi prekonat bez ztraty Casu. (2) Jediny
zpusob, jak projet pres zablokovanou silnici, je odstranit blokaci.

Autor diplomové prace se zaméfil na feSeni prvni varianty dlohy v podobé zobecnéné
dvéma zplsoby: (a) Cestafi sice mohli objet kteroukoliv blokaci, aniZ by ji opravovali,
ale pokud dostali zaddno nékterou z blokaci odstranit, doba price zabrala nenulovy
¢as. (b) V puvodni praci vedouci fesil situace s jednou stanici cestaru. Autor diplo-
mové prace fesil situace s obecnym poctem stanic a volitelnym poctem Cet ve stanicich.

Vysledkem je sedm skriptii napsanych v jazyce Python, data nékolika testovacich ro-
vinnych siti a situaci v nich a zjiSténi, co ma jaky vliv na volbu optimdlnich hod-
not parametréi hlavniho algoritmu, ktery tlohu fesi. Ulohu fesi Max-Min Ant System
(MMAS) prizptsobeny tloze napojovani komponent. Kody jsou psany s co nejmensim
pouzitim knihoven tfetich stran, takze pro toho, kdo by potfeboval rychlejsi vypocty,
by nemélo byt slozité prepsat obsah skripti do jazyka C.

Je-li déna sif, rozmisténi stanic a et v nich, bylo by dobré ziskat pro tohle zadani hod-
noty parametrl, se kterymi MMAS funguje nejlépe pro libovolnou katastrofu, kterd v
siti nastane. Zjistili jsme, Ze takové nastaveni neexistuje. Pro kazdou katastrofu v téze
siti je vhodné jiné nastaveni o*, 5", pro néZ MMAS funguje nejlépe. Zjistit optimalni
vypocet feSeni a to nelze délat pro kaZzdou novou situaci. TakZe nastavime a,f na
pevné hodnoty s védomim toho, Ze v nékterych situacich MMAS bude pracovat htife,
nez v jinych.

Dal$im pfinosem je komponentovy multigraf rozpadlé sit€. V tomto modelu kom-
ponenta rozpadlé sité je jednim vrcholem a mnoZina zablokovanych hran, které déli
od sebe sousedni komponenty, je multihranou. Diky tomu lze uvaZovat o kostrich
multigrafu jako o grafech, jejichZ mnoZina hran je minimalni (ne nutné nejlevné;jsi)
mnoZinou blokaci, které staci odstranit, aby doSlo k napojeni komponent rozpadlé
sité. Tim ziskdvame nutnou podminku optimality feseni. Ta je zakdédovana do naseho

zpusobu konstrukce pfipustnych feseni.

Za zminku také stoji popis prevodu rozvozniho problému (VRP) na tlohu napojovani
komponent (CR). Uménim fesit CR umime novym zpisobem fesit VRP a tim i problém
obchodniho cestujiciho. Prevést CR na VRP se autorovi nepodaftilo, coZ neznamend,
Ze to nejde. Komu se to podaii, bude moci bez modifikaci pouzit metody feSeni VRP
k feSeni CR. V téchto prevodech nachazi uplatnéni komponentovy multigraf.
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Bylo by pékné, kdyby nékdo zpracoval druhou variantu tlohy napojovédni komponent.
Blokact, které nelze objet, miZe byt nékdy tolik a tak rozmisténych, Ze metoda fesen{
z této prace nebude pouZitelnd. Druhd varianta dlohy se zda byt jeSté slozit&jsi, nez
prvni varianta, protoZe s tim, jak Ceta cestart odstrani jednu blokaci, se rozsifi ostatnim
cetam z téze stanice moznosti, kam se dostanou, coz s sebou nese potiebu s kazdou
odstranénou blokaci prepocitat nejkratsi cesty v aktudlni CG-siti, protoZe ty se budou
ménit v zavislosti na nové prijezdnych hranidch. Zdani klame. MoZznd dokdzete, Ze
P =NP.
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