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Uvod

V praci nazvané Diferencni rovnice a jejich aplikace ptiblizim zaklady dife-
ren¢niho poc¢tu. Aby ¢tenafi mohli sndze pochopit danou problematiku, uvedu
diferenc¢ni rovnice od zékladnich pojmii, které jsou doplnény ilustrativnimi pii-
klady, az po jejich praktické vyuziti v ekonomii. Dana prace je rozdélena do tii
kapitol. Prvni dvé kapitoly jsou vénovany matematické oblasti a posledni kapitola
je vénovana ekonomické interpretaci.

Prvni kapitola je uplnym zakladem diferenc¢niho poctu. Jsou zde vysvétleny
zakladni definice diference a sumace a jejich pocetni vlastnosti.

Druhé kapitola je vénovana jiz samotnym diferen¢nim rovnicim. Sezndmime
se jak s rovnicemi prvniho radu, tak s rovnicemi vyssich fadd. Budeme se zaby-
vat Tfesenim homogennich rovnic i rovnic nehomogennich, pri¢emz nehomogenni
rovnice jsou feSeny metodou variace konstant.

Myslim si, ze pro milj studijni obor je nejvice zajimava posledni kapitola.
Jednd se o aplikaci diferenc¢nich rovnic v ekonomii. Konkrétné jsou zde uvedeny tti
nejbéznéjsi modely, na kterych jsou diferen¢ni rovnice aplikovany. Vybrala jsem
zastupce mikroekonomické i makroekonomické ¢asti. Konkrétné se jedna o pavu-
¢inovy model, coz je mikroekonomicky model, a jako ukazku makroekonomického
modelu jsem zvolila model narodniho diichodu a model oteviené ekonomiky.

Moji snahou je zpracovat tvod diferen¢nich rovnic tak, aby byl pochopitelny
jak pro studenty, tak i pro vefejnost. Piiklady, které jsou soucasti kazdé kapitoly,

napomahaji ¢tenafi k snazsimu pochopeni dané problematiky.



1. Diference a sumace

V této kapitole se seznamime se zaklady diferencniho a sumacniho poc¢tu. Na
rozdil od diferencialniho a integralniho poctu, ktery méa souvislost s problémy spo-
jenymi s veli¢inami zavisejicimi na spojitém parametru, souvisi diferencni pocet
s funkcemi, které jsou definované na diskrétni mnoziné. Jedna se o analogii dife-

rencialniho a integralniho poctu.

1.1. Diference funkce

Nyni se sezndmime se zakladnimi pojmy diferen¢niho poc¢tu. Uvedeme si de-
finici diference a nékteré jeji vlastnosti.
Uvazujme funkci, jejiz defini¢ni obor je mnozina M = {z € R;x = xq + hn,n € Ny},
kde xg € R je tzv. pocate¢ni bod a h > 0 je konstanta. Pak realna funkce jedné
proménné, kterd je na takovéto mnoziné M definovand, méa hodnoty f(z) =

f(zo + hn). Funkci f lze tedy chapat jako posloupnost ¢isel v, = f(zo + hn).

Definice 1. (diference funkce) Je dana redlnd funkce y = f(z) a je ddna

konstanta h > 0. Potom definujeme diferenci funkce f v bodé =

Af(x) = flz+h) = f(x).

Poznamka 1. Cislo h se nazyva diferenéni krok a je rovno rozdilu dvou soused-

nich bodu. Znak "A” &teme ”diference”.

Jsou-li hodnoty Af(z) definovany ve vsech bodech x z jisté mnoziny M, pak
f(x) urcuje funkci definovanou na M, kterou znacime Af, resp. Ay a nazyvame

diferenci funkce f na mnoziné M.
Priklad 1. Vypoditejte Af(x) v bodé 4 pro h = 2, je-li f(x) = z*.
Reseni: Af(4) = f(4+2) — f(4) = 6% — 42 = 20.
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V nasledujicim textu se omezime na diference s krokem h = 1. Mnozina

M tedy bude ve tvaru
M ={x e Rz =x¢+n,n € No}
a diferenci budeme uvazovat ve tvaru
Ay(z) =y(x+1) —y(x), x€ M.

Definice 2. (diference vyssich fadu) Diferenci k-tého fadu (zkracené k-tou

diferenci) funkce y(x),z € M definujeme rekurentnim vzorcem
Afy(z) = AA y(2),

kde
Aly(z) = Ay(x).

Diferenci vyssiho fadu je mozné ziskat nejen pocitanim diferenci radu nizsich,
ale lze ji téz vypocitat pfimo z hodnot funkce. K tomu slouzi funkcéni vzorec pro

k-tou diferenci, ktery je uveden v nasledujici véteé.

Véta 1. Necht funkce y(x) je definovina na M. Potom

Aly(a) = (’S) y(z+ k) — (I;’)y(:c k1) 4o+ (<) (Z);;@:).

Abychom mohli s diferencemi pocitat, uvedeme si v nasledujici vété nékteré

zakladni pocetni vlastnosti.

Véta 2. Necht jsou na mnoZiné M definoviny proni diference Ay(zx),Az(x).
Plati vztahy:

a) Aly(z) + 2(2)] = Ay(z) + Az(),
b) Aly(z)z(2)] = 2(z + 1)Ay(x) + y(x)Az(z),

c) AlCy(x)] = CAy(z), kde C je libovolnd konstanta,



y) _ 2@)Ay(@)—y(x)Az(z)
d) Az(:):) o z(z)z(z+1) :

Diikaz:

a) Diferenci souctu/rozdilu dokézeme nasledovné:
Aly(z) £ 2(z)] = [y(z +1) £ 2(z + )] = [y(z) £ 2(2)] = [y(z + 1) —y(z)]£

tlo(z+1) — 2(2)] = Ay(z) £ Az(z).

b) Obdobné dokazeme vztah pro diferenci soudinu y(z) a z(z):
Aly(z)z(2)] = y(z + Dz(z +1) —y(z)z(z) = y(z +1)z(z + 1) —y(r)z(z)—
—y(@)z(z+1)+y(z)z(z+1) = 2(z+1)(y(z+1) —y(z))+y(z) (2(z+1)—2(z)) =

= z(x + 1) Ay(x) + y(z)Az(z).
¢) K vytknuti multiplikacni konstanty pied diferenci lze dojit nasledovne:
AlCy(x)] = Cy(x +1) = Cy(z) = Cly(z + 1) — y(x)] = CAy(x).
d) Pro diferenci podilu funkei y(z) a z(x), kde z(z) # 0 plati:

1 Ay
z(z)  z(x+1)

MY = A—yle) = s dua) + 9l

+y(x)

o) —2@+ 1) Aylr)  y@)Az(r)  z(z)Ay(r) —y(r)Az(z)
z(z +1)z(x) 2(x+1) z(x)z(z+1) z(z)z(x + 1) '

Priklad 2. Vypocitejte A[(x + 2) - 3%].

Reseni: Tento piiklad mizeme vypodcitat dvéma zptisoby - podle definice 1 nebo
podle véty 2. Ukazeme si oba pripady.

a) Podle definice

Al(x+2)-3]=(xz+3)-35" — (2 4+2)-3°=3"-32+9—2—-2) =3"- (22 +7).
b) Podle véty

Af(x +2)- 3% = 3" A(x+2)+(2+2)A3" = 3°T . (243—2—2)+(2+2)- (3" —-37) =
=37 .37 .34 2.3 2.3 =3". (34 3x—2+6—-2) =3"- (22 +7).
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1.2. Sumace funkce

Sumace je inverzni proces k nalezeni diference funkce, tzn. hleddme takovou

funkei Y (), jejiz diference je rovna funkei y(z).

Definice 3. Je-li Y (z) funkce, ktera pro Vx € M spliuje vztah

kde y(x) je dané funkce, pak funkci Y (z) nazgvame neurcitou sumact funkce y(x)

a symbolicky zna¢ime A~'y(x). Na uvedené mnoziné M tedy plati ekvivalence
AY (z) = y(z) & Y(z) = A y(2).

Stejné jako u diference si v nasledujici vété uvedeme nékteré zakladni vlast-

nosti sumace.

Véta 3. 1. Jsou-li U(x), V(z) dvé neurcité sumace téZe funkce y(x), tj. je-li
U(z) = A ly(x), V(z) = A7 y(x), pak nutné plati

Ulx) = V(z) =p(zr) VrelM,

kde p(z) je libovolnd jednotkovd periodickd funkce, tj. plati p(x+ 1) = p(z)
pro ¥Yx € M.

2. Je-li Y(z) = A y(z), U(xr) = A u(x) a jsou-li C; a Cy libovolné kon-
stanty, pak je

AN (Cry(x) + Cou(x)) = CLA Yy (x) + CoA™ u(z) = CLY (z) + CoU(z).

3. Necht yr = yrp(z) je dand funkce a Cy jsou libovolné konstanty. Potom

obecné plati

ATV Cryilw) = D CuMyi(a).
s K=1



Uvedme si tvary nékterych sumaci (a, C' jsou konstanty a k € Ny):

a) A”'1=z+C.

b) A~la = az + C.

o) A™la" =+ C, a#l
d) A7lzk = k}rlxk“ + C.

e) A~lcos(ax) = 24 2) 4 ¢

a
2sin 5

Piiklad 3. Vypocitejte A18 - 3%,
Reseni: A718.37 =8-A7137 =82~ =82 +C=4-3"+C.

Poznamka 2. Vy3s§i neurcitd sumace se definuje vztahem A~y (z) = A7 (Al Fy(x)).

Zdroje této kapitoly: [1], [2] a [3].



2. Diferenc¢ni rovnice

Pomoci diferen¢nich rovnic je mozné nalézt vztah mezi hledanou funkci a je-
jimi diferencemi. V této kapitole nejprve uvedeme diferenc¢ni rovnice 1. a II. typu
a poté postupné probereme jednotlivé typy. Zamérime se na diferen¢ni rovnice

linearni, a to na rovnice prvniho fadu i fada vyssich.

Definice 4. (diferen¢ni rovnice I. typu) Necht je f funkce (k+1) proménnych,

pak rovnici tvaru
fz,y(x), Ay(x), ..., A y(2)) =0, zeM
nazyvame diferen¢ni rovnici k-tého fadu typu L.

Partikularnim fesenim této rovnice na mnoziné M je kazda funkce y, ktera
danou rovnici spliuje pro Vax € M.
Obecnym fesenim rovnice nazyvame vzorec, ktery obsahuje vSechna mozné par-

tikularni feseni.

Definice 5. (diferenéni rovnice II. typu) Necht je g funkce (k + 1) promén-

nych. Rovnici tvaru
gz, y(x),y(x+1),...,y(x+k—-1)) =0, zeM
nazyvame diferen¢ni rovnici k-tého fadu typu II.

Partikuldrnim feSenim rovnice nazyvame kazdou posloupnost y(x), jejiz vSechny
¢leny spliuji danou rovnici.
Obecnym fesenim rovnice nazyvame vzorec, ktery obsahuje vSechna mozna par-

tikularni feSeni.

Vidime, ze diferencni rovnice II. typu jsou ekvivalentni s rovnicemi I. typu. Jedna

se pouze o tvar bez diferenci. Opakovanym pouzitim diference je mozné diference
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vyssich fadt prepsat do tvaru, ktery jiz diference neobsahuje, ale obsahuje pouze

¢leny dané posloupnosti.

Priklad 4. Prevedte rovnici A*y(x) — 2Ay(x) = x na rovnici I1. typu.
Reseni: Vztahy Ay(x) = y(x +1) —y(x) a A%y(z) = y(z +2) — 2y(z + 1) + y(z)

dosadime do zadané rovnice a dostaneme:
y(x +2) = 2y(x + 1) +y(x) = 2[y(z + 1) —y(z)] = .

Hledany tvar je:
y(z+2) —dy(z+1) —y(x) = =

Poznamka 3. V této praci se budeme zabyvat diferenénimi rovnicemi II. typu.

2.1. Linearni diferen¢ni rovnice prvniho radu

V této podkapitole budeme pracovat s linearnimi diferen¢nimi rovnicemi prv-

niho fadu. Nasledujici definice udava, jaky maji tyto rovnice tvar.

Definice 6. Necht jsou dany funkce a(z) a g(z) definované na mnoziné M. Pied-

pokladame, ze a(x) # 0 pro Vo € M. Pak nazveme diferené¢ni rovnici

y(o +1) —al@)y(z) = g(x) (1)

linearnt diferencni rovnici prvniho Tadu na M. Je-li pro kazdé x € M funkce
g(x) = 0, nazyva se diferen¢ni rovnice (1) homogenni diferencni rovnice. V opa-

¢ném pripadé hovorime o nehomogenni diferencni rovnici.

Protoze lze feSeni téchto rovnic vyvodit z FeSeni rovnic vyssich fadu (které
budeme podrobnéji probirat v kapitole 2.2), uvedeme zde pouze specidlni typ

rovnic s konstantni a nekonstantni pravou stranou.
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a) Rovnice s konstantni pravou stranou
Zde budeme fesit diferencni rovnice s konstantnimi koeficienty a konstantni pra-

vou stranou B, kterou miizeme psat ve tvaru
y(r +1) = Ay(z) + B,
kde A # 0, B jsou dané konstanty, x = xo + n,n € Nj.
Nejprve uvazujme, ze A # 1. Obecné feseni je ve tvaru

B
x)=CA" ™" + ———.
Je-li navic dédna pocateéni podminka y(xg) = Y, vypocteme z obecného FeSeni

konstantu C:

B
C=Y - ——:-.
1-A
Pak je partikularni feSeni ve tvaru
B B
=Y - —— | A" "0 4 — M.

Nyni uvazujme A = 1. Obecné feSeni je ve tvaru
y(x) =C+ Bz, z€ M.

Je-li navic dana pocateéni podminka y(xg) = Y, vypocteme z obecného FeSeni
konstantu C'

C:Y—BLEO

Pak je partikularni feSeni ve tvaru
y(x) = B(x — ) + Y.

b) Rovnice s nekonstantni pravou stranou
Rovnice s konstantnimi koeficienty a nekonstantni pravou stranou B(x) budeme
psat ve tvaru
y(z +1) = Ay(z) + B(x),
12



kde A # 0 ax = z¢+n,n € Ny. Pomoci metody variace konstant dostaneme pro

funkei C'(z) rovnici

B(z)
AC(I) = W.
Sumaci vypocteme funkci C'(x) = A‘l(%) + k, kde k je konstanta.

Obecné feseni je tedy

y(z) = AT [A-l (%) + k] .

Priklad 5. Pastevec ma stado 20 ovci, které se kazdy rok zvétsuje o 8%. Urdcete,
kolik ovct bude mit pastevec za 10 let.

Reseni: Sestavime diferen¢ni rovnici
y(x +1) —y(z) = 0,08y(z)
a stanovime si poc¢atecni podminky
y(0)=20=Y, y(r+1)=1,08y(x), n=10.
Rovnici mtzeme psat ve tvaru

y(x +1) = Ay(z) + B,

kde
A=1,08
B=0
B 0
—Y - =20——— =20.
¢ 1—A 0 1-—-1,08 0

Uréime partikularni feseni

B B\, B _ 0 » 0o
y(x)_(y_1—A)A +1—A_(20_1—1,08)1’08 T8

=20-1,08" ~ 43.
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2.2. Linearni diferenéni rovnice k-tého radu

Zde se budeme zabyvat linedrnimi diferen¢énimi rovnicemi vyssich fadi. Pro-
bereme postupné homogenni i nehomogenni diferen¢ni rovnice - uvedeme si jejich

definice, vyznamné vlastnosti a postup feseni.

Definice 7. Linedrni diferencni rovnici k-tého Tddu nazyvame rovnici tvaru
y(@+ k) +a(@)y(z+k—1)+ ... +a@)y(z) = f(z), (2)
kde ay(z) # 0 pro né&jaké x € M.

Jsou-li a1(z),...,ax(x) konstantni, nazyvame tuto rovnici linedrni diferen¢ni
rovnici s konstantnimi koeficienty a ozna¢ime a1(x) = ay, ..., ax(z) = ay.
Je-li f(x) =0, pro Vo € M, nazgvame rovnici (2) homogenni nebo téz zkrdacend
rovnice.
Je-li f(x) # 0, pro néjaké = € M, nazyvame rovnici (2) nehomogenni nebo téz
nezkrdacend rovnice.

Obecné feSeni linearni diferenc¢ni rovnice ma tvar
y(r) =Y (z) + Z(z),

kde Y (z) je obecné FeSeni ptislusné homogenni rovnice a Z(x) je jedno FeSeni

nehomogenni rovnice, tzv. partikularni reseni.

Piiklad 6. Ovérte, Ze posloupnost y(x) = @ + C je pro libovolne C' € R
resenim rovnice y(z + 1) — y(x) = .

Reseni: Rovnici piepiseme do vyhodné&jsiho tvaru
yle+1) =ylz) +=
Uré¢ime (x + 1)-ni ¢len posloupnosti

(x+1)(9c+1—1)+0: (x+1)x

c
2 2

y(z+1) =
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a dosadime do dané rovnice

1 -1
@tlr el o
2 2
Vypoctem dostaneme rovnici
? +x 4+
C = C
2 2 +&

ktera plati pro libovolné x € M. Posloupnost je tedy reSenim.

Homogenni diferen¢ni rovnice k-tého fadu

Tato ¢ast bude zamérena na homogenni diferen¢ni rovnice k-tého fadu, tedy

na rovnice tvaru
ylx+k)+a(@)ylx+k—1)+ ...+ ap(x)y(z) =0, Ve M. (3)

Aby bylo mozné urcit obecné feseni homogenni rovnice, musime nejprve vysvétlit

pojmy tykajici se linearni nezavislosti funkci. Proto si uvedeme nasledujici dveé

definice.
Definice 8. Rekneme, 7e funkce 1, 4o, . . ., Y jsou linedrné nezdvislé na M, jest-
lize pro vSechny c¢;,2 = 1,..., k plati

ay(x) + cya(z) + ...+ epyr(z) =0, Ve e M < ¢,=0 proVi=1,... k.

Poznamka 4. Pokud by rovnost vlevo platila i v pfipadé, Zze by jedna z konstant

¢, = 1,...,k byla nenulové, fekneme, ze funkce y,(z), y2(2), ..., yk(x) jsou li-

nearné zavisle.

Definice 9. Mnozinu k linedrné nezavislych feseni rovnice (3) nazyvame funda-

mentalni mnoZinou Tesend.

15



Piiklad 7. Urcete, zda jsou funkce 5%, 25% a x?5% linedrné zdvislé nebo nezdvislé
na Ny.

Reseni: Funkce dosadime do rovnice
15" + cuxh” + c32°5" =0, Vo € Ny.
Rovnici podélime 57, ¢imz dostaneme
c1 + cox +csz? =0, Vo e N,.

Zvolime x = 0, z ¢ehoz plyne, ze ¢; = 0. Rovnici

o+ e =0, Vo eN,
podélime z, ¢imz dostaneme

co+c3x =0, Vo e Ng.

Opét zvolime x = 0, a tedy ziskdme co = 01 c3 = 0. Protoze plati ¢c; = ¢o = ¢3 = 0,

jsou funkce linedrné nezavislé.

Urceni lineadrni nezavislosti lze provést i jinym zptisobem. Vyuzijeme funkci
C(x), kterd se nazyva casoratian a je dana nasledujicim predpisem:

y1() va(z) - yk(x)

C(aj) — det yl(ff—l—l) y2<x—|—1> yk(ﬂf—f—l)

px+k—1) ypz+k—-1) - ylx+k—-1)

Véta 4. Reseni yi(x) jsou linedrné nezdvisld na mnoziné M, jestliZe existuje

alespori jedno x € M takové, Ze C(z) # 0.

Priklad 8. Najdeéte casoratian funkci z prikladu 7 a zjistéte, zda jsou linedrné
nezauisle.
Reseni:
5% 5" 2?5°
C(x) =det [ 5*  (z+1)5*" (x4 1)257H!
5a:+2 (.T + 2)5x+2 (ZL’ + 2)25x+2
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(z+1)5°1 (2 +1)%57H
(l’ + 2)530—1—2 (l’ + 2)25x+2

5:Jc+1 (.T + 1)25m+1

- 5 53:+2 (m + 2)25x+2

— 5" +

5 (4 1)
2rx _ . E3x+3
L R I e 257

Abychom zjistili, zda jsou feSeni 5%, 5% a 225 linearné nezévisla, staci nalézt

x € M, pro které plati C'(x) # 0. Zvolime napfiklad x = 0:
C(0) = 2503 = 250 # 0.

Reseni 5%, 5%, 2257 jsou linedrnd nezavisla (tvoti fundamentalni mnoZinu feseni).

Obecné feseni homogenni diferenc¢ni rovnice je uvedeno v nasledujici definici:

Definice 10. Necht y;(z), y2(x), ..., yr(x) je fundamentalni mnozina feSeni (3).

Potom je obecné feseni dano vztahem

y(x) =y (z) + coya(x) + ... + ayp(xz) € M,

kde ¢;,i =1, ..., k jsou libovolné konstanty.

Homogenni diferen¢ni rovnice k-tého fadu s konstantnimi koeficienty

Reseni homogenni linearni diferenc¢ni rovnice k-tého fadu se velmi zjednodusi,

jestlize uvazujeme, Ze ma pouze konstantni koeficienty, tzn. ze je ve tvaru
yx+k)+aylz+k—1)+...+ay(z) =0, (4)

kde ay,...,ar € R a; # 0.

Hleddme k linedrné nezévislych feseni rovnice (4) a to tak, Zze budeme uvazo-

vat y(x) = A%, kde A # 0 je konstanta a © € M. Po dosazeni do pivodni rovnice

(4) dostaneme rovnici

Nt a1ty 4a,=0,
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kterou nazyvame charakteristickd rovnice a jeji koreny nazyvame charakteristické

kofeny.

Ukazeme si nasledujici situace:
a) Uvazujme, Ze vSechny charakteristické kofeny Aj, ..., \x jsou jednoduché.
V tomto pfipadé tvori fundamentalni mnozinu FeSeni (4) funkce Ay, ..., \f. Postaci

ukazat, ze C'(0) # 0, kde C'(z) je casoratian.

cO)=det| 77 ’
)\’f—l )\126—1 . )\Z—l

Tento determinant se nazyvd Vandermodiv determinant a plati

co)= 1] =)

1<j<k
V tomto ptipadé plati C(0) # 0 a proto je {A], ..., A7} fundamentélni mnozinou
feSeni (4).

Obecné feseni je ve tvaru

k
y(x) =Y piA, kdep €R.i=1,.. k.
i=1

b) Nyni ukdZeme hledani fundamentalniho systému feseni, kdyz jsou charak-
teristické kotreny Aq, ..., A\, ndsobné s nasobnostmi my, ..., m,. Zavedeme operator
E, pro ktery plati vztah Fy(x) = y(z + 1), tzn. E kazdé funkci y(z) definované
na mnoziné M pfifadi jeji hodnotu v bodé x + 1. Rovnici (4) mtizeme zapsat ve
tvaru

(E = \)™ (B = A)™ ... (E = \)™y(x) = 0. (5)

Pokud je funkce y(x) FeSenim homogenni diferenéni rovnice m;-tého fadu
(B —Ai)™y(z) =0,

pak je FeSenim diferenc¢ni rovnice (4).
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Véta 5. Mnozina
Gy = {\5 2\, 2?7 ™Y )
je fundamentdlni mnoZinou tesent rovnice (E — \;)™iy(x) = 0.
Obecné feSeni rovnice (5), a tedy rovnice (4), je ddno vztahem
T
y(x) = Z N (Dio + pir® + pio®® + ...+ Do, —12™ ).
i=1
c) Ve tfeti situaci uvazujme, ze jsou charakteristické kofeny komplezni. Pro
pripomenuti je algebraicky tvar komplexniho ¢isla ve tvaru a+¢3. Pro komplexni

¢islo uzivame tzv. goniometrické souradnice, které jsou dany vztahy:

=T COS W

b =1 sin w

= T

w = arctan (é) .
Q

Véta 6. Necht md charakteristickd rovnice imagindrni koteny Ay = r(cosw £
i sinw). Pak md prislusnd homogenni diferencni rovnice tato linedrné nezdvisld

partikuldarni resent

Obecné feseni je tedy ve tvaru
y(z) = r* (c1 cos(wx) + ¢y sin(ww)) .

d) Jako posledni si ukdZeme situaci, kdy jsou komplexni charakteristické

kofeny ndsobné s nasobnosti m.

Véta 7. Jsou-li komplexni kofeny A\ 2 = r(cosw £ i sinw) m-ndsobné, pak md

rovnice (4) tato linedrné nezdavisld reseni
{r* cos(wz)}, {zr® cos(wz)}, ..., {z™ 11" cos(wz) }
{r*sin(wz)}, {zr’sin(wz)}, ..., {z™ " sin(wz) } .
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Piiklad 9. Najdéte obecné teseni diferencni rovnice y(x + 2) — 16y(x) = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice mé tvar
A? =16 = 0.
Urc¢ime charakteristické koreny
A=4)(A+4)=0
A =4, A\ =—4
A1 # Ao = charakteristické kofeny jsou rizné.

Obecné feseni je tedy
y(x) = 14% + co(—4)".

Priklad 10. Urcete obecné tesent rovnice y(x + 2) + 4y(x + 1) + 4y(x) = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice mé tvar
N +4AN+4=0.
Urc¢ime charakteristické koreny
A =—=2, A= -2
A1 = Ay = charakteristické kofeny jsou nasobné.

Obecné feseni je tedy
y(r) = c1(—=2)" + cow(—2)".

Priklad 11. Urcete obecné tesent rovnice y(x + 2) + 16y(x) = 0.

Reseni: Charakteristickd rovnice mé tvar
A +16 =0.
Urc¢ime charakteristické koreny
N = —16
A =40, Ay = —4i.
Imaginarni ¢islo 2: ma r = 4, w = 7. Obecné feseni je tedy

m T
y(x) =2° (cl co8 5T + ¢y sin Ex) :
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Nehomogenni diferenc¢ni rovnice k-tého radu

V tomto odstavci si ukazeme, jak nalézt partikularni feseni nehomogenni rov-
nice. K tomu pouzijeme metodu variace konstant.
Budeme ptedpokladat, ze Y;(x),i = 1,...,k,x € M je fundamentélni systém
feSeni homogenni rovnice (3), pak partikularni feSeni nehomogenni rovnice (2)

hledame ve tvaru
Z(x) = C1(z)Y1(x) + Co(2)Ya(z) + ... + Cp(2)Yi(x) = Z Ci(z)Y;(x), (6)

kde C;(x),i = 1, ..., k jsou neznamé funkce na definované mnoziné M. K nalezeni
partikularniho feseni nehomogenni diferen¢ni rovnice staci nalézt jednu k-tici
téchto funkei tak, aby Z(x) bylo feSenim nehomogenni rovnice.

Podle definice 1 vime, ze Cj(x + 1) = AC;(z) + C;(z). Proto plati

Ze+1) =Y Cilz+ )Yz +1) =Y AC(2)Yi(z + 1)+ Y _ Ci(2)Yi(x + 1),

=1 =1 =1

Zvolme funkce C;(x) tak, aby na mnoziné M platilo
k

Z AC;(z)Y;(x +1)=0.
i=1

Za tohoto predpokladu je

z ¢ehoz vyplyva
k k k
Z(x+2) =Y Cix+)Yi(x+2) =Y ACi(x)Yi(z+2)+ Y _ Ci(x)Yi(z +2).

i=1 =1 =1

Tady opét zvolime
k
Z AC;(z)Yi(x+2)=0
i=1
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a pokracujeme analogicky dal, az vyjadiime k£ — 1 rovnic
k
S ACE)Yi(@+r) =0, r=12 .. k-1
i=1

a k — 1 funkci

Za téchto predpokladi vyjadiime funkci Z(x + k)

k k k
Zx+k)=Y Cilz+1)Yi(x+k) =D AC(x)Yi(z+k)+ Y _ Ci(z)Yi(x +k),
i=1 i=1 i=1
¢imz po dosazeni vyjadienych funkei Z(z), Z(z + 1), ..., Z(x 4+ k) do rovnice (2)
za y(z),y(x+1),...,y(x + k), dostaneme

k k

a0 Y Ci(x)Yi(x) + a1 Y Ci(w)Vi(x + 1) + ... + a1 Y Col@)Yi(z + k — 1)+

i=1 i=1

tap Y Cix)Yi(z + k) +ar Y AC(2)Yi(x + k) = f(x).

i=1

Protoze se dle predpokladu jedna o dosazené obecné feseni homogenni dife-
ren¢ni rovnice, jsou vSechny cleny kromé ay Zle AC;(z)y;(z + k) rovny nule.
Z toho vyplyva, ze pokud funkce AC;(x),7 = 1, ..., k spliluji rovnice

AC(2)Yi(z+1) + ACy(x)Ya(z+1) + -+ ACK2)Yi(z+1) = 0
AC(z)Yi(z+2) + ACy(x)Ya(z+2) + -+ ACk(2)Yi(z+2) = 0

AC’l(:B)Y1('$ +k—1)+ ACQ(:L‘)}/Q(‘J: +k—1)+ + ACk(:lr)Yk('x +k—=1)= 0
ACi@Yi(z + k) + AG(x)Ya(z+k) + -+ AC(2)Yi(z+k) = flz),

je funkce Z(z) definovana vztahem (6) FeSenim nehomogenni diferenéni rovnice

k-tého fadu. Determinant matice nehomogenni soustavy rovnic pro AC;(z) je
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casoratian feseni Y;(z). Soustava ma proto nenulovy determinant a mtizeme tedy
z ni najit funkce AC;(x). Pomoci sumace je mozné urc¢it funkce C;(x) a nakonec
dosadit do rovnice (6), ktera dava partikularni feseni nehomogenni linearni dife-

ren¢ni rovnice k-tého radu.

Priklad 12. Naleznéte partikuldrni veseni diferencni rovnice

2(z + 2 T+ 2
(—1)y(x—|—1)+

y(r +2) - y(e) = 2(x +2),

T+
jestlize zndme dvé veseni homogenni rovnice Yi(x) =z a Ya(x) = 2.

Reseni: Hledané feseni Z(z) bude ve tvaru
Z(x) = Cy(2)Yi(x) + Cy(2)Ya(z) = 2C1(z) + 2°Cy(x),
kde C(z) a Cy(z) jsou funkce proménné x. Dosazenim dostaneme soustavu rovnic
(x + 1)AC(z) + (z + 1)*ACy(x) =0
(z + 2)AC) (z) + (z + 2)2A0y(x) = x(x + 2).

Vyftesenim této soustavy rovnic dostaneme vztahy pro AC,(x) a ACy(x)

ACi(z) = —(z+ 1)z

ACy(z) = z.
Provedeme sumaci a tim dostaneme
1 -1
Crla) = —A (a4 1o = — & F >§(9” )
Cy(z) = A lr = @

Partikularni feseni zadané rovnice ma tedy tvar

Z(z) = — & 1);;(;(; -, x(x2— D o1 (w—26)(x— 1

Zdroje této kapitoly: [1], [3], [4], [5] a [6].
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3. Aplikace diferenc¢nich rovnic

Posledni kapitola této prace je zamérena na aplikaci diferen¢nich rovnic v eko-
nomii. Aplikaci si ukaZzeme na tfech modelech, konkrétné na pavuc¢inovém modelu,

na modelu narodniho diichodu a na modelu oteviené ekonomiky.

3.1. Pavucinovy model

Pavucinovy model je jeden z dynamickych modelt, ktery hledd rovnovahu
nabidky a poptavky v case. Je to jednoduchy model, kde nedochazi ke zménam
zavislosti v pribéhu modelovani a tyka se jednoho zbozi na trhu, tzn. neptihlizi
k cendm ostatnich druhti zbozi, nezohlednuje existenci zasob, a naopak predpo-

kldda dokonalou konkurenci.

Abychom mohli pracovat s timto modelem, uvedeme si jednotliva oznaceni:
t-cas, t=0,1,2,...
P - cena za jednotku zbozi
S (nabidka) - mnozstvi zbozi, které jsou prodavajici ochotni prodat p¥i urcité
cené na trhu

D (poptéavka) - mnozstvi zbozi, které jsou kupujici ochotni koupit za urcitou cenu

Budeme se zabyvat tradi¢nim pavucinovym modelem, ktery predpoklada zpoz-
déni na strané nabidky, ¢imz dochazi k nerovnovaze na trhu zptisobené malym
mnozstvim nabizeného zbozi. K obnoveni rovnovahy na trhu zbozi pii zpozdéni
na strané nabidky dojde, pokud poptavka bude reagovat rychleji nez nabidka,
tj. jestlize sklon poptévky bude vétsi nez sklon nabidky (bez ohledu na znaménko

sklonu)

Poznamka 5. Sklon pfimky je charakterizovan tihlem, ktery je nutné mérit od

osy nezavisle proménné - v tomto modelu se jednd o osu s cenou (P).
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Porovnani velikosti sklonii nabidky a poptavky je graficky znazornéno na

obr. 1.

a = p=>
|skdon S| < |skdon D),
tj. D reaguje rvchleji nez S

[

o

Obrazek 1: Porovnani velikosti sklonti nabidky a poptavky

Nyni si popiSeme priubéh modelu a uvedeme matematické vyjadreni.
Vyrobci ucini rozhodnuti o mnozstvi zbozi v c¢ase t na zakladé ceny v tomto
¢ase (P;). Jedna se vSak o rozhodnuti na strané nabidky, které musi byt u¢inéno
o jedno casové obdobi diive pred dobou prodeje. To znamena, Ze zbozi je na trhu
realizovatelné az v ¢ase (t + 1), proto cena P, determinuje mnozstvi Qg s1.

Timto jsme si popsali funkci nabidky se zpozdénim:

Qst+1 = 5(1)

nebo ekvivalentné, posuneme-li ¢asové oznaceni o jedno obdobi zpét:

Qs = S(P-1)-

Poptavka reaguje bez zpozdéni, tzn.

Qpt = D(F).
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Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze funkce D poptavky a funkce S na-
bidky jsou linearni funkce. Budeme tedy predpokladat, ze kiivky, které znazornuji
zévislost poptavky a nabidky na cené, jsou primky, a ze plati rovnost S = D.

Tim dostaneme soustavu tii rovnic:

S=D: (Qst=0Qp;: tecNy

D Qpt=a—0P, a,b>0,teN

S Qst=—c+dP,_y ¢,d>0, teN,

kde b je smérnice primky, ktera znazornuje zavislost poptavky na cené, a je pri-
secCik této primky s osou souradnic, konstanty ¢ a d oznacuji u primky znazornujici
zavislost nabidky na cené P;,_; to samé.
Dosazenim poslednich dvou rovnic do prvni dostaneme diferenc¢ni rovnici prvniho
radu
bP,+dP,_1 =a+c.
Po tpravée a posunuti ¢asového oznaceni o jednu periodu vpied, kdy zavedeme

substituci T' = t 4 1, obdrzime rovnici

d a+c
P, —Pr =
t+1+b T b

V prikladé 13 si ukdzeme, ze za predpokladu, kdy zndme pocateéni hodnotu

Py, miizeme psat feseni diferen¢ni rovnice ve tvaru

a—+c d T a—+c
po=(p _d .
T (0 b+d)( b) +(b+d)

Nyni si ukazeme, jak zavisi vyvoj ceny v Case na koeficientech b, d. Budeme

predpokladat, ze cena se v ¢ase chova oscilacné, tedy %l < 0. Mohou nastat tyto
tf1 moznosti:

1. |b] > |d|: cena Pr konverguje k rovnovazné hodnoté ceny

2. |b| = |d|: cena Pr osciluje s konstantni amplitudou kolem rovnovazné hodnoty

3. |b] < |d|: cena Pr diverguje od rovnovazné hodnoty ceny.
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Konstrukce pavuéinového modelu (|sklonS| < |sklonD|):

Vychazime z pocatecni ceny Fy, kdy predpokladame, ze P, je niZe nez rov-
novazna cena P*  z c¢ehoz vyplyva, Ze je nabizeno malé mnozstvi zbozi. Rov-
novaznou cenu P* udava prisecik poptavkové a nabidkové primky. Poptavka je
vysoké, proto vyrobce kviili vidiné vysokych ziskii zvysi cenu a za¢ne vyrabét vice
zbozi. Nastane ale opac¢ny pripad, kdy je zbozi prebytek a poptavka proto tlaci

cenu dolt. To vede k tomu, Ze vyrobci snizuji mnozstvi, aby nevyrabéli nadbytek.

A\

) . P

Obrazek 2: Grafické znazornéni pavucinového modelu

Piiklad 13. (/7], dkol 1/121): Jsou dany linedrni funkce nabidky a poptdvky
se zpoZdenim na strane nabidky pro pavucinovy model nespojity v case. Zjistéte
graficky i analytickym vypoctem rovnovdzZnou uroven ceny a stabilitu trzni rovno-

vdhy: a) D : Qpy =24 —3P,;, S : Qst = —1+2P,_1, Bh =3
Reseni: Nejprve budeme hledat rovnovaznou cenu P*. Zjistime tedy, zda je
soucasna cena rovnovazna

D=S5:24—-3P=—-1+2P = rovnovdZna cena P* =15
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P* # Py = na trhu je nerovnovaha

I. Porovname velikosti sklond S a D
|sklonS| = 12| a |sklonD|= |- 3]

|sklonD| > |sklonS)|

a tim ufinime odhad, Ze model bude konvergentni (D reaguje rychleji nez S).
I1. Dale provedeme vypocet.
Nejprve porovname b a d a tim urc¢ime, zda bude model konvergovat nebo diver-

govat

= model konverguje k rovnovazné hodnoté

Déale budeme fesit diferencni rovnici
24— 3P, = —1+2P,,.

1. Pro lepsi orientaci zavedeme substituci, kdy zavisle proménnou P oznacime
jako y a nejnizsi cas polozime rovno zakladnimu casu x, ¢imz budou vsechna

dalsi obdobi kladna, tj. P,_y = y(z) a P, = y(x + 1). Tim ziskdme rovnici
3y(z + 1) + 2y(z) = 25.

2. Déle fesime homogenni rovnici (bez pravé strany)
3y(r +1) +2y(x) =0

a z tohoto tvaru je patrné, ze charakteristickd rovnice bude mit tvar

AL+ 200 =0
AL = —2)\0
2
A= —=.
3
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Po dosazeni ziskame obecné feseni homogenni rovnice

2 x
Y(z)=0 (_5) , ¢ €R.

3. Odhad partikularniho feseni vyjde ve tvaru
Z(x) = Ao
y(@ +1) = y(z) = Ao,
¢imz po dosazeni obdrzime
3A0+2A0 =25
5A0 =25
Ay =5= Z(z)=5.
4. Nyni vypocitame obecné feSeni y(z) diferenéni rovnice s pravou stranou:
y(x) = Y (2) + Z(2)

y(@) = er(=3)" +5.

5. Reseni, které vyhovuje pocatecni podmince Py = 3, dostaneme dosazenim do

rovnice vyse

Po odstranéni substituce dostaneme konvergentni posloupnost

e () s
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C) Grafické znazornéni:

Q D:Q=24-3Pp,

§:Q=-1+2P,,

=
ow]
[
N
G
o

Poznamka 6. Je-li sklon poptavky mensi nez sklon nabidky, pak rovnovaha na
trhu zbozi se zpozdénim na strané nabidky nebude obnovena a dochéazi k tzv. di-
vergenci. Poptavka v tomto pfipadé nestac¢i dostate¢né vcas napravovat chybna

rozhodnuti nabidky.

d

:
: l
| |
| |
=
PI} P p

Obrazek 3: Divergentni model
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3.2. Dynamicky model narodniho dichodu

V tomto makroekonomickém modelu si ukazeme, jak se chova narodni diichod
v case. Neuvazujeme zde vladni vydaje ani zdanéni. V prvni ¢asti si ukazeme,
jak model vypadd, pokud jsou investice zcela autonomni (tzn. nezévisi na vysi
dtchodu v nékterém z obdobi) a v druhé ¢asti budeme pracovat s investicemi,

které jsou z casti autonomni a z ¢asti zavislé na dtchodu.

Nejprve si oznacme jednotlivé veli¢iny:
t-cas, t=1,2,3...
Y; - nérodni dtchod v ¢ase t (vynosy v Case t)
C; - vydaje na spotfebu v obdobi ¢

I; - investi¢ni vydaje v obdobi ¢

Obvykle predpokladame, Ze spotieba linearné zavisi na duchodu, ktery je

zpozdény o jedno obdobi, tj.

Cy=a-+bY;_q, a>0, 0<b<l, (7)
kde a je vySe autonomni spotreby (tj. je nezavisla na vysi dichodu) a b je mar-
gindlni sklon ke spotrebé.

3.2.1. Autonomni investice

Investice se v pocateénim obdobi pfesouvaji z hodnoty Iy na Io+ AT (zustévaji

na této trovni ve vSech nésledujicich obdobich):
I, =1y + Al (8)

Rovnici

Y, =Ci+ I, (9)

bereme jako rovnovazny stav.

Substituci rovnic (7) a (8) do (9) dostaneme diferen¢ni rovnici 1. fadu:

Yt—bY;_lch—Io—i—A],
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jejiz obecné Teseni je
+ I+ Al
Y, = A(b)" + Cl(]—’
1-0
kde A je konstanta a 1 — b je mezni sklon k dsporam.
Vzhledem k tomu, ze plati 0 < b < 1, je vzdy splnéna podminka stability i pod-

minka monotdénniho ekonomického riustu.

Konstrukce modelu

Nejprve zvolime poc¢atecni troveri investic R (kdy predpokladdme, ze a = 0)
a jejich novou uroven R’. Odpovidajici rovnovaha je Yy (respektive Yrg).
V prvnim obdobi je spotieba, kterd zavisi na ptijmech v obdobi nula, rovna A; P;.
Pfidanim této hodnoty do tGrovné investice R’ = A;Yj, dostaneme piijem v prv-
nim obdobi, ktery je roven YyP;. Pomoci osy prvniho kvadrantu dostaneme na
ose bod Y. Ve druhém obdobi méa spotfeba hodnotu A;P; a prijem je roven
YiP, = Ay Py, + AyY;. Dale opét prostfednictvim osy prvniho kvadrantu dosta-
neme na ose bod Y5, a tak dale. Jak vidime, systém ma tendenci se monoténné

pohybovat k bodu Pg, tj. Yg. Graficky je model zndzornén na obr. (4).

cl

P
R A
R

T, AR &

Obrazek 4: Grafické znazornéni modelu
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3.2.2. Céasteénd autonomni investice

Nyni budeme pracovat s modelem, ktery predpoklada, ze investice jsou pouze

castecné autonomni, tj. plati
I, =hY,_1+ Iy + Al 0<h<l,
kde h je mezni sklon k investicim. Po dosazeni bude mit rovnice (8) tvar
Y, = (b+h)Y,o1=a+ 1+ Al
jejiz obecné Teseni je

G+IO+A[

Y,=A t .
t (b+h) + -

Veli¢iny b a h jsou kladné, proto je pohyb monoténni. V tomto modelu je pod-

minkou rovnovahy b+ h < 1, tj.
h<1-—0, (10)

kde 1 — b je mezni sklon k usporam. Z nerovnice (10) vyplyva, ze mezni sklon
k investicim musi byt mensi nez mezni sklon k tsporam, pokud ma byt troven

potencialniho produktu stabilni.

3.3. Model oteviené ekonomiky

Jako posledni si uvedeme model oteviené ekonomiky, kde na rozdil od predcho-
ziho modelu, vezmeme v ivahu import (dovoz) a export (vyvoz). Predpokladame,
ze import je funkei pfijmi a export je zcela exogenni, tj. jeho vySe zavisi spise
na vnéjsich podminkach. Celkovy produkt je dan jako soucet spotieby, investic

a rozdil exportu a importu.
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V tomto modelu budeme pracovat opét s veli¢inami ¢, Y;, C; a I;, které maji
stejny vyznam jako v modelu 3.2 a navic je model rozsiten o dvé nové veli¢iny:
X, - celkovy export v case t

M; - celkovy import v Case ¢

Pro model oteviené ekonomiky pak plati nasledujici vztahy:
Ciy=a+bY;_q,
Iy =hY, 1+ 1o+ Al
X; = Xo+ AKX,
My=mY, 1+ My, 0<m<l,
Y, =Ci+ I, + Xy — M,.

Dosazenim prvnich ¢tyt rovnic uvedeného systému do paté, ziskame rovnici
K—(b—i—h—m)Y},l :a+Io+X0—M0+AI+AX,
jejiz tesenti je:

(l+[0+X0—M0+AI+AX
l—b—h+m '

YV, =A(b+h—m) + (11)

1

Multiplikatorem je zde S

. Soucet b + h je vzdy vétsi nez m, protoze
pro vyraz b+ h — m, ktery méii mezni sklon ke spotrebé na domdci zbozi, plati
b-+h—m > 0. Pohyb ekonomiky smérem k potencidlnimu produktu (11) je tedy
monotoénni.

Podminkou stability je b+ h —m < 1. Tato nerovnost se da prepsat vztahem

1

1—b—h+m > 0, a tak rovnovazna podminka zajistuje, ze multiplikdtor TTohrm

je kladny. Podminka muze také byt psana ve formé
h<1l—b0+m, (12)

tj, mezni sklon k investicim, musi byt mensi nez soucet mezniho sklonu k isporam

a mezniho sklonu k dovozu.

Zdroje této kapitoly: [7], [3] a [9].
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ZAavér

Ucelem préce bylo ukazat aplikace nékterych diferen¢nich rovnic v ekonomii.
Proto bylo nezbytné priblizit si zaklady diferenc¢niho poc¢tu. Vyklad jsem podala
tak, aby byl srozumitelny nejen matematiktim. Z tohoto dtivodu jsem dostatecné
vysvétlila zakladni pojmy, které s diferencnim poc¢tem souvisi. Navic jsem vétsinu
definic a pojmi nazorné vysvétlila na ilustrativnich prikladech.

V prvnich dvou kapitolach jsem se zaméfila na matematickou interpretaci
diferenc¢nich rovnic. Snazila jsem se podat uceleny vyklad zdkladnich definic a vét,
které s diferenénim poctem souvisi.

Kapitola tfeti je zaméfena na ekonomickou aplikaci. Ekonomickych modelti
existuje velké mnozstvi, avSak z divodu rozsahu prace, jsou zde uvedeny pouze

tfi. Konkrétné byla uvedena aplikace diferen¢nich rovnic prvniho rfadu.
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