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1 Uvod

V bakalaiské praci se budeme zabyvat preferen¢nimi relacemi na mnoziné
nahodnych veli¢in. Nahodné veli¢iny jsou funkce, jejichz hodnoty jsou ovlivnény
nadhodou. Aniz si to mozna uvédomujeme, ndhodné veli¢iny charakterizuji mnoho
skutec¢nosti kolem néas. Muzou naptiklad vyjadfovat pocet gdlit vstielenych za
zapas nebo pocet vadnych vyrobkt z urcité vyrobni série.

Cilem prace je studovat rizné moznosti usporadani nahodnych veli¢in. To
pro nas znamena, ze budeme chtit rozhodnout, kterou ndhodnou veli¢inu bu-
deme preferovat pred druhou. Jedna se o velmi dulezity tikol z hlediska praktické
vyuzitelnosti. Napf. je béznou praxi manazeri, ze se musi rozhodnout mezi néko-
lika projekty, ktery z nich bude pro danou firmu nejlepsi, pticemz budouci vynos
z jednotlivych projekti je ve své podstaté ndhodnéa veli¢ina.

V nésledujici kapitole si nadefinujeme pojmy, se kterymi se budeme setkavat
v celé praci. Budou to pojmy z algebry a teorie pravdépodobnosti. Zajimat nas
budou relace a to zejména relace usporadani. Dale se budeme zabyvat pravdeé-
podobnosti a nahodnymi veli¢inami, jejich c¢iselnymi charakteristikami a vlast-
nostmi. Také si nadefinujeme rozdéleni pravdépodobnosti a uvedeme si ty typy
rozdéleni, na kterych budeme metody aplikovat. Ve tfeti kapitole uz budeme
zkoumat vztahy mezi ndhodnymi velicinami. Probereme si rtizné metody, kte-
rymi je mozné usporadat nahodné veli¢iny. Metody jsme rozdélili na usporadani
podle ciselnych charakteristik, usporadani podle aspira¢ni Grovné a uspotradani
podle stochastické dominance. Déle pak prozkoumame vztahy mezi jednotlivymi
metodami. Metody budou aplikovany na nahodnych veli¢inach se spojitym roz-
délenim pravdépodobnosti. Na souhrnném piikladé pak metody aplikujeme také

pro nahodné veli¢iny s diskrétnim rozdélenim pravdépodobnosti.



2 Prehled pouzitych pojmu

V této casti si zavedeme pojmy, se kterymi budeme pracovat v nasleduji-
cich kapitolach. Nejprve budeme definovat relace a poté se seznamime s jejich
zékladnimi typy a vlastnostmi. Déale budeme definovat zakladni pojmy z teo-
rie pravdépodobnosti a matematické statistiky, které pouzijeme v praktické casti
bakalarské prace. Podkapitola Relace je zpracovana podle literatury [2, 4]. Pod-

kapitola Zakladni poymy z matematické statistiky je zpracovana podle literatury

[3]-

2.1 Relace

S relacemi se budeme setkavat v pribéhu celé prace, je proto dilezité tento
pojem spravné pochopit a dikladné definovat. K tomu potfebujeme zakladni

znalost teorie mnoZin.

Definice 2.1. Necht n € N a My,M,, ..., M, jsou neprazdné mnoziny. MnoZinu
My x My % ... x M,, tvofenou vSemi usporadanymi n-ticemi (mq,ma, ...,m,), kde

m; € M;, 1 =1,2,... n, nagyvame kartézskym soucinem mnozin My,Ms, ... M,.

Definice 2.2. Necht n € N a M;,M,,...,M, jsou neprazdné mnoziny. Pak n-
arnt relact mezi mnozinami M7 X My X . .. x M, rozumime libovolnou podmnozinu
R kartézského soucinu My x My x ... x M,. Je-li My = My = ... = M, = M, pak
podmnozinu R kartézského souc¢inu R C M" nazveme n-arni relaci na mnoziné

M. Pro n = 1,2,3 hovofime specialné o undrni, bindrni a terndrni relaci na M.

Nejcastéjsim typem relace je binarni relace. Jestlize nebude feceno jinak, bu-
deme pod pojmem relace rozumét vzdy binarni relaci.

V této praci budeme pouzivat pro usporaddanou dvojici (a,b) € M? zéapis
(a,b) € R, resp. aRb, tzn. prvky a,b jsou v relaci R, resp. a je v relaci R s prvkem
b.

V praxi se setkavame s binarnimi relacemi s riznymi vlastnostmi. Pro nékteré

mame zavedeny specialni nazvy.
Definice 2.3. Necht R je binarni relace na mnoziné M. Relace R se nazyva
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a) reflexivni, jestlize Va € M : (a,a) € R,

b) symetrickd, jestlize Ya,b € M : (a,b) € R = (b,a) € R,

c) tranzitioni, jestlize Va,b,c € M : (a,b) € R, (b,c) € R = (a,c) € R,
d) antisymetrickd, jestlize Ya,b € M : (a,b) € R, (b,a) € R = a =b.

e) dplnd, jestlize Ya,b € M : (a,b) € RV (ba) € R

Definice 2.4. Necht R je binarni relace na mnoziné M, kterd je reflexivni, sy-

metrickd a tranzitivni. Pak fikdme, ze R je relace ekvivalence na mnoziné M.

Definice 2.5. Necht R C M; x M, je binarni relace mezi mnozinami M; a M.

Inverznd relaci k relaci R znac¢ime R~' C M, x M, a plati:
Ya € My,b € My; (ba) € R < (ab) €R (1)

Véta 2.1. Jestlize relace R ma libovolnou ze étyr vlastnosti ( reflexivita, symet-
riénost, tranzitivita, antisymetricnost), potom také inverzni relace R™' md tyté?

vlastnosti.

Dukaz: Viz [3]. =
Binarni relace jsou rtznych typi. Pro nase téma je podstatna relace uspora-

dani, pomoci niz budeme porovnavat nahodné veli¢iny v praktické casti prace.

Definice 2.6. Binarni relace < na mnoziné M, ktera je reflexivni a tranzitivni, se
nazyva kvaziusporadani na M. Mnozina M, na niz je definovano kvaziusporadani

<, se nazyva kvaziuspordidand a znaci se (M, <).

Definice 2.7. Kvaziusporddand mnozina (M, <) takovd, Ze relace < je antisy-
metricka, se nazyva usporadand. Relaci < potom nazyvame castecné usporaddni

na M.V pripadé, ze relace < je navic iplné, nazyvame ji linedrnim uspordaddanim.



Poznamka 2.1. Pro (a,b) € (M?, <), a < b ¢teme a je mensi nebo rovno b,
resp. a je obsaZeno v b. Jestlize a < b, a # b, budeme psdt a < b a cteme a je
mensi nez b. Pro (a,b) € (M?, >). Pak a > b ¢teme a je vétsi nebo rovno b, a > b

cteme a je vetsi nez b.

Véta 2.2. Necht < je relace (kvazi)uspordddni na M. Pak relace <! je také

relace (kvazi)usporaddni na M.
Dtikaz: Plyne z Véty 2.1. m

Definice 2.8. Necht (M, <) je uspofddana mnozina. Rikdme, 7e prvky (a,b) €
M? jsou srovnatelné, je-li @ < b nebo b < a. Neni-li ani @ < b ani b < a, pak
se nazyvaji nesrovnatelné, coz zna¢ime a || b. Jsou-li kazdé dva prvky mnoziny
M srovnatelné, pak fikame, ze (M, <) je Gplné usporddand mnozina nebo fe-
tézec (resp. linedrné usporadand) a relaci < pak nazyvame tGplnym (linedrnim)

usporadanim.

Véta 2.3. Necht (M, <) je kvaziusporddand mnoZina. Definujeme bindrni relaci
I na M takto: aRb praveé kdyZ a < b a soucasne b < a. Pak I je relace ekvivalenece

na M.

Dukaz: Viz [3]. =

2.2 Zakladni pojmy z matematické statistiky

vvvvvv

nas budou nadhodné velic¢iny a jejich vlastnosti. Déle se budeme zabyvat ¢iselnymi
charakteristikami ndhodnych veli¢in, které budou vyuzity pro tvorbu preferenc-

nich relaci.

2.2.1 Pravdépodobnost

Dfive nez se budeme zabyvat ndhodnymi veli¢inami, je nutné nadefinovat si
pojem pravdépodobnost a porozumét mu. Proto si vysvétlime dalsi pojmy, které

s teorii pravdépodobnosti souvisi.



Pojem pokus zname dobfe z fyziky, chemie nebo biologie. Jako ptiklad si uve-
deme horici svicku. Jesté nez pokus zahajime, mizeme Fict, jaky bude vysledek.
Jeji plamen zhasne, pokud ji prikryjeme sklenici. Tento pokus se nazyva deter-
ministicky, protoze kon¢i pravé jednim vysledkem.

Pro teorii pravdépodobnosti je podstatny ndhodny pokus, ktery je determinis-
ticky a je ovlivnén nadhodou. Typickymi pfiklady jsou hod kostkou, vybér karty
z balicku, tahani sirek...U ndhodného pokusu nemiizeme s jistotou fict, jaky
bude mit vysledek.

Oznacme 2 mnozinu vsSech moznych vysledki ndhodného pokusu. w € 2

znaci jeden konkrétni vysledek nahodného pokusu.

Definice 2.9. Kazda mnozina A C ) se nazyva jev, jednoprvkové podmnoziny

nazyvame elementarni jevy.

Definice 2.10. Necht Q # () je libovolnd mnozina. Neprazdny systém A pod-

mnozin mnoziny ) se nazyva jevove pole. Plati-li
a) Ac A= Acc A,

b) A,eA n=12,... = A, €A

Prvky A € A se nazyvaji ndhodné jevy.

Néhodnym jevim mtzeme pritfadit pravdépodobnost.

Definice 2.11. Necht je ddana neprazdnd mnozina §2 a na ni jevové pole A na-
hodnych jevil. Pravdépodobnosti nazveme kazdou funkci P : A — R!, tj. redlnou

funkci definovanou na A, kterd vyhovuje nasledujicim axiomtim:
a) P(Q)=1,

b) P(A)>0,VA€ A,



c) Pro libovolnou posloupnost A, € A, n = 1,2,... neslucitelnych ndhodnych

jevu plati

P(JA) =) P(A). (2)

Definice 2.12. Usporadanou trojici (€2,.4,P) nazyvame pravdépodobnostni pro-

stor.

2.2.2 Nahodna veli¢ina

Néhodné veli¢ina je redlna funkce definovand na mnoziné vsech moznych vy-
sledkt ndhodného pokusu. Vétsinou je mozné kazdy z téchto vysledka vyjadrit

Cislem.

Definice 2.13. Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2,4, P). Realnou funkci
X : Q — R! nazveme ndhodnou velicinou, jestlize pro kazdé x € R! plati
{lweQ: X(w)<z}eA

Dané mnoziné mtzeme prifadit pravdépodobnost a pro kazdé realné cislo x ur-
¢ime P{w € Q: X(w) < z}). Mnozinu M C R* v8ech hodnot ndhodné veli¢iny

X nazyvame obor hodnot ndhodné veliciny X .

Definice 2.14. Necht Q # ), Q € R™ je pevné zvolend mnozina a necht D je
tfida vSech mnozin typu

D = {(a1,b1) X (ag;,b2) X ... X (an,by)}, —00<a; <b;<o0,j=1,...,n.
Nejmensi o-okruh S(D) nad t¥idou D se nazyva systém borelovskijch mnoZin v

R"™ a oznacuje se B,,. Mnoziny B € B,, nazyvame borelovské mnoZiny v R"

Definice 2.15. Necht B je systém borelovskych mnozin v R!. Rikdme, Ze funkce

f:RY —= R je borelovskd (borelovky meéritelnd), jestlize
fY(B)={xcR': f(x) € By € B, VBecB. (3)
Véta 2.4. Kazdd spojitd funkce je borelovsky méritelnd.

Dukaz: Viz[7]. =



Véta 2.5. Je-li p(z) : R! — R borelovsky méritelnd funkce a je-li X ndhodnd

velic¢ina, potom také Y = p(X) je ndhodnd veli¢ina.

Dukaz: Viz [5]. =
V teorii pravdépodobosti je dilezité stanovit rozdélent pravdépodobnosti na-
hodné veliciny. Potom miizeme konstatovat, jaka je pravdépodobnost, ze vysledek

pokusu patii do urcitého intervalu.

Definice 2.16. Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny X je mnozinova

funkce Px(B) : By — R! dana vztahem
P«(B)= P(X € B), BeB. (@)

Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny je mozné urcit pomoci distri-
bucni funkce, kterd nam podava dplnou informaci o nadhodné veli¢iné a jejim

pravdépodobnostnim chovani.

Definice 2.17. Necht X je ndhodné veli¢ina definovana na pravdépodobnostnim

prostoru (Q,4,P). Redlna funkce Fx definovana na R! piedpisem
Fx(z)=P(X <z), xcRY (5)
se nazyva distribucni funkce ndahodné veliciny X.
V praxi existuji dva typy distribuc¢nich funkei, diskrétni a spojité.

Definice 2.18. Predpokladejme, zZe existuje konec¢na nebo nekonecna prosta po-

sloupnoust redlnych ¢isel {z,} takova, ze
D PX =w)=1 (6)

Oznacme p, = P(X = x,). Posloupnost {z, } hodnot , kterych nabyvd ndhodna
veli¢ina X a posloupnost {p,} pravdépodobnosti, s nimiz ndhodné veli¢ina svych
hodnot nabyva, urcuji tzv. diskrétni rozdeleni pravdépodobnosti nahodné veliciny

X. Nahodna velicina, ktera ma diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti, se nazyva
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diskrétni, resp. diskrétniho typu. Distribucni funkce diskrétni ndhodné velic¢iny je

déna vztahem

Fx(x) = Z Dns Vz € R (7)

Tato funkce se nazyva diskrétni distribucni funkce.

Definice 2.19. Rekneme, Ze ndhodnd veli¢ina X md spojité rozdéleni pravdépo-
dobnosti (md rozdéleni spojitého typu, je spojitd), existuje-li nezaporna, borelov-

sky méfitelnd funkce fx(z) : Rl — R! takova, 7e
Fx(z) = / fx(t)dt, Vo eR. (8)

Funkce fx(x) se nazyva hustota rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X .

Véta 2.6. KazZda nezdpornd, borelovsky méritelnd funkce g takovd, Ze

/ " gyt =1, (9)

je hustotou rozdéleni pravdepodobnosti néjaké nahodné veliciny, tzn. existuje prav-
dépodobnostni prostor (Q,A,P) a na ném ndhodnd velicina X spojitého typu ta-

kovd, Ze g(x) je jeji hustotou.

Dukaz: Viz [1]. =

2.2.3 Ciselné charakteristiky ndhodné veli¢iny

V tadé pripadt nepotiebujeme znat distribuc¢ni funkci ndhodné veli¢iny a po-
staCi nam pouze ciselné charakteristiky nahodné veliciny. Ty shrnuji informace o

nahodné veli¢iné do jednoho ¢isla.

Definice 2.20. Nechf X je diskrétni ndhodna veli¢ina s rozdélenim {x,},{p.}.
Je-1i
D Janlpn = e P(X = 2,) < 00, (10)

n n
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nazveme soucet rady
anpn = anP(X = x,) < 00, (11)

stredni hodnotou E(X) ndhodné velic¢iny X. Pokud neni uvedena podminka spl-
néna, fekneme, ze ndhodnéa velicina X nema stfedni hodnotu.

Necht p(x) : R! — R! je borelovsky méfitelnd funkce. Je-li
Y lel@n)lpn = lo(wn) | P(X = ,) < o0, (12)
nazveme soucet rady

Z@(mn)pn = Z@(in)P(X = x,) < 00, (13)

stredni hodnotou E(p(X)) ndhodné veliciny (X ). Pokud neni uvedend podminka

splnéna, fekneme, Ze ndhodné veli¢ina ¢(X) nemd stiedni hodnotu.

Definice stiedni hodnoty spojité nahodné veli¢iny je zaloZena na stejném prin-

cipu, ale namisto s¢itani integrujeme.

Definice 2.21. Necht X je spojitd ndhodné veli¢ina s hustotou fy(x). Je-li

/00 || fx (z)dx < oo, (14)

nazveme integral

/_OO zfx(x)d, (15)

o0

stredni hodnotou E(X) ndhodné veliciny X. Pokud neni uvedend podminka spl-
néna, fekneme, ze ndhodna veli¢ina X nemé stfedni hodnotu ( jeji stfedni hodnota
neexistuje).

Necht p(x) : R — R! je borelovsky méfitelnd funkce. Je-li

/ " (@) fx (2)dr < oo, (16)

[e.9]
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nazveme integral

| ettt < o

o0

(17)

stredni hodnotou E(p(X)) ndhodné veliciny ¢(X). Neni-li uvedend podminka

splnéna, fekneme, Ze ndhodné veli¢ina ¢(X) nema stiedni hodnotu.

Oznaceni: Symbolem L;(f2,.A,P) znac¢ime mnozinu vSech ndhodnych veli¢in

definovanych na pravdépodobnostnim prostoru, které maji stfedni hodnotu.

Véta 2.7. Necht jsou ndhodné veliciny X,Y definovdny na pravdépodobnostnim

prostoru (Q,A,P) a necht a,b jsou libovolnd redlnd cisla. Plati

1.
X € Li(QAP) = E(X) = aB(X),
2.
P(X>0)=1= E(X) >0,
3.
XelYel = EX+Y)=EX)+E®Y),

/.

XeL,YeL, PX<Y)=1= EX)<E®Y),
5.

P(X=a)=1= E(X) =a.

Diikaz: Plyne z vlastnosti ¢iselnych fad a integrali. m

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

Definice 2.22. Necht X je ndhodné veli¢ina definovand na (Q,4,P),r =1,2,...

E(XT") se nazyva r-ty (pocatecni, obecny) moment,

E(]X]") se nazyva r-ty (pocdtecni, obecny) moment.

Je-li X € L1(Q,A,P), pak
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E(X — E(X))" se nazyva r-ty centralni moment,

E(|X — E(X)|)" se nazyva r-ty centrdlni absolutni moment.

Definice 2.23. Druhy centralni moment nahodné veli¢iny X se nazyva rozptyl

(variance, disperse) ndhodné veli¢iny X. Obvykle se oznacuje
var(X) = E[X — E(X)]% (23)
Druhd odmocnina z rozptylu \/var(X) se nazyva smérodatnd ( standardni, strednt,

kvadratickd) odchylka ndhodné veliciny X .

Definice 2.24. Necht a € (0,1). a-kvantil ndhodné veli¢iny X je takové realné

¢islo x, pro které plati
P(X <z, >« A P(X>z,)>1—a. (24)

Poznamka 2.2. Je-li distribucni funkce Fx ndhodné veliciny X spojitd a ros-
touct vsude, kde 0 < Fx(x) < 1, coZ také splrugi vSechny ndhodné velic¢iny se

spojitym rozdélenim, je a-kvantil x, jednoznacné urcen jako
Fx(za) = a (25)
a soucasneé plati vztahy
P X<z,)=a AN PX>z,)=1—-0. (26)

Poznamka 2.3. Pro nékteré kvantily mame zavedeny specialni ndzvy. 0,50-kvantil
se nazyvd medidn a znaci se £ nebo Med. 0,25-kvantil nazyvame dolni kvartil

a 0,75-kvantil nazyvame horni kvartil.

Definice 2.25. Je-li X diskrétni nadhodna veli¢ina, jeji nejpravdépodobneéjsi hod-

notu nazyvame modus a znac¢ime & nebo Mod, tzn.
P(X =12)> P(X =1). (27)

Je-li X spojita nahodna veli¢ina, bod, ve kterém ma hustota fx maximum, na-

zyvame modus a znac¢ime & nebo Mod, tzn.
fx(.ff) > fX(l'), Vo € R (28)
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Definice 2.26. Rikame, ze diskrétni ndhodné veli¢ina X méa symetrické rozdéleni

podle bodu p, jestlize plati
P(X =2,)=P(X =2u—u1,) (29)

pro vSechny jeji hodnoty x,.
Rikéme, ze spojitd ndhodné veli¢ina X mé symetrické rozdéleni podle bodu

jestlize pro jeji hustotu plati
flu—2)=f(u+z), YoeRl (30)
Pro ndhodnou veli¢cinu X, kterd méa rozdéleni symetrické podle bodu u, plati
EX)=u E[(X —w)* =0, Vk=135,... (31)
tj. vSechny jeji liché centralni momenty jsou nulové.

2.2.4 Prehled pouzZitych rozdéleni pravdépodobnosti

V dalsi kapitole budeme pouzivat diskrétni i spojité rozdéleni pravdépodob-
nosti. Na spojitém trojuhelnikovém rozdéleni pravdépodobnosti budeme apliko-
vat jednotlivé metody. Diskrétni binomické rozdéleni pouzijeme na souhrnném

prikladé.

Trojuhelnikové rozdéleni
Néhodné veli¢ina X ma trojuhelnikové rozdéleni s parametry a, b, ¢, pro které

plati a < ¢ < b, jestlize hustota trojihlenikového rozdéleni je ve tvaru

%, proa <z <c,
fe@ = 2B proc<r <, @
0, jinde.

Oznacujeme X ~ Tri(a,c,b). Distribuéni funkce je ve tvaru
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0, pro —oo < x < a,

Y
%, proa <z <c,
Fx(l’) = 32
— m, pro c <r< 5
1, pro b <z < oo.
fx) 4
05 F
04
03 r
02
g1 +
I I 1 I | »
2 4 6 8
Obr. 1: Hustota X ~ Tri(0,6,8)
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Obr. 2: Distribu¢ni funkce X ~ Tri(0,6,8)
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Pro stfedni hodnotu a rozptyl plati vztahy

B(X) =« (34)

’UaT(X) — a2+b2+c21—8ab—ac—bc. (35)

Modus trojuhelnikového rozdeéleni je roven parametru c.
Trojahelnikové rozdéleni se casto aplikuje v managementu, jeho parametry
nam totiz urcuji hodnoty pfi pesimistickém scénafi, nejpravdépodobnéjsim scé-

nari a pii optimistickém scénari.
Binomické rozdéleni

Néhodna veli¢ina X méa binomické rozdéleni s parametry n,p, kdep € (0,1),n €

N, jestlize nabyva hodnot £ = 0,1,... ,n s pravdépodobnostmi

m=PX=k) = <Z)pk(1 —p)" % k=01,...n (36)

Oznacujeme X ~ Bi(n,p). Distribué¢ni funkce je ve tvaru

0, pro z < 0,
F() = ey (Dol = )", pro0 <z <, (37)
1, pro x > n.
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Obr. 3: Pravdépodobnostni funkce X ~ Bi(5;0,25)
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Obr. 4: Distribu¢ni funkce X ~ Bi(5;0,25)
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Z definice stfedni hodnoty a rozptylu ziskavame vztahy

E(X) = np, (38)
var(X) = np(1 — p). (39)

Pro vypocet modu plati vztah
p(n+1)—1<2 <p(n+1). (40)

Binomické rozdeéleni pouzijeme tehdy, kdyz jsme provedli pevny pocet neza-
vislych pokust (n). V kazdém pokusu pfitom mohl nastat jev (ispéch) se stejnou

pravdépodobnosti p € (0,1) nebo neuspéch s pravdépodobnosti 1 — p.
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3 Metody preferenc¢nich usporadani nahodnych
veli¢in

V této kapitole se budeme zabyvat metodami, podle kterych je mozné uspora-
dat ndhodné veliciny. Tyto metody jsou rozdéleny do tii tiid. Jednotlivé metody
potom aplikujeme na nézornych ptikladech.

V tvodu jsme naznadili, ze ndhodné veli¢iny mohou znamenat zisk z projekti, ze
kterych manazer vybira ten nejlepsi pro firmu. Proto i my si tak mtizeme piedsta-
vit nahodné velic¢iny. Z tohoto diivodu budeme predpokladat, ze nahodné veli¢iny
maji takovou interpretaci, ze budeme preferovat vyssi hodnoty pfed nizsimi, tj.
kladné hodnoty pro nas znamenaji zisk, zaporné hodnoty ztratu.

V praxi je ale vyssi zisk tizce spojen s rizikem projektu, ktery predstavuje rozptyl.
Proto rozhodovatel musi urcit, jaky postoj k riziku zaujme a jak velké riziko je

pro n€j prijatelné ¢i neptijatelné. Existuji tii typy rozhodovatelt:

e Rozhodovatel s averzi k riziku upfednostiiuje malo rizikové projekty,
které s vysokou pravdépodobnosti dosahnou pro néj prijatelného vysledku,
pred znacné rizikovymi projekty, tzn. projekty s velkym rozptylem, tiebaze

muzou dosdhnout vétsiho zisku.

e Rozhodovatel se sklonem k riziku naopak vyhledava znacné rizikové
projekty, které maji nadéji vykazovat zvlasté dobré vysledky, ale také jsou

spjaty s vyssi pravdépodobnosti ztraty.

¢ Rozhodovatel s neutralnim postojem k riziku mé averzi a sklon k ri-

ziku v rovnovéze.

Poznamka 3.1. Rozhodovatel s averzi k riziku potrebuje do uvah zahrnout i roz-
ptyl. Abychom mohli pocitat s rozptylem, vyZadujeme alespori pribliznou symetrii
rozdeleni nahodnych velicin. Ta ale nent prilis castd, proto tyto metody zpravidla
neumozni vybrat jedinou vhodnou ndhodnou velicinu, ale zato pomuZou elimi-

novat dominované nahodné veliciny. Prikladem jsou metody stredni hodnoty a

rozptylu nebo stredni hodnoty a variacniho koeficientu k = aT(X), vice viz [1].

E(X)
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3.1 Usporadani podle Ciselnych charakteristik polohy

Prvni t¥ida metod, pomoci které mizeme nahodné veli¢iny usporadat, je uspo-
fadani podle ¢iselnych charakteristik polohy. Ciselnou charakteristiku si miizeme

prestavit jako funkci p : X — R, kde X je mnozina ndhodnych veli¢in.

Definice 3.1. Mé&jmé ndhodné veli¢iny X a Y. Rekneme, ze ndhodnd velicina X
je mensi nebo rovna nahodné veliciné Y podle ciselné charakteristiky polohy p,
jestlize plati

p(X) < p(Y). (41)
Znacime X <, Y.
Rekneme, Ze ndhodnd velicina X je mensi neZ nahodnd veli¢ina Y podle ciselné

charakteristiky polohy p, jestlize plati

p(X) < p(Y). (42)

Znacime X <, Y.
Rekneme, ze nahodnd velicina X je rovna ndhodné velicine Y podle ciselné cha-

rakteristiky polohy p, jestlize plati
p(X) = p(Y). (43)
Znacime X =, Y.
Ciselné charakeristiky polohy, které budeme v dalsim textu uvazovat, jsou
stiedni hodnota, a-kvantil, medidn a modus. Misto X <, YV, X <, YV, X =,V
potom budeme specialné znacit:

X<pY, X<pVY, X=pY, prop...stredni hodnota,

X <0, X<uY, X=,Y,prop...«a-kvantil',

IExistuje a-kvantil s ndzvem Value at Risk, zkracené VaR. Je to ukazatel, ktery odhaduje
riziko maximalni pravdépodobné ztraty v diasledku nepfiznivych pohybt trznich sazeb a to
v horizontu nékolika dni. Obvykle se poklddd o = 0,05 nebo « = 0,01, vice viz [8].
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X<hedY, X <meaY, X =pnea Y, pro p...medién,

X <nod Y, X <pmoa Yy X =poa Y, pro p...modus.

Poznamka 3.2. Usporaddni nahodnijch velicin podle ¢isenyjch charakteristik po-

lohy vytvori vZdy kvaziusporddadny.

Priklad 3.1. Uvazujme ndhodné veli¢iny X a Y s trojuhelnikovym rozdélenim
a parametry a, ¢, b takové, ze X ~ Tri(8,10,12) a Y ~ T7ri(2,10,18). Funkce
hustoty jsou zobrazeny na Obr. 5. Obé nadhodné veli¢iny maji stejnou stfedni

hodnotu, median i modus a pfesto jsou rtizné, proto se jedna o kvaziusporadani.

s

hustota e
pravdeépodobnosti

B i

0é

04 +

0z
4 8 12 16 zisk

Obr. 5: X ~ Tri(8,10,12) a Y ~ Tri(2,10,18)

Volba ¢iselné charakteristiky je pro nas zasadni a mize vést k riznym vysled-
kiim. V prikladé pouzijeme ndhodné veli¢iny se spojitym rozdélenim, které jsme si

zavedli v tivodu kapitoly a uspotfadame je podle rtiznych ¢iselnych charakteristik.

Piiklad 3.2. Mé&jme ndhodné veliciny X a Y, takové, ze X ~ Tri(0;2;6,67)a
Y ~ Tri(1;2;6). Jejich hustoty jsou ve tvaru:
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ﬁ, pro 0 <z <2,
fx(@) = ¢ B35 pro 2 <z < 6,67, (44)
0, jinde,

20 pro 1 <a <2,
fy(z) = 61*—0x, pro2 < x <6, (45)
0, jinde.

Hustoty ndhodnych veli¢in X a Y jsou graficky znazornény na Obr. 6.

F
hustota

pravdépodobnosti i
B

04 -

nz r
i | | | | >
2 4 J zisk

Obr. 6: X ~ Tri(0;2;6,67) a Y ~ Tri(1;2;6)

Néahodné veliciny usporadame podle jednotlivych ¢iselnych charakteristik po-
lohy. V tomto piikladé neni vhodné do tivah zahrnout rozptyl, protoze neni spl-

néna podminka symetrie rozdéleni nahodnych velicin.

1. Usporadani podle stiedni hodnoty
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Stiedni hodnota F(X) ndm fik4, kde mizeme o¢ekavat hodnoty ndhodné veli-
¢iny neboli kde jsou hodnoty koncentrovany. V tomto prikladé je stfedni hodnota
nahodné veli¢iny X mensi nez stfedni hodnota ndhodné veli¢iny Y a jejich hod-
noty jsow: E(X) = 2,89 a E(Y) = 3,00, tedy X <g Y. Rozhodovatel bude na
zékladé stiedni hodnoty preferovat ndhodnou veli¢inu Y. Tato metoda je vhodna

pro rozhodovatele s neutralnim postojem k riziku.

2. Usporadani podle modu

Modus je bod, ve kterém funkce hustoty nahodné veli¢iny nabyva svého ma-
xima. V trojuhelnikovém rozdéleni se rovna parametru c. V nasem piipadé se
mody nadhodnych veli¢in X a Y rovnaji, Mod(X) = Mod(Y) =2, tj. X =0a Y-
Podle modu jsou ndhodné veli¢iny hodnoceny stejné. Metoda je vhodné pro roz-

hodovatele s neutralnim postojem k riziku.

3. Usporadani podle a-kvantilu

V dalsi metodé porovnavame nahodné veliciny podle a-kvantilu, ktery zna-
¢ime x,. V nasem pripadé pouzijeme dolni a horni kvartil, tj. « = 0,25 a o = 0,75.
Hodnoty dolnich kvartilti ndhodnych veli¢in X a Y jsou zg 25 = 1,67 a o 25 = 2,13.
Hodnoty hornich kvartili jsou xo75 = 3,88 a yo75 = 3,76, tedy X <4025 ¥ a
X >4075 Y. Z tohoto piikladu dobfe vidime, Ze volba ¢isla o je zdsadni a miize
vést k riznym vysledkim. Z hlediska postoje k riziku je malé o vhodné pro roz-

hodovatele s averzi k riziku a velké o pro rozhodovatele se sklonem k riziku.

4. Usporadani podle medianu

Funkce p v této metodé€ predstavuje median. Median je specidlnim typem a-
kvantilu a v pripadé diskrétniho rozdéleni déli statisticky soubor na dvé stejné
casti. V pripadé spojitého rozdéleni rozdéluje plochu pod kiivkou hustoty na dveé
stejné casti. Pravdépodobnost, Ze realizace bude mit mensi hodnotu nez median
je stejna jako pravdépodobnost, Ze realizace bude mit vyssi hodnotu nez median.

V naSem pripad€ je hodnota medidnu ndhodné veliciny X vyssi nez hodnota
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medidnu nahodné veli¢iny Y, Med(X) = 2,72 a Med(Y) = 2,68, tj. X >eq Y.
Podle medianu budeme preferovat nahodnou veli¢inu X. Metoda je vhodna pro
rozhodovatele s neutralnim postojem k riziku. Vypoctené ¢iselné charakteristiky

jsou vyznaceny na Obr. 7.

hustota
pravdépodobnost

X
Y

————— gtiednd hodnota

————— — median

1
2 4 & zigk

Obr. 7: Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢inX a Y

3.2 Usporadani podle aspirac¢ni irovné

Dalsim typem metody je usporadani ndhodnych veli¢in podle aspiracni tirovné.
Zaklad této metody spociva ve volbé redlného ¢isla a (aspiracéni trovné), které
pro nas predstavuje minimalni hodnotu, které ma nahodna veli¢ina dosahnout.
Nahodné veli¢iny se pak uspotradaji podle velikosti pravdépodobnosti prekroceni
aspiracni urovné. Metoda uspofadani podle aspiracni irovné se Casto pouziva v
manazerském rozhodovani, kdy je nasim cilem realizovat urcity minimalni zisk
nebo naopak nedosahnout urcité ztraty, pritom nas zajima pravdépodobnost, s

jakou bude tento cil splnén.
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Definice 3.2. Mé&jmé nahodné veli¢iny X a Y. Rekneme, Ze ndhodnd velic¢ina X

je mensi nebo rovna nahodné velicin€ Y podle aspiracni irovné a, jestlize plati

P(X >a) < P(Y >a). (46)
Znacime X <, Y. Rekneme, ze ndhodnd veli¢ina X je mensi nez ndhodnd velicina
Y podle aspiracni urovné a, jestlize plati

P(X >a) < P(Y >a). (47)
Znacime X <, Y. Rekneme, ze ndhodnd veli¢ina X je rovna ndhodné veliciné Y
podle aspiracni urovné a, jestlize plati

P(X >a) = P(Y >a). (48)
Znac¢ime X =, Y.
Poznamka 3.3. Usporddani ndahodnijch veli¢in podle aspiracni drovné vytvori
vZdy kvaziuspordaddni.

Priklad 3.3. Mé&jme dvé ndhodné veliciny X a Y s trojihelnikovym rozdélenim
s parametry a, ¢, b takové, ze X ~ Tri(8;10;12) a Y ~ Tri(2;10;18). . Na Obr.
8 jsou zobrazeny jejich hustoty a zvolena aspirac¢ni troven a = 10. Vysledné prav-
dépodobnosti prekroceni aspira¢ni Grovné jsou stejné a rovny 0,5, ale ndhodné

veli¢iny jsou rizné. Proto se jedna o kvaziusporadani.

rs
hustota %

pravdépodobnosti

04r

0.2r

4 8 12 16 zigk

Obr. 8: Aspirac¢ni troven a = 10
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Na nésledujicim prikladé si ukazeme, jak se preferencni usporadani mize meé-

nit v zavislosti na zvolené aspirac¢ni trovni.

Piiklad 3.4. Mé&me ndhodné veli¢iny X a Y z ptikladu 3.2, tj. X ~ Tri(0;2;6,67),
Y ~ Tri(1;2;6). Uvazujme dvé aspira¢ni trovné a; = 1, ag = 4,72. Nahodné ve-
liciny usporadame podle pravdépodobnosti prekroceni téchto aspirac¢nich trovni.
Podobné jako u a-kvantilu rozhodovatel s averzi k riziku voli malé a a rozhodo-

vatel se sklonem k riziku voli velké a.

1. Aspiracni aroven a; = 1

Aspira¢ni troven a; jsme zvolili rovnu jedné. V tomto piipadé je vysledna
pravdépodobnost jejiho prekroceni u nahodné veli¢iny Y vyssi nez u nadhodné
veli¢iny X, jejich hodnoty jsou P(X > 1) = 0,925 a P(Y > 1) = 1, tedy
X <4=1 Y. Pokud jsme hodnotu aspirac¢ni trovné zvolili jedna, budeme pre-

ferovat nahodnou veli¢inu Y. Graficky je tato moznost vykreslena na Obr. 9.

ry
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Obr. 9: Aspira¢ni uroven a; = 1

2. Aspiracni aroven a; = 4,72

Aspirac¢ni troven jsme nyni zvolili tak, aby vedla k opa¢nému preferenénimu
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uspofadani a vysledna pravdépodobnost je tedy vyssi u nahodné veliciny X.
Hodnoty pravdépodobnosti jsou néasledujici: P(X > 4,72) = 0,121 a P(Y >
4,72) = 0,082. Preferencni relace je ve tvaru X >,,_472 Y. Preferovat tedy

budeme nahodou veli¢inu X, viz Obr. 10.
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Obr. 10: Aspiracni uroven as = 4,72

3.3 Usporadani podle stochastické dominance

Metoda usporadani podle stochastické dominance je zalozena na znalosti ce-
lého rozdéleni pravdépodobnosti ndahodné veli¢iny, nestac¢i ndm znat pouze né-
které c¢iselné charakteristiky. Stochastickd dominance miize byt prvniho, druhého
a vyssiho fadu, viz [0]. V této praci se budeme zabyvat pouze stochastickou domi-
nanci prvniho a druhého fadu a také druhym pravidlem stochastické dominance.
Metody stochastické dominance predpokladaji, ze rozhodovatel ma averzi k ri-

ziku. Kapitola je zpracovana podle literatury [!, 6].

3.3.1 Usporadani podle stochastické dominance prvniho fadu

Stochastickd dominance prvniho fadu, kterda se nékdy nazyva prvni pravi-
dlo stochastické dominance, viz [1], je nejjednodussi typ stochastické dominance.
Podminkou této metody je, Ze se distribu¢ni funkce ndhodnych veli¢in nesmi pro-

tinat. V pripadé, kdy se distribu¢ni funkce protinaji, pouzivame druhé pravidlo
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stochastické dominance nebo stochastickou dominanci druhého fadu.

Definice 3.3. Méjmé ndhodné veli¢iny X a Y. Rekneme, ze ndhodnd velicina X
je mensi nebo rovna ndahodné velicine Y podle stochastické dominance prvniho

radu, jestlize pro kazdé x € R plati:
Fy(z) < Fx(x), (49)

kde Fx(x) a Fy(x) jsou distribu¢ni funkce ndhodnych veli¢in X a Y.

Znacime X <gp; Y.
Poznamka 3.4. Splnéni podminky (49) pro kazZdé x € R plati:
1 - Fy(z) = P(Y >2) > P(X > 1) =1 — Fy(x). (50)

To znamend pravdépodobnost, Ze nahodnd velicina Y je vétsi neZ x € R, je vidy

vétsi nebo rovna pravdépodobnosti, Ze nahodnd velicina X je vétsi neZ x.

Priklad 3.5. Méjme dvé ndhodné veliciny X a Y s trojihelnikovym rozdélenim
s parametry a,c,b, takové, ze X ~ Tri(0,2,10) a Y ~ Tri(0,6,10). Jejich hustoty

a distribu¢ni funkce jsou ve tvaru:

15, pro0 <z <2,
fx(z) = 1%3’, pro 2 < x < 10,
0, jinde,
0, pro —oo < x < 0,
2
£ pro 0 <z < 2,
FX (l’) = 20 (10—z)2 (52)
1= =5, pro 2 <z <10,
1, pro 10 < z < oo,
5‘3—0, pro 0 <z <6,
fy(z) = ¢ 5%, pro 6 < z < 10, (53)
0, jinde,
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0, pro —oo < x < 0,
2

. ro 0 <z <6,
(10—=x)

1 — =, pro 6 <z <10,

1, pro 10 < z < o0.
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Obr. 12: Distribué¢ni funkce X ~ Tri(0,2,10) a Y ~ Tri(0,6, 10)

Metoda stochastické dominance je zalozena na znalosti celého rozdéleni na-
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hodnych veli¢in. Musime tedy porovnat jejich celé distribu¢ni funkce. Ty jsou
zakresleny na Obr.12. Nahodné veli¢ina Y dominuje nahodné veli¢iné X, jestlize
hodnota distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny Y pro libovolnou realizaci je mensi,
resp. rovna odpovidajici hodnoté distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X. Jinak
feceno, graf distribuc¢ni funkce preferované ndhodné veli¢iny lezi napravo od grafu
distribu¢ni funkce dominované ndhodné veli¢iny. Z grafu vidime, zZe ndhodné veli-
¢ina Y dominuje ndhodné veli¢iné X podle stochastické dominance prvniho radu.

Preferencni relace je ve tvaru Y >gp; X.

Poznamka 3.5. Uspordddni podle stochastické dominance vytvori ¢dstecné uspo-

radant.

Piiklad 3.6. Uvazujme dvé ndhodné veli¢iny X a Y takové, ze X ~ Tri(2,4,6)
aY ~ Tri(0,6,8). Jejich hustoty a distribu¢ni funkce jsou ve tvaru:

=2 pro2 <z <4,

4
fx(z)=q &=, prod <z <6, (55)
0, jinde,
0, pro —oo < x < 0,
(z—2)?
] pro 2 S x S 47
FX<x) = s (6—:5)2 (56)
1 — =5, prod <z <6,
1, pro 6 < x < o0,
o pro 0 < x <6,
fr(z)=¢1—5% pro6 <z <8, (57)
0, jinde,
0, pro —oo < x < 0,
2
z, pro 0 < x <6,
Fy(z) =< % 0 (58)
1 — =5, pro6 <x <38,
1, pro 8 < x < o0.
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Obr. 14: Distribuéni funkce X ~ Tri(2,4,6) a Y ~ Tri(0,6,8)

Vidime, zZe se grafy distribu¢nich funkci ndhodnych veli¢in X a Y protinaji,
neni tedy splnéna nutnd podminka pro metodu stochastické dominance prvniho

rfadu. Nahodné veli¢iny jsou podle této metody neporovnatelné, plati totiz
XLsp1Y AN X P sm Y. (59)
Metoda stochastické dominance prvniho fadu proto tvoii ¢aste¢né usporadani.

Podivejme se nyni na to, jaky je vztah mezi usporadanim podle stochastické
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dominance prvniho fadu a usporadanim podle jednotlivych ¢iselnych charakte-
ristik polohy.

Podle literatury [6] plati, Ze pokud ndhodna veli¢ina Y dominuje ndhodné veli-
¢iné X podle stochastické dominance prvniho fadu, dominuje také podle stredni

hodnoty, tj. X <sp1 Y = X <g Y. Tento vztah vsak neplati naopak.

Véta 3.1. Pro nahodné veliciny X a 'Y plati
X<smY & X <,Y, Vae (0;1). (60)

Dtikaz: Oznacme si z, jako a-kvantil ndhodné veli¢iny X, y, jako a-kvantil
ndhodné velic¢iny Y. Predpokladejme X <gp; Y. Ze vztahu (49) plyne pro kazdé
a € (0;1) Fy(zy) < Fx(za) = «, dale plati Fy(y,) = a a protoze Fy je neklesa-
jici, tak nutné x, < y,, coz znamena X <., Y. Obraceny diikaz plati analogicky.

|
Poznamka 3.6. Analogickd véta jako Veéta 3.1 plati také pro median.

Na nasledujicim prikladé si ukazeme, Ze neexistuje podobny vztah mezi uspo-

rfadanim podle modu a metodou stochastické dominance prvniho radu.

Priklad 3.7. Uvazujme dvé ndhodné veli¢iny X a Y s trojuhlenikovym rozdéle-
nim a parametry a, b, c, takové, ze X ~ Tri(0,8,10) a Y ~ Tri(6;7;12,67). Jejich

hustoty a distribu¢ni funkce jsou

%, pro 0 < x <8,
fx(z) =< 152, pro 8 < x < 10, (61)
0, jinde,
0, pro —oo < x < 0,
2
. pro 0 <z <8,
FX(:C) = %0 (10—z)2 (62)
1—T,pr08<$§10,
1, pro 10 < z < o0,
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@ pro6<a<7,

3,33 7
fy(z) = ¢ B8 pro 7 < 2 < 12,67, (63)
0, jinde,
0, pro —oo < x < 6,
(%*667)2, pro6 <z <7,
FY<:U) = 1 7 (12,67—:{3)2 (64)
— 37—,82’ pro T<x S 12,67,
1, pro 12,67 < x < oo.
hustota I 30
pravdépodobnosti
i
0.3
02 -
0l F
| | 1 -
4 ] 12 zisk

Obr. 15: Hustoty X ~ T7ri(0,8,10) a Y ~ Tri(6;7;12,67)
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Obr. 16: Distribué¢ni funkce X ~ T7i(0,8,10) a Y ~ T'ri(6;7;12,67)

Z grafu vidime, ze distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny Y lezi vpravo od distri-
buéni funkce ndhodné veli¢iny X, tedy X <gp; Y. Pokud bychom pouzili metodu
porovnavani nahodnych veli¢in podle modu, dominovala by ndhodna veli¢ina X,

tedy Y <,n0a X.
Véta 3.2. Pro nahodné veliciny X a 'Y plati

X<smY e X< Y, VaeR (65)
Parametr a znaci aspiracni uroven.

Dukaz: Plyne pfimo ze vztahu (50). m

Je tieba si uvédomit, ze porad mluvime o pravdépodobnosti. Mize se stat, ze
nahodna veli¢ina X dominuje ndhodné veli¢iné Y podle a-kvantilu nebo aspirac¢ni
urovné a tudiz dominuje i podle stochastické dominance prvniho radu, ale po

realizaci se tak nestane a vyssi hodnoty nabyde ndhodné velic¢ina Y.

3.3.2 Usporadani podle stochastické dominance druhého fadu

Ne vSechny nahodné velic¢iny jsou podle stochastické dominance prvniho fadu

porovnatelné, proto se jedna o ¢astecné usporadani. Z toho divodu byla zavedena
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stochastickd dominance druhého fadu, viz napf. [6]. Metoda usporadani ndhod-
nych veli¢in podle stochastické dominance druhého fadu sice také vytvori pouze

castecné usporadani, ale podle této metody lze porovnat vice ndhodnych velic¢in.

Definice 3.4. Rekneme, Ze ndhodnd velicina X je mensi nebo rovna ndhodné
velicine Y podle stochastické dominance druhého rddu, jestlize pro kazdé t € R
plati
t t
/ Fy(x)dx < / Fx(z)dzx. (66)

Znacime X <gps Y.

Miizeme Fict, ze stochastickd dominance prvniho fadu implikuje stochastickou
dominanci druhého fadu. Opacné tvrzeni neplati, protoze nékteré nahodné veli-
Ciny, které lze porovnat podle stochastické dominance druhého tadu, jsou podle
stochastické dominance prvniho fadu neporovnatelné. Ukazeme si to na nasledu-

jicim ptikladé.

Priklad 3.8. Uvazujme ndhodné veli¢iny X a Y s trojuhelnikovym rozdélenim
a s parametry a, b, ¢, takové, ze X ~ Tri(5;6;7) a Y ~ Tri(0;6;8). Vytvo-
fime preferen¢ni uspoiradani podle stochastické dominance druhého Fadu. Jejich

hustoty jsou ve tvaru

x—9,prod <z <06,

fx(x)=¢ 7T—x,prob6<z<T, (67)
0, jinde,
5> pro0 <z <6,

fr(z) =< %% pro6 <z <8, (68)
0, jinde,

Distribu¢ni funkce rovnou upravime podle definice stochastické dominance

druhého radu, tj.
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0 pro —oo <t < 5,

' f; —(m;5)2dx7 pro 5 <t <6,
/ FX(CU)dCC — 6 (22—5)2 ¢ (7_33)2
- f5 T3 d$+f61—Td$, pro6 <t <7,
f56 —(“"_25)20[3@ + f67 L - (7_;)26133 + f; ldx, pro 7 < t < o0,
(69)
0, pro —oo < t < 0,
' ) S 0<t<6
) Ppro S1UX0,
/ Fy (z)dz = 06 isz ¢ (8—g)2 (70)
- 04_sd$+f61_ 16 dz, pro 6 <t <8,
2
06 Z_;dff + f68 1-— (8};”) dx + fgt 1dz, pro 8 <t < oc.
1
09 J
08| i
07k =
06| i
0s5F _
04t |
03F _
02F ) i
01t //" _
o 3 :

Obr. 16: Distribu¢ni funkce X ~ Tri(5;6;7) a Y ~ Tri(0;6;8)

Ze vztahu Fx () = Fy(x) jsme zjistili, Zze distribu¢ni funkce ndhodnych veli¢in

se protinaji v bodé 6,45. Jestlize se distribuc¢ni funkce ndhodnych veli¢iny protnou

pouze jednou, pak ndhodné velicina X dominuje ndhodné veliciné Y podle sto-

chastické dominance druhého fadu, jestlize obsah prvni plochy S; vymezené dis-

tribu¢nimi funkcemi, kde dominuje ndhodna veli¢ina X (lezi napravo), je vétsi nez

obsah druhé vymezené plochy S5, kdy dominuje nahodna veli¢ina Y. Obsah prvni
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plochy se rovna rozdilu fo Fy (z)dx— 6 PF v (z)dz. Pro ndhodnou veli¢inu X je

7” L dz = 0,644. Pro ndhodnou veli¢inu Y je

integral roven fo (2 25 dr+ [, |

integral roven fo i—gd:c—l—fﬁ - 8 GoP gy = 1 ,861. Obsah prvni plochy je tedy ro-
ven rozdilu 1,861—0,644 = 1,217. Obsah druhé plochy vypocitame stejnym zpiiso-

bem. Pro ndhodnou veli¢inu X je integral roven f6745 1—- (7;x)2dx+f78 ldx = 1,522.

, “ve .. , 8 (8—a:)2 o ,
Pro ndhodnou veli¢inu Y je integral roven f67 45 1 — g —dr = 1,472. Obsah druhé
plochy je roven rozdilu 1,522 — 1,472 = 0,05. Nahodné veli¢ina X dominuje na-
hodné velic¢iné Y, protoze S; > Ss, tj. X >gp2 Y.

3.3.3 Usporadani podle druhého pravidla stochastické dominance

Tato metoda pro porovnavani ndhodnych veli¢in, ktera je popsana v [1], je
zaloZena na podobném principu jako predchozi metody. Jeji nespornou vyhodou

je fakt, ze ziskdme kvaziusporadani na mnoziné ndhodnych velicin.

Definice 3.5. Rekneme, ze ndhodnd velicina X je mensi nebo rovna ndahodné

velicine Y podle druhého pravidla stochastické dominance, jestlize plati

/OO max{0,Fx(z) — Fy(z)}dx > /OO max{0,Fy (z) — Fx(z)}dz. (71)

Znacime X <;psp Y.

Principem druhého pravidla stochastické dominance je porovnani obsaht ploch,
které jsou vymezeny grafy distribuc¢nich funkci ndhodnych veli¢in. Podle této me-
tody budeme preferovat ndhodnou veli¢inu Y pfed ndhodnou veli¢inou X, jestlize
plocha mezi distribu¢nimi funkcemi, kdy je vpravo distribu¢ni funkce nahodné ve-
liciny Y, je vétsi nez plocha mezi distribu¢nimi funkcemi nahodnych veli¢in, kdy

je vpravo ndhodna veli¢ina X.

Poznamka 3.7. Preference podle stochastické dominance prvniho vdadu a sto-
chastické dominance druhého tadu implikuje stejnou preferenci podle druhého

pravidla stochastické dominance. Tvrzeni plyne primo ze vztahu (49) a (66).
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Priklad 3.9. Mé&jme dvé ndhodné veliciny X a Y s trojuhlenikovym rozdélenim

a parametry a, b, ¢ takové, ze X ~ Tri(2,3,10) a Y ~ (0,6,10). Usporadejme

je podle druhého pravidla stochastické dominance. Jejich hustoty a distribucni

funkce jsou ve tvaru:

z=2 pro 2 < x < 3,

4
fx(z) =< 2% pro 3 < x < 10,
0, jinak.
0, pro —oo < x < 2,
27 pro2<a<3,
FX(:U) = 1 (10_50)2
—T,pro3<x§10,
1, pro 10 < z < oo.
35, bpro0 <z <6,
fy(z) = 10265”, pro 6 < z < 10,
0,  jinak.
0, pro —oo < x < 0,
Pl ) pro 0 <z <6,
v(z) = 1 _ (0-w)?
— 4 bro 6 <z <10,
1, pro 10 < z < o0.

(72)

Na Obr. 18 jsou graficky vyznaceny distribuc¢ni funkce ndhodnych velicin X

ayY.
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Obr. 18: Distribu¢ni funkce X ~ Tri(2,3,10) a Y ~ Tri(0,6,10)

V této metodé porovnavame obsahy ploch vymezenych distribu¢nimi funk-
cemi. Potfebujeme védét, ve kterém bodé (oznacme napt. u) se distribu¢ni funkce
néhodnych veli¢in protinaji, proto polozme Fx(z) = Fy(x), odtud v = 3,17. Ob-
sah prvni plochy vypocitame jako rozdil integralii f03’17 Fx(z)dz a f03’17 Fy(z)dx.

Jejich hodnoty jsou pro ndhodnou veli¢inu X rovny f;’ (x_82)2 dx+ |, 33’17 1—%(13: =

0,067 a pro nahodnou veli¢inu Y rovny f03’17 %dw = (0,177. Obsah prvni plochy v

intervalu (0;3,17), je roven 0,11.
Analogicky budeme postupovat i pfi vypoctu v dalsim intervalu a dostaneme

10 10 10—)2 10 6 42 10
sar Px(@)de = 5,1 - B0l 4y = 4,93 a Jsar Py (2)de = [J gde + [o1—

%dz = 4,49. Obsah druhé plochy v intervalu (3,17; 10) je roven 0,44. Protoze
je obsah ve druhém intervalu, kde lezi napravo ndhodna veli¢ina Y, vétsi nez ob-
sah v prvnim intervalu, kde lezi napravo nahodna veli¢ina X, budeme preferovat

nahodnou veli¢inu Y, tj. Y >9psp X.

3.4 Souhrnny priklad s binomickym rozdélenim

Predstavme si, ze vlastnime podnik a rozhodujeme o dalsich aktivitach. Mame

moznost orientovat se na vétsi trh nebo zustat v mensim. S vétSim trhem souvisi
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vice prilezitosti, ale také mensi pravdépodobnost je uskutecnit z divodu vétsi
konkurence. Rozhodujeme se, ktery trh je pro nas vyhodnéjsi. Prilezitosti pro
nas budou znamenat investi¢ni projekty a jejich potencialni zisky. Projekty maji
binomické rozdéleni a jsou charakterizovany nahodnou veli¢inou X pro velky trh
a nahodnou veli¢inou Y pro maly trh. Ndhodné veli¢iny jsou z binomického roz-

déleni s parametry n, p takové, ze X ~ Bz’(lO,%) ay ~ Bi(6,§).

p &
X
04 r —_—
L ]
B
&
0.2 | . 2 .
»
i S " <
&
b4 ¢ ! | | | | * . Py & >
2 4 6 3 10 sk

Obr. 17: Pravdépodobnostni funkce X ~ Bi(10,3) a Y ~ Bi(6, 3)
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Obr. 18: Distribuéni funkce X ~ Bi(10,3) a Y ~ Bi(6, 3)

Metody usporadani podle ¢iselnych charakteristik

Nejprve ndhodné veli¢iny porovname podle stfedni hodnoty. Stfedni hodnoty
nahodnych veli¢in X a Y jsou E(X) = np = 10 - é =333aFE(Y)=6- % =4,
pokud bychom se rozhodovali podle stfedni hodnoty, preferovali bychom nahod-
nou veli¢inu Y, tj. X <p Y.

Dalsi metodou je usporadani podle modu. Modus nahodné veliciny X je z = 3,
modus nahodné veli¢iny Y je y = 4. Podle této metody budeme preferovat na-

hodnou veli¢inu Y, tj. X <, Y.

Nyni porovname ndhodné veli¢iny podle a-kvantilu. Zvolime si rtizné hodnoty
a a zjistime, pro které a bude dominovat ndhodna veli¢ina X a pro které na-
hodna veli¢ina Y. Nejprve zvolime o = 0,90, potom 99 = 5 a yo,90 = 5. Zkusime
nyni zvolit mensi o, napi. Nejprve zvolime o = 0,99, potom piislusné a-kvantily
nahodnych veli¢in X a Y jsou zgg99 = 7 a 9o 99 = 6. Podle tohoto kvantilu domi-
nuje nadhodna veli¢ina X, tj. X >,099 Y. Velké a voli rozhodovatelé se sklonem
k riziku, ktefi v tomto pripadé upfednostni vétsi trh a jsou ochotni podstoupit
vétsi riziko. Nyni zvolime kvantil o = 0,10, tj. 910 = 1 a yo,10 = 2. Podle tohoto
kvantilu dominuje ndhodna veli¢ina Y, tj. X <,910 Y. Malé a jsou vhodné pro

rozhodovatele s averzi k riziku, ti budou volit mensi trh.

Nahodné veli¢iny jesté mizeme porovnat podle medidnu. Pro ndhodnou veli-
¢inu X je roven ¥ = 3, pro ndhodnou veli¢inu Y je roven y = 4. Podle medianu

dominuje ndhodna veli¢ina Y, tj. X <,,.q Y.

Metoda usporadani podle aspira¢ni irovné
Déle pouzijeme metodu aspiracni trovne. Z vypocti jsme zjistili, ze pro aspi-
racni troven a < 5 dominuje ndhodna veli¢ina Y. Rozhodovatel s averzi k riziku

bude tedy preferovat nahodnou veli¢inu Y a tudiz mensi trh. Pro aspiracni tro-
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ven a > 6 dominuje ndhodnéa veli¢ina X, tu budou preferovat rozhodovatelé se
sklonem k riziku. Pravdépodobnost pfekroceni aspira¢ni irovné a = 10 je rovna

0 pro obé ndhodné veli¢iny.

Metody usporadani podle stochastické dominance

V tomto pripadé jsou nahodné veli¢iny neporovnatelné podle stochastické do-
minance prvniho fadu. Pouzijeme tedy metodu stochastické dominance druhého
fadu a druhé pravidlo stochastické dominance. Nejprve pouzijeme metodu sto-
chastické dominance druhého fadu. Vychézime ze vztahu (66).

Hodnoty distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X jsou vétsi nez hodnoty distri-
bucni funkce ndhodné veli¢iny Y az do bodu 6. Pro interval od 6 jsou hodnoty
opacné a jsou vétsi pro nadhodnou velicinu Y. Nyni mizeme vypocitat obsahy
ploch mezi distribuénimi funkcemi. Obsah prvni plochy v intervalu od 0 do 6,
kdy dominuje nahodnéa veli¢ina Y, se rovna rozdilu hodnot distribuc¢nich funkci
nahodnych veli¢in X a Y, tj. (0,01734—0,00137)+(0,10404—0,01777)+(0,29914 —
0,10007) + (0,55924 — 0,31957) + (0,78684 — 0,64877) 4 (0,92344 — 0,91217) = 0,69.
V intervalu od 6 do 10 je obsah plochy vymezeny distribu¢nimi funkcemi ro-
ven (1 —0,98034) + (1 — 0,99664) + (1 — 0,99964) + (1 — 0,999979) = 0,023401.
Podle stochastické dominance druhého radu tedy dominuje ndhodna veli¢ina Y,

tj. X <sp2 Y.

V metodé druhého pravidla stochastické dominance uz vyjdeme z metody
stochastické dominance druhého fadu. V intervalu od 0 do 6, kde lezi napravo
nédhodna veli¢ina Y, je obsah plochy vymezeny distribu¢nimi funkcemi roven 0,69.
Ve druhém intervalu, kde lezi napravo nahodna veli¢ina X je obsah plochy vyme-
zeny distribu¢nimi funkcemi roven 0,023401. Protoze je obsah prvni plochy vétsi,

budeme preferovat nahodnou velic¢inu Y, tj. X <spsp X.
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4 Zavér

Cilem prace bylo prostudovat rtizné metody preferenéniho usporadani nahod-
nych velicin.

V prvni kapitole jsme se seznamili s pojmy z algebry a teorie pravdépodob-
nosti. Nadefinovali jsme relaci a jeji vlastnosti a také relaci usporadani, se kterou
jsme se setkavali v pribéhu celé prace. Z teorie pravdépodobnosti jsme defino-
vali jevy, pravdépodobnost, ndhodné velic¢iny a jejich vlastnosti. Dale jsme uvedli
¢iselné charakteristiky nahodnych veli¢in a rozdéleni.

V dalsi kapitole jsme uz studovali rizné metody, pomoci kterych je mozné
uspofadat nahodné veli¢iny. Prvni metodu, kterou jsme pouzili, byla metoda
uspotradani podle ¢iselnych charakteristik polohy. V této metodé jsme nahodné
veli¢iny usporadali podle stfedni hodnoty, a-kvantilu, medianu a modu. Ukazali
jsme, ze podle jednotlivych charakteristik se preference muzou lisit. Ve druhé me-
todé, usporadani podle aspira¢ni irovné, jsme zjistili skutec¢nost, ze preference
zalezi na zvolené aspiracni tirovni. Posledni tfidou metod byly stochastické domi-
nance. Ur¢ili jsme si podminky pro pouziti stochastické dominance a také jsme
se zamérili na vztah mezi stochastickou dominanci prvniho fadu a ¢iselnymi cha-
rakteristikami. Nahodné velic¢iny, které nebyly porovnatelné podle stochastické
dominance prvniho fadu, jsme uspotradali podle stochastické dominance druhého
fadu nebo druhého pravidla stochastické dominance. Poté jsme aplikovali vSechny
metody na piikladé s ndhodnymi veli¢inami s diskrétnim rozdélenim. Dale jsme
do metod zahrnuli rozhodovateltv postoj k riziku.

Pti zpracovani bakalarské prace jsem si prohloubila znalosti z teorie pravde-
podobnosti a zopakovala jsem si jeji zdkladni pojmy. Déle jsem se seznamila se
stochastickou dominanci a procvicila jsem si praci v Matlabu. Téma bakalarské

prace mé zaujalo a doufam, Ze néco prineslo i ¢tenaftm.
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