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Abstrakt
Tato bakalářská práce se zabývá kvadratickými polynomy nad binárńımi poli, které in-
dukuj́ı bijekci. Stanov́ıme podmı́nky bijekce na konktrétńım binárńım poli s výhledem
daľśıho zkoumáńı polynomiálńıch automorfismů indukuj́ıćıch bijekci.

Summary
This bachelor’s work concerns to quadratic polynomials over binary fields which induce
bijection. We specify conditions for the bijection on the particular binary field with a view
to further examine the polynomial automorphisms inducing a bijection.

Kĺıčová slova
Polynomiálńı automorfismus, kvadratický polynom, binárńı pole

Keywords
Polynomial automorphisms, quadratic polynomial, binary field
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1. Úvod
Předložená bakalářská práce je zaměřena na kvadratické polynomy nad binárńımi

poli, které indukuj́ı bijekci. V úvodu této práce zavád́ıme polynomy obecně pro okruh,
kde následně závád́ıme i veškeré operace, pojmy polynomiálńıho zobrazeńı, substitučńıho
principu a kompozice. Nezavád́ıme binárńı aritmetiku viz [1]. V daľśı kapitole se zabýváme
polynomiálńımi automorfismy na konečných poĺıch, závád́ıme pojem krotkého automor-
fismu, který zmiňujeme předevš́ım v souvislosti s Maubachovou hypotézou, jež pojednává
o neexistenci liché permutace polynomiálńıho zobrazeńı Fn2m → Fn2m , n ≥ 2, m > 1.
Daľśı kapitola je věnována vlastńı analýze konkrétńıch binárńıch poĺı. Zabýváme se po-
lynomy jedné neurčité, dvojićı polynomů dvou neurčitých. Pro tuto část byl vytvořen
program v systému Mathematica. Na základě jeho výstupu byla formulována a následně
dokazována tvrzeńı o vlastnostech dvojice polynomů nad konečným polem F22 . Uvád́ıme
podmı́nky nutné i postačuj́ıci pro bijekci, přičemž platnost nutných podmı́nek můžeme
uvažovat obecně. Zároveň postačuj́ıćı podmı́nky nám mohou sloužit i jako návod ke kon-
strukci bijektivńı dvojice.
Následuj́ıćı kapitola je věnována grafické interpretaci těchto dvojic kvadratických poly-
nomů na toru, kde je mimo jiné i srovnáńı jejich specifických vlastnost́ı s polem F23 , tedy
vyloučeńı obecné platnosti pro libovolné binárńı pole.
Posledńı kapitola je věnována menš́ı diskusi źıskaných výsledk̊u v souvislosti s Maubacho-
vou hypotézou vzhledem k počtu bijekćı indukovaných krotkými automorfismy. Uvád́ıme
přehled počtu bijekćı pro pole F22 pro kombinace dvojic polynomů nejvýše kvadratických.
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2. POLYNOMY N NEURČITÝCH NAD OKRUHEM

2. Polynomy n neurčitých nad
okruhem

Tuto kapitolu rozděĺıme na dvě části. V prvńı části si uvedeme speciálńı př́ıpad poly-
nomů n neurčitých - polynomy jedné neurčité. Uvedeme zde základńı definice, zavedeme
základńı aritmetiku polynomů a některé vlastnosti, které budeme dále potřebovat. Druhá
část zobecńı poznatky z prvńı části pro polynomy n neurčitých a také pro n-tice takových
polynomů. Důkazy v obou částech maj́ı obdobnou konstrukci, proto ve většině př́ıpad̊u
jsou pro názornost uvedeny pouze v prvńı části.

2.1. Polynomy jedné neurčité nad okruhem

Definice 2.1. Necht’ R = (R,+, ·) je neprázdná množina se dvěma binárńımi operacemi
+ a ·. R se nazývá okruh, jestliže plat́ı:

(R1) (R,+) je komutativńı grupa.

(R2) (R, ·) je pologrupa s jedničkou.

(R3) plat́ı tzv. distributivńı zákony : pro a, b, c ∈ R

a · (b+ c) = a · b+ a · c ,

(b+ c) · a = b · a+ c · a .

Neutrálńı prvek grupy (R,+) se nazývá neutrálńı prvek okruhu R vzhledem k operaci +
a označ́ıme jej 0R.
Neutrálńı prvek pologrupy (R, ·) se nazývá neutrálńı prvek okruhu R vzhledem k operaci
· a označ́ıme jej 1R.

Poznámka 2.1. Obvykle předpokládáme 1R 6= 0R, v př́ıpadě rovnosti by se jednalo
o triviálńı okruh.

Definice 2.2. Necht’ R je okruh. Jestliže pologrupa (R, ·) je komutativńı, nazývá se R
komutativńı okruh.

Definice 2.3. Necht’ (R,+, ·) a (R,+, ·) jsou dva okruhy. Zobrazeńı ϕ : R→ R nazveme
homomorfismus jestliže pro a, b ∈ R

ϕ(a+ b) = ϕ(a)+ϕ(b),
ϕ(a · b) = ϕ(a)·ϕ(b),
ϕ(1R) = 1R.

Definice 2.4. Polynom jedné neurčité nad okruhem R definujeme jako zobrazeńı
a : N0 → R s konečným nosičem.

Označeńı 2.1. Polynom a : N0 → R, a(0) = r0, a(1) = r1, a(2) = r2,. . . , označ́ıme jako
r0X

0 + r1X
1 + r2X

2 + . . . (pouze konečný počet ri je nenulových) s následuj́ıćı konvenćı:
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2.1. POLYNOMY JEDNÉ NEURČITÉ NAD OKRUHEM

(α) mı́sto 0RX
0 + 0RX

1 + 0RX
2 + . . . (všechna ri nulová) ṕı̌seme 0.

(β) mı́sto r0X
0 budeme psát r0I

(γ) mı́sto 1RX
i budeme psát X i

Polynom a můžeme tedy zapsat jako a ≡ r0I + r1X
1 + r2X

2 + . . . zkráceně a ≡ ∑i riX
i.

Nadcházej́ıćı definice 2.5, 2.6 ,2.8 a věta 2.2 společně s jej́ım d̊ukazem inspirovány [3].
Důkaz věty 2.1 inspirován [2].

Definice 2.5. (Sč́ıtáńı a násobeńı polynomů):

Mějme dva polynomy a, b, kde a ≡ ∑i riX
i, b ≡ ∑i siX

i, pak

a+ b ≡ ∑i tiX
i, kde ti = ri + si, tedy a+ b ≡ ∑i(ri + si)X

i

a · b ≡ ∑i tiX
i, kde ti =

∑
k,l∈N0
i=k+l

rk · sl.

pro a ≡ r0I budeme psát a · b =
∑
i r0siX

i, pro b · b · b · . . . · b︸ ︷︷ ︸
i−krát

užijeme označeńı bi.

Věta 2.1. Polynomy s operacemi + a · tvoř́ı komutativńı okruh. Okruh polynomů
v neurčité X nad okruhem R označ́ıme R[X].

D̊ukaz: v d̊ukazu budeme uvažovat n = max {deg f, deg g, deg h}
(R,+) je komutativńı grupa:

Komutativita: f + g =
∑n
i=0 aiX

i +
∑n
i=0 biX

i =
∑n
i=0 (ai + bi)X

i =
∑n
i=0 (ai + bi)

=
∑n
i=0 biX

i +
∑n
i=0 aiX

i = g + f.

Asociativita: f + (g + h) =
∑n
i=0 aiX

i + (
∑n
i=0 biX

i +
∑n
i=0 ciX

i)

=
∑n
i=0 aiX

i +
∑n
i=0 (bi + ci)X

i =
∑n
i=0 (ai + (bi + ci))X

i

=
∑n
i=0 ((ai + bi) + ci)X

i =
∑n
i=0 (ai + bi)X

i +
∑n
i=0 ciX

i

= (
∑n
i=0 aiX

i +
∑n
i=0 biX

i) +
∑n
i=0 ciX

i = (f + g) + h.
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2. POLYNOMY N NEURČITÝCH NAD OKRUHEM

Neutrálńı prvek: f + 0 =
∑n
i=0 aiX

i +
∑n
i=0 0X i =

∑n
i=0 (ai + 0)X i

=
∑n
i=0 aiX

i = f.

Inverzńı prvek: f + (−f) =
∑n
i=0 aiX

i +
∑n
i=0 (−ai)X i =

∑n
i=0 (ai + (−ai))X i

=
∑n
i=0 0RX

i = 0.

(R, ·) je pologrupa s jedničkou:

Komutativita: f · g = (
∑n
i=0 aiX

i) · (∑n
j=0 bjX

j) =
∑2n
l=0 (

∑
i+j=l aibj)X

l

=
∑2n
l=0 (

∑
i+j=l bjai)X

l = g · f.

Asociativita: f · (g · h) = (
∑n
i=0 aiX

i) · ((∑n
j=0 bjX

j) · (∑n
k=0 ckX

k))

= (
∑n
i=0 aiX

i) · (∑2n
l=0 (

∑
j+k=l (bjck))X

l)

=
∑3n
m=0 (

∑
i+j+k=m ai(bjck))X

m

=
∑3n
m=0 (

∑
i+j+k=m (aibj)ck)X

m

= (
∑2n
q=0 (

∑
q=i+j=m−k (aibj))X

q) ·∑n
k=0 ckX

= ((
∑n
i=0 aiX

i) · (∑n
j=0 bjX

j)) · (∑n
k=0 ckX )

Jednička: f · 1R = (
∑n
i=0 aiX

i) · 1R =
∑n
i=0 aiX

i = f.

Distributivńı zákony:

f · (g + h) = (
∑n
i=0 aiX

i) · (∑n
j=0 bjX

j +
∑n
j=0 cjX

j)

= (
∑n
i=0 aiX

i) · (∑n
j=0 (bj + cj)X

j) =
∑2n
l=0(

∑
i+j=l ai(bj + cj))X

l

=
∑2n
l=0 (

∑
i+j=l (aibj + aicj))X

l

=
∑2n
l=0(

∑
i+j=l aibj)X

l +
∑2n
l=0(

∑
i+j=l aicj)X

l

= f · g + f · h.

Obdobně dokážeme pravý distributivńı zákon.

�

Věta 2.2. (Substitučńı princip): Necht’ ϕ : R → R je homomorfismus a r ∈ R. Pak
existuje jediný homomorfismus Φr : R[X]→ R takový, že :

(i) Φr(X) = r

5



2.1. POLYNOMY JEDNÉ NEURČITÉ NAD OKRUHEM

(ii) Φr(rI) = ϕ(r) pro všechna r ∈ R

D̊ukaz: Necht’ a ∈ R[X], a ≡ ∑
i riX

i. Nejprve ukážeme, že Φr je jediné. Vezmeme-li
Φr ≡

∑
i ϕ(ri)r

i, pak z (i), (ii) plyne jednoznačnost Φ. Nyńı ukážeme, že Φ existuje jako
homorfismus.
Mějme

Φr(I) = Φr(1RI) = ϕ(1R)1R;

pro a ≡ ∑i riX
i, b ≡ ∑i siX

i máme

Φr(a+ b) = Φr (
∑
i(ri + si)X

i) =
∑
i ϕ(ri + si)r

i =

∑
i ϕ(ri)r

i +
∑
i ϕ(si)r

i = Φr (
∑
i riX

i) + Φr (
∑
i siX

i) =

Φr(a) + Φr(b)

Φr(a · b) = Φr

(∑
k,l(rk + sl)X

k+l
)

=
∑
k,l ϕ(rk × sl)rk+l =

∑
k,l ϕ(rk)r

k · ϕ(sl)r
l =

∑
k ϕ(rk)r

k ·∑l ϕ(sl)r
l =

Φr

(∑
k rkX

k
)
· Φr

(∑
l slX

l
)

= Φr(a) · Φr(b).

�

Definice 2.6. Necht’ R = Map(R) je množina všech zobrazeńı z R do R s operacemi +, ·
(snadno ověř́ıme, že jde o okruh), necht’ r = idR je identické zobrazeńı a necht’ ϕ zobraźı
r ∈ R na př́ıslušné konstantńı zobrazeńı (f(x) = r pro všechna x ∈ R).

Pak Φr zobraźı polynom na zobrazeńı, které nazveme polynomiálńı: pro daný po-
lynom a ∈ R[X] , a =

∑
i riX

i obdrž́ıme zobrazeńı: fa : R→ R , kde fa(x) =
∑
i rix

i.
Polynomiálńı zobrazeńı na R (definované pro každý prvek z R ) tvoř́ı podokruh Map(R),
označme ji PolMap(R).

Zobrazeńı ev : R[X]→ PolMap(R) definujeme jako ev(a) = fa a nazveme ho evaluace
polynomu a.

Označeńı 2.2. Zobrazeńı s : R → R může být bijekćı. Bijekce tvoř́ı grupu vzhledem
ke skládáńı, ale ne okruh vzhledem k operaćım + a ·. (Jednoduchý protipř́ıklad: Mějmě
dvě bijektivńı zobrazeńı s1, s2 daná předpisem:

s1 : 0 7→ 0 s2 : 0 7→ 1
1 7→ 1 1 7→ 0

je zřejmé, že jejich součet s1 + s2 již bijekćı neńı.) Bijekce z R do RoOznačme Bij(R).

Věta 2.3. Pro card R <∞ je Map(R) = PolMap(R).

D̊ukaz: Mějme konečný okruh R o p prvćıch, pak každý předpis zobrazeńı, lze obdržet
proložeńım interpolačńım polynomem řádu nejvýše p− 1.
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2. POLYNOMY N NEURČITÝCH NAD OKRUHEM

�

Poznámka 2.2. Pro card R <∞ každá bijekce je permutace.

Definice 2.7. Polynom a ∈ R[X] takový, že ev(a) je bijekce, nazveme polynom indukuj́ıćı

bijekci, označ́ıme a ∈ R̂[X].

Poznámka 2.3. R̂[X] znač́ı pouze polynomy indukuj́ıćı bijekci, netvoř́ı okruh. Jedno-
duchý protipř́ıklad, sečteme-li dva polynomy indukuj́ıćı bijekci lǐśıćı se jen o konstantu
nebo př́ımo totožné, obdrž́ıme konstantńı zobrazeńı. x2 +x2 = 0, pro všechna x ∈ R, kde
R = F2m .

Poznámka 2.4. Nad polem existuje polynom indukuj́ıćı bijekci vždy. Obecně nad okru-
hem existovat nemuśı.

Definice 2.8. (Skládáńı polynomů): Necht’ R = R[X] a necht’ a, b jsou polynomy
jedné neurčité, r = a a ϕ : R→ R[X], kde r → rI.
Pak definujeme

b ◦ a = Φa(b),

operaci ◦ nazýváme skládáńı polynom̊u a čteme ”b po a”.

Věta 2.4. Necht’ a, b jsou polynomy z okruhu R takové, že a ∈ R̂[X] a b ∈ R̂[X], pak

a ◦ b ∈ R̂[X]

D̊ukaz: Je zřejmé, že permutace permutace je opět permutaćı.

�

2.2. Polynomy n neurčitých nad okruhem

Předchoźı část nyńı zobecńıme pro polynom n neurčitých a pro n-tice polynomů
n neurčitých. Na úvod si uvedeme daľśı definici speciálniho př́ıpadu okruhu. Kapitola je
inspirována [3]

Definice 2.9. Komutativńı okruh (R,+, ·) s daľśı binárńı operaćı označenou ◦ nazveme
kompozičńı okruh, pokud splňuje

(F +G) ◦H = (F ◦H) + (G ◦H)
(F ·G) ◦H = (F ◦H) · (G ◦H)
(F ◦G) ◦H = F ◦ (G ◦H)

pro všechna F,G,H ∈ R.

7



2.2. POLYNOMY N NEURČITÝCH NAD OKRUHEM

Definice 2.10. Polynom n neurčitých nad okruhem R definujeme jako zobrazeńı
a : Nn

0 → R s konečným nosičem.

Věta 2.5. Polynomy n neurčitých s operacemi + a · tvoř́ı okruh. Okruh polynomů
v neurčité X1, . . . , Xn = X označ́ıme R[X].

D̊ukaz: Obdobný jako v př́ıpadě jedné neurčité.

Sč́ıtáńı a násobeńı polynomů n neurčitých zavedeme obdobně jako v př́ıpadě jedné
neurčité.

Definice 2.11. n-tici polynomů n neurčitých nad okruhem R definujeme jako zobrazeńı
a : Nn

0 → Rn s konečným nosičem.

Věta 2.6. n-tice polynomů n neurčitých s operacemi + a · tvoř́ı okruh. Okruh těchto
n−tic (R[X])n označ́ıme R[X]. Okruh R[X] = R[X1] polynomů jedné neurčité je speciálńı
př́ıpad R[X].

D̊ukaz: Obdobný jako v př́ıpadě jedné neurčité.

Označeńı 2.3. Polynom a : Nn
0 → R, a(0, . . . , 0) = r0,...,0, a(1, 0, . . . , 0) = r1,0,...,0, . . . ,

a(0, . . . , 0, 1) = r0,...,0,1, a(2, 0, . . . , 0) = r2,0,...,0, a(1, 1, 0, . . . , 0)r1,1,0,...,0, . . . , označ́ıme jako
r0,...,0I+r1,0...,0X1 + . . .+r0,...,0,1Xn+r2,0,...,0X

2
1 +r1,1,0,...,0X1X2 + . . . (pouze konečný počet

rα je nenulových) s konvenćı obdobnou jako u polynomů jedné neurčité.
Polynom a můžeme tedy zapsat jako a ≡ r0,...,0I+ r1,0...,0X1 + . . .+ r0...,0,1Xn+ r2,0...,0X

2
1 +

r1,1,0...,0X1X2 + . . . zkráceně a ≡ ∑α rαX
α, kde α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn

0 .
n-tici polynomů zaṕı̌seme a = (a1, . . . , an).

Věta 2.7. ( Substitučńı princip): Necht’ ϕ : R→ R je homomorfismus a r1, ...rn ∈ R.
Pak existuje jediný homomorfismus Φr1,...rn

: R[X]→ R takový, že :

(i) Φr1,...rn
(Xi) = ri

(ii) Φr1,...rn
(rI) = ϕ(r) pro všechna r ∈ R

D̊ukaz: Obdobný jako v př́ıpadě jedné neurčité.

Definice 2.12. Necht’ R = Map(Rn) je okruh všech zobrazeńı z Rn do Rn, ri, i = 1, .., n je
projekćı na i-tou složku a necht’ ϕ zobraźı r ∈ Rn na př́ıslušné zobrazeńı ( f(x1, ..., xn) = r
pro všechna x ∈ Rn).
Pak Φr1α ,...rnα

zobraźı n−tici polynomů na zobrazeńı, které nazveme polynomiálńı zobra-
zeńı: pro danou n-tici polynomů a = (a1, ..., an) ∈ R[X], obdrž́ıme zobrazeńı

8



2. POLYNOMY N NEURČITÝCH NAD OKRUHEM

fa : Rn → Rn. Jako v př́ıpadě jedné neurčité, polynomiálńı zobrazeńı tvoř́ı podokruh
Map(Rn), budeme jej značit PolMap(Rn).
Zobrazeńı ev : R[X] → Map(Rn) definujeme jako ev(a) = fa a nazveme jej evaluace
n-tice polynomů a.
Je-li G podgrupa vzhledem ke skládáńı R[X], pak ev(G) znač́ı podgrupu vzhledem
ke skládáńı v PolMap(Rn).

Označeńı 2.4. Bij(Rn) ⊂Map(Rn) je grupa vzhledem ke skládáńı všech bijekćıRn → Rn.

Definice 2.13. Necht’ F = (a1, . . . , an),G = (b1, . . . , bn), ai, bi ∈ R[X], ri = ai, i = 1, . . . , n
a ϕ : R→ R[X], kde r → rI. Pak definujeme

G ◦ F = (Φa1,...,an(b1), . . . ,Φa1,...,an(bn)),

binárńı operaci ◦ nazýváme skládáńı n-tic polynom̊u o n neurčitých.

Věta 2.8. Okruh R[X] je kompozičńı okruh.

D̊ukaz: Ověř́ıme, zda R[X] splňuje předpoklady kompozičńıho okruhu

Necht’ F = (a1, · · · , an) ≡ (
∑
α r1αX

α, · · · ,∑α rnαX
α),

G = (b1, · · · , bn) ≡ (
∑
α s1αX

α, · · · ,∑α snαX
α),

H = (c1, · · · , cn) ≡ (
∑
α t1αX

α, · · · ,∑α tnαX
α)

(F +G) ◦H = (a1 + b1, · · · , an + bn) ◦H

= (
∑
α(r1α + s1α)Hα, . . . ,

∑
α(rnα + snα)Hα)

= (
∑
α r1αH

α, . . . ,
∑
α rnαH

α) + (
∑
α s1αH

α, . . . ,
∑
α snαH

α)

= (F ◦H) + (G ◦H)

(F ·G) ◦H = (
∑
β,γ(r1β . . .1γ )H

β+γ, . . . ,
∑
β,γ(rnβ . . .nγ )H

β+γ)

= (
∑
β r1βH

β ·∑γ s1γH
γ, . . . ,

∑
β rnβH

β ·∑γ snγH
γ)

= (F ◦H) · (G ◦H)

Jak (F ◦G) ◦H tak i výraz (F ◦G) ◦H je roven(∑
γ r1γ

(∑
β s1β (

∑
α t1αX

α, . . . ,
∑
α tnαX

α)β , . . . ,
∑
β snβ (

∑
α t1αX

α, · · · ,∑α tnαX
α)β

)γ
,

. . .,∑
γ rnγ

(∑
β s1β (

∑
α t1αX

α, · · · ,∑α tnαX
α)β , . . . ,

∑
β snβ (

∑
α t1αX

α, . . . ,
∑
α tnαX

α)β
)γ

d̊ukaz asociativity pro technickou náročnost neuvád́ıme celý.

�
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3. Polynomiálńı automorfismy na
konečných poĺıch

V této kapitole si zavedeme polynomiálńı automorfismy na konečných poĺıch a bu-
deme se zabývat Maubachovou hypotézou, podle které polynomiálńı bijektivńı zobrazeńı
Fn2m → Fn2m , n ≥ 2, m > 1, představuj́ı poze sudé permutace. Veškeré uvedené definice a
věty se vztahuj́ı pouze ke konečným poĺım. Definice 3.3 a 3.4 zavedeny dle [4], věta 3.4 a
definice 3.5 dle [5].

Definice 3.1. Grupu sudých permutaćı množiny S nazveme alternuj́ıćı grupa a budeme
ji značit Alt(S). (Grupa všech permutaćı se znač́ı Sym(S).)

Definice 3.2. Prostý surjektivńı homomorfismus okruhu R do R nazveme izomorfismus.
Homomorfismus okruhu do sebe nazveme endomorfismus.
Izomorfńı a zároveň endomorfńı zobrazeńı nazýváme automorfismus na okruhu R.

Označeńı 3.1. Označme AutRR[X] množinu automorfismů na R[X].

Věta 3.1. AutRR[X] s operaćı skládáńı tvoř́ı grupu.

D̊ukaz: Asociativitu bychom ověřili př́ımým výpočtem. Jedničku grupy zde představuje
identické zobrazeńı. Inverzńım prvkem je zde inverzńı zobrazeńı.

�

Poznámka 3.1. Automorfismus ϕ ∈ AutRR[X] přǐrad́ı každému polynomu n neurčitých
jiný polynom n neurčitých. Takový automorfismus je plně popsán následuj́ıćım předpisem,
kam se zobraźı 1, X1, X2, . . . , Xn:

1 7−→ 1
X1 7−→ F1(X1, . . . , Xn)

...
Xn 7−→ Fn(X1, . . . , Xn)

Definice 3.3. Afinńı automorfismus F ∈ AutRR[X] je automorfismus ve tvaru

1 7−→ 1
X1 7−→ F1(X1, . . . , Xn)
X2 7−→ F2(X1, . . . , Xn)

...
Xn 7−→ Fn(X1, . . . , Xn)

kde degFi = 1, pro všechna i = 1, 2 . . . n.

Věta 3.2. Afinńı automorfismy tvoř́ı grupu vzhledem ke skládáńı. Označ́ıme ji
Aff(R, n) ⊆ AutRR[X]

10



3. POLYNOMIÁLNÍ AUTOMORFISMY NA KONEČNÝCH POLÍCH

D̊ukaz: Je zřejmé, že skládáńım polynomů prvńıho stupně dostaneme opět polynom
prvńıho stupně. Identický automorfismus je prvkem Aff(R, n), složky inverzńıho automor-
fismu jsou opět polynomy prvńıho stupně.

�

Definice 3.4. De Jonquièr̊uv automorfismus F ⊆ AutRR[X] je automorfismus tvaru

1 7−→ 1
X1 7−→ a1X1 + f1(X2, . . . , Xn)
X2 7−→ a2X2 + f2(X3, . . . , Xn)

...
Xn 7−→ anXn + fn

kde ai ∈ R je jednotka (tedy i a−1 ∈ R), fi ∈ R[Xi+1, ..., Xn] pro všechna 1 ≤ i ≤ n− 1 a
fn ∈ R.

Věta 3.3. De Jonquièr̊uv automorfismus tvoř́ı grupu vzhledem ke skládáńı. Budeme
značit J(R, n) ⊆ AutRR[X].

D̊ukaz: Je zřejmé, že ani v tomto př́ıpadě operace skladáńı vlastnosti grupy nenaruš́ı.
Identické zobrazeńı je opět prvkem J(R, n), inverzńı zobrazeńı obdrž́ıme téhož tvaru. Po-
stup skládáńı v tomto př́ıpadě můžeme prezentovat podobnost́ı s Gaussovou eliminačńı
metodou. Jde o eliminaci tvaru De Jonquièrova automorfismu, kde vhodnou úpravou lze
vyjádřit jednotlivé elementy pravé strany. Po této úpravě dostane opět tvar De Jonquièrova
automorfismu.

�

Definice 3.5. Grupa krotkých automorfism̊u T(R, n) ⊆ AutRR[X] je generována J(R, n)
a Aff(R, n), tzn.

T(R, n) = 〈Aff(R, n), J(R, n)〉

tzn. každý krotký automorfismus źıskáme složeńım afinńıch a de Jonquièrových automor-
fismů.

Definice 3.6. Automorfismus, který neńı krotký, nazýváme divoký automorfismus.

Věta 3.4. Necht’ Fpm je konečné pole. Pak

(i) card ev(T(Fpm , 1)) = card Bij(Fpm)/(pm − 2)!,

pro F2,F3 máme ev(T(Fpm , 1)) = Bij(Fpm)

(ii) ev(T(Fpm , n)) = Bij(Fnpm)

pro n ≥ 2,kde p 6= 2 nebo p = 2, m = 1

11



(iii) card ev(T(Fpm , n)) = card Bij(Fnpm)/2

pro n ≥ 2,kde p = 2, m ≥ 2

zejména ev(T(Fpm , n)) = Alt(Fnpm).

Hypotéza: Necht’ Fpm je konečné pole a n je kladné celé č́ıslo, pak plat́ı

ev(AutFpmFpm [X]) = ev(T (Fpm , n)).

Tedy neexistuje polynomiálńı automorfismus, který indukuje lichou bijekci. [5]

Poznámka 3.2. Pokud by existoval, muśı být nutně divoký.
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4. EXPERIMENTÁLNÍ ANALÝZA

4. Experimentálńı analýza
kvadratických polynomů na
binárńıch poĺıch

Tato kapitola obsahuje závěry v podobě vět, źıskaných na základě výstup̊u z programů
v systému Mathematica na ověřeńı bijekce kvadratických polynomů a n-tic kvadratických
polynomů nad konečným polem F2m . Rozeb́ıráme zde hlavně bijekci Fn2m → Fn2m a za
jakých podmı́nek nastane. Zejména nás zaj́ımaj́ı podmı́nky nutné a postačuj́ıćı.
Řeš́ıme pro 1 ≤ n ≤ 3 a pro malá m, vyj́ımaje př́ıpad n = 1, zde řeš́ıme obecně pro
všechna m.

Označeńı 4.1. Množinu dvojic kvadratických polynomů dvou neurčitých nad binárńım

polem F2m označ́ıme (
2

F2m [X, Y ])2

4.1. Kvadratické polynomy jedné neurčité

nad konečným polem F2m

Tedy řeš́ıme situaci pro n = 1. Analyzovali jsme pole pro 1 ≤ m ≤ 5. Kvadratický poly-
nom má tvar ax2 + bx+ c, kde a 6= 0.

Pro vypsáńı bijektivńıch polynomů jedné neurčité nad polem F2m jsme použili následuj́ıćı-
ho jednoduchého programu. PoleK zadáváme pomoćı jeho redukčńıho polynomu, v našem
př́ıpadě pro pole F25 [X] zadané K = GF [2, 1, 0, 0, 1, 0, 1] je redukčńı polynom tvaru
x5 + x2 + 1, č́ıslo 2 znamená použit́ı binarńı aritmetiky. Symbol k[ ] označuje prvky
pole. Nejprve si vygenerujeme všechny možné kombinace tvaru kvadratického polynomu.
Do daných rovnic dosad́ıme prvky poleK a hodnotu zobrazeńı si necháme vypsat v množi-
novém tvaru, u kterého urč́ıme jeho délku. Pokud se délka shoduje s celkovým počtem
prvk̊u pole, necháme jej vypsat.
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4.1. KVADRATICKÉ POLYNOMY JEDNÉ NEURČITÉ

Obr 4.1 ukázka programu na vygenerováńı bijektivńıch polynomů nad polem F25

Obr 4.2 ukázka výstupu polynomů indukuj́ıćıch bijekci nad polem F25
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4. EXPERIMENTÁLNÍ ANALÝZA

Na základě výstup̊u jsme zformulovali větu:

Věta 4.1. Necht’ P ∈ F2m [X], P = ax2 + bx+ c, kde a, b, c ∈ F2m , a 6= 0.

Pak P ∈ F̂2m [X] ⇔ b = 0.

D̊ukaz:
” ⇐ ” Předpokládejme b = 0, tedy P = ax2 + c. Koeficient c představuje posunut́ı

zobrazeńı, tedy bez újmy na obecnosti položme c = 0. Necht’ D,Q ∈ F2m , D = x2
1, Q = x2

2,

P = Q ◦D. Tedy stač́ı dokázat, že x2 ∈ F̂2m [X].

Předpokládejme, že x2 = (x+ d)2. Pak

x2 = x2 + d2

0 = d2

0 = d

⇒ P indukuje bijekci.

”⇒ ” Dokážeme nepř́ımo. Předpokládejme, že b 6= 0 bez újmy na obecnosti uvažujme
P = x2 + bx, pak ∃d takové, že (x+ c)(x+ c+ b) = x(x+ b), pak pro ∀b ∃c takové, že
c2 + cb = 0. Pro b = c je rovnost splněna ⇒ P neindukuje bijekci.

�

4.2. Dvojice kvadratických polynomů dvou neurčitých

nad konečným polem F2m

Tedy řeš́ıme př́ıpad n = 2 pro 1 ≤ m ≤ 2. Kvadratický polynom má tvar ax2 + bxy +
cy2 + dx+ ey + f , kde a 6= 0 nebo b 6= 0 nebo c 6= 0 a kde a, b, c, d, e, f ∈ F2m .

V tomto př́ıpadě je konstrukce programu náročněǰśı a celková doba výpočtu výrazně
deľśı než v předchoźım př́ıpadě. Pole K zadefinujeme obvyklým zp̊usobem. Opět gene-
rujeme množinu všech možných polynomů, které je možné sestrojit daným předpisem.
V daľśım kroku ověřujeme, zda daný polynom je kvadratický, pokud ano, dosad́ıme do
předpisu prvky pole K. Aby polynom mohl tvořit s jiným polynomem

”
bijektivńı pár“,

muśı mı́t počet všech prvk̊u zobrazeńı stejný a taktéž muśı obsahovat všechny možné
prvky. K tomu nám slouž́ı porovnávaćı prvek - Ress, s kterým je každý polynom, tedy
jeho hodnoty zobrazeńı, porovnávány. Ress je generován zvlášt’, mimo hlavńı program.
Pokud polynom vyhovuje této podmı́nce, je přǐrazen do předchystaného pole, č́ımž každý
polynom dostává i své pořadové č́ıslo. V daľśım kroku polynomy

”
párujeme“ a následně

jako v př́ıpadě jedné neurčité, dosazujeme prvky pole K do vytvořených dvojic. Výsledky
necháváme vypsat množinově a porovnáváme s potřebnou délkou pro bijekci n2. Dvojice
polynomů, které vyhovuj́ı této podmı́nce, necháváme vypsat.
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4.2. DVOJICE KVADRATICKÝCH POLYNOMŮ DVOU NEURČITÝCH

Obr 4.3 ukázka programu na vygenerováńı dvojic polynomů nad polem F22

Výstup z programu dostaneme ve formě vypsáńı dvojice polynomů a jejich č́ıselnou
pořadovou reprezentaci. Tento výstup si uprav́ıme a následně přenesem do textového
souboru. Výstup obdrž́ıme ve formě: pořadové č́ıslo polynomu, daný polynom, ke kterému
jsou vypsána pouze pořadové č́ısla polynomů - zkráceně ve formě interval̊u, s kterými
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4. EXPERIMENTÁLNÍ ANALÝZA

tvoř́ı dohromady
”
bijektivńı pár“. V textovém souboru provád́ıme i následnou celkovou

analýzu.

Obr 4.4 ukázka části výstupu v textovém souboru, prvńı sloupec je pořadové č́ıslo polynomů,
daľśı sloupec je vypsané dané polynomy, dále intervaly polynomů vhodných k

”
párováńı“ nad

polem F22

Na základě výstup̊u jsme pro m = 2 zformulovali věty:

Věta 4.2. (Prvńı nutná podmı́nka pro jednotlivé polynomy dvojice)

Necht’ (P,Q) ∈ (
2

F2m [X, Y ])2. Pak nutnou podmı́nkou (P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2, pro poly-
nom P = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f je b = 0. (Analogicky plat́ı pro Q).

D̊ukaz: Uvažujme všechny součiny x · y prvk̊u x, y ∈ F2m . Jako hodnoty zobrazeńı
obdrž́ıme 2m−1 nul, m−1 prvk̊u označených 1, m−1 prvk̊u označených 2,. . . Je zřejmé,
že počet nul je odlǐsný od zbytku prvk̊u zobrazeńı, přičteńım tedy nedostaneme bijekci.

�

Věta 4.3. (Druhá nutná podmı́nka pro jednotlivé polynomy dvojice)

Necht’ (P,Q) ∈ (
2

F2m [X, Y ])2. Pak nutnou podmı́nkou (P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2, pro poly-
nom P = ax2 + cy2 + dx+ ey + f je:

jestliže c = 0, e = 0 pak d = 0,

podobně:

jestliže a = 0, d = 0 pak e = 0.

(Analogicky plat́ı pro Q).
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4.2. DVOJICE KVADRATICKÝCH POLYNOMŮ DVOU NEURČITÝCH

D̊ukaz: Bez újmy na obecnosti můžeme vźıt f = 0. Stač́ı tedy dokázat, že ax2 + dx
nebo cy2 + ey nemá předpoklady k bijekci. Zde můžeme použ́ıt modifikaci d̊ukazu věty
3.1.

�

Věta 4.4. (Třet́ı nutná podmı́nka pro jednotlivé polynomy dvojice)

Necht’ (P,Q) ∈ (
2

F2m [X, Y ])2. Pak nutnou podmı́nkou (P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2, pro poly-
nom P = ax2 + cy2 + dx+ ey + f , kde a 6= 0, c 6= 0, d 6= 0, e 6= 0, je:

jestliže a = c pak d 6= e.

(Analogicky plat́ı pro Q).

D̊ukaz: Vezměme P = P1 + P2, kde P1 = ax2 + bx, P2 = ay2 + by. Hodnoty zobrazeńı
obou polynomů P1, P2 jsou množinově je stejné dvojice č́ısel. Je zřejmé, že po jejich sečteńı
nedostaneme bijekci.

�

Věta 4.5. (Prvńı nutná podmı́nka pro dvojici polynomů)

Necht’ (P,Q) ∈ (
2

F2m [X, Y ])2. Pak nutnou podmı́nkou pro dvojici polynomů, aby

(P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2 je P 6= Q+ k, kde k ∈ F2
2m .

D̊ukaz: Pro konkrétńı (x, y) mějme P (x, y) = u, pak Q(x, y) = k + u = v. Dvojice
(u, v) tedy lež́ı v obrazu zobrazeńı (P,Q), ale dvojice (u,w), kde w 6= v tam již ležet
nemůže. Nejde tedy o surjekci.

�

Věta 4.6. (Druhá nutná podmı́nka pro dvojici polynomů)

Necht’ (P,Q) ∈ (
2

F2m [X, Y ])2. Pak nutnou podmı́nkou pro dvojici polynomů, aby

(P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2 je P 6= Q · k, kde k ∈ F2
2m .

D̊ukaz: Mějme pro konkrétńı (x, y) P (x, y) = u, pak Q(x, y) = k ·u = v. Dvojice (u, v)
tedy lež́ı v obrazu zobrazeńı (P,Q), ale dvojice (u,w), kde w 6= v tam již ležet nemůže.
Nejde tedy o surjekci.

�

Věta 4.7. (Zachováńı bijekce při přičteńı konstanty)

Necht’ (P,Q) ∈ (
2

F2m [X, Y ])2. Pokud (P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2

pak i (k1 + P, k2 +Q) ∈ ̂(F2m [X, Y ])2, kde k1, k1 ∈ F2
2m .
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4. EXPERIMENTÁLNÍ ANALÝZA

D̊ukaz: Mějme hodnoty zobrazeńı dvojice (P,Q). Uspořádejme tyto hodnoty dle prvńı
souřadnice, dostaneme tedy pro každou prvńı souřadnici množinu všech možných prvk̊u.

Názorně ukažme na dvojici polynomů (P,Q) ∈ (
2

F22 [X, Y ])2.

0 7→ 0 1 7→ 0 2 7→ 0 3 7→ 0
0 7→ 1 1 7→ 1 2 7→ 1 3 7→ 1
0 7→ 2 1 7→ 2 2 7→ 2 3 7→ 2
0 7→ 3 1 7→ 3 2 7→ 3 3 7→ 3

Následně přičteme-li k hodnotám dané konstanty, dojde pouze k permutaci p̊uvodńıch
hodnot. Zvolme pro názornost k1 = 1, k2 = 2, kde 2 je prvek pole označovám symbolem
2, podobně 1 je prvek pole označován symbolem 1.

1 7→ 2 0 7→ 2 3 7→ 2 2 7→ 2
1 7→ 3 0 7→ 3 3 7→ 3 2 7→ 3
1 7→ 0 0 7→ 0 3 7→ 0 2 7→ 0
1 7→ 1 0 7→ 1 3 7→ 1 2 7→ 1

Bijekce je tedy zachována.

�

Věta 4.8. (Zachováńı bijekce při vynásobeńı konstantou)

Necht’ (P,Q) ∈ (F2m [X, Y ])2. Pokud (P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2

pak i (k1 · P, k2 ·Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2, kde k1, k2 6= 0, k1, k1 ∈ F2
2m .

D̊ukaz: Obdobný jako pro pravidla přič́ıtáńı konstanty. Mějme hodnoty zobrazeńı
(P,Q). Uspořádejme tyto hodnoty dle prvńı souřadnice, dostaneme tedy pro každou prvńı
souřadnici množinu všech možných prvk̊u. Následně vynásob́ıme danými konstantami,
dostaneme pro každou skupinku hodnot permutaci puvodnich hodnot. Bijekce je tedy
zachována.

�

Podrobnou analýzu jsme provedli pro pole F22 , kde jsme pro jeho velikost mohli uvést
všechny předpoklady pro tvorbu

”
bijektivńıho páru“. Pro toto pole uvedeme jeho spe-

cifické vlastnosti, které již pro vyšš́ı stupeň m < 2 obecně neplat́ı, pro prvkový rozsah
se nám nepodař́ı jej plně uplatnit pro stupeň nižš́ı, tedy m = 1. K nadcházej́ıćım větám
nebudou uvedeny d̊ukazy, jejich provedeńı je př́ımým výpočtem.

Věta 4.9. (Pravidla symetrie)

Necht’ (P (X, Y ), Q) ∈ (
2

F22 [X, Y ])2, kde P (X, Y ) = ax2 + cy2 + dx + ey + f , kde a 6=

0, c 6= 0, d 6= 0, e 6= 0, a 6= c ∧ d 6= e. Pokud (P (X, Y ), Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2 pak i

(P (Y,X), Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2, kde P (Y,X) = ay2 + cx2 + dy + ex+ f .
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Poznámka 4.1. Jedná se skládáńı a speciálńı volbu náhrady v jednom polynomu z dvo-
jice. Mějmě dvojici kvadratických polynomů (P,Q) indukuj́ıćı bijekci a dvojici polynomů
(S, T ) indukuj́ıćı bijekci. Pro volbu S = Y , T = X obdrž́ıme složeńım (P (S, T ), Q) ji-
nou formulaci předcházej́ıćı věty o symetrii. Obecně tato věta neplat́ı. Za předpokladu
platnosti podmı́něnosti polynomu je dále rozhoduj́ıćı volba polynomů S a T - musej́ı za-
chovávat kvadratičnost a nenarušit bijekci.
Obecně můžeme předpokládat pro volbu S = X + k1, T = Y + k2, kde k je prvkem pole,
nenarušeńı ani jednoho z předpoklad̊u. T́ımto složeńım źıskáme jinak modifikovanou větu:
Zachováńı bijekce při přičteńı konstanty.
Otázkou z̊ustává jaká jiná volba dvojice S a T by byla vhodná.

Věta 4.10. Necht’ (P,Q) ∈ (
2

F2m [X, Y ])2, kde P = a1x
2+d1x+e1y a Q = a2x

2+d2x+e2y,

a 6= 0, pak za předpokladu platnosti všech nutných podmı́nek (P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2,
jestliže

(i) d1 = e1 = 0 ∧ e2 6= 0
př: (P,Q) = (x2, x2 + 2x+ 2y)

(ii) d1 = d2 = 0 ∧ a1 = k · a2 ∧ e1 6= k · e2

př: (P,Q) = (x2 + 3y, x2 + 2y)

(iii) d1 = e1 ∧ d2 = e2

př: (P,Q) = (x2 + x+ y, x2 + 2y + 2x)

(iv) a1 = k · a2 ∧ e1 = k · e2 ∧ d1 6= k · d2, kde e1 6= 0
př: (P,Q) = (x2 + 2y + 2x, x2 + 2y + 3x)

(v) a1 = k · a2 ∧ e1 = k · d2 ∧ d1 6= k · d2 6= e1

př: (P,Q) = (x2 + 2y + x, x2 + 3y + 2x)

(Analogicky pro P = a1y
2 + d1y + e1x a Q = a2y

2 + d2y + e2x)

Věta 4.11. Necht’ (P,Q) ∈ (
2

F2m [X, Y ])2, kde P = ax2 +d1x+e1y a Q = cy2 +d2x+e2y,
kde a 6= 0, c 6= 0, a = k · c, pak za předpokladu platnosti všech nutných podmı́nek

(P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2, jestliže

(i) (d1 = e1 = e2 = 0 ∨ d2 = e2 = d1 = 0
př: (P,Q) = (x2, y2 + x)

(ii) d1 = e2 = 0 ∧e1 6= k · d2

př: (P,Q) = (x2 + 3y, y2 + 2x)

(iii) e2 = 0 ∧ e1 = k · d2

př: (P,Q) = (x2 + x+ 2y, y2 + 2x)

(iv) pro a = k · c, e1 6= 0 ∧ e2 6= 0∧ d1 6= 0∧ d2 6= 0 plat́ı:

(α) d1 = e1 = k · d2 = k · e2

př: (P,Q) = (x2 + 2x+ 2y, y2 + 2x+ 2y)
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4. EXPERIMENTÁLNÍ ANALÝZA

(β) d1 = e1 6= k · d2 ∧ e2 6= d2

př: (P,Q) = (x2 + x+ y, y2 + 3x+ 2y)

(γ) d1 6= e1 ∧ d2 = e2 ∧ e1 6= k · e2

př: (P,Q) = (x2 + x+ 2y, y2 + x+ y)

(δ) e1 = k · e2 ∧ d1 6= k · d2 ∧ d2 6= e2

př: (P,Q) = (x2 + 3x+ y, y2 + 2x+ y)

(ε) d1 = k · d2 ∧ e1 6= k · e2 ∧ d1 6= e1

př: (P,Q) = (x2 + 2x+ 3y, y2 + 2x+ y)

(ζ) e1 = k · d2 ∧ (d1 6= k · e2 ∧ e2 6= d2 nebo d1 = k · e2 ∧ d2 = e2)
př: (P,Q) = (x2 + 3x+ y, y2 + x+ 2y)

(Analogicky pro P = ay2 + d1y + e1x a Q = cx2 + d2y + e2x)

Věta 4.12. Necht’ (P,Q) ∈ (
2

F2m [X, Y ])2, kde P = a1x
2 + e1y a Q = a2x

2 + cy2 + d2x+
e2y,kde a1 6= 0, a2 6= 0, a1 = k · a2, c 6= 0, d2 6= 0 ∨ e2 6= 0 pak za předpokladu platnosti

všech nutných podmı́nek (P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2, jestliže

(i) e1 = 0 ∧ e2 = 0
př: (P,Q) = (x2, x2 + 2y2 + x)

(ii) e1 6= 0 ∧ a2 = c ∧ e1 = k · d2

př: (P,Q) = (2x2 + 2y, x2 + y2 + x)

(iii) e1 6= 0 ∧e1 = k · e2

př: (P,Q) = (x2 + 3y, x2 + y2 + 2x+ 3y)

(iv) e1 6= 0 ∧ d2 6= 0 ∧e1 = k · c ∧ a1 6= e1 ∧ d2 6= a2 ∧ e1 6= k · d2

př: (P,Q) = (x2 + 2y, x2 + 2y2 + 3x)

(v) e1 6= 0 ∧ k · a2 = e1 ∧ e1 6= k · e2 ∧ d2 = c
př: (P,Q) = (x2 + y, x2 + 3y2 + 3x)

(vi) e1 6= 0 ∧ a2 = d2 ∧ e1 6= a1 ∧ a2 6= c ∧ e1 6= c
př: (P,Q) = (x2 + 3y, x2 + 2y2 + x+ 2y)

(Analogicky pro P = a1y
2 + e1x a Q = a2y

2 + cx2 + d2y + e2x)

Věta 4.13. Necht’ (P,Q) ∈ (
2

F2m [X, Y ])2, kde P = a1x
2 + d1x+ e1y a Q = a2x

2 + cy2 +
d2x + e2y, kde a1 6= 0, a2 6= 0, d1 6= 0, e1 6= 0, c 6= 0, a1 = k · a2, pak za předpokladu

platnosti všech nutných podmı́nek (P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2, jestliže

(i) jestliže d2 = e2 = 0 pak:

(α) d1 = k · c ∧ a1 = e1

př: (P,Q) = (x2 + 2x+ y, x2 + 2y2)
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(β) a1 = d1 6= k · c ∧ e1 6= k · c ∧ e1 6= a1

př: (P,Q) = (x2 + x+ 3y, x2 + 2y2)

(γ) e1 = k · c ∧ a1 6= e1 ∧ d1 6= e1 ∧ d1 6= a1

př: (P,Q) = (x2 + 3x+ 2y, x2 + 2y2)

(δ) e1 = d1 ∧ a2 = c
př: (P,Q) = (x2 + 3x+ 3y, 2x2 + 2y2)

(ii) jestliže d2 6= 0 nebo e2 6= 0, pak:

(α) d2 = 0 ∧ a1 = k · c = d1 ∧ e1 6= a1

př: (P,Q) = (x2 + x+ 2y, x2 + y2 + y)

(β) d2 = 0 ∧ a1 = d1 = e1 = k · a2 ∧ e1 6= k · e2 ∧ d1 6= k · c
př: (P,Q) = (x2 + x+ y, x2 + 3y2 + 3y)

(γ) d2 = 0 ∧ d1 = e1 ∧ c = e2 ∧ d1 6= k · c ∧ a2 6= c
př: (P,Q) = (x2 + 2x+ 2y, x2 + 3y2 + 3y)

(δ) e2 = 0 ∧ d1 = e1 = a1 ∧ (c = d2 nebo d2 = a2 pro c 6= d2)
př: (P,Q) = (x2 + x+ y, x2 + 3y2 + 3x)

(ε) d2 = 0 ∧ c = e1 = k · e2 ∧ (d1 6= a1 ∨ c 6= a2)
př: (P,Q) = (x2 + 2x+ 3y, x2 + 3y2 + 3y)

(ζ) d2 = 0 ∧ d1 = k · c ∧ e1 = k · e2 ∧ e1 = a1

př: (P,Q) = (x2 + 2x+ y, x2 + 2y2 + y)

(η) d2 = 0 ∧ k · c = d1 = e1 ∧ c 6= e2

př: (P,Q) = (x2 + 2x+ 2y, x2 + 2y2 + y)

(θ) d2 = 0 ∧ d1 = k · e2 ∧ e1 = k · c ∧ e1 6= d1 ∧(a1 = d1 nebo a2 = c)
př: (P,Q) = (x2 + 2x+ y, x2 + y2 + 2y)

(ι) d2 = 0 ∧ d1 = e1 = k · e2 ∧ a1 6= d1 ∧ a2 = c
př: (P,Q) = (x2 + 2x+ 2y, x2 + y2 + 2y)

(κ) d2 = 0 ∧ d1 = k · e2 = k · c ∧ a1 6= e1 ∧ e1 6= d1

př: (P,Q) = (x2 + 3x+ 2y, x2 + 3y2 + 3y)

(λ) d2 = 0 ∧ e1 = k · e2 ∧ d1 = a1 ∧ e2 6= c
př: (P,Q) = (x2 + x+ 3y, x2 + 2y2 + 3y)

(µ) d2 = 0 ∧ a1 = e1 6= d1 ∧ c = e2 6= a2 ∧ d1 6= k · e2

př: (P,Q) = (x2 + 3x+ y, x2 + 2y2 + 2y)

(ν) d2 = 0 ∧ a2 = e2 ∧ d1 = e1 6= k · c ∧ a2 6= c
př: (P,Q) = (x2 + 3x+ 3y, x2 + 2y2 + y)

(ξ) d2 = 0 ∧ d1 = k · c ∧ d1 6= e1 ∧ c 6= e2 ∧ e2 = a2

př: (P,Q) = (x2 + 3x+ 2y, x2 + 3y2 + y)

(o) d2 = 0 ∧ d1 = k · e2 ∧ d1 6= e1 ∧ e1 6= k · c ∧ c 6= e2 ∧ (e1 = a1 nebo c = a2)
př: (P,Q) = (x2 + 2x+ y, x2 + 3y2 + 2y)

(π) d2 = 0 ∧ e1 = k · c ∧ e1 6= k · e2 ∧ e1 6= d1 ∧ e2 6= a2 ∧ k · e2 6= d1

př: (P,Q) = (x2 + 2x+ y, x2 + y2 + 3y)
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(ρ) d2 = 0 ∧ a2 = e2 = c ∧ e1 6= k · e2

př: (P,Q) = (x2 + 2x+ 3y, x2 + y2 + y)

(iii) jestliže d2 6= 0, e2 6= 0, d1 6= k · d2 pak :

(α) d1 = a1 = k · c ∧ (d1 = e1 ∧ e1 6= k · e2 nebo d1 6= e1 ∧ e1 = k · e2)
př: (P,Q) = (x2 + x+ 3y, x2 + y2 + 3x+ y)

(β) a1 = e1 = k · e2 = k · c ∧ d1 6= a1 ∧ a2 6= d2

př: (P,Q) = (x2 + 3x+ y, x2 + y2 + 2x+ y)

(γ) d1 = k · e2 ∧ e1 = k · d2 ∧ d1 6= e1

př: (P,Q) = (x2 + 3x+ 2y, x2 + y2 + 2x+ 3y)

(δ) d1 = k · e2 ∧ e1 6= k · d2 ∧ (a1 = k · c ∧ d1 6= e1 nebo a2 6= c ∧ e1 = d1)
př: (P,Q) = (x2 + x+ 2y, x2 + y2 + 3x+ y)

(ε) e1 6= k · d2 ∧ d1 = k · e2 ∧ (a2 6= c ∧ d1 6= e1)
př: (P,Q) = (x2 + x+ y, x2 + 3y2 + 2x+ y)

(ζ) a1 = k · e2 ∧ a1 6= d1 ∧ d1 = e1 = k · c
př: (P,Q) = (x2 + 2x+ 2y, x2 + 2y2 + 3x+ y)

(η) d1 6= k · e2 ∧ a1 6= d1 ∧ a2 = c = d2 ∧ d1 6= e1 ∧ (e1 = k · e2 nebo d1 = e1)
př: (P,Q) = (x2 + 3x+ 2y, x2 + y2 + x+ 2y)

(θ) e1 6= k · e2 ∧ d1 6= k · c ∧ a1 = e1 = d1 ∧ (c = d2 6= e2 nebo d2 = c ∧ e1 = d1)
př: (P,Q) = (x2 + x+ y, x2 + 2y2 + 2x+ 2y)

(Analogicky pro P = a1y
2 + d1y + e1x a Q = a2y

2 + cx2 + d2y + e2x)

Věta 4.14. Necht’ (P,Q) ∈ (
2

F2m [X, Y ])2, kde P = a1x
2 + c1y

2 + d1x+ e1y a
Q = a2x

2 + c2y
2 + d2x + e2y,kde a1 6= 0, a2 6= 0, c1 6= 0, c2 6= 0, a1 = k · a2 pak za

předpokladu platnosti všech nutných podmı́nek (P,Q) ∈
̂

(
2

F2m [X, Y ])2, jestliže

(i) jestliže d1 = e1 = d2 = e2 = 0 ∧ c1 6= c2

př: (P,Q) = (x2 + y2, x2 + 2y2)

(ii) jestliže e1 = d1 = 0 ∧ e2 6= 0 ∨ d2 6= 0 pak:

(α) c1 = k · c2

př: (P,Q) = (x2 + 2y2, x2 + 2y2 + 3x+ y)

(β) c1 6= k · c2 ∧ c1 = k · d2 ∧ a2 = e2

př: (P,Q) = (x2 + 2y2 + y, x2 + y2 + 2x+ y)

(γ) c1 6= k · c2 ∧ c1 = k · e2 ∧ a2 6= d2 ∧ (c2 = d2 6= a2 nebo a2 = c2 6= d2)
př: (P,Q) = (x2 + 3y2, x2 + y2 + 2x+ 3y)

(δ) c1 6= k · c2 ∧ c1 6= k · e2 ∧ a2 = c2 = d2 6= e2

př: (P,Q) = (x2 + 2y2, x2 + y2 + x+ 3y)
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(ε) c1 6= k · c2 ∧ c2 = e2 6= a2 ∧ c1 6= k · d2 ∧ a1 6= c1

př: (P,Q) = (x2 + 3y2, x2 + 2y2 + x+ 2y)

(ζ) c1 6= k · c2 ∧ c1 = k · d2 ∧ a2 = e2

př: (P,Q) = (x2 + 3y2, x2 + 2y2 + 3x+ y)

(iii) jestliže a1 = k · a2 ∧ e1 6= 0 ∧ e2 6= 0 ∧ d1 = 0 ∧ d2 = 0 pak:

(α) c1 = k · c2 ∧ e1 6= k · e2 nebo e1 = k · e2 ∧ c1 6= k · c2

př: (P,Q) = (x2 + 2y2 + y, x2 + y2 + y)

(iv) jestliže a1 = k · a2 ∧ d1 = 0 ∧ d2 6= 0, e1 6= 0, e2 6= 0 pak:

(α) a1 = k · a2 ∧ c1 = k · c2 ∧ e1 6= k · e2

př: (P,Q) = (x2 + y2 + y, x2 + y2 + 3x+ 2y)

(β) c1 = k · c2 ∧ e1 = k · d2 ∧ a1 6= c1

př: (P,Q) = (x2 + 2y2 + 3y, x2 + 2y2 + 3x+ y)

(γ) a1 = k·c2 = k·d2∧a1 6= c1 pak (e1 = k·d2∧c1 = k·e2) nebo (e1 6= k·d2∧c1 = e1)
př: (P,Q) = (x2 + 2y2 + y, x2 + y2 + x+ 2y)

(δ) c1 = k · d2 ∧ e1 = k · e2 ∧ a1 6= e1

př: (P,Q) = (x2 + 3y2 + 2y, x2 + y2 + 3x+ 2y)

(ε) c2 = d2 ∧ e1 6= k · d2 ∧ a1 = c1

př: (P,Q) = (x2 + y2 + 3y, x2 + 2y2 + 2x+ 3y)

(ζ) c1 = k · e2 ∧ e1 = k · c2 ∧ c1 6= k · c2 ∧ e1 6= k · d2

př: (P,Q) = (x2 + y2 + 2y, x2 + 2y2 + 3x+ y)

(η) c2 = e2 ∧ c1 = k · d2 ∧ e1 6= k · d2

př: (P,Q) = (x2 + 2y2 + 3y, x2 + y2 + 2x+ y)

(θ) a2 6= c2 ∧ c1 = k · c2 ∧ c1 = k · d1 ∧ e1 = k · d2

př: (P,Q) = (x2 + 2y2 + 2y, x2 + 2y2 + 2x+ 3y)

(ι) c1 = e1 = k · d2 ∧ a1 = k · c2 ∧ e2 6= a2

př: (P,Q) = (x2 + 2y2 + 2y, x2 + y2 + 2x+ 3y)

(κ) a1 = k · e2∧ e1 = k ·d2∧ c1 6= k · c2∧ (c1 = e1∧ c2 6= e2) nebo (c2 = e2∧ c1 6= e1)
př: (P,Q) = (x2 + 3y2 + 3y, x2 + 2y2 + 3x+ y)

(λ) a1 = e1 = k · c2 = k · e2 ∧ k · d2 6= c1 ∧ c1 6= e1

př: (P,Q) = (x2 + 3y2 + y, x2 + y2 + 2x+ y)

(µ) c2 = e2 ∧ e1 = k · d2 ∧ c1 6= k · e2

př: (P,Q) = (x2 + 3y2 + y, x2 + 2y2 + x+ 2y)

(v) jestliže d1 6= k · d2 ∧ e1 6= 0, e2 6= 0, d1 6= 0, d2 6= 0 pak:

(α) c1 = k · c2 nebo e1 = k · e2

př: (P,Q) = (x2 + 2y2 + x+ 2y, x2 + y2 + 3x+ 2y)
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(β) d1 = k · e2 ∧ e1 = k · d2 ∧ c1 = k · c2 ∧ c1 = a1

př: (P,Q) = (x2 + y2 + x+ 3y, x2 + y2 + 3x+ y)

(γ) a1 = k · c2 ∧ k · d2 = e1 ∧ d1 6= e2 ∧ d2 6= e2

př: (P,Q) = (x2 + y2 + 3x+ y, x2 + y2 + 2x+ 3y)

(Analogicky pro P = a1y
2 + c1x

2 + d1y + e1x a Q = a2y
2 + c2x

2 + d2y + e2x

Poznámka 4.2. Pro stanoveńı postačuj́ıćıch podmı́nek pro tvorbu
”
bijektivńıch pár̊u“

jsme využili daľśı specifické vlastnosti polynomů pole F22 a to stejný obor hodnot pro
evaluace r̊uzných polynomů. V tomto př́ıpadě nemáme na mysli polynomy lǐśıćı se o kon-
stantu nebo o násobnost, zde je shoda zřejmá.
Na tomto základě stačilo uvést pouze jednu podmı́nku pro daný polynom, splňuje-li
podmı́nku jeden, po prohozeńı bude indukovat bijekci i druhý.
Jedná se o tyto polynomy včetně jejich násobnost́ı a rozš́ı̌reńı o konstantu:

x2 + y + 2x x2 + 3y + x x2 + y + 3x

x2 + 2y2 + 2x x2 + y2 + x x2 + 3y2 + 3x

x2 + 3y2 + 3y x2 + y2 + 2y x2 + y2 + y

y2 + 3x+ y y2 + 2y + 2x y2 + y + x

x2 + 3y2 + 2y y2 + 2x+ y y2 + 3y + x

y2 + 3y + 2x 2y2 + x2 + 2y 2y2 + x2 + y

x2 + 2y + x x2 + x+ y x2 + 3y + 3x

x2 + 3y2 + x y2 + x2 + x x2 + y2 + 3x

x2 + y x2 + 2y x2 + 3y

y2 + x y2 + 2x x2 + 3x
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x2 + 2y + 2x x2 + 2y2 + 3y y2 + x2 + 3y

x2 + y2 + 2x y2 + 3x+ 2y y2 + 3y + 3x

y2 + x+ 2y x2 + 3y + 2x x2 + 2y + 3x

3y2 + x2 + y x2 + 3y2 + 2x x2 + 2y2 + 3x

x2 + y2 + 2x+ y x2 + y2 + x+ 3y x2 + y2 + 3x+ y

x2 + 2y2 + 2x+ 2y x2 + 2y2 + y + x x2 + 3y2 + 3x+ 3y

x2 + y2 + x+ 2y x2 + y2 + 3x+ 2y x2 + y2 + 2x+ 3y

x2 + 3y2 + x+ y x2 + 2y2 + 3y + 3x x2 + 3y2 + 2x+ 2y

Vrat’me se k př́ıpadu p = 2, m = 1, n = 2, tedy kvadratické polynomy dvou neurčitých
nad polem F2. V tomto př́ıpadě nám x2 = x, tedy pro pole F2 nemá smysl kvadratické
polynomy uvažovat.

4.3. Trojice kvadratických polynomů tř́ı neurčitých

nad konečným polem F2m

Tedy řeš́ıme př́ıpad n = 3 pro m = 1.
Kvadratický polynom má tvar ax2 + by2 + cz2 + dxy + eyz + fxz + gx+ hy + kz + l,
kde a 6= 0 nebo b 6= 0 nebo c 6= 0 nebo d 6= 0 nebo e 6= 0 nebo f 6= 0 a kde
a, b, c, d, e, f ∈ F2m .

V tomto př́ıpadě stačilo pouze pozměnit program předcházej́ıćı. Změnili jsme předpis po-
lynomu, podmı́nky pro kvadratický polynom, drobné změny jako odstraněńı přebytečných
závorek apod. a závěrem jsme netvořili dvojice, ale trojice polynomů. Vypsané polynomy
jsme dále nezpracovávali.
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4. EXPERIMENTÁLNÍ ANALÝZA

Obr 4.5 ukázka výstupu programu na vygenerováńı trojic polynomů nad polem F2
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4.3. TROJICE KVADRATICKÝCH POLYNOMŮ

Obr 4.6 ukázka programu na vygenerováńı trojic polynomů nad polem F2
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5. GRAFICKÉ ZNÁZORNĚNÍ DVOJIC KVADRATICKÝCH POLYNOMŮ NA TORU

5. Grafické znázorněńı dvojic
kvadratických polynomů na toru

V této kapitole uvedeme zobrazeńı dvojic kvadratických polynomů na konečném poli a
to na toru. Pro znázorněńı konečného pole využ́ıváme kružnici, která nám zachovává arit-
metiku pole. Této vlastnosti využijeme ke znázorněńı dvojice polynomů. Jelikož potřebuje-
me zobrazit dvojici polynomů, použijeme

”
kružnici krát kružnici“ tedy torus. Prvńı po-

lynom určuje prvńı souřadnici - tedy umı́stěńı na ř́ıd́ıćı kružnici a druhý polynom určuje
umı́stěńı na vedleǰśı kružnici, která je na ř́ıd́ıćı kružnici kolmá.
Torus nám v našem př́ıpadě představuje n-úhelńık - ř́ıd́ıćı, kde kolem každého vrcholu je
kolmo veden podobný n-úhelńık - vedleǰśı. Pro naše př́ıpady pole F2

2m je n = 2m. Takto
zkonstruovaný torus, nám opět zachovává operace na konečném poli.
Ukážeme si znázorněńı bijektivńıch i nebijektivńıch dvojic. Úvodńım obrázkem si ukážeme
orientaci na toru pomoćı souřadnic, které dále pro přehlednost neuvád́ıme, ale zachovává-
me natočeńı toru. Použitý program pro grafickou interpetaci viz [6].

Obr 5.1 popis toru: každý vrchol ř́ıd́ıćıho n-úhelńıku, tvoř́ı prvńı souřadnici, druhá souřadnice
je dána vedleǰśımi n-úhelńıky
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Obr 5.2 (P,Q) ∈
̂

(
2
F22 [X,Y ])2, P = x2 + xy + 1, Q = x2 + xy + x - dvojici tvoř́ı polynomy,

které nesplňuj́ı ani nutnou podmı́nku pro bijekci

Jak lze z obrázku 5.2 vidět, člen xy nám narušuje bijekci
”
nesymetricky“, tedy ani

vhodným přidáńım daľśıho členu, bychom bijekce nedosáhli. Jak bude patrné z nadcházej́ı-

ćıch obrázku, jsou-li splněny nutné podmı́nky, obdrž́ıme jako hodnoty zobrazeńı bud’

všechny možné hodnoty, polovinu nebo čtvrtinu možných hodnot. Rozložeńı lze považovat
za

”
symetrické“ ve smyslu rozložeńı vzhledem k ř́ıd́ıćımu n-úhelńıku, tedy na všech ved-

leǰśıch n-úhelńıćıch je stejný počet bod̊u.

Obr 5.3 (P,Q) ∈
̂

(
2
F22 [X,Y ])2, P = y2, Q = y2 + 1 - dvojici tvoř́ı polynomy, které se lǐśı o

konstantu

Jak lze na obrázku 5.3 vidět, máme-li dvojici polynomů, jenž se lǐśı o konstantu, do-
staneme vždy čtyřprvkovou množinu řešeńı. Oproti totožnému zobrazeńı, jsou souřadnice
pouze posunuty na vedleǰśım n-úhelńıku. Podobné řešeńı obdrž́ıme v podáńı dvojice po-
lynomů lǐśıćı se k-násobkem 5.4. I v tomto př́ıpadě je řešeńı posunuto oproti totožnému,
avšak samozřejmě jiným zp̊usobem, než je tomu v př́ıpadě konstanty.
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5. GRAFICKÉ ZNÁZORNĚNÍ DVOJIC KVADRATICKÝCH POLYNOMŮ NA TORU

Obr 5.4 (P,Q) ∈
̂

(
2
F22 [X,Y ])2, P = y2 + x + 2y + 1, Q = y2 + 2x + 3y + 2 - dvojici tvoř́ı

polynomy, které se lǐśı o k-násobek

Obr 5.5 (P,Q) ∈
̂

(
2
F22 [X,Y ])2, P = x2 +x+ 3y + 1, Q = y2 +x - dvojici tvoř́ı polynomy, které

nesplňuj́ı postačuj́ıćı podmı́nku

Na obrázku 5.5 a 5.6 lze vidět jak vhodnou úpravou lze z nebijektivńıho
”
páru“ obdržet

bijektivńı zobrazeńı. V tomto př́ıpadě stačilo pouze modifikovat koeficient členu x v po-
lynomu Q.
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Obr 5.6 (P,Q) ∈
̂

(
2
F22 [X,Y ])2, P = x2 + x + 3y + 1, Q = y2 + 3x - dvojici tvoř́ı polynomy

indukuj́ıćı bijekci

Obr 5.7 (P,Q) ∈
̂

(
2
F22 [X,Y ])2, P = x2 + x+ y, Q = x2 + 2x+ 3y + 2 - dvojici tvoř́ı polynomy,

které splňuj́ı nutnou podmı́nku, nikoliv postačuj́ıćı

V př́ıpadě dvojice polynomů 5.7 by pro bijekci stačilo pouze upravit člen y poly-
nomu Q. Pokud bychom nahradili stávaj́ıćı koeficient u y č́ıslem 2 byla by splněna jedna
z postačuj́ıćıch podmı́nek a zobrazeńım bychom obdrželi bijekci. Podobně v př́ıpadě dvo-
jice 5.8 lze bijekce dosáhnout např́ıklad odstraněńım členu 2x z polynomu P .
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5. GRAFICKÉ ZNÁZORNĚNÍ DVOJIC KVADRATICKÝCH POLYNOMŮ NA TORU

Obr 5.8 (P,Q) ∈
̂

(
2
F22 [X,Y ])2, P = x2 + 2x+ y + 3, Q = y2 + 3 - dvojici tvoř́ı polynomy, které

nesplňuj́ı postačuj́ıćı podmı́nku

V předchoźı kapitole jsem zmiňovali specifické vlastnosti polynomů pro pole F22 , které
dále obecně pro jiná pole nepředpokládáme. Dále tedy pro názornost porovnáme některá
specifika pole F22 s daľśım binárńım polem F23 . Popis toru pro znázorněńı binárńıho pole
F23 neuvád́ıme, jde nám pouze názornost a porovnáńı vlastnost́ı. Zejména porovnáńı plat-
nosti věty o symetrii a nesjednoceńı odpov́ıdaj́ıćıch si polynomů - t́ımto nevyvraćıme exis-
tenci odpov́ıdaj́ıćıch si polynomů pro F23 pouze poukazujeme na skutečnost, že vlastnosti
jednoho pole nelze automaticky přenést na pole jiné.

Obr 5.9 (P,Q) ∈
̂

(
2
F22 [X,Y ])2 oproti (P,Q) ∈

̂
(

2
F23 [X,Y ])2, P = x2 +2y, Q = x2 +3y2 +x+3y

- zachováńı symetrie

Pro dvojici polynomů (P,Q) ∈
̂

(
2

F22 [X, Y ])2 jsme zavedli symetrii pomoćı 4.9. Věta
poukazuje na skutečnost, že v př́ıpadě, kdy má polynom odpov́ıdaj́ıćı tvar a splňuje nutné
předpoklady k bijekci, je možné neurčitou x a y zaměnit, aniž by byla narušena bijekce

”
páru“. Pro volbu dvojice polynomů z 5.9 by se zdálo, že věta bude v platnosti i zde, neb

i po
”
symetrii“ obdrž́ıme totožná zobrazeńı jako jsou uvedena.

Vezmeme-li ovšem dvojici polynomů (P,Q) ∈
̂

(
2

F23 [X, Y ])2 jako na 5.10, pak pak po-
lynom P na předpoklady pro

”
symetrii“ a s polynomem Q bijekci tvoř́ı. Provedeme-li
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ji ovšem, obdrž́ıme tak nebijektivńı zobrazeńı, jak lze vidět na 5.10 vpravo. Věta tedy
obecně nemůže být brána pro libovolná pole.

Obr 5.10 (P,Q) ∈
̂

(
2
F22 [X,Y ])2 oproti (P,Q) ∈

̂
(

2
F23 [X,Y ])2, P = x2 + 3y2 + 3x + y, Q =

x2 + y2 + x + y - narušeńı symtrie

Dále jsme měli dvojice polynomů, jenž se lǐsila předpisem, ale hodnoty zobrazeńı
byly pro oba polynomy stejné, tedy tvořila

”
bijektivńı pár“ se stejnou množinou po-

lynomů. Vezmeme-li jednu takovou dvojici, jejich společné zobrazeńı nám dá početně
stejnou množinu jako zobrazeńı dvou totožných polynomů. Jak lze vidět na 5.11 obecně
nemůžeme přepokládat stejné vlastnosti polynomů pro r̊uzná pole.

Obr 5.11 (P,Q) ∈
̂

(
2
F23 [X,Y ])2, P = 3x2 + y2 + x + 3y, Q = x2 + y2 + 2x + 3y
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6. DISKUSE V SOUVISLOSTI S MAUBACHOVOU HYPOTÉZOU

6. Diskuse výsledk̊u o polynomech
indukuj́ıćı bijekci v souvislosti
s Maubachovou hypotézou

V této kapitole si aplikujeme 3.4 na předcházej́ıćı kapitolu. Věta pojednává o celkovém
počtu bijekćı vzhledem k charakteru binarńıho pole a srovnáńı celkového počtu bijekćı
s počtem bijekćı indukovaných krotkými automorfismy. Vyhodnot́ıme pro př́ıpad pod-
kapitoly 3.1 a pro př́ıpad uveden v podkapitole 3.2. Pro pomocné výpočty opět už́ıváme
systému Mathematica, ve kterém jsme tvořili

”
bijektivńı páry“ kombinace: dvou lineárńıch

polynomů, dvojici kvadratický polynom-lineárńı polynom. Zdrojové kódy neuvád́ıme,
jedná se o modifikaci kód̊u v práci uvedených a využ́ıváme zde pro naše účely pouze
č́ıselného počtu takto vytvořených dvojic.

Př́ıpad 3.1 se týká věty 3.4 části (i), (ii), kterou jsme řešili obecně.
Uvažujme celkový počet bijekćı nad F2m tedy (2m)!

Máme-li kvadratický polynom indukuj́ıćı bijekci, tedy ax2+c, celkový počet takto źıskaných
bijekćı je 2m · (2m − 1).
Podobně uvažujme lineárńı polynomy indukuj́ıćı bijekci, tedy ax+ b, kde i zde obdrž́ıme
počet bijekćı 2m · (2m − 1).
Využijeme-li vztahu z věty 3.4 (i), (ii) obdrž́ıme

(2m)!

(2m − 2)!
= 2m · (2m − 1)!.

Dle věty 3.4 by měl tento počet odpov́ıdat počtu krotkých automorfismů, ty nám pro tento
př́ıpad představuj́ı pouze polynomy lineárńı. Srovnáńım obou č́ısel dojdeme k rovnosti.

Vezmeme-li jednoduchý př́ıklad dvojice polynomů nad polem F2,tedy př́ıpad m = 1,
p = 2, n = 2, celkový počet možných bijekćı je 4!.
Polynomy máme ve tvaru P = cx + dy + e, Q = fx + gy + h. Abychom obdrželi bijekci,
muśı být matice koeficient̊u regulárńı tj.(

c d
f g

)
6= 0

V našem př́ıpadě to znamená tyto možnosti:(
1 1
1 0

) (
1 0
1 1

) (
0 1
1 1

)

(
1 1
0 1

) (
1 0
0 1

) (
0 1
1 0

)
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Máme tedy šest možných kombinaćı. Vezmeme-li v úvahu možnosti, které nám poskytuj́ı
konstanty e, h dostaneme se na č́ıslo 6 · 2 · 2 = 24. Počet bijekćı źıskaných lineárńımi
polynomy je shodný s celkovým počtem bijekci.

Př́ıpad 3.2 se týká věty 3.4 části (iii), kterou jsme řešili pro pole F4.
Každou bijekci je možné indukovat n-tićı polynomů, kde stupeň polynomů je menš́ı než
pm − 1 viz [7]. Vezměme nyńı naši situaci p = 2, m = 2, n = 2. Tedy v tomto př́ıpadě
nám vstupuj́ı do hry nav́ıc polynomy třet́ıho stupně.
Celkový počet bijekćı (2m)! je v našem př́ıpadě roven 16!.

Uvažujme dvojici polynomů (P,Q), pro polynom stupně nejvýše tři mohou nastat tyto
možnosti:

A degP = 1, degQ = 1 2880

B degP = 1, degQ = 2 20160

C degP = 1, degQ = 3

D degP = 2, degQ = 1 20160

E degP = 2, degQ = 2 279360∗
F degP = 2, degQ = 3

G degP = 3, degQ = 1

H degP = 3, degQ = 2

I degP = 3, degQ = 3

Posledńı sloupec nám představuje počet bijekćı indukovaných kombinaćı polynomů
př́ıslušného řádu. ∗ - tento výsledek je v práci plně popsán, ostatńı výsledky jsou jen
na základě programových výstup̊u. Je patrné, že č́ıselně srovnáme-li počet bijekćı, které
známe, je to pouze nepatrné č́ıslo oproti hodnotě 16!. V př́ıpadě A nám celou množinu
řešeńı představuj́ı afinńı automorfismy. De Jonquièr̊uv automorfismy můžeme očekávat
v př́ıpadě A, D, G kde ovšem nepokrývaj́ı veškeré možné bijekce. Vyvstává otázka poly-
nomů třet́ıho stupně a jejich chováńı v páru.

Máme tedy připraven program i metodu pro klasifikaci polynomů indukuj́ıćıch bijekci
a jsme schopni odvodit počty n-tic indukuj́ıćıch bijekci. Rovněž v́ıme, mezi dvojicemi
kterých stupň̊u lze hledat afinńı a de Jonquièrovy automorfismy, tato analýza nám tedy
může dát i údaj o jejich počtu a ve srovnáńı s počtem možných bijekćı i napomoci zod-
povězeńı otázky, zda divoký automorfismus indukuje bijekci. Tento př́ıpad je ale potřeba
řešit pro př́ıpad n ≥ 3, kdy nad polem divoké automorfismy existuj́ı viz. [8]
Námi zpracovaný program ale pro výpočetńı náročnost neumožňuje zat́ım efektivně prová-
dět analýzu pro n ≥ 3, doba výpočtu přesahuje 240 hodin při běžném výkonu poč́ıtače. Je
tedy třeba zefektivnit algoritmus. Máme za to, že metoda analýzy n-tic polynomů daných
stupň̊u indukuj́ıćıch bijekci může k očekávanému potvrzeńı Maubachovy hypotézy přispět.

36



6. DISKUSE V SOUVISLOSTI S MAUBACHOVOU HYPOTÉZOU

Obr 6.1 Masayoshi Nagata
”
konstruktér“ prvńıho divokého automorfismu, 1972

Nagat̊uv divoký automorfismus:

σ(X) = X − 2(XZ + Y 2)Y − (XZ + Y 2)2Z,
σ(Y ) = Y + (XZ + Y 2)Z,
σ(Z) = Z.
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7. Závěr
V bakalářské práci jsme si po zavedeńı základńıch pojmů představili kvadratické po-

lynomy indukuj́ıćı bijekci na konkrétńım binárńım poli. Na základě analýzy výstupu pro-
gramů v systému Mathematica jsme formulovali věty 4.1 až 4.8, které jsme dokázali. Věty
pojednávaj́ı o podmı́nkách nutných pro tvorbu

”
bijektivńıho páru “. V př́ıpadě věty

4.1 se jedná o podmı́nku nutnou a zároveň i postačuj́ıćı. Dále přecháźıme z obecných
předpoklad̊u na specifické vlastnosti kvadratických polynomů nad polem F4. Po celkové
analýze těchto polynomů jsme formulovali věty 4.9 až 4.14, pomoćı nichž lze i snadno
sestrojit

”
bijektivńı pár“ nebo upravit jinak nebijektivńı dvojici. V závěru kapitoly jsme

také uvedli dvojice kvadratických polynomů, které si navzájem odpov́ıdaj́ı a d́ıky kterým
jsme mohli počet podmı́nek částečně zredukovat. V nasleduj́ıćı části jsme interpretovali
vlastnosti z vět 4.9 až 4.14 grafickým znázorněńım na toru. Uvedli jsme nebijektivńı zob-
razeńı a následně i možnosti jeho nápravy na bijektivńı zobrazeńı. Skutečnost, že uvedené
vlastnosti jsou specifické jen pro dané pole, jsme ukázali na protipř́ıkladu vedeném pro
pole F8. Posledńı kapitola aplikuje větu 3.4 o srovnáńı celkového počtu bijekćı s počtem
bijekćı indukovaných krotkými automorfismy na námi źıskané výsledky z programů. Pro
př́ıpad 3.2 jsme modifikovali zde uvedené programy a provedli alespoň č́ıselnou analýzu
všech možných kombinaćı dvojic lineárńıch a kvadratických polynomů indukuj́ıćıch bi-
jekci.
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