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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva kvadratickymi polynomy nad binarnimi poli, které in-
dukuji bijekci. Stanovime podminky bijekce na konktrétnim bindrnim poli s vyhledem
dalstho zkoumani polynomialnich automorfismu indukujicich bijekei.

Summary

This bachelor’s work concerns to quadratic polynomials over binary fields which induce
bijection. We specify conditions for the bijection on the particular binary field with a view
to further examine the polynomial automorphisms inducing a bijection.
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1. Uvod

Predlozena bakalarska prace je zameéfena na kvadratické polynomy nad bindrnimi
poli, které indukuji bijekci. V tvodu této prace zavadime polynomy obecné pro okruh,
kde nasledné zavadime i veskeré operace, pojmy polynomialniho zobrazeni, substitu¢niho
principu a kompozice. Nezavadime bindrni aritmetiku viz [1]. V dalsi kapitole se zabyvame
polynomialnimi automorfismy na konecnych polich, zavadime pojem krotkého automor-
fismu, ktery zminujeme predevsim v souvislosti s Maubachovou hypotézou, jez pojednava
o neexistenci liché permutace polynomialniho zobrazeni F3,, — F5,.., n > 2, m > 1.

Dalsi kapitola je vénovana vlastni analyze konkrétnich binarnich poli. Zabyvame se po-
lynomy jedné neurcité, dvojici polynomu dvou neurcitych. Pro tuto ¢ast byl vytvoren
program v systému Mathematica. Na zakladé jeho vystupu byla formulovana a nésledné
dokazovana tvrzeni o vlastnostech dvojice polynomu nad koneénym polem Fy2. Uvadime
podminky nutné i postacujici pro bijekci, pricemz platnost nutnych podminek muzeme
uvazovat obecné. Zaroven postacujici podminky nam mohou slouzit i jako navod ke kon-
strukei bijektivni dvojice.

Nasledujici kapitola je vénovana grafické interpretaci téchto dvojic kvadratickych poly-
nomu na toru, kde je mimo jiné i srovnani jejich specifickych vlastnosti s polem Fys, tedy
vylouceni obecné platnosti pro libovolné binarni pole.

Posledni kapitola je vénovana mensi diskusi ziskanych vysledku v souvislosti s Maubacho-
vou hypotézou vzhledem k poctu bijekci indukovanych krotkymi automorfismy. Uvadime
prehled poc¢tu bijekei pro pole Fy2 pro kombinace dvojic polynomu nejvyse kvadratickych.



2. POLYNOMY N NEURCITYCH NAD OKRUHEM
2. Polynomy n neurcitych nad
okruhem

Tuto kapitolu rozdélime na dvé ¢asti. V prvni ¢asti si uvedeme specidlni ptipad poly-
nomu n neurcitych - polynomy jedné neurcité. Uvedeme zde zakladni definice, zavedeme
zékladni aritmetiku polynomu a nékteré vlastnosti, které budeme déle potiebovat. Druha
¢ast zobecni poznatky z prvni ¢asti pro polynomy n neurcitych a také pro n-tice takovych
polynomu. Dukazy v obou ¢astech maji obdobnou konstrukei, proto ve vétsiné pripadu
jsou pro nazornost uvedeny pouze v prvni ¢asti.

2.1. Polynomy jedné neurcité nad okruhem

Definice 2.1. Necht R = (R, +,) je neprdzdnid mnozina se dvéma bindrnimi operacemi
+ a -. R se nazyva okruh, jestlize plati:

(R1) (R,+) je komutativni grupa.
(R2) (R,-) je pologrupa s jednickou.

(R3) plati tzv. distributivni zdkony: pro a,b,c € R
a-(b+c)=a-b+a-c,
(b+c)-a=b-at+c-a.

Neutralni prvek grupy (R, +) se nazyva neutrdlni prvek okruhu R vzhledem k operaci +
a oznacime jej Og.

Neutralni prvek pologrupy (R, -) se nazyva neutrdlni prvek okruhu R vzhledem k operaci
- a oznacime jej 1g.

Poznamka 2.1. Obvykle predpokladdame 1 # 0Og, v piipadé rovnosti by se jednalo
o trivialni okruh.

Definice 2.2. Necht R je okruh. Jestlize pologrupa (R, -) je komutativni, nazyva se R
komutationi okruh.

Definice 2.3. Necht (R, +,-) a (R, +,:) jsou dva okruhy. Zobrazeni ¢ : R — R nazveme
homomorfismus jestlize pro a,b € R

pla+b) = ¢(a)+p(b),
pla-b) = pla)p(b),
o(1gr) = 1g.

Definice 2.4. Polynom jedné neurcité nad okruhem R definujeme jako zobrazeni
a: Ny — R s konetnym nosic¢em.

Oznaceni 2.1. Polynom a : Ny — R, a(0) = rq, a(l) = 71, a(2) = ro,..., oznacime jako
roX% +r X1+ X2 + ... (pouze konetny pocet r; je nenulovych) s ndsledujici konvenci:
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() misto 0pX° + 0 X!+ 0gX? + ... (vSechna r; nulovd) piseme 0.
(8) misto roX° budeme psat rol
(v) misto 1z X" budeme psat X*

Polynom a muzeme tedy zapsat jako a = rol + 7 X' +ryX? + ... zkrdcené a = 3; r; X°.

Nadchdzejici definice 2.5, 2.6 ,2.8 a véta 2.2 spolecné s jejim dukazem inspirovany [3].
Diukaz véty 2.1 inspirovan [2].

Definice 2.5. (S¢itani a ndsobeni polynomi):

Méjme dva polynomy a, b, kde a = 3, r; X%, b =Y, 5, X", pak
a+b=>t: X kde t; =r; + s, tedy a + b= 3,;(r; + 5;) X*

a-b=3,tX" kde t; = D kieNg Tk * Sl
i=k+l

pro a = 19l budeme psit a - b =3, 795,X%, prob-b-b- ... b uzijeme oznaceni b'.
—_—

i—krat

Véta 2.1. Polynomy s operacemi + a - tvoil komutativni okruh. Okruh polynomu
v neurcité X nad okruhem R oznatime R[X].

Diikaz: v dukazu budeme uvazovat n = max {deg f, deg g, deg h}
(R,+) je komutationi grupa:

Komutativita: f+¢g = Yl oaX + X0 o0 X =0 o (a; +0)X =30 (a; + b;)
= Yl b X+ Yl ja X =g+ f.
Asociativita: f+ (g +h) = SroaX + (XL b X+, XY
= Yl aX + 0 (bi + )X =0 (a; + (b + ) X!
= 3o ((ai+b) + ) X* = (@ +0) X' + Xy X

= (Croa X'+ Yl b XY+ e Xi=(f+g)+h.
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Neutrdlni prvek: f+0 = > ja; X'+ X0 0X" =" (a; +0)X*
= YioaX'=f.
Inverzni prvek: [+ (—f) = Yl aX '+ 30 (—ai) X =", (a; + (—a;)) X?
= Yio0rX"=0.
(R, ") je pologrupa s jednickou:
Komutativita: f-g = (g X") - (S b X7) = £ (Dipjmt aiby) X!
= X (Cipjubja) X =g- f.
Asociativita: f-(g-h) = (ZigaX?) - (Zh_biX7) - (Tioo X))
= (ChoaX’) - (X, (i h=i (bjex)) X")
= Yoo (Zigjh=m as(bjcr)) X™
= oo (Cigjhem (aibj)cr) X™
= (X2 (Comitjmm (@ib)) X - 0 e X
= (o aX") - (Cio b X7)) - (Choo axX)

Jednicka: f-1p = (Sl aX?) lp=Y" aX = f.

Distributioni zdkony:
flg+h) = (ZhoaX’)  (Xjobj X/ + 5o X7)
= (CioaiX?) - (i (bj + ) X7) = 370 (Xipjm aslby + ;) X
= 30 (Cisjmt (aib; + aic;)) X
= 20 (Cirjmr @iy X+ X2 (g aicy) X
= f9+[f-h
Obdobné dokéazeme pravy distributivni zakon.

O

Véta 2.2. (Substituéni princip): Necht ¢ : R — R je homomorfismus a r € R. Pak
existuje jediny homomorfismus @, : R[X| — R takovy, ze :

(1) (X)) =r
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(it) @.(rl) = p(r) pro vsechna r € R

Diikaz: Necht a € R[X], a = ;1 X". Nejprve ukdzeme, ze @, je jediné. Vezmeme-li
Q. = 3, ¢(r)r', pak z (i), (it) plyne jednoznacnost ®. Nyn{ ukdzeme, ze ® existuje jako
homorfismus.

Méjme
@, (1) = ®,(1rl) = o(1r)1r;
proa=Y,rX",b=3Y,5X" midme

Op(a+b) = @ (X;(ri+s)X") =3, 0(r; + si)r' =
i p(r)r’ + X p(si)r' = @, (31 X") + @, (3 s:X7) =
@, (a) + ©,(b)

®p(a-b) = @ <Zk,l(7”k + Sl)XkH) = (e x skt =
Sk e(re)rt - o(s)r! = Sy o(ro)rk - S o(s)r! =

90
@, (L X*) - @, (S siX!) = @y(a) - 0 (b).
O

Definice 2.6. Nechf R = Map(R) je mnozina vsech zobrazeni z R do R s operacemi +, -
(snadno ovéfime, Ze jde o okruh), necht r = idg je identické zobrazeni a necht ¢ zobrazi
r € R na piislusné konstantni zobrazeni (f(z) = r pro vSechna x € R).

Pak ®, zobrazi polynom na zobrazeni, které nazveme polynomidlni: pro dany po-
lynom a € R[X] , a = X, 7 X" obdrzime zobrazeni: f, : R — R, kde f,(z) =3, riz".
Polynomidlni zobrazeni na R (definované pro kazdy prvek z R ) tvoii podokruh Map(R),
oznac¢me ji PolMap(R).

Zobrazeni ev : R[X] — PolMap(R) definujeme jako ev(a) = f, a nazveme ho evaluace
polynomu a.

Oznaceni 2.2. Zobrazeni s : R — R muze byt bijekci. Bijekce tvori grupu vzhledem
ke sklddani, ale ne okruh vzhledem k operacim + a -. (Jednoduchy protipriklad: Méjmé
dvé bijektivni zobrazeni s;, sy dand predpisem:

§51:0—0 s9: 01
1—1 1—0

je ziejmé, ze jejich soucet s; + s, jiz bijekel neni.) Bijekce z R do RoOzna¢me Bij(R).
Véta 2.3. Pro card R < oo je Map(R) = PolMap(R).

Diikaz: Méjme koneény okruh R o p prvcich, pak kazdy predpis zobrazeni, lze obdrzet
prolozenim interpola¢nim polynomem fadu nejvyse p — 1.

6



2. POLYNOMY N NEURCITYCH NAD OKRUHEM

O
Poznamka 2.2. Pro card R < oo kazda bijekce je permutace.

Definice 2.7. Polynom a € R[X] takovy, ze ev(a) je bijekce, nazveme polynom indukugici
bijekci, oznacime a € R[X].

Poznamka 2.3. R[X] znaci pouze polynomy indukujici bijekci, netvoii okruh. Jedno-
duchy protipriklad, sec¢teme-li dva polynomy indukujici bijekci lisici se jen o konstantu
nebo pifmo totozné, obdrzime konstantni zobrazeni. 22 4 22 = 0, pro vsechna z € R, kde
R - ]Fzm.

Poznamka 2.4. Nad polem existuje polynom indukujici bijekci vzdy. Obecné nad okru-
hem existovat nemusi.

Definice 2.8. (Sklddéni polynomt): Necht R = R[X] a necht a,b jsou polynomy
jedné neurcité, r =a a ¢ : R — R[X], kder — rI.
Pak definujeme

boa=d,(b),

operaci o nazyvame sklddani polynomai a ¢teme ”b po a”.

—_—

Véta 2.4. Necht a,b jsou polynomy z okruhu R takové, Ze a € R[X] a b € R[X], pak

—

aobe R[X]

Dikaz: Je ztejmé, ze permutace permutace je opét permutaci.

2.2. Polynomy n neurcitych nad okruhem

Predchozi ¢ast nyni zobecnime pro polynom n neuré¢itych a pro n-tice polynomu
n neurcitych. Na ivod si uvedeme dalsi definici specidlniho ptipadu okruhu. Kapitola je
inspirovéana [3]

Definice 2.9. Komutativni okruh (R, +,-) s dals{ binarn{ operaci ozna¢enou o nazveme
kompozicni okruh, pokud spliuje

(F+G)oH = (FoH)+(GoH)
(F-G)oH = (FoH)-(GoH)
(FoG)oH = Fo(GoH)

pro véechna F,G, H € R.
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Definice 2.10. Polynom n neurcitych nad okruhem R definujeme jako zobrazeni
a: Nj — R s koneénym nosicem.

Véta 2.5. Polynomy n neurcitych s operacemi + a - tvori okruh. Okruh polynomu
v neurcité Xi,..., X, = X oznacime R[X].

Duiikaz: Obdobny jako v piipadé jedné neurcité.

Sc¢itani a nasobeni polynomu n neurcitych zavedeme obdobné jako v piipadé jedné
neurcité.

Definice 2.11. n-tici polynomu n neurcitych nad okruhem R definujeme jako zobrazeni
a: Nj — R" s koneénym nosicem.

Véta 2.6. n-tice polynomu n neurcitych s operacemi + a - tvoii okruh. Okruh téchto
n—tic (R[X])" ozna¢ime R[X]. Okruh R[X] = R[X;] polynomu jedné neurcité je specidlni
piipad R[X].

Duiikaz: Obdobny jako v piipadé jedné neurcité.

Oznaceni 2.3. Polynom a:Nj — R, a(0,...,0) = ro_ o, a(1,0,...,0) = rio. 0, ---,
(Z(O, ce ,O, 1) =T0,...,0,1, (Z(Q, O, ce ,O) = 72,0,...,0, a(l, 1, O, Ce ,O)?"171707m70, ey oznacime jako
70,0l +710.0X1+ - +70, 01 X0 +720..0XT +71,1,0,.0X1 X2 +. .. (pouze konecény pocet
To je nenulovych) s konvenci obdobnou jako u polynomu jedné neurcité.

Polynom a muzeme tedy Zapsat jako a = T’07...70[ + T’170...70X1 +...+ TO...,O,an + T’270.“70X12 +
T110..0X1X2 + ... zkracené a = Y., 7, X%, kde a = (o, ..., o) € Nj.

n-tici polynomu zapiseme a = (ay,. .., a,).

Véta 2.7. ( Substituéni princip): Necht ¢ : R — R je homomorfismus a ry,...r,, € R.
Pak existuje jediny homomorfismus ®, ., : R[X] — R takovy, ze :

(2) Pryr, (Xi) =1,

(i) @, .., (rI) = @(r) pro viechna r € R
Duiikaz: Obdobny jako v piipadé jedné neurcité.

Definice 2.12. Necht R = Map(R"™) je okruh vSech zobrazeni z R™ do R", r;,i = 1,..,n je
projekei na i-tou slozku a necht ¢ zobrazi r € R™ na piislusné zobrazeni ( f(xq,...,x,) =7
pro vsechna x € R").

Pak P, zobrazi n—tici polynomu na zobrazeni, které nazveme polynomidlni zobra-
zeni: pro danou n-tici polynomu a = (ay, ..., a,) € R[X], obdrzime zobrazeni

8



2. POLYNOMY N NEURCITYCH NAD OKRUHEM
fa i R — R". Jako v pripadé jedné neurcité, polynomialni zobrazeni tvoii podokruh
Map(R"), budeme jej znacit PolMap(R").

Zobrazeni ev : R[X] — Map(R") definujeme jako ev(a) = f, a nazveme jej evaluace
n-tice polynomu a.

Je-li G podgrupa vzhledem ke sklddani R[X], pak ev(G) znaci podgrupu vzhledem
ke skladani v PolMap(R").

Oznaceni 2.4. Bij(R™) C Map(R") je grupa vzhledem ke skladani vSech bijekci R" — R".

Definice 2.13. Nechf F' = (ay,...,a,),G = (by,...,by),a;,b; € RX|,r; =a;,i=1,...,n
a ¢ : R — R[X], kde r — rI. Pak definujeme

GoF = ((I)al ~~~~~ an, (b1>7 <o 7(I)a1 ~~~~~ an, (bn>>7
bindrni operaci o nazyvame skldddani n-tic polynomi o n neurcityjch.
Véta 2.8. Okruh R[X] je kompozi¢ni okruh.

Diikaz: Ovérime, zda R[X] splauje predpoklady kompoziéniho okruhu
Necht ' = (ag, -+ ,a,) = (Car1n X%+, X0 Tna X%),
G = (b1, ,by) = (o s1,XY Y0 Sna X%,
H = (¢, ,c0) = (Zat1, X% )30t XY)
(F+G)oH = (a;+by, - ,a,+b,)0oH
= (Xa(r, +s1,)H* . o (rn, + 50, )HY)
= (XCari , HY oo 0 HY) + (o s, HY oo >0 Sn HY)
— (FoH)+ (GoH)
(F-G)oH = (X, (riy..)H Y, . 55 (ry oo, )JHPTY)
= (2 rlﬁHﬁ s, HY rnﬁHﬁ 2 Sn, HY)
= (FoH)-(GoH)

Jak (F'oG)o H takivyraz (F oG)o H je roven

<Z'y T, <Zﬁ S1g (Za tlaXa7 ER) Za tnaXa>ﬁ PR Zﬁ Sng (Za tlaXav e 72(1 tnaXa>ﬁ>’Y?
o a\B o a\B\7
Z,YT’nA/ <2681B (ZatlaX s T 7ZathX ) 7---725577,[3 (ZatlaX 7"'7ZathX ) >

dukaz asociativity pro technickou naroc¢nost neuvadime cely.



3. Polynomialni automorfismy na
konec¢nych polich

V této kapitole si zavedeme polynomialni automorfismy na koneénych polich a bu-
deme se zabyvat Maubachovou hypotézou, podle které polynomialni bijektivni zobrazeni
F5,. — F3., n > 2, m > 1, predstavuji poze sudé permutace. Veskeré uvedené definice a
véty se vztahuji pouze ke konecnym polim. Definice 3.3 a 3.4 zavedeny dle [4], véta 3.4 a
definice 3.5 dle [5].

Definice 3.1. Grupu sudych permutaci mnoziny S nazveme alternujici grupa a budeme
ji znacit Alt(S). (Grupa vsech permutaci se znaci Sym(S5).)

Definice 3.2. Prosty surjektivni homomorfismus okruhu R do R nazveme izomorfismus.
Homomorfismus okruhu do sebe nazveme endomorfismus.
[zomorfni a zaroven endomorfni zobrazeni nazyvame automorfismus na okruhu R.

Oznaceni 3.1. Ozna¢me AutrR[X] mnozinu automorfismu na R[X].
Véta 3.1. AutpR[X] s operaci skladani tvoii grupu.

Diikaz: Asociativitu bychom ovérili primym vypoctem. Jednicku grupy zde predstavuje
identické zobrazeni. Inverznim prvkem je zde inverzni zobrazeni.

OJ

Poznamka 3.1. Automorfismus ¢ € AutpR[X] pfifadi kazdému polynomu n neurcitych
jiny polynom n neurcitych. Takovy automorfismus je plné popsan nasledujicim predpisem,
kam se zobrazi 1, X1, Xo, ..., X,:

1 — 1
X — Fl(le---an>

X, — FuX1,....X,)

Definice 3.3. Afinni automorfismus F € AutrR[X] je automorfismus ve tvaru

1 — 1
X — Fl(Xl,.‘.,Xn)
Xy — FQ(Xl,...,Xn>

X, — FuX1,....X,)

kde degF; = 1, pro vSechna i = 1,2...n.

Véta 3.2. Afinni automorfismy tvoii grupu vzhledem ke skladani. Oznacime ji
Aff(R,n) C AutrR[X]

10



3. POLYNOMIALNI AUTOMORFISMY NA KONECNYCH POLICH

Dikaz: Je ziejmé, ze skladanim polynomu prvniho stupné dostaneme opét polynom
prvniho stupné. Identicky automorfismus je prvkem Aff(R,n), slozky inverzniho automor-
fismu jsou opét polynomy prvniho stupné.

OJ

Definice 3.4. De Jonquieriv automorfismus F C Autg R[X] je automorfismus tvaru

1 — 1
X1 — aXy+ fi(Xe, ..., X,)
Xo > aXo+ fo(Xs,..., X,)

Xn — a, Xp+ fa
kde a; € R je jednotka (tedy i a™! € R), fi € R[Xi;1,..., Xn] pro véechna 1 <i<n—1a
fn€R.
Veéta 3.3. De Jonquieruv automorfismus tvoii grupu vzhledem ke skladani. Budeme
znacit J(R,n) C AutrR[X].

Diikaz: Je zrejmé, ze ani v tomto piipadé operace skladani vlastnosti grupy nenarusi.
Identické zobrazeni je opét prvkem J(R,n), inverzni zobrazeni obdrzime téhoz tvaru. Po-
stup skladani v tomto pripadé muzeme prezentovat podobnosti s Gaussovou eliminac¢ni
metodou. Jde o eliminaci tvaru De Jonquierova automorfismu, kde vhodnou tpravou lze
vyjadrit jednotlivé elementy pravé strany. Po této ipraveé dostane opét tvar De Jonquierova
automorfismu.

OJ

Definice 3.5. Grupa krotkych automorfismu T(R,n) C AutgR[X] je generovana J(R, n)
a Aff(R,n), tzn.

T(R,n) = (Aff(R,n),J(R,n))

tzn. kazdy krotky automorfismus ziskame slozenim afinnich a de Jonquierovych automor-
fismu.

Definice 3.6. Automorfismus, ktery neni krotky, nazyvame divoky automorfismus.

Véta 3.4. Nechf F,» je konecné pole. Pak
(1) card ev(T(Fpm, 1)) = card Bij(Fym)/(p™ — 2)!,

pro Fy,F3 mame ev(T(Fym,1)) = Bij(Fym)

(17) ev(T(Fpm,n)) = Bij(IFZm)

pron >2kdep#2nebop=2 m=1

11



(#i) card ev(T(Fpm,n)) = card Bij(Fp.)/2

pron >2kdep=2,m>2

zejména ev(T(Fpm,n)) = Alt(F}.).

Hypotéza: Necht F,n je konecné pole a n je kladné celé ¢islo, pak plati

ev(Auty,,, Fpm [X]) = ev(T(Fpm,n)).

Tedy neexistuje polynomialni automorfismus, ktery indukuje lichou bijekei. [5]

Poznamka 3.2. Pokud by existoval, musi byt nutné divoky.

12



4. EXPERIMENTALNI ANALYZA
4. Experimentalni analyza
kvadratickych polynomu na
binarnich polich

Tato kapitola obsahuje zavéry v podobé vét, ziskanych na zdkladé vystupu z programu
v systému Mathematica na ovéreni bijekce kvadratickych polynomu a n-tic kvadratickych
polynomtu nad koneénym polem Fom. Rozebirame zde hlavné bijekci F5,, — F3,. a za
jakych podminek nastane. Zejména nas zajimaji podminky nutné a postacujici.
Resfme pro 1 < n < 3 a pro mald m, vyjimaje pifpad n = 1, zde Fesime obecné pro
vSechna m.

Oznaceni 4.1. Mnozinu dvojic kvadratickych polynomu dvou neurcitych nad bindrnim

2
polem Fom oznacime (Fam [X,Y])?

4.1. Kvadratické polynomy jedné neurcité
nad koneécnym polem Fon

Tedy fesime situaci pro n = 1. Analyzovali jsme pole pro 1 < m < 5. Kvadraticky poly-
nom mé tvar az? + bx + ¢, kde a # 0.

Pro vypsani bijektivnich polynomu jedné neurcité nad polem Fam jsme pouzili nasledujici-
ho jednoduchého programu. Pole K zadavame pomoci jeho redukéniho polynomu, v nasem
piipadé pro pole Fys[X]| zadané K = GF[2,1,0,0,1,0,1] je redukéni polynom tvaru
2% + 2% + 1, ¢fslo 2 znamend pouziti binarni aritmetiky. Symbol k[ | oznacuje prvky
pole. Nejprve si vygenerujeme vsechny mozné kombinace tvaru kvadratického polynomu.
Do danych rovnic dosadime prvky pole K a hodnotu zobrazeni si nechame vypsat v mnozi-
novém tvaru, u kterého uréime jeho délku. Pokud se délka shoduje s celkovym poctem
prvku pole, nechame jej vypsat.

13



4.1. KVADRATICKE POLYNOMY JEDNE NEURCITE

Obr 4.1 ukézka programu na vygenerovani bijektivnich polynomu nad polem Fys

WO] ﬁ'al“ Ma.[hemaﬁm FOR STUDENTS Demonstrations MathWerld Student Forum

<< FiniteFields FiniteFields"
K=6GF[2, {1,0,0,1, 0, 1}]
SetFieldFermat[K, FormatType + FunctionOfCode [k]]

n= 32; (% pocet prvku pole K=x)

aa = Table[k[a] *x*2 +k[b]l *x+k[c], {2, 1, n-1},
{b! 0! 1'1—1}, {G, 0! Il—l}],‘

For[i=1,i<mn, i++,
For[j = 1; J-gmaly e
For[l =1, 1<n+1, 1++,
B= aal[i]1[[311001]1;

ni prvku pole K do pr

= B/. x> Table[k[1],

bbb = Union [bb];

If [Length[bbb] =n,

tu p ot

Print [B]]

Obr 4.2 ukizka vystupu polynomu indukujicich bijekci nad polem Fos

x° k[1]

k[1] +x° k[1]
k[2] + %% k[1]
®° k1] + k[3]
k[4] + %% k[1]
x k[1] + k[5]
K[6] + x° k[1]
# k[1] + k[7]
k[8] + x° k[1]
x° k[1] +k[9]
k[10] + x° k[1]
®° k[1] + k[11]

14



4. EXPERIMENTALNI ANALYZA

Na zakladé vystupu jsme zformulovali vétu:

Véta 4.1. Necht P € Fon[X], P = ax® + bz + ¢, kde a,b,c € Fom, a # 0.
Pak P € Fon[X] & b= 0.

Dikaz:
7 & 7 Piedpoklddejme b = 0, tedy P = az? + c. Koeficient ¢ piedstavuje posunuti
zobrazeni, tedy bez ijmy na obecnosti polozme ¢ = 0. Necht D,Q € Fom, D = 22, Q = 22,

P = Qo D. Tedy stacf dokdzat, ze 2% € IF;[?(]

Piedpokladejme, Ze 22 = (x + d)?. Pak

2?2 = 22+ d?
0 = d?
0 = d

= P indukuje bijekci.

7 =7 Dokéazeme nepiimo. Predpokladejme, ze b # 0 bez Gjmy na obecnosti uvazujme
P = 2% + bz, pak 3d takové, ze (z + c)(z + ¢+ b) = x(x + b), pak pro Vb Jc takové, ze
c? +cb = 0. Pro b = ¢ je rovnost splnéna = P neindukuje bijekci.

OJ

4.2. Dvojice kvadratickych polynomu dvou neurcitych
nad koneécnym polem Fom

Tedy fesime piipad n = 2 pro 1 < m < 2. Kvadraticky polynom mé tvar az? + bxy +
cy? +dz + ey + f, kde a # 0 nebo b # 0 nebo ¢ # 0 a kde a,b, c,d, e, f € Fom.

v e/

delsi nez v predchozim piipadé. Pole K zadefinujeme obvyklym zpusobem. Opét gene-
rujeme mnozinu vsech moznych polynomu, které je mozné sestrojit danym piedpisem.
V dalsim kroku ovérujeme, zda dany polynom je kvadraticky, pokud ano, dosadime do
predpisu prvky pole K. Aby polynom mohl tvofit s jinym polynomem , bijektivni par®,
musi mit pocet vSech prvku zobrazeni stejny a taktéz musi obsahovat vsechny mozné
prvky. K tomu nam slouzi porovnavaci prvek - Ress, s kterym je kazdy polynom, tedy
jeho hodnoty zobrazeni, porovnavany. Ress je generovan zvlast, mimo hlavni program.
Pokud polynom vyhovuje této podmince, je piitazen do predchystaného pole, ¢imz kazdy
polynom dostava i své poradové ¢islo. V dalsim kroku polynomy ,parujeme® a nasledné
jako v pripadé jedné neurcité, dosazujeme prvky pole K do vytvorenych dvojic. Vysledky
nechdvame vypsat mnozinové a porovnavame s potiebnou délkou pro bijekci n2. Dvojice
polynomu, které vyhovuji této podmince, nechavame vypsat.
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4.2. DVOJICE KVADRATICKYCH POLYNOMU DVOU NEURCITYCH

Obr 4.3 ukizka programu na vygenerovani dvojic polynomu nad polem Fye

Wolfram Mathematica | FOR STUDENTS Demonsustions | MsthWorid | Student Forum

<< FiniteFields 'FiniteFields"

K=0GF[2, {1,1, 1}];

SetFieldFormat|[K, FormatType -+ FunctionOfCode[k]]
n=4; {*pocet prvim pole K#)

Timing[

{2, 0, n-1}, {b, 0, n-1}, {¢, 0, n-1}, {d, 0, n-1}, {e, 0, n-1},
{£, 0, n-1}1;

rolni prveks)

Ress = {0, O, b, 0, k[2], k[2], k[2], k[2], K[1], K[1], K[1], K[1],
k[31, k[3]1, k[3]1, k[31};
(xprevedeni pp na l-indexove pole polynomu, indexovano po polynomechs)

Ast = Flatten[pp, 6]

P={}; (xpredchystane polesx)
pocet = 0;

For[i=1, i < Length[Ast] +1, i++,

{#vylon 1i nekwvadratick

If [Not[Exponent[Ast[[i]], x] =

=2 || Exponent[Ast[[i]], v] =2 ||
Exponent[Ast[i], x#y] = 1], Continue[]];

= {Ast[[i]-]] i T-a.ble[Ta.blei{xa kis], y=2>k[t]}, {s,HO,-n—l}],
{t, 0, n-1}1;

{*kontrola predpokladu k bijekci - porovnani s kontrolnim
If[Sort[Flatten[L]] == Ress, AppendTo[P, Ast[[i]]]:]

1

Print[Length[P]]; (*pocet polynomu podobne kontrolnimu prvkus)

(#vytvoreni pole dvojic polynomus)
Tytvoreni ole dvojlic polynomus)

For[i=1, i < Length[P] +1, i++,|
For[j=1, j < Length[P] +1, j++,

A= {p[[i]], B[[§]]} /. Table[Table[{x > k[s], y = k[t]}, {s, 0, n-1}1,
{t,; 0, n-1}1;
Seskupeni = Flatten[A,6 1];

ranc po jednotlivych pc

Mnozinove = Union[Seskupeni];

e ani delky zobai

If-[Length[Mthin-ove] =n"*2, pocet++;
Print [{P[[i]1, PL[[311, {i, 3}}11 ;
]

1
Print|[pocet] («celkovy

Vystup z programu dostaneme ve formé vypsani dvojice polynomu a jejich ¢iselnou
poradovou reprezentaci. Tento vystup si upravime a néasledné pienesem do textového
souboru. Vystup obdrzime ve formé: poradové ¢islo polynomu, dany polynom, ke kterému
jsou vypsana pouze poradové ¢isla polynomu - zkracené ve formé intervalu, s kterymi
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4. EXPERIMENTALNI ANALYZA

tvori dohromady ,bijektivni par®. V textovém souboru provadime i naslednou celkovou
analyzu.

Obr 4.4 ukdzka ¢dsti vystupu v textovém souboru, prvni sloupec je poradové &islo polynomu,
dalsi sloupec je vypsané dané polynomy, déle intervaly polynomu vhodnych k ,, parovani“ nad
polem [y

1 '{Azxk 1] 15-52,57-104,109-172,209-224 ,261-276,313-328,365-380,417-432,460—. . .. ...
2 : [1]+yA2*k[1] 15-52,57-104,100-172,200-224 ,261-276,313-328,365-380,417-432,460—.......
3 "k[2]+yA2%k[1]" :5-52,57-104,109-172,200-224,261-276,313-328,365-380,417-432,469—-.......
4 "yA2%k[1]+k[3]" :5-52,57-104,109-172,209-224,261-276,313-328,365-380,417-432,469-. . .....
5 'x*k[l]+¥A2*k [1] :1-4,9-24,37-40,53-60,77-92,105-112,125-128,145-160,165-. .. .....
& ke[d ] [1]+yA2*k[1] :1—4,9—24,37—40,53—60,?7—92,105—112,125—128,145—160,165— ........
7 "k[2]+x*k[1]+yA2%k[1]" :1-4,9-24,37-40,53-60,77-92,105-112,125-128,145-160,165-. .
8 "x*k[1]+y~2*k[1]+k[3]" :1-4,9-24,37-40,53-60,77-92,105-112,125-128,145-160,165-.

9 'x*k[l]+¥*K[lj+¥n2*k [1] :128,13-20,29-32,49256,61-64, 73-80, 85-88,101-108,113-. .
10 TR T+x*k [1]+y* [1]+yA2*k[l] :1-8,13-20,29-32,49-56,61-64,73-80, 85-88,101-108,113-. .
11 "k[2]+x*k[1]+y*k[1]+yA2*k[1]"  :1-8,13-20,29-32,49-56,61-64,73-80,85-88,101-108,113-. .
12 y *k 1]+y*k[1]+yA2*k[1]+k[3]"  :1-8,13-20,29-32,49-56,61-64,73-80,85-88,101-108,113-. .
13 'y 2]+x*k[1]+%n2 k1]’ 11-12,17-20,33-36,41-44,53-56,65-68,73-84,93-96,105-.

14 '{ 21+k[1]+X*k[1]+yA2*k[1] " -12,17—20,33-36 41-44.53-56,65-68,73-84,93-06,105-. . ..
15 k[2]+y*k[2]+x*k [1]+ya2*k[1]" 1 -20,33-36,41-44 ,53-56,65-68,73-84,03-06 ,105-.

16 yek[2] ek [1]+yr25k[1]+k[3]" : -20,33-36,41-44,53-56,65-68,73-84,93-96,105-.

7 “x#k[1]+yr2 k[1]+y*k[3] $1-16,25-28,45-48,53-56,69-76, 81-88  97-100,105-108,121
18 TK[L]+X* ¥[1]+ymz ¥[1]+y*k[3] 1.16.25-28,45-48,53-56.69-76,81-88  97-100,105-108, 171~
19 k[2T+x*k[1]+yA2#k[1]+y*k[3]'  i1-16.,25-28.45-48,53-56,69-76,81-88,97-100,105-108,121-.
20 "x*k l]+ynz*k{1]+k[3]+y*k[3] :1-16,25-28,45-48,53-56,60-76,81-88,07-100,105-108,121 -.
21 "xrk[2]+yA2*k[1] :1-8,25-40,53-60,73-76,93-108,113-128,141-144,157-164,169-. .....
22 "x*k 2]+z[1]+ymz *k[1]" :1-8,25-40,53-60,73-76,93-108,113-128,141-144,157-164,169-......
23 ‘k[2]+x*k[2]+yr2#*k[1] T :1-8,25-40,53-60,73-7 6,93-108,113-128,141-144,157-164,169-. ... ..
24 "x#k[2]+yA2¢k[1]+k[3]" :1-8,25-40,53-60,73-76,93-108,113-128,141-144,157-164 ,169-. .. ...
25 “xrk[2]+y*k[1]+ nz*k[l] :1%4,17-24,29-36,45-48,53-56,69-72,77-80,89-96,101-.

26 "xk 2]+¥[l]+y {[1]+yA2 *k[1]'  :1-4,17-24,29-36,45-48,53-56,69-72,77-80,89-96,101-.....

7 "k[2]+x*k[2]+y*k [1]+yr2*k[1]" 1-4,17-24,29-36,45-48,53-56,69-72,77-80,89-96,101-. .. ..
28 "x*Fk 2]+y*k[1{+yn2*k 1]+k[3] 1-4.17-24.29-36.,45-48,53-56,69-72,77-80.89-96,101-.....
29 Txrk[2]+y*k [2]+yA2%k 1-419.12,51-28,33-36,49-56,61-64,81-84,89-100,105—. . . . .
20 “x¢k[2]+ *k[2]+¥[1]+yﬂz*k[1] 1-4,0-12,21-28,33-36,40-56,61-64,81-84,89-100,105-.....
31 k[2]+ ¥[2]+ #k[2]+ys2*k[1]'  :1-4,9-12,21-28,33-36,49-56,61-64,81-84,89-100,105-.....
32 x*k 2]+y“K[2 n nz*k 1]+k[3] :1-4,9-12,21-28,33-36,49-56,61-64,81-84,89-100,105-.. ...
3 "x#k 2]+¥ 2*k[l{ { 1-4.13-16,21-32,41-44,53-56,65-68,85-92,97-116,121-. . .
34 "x#k[2]4+k[1]4yn2* [1]+y*k[3] 1-4,13-16,21-32,41-44,53-56,65-68,85-02,07-116,121-.

35 "k[2]+x*k[2]+yr2*k[1]+y*k[3]" 1-4,13-16,21-32,41-44 ,53-56,65-68,85-92,97-116,121-.
36 "xFk[2]+yr2¥ k{l]+k[3]+y*k[3] 1-4,13-16,21-32,41-44,53-56,65-68,85-92,97-116,121-.

Na zakladé vystupu jsme pro m = 2 zformulovali véty:

Véta 4.2. (Prvni nutnd podminka pro jednotlivé polynomy dvojice)

2 2
Necht (P, Q) € (Fy= [X,Y])% Pak nutnou podminkou (P, Q) € (Fo= [X,Y])2, pro poly-
nom P = az? + bxy + cy? + dx + ey + f je b = 0. (Analogicky plat{ pro Q).

Diikaz: Uvazujme vSechny souciny x -y prvku z,y € Fom. Jako hodnoty zobrazeni
obdrzime 2m — 1 nul, m — 1 prvkua oznacenych 1, m — 1 prvku oznacenych 2,. .. Je ziejmé,
ze pocet nul je odlisny od zbytku prvku zobrazeni, pfictenim tedy nedostaneme bijekci.

O
Véta 4.3. (Druhd nutnd podminka pro jednotlivé polynomy dvojice)

2 2
Necht (P, Q) € (Fam [X,Y])% Pak nutnou podminkou (P, Q) € (Fam [X,Y])?, pro poly-
nom P = ax® + cy? +dx + ey + f je:

jestlize c =0, e = 0 pak d = 0,
podobné:

jestlize a = 0, d = 0 pak e = 0.
(Analogicky plati pro Q).
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4.2. DVOJICE KVADRATICKYCH POLYNOMU DVOU NEURCITYCH

Diikaz: Bez tijmy na obecnosti miizeme vzit f = 0. Staéi tedy dokdzat, ze ax? + dw
nebo cy? + ey nemd piedpoklady k bijekci. Zde miizeme pouzit modifikaci dikazu véty
3.1.

O
Véta 4.4. (Treti nutnid podminka pro jednotlivé polynomy dvojice)

2 2
Necht (P, Q) € (Fym [X,Y])2. Pak nutnou podminkou (P, Q) € (Fo= [X,Y])2, pro poly-
nom P =ax?+cy? +dx+ey+f,kdea#0,c#0,d#0,e#0, je:

jestlize a = ¢ pak d # e.

(Analogicky plati pro Q).

Diikaz: Vezméme P = P, + Py, kde P, = ax? + bx, P, = ay® + by. Hodnoty zobrazeni
obou polynomu Py, P, jsou mnozinoveé je stejné dvojice ¢isel. Je ziejmé, ze po jejich secteni
nedostaneme bijekci.

OJ

Véta 4.5. (Prvni nutnd podminka pro dvojici polynomi)

2
Necht (P,Q) € (Fam [X,Y])2. Pak nutnou podminkou pro dvojici polynomii, aby

—

(P,Q) € (Fam [X,Y])? je P£Q+k, kde k € F2,.

Dukaz: Pro konkrétni (z,y) méjme P(z,y) = u, pak Q(z,y) = k + u = v. Dvojice
(u,v) tedy lezi v obrazu zobrazeni (P,(Q), ale dvojice (u,w), kde w # v tam jiz lezet
nemuze. Nejde tedy o surjekci.

OJ

Véta 4.6. (Druhd nutni podminka pro dvojici polynomii)
2
Necht (P, Q) € (Fa2m [X,Y])?. Pak nutnou podminkou pro dvojici polynom, aby

—

(P.Q) € (Figm [X,Y])2 je P £ Q -k, kde k € F2,..

Dukaz: Méjme pro konkrétni (z,y) P(x,y) = u, pak Q(x,y) = k-u = v. Dvojice (u,v)
tedy lezi v obrazu zobrazeni (P, ), ale dvojice (u,w), kde w # v tam jiz lezet nemuze.
Nejde tedy o surjekeci.

UJ
Véta 4.7. (Zachovani bijekce pfi pric¢teni konstanty)

Nechi (P, Q) € (Fam [X,Y])2. Pokud (P,Q) € (Fom [X,Y])?
pak i (kl + P ko + Q) S (IFQm[X, Y])Q, kde k1, ky € F%m
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4. EXPERIMENTALNI ANALYZA

Diikaz: Méjme hodnoty zobrazeni dvojice (P, Q). Uspoiadejme tyto hodnoty dle prvni
soufadnice, dostaneme tedy pro kazdou prvni souradnici mnozinu vSech moznych prvku.

5
N4zorné ukazme na dvojici polynomi (P, Q) € (Fy2 [X, Y])%

0—0 1—0 2—0 3—0
O0O—1 1—1 2—1 3—1
0—2 1—2 2—2 32
0—3 1—3 2—3 3—3

Nasledné pricteme-li k hodnotam dané konstanty, dojde pouze k permutaci puvodnich
hodnot. Zvolme pro nazornost k; = 1, ko = 2, kde 2 je prvek pole oznacovam symbolem
2, podobné 1 je prvek pole oznacovan symbolem 1.

12 0—2 32 2+—2
1—3 0—3 3—3 2—3
1—0 0—0 3—0 2—0
11 0—1 3—1 2+—1

Bijekce je tedy zachovéana.

Véta 4.8. (Zachovani bijekce pfi vynasobeni konstantou)

Necht (P,Q) € (Fam[X, Y])2. Pokud (P,Q) € (Fom [X,Y])?

—

2
pak i (kl - P ko - Q) S (Fzm [X, Y])Q, kde ki, ko 7£ 0, ki, k1 € F%m

Dikaz: Obdobny jako pro pravidla pri¢itani konstanty. Méjme hodnoty zobrazeni
(P, Q). Usporadejme tyto hodnoty dle prvni souradnice, dostaneme tedy pro kazdou prvni
souradnici mnozinu v8ech moznych prvku. Néasledné vynasobime danymi konstantami,
dostaneme pro kazdou skupinku hodnot permutaci puvodnich hodnot. Bijekce je tedy
zachovana.

OJ

Podrobnou analyzu jsme provedli pro pole Fay2, kde jsme pro jeho velikost mohli uvést
vSechny predpoklady pro tvorbu ,bijektivniho paru“. Pro toto pole uvedeme jeho spe-
cifické vlastnosti, které jiz pro vyssi stupen m < 2 obecné neplati, pro prvkovy rozsah
se nam nepodaii jej plné uplatnit pro stupen nizsi, tedy m = 1. K nadchéazejicim vétam
nebudou uvedeny dukazy, jejich provedeni je pfimym vypoctem.

Véta 4.9. (Pravidla symetrie)
2
Necht (P(X,Y),Q) € (Fy [X,Y])? kde P(X,Y) = az? + cy* + dz + ey + f, kde a #

0.c#0,d# 0, ¢#0 a#chd#e Pokud (P(X,Y),Q) € (For [X.Y])? pak i
(P(Y, X),Q) € (Fam [X,Y])2 kde P(Y, X) = ay? + ca® + dy + ex + f.
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4.2. DVOJICE KVADRATICKYCH POLYNOMU DVOU NEURCITYCH

Poznamka 4.1. Jednad se skladani a specialni volbu nahrady v jednom polynomu z dvo-
jice. Méjmeé dvojici kvadratickych polynomu (P, Q) indukujici bijekci a dvojici polynomu
(S,T) indukujici bijekci. Pro volbu S = Y, T = X obdrzime slozenim (P(S,T),Q) ji-
nou formulaci predchazejici véty o symetrii. Obecné tato véta neplati. Za predpokladu
platnosti podminénosti polynomu je déle rozhodujici volba polynomu S a T - museji za-
chovavat kvadraticnost a nenarusit bijekci.

Obecné muzeme predpokladat pro volbu S = X + ki, T =Y + ko, kde k je prvkem pole,
nenaruseni ani jednoho z predpokladu. Timto slozenim ziskame jinak modifikovanou vétu:
Zachovani bijekce pii pricteni konstanty.

Otézkou zustava jaka jind volba dvojice S a T' by byla vhodna.

2
Véta 4.10. Necht (P, Q) € (Fom [X,Y])? kde P = ayz*+diz+e1y a Q = asx®+dax+eay,

2
a # 0, pak za predpokladu platnosti vSech nutnych podminek (P, Q) € (Fom [X,Y])?,
jestlize

(Z) d1:€120/\€27é0
pE: (P, Q) = (a2, 2% + 20 + 2y)

(ZZ) d1:d220/\(11:]€'(12/\€17£k'€2
pit (P, Q) = (2* + 3y,2* + 2y)

(ZZZ) dl = €1 VAN d2 = €9
pit (P,Q) = (2* +x +y,2° + 2y + 27)

(ZU) a1:k~a2/\61:k‘62/\d1%k~d2,kdeel7&0
pi: (P, Q) = (2 + 2y + 2x,2% + 2y + 32)

(’U) a1:k~a2/\61:k~d2/\d17ék~d27éel
pt: (P,Q) = (2 + 2y +x,2° + 3y + 2x)

(Analogicky pro P = ary? + diy +e1x a Q = asy® + doy + eax)

2
Véta 4.11. Necht (P, Q) € (Fon [X,Y])? kde P = az? +diz+e1y a Q = cy? +doz + ey,
kde a # 0, ¢ # 0, a = k - ¢, pak za predpokladu platnosti vSech nutnych podminek

(P,Q) € (Fam [X,Y))2, jestlize

(Z) (d1:€1:€220\/d2:€2:dlzo
pi: (P, Q) = (2%, 9% + )

(ZZ) d1:€220/\€17£k'd2
pit (P, Q) = (#? + 3y, y* + 22)

(ZZZ) 6220/\61 :kdg
pi: (P, Q) = (2* + = + 2y, + 27)

(iv) proa=k-c,es #0 A ez # 0N dy # OA dg # 0 plati:

(Oé) dlzelzk'dzzk'ez
pi: (P, Q) = (¢ 4 27 + 2y, 4> + 2z + 2y)
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4. EXPERIMENTALNI ANALYZA
(B) di=e1#k-doNeg # do
pi: (P, Q) = (2* +z + y,y* + 3z + 2y)

(v) diFeiNdy=esNeg #k-ey
pi: (P,Q) = (2 + 2 +2y,4° + 2 +v)

(5) 61:]6'62/\d17£k'd2/\d27£€2
pit (P,Q) = (2% + 32 +y,y* + 22 +y)

(6) d1:k~d2/\el7ék~eg/\d17éel
pit (P, Q) = (2% + 22 + 3y,y* + 22 + y)

(C) 61:k~d2/\(d1%k~62/\627éd2neb0d1:k~62/\d2:ez)
pi: (P, Q) = (2% + 3z +y,y° + 2 + 2y)

(Analogicky pro P = ay? + diy + e1x a Q = ca? + dyy + o)

2
Véta 4.12. Nechf (P,Q) € (Fan [X,Y])?, kde P = a12% + e1y a Q = agz? + cy? + dow +
eay.kde a1 # 0, as # 0, ap =k - ag, ¢ # 0, da # 0V ey # 0 pak za predpokladu platnosti

2
vsech nutnych podminek (P, Q) € (Fom [X,Y])?, jestlize

(Z) €1 = 0A €y = 0
pi: (P,Q) = (22, 2% + 2y* + 2)

(ZZ) 617&0/\(1226/\61:]6'(12
pit (P,Q) = (22? + 2y, 2° + y* + )

(ZZZ) €1 7£ 0 /\61 =k- €9
pit (P, Q) = (2% + 3y, 2* + y* + 2z + 3y)

(Z’U) 617&0/\d27é0/\61:k~c/\a17éel/\d27§a2/\el7ék~d2
pi: (P,Q) = (2% + 2y, 2% + 2y* + 32)

(v) e1#£O0ANk-ay=e;NegF#k-eaNdy=c¢
pi: (P, Q) = (22 +y, 2% + 3y + 3x)

(vi) eg£0Nay=daNeyr#arNags#cNep #c
pit (P,Q) = (2? + 3y,2° + 2y* + x + 2y)

(Analogicky pro P = a1y? + e1r a Q = apy? + cx? + doy + ea)

2
Véta 4.13. Necht (P, Q) € (Fan [X,Y])?, kde P = ay2? + dix + e1y a Q = azx? + cy® +
dox + eoy, kde a1 # 0, ag # 0, dy # 0, e1 # 0, ¢ # 0, a; = k - as, pak za predpokladu

2
platnosti vSech nutnych podminek (P, Q) € (Fom [ X, Y])?, jestlize
(1) jestlize dy = e5 = 0 pak:

() dy=k-chay=¢e
pi: (P, Q) = (2° + 22 +y,2° + 2y°)
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4.2. DVOJICE KVADRATICKYCH POLYNOMU DVOU NEURCITYCH

(8)
(7)
()

ag=dy#k-chetrF#k-cNeg #ay
pi: (P, Q) = (¢ + 2 + 3y, 2° + 2°)
61:]€‘C/\(117é€1/\d17é€1/\d17é(11
pi: (P, Q) = (¢* + 3z + 2y, 2° + 2y°)

€1 = dl N g = C
pi: (P,Q) = (2% + 3z + 3y, 222 + 2y?)

(17) jestlize dy # 0 nebo ey # 0, pak:

22

(@)

d2:O/\a1:k‘c:d1/\el7éa1

pi: (P,Q) = (2?2 +x +2y, 22 +1y> +v)
d2:O/\a1:d1:elzk~a2/\el7§k~ez/\d17§k~c
pi: (P,Q) = (22 + x4+ y, 2> + 3y* + 3y)
dQZO/\d1:€1/\C:€2/\d17£k'6/\(127£C

pi: (P, Q) = (2% + 2z + 2y, 2% + 3y + 3y)

ea =0 A dy =e; =a; A(c=ds nebo dy = ay pro ¢ # dy)
pi: (P,Q) = (22 + z +y,2* + 3y* + 3z)
d2:O/\c:elzk~62/\(d17§a1\/c7§a2)

pit (P, Q) = (2% + 2z + 3y, 2° + 3y* + 3y)
d2:O/\d1:k~c/\61:k~62/\61:a1

pi: (P,Q) = (22 + 22 + y, 2% + 2y* + y)
d2:O/\k~c:d1:el/\c7éez

pi: (P, Q) = (2% + 2z + 2y, 2% + 2y + y)
d2:O/\d1:k~62/\61:k~c/\617§d1 /\(alzdlneboazzc)
pi: (P, Q) = (224 2z + y, 2 + y* + 2y)
d2:O/\dlzelzk~62/\a17éd1/\a2:c

pi: (P,Q) = (2% + 22 + 2y, 2° + y* + 2y)
d2:O/\d1:k~62:k~c/\a17éel/\el7§d1

pit (P, Q) = (2% + 3z + 2y, 2° + 3y + 3y)
d2:O/\61:k~62/\d1:a1/\627§c

pi: (P, Q) = (2% + x + 3y, 2% + 2y + 3y)
d2:O/\a1:el%dl/\c:ez%az/\dl%hez

pit (P,Q) = (2% + 3z + y, 22 + 2y% + 2y)
dQZO/\(12262/\(11:617&]6'6/\(127&6

pi: (P,Q) = (2% + 3z + 3y, 2° + 2y*> + y)
d2:O/\d1:k~c/\d17éel/\c7§ez/\62:a2

pi: (P,Q) = (2% + 3z + 2y, 2° + 3y*> + y)

dy=0Ndi=k-easNdy #e1Neg #k-cNcH# ey N(eg =ap nebo ¢ = as)

pi: (P,Q) = (2% 4 22 + y, 2% + 33> + 2y)

d2:O/\61:k~c/\el%kwez/\el%dl/\ez%az/\hez#dl
pi: (P, Q) = (2% 4 22 +y, 2% +y* + 3y)



(p)

4. EXPERIMENTALNI ANALYZA

dQZO/\(ZQZGQZC/\Gl%k'GQ
pi: (P, Q) = (22 + 22+ 3y, 22 + y*> + y)

(ZZZ) jestliie d2 7£ O, (] 7£ O, dl 7£ k- d2 pak :

d1:a1:k~c/\(d1:el/\el#k~62neb0d17éel/\61:k‘ez)

pi: (P,Q) = (22 + 2+ 3y, 2> + y* + 3x + y)
(11261:]6'62:]6'6/\(117&(11/\(127&(12

pit (P, Q) = (2% + 32 + y,2° + y* + 22 + y)
d1:k~62/\61:kcd2/\d17é61

pi: (P, Q) = (2 + 3z + 2y, 2* + y* + 2z + 3y)
d1:k~62/\61%k~d2/\(a1:k‘c/\dl%elneboaz%c/\elzdl)
pi: (P,Q) = (22 + 2+ 2y, 22 + 32+ 32 +y)
61#k~d2/\d1:k~62/\(a27éc/\d1%el)

pit (P, Q) = (2% + x +y,2% + 3y* + 22 + y)
a1:k~62/\a17éd1/\d1:elzk‘c

pi: (P, Q) = (22 + 2z + 2y, 2% + 2> + 3z + y)
dl%k‘ezf\al%dlf\azzczdzf\dl7&61/\(61216‘621161)0(11:61)
pi: (P, Q) = (¢° + 3z + 2y,2° + y* + o + 2y)
617&76‘62/\(117&]6‘6/\(11261:dlf\(C:dg#ngebOdQZC/\elzdﬁ
pi: (P, Q) = (2 + x +y,2% + 2y + 22 + 2y)

(Analogicky pro P = ay? + diy + e a Q = asy® + cx? + doy + ea)

2
Véta 4.14. Necht (P, Q) € (Fom [X,Y])?, kde P = ay2? + c19* + diw + ey a
Q = apr? + coy? +dox + eqykde a; # 0, a3 # 0, ¢; #0, ca #0, a; = k - ay pak za

2
predpokladu platnosti vSech nutnych podminek (P, Q) € (Fam [X,Y])?, jestlize

(Z) jestliie dl =€ = d2 = €9 — 0A Cy 7é Co
pi: (P,Q) = (2 +y* 2° + 2y°)

(ZZ) jestliie €1 = dl =0A €9 7é oV d2 7é 0 pak:

Clzk‘CQ

pi: (P, Q) = (2* + 22, 2% + 2y> + 3z + y)
Cl%k‘CQ/\Cle‘dQ/\(ZQ:eQ

pi: (P,Q) = (2° +2y° + y,2° +y* + 2z + y)
Cl%k‘CQ/\Clzk‘GQ/\az#dQ/\(ngdz%agnebO(ZQZCQ?é(b)
pi: (P, Q) = (¢? + 3y, 2% + y* + 22 + 3y)
Cl7ék'CQ/\Cl%k'ez/\(ZQZCQZdQ%GQ

pi: (P, Q) = (¢° +2y*,2° + y* + x + 3y)
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4.2. DVOJICE KVADRATICKYCH POLYNOMU DVOU NEURCITYCH

(iii)

24

(€)
(€)

61#k~02/\02:(327éa2/\61%k~d2/\a17écl
pi: (P,Q) = (2% + 3y* 2® + 2y + x + 2y)
Cl%k‘CQ/\Cle‘dQ/\QQZGQ

pi: (P,Q) = (z% + 3y?, 2% + 2y* + 32 + )

jestliieal:k«ag/\el%O/\ez%O/\dl:O/\d2:Opak:

(@)

co=k-coNeg#k-eaneboe; =k-easNcy #k-co
pit (P,Q) = (z* +2y* + y,2% + y* + )

jestliie alzk‘az/\dl :O/\d2§'£0,61 %O,ez%Opak:

(11:]6'(12/\61:]6'62/\617&]6'62

pi: (P,Q) = (2% +y* +y,2° + y* + 3z + 2y)
61:k~62/\61:k‘d2/\a17é61

pi: (P,Q) = (2% + 2y* + 3y, 22 + 2y> + 3z + y)
a; = k‘CQ = k‘dz/\al 7é Cq pak (61 = k‘dz/\Cl = k‘€2> nebo (61 7é k‘dz/\Cl :€1>
pi: (P,Q) = (v* +2y* + y,2° +y* + v + 2y)
clzk‘dz/\elzhez/\al#el

pi: (P, Q) = (2% + 3y? + 2y, 22 + y* + 3z + 2y)
62:d2/\617§k~d2/\a1:cl

pit (P, Q) = (z* + y* + 3y, 2% + 2y® + 2z + 3y)
Cl:k'€2/\€1:k'Cz/\Cl%k'Cz/\el%k'dz
pi: (P,Q) = (2% + 12 + 2y, 2% + 29> + 3z + )
62262/\61:]€‘d2/\€17ék‘d2

pi: (P,Q) = (2* 4 2y° + 3y, 2> + y* + 27 + y)
a27§62/\61:k«cz/\clzk~d1/\61:k~d2
pi: (P, Q) = (¢ 4 2y° + 2y, 2 4 2y° + 2z + 3y)
01261:k~d2/\a1:k~02/\627§a2

pit (P, Q) = (° + 2y + 2y, 2* + y* + 2z + 3y)
(11:k'€2/\€1:k'dzf\cl7&]6'62/\(61261/\627&62) nebo (62262/\617&61)
pi: (P,Q) = (2% + 3y* + 3y, 22 + 2y> + 3z + y)
(11261:k'CQZk'ez/\k'dz%Cl/\Cl%el
pi: (P,Q) = (¢* 4+ 3y° +y, 2> + y* + 27 + y)
62262/\61:]€‘d2/\617ék‘€2

pi: (P,Q) = (2% + 3y + y,2° +2y* + v + 2y)

jestliie dl 7£ k- d2 N eq 7£ O, (] 7£ O, dl 7£ O, d2 7£ 0 pak:

(@)

cp =k -coneboe; =k - ey
pi: (P,Q) = (2% + 2y + 2 + 2y, 2> + y° + 32 + 2y)
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(ﬁ) d1:k~62/\61:k~d2/\61:k~62/\61:a1

pit (P,Q) = (22 +1y? + 2 +3y,22 + 9>+ 3z +y)
(’Y) (11:k‘CQ/\k‘dzzelf\dl7&62/\(127&62

pit (P,Q) = (2 +y* + 3z +y,2° + y* + 2z + 3y)

(Analogicky pro P = ay? + a2 +diy+ err a Q = agy? + cox? + doy + exw

Poznamka 4.2. Pro stanoveni postacujicich podminek pro tvorbu ,bijektivnich paru“
jsme vyuzili dalsi specifické vlastnosti polynomu pole Fy2 a to stejny obor hodnot pro
evaluace ruznych polynomu. V tomto ptipadé nemame na mysli polynomy lisici se o kon-
stantu nebo o nasobnost, zde je shoda zfejma.

Na tomto zakladé stacilo uvést pouze jednu podminku pro dany polynom, spliuje-li
podminku jeden, po prohozeni bude indukovat bijekci i druhy.

Jednd se o tyto polynomy vcetné jejich nasobnosti a rozsiteni o konstantu:

2?4y + 2 P+ 3yt 2?4y + 3
2?2+ 2y% + 2z 4yt 22+ 3y + 3z
2%+ 3y% + 3y O T 224+ 4y
vV +3z+y y:+ 2y + 2z vyt
2 2 2 2

7+ 3y° + 2y Yy 24y Yy +3y+x
v 4+ 3y + 2z 2y2 + 22 + 2y 22 2t +y
P24+ P raty 22+ 3y + 3z
2+ 3y  +z v+t 2?4+ y? + 3z
2ty 22+ 2 2+ 3y
v+ v+ 2z 2? + 3z
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4.3. TROJICE KVADRATICKYCH POLYNOMU

22 42y + 2z 22+ 2y + 3y v+ 2 + 3y

22 4+ y% + 2z v+ 3z + 2y y> + 3y + 3z

v+ +2y 22 43y + 2z 2 + 2y + 3z
3P+ 22 +y 22 4+ 3y° + 2z 2 +2y% + 3z
4y 2ty 2+ y? + 2+ 3y 4y +3r+y
2+ 20% + 22 + 2y P2ty -t 2?4+ 3y* + 32 + 3y
P24y P+ +2y 22+ y? + 324+ 2 22+ + 22+ 3y
P43ty 22+ 2% + 3y + 3z 22+ 3y? + 22 + 2y

Vrafme se k pifpadu p = 2, m = 1, n = 2, tedy kvadratické polynomy dvou neuréitych
nad polem F,. V tomto ptipadé nam z? = z, tedy pro pole Fy nemés smysl kvadratické
polynomy uvazovat.

4.3. Trojice kvadratickych polynomu tii neurcitych
nad koneécnym polem Fon

Tedy tesime pripad n = 3 pro m = 1.

Kvadraticky polynom ma tvar ax? + by? + c2? + dzy + eyz + frz + gx + hy + kz + 1,
kde a # 0 nebo b # 0 nebo ¢ # 0 nebo d # 0 nebo e # 0 nebo f # 0 a kde
a,b,c,d, e, f € Fom.

V tomto pripadé stacilo pouze pozmeénit program predchazejici. Zmeénili jsme predpis po-
lynomu, podminky pro kvadraticky polynom, drobné zmény jako odstranéni prebytecnych
zavorek apod. a zavérem jsme netvorili dvojice, ale trojice polynomu. Vypsané polynomy
jsme déle nezpracovavali.
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4. EXPERIMENTALNI ANALYZA

Obr 4.5 ukédzka vystupu programu na vygenerovani trojic polynomu nad polem Fo

X + y*zZ, X + Z + y*Z, X + ¥ + y*z, {1, 3, 51}

X + y*z, x + z + y*z, k[1] + x + ¥y + y¥*z, {1, 3, 63}

X + Y¥Z, X + Z + Y*Z, X+ ¥y + z + y¥*z, {1, 3, 71}

X o+ y:z, X+ Z+ y:z, k[1] + x + ¥ El 23+ {gii {1, 3, B}¥

X+ Y¥Z, X + Z + Y*Z, X + ¥ + X*Z, e

X + y¥z, X + z + y*z, k[1] + x + v + x¥z, {1, 3, 14}}

X + Y¥Z, X + Z + Y*Z, X + ¥ + z + x¥*z, {1, 3, 15}}

X+ y*z, x + z + y*z, k[1] + x + y + z + x*z, {1, 3, 1631}

X + Y*Z, X + Z + y*Z, E + x*z + y*z, {1, 3, 173}

X + y¥z, x + z + y*z, k[1] + y + x¥z + y¥*z, {1, 3, 18%%

X + Y¥Z, X + Z + y¥*z, z + Z + X*z + y*z, {1, 3, 19;}

X + y:z, X+ Z + y:z, [1] :zy + z E §;§}+ y*z, {1, 3, 20}}

X + Y*Z, X+ Z + y*z, + Z

X + Y¥Z, X + Z + y*zZ, E[l] + Y + zﬂz {1, 3, 521}

X + Y¥Z, X + Z + y*Z, E + Z + zA2, {1 3, 3317

X + Y¥zZ, X + Z + y*z, [l] +y+ z+ zA2, {1, 3, 54%%

X + Y¥Z, X + Z + ¥*Z, X + ¥ + y*z + zA2, {1, 3, 67}

X + ¥¥z, X + z + y*z, k[1] + x + ¥y + y¥z + z~2, {1, 3, 68}}

X + Y¥Z, X + Z + ¥Y*Z, X + ¥ + Z + y¥z + zA2, {1, 3, 69%}

X + y¥z, X+ z + y*z, k[1] + x + y + 2z + y*z + za2, {1, 3, 703}
X + ¥¥Z, X + Z + ¥*Z, X + ¥ + X¥*z + zAZ, {1, 3, ,5}}

X + y*z, X + z + y*z, k[1] + x + v + x¥z + za2, {1, 3, 761}

X+ Y¥Z, X + Z + Y®Z, X + ¥ + Z + X¥Z + zA2, {1, 3, 77}

X + y*z, x + z + y*z, k[1] + x + ¥y + z + x*z + zAa2, {1, 3, 78%%
X + Y¥zZ, X + Z + y*z, { + x¥z + y®z + zAZ2, {1, 3, 793}

X + y*z, x + z + y*z, k[1] + y + x%z + y%*z + z+2, {1, 3, BO}}

X + Y¥Z, X + Z + y*zZ, z + Z + X%z + y*z + zA2, {1, 3, 81}}

X + y¥z, X + z + y*z, k[1] E + Z + };*2 + y*z + zA2, {1, 3, B21}
X + Y¥Z, X + Z + y¥Z, 1, 3,119

X + Y¥Z, X + Z + y*z, E[l] + yh% {1, 3. %%0}}

X+ y¥Z, X+ Z + y¥z, y*2 + z, {1, 3, 121

X + Y¥zZ, X + Z + y¥z, E[l] + yA2 + z, {1, 3, 122%}}

X + Y¥Z, X + Z + ¥¥z, X + yA2 + y¥z, {1, 3, 133}}

X + y¥z, X + z + y*z, k[1] + x + yA2 + y¥z, {1, 3, 134%}}

X + Y¥Z, X + Z + Y*Z, X + yAZ + z + y¥*z, {1, 3, 135}+}

X+ y¥*z, X + z + y*z, k[1] + ®x + w22 + z + y*z, {1, 3, 136%}}
X+ Y*Z, X + Z + Y*Z, X + yA2 + x¥z, {1, 3, 145%}

X + y¥z, X + z + y*z, k[1] + % + y»2 + x*z, {1, 3, 146%}

X + Y¥Z, X + Z + ¥*Z, X + yA2 + z + x¥z, {1, 3, 147}+}

X + y¥z, x + z + y*z, k[1] + x + y»2 + z + x¥z, {1, 3, 148}}

X + ¥¥z, X + Z + y*z, zﬂz + x¥z + y*z, {1, 3, 149%%}

X + y*z, x + z + y*z, k[1] + yA2 + x*z + y*z, {1, 3, 150%}}

X + Y¥Z, X + Z + y*Z, {ﬂz + Z + Xx*z + y*z, {1, 3, 151}}

X + y¥z, X+ z + y*z, k[1] + y*2 + z + x%z + y*z, {1, 3, 152%%}
X + Y¥zZ, X + Z + y*z, EAE + zA2, {1, 3, 189}%}

X + y¥z, x + z + y*z, k[1] + yr2 + za2, {1, 3, 190%}%

X + Y¥Z, X + Z + y¥z, {ﬁz + 7z + zA2, {1, 3, 191t}

X + y¥z, x + z + y*z, k[1] + y»2 + z + zA2, {1, 3, 192%}

X + Y¥Z, X + Z + YFEZ, X + yAZ + y¥z + zAZ, {1, 3, 203}

X + ¥¥z, X + z + y*z, k[1] + x + yA2 + y¥z + zAa2, {1, 3, 204%}
X + Y¥Z, X + Z + YRZ, X + yAZ2Z + Z + y¥Z + zA2, {1, 3, 2051}

X+ y*z, x + z + y*z, k[1] + x + y*2 + z + y*z + zA2, {1, 3, 2061}
X + Y¥Z, X + Z + ¥¥Z, X + yA2 + x¥z + zAZ, {1, 3, 215}

X + y¥z, X + z + y*z, k[1] + x + yA2 + x¥z + zA2, {1, 3, 216%}
X + Y¥Z, X + Z + YFZ, X + yAZ + Z + X¥z + zA2, {1, 3, 217}}

X + y¥z, X+ z + y*z, k[1] + x + yA2 + z + x¥z + zA2, {1, 3, 218}}
X + y¥zZ, X + Z + y*z, ﬁﬂz + x¥z + y¥*z + zAZ2, {1, 3, 219}

X + Y¥Z, X + Z + z, [1] + wA2 + x*Z + y¥z + zA2, {1, 3, 220%}%}
X+ Y*zZ, X + Z + y , Eaz + z + X*z + y®*z + zA2, {1, 3, 221}%}
X+ y¥*zZ, X + Z + y¥z, [1] + yA2 + Z + X¥Z + y¥Z + zAZ, 1. 3, 222%}+%
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4.3. TROJICE KVADRATICKYCH POLYNOMU

Obr 4.6 ukdzka programu na vygenerovani trojic polynomu nad polem Fy

Wolfram Mathematica | FoR STUDENTS Demenstistions | MathWerd | SwdentForum
<< FiniteFields 'FiniteFields"

K = GF[2];

SetFieldFormat[K, FormatType » FunctionOfCode [k]]
n==2;

Timing[

(*vytwvoreni deset ndexoveho pole polynomu,

entechx)

pp-Ta_ble[k[a]-nx 2+k[bl*y*2+k[c]l*z*2+k[d]*+xxy+k[e] xxxz+
k[fl*zxy+k[g]l*x+k[h]*y+k[aa]l]+*z+k[bb], {2, 0, n-1}, {b, 0, n-1},
{e¢, 0, n-1}, {d, 0, n-1}, {e, 0, n-1}, {£, 0, n-1}, {g, 0, n-1},
{h, 0, n-1}, {aa, 0, n-1}, {bb, 0, n-1}1;

Ress = {0, 0, 0, 0, k[1], k[1], k[1], k[1]}; (ko

pole polynomu,
indexovanc po polynomec h*

Ast = Flatten[pp, 921

*ha olynomus

=l e <I.ength[Ast]+1, i++,

(#vyloueeni nekvadratickych polynomu#)

If[Not[Exponent[Ast[[i]], x] =2 || Exponent[Ast[[i]], ¥]1 =2 ||
Exponent[Ast[[i]], z] =2 || Exponent[Ast[[i]], x*x=z] =1 ||
Exponent[Ast[[i]], z*y] =1 || Exponent[Ast[i], x+y] == 1], Continue[]]

{#dosazeni prvku pole K do predpisu kvadra

keho polynomus)
L={Ast[[i]]} /. Table[Table[{x» k[s], y+k[t], z=+ k[st]}, {5, 0, n-1}],
{t; 0, n-1}, {st, 0, n-1}];

{*kontrola pre

skladu k

Jjel - porovnani s kontrolnim prvkems)

If[Sort[Flatten[L]] = Ress, AppendTo[P, Ast[[i]]]]
|

Print[Length[P]]; (#pocet poly

Y

e kontrolnimu prvkux)

(*vytvoreni pole trojic polynomi

For[i=1, i < Length[P] +1, i++,
For[j=1, j < Length[P] +1 J++,
Fcr[]]. = 1, ji< Length[P] +1, ]J_++,

o tri-indexoveho

= do trojice polynomu,

indexovanc po polynen

={P[[i]], P[[3]1, P[[:Il]]} /e

Table[Ta_ble[{x—»k[s], ya>k[t], z=2k[st]}, {5, 0, n-1}],
{t, 0, n-1}, {st, 0, n-1}];

jednot

Seslcupenl = Fla.tten[A 57

(*hadnoty =

on brany mnozinoves)
Mnozinove = Union[Seskupeni];

(#*porovnani delky zobrazeni s delko
If[Length[}m021nove] =n"*3, pocet++;
Print [{P[[i]], P[[311, PL[34i1], {4, 3, 34i}}11 ;
]
1
]

Print[pocet] {
]

ktivniho zobrazenis)
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5. GRAFICKE ZNAZORNENI DVOJIC KVADRATICKYCH POLYNOMU NA TORU
5. Grafické znazornéni dvojic
kvadratickych polynomu na toru

V této kapitole uvedeme zobrazeni dvojic kvadratickych polynomu na koneéném poli a
to na toru. Pro znazornéni koneéného pole vyuzivame kruznici, kterda nam zachovava arit-
metiku pole. Této vlastnosti vyuzijeme ke znazornéni dvojice polynomu. Jelikoz potiebuje-
me zobrazit dvojici polynomu, pouzijeme ,kruznici krat kruznici“ tedy torus. Prvni po-
lynom ur¢uje prvni soutradnici - tedy umisténi na fidici kruznici a druhy polynom urcuje
umisténi na vedlejsi kruznici, kterd je na tidici kruznici kolma.

Torus nam v naSem piipadé predstavuje n-tthelnik - tidici, kde kolem kazdého vrcholu je
kolmo veden podobny n-thelnik - vedlejsi. Pro nase piipady pole F2,. je n = 2™. Takto
zkonstruovany torus, nam opét zachovava operace na konecném poli.

Ukédzeme si znazornéni bijektivnich i nebijektivnich dvojic. Uvodnim obrazkem si ukézeme
orientaci na toru pomoci soutfadnic, které dale pro prehlednost neuvadime, ale zachovava-
me natoceni toru. Pouzity program pro grafickou interpetaci viz [6].

Obr 5.1 popis toru: kazdy vrchol tidictho n-thelniku, tvofi prvni soufadnici, druha soufadnice
je dédna vedlejsimi n-thelniky

[0.3]

[0.0]

[21] 11
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2 —_—
Obr 5.2 (P,Q) € (Fs2 [X,Y])2, P =22+ 2y + 1, Q = 2% + 2y + = - dvojici tvoii polynomy,
které nespliiuji ani nutnou podminku pro bijekci

[21]-
[P(2,0), Q(2.0)] = [B(3.2). Q3.2)]

Jak lze z obrazku 5.2 vidét, ¢len xy nam narusuje bijekci ,nesymetricky, tedy ani
vhodnym pridanim dalsiho ¢lenu, bychom bijekce nedosahli. Jak bude patrné z nadchazeji-

cich obrazku, jsou-li splnény nutné podminky, obdrzime jako hodnoty zobrazeni bud
vSechny mozné hodnoty, polovinu nebo ¢tvrtinu moznych hodnot. Rozlozeni lze povazovat
za ,symetrické” ve smyslu rozlozeni vzhledem k tidicimu n-thelniku, tedy na vSech ved-
lejsich n-thelnicich je stejny pocet bodu.

—

2
Obr 5.3 (P,Q) € (Fs2 [X,Y])2, P = 42, Q = y? + 1 - dvojici tvoii polynomy, které se lisi o

konstantu

Jak lze na obrézku 5.3 vidét, mame-li dvojici polynomu, jenz se lisi o konstantu, do-
staneme vzdy ¢tyrprvkovou mnozinu feseni. Oproti totoznému zobrazeni, jsou soutadnice
pouze posunuty na vedlejsim n-uhelniku. Podobné teseni obdrzime v podani dvojice po-
lynomu lisici se k-nasobkem 5.4. I v tomto pripadé je feSeni posunuto oproti totoznému,
avSak samoziejmé jinym zpusobem, nez je tomu v piripadé konstanty.
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5. GRAFICKE ZNAZORNENI DVOJIC KVADRATICKYCH POLYNOMU NA TORU

2 —_—
Obr 5.4 (P,Q) € (Fe [X,Y])2, P =y’ +2+2y+ 1, Q = y?> + 2z + 3y + 2 - dvojici tvoif
polynomy, které se lis{ o k-nasobek

AP <

—

2
Obr 5.5 (P,Q) € (F: [X,Y])2, P =224 2+ 3y+1, Q = y> + x - dvojici tvoif polynomy, které
nespliuji postacujici podminku

P

Na obrazku 5.5 a 5.6 lze vidét jak vhodnou tpravou lze z nebijektivniho ,,paru“ obdrzet
bijektivni zobrazeni. V tomto piipadé stacilo pouze modifikovat koeficient ¢lenu x v po-
lynomu Q.
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2 —_—
Obr 5.6 (P,Q) € (Fy2 [X,Y])2, P =22+ 2+ 3y + 1, Q = y? + 3z - dvojici tvoii polynomy
indukujici bijekci

A s

—

2
Obr 5.7 (P,Q) € (Fy: [X,Y])2, P=22+ 24y, Q = 22 + 2z + 3y + 2 - dvojici tvoif polynomy,
které splnuji nutnou podminku, nikoliv postacujici

hf <,

V pripadé dvojice polynomu 5.7 by pro bijekci stacilo pouze upravit ¢len y poly-
nomu (). Pokud bychom nahradili stavajici koeficient u y ¢islem 2 byla by splnéna jedna
z postacujicich podminek a zobrazenim bychom obdrzeli bijekci. Podobné v ptipadé dvo-
jice 5.8 lze bijekce dosahnout napiiklad odstranénim ¢lenu 2x z polynomu P.
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5. GRAFICKE ZNAZORNENI DVOJIC KVADRATICKYCH POLYNOMU NA TORU

2 —_—
Obr 5.8 (P,Q) € (Fy [X,Y])2, P =242z +y +3, Q = y*> + 3 - dvojici tvoii polynomy, které
nespliuji postacujici podminku

PP <

V predchozi kapitole jsem zminovali specifické vlastnosti polynomu pro pole Fy2, které
déle obecné pro jina pole nepredpokladame. Dale tedy pro nazornost porovname néktera
specifika pole Fy2 s dalsim bindrnim polem Fy3. Popis toru pro zndzornéni binarniho pole
Fys neuvadime, jde nam pouze nazornost a porovnani vlastnosti. Zejména porovnani plat-
nosti véty o symetrii a nesjednoceni odpovidajicich si polynomu - timto nevyvracime exis-
tenci odpovidajicich si polynomu pro Fys pouze poukazujeme na skutecénost, ze vlastnosti
jednoho pole nelze automaticky prenést na pole jiné.

2 T 2
Obr 5.9 (P,Q) € (Fa2 [X,Y])? oproti (P,Q) € (Fos [X,Y])?, P = 2°+2y, Q = 2®+3y* +2+3y
- zachovéani symetrie

3R

Pro dvojici polynomu (P, Q) € (IE‘QQ [X,Y])? jsme zavedli symetrii pomoci 4.9. Véta
poukazuje na skutec¢nost, ze v pripadé, kdy ma polynom odpovidajici tvar a spliuje nutné
predpoklady k bijekci, je mozné neurcitou x a y zaménit, aniz by byla narusena bijekce
,paru“. Pro volbu dvojice polynomu z 5.9 by se zdalo, ze véta bude v platnosti i zde, neb
i po ,symetrii“ obdrzime totozna zobrazeni jako jsowdena.

2
Vezmeme-li ovSem dvojici polynomu (P, Q) € (F2: [X,Y])? jako na 5.10, pak pak po-
lynom P na predpoklady pro ,symetrii“ a s polynomem @) bijekci tvori. Provedeme-li
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ji ovSsem, obdrzime tak nebijektivni zobrazeni, jak lze vidét na 5.10 vpravo. Véta tedy
obecné nemuze byt brana pro libovolna pole.

— —

2 2
Obr 5.10 (P,Q) € (Fy [X,Y])? oproti (P,Q) € (Fys [X,Y])2, P = 22+ 34> + 32 +y, Q =
22+ y? + = + y - narudeni symtrie

A AT

Déle jsme méli dvojice polynomu, jenz se liSila predpisem, ale hodnoty zobrazeni
byly pro oba polynomy stejné, tedy tvorila ,bijektivni par® se stejnou mnozinou po-
lynomu. Vezmeme-li jednu takovou dvojici, jejich spoleéné zobrazeni nam déa pocetné
stejnou mnozinu jako zobrazeni dvou totoznych polynomu. Jak lze vidét na 5.11 obecné
nemuzeme piepokladat stejné vlastnosti polynomu pro ruzné pole.

—

2
Obr 5.11 (P,Q) € (Fys [X,Y])2, P =322+ 9?> + 2+ 3y, Q = 2% + > + 22+ 3y

il
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6. DISKUSE V SOUVISLOSTI S MAUBACHOVOU HYPOTEZOU
6. Diskuse vysledku o polynomech
indukujici bijekci v souvislosti
s Maubachovou hypotézou

V této kapitole si aplikujeme 3.4 na predchézejici kapitolu. Véta pojednava o celkovém
poctu bijekci vzhledem k charakteru binarniho pole a srovnani celkového poctu bijekei
s poctem bijekci indukovanych krotkymi automorfismy. Vyhodnotime pro pripad pod-
kapitoly 3.1 a pro pripad uveden v podkapitole 3.2. Pro pomocné vypocty opét uzivame
systému Mathematica, ve kterém jsme tvorili ,,bijektivni pary“ kombinace: dvou linearnich
polynomu, dvojici kvadraticky polynom-linearni polynom. Zdrojové kédy neuvadime,
jedna se o modifikaci kédu v praci uvedenych a vyuzivame zde pro nase ucely pouze
¢iselného poctu takto vytvorenych dvojic.

Pripad 3.1 se tyka veéty 3.4 ¢asti (), (i7), kterou jsme fesili obecné.
Uvazujme celkovy pocet bijekci nad Fom tedy (2™)!

Méme-li kvadraticky polynom indukujici bijekei, tedy az?+c, celkovy pocet takto ziskanych
bijekef je 2™ - (2 — 1).

Podobné uvazujme linearni polynomy indukujici bijekci, tedy ax + b, kde i zde obdrzime
pocet bijekef 2™ - (2™ — 1).

Vyuzijeme-li vztahu z véty 3.4 (i), (it) obdrzime

(2m)!

o =2 (2™ — 1),

Dle véty 3.4 by mél tento pocet odpovidat poc¢tu krotkych automorfismu, ty nam pro tento
pripad predstavuji pouze polynomy linearni. Srovnanim obou ¢isel dojdeme k rovnosti.

Vezmeme-li jednoduchy piiklad dvojice polynomu nad polem Fy,tedy pripad m = 1,
p =2, n =2, celkovy poc¢et moznych bijekci je 4!.
Polynomy mame ve tvaru P = cx + dy + e, Q = fx + gy + h. Abychom obdrzeli bijekci,
musi byt matice koeficientu regularni tj.

¢ d
(f 9)7“)

V nasem pripadé to znamend tyto moznosti:
11 1 0 01
1 0 11 11
11 1 0 01
01 01 10
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Mame tedy Sest moznych kombinaci. Vezmeme-li v ivahu moznosti, které nam poskytuji
konstanty e, h dostaneme se na ¢islo 6 - 2 - 2 = 24. Pocet bijekci ziskanych linearnimi
polynomy je shodny s celkovym poctem bijekci.

Pripad 3.2 se tyka véty 3.4 ¢asti (iii), kterou jsme fesili pro pole Fy.
Kazdou bijekci je mozné indukovat n-tici polynomu, kde stupen polynomu je mensi nez
p™ — 1 viz [7]. Vezméme nyni nasi situaci p = 2, m = 2, n = 2. Tedy v tomto piipadé
nam vstupuji do hry navic polynomy tietitho stupné.
Celkovy pocet bijekei (2™)! je v nasem piipadé roven 16!.

Uvazujme dvojici polynomu (P, Q)), pro polynom stupné nejvyse tii mohou nastat tyto
moznosti:

A degP =1, deg@ =1 2880
B degP =1, deg(Q) = 2 20160
C degP =1, degQ) = 3
D degP = 2, deg@ =1 20160
E degP = 2, deg@) = 2 279360
F degP = 2, degQ) = 3
G degP = 3, deg@) =1
H degP = 3, deg@) = 2
1 degP = 3, deg@) = 3

Posledni sloupec nam predstavuje pocet bijekei indukovanych kombinaci polynomu
piislusného tadu. % - tento vysledek je v praci plné popsan, ostatni vysledky jsou jen
na zakladé programovych vystupu. Je patrné, ze ¢iselné srovname-li pocet bijekci, které
zname, je to pouze nepatrné ¢islo oproti hodnoté 16!. V pripadé A nam celou mnozinu
feSeni predstavuji afinni automorfismy. De Jonquieruv automorfismy muzeme ocekavat
v piipadé A, D, G kde ovSsem nepokryvaji veskeré mozné bijekce. Vyvstava otazka poly-
nomu tietiho stupné a jejich chovani v paru.

Mame tedy pripraven program i metodu pro klasifikaci polynomu indukujicich bijekeci
a jsme schopni odvodit pocty n-tic indukujicich bijekci. Rovnéz vime, mezi dvojicemi
kterych stupnu lze hledat afinni a de Jonquierovy automorfismy, tato analyza nam tedy
muze dat i udaj o jejich po¢tu a ve srovnani s poctem moznych bijekei i napomoci zod-
poveézeni otazky, zda divoky automorfismus indukuje bijekci. Tento piipad je ale potieba
fesit pro piipad n > 3, kdy nad polem divoké automorfismy existuji viz. [8]

Nami zpracovany program ale pro vypocetni narocnost neumozinuje zatim efektivneé prova-
dét analyzu pro n > 3, doba vypoctu presahuje 240 hodin pfi bézném vykonu pocitace. Je
tedy treba zefektivnit algoritmus. Mame za to, ze metoda analyzy n-tic polynomu danych
stupnu indukujicich bijekci muze k ocekdvanému potvrzeni Maubachovy hypotézy prispét.
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6. DISKUSE V SOUVISLOSTI S MAUBACHOVOU HYPOTEZOU

Obr 6.1 Masayoshi Nagata ,konstruktér” prvniho divokého automorfismu, 1972

Nagatuv divoky automorfismus:

o(X) = X-2XZ+4+Y?)Y —(XZ+Y?)?Z,
oY) = Y+ (XZ+Y?Z,
o(Z) = Z
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7. Zaver

V bakalarské praci jsme si po zavedeni zakladnich pojmu predstavili kvadratické po-
lynomy indukujici bijekci na konkrétnim bindrnim poli. Na zédkladé analyzy vystupu pro-
gramu v systému Mathematica jsme formulovali véty 4.1 az 4.8, které jsme dokazali. Véty
pojednavaji o podminkach nutnych pro tvorbu ,bijektivniho paru “. V piipadé veéty
4.1 se jedna o podminku nutnou a zaroven i postacujici. Dale prechazime z obecnych
predpokladu na specifické vlastnosti kvadratickych polynomu nad polem F4. Po celkové
analyze téchto polynomu jsme formulovali véty 4.9 az 4.14, pomoci nichz lze i snadno
sestrojit ,bijektivni par“ nebo upravit jinak nebijektivni dvojici. V zavéru kapitoly jsme
také uvedli dvojice kvadratickych polynomu, které si navzéajem odpovidaji a diky kterym
jsme mohli pocet podminek castecné zredukovat. V nasledujici ¢asti jsme interpretovali
vlastnosti z vét 4.9 az 4.14 grafickym znédzornénim na toru. Uvedli jsme nebijektivni zob-
razeni a nasledné i moznosti jeho napravy na bijektivni zobrazeni. Skutec¢nost, ze uvedené
vlastnosti jsou specifické jen pro dané pole, jsme ukéazali na protiptikladu vedeném pro
pole Fg. Posledni kapitola aplikuje vétu 3.4 o srovnani celkového poctu bijekei s poctem
bijekei indukovanych krotkymi automorfismy na nami ziskané vysledky z programu. Pro
piipad 3.2 jsme modifikovali zde uvedené programy a provedli alespon ciselnou analyzu
vSech moznych kombinaci dvojic linearnich a kvadratickych polynomu indukujicich bi-
jekei.
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