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Abstrakt

Teorie her se béhem doby své existence stala vhodnym néstrojem pro modelovani riznych
situaci, které obnéseji rozhodovani racionalnich entit — hracd. Uplatnéni v praxi je bohuzel
limitovéno velikosti her, jez jsme schopni se soucasnou technikou spocitat. Tato diplomova
prace se zaméiuje na korelované ekvilibrium v nekooperativnich hrach a klade si za cil
vytvorit knihovnu, kterd bude schopna co nejefektivnéji toto ekvilibrium hledat.

Abstract

Game theory has become very powerful tool for modelling decision-making situations of
rational players. However, practical applications are strongly limited by the size of particular
game, which is connected to the computational power of computers nowadays. Aim of this
master’s thesis is to design and implement a library, which would be able to find correlated
equilibria in as complex non-cooperative games as possible.

Klicova slova

Teorie her, korelované ekvilibrium, G-matice, eliminace dominovanych strategii, linearni
programovani, simplexova metoda, paralelizace, OpenMP.

Keywords

Game theory, correlated equilibrium, G-matrix, elimination of dominated strategies, linear
programming, simplex method, parallelization, OpenMP.

Citace

Stanislav Zidek: Implementace algoritmt Teorie her, diplomové prace, Brno, FIT VUT
v Brné, 2009



Implementace algoritmu Teorie her

Prohlaseni

Prohlasuji, Ze jsem tuto diplomovou praci vypracoval samostatné pod vedenim pana Ing.
Martina Hrubého, Ph.D.

Stanislav Zidek
26. kvétna 2009

Podékovani

R4d bych na tomto misté podékoval svému vedoucimu za inspirativni diskuse nad proble-
matikou a testovaci problémy (hry) z praktickych modelt. Zaroven dékuji Dr. Ing. Petru
Peringerovi za poskytnuté konzultace. Rovnéz diky vSem, ktefi mé v priibéhu psani této
prace podporovali.

© Stanislav Zidek, 2009.

Tato prace vznikla jako skolni dilo na Vysokém ucent technickém v Brné, Fakulté informa-
c¢nich technologii. Prdace je chrdnéna autorskym zakonem a jeji uziti bez udéleni oprdvnénd
autorem je nezdkonné, s vyjimkou zdkonem definovanych pripadi.



Obsah

1 Uvod

2 Teorie her a nekooperativni hry

2.1 Historie . . . . . . o e e e e e
2.2 Typy her a jejich reprezentace . . . . . . ... ... oo oL
2.2.1 Zpusoby reprezentace her . . . . ... ... o000
222 Typyher . ... .. e
2.2.3  Symetrické vs. asymetrické hry . . .. ... 0 o000
2.2.4 Simultanni vs. sekvenéni (dynamické) hry . . . ... ... ... ...
2.3 Nekooperativni hra v normalni formé . . . . . ... ... ... ... ... ..
2.3.1 HIAC . . o o o e e e
2.3.2 Strategie . . . . ... e
2.3.3 Funkceuzitku. . .. ... ... . .. o e
2.3.4 Definice hry . . . . . . . . Lo
2.4 Ekvilibrium . . . . . ..o e e e e e e e e e e e
2.4.1 Nashovo ekvilibrium . . . . .. .. ... o oo
2.4.2 Podherné dokonalé ekvilibrium . .. ... ... ... ... ...
2.4.3 Korelované ekvilibrium . . ... .. ... ... 000000
2.5 Dominance strategii a redukce velikosti hry . . . . ... ... ... .. ...
2.5.1 Striktni a slaba dominance . . . .. ... ... ...
2.5.2 Eliminace dominovanych strategii . . . . . . .. ... ... ... ...
2.5.3 Common knowledge . . . . ... .. ... ... ..

3 Analyza vychodisek navrhu knihovny

3.1 Linedrni programovani . . . . . . . . . ..o e
3.1.1 Problém linedrniho programovani (LP problém). . . . .. ... ...
3.1.2 Simplexovametoda . . . . . ... ..o o Lo

3.2 G-matice — struktura pro zobrazeni a analyzu vicerozmérnych her . . . . . .

3.3 Prevod G-matice na LP problém . . . . ... ... ... ... 0.
3.3.1 Interpretace omezeni . . . . . . . . .. ..o oo
3.3.2 Stanoveni kriteridlni funkce . . . . .. .. oL Lo oo

3.4 Systém OpenMP . . . . . . . ... . e

3.5 Zpusobzadani hry . . . . . . . ... e

4 Implementace knihovny pro hledani korelovaného ekvilibria
4.1 HlavnimySlenky . . . . . . . ..
4.1.1 Vstup nastroje . . . . . . . . . e e
4.1.2 Ulozeni G-matice . . . . . . . . . . o .o e

w

O O © W w0~ o

T T = W S =
WD OO



4.1.3 Zbytefné opakované pocitani uzitkd . . . ... ..o 26

4.1.4 Paralelizace . . . . . . . ... e 26
4.2 Datové struktury CE-solveru . . . . .. .. ... ... . oo 26
4.3 Algoritmus minimalizace G-matice . . . . .. ... ... ..o 29
4.3.1 Pruchod G-matici potadcich . . ... ... ... ... ... 29
4.3.2 Prichod fddkem G-matice . . . . . . . . .. ... 30
4.4 Paralelizace vypoctu . . . . . .. Lo e e 30
4.4.1 Synchronizace ptistupu ke sdilenym zdrojim . . ... ... .. ... 30
4.5 Pouziti CE-solveru pro feSeni her . . . . . . . ... .. ... ... ... 32
4.5.1 Correlated Equilibrium File Solver . . . . . ... .. ... .. .... 32
4.5.2 Reseni her zadanych modelem . . . . . . .. ... ... ... ..... 34
4.6 Experimentdlni zhodnoceni CE-solveru . . . . . . ... ... ... ...... 35
4.6.1 Testovacidata . .. . .. .. . . e 35
4.6.2 Porovnani s existujici implementaci. . . . . .. ... 0oL 35
4.6.3 Vhodnost pouziti cache uzitka . . . ... ... ... ... ... 37
4.6.4 Vliv paralelizace na rychlost vypoctu. . . . . . ... ... ... ... 40
4.7 Néstroj pro analyzu dominance strategii . . . . .. .. ... ... ... ... 41
4.7.1 Dotazovaci jazyk . . . . . . ... o e 41
4.7.2 Moddy ¢innosti nastroje . ... ..o 42
4.7.3 Zhodnoceni vysledkt . . . . . .. .. oo oo 43
4.8 RS-SOIVET . . o o i e e e e 43
4.8.1 Implementace RS-solveru . . .. .. ... ... ... ......... 44
4.8.2 Pouziti pro feseni LP probléma . . . . .. ... ... ..o 44
4.8.3 Zhodnoceni vysledkt . . . . ... ..o o oo 45
Zaveér 46
CE-Solver Manual 50
A1 Imtroduction . . . . . . . . o 0 i e 50
A2 TheoTy . . v v v v v e e e e e e e e e e e e e e 50
A.2.1 Correlated equilibrium . . . . . . ... Lo L o 50
A2.2 G-matTix . . . v v i e e e e e e e e e e e e 50
A2.3 Reduction . . . . . . . 0 i i i it i e 51
A24 Example. . . . . . . e 51
A.2.5 Computing CE as LP problem . .. ... ... ... ......... 51
A.3 Implementation . . . . . . . . .. e 52
A3.1 Mainideas . . . . . . . v o it e 52
A3.2 Structure . . . . . .. e 53
A4 Usage . . v v v v i e e e e e e 55
A.4.1 Library interface . . . . . . . .. . o oo 55
A.4.2 Correlated Equilibrium File Solver . . . . . ... .. ... ... ... 57
A5 Conclusion . . . . . v i e e e 59



Kapitola 1

Uvod

Teorie her se se zvySovanim vykonu modernich pocita¢t stdva mocnym nastrojem pro mo-
delovani a simulaci rozhodovacich situaci v rozmanitych oborech lidského zkoumani, od
ekonomie po biologii. Zaroven modely redinych problémut dosahuji obrovské velikosti stavo-
vého prostoru, ktery se naptiklad viibec nemusi vejit do paméti pocitace, o ¢asové naro¢nosti
nemluve.

Tato diplomova prace se konkrétné zameéruje na hledani korelovaného ekvilibria, jed-
noho z konceptt rovnovaznych bodu analyzovanych teorii her. Na toto ekvilibrium jsme ze
zamérili prevazneé z toho divodu, Ze se jedné o koncept skuteéné pouzivany v praxi a mame
pristup ke hram, které jsou soucasti realnych modelt. Dale neni tak naro¢né na vypocet a je
pro hréace atraktivni z toho diivodu, ze jim poskytuje lepsi zisky oproti naptiklad ekvilibriu
Nashovu.

Za konecny cil si klademe vytvofeni optimalizované, prenositelné a snadno pouZitelné
knihovny ¢i nastroje pro feseni téchto problémi. To mize byt pro feseni praktickjch modelu
velmi uzite¢né, protoze tyto problémy byvaji tak rozsahlé, Ze jsou v ¢isté podobé pii vykonu
souCasnych pocitaci v podstaté nefeSitelné. Nastésti existuji metody redukce stavového
prostoru her (kterymi se budeme zabyvat), jez zachovavaji ekvivalenci vzhledem k chovani
hract, diky ¢emuz feSenim redukované hry dostavame stejné vysledky, jako u hry ptvodni.
Velky vliv rovnéz ma samotny zptusob implementace, naptiklad pouziti efektivnich datovych
struktur a algoritmu ¢i paralelizace vypoctu. Kazdé zrychleni tak zvétSuje mnozinu her, jez
jsme schopni vyfesit, a tim ndm umoznuje zkoumat komplexnéjsi rozhodovaci situace.

V tomto textu se nejdtive v kapitole 2 zaméiime na popis oboru studia teorie her. Vyme-
zime si dilezité pojmy a koncepty, které budeme dale pouzivat ve zbytku prace (korelované
ekvilibrium, dominovana strategie...). Rozebereme princip metody eliminace dominova-
nych strategii, jeZ dokaze Casto velmi vyrazné zredukovat velikost stavového prostoru hry,
aniz by se rozhodovani hrac¢t v redukované hie néjak lisilo od toho ve hie pivodni.

Kapitola 3 rozebira teoretické predpoklady, ze kterych jsme pri tvorbé vysledného na-
stroje vychéazeli. Pojednava o linedrnim programovani, coz je optimaliza¢ni metoda pro nas
zajimavéa z toho dtivodu, Ze problém hledani korelovaného ekvilibria lze prevést na problém
linedrniho programovéani. Déle se tato kapitola vénuje popisu G-matice, struktury, jez je uzi-
te¢nd jak pro reprezentaci vicehracovych her ve dvourozmérné podobé, tak pro zminénou
transformaci na problém linedrniho programovani. Zabyvame se zde rovnéZ popisem sys-
tému OpenMP, ktery je vhodny pro paralelizaci programt v jazyce C/C++ na paralelnich
architekturach se sdilenou paméti.

V kapitole 4 je popsana konkrétni implementace dilezitjch ¢asti nastroje. Presnéji se
zabyva jeho celkovou koncepci, pouzitymi datovymi strukturami a také detailné popisuje



dtlezité algoritmy pouzivané pfi feSeni. Dale rozebira zptlisob vyuziti paralelizace a zalezi-
tosti s ni spojené, predevsim synchronizaci vldken pfi vypoctu. Je zde také nacrtnut zpisob
pouziti nastroje, konkrétné moznosti zadani vstupni hry, specifikace parametru feseni, spu-
$téni samotného vypoctu a ziskani spocitanych vysledki. Nakonec jsou popsény dva dalsi
jednoduché nastroje, které jsme béhem prace vytvorili, jeden pro analyzu her z hlediska
dominance a druhy pro feSeni problému linearniho programovani zaméreny na tidké pro-
blémy.



Kapitola 2

Teorie her a nekooperativni hry

Teorie her je disciplina aplikované matematiky, kterd se zabyva rozhodovanim ucastniki
(hract) v konkrétni situaci. Hra¢i maji k dispozici uréitou mnozinu strategii a uzitek z hrani
hry kazdého z nich zavisi i na volbach vSech ostatnich hraca.

chovéni/rozhodovani ekonomickych subjektti v prostfedi trzni ekonomiky, mtizeme si hru
predstavit napfiklad jako nékolik vyrobcii stejného (podobného) vyrobku, ktefi se rozhoduji,
kolik kusti maji vyrobit. Kazdy z vyrobct miize mit jinou vyrobni kapacitu a jiné vyrobni
naklady, zaroven také vsSichni zohlednuji cenu vyrobku, kterda bude zaviset na nabidce, tedy
poctu kusi, jez vyrobi vSichni dohromady.

Ukazalo se, ze modelovaci schopnosti teorie her jsou velmi rozsahlé, a proto v této
oblasti probihal a probiha intenzivni vyzkum. Teorie her nasla své uplatnéni v tak odlisnych
oborech, jako jsou filosofie, biologie, sociologie, politické védy, mezinarodni vztahy nebo uz
zminénd ekonomie [7].

2.1 Historie

Vznik teorie her se datuje do roku 1944, kdy byla vydéana kniha Theory of Games and
Economic Behavior, jejimiz autory jsou John von Neumann a Oskar Morgenstern. V této
knize se autofi zabyvaji pfedevsim hrami dvou hraca s nulovym souctem.

libria (podle Johna Nashe), které je aplikovatelné na mnohem §irsi $kalu her nez ptivodni
kritérum, navrhované ve zminéné knize.

V padesatych letech dvacatého stoleti zazila teorie her velmi rychly vyvoj, bylo pred-
staveno nékolik velmi dilezitych koncepti, jako napfiklad extenzivni forma her, opakované
hry nebo Shapleyho hodnota. Rovéz se objevily prvni aplikace v politice a filosofii.

V Sedesatych letech Reinhard Selten objevil podherné dokonalé ekvilibrium (subgame
perfect ekvilibrium) a John Harsanyi vyvinul a zkoumal Bayesovské hry.

Sedmdesata 1éta prinesla prvni aplikace v oblasti biologie, predevsim John Maynard
Smith a jeho evolu¢né stabilni ekvilibrium. Déle se objevilo korelované ekvilibrium a byly
analyzovany principy common knowledge (spoleéné znalosti).
roce 1994 (panové Nash, Selten a Harsanyi), druhé v roce 2005 (panové Shelling a Aumann)
a zatim posledni v roce 2007 (panové Myerson, Hurwicz a Maskin) [7].



2.2 Typy her a jejich reprezentace

Za témer stoleti existence teorie her vzniklo velmi mnoho typt her a kritérii pro jejich
klasifikaci, stejné jako i nékolik rtznjch forem jejich zapisu. V této Casti si predstavime
alespon ty nejvyznamnéjsi z nich.

2.2.1 Zpusoby reprezentace her
Normalni (strategicka) forma

Tato forma je vhodnd pro reprezentaci her, kde hraci voli své strategie vSichni zaroven
(nebo postupné, ale bez znalosti voleb ostatnich hra¢t). Hra dvou hréci je v této formé
vétSinou zobrazena jako matice, kde Tadky reprezentuji strategie prvniho hrace, sloupce
strategie druhého hrace a polozky v matici sefazené uzitky jednotlivych hrac¢t pii daném
strategickém profilu (definice strategického profilu pozdéji). Piiklad mtizeme vidét v tabulce
2.1. Jedna se o hru dvou hract, ve které kazdy hra¢ ma na vybér dvé strategie — prvni hrac
Nahoru a Dolii, druhy hra¢ Doleva a Doprava. Pri jakékoliv volbé strategii obou hract ma
prvni hra¢ vzdy uzitek 1 a druhy 2.

Hrac¢ 2 hraje Doleva | Hra¢ 2 hraje Doprava
Hrac¢ 1 hraje Nahoru 1,2 1,2
Hrac¢ 1 hraje Dolu 1,2 1,2

Tabulka 2.1: Pfiklad hry dvou hrac¢t v normalni (strategické) formé

Extenzivni forma

Pokud zkoumame hry, ve kterych hraci voli své strategie v urc¢itém potradi a v okamziku této
volby maji uréitou informaci o tom, jak volili pfedchozi, je vhodné pouzit pravé extenzivni
formu. Vétsinou se zobrazuje jako strom, ve kterém uzly jsou okamziky rozhodnuti urcéitého
hrace a hrany vedouci k potomkiim jsou jednotlivé strategie. Naptiklad na obrazku 2.1
vidime, Ze v dané hie nejdfive prvni hrac¢ zvoli jednu ze strategii F nebo U, a nésledné
druhy hrac¢ zvoli ze strategii A a R.

5.5 0:0 8: 2 0:0

Obrézek 2.1: Hra v extenzivni formé (prevzato z [7])

Forma dana charakteristickou funkci

U kooperativnich her je uzitek koalic zadan charakteristickou funkci tvaru f : 2¢ — R, kde
Q@ je mnozina hracu.



2.2.2 Typy her
Kooperativni vs. nekooperativni hry

U kooperativnih her hraci tvoii koalice, ve kterych si rozdéli zisk dany charakteristickou
funkei. Zakladnim pfedpokladem pfi Feseni je vytvoreni jedné velké koalice (grand coalition),
ve které si hraci rozdéli zisk urcitym zptisobem tak, aby to bylo ,,pro vSechny vyhodné*.

Existuje nékolik zptisobu, jak tuto vyhodnost vnimat, respektive jak fici, zda dané
rozdéleni zisku je férové: [5]

e Stabilni mnoZina (stable set) je mnozina vektori rozdéleni zisku, ktera spliuje
kritéria vnitini a vnéjsi stability. Vektor rozdéleni a dominuje b, pokud miize skupina
hraca vytvorit vlastni mensi koalici, ve které dosdhne kazdy vétsiho zisku. Vnitini
stabilita oznacuje situaci, kdy zadny vektor rozdéleni ve stabilni mnoziné neni domi-
novan jinym vektorem z této mmnoziny. Vnéjsi stabilita Iika to, Ze neexistuje vektor
rozdéleni, ktery by nebyl ve stabilni mnoziné a zaroven nebyl dominovan Zadnym
vektorem ze stabilni mnoziny. Tento princip byl vytvofen pravé J. von Neumannem
a O. Morgensternem v jejich slavné knize [18], kterd dala zaklad celé discipliné teorie
her.

e Jadro (core) je mnozina vektorii rozdéleni, pro kterou plati, ze zadné odtrhnuvsi se
koalice nebude mit vétsi zisk, nez je soucet ziski jejich ¢lenti za soucasného rozdéleni.

e Silné e-jadro navic pocitd s uréitou pokutou za opusténi velké koalice. Nutno po-
dotknout, Ze tato pokuta muZe byt i zdporna. MuZeme pak hledat nejmensi jadro
(least-core), coz je neprazdné silné e-jadro pro nejmensi hodnotu e.

e Shapleyho hodnota vypocitava zisk jednotlivych hract ve velké koalici podle jejich
pfinosu k celkovému uzitku.

e Kernel je mnozina rozdéleni zohlednujici jakousi vyjednavaci silu kazdého hrace
vzhledem k jinému.

e Jadérko (nucleolus) pouziva lexikografické sefazeni rozdilii uzitki, které ziskaji
koalice odtrzenim od velké koalice, k nalezeni unikatniho rozdéleni.

Ve zbytku prace se budeme zabyvat hrami nekooperativnimi, ve kterych se hrac¢i roz-
hoduji pro nékterou ze svych strategii tak, aby dosahli co nejvétsiho zisku. Tento zisk je
dan volbami strategii vSech hract. Pokud se tedy budeme na kooperativni hry divat jako
na hledéani jakéhosi konsensu o rozdéleni celkového zisku mezi vSemi hréaci, nekooperativni
hry mtzeme vnimat jako individualni hledani nejvhodnéjsich strategii jednotlivymi hraci
za zndmych podminek (zisky pfi volbach vSech hraci). Vétsinou neexistuje mechanismus,
jenz by dokézal vynutit spolupraci, a pokud ano, hraci jej budou respektovat pouze tehdy,
pokud to pro né bude vyhodné. Hrac¢ tedy na spolupraci nemaji priliSny zajem a kazdy
hraje cisté za sebe tak, aby ,urval co nejvétsi sousto*.

2.2.3 Symetrické vs. asymetrické hry

Symetrickou hru mtZeme vnimat jako hru, kde jsou podminky pro vSechny hrac¢e naprosto
stejné. Definuje se jako hra, ve které muze byt libovolné zménéno poradi hraca a uzitek pri
tom zustane pro jakoukoliv volbu strategii stejny.

Asymetrické hry tuto vlastnost nesplnuji.



2.2.4 Simultanni vs. sekvenéni (dynamické) hry

U simultannich her hraci voli svou strategii bez znalosti volby ostatnich, kdezto u her
sekvenénich néjakou informaci nékter{ hraci maji (ne nutné presné tahy zvolené hrac¢i pied
nimi).

Tento rozdil se vétsinou projevuje i v zapisu, kdy pro hry simultanni se pouziva normalni
forma a pro hry sekvencni extenzivni forma.

2.3 Nekooperativni hra v normalni formé

Definujme si formalné nékteré dilezité pojmy, a posléze nekooperativni hru n hraca v
normalni formé jako celek.

2.3.1 Hraci

Necht @ je mnozina vSech hrac¢t dané hry a n = |Q| je poet hrac¢ia. Vétsinou budeme
oznacovat hrace prirozenymi ¢isly, tedy @ = {1,2,...,n}.

2.3.2 Strategie

Necht S, (p € Q) je mnozina ryzich strategii (nékdy nazgvana také mnozinou akei [20])dostupnych
hraci p. Ryzi strategie (pure strategy) hrace p specifikuje jednu z moznosti chovani hrace
pfi hrani hry, jednoznacné urcuje, kterou strategii zvoli. Pokud déle budeme hovoftit o stra-
tegiich bez dalSich upfesnéni, budeme minit pravé strategie ryzi.

Méjme |Sy,| = k. SmiSend strategie (mized strategy) hrace p je pak k-tice obecné realnych
¢isel, x = (21, ..., x) takova, ze plati

ij =1 (21)

Vie{l,...,k}:0<z; <1 (2.2)

Intuitivné lze smiSenou strategii také vnimat jako rozdéleni pravdépodobnosti nad jednot-
livymi strategiemi ryzimi.

Ryzi strategii mizeme tim padem povazovat za specidlni pfipad strategie smiSené (po-
kud je pravdépodobnost hrani jedné ryzi strategie rovna jedné a pravdépodobnost hrani
v8ech ostatnich nulova).

Nazvéme

S=][Si =51 %8 x..x8, (2.3)
1€Q
strategickym prostorem hry a jeho prvky s € S strategickymi profily (nebo také jen profily).
Casto se nam jesté bude hodit znadeni

S5_p= H Si, (2.4)
i€Q,i7p

jez znac¢l kartézsky soudin strategii vSech hraciu kromé p-tého ve strategickém profilu s.
Intuitivné na tento soucin muZzeme pohlizet jako na kontext, v némz se p-ty hrac¢ rozhoduje.
Dale necht (s’; ,5_p) znaci strategicky profil, ktery vznikne z profilu s nahradou strategie



p-tého hrace za s'; . Takto budeme znacit situaci, kdy se hra¢ p odchyli od strategického
profilu tim, Ze hraje strategii s*.
Oznacme déle S_, = |J s—, mnozinu situaci, které mohou pro hrace p pii rozhodovani

nastat.

2.3.3 Funkce uzitku

Necht wu, je funkce uzitku hrace p, u, : S — R. Tato funkce udava uzitek (také nazgvany
zisk) hréce p v zavislosti na nastilém strategickém profilu (tedy v zavislosti na strategiich
zvolenych jim i vSemi ostatnimi hréaci).

Oznacéme pro jednoduchost n-tici funkci uzitku jako

U= (u,...,up). (2.5)

2.3.4 Definice hry

Nekooperativni hru v normélni formé pak mizeme definovat jako trojici G = (Q, S, U).
Definice 1 Nekooperativni hru v normdlni formé definujeme jako trojici
G=(Q,SU), (2.6)
kde
1. Q je mmozina hrdci,
2. S je strategicky prostor hry a

3. U je n-tice funkcti uZitku.

2.4 Ekvilibrium

Mame-li zaddnu hru, napiiklad jako model realné situace, jisté bychom radi pfedpovédéli,
jak se jednotlivi hraci budou v této situaci chovat, neboli hru vyfesili. Abychom to dokézali,
musime se rozhodnout, jakymi principy se bude fidit rozhodovani hracu.

V teorii her se predpoklddéd racionalnost vSech hrac¢i (nékdy nazyvand raciondlnosti
voleb hrac¢u [20]). Ta fika, ze kazdy hrac¢ bude hrat tak, aby maximalizoval sviij uzitek
(nebude volit tak, aby jeho uzitek byl mensi nez pfi jiné volbé), pfi¢emz je schopen provadét
jakkoliv slozité tivahy, aby tohoto cile dosahl.

I pfi racionalnosti hract existuje mnoho pristupi, jak modelovat jejich rozhodovani.
Musime si uvédomit, ze volba piistupu je velmi podstatna zalezitost a muze silné ovlivnit
nalezeny vysledek.

Koncept ekvilibria predstavuje nejcastéjsi zptisob feSeni matematickych her. Ekvilib-
rium obecné znaci stav systému, ve kterém jsou vSechny sily v rovnovéaze. V kontextu her
to muzeme vnimat jako situaci, v niz vsichni hrac¢i dosahli bodu, kdy nemizou dale zvysit
svij uzitek.

Predstavime si nékolik nejznaméjsich ekvilibrii uzivanych pro feSeni nekooperativnich
her.



2.4.1 Nashovo ekvilibrium

Definice 2 Strategicky profil s* = (s7,...,s)) je Nashovym ekvilibriem v ryzich strategiich
hry G, pokud plati, Ze

Vp e Q:Vs' €Sy up(sy) > up(s',s™,). (2.7)

Neformalné feceno, Nashovo ekvilibrium je strategicky profil, ve kterém si zadny hrac
nemuze polepsit, pokud zméni svou strategii a ostatni zlstanou u svych. Jinak feceno,
strategie hrace je nejlepsi odpovédi (best-response) na strategie ostatnich hract v tomto
ekvilibriu.

Musime si uvédomit, ze v zddném piipad€ nezarucuje hractim nejlepsi mozné zisky.
Pokud se podivame napiiklad na jednu z nejzndméjsich her, Véziiovo dilema (2.2), jejimz
Nashovym ekvilibriem je profil (Kolaborovat, Kolaborovat), vidime, ze by se doty¢éni hraci
mohli mit mnohem lépe v piipadé, Ze by oba ,zatloukali“. AvSak moznost zrady je prilis
lakava, pri zatloukani si muze kterykoliv hrac¢ polepsit kolaboraci, a proto tento profil i pres
lepsi uzitky Nashovym ekvilibriem nent.

Véznovo dilema | Zatloukat | Kolaborovat
Zatloukat -1, -1 -10, 0
Kolaborovat -10, 0 -5, -9

Tabulka 2.2: Véznovo dilema — dva muZi jsou zatCeni za zlo¢in, nicméné policie neméa
dostatek dukazu pro to, aby byli za tento zlo¢in odsouzeni. Jsou drZeni v oddélenych celach
a kazdy dostane nabidku: pokud bude svédéit proti druhému a ten bude zapirat, bude
svédek propustén a kolega zavien na 10 let. Pokud budou oba zatloukat, budou odsouzeni
za drobny zlo¢in na 1 rok. V pripadé, ze by oba chtéli svédcit proti druhému, dostanou 5
let zalafte.

2.4.2 Podherné dokonalé ekvilibrium

Podherné dokonalé ekvilibrium, nékdy také nazyvané podherné dokonalé Nashovo ekvilib-
rium (subgame perfect (Nash) equilibrium), vzniklo zpfisnénim podminek Nashova ekvilibria
pro sekvenc¢ni hry.

Toto ekvilibrium pozaduje, aby strategie byly navic v ekvilibriu i pro vSechny podhry,
a eliminuje tak moznost jakychsi nelogickych hrozeb, pti kterych jsou strategie v ekvilibriu
v urcitou chvili iracionalni.

2.4.3 Korelované ekvilibrium

Korelované ekvilibrium navrhl v roce 1974 Robert Aumann. Na rozdil od pfedchozich dvou,
ve kterych neexistoval Zzddny mechanismus synchronizace voleb hrac¢i, u tohoto vSichni hraci
zpozoruji signal, ktery jim uréi, kterou strategii pouzit [1].

Zminény signal tedy v podstaté vybere strategicky profil, ktery se bude hrat, a rozesle
prislusné strategie prislusnym hrac¢tm. Ekvilibrium potom tkvi v pravdépodobnosti vybéru
jednotlivych profili — pro vSechny hrace nesmi existovat vyhodnéjsi strategie nez obdrzené
v signéalu.
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Definice 3 Méjme hru G = (Q,S,U). Rozdéleni pravdépodobnosti P nad strategickymi
profily S je korelovananym ekvilibriem prdvé tehdy, kdyz

VpeQ:Vs' sl €85,: Z P(s",5_p)-up(s', s_p) > Z P(s", 5_p)up(s?, 5_p), (2.8)

s_pES_p s_pES_p

kde P(s) je pravdépodobnost hrani profilu s pti rozdéleni pravdépodobnosti P.

Nashovo vs. korelované ekvilibrium

Korelované ekvilibrium pfedstavuje obecnéjsi koncept, nez Nashovo ekvilibrium (ve smise-
nych strategiich) [6]. Plati, Zze kazdé Nashovo ekvilibrium (ve smiSenych strategiich) je
zaroven korelovanym ekvilibriem (po nezbytném pfepoé¢tu pravdépodobnosti hrani strate-
gii na pravdépodobnosti hranych profilil). Vyhodou korelovaného ekvilibria je rovnéz nizsi
vypocetni slozitost jeho hledani [19].

Korelované ekvilibrium umozituje, aby hraci dosahli celkoveé vétsiho zisku nez u ekvilib-
ria Nashova. Dtivodem je existence divéryhodného synchronizaéniho mechanismu (zminé-
ného signalu), jenz mize ¢astecné eliminovat nutnost vysoké podeziravosti hract vici sobé
navzajem a z toho plynouci hrani , bezpecénéjSich® strategii, které nepfinesou tak vysoky
uzitek, ale hra¢tim dostatecné ,kryji zada“.

Vezméme znamou hru ,,Chicken* jako ptiklad (viz tabulku 2.3). V této hie existuji t¥i
Nashova ekvilibria: dvé ryzi (Uhnout, Neuhnout) a (Neuhnout, Uhnout) a jedno smiSené,
ve kterém kazdy z hra¢t neuhne s pravdépodobnosti 1/3 [9]. Mizeme spocitat, ze pramérny
uzitek hréci je 4,5 u ryzich a 32/9 = 3,55 u smiSeného ekvilibria.

Hra ,,Chicken* | Neuhnout | Uhnout
Neuhnout 0,0 7,2
Uhnout 2,7 6, 6

Tabulka 2.3: Hra ,,Chicken“ — dva hraci se proti sobé rozjedou v autech; pokud jeden z nich
uhne druhému, je nazvan zbabélcem (v originéle ,,chicken®, odtud nazev hry), kdyz neuhne
zédny, zabiji se.

Nyni vezméme korelované ekvilibrium, ve kterém se bude hrat profil (Neuhnout, Neuh-
nout) s pravdépodobnosti 1/2 a profily (Uhnout, Neuhnout), (Neuhnout, Uhnout) s prav-
dépodobnosti 1/4. Pramérny uzitek pak bude 1/4-7+1/4-2+1/2-6 = 5,25.

Vidime, Ze prumérny uzitek hrace je v tomto korelovaném ekvilibriu vétsi, nez v ekvi-
libriich Nashovych.

Jesté si pro jistotu ovérme, Ze toto rozdéleni pravdépodobnosti je skuteéné korelovanym
ekvilibriem:

1. Hradi prijde signal Uhnout — pokud se jim bude Fidit, jeho prumérny uzitek bude
1/3-2+2/3-6 = 14/3, pokud ne, zisk bude stejny (7-2/3+0-1/3 =14/3).

2. Hraci prijde signal Neuhnout — pokud se jim bude Fidit, jeho pramérny uzitek bude
7, pokud ne, ziskd primeérné 6.

Vidime, ze podminka (2.8) plati, dané rozdéleni je tedy korelovanym ekvilibriem.
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2.5 Dominance strategii a redukce velikosti hry

V této Casti se budeme zabyvat vyuZitim racionality hrac¢t a principu dominance strategii
ke zmenseni velikosti hry.
2.5.1 Striktni a slaba dominance

Definice 4 Rikdme, Ze strategie sg, hrace p striktné dominuje jeho strategii s’; praveé tehdy,
kdyz '
Vs_p € S_p: up(sh, s—p) > up(s’;, —p). (2.9)

Strategii s3, pak nazgyvdme striktné dominantni a strategii s'; striktné dominovanou.

Neformalné rfeceno, strategie je striktné dominovana v pripadé, Ze existuje jina strategie,
ktera v kaZdé situaci prinasi hraci vétsi zisk.

Definice 5 Strategie sg, hrace p slabé dominuje strategii s'; prdave tehdy, kdyz

Vs_p€S_p: up(sg, 5_p) > up(s’;, —p), (2.10)
a zdroven '
Js_p € S_p tup(s), s-p) > up(s’;, —p). (2.11)

Strategii s3, nazyvdme slabé dominantni a strategii s’; slabé dominovanou.

2.5.2 Eliminace dominovanych strategii

V této Casti se sezndmime s dilezitou technikou pouzivanou pro ,,zmenseni“ rozsédhlé hry,
kterou chceme vyfesit.

Racionalita hracéua

Za ptredpokladu racionalnich hraci, ktery jsme si vyslovili, je jasné, Ze zadny hra¢ nebude
hrat striktné dominovanou strategii — v kazdé situaci, kdy by mél hrat dominovanou stra-
tegii, si mize polepsit tim, ze zvoli strategii dominantni.

Redukce velikosti hry

Predpoklad racionality vSech hra¢d ndm muze velmi vyrazné pomoci zredukovat velikost
hry, kterou chceme vyftesit.

Vezmeéme si napiiklad hru v tabulce 2.4. Pokud se na ni zaméiime podrobnéji, zjistime,
Ze strategie A Fddkového hrace je striktné dominovana strategii B — at zvoli sloupcovy hrac¢
jakkoliv, vzdy mé fadkovy hrac¢ vétsi uzitek z hrani B (2 > 1 A 3 > 2). Oba hradi si tohoto
faktu jsou védomi, proto rfadkovy hra¢ nikdy nebude hrat strategii A a sloupcovy s tim
pocita. Strategie A nemad vliv na vysledek a muzeme ji s klidem v dusi vypustit.

Hra se nam zmensila do podoby zachycené v tabulce 2.5. V této chvili fadkovy hrac
nema zadnou dominantni strategii, nicméné sloupcovy ano — strategie D striktné dominuje
strategii E.

Vsimnéme si, ze strategie E v piivodni hfe rozhodné nebyla dominovanou, v piipadé,
kdy by fadkovy hrac¢ hral strategii A, by sloupcovému prinesla vétsi uzitek. MozZnost jeji
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D | E
Al1,3]25
B 2231
Cl[3,4]23

Tabulka 2.4: Pfiklad redukce hry eliminaci striktné dominovanych strategii (krok 1)

D E

B |22
C |34

3,1
2,3

Tabulka 2.5: Pfiklad redukce hry eliminaci striktné dominovanych strategii (krok 2)

eliminace vyplynula az z faktu, Ze racionalni fadkovy hrac¢ svou strategii A hrat nikdy
nebude.

Mizeme tedy hru déle zredukovat, a to do podoby zachycené v tabulce 2.6.

Pfedchozi eliminaci jsme zpusobili to, ze nyni (tabulka 2.6) je strategie B fadkového
hrace striktné dominovana, opét tedy muzeme hru redukovat. Vyslednou hru jiz nebudeme
uvadét v tabulce, povazujeme to za zbytecné.

D

B |22
C |3, 4

Tabulka 2.6: Pfiklad redukce hry eliminaci striktné dominovanych strategii (krok 3)

Dostali jsme ekvivalentni hru, kterd namisto puvodnich Sesti strategickych profila ob-
sahuje profil jediny. Vidime, Ze se nam situace s ohledem na feSeni hry znac¢né zjednodusila
a nalezeni ekvilibria v této hie bude o dost snadnéjsi — prfi jednom zbylém profilu velmi
trivialni.

Velmi dilezitym poznatkem je, Ze redukce stavového prostoru hry na zakladé elimi-
nace dominovanych strategii je ve své podstaté procesem iterativnim, nebot tim, Ze ze hry
odstranime dominovanou strategii, se miize jind strategie jiného hrace stat dominovanou,
ackoliv ji zprvu nebyla.

2.5.3 Common knowledge

Jde o dusledek toho, Ze prvni hrac¢ vi, v jakych podminkéch se rozhoduje druhy. Navic tento
druhy vi, ze prvni vi, v jakjch podminkéch se rozhoduje, a tak bychom mohli pokracovat do
nekonecna. Této situaci fikdme common knowledge (zjednoduseno na dvouhracovou hru).
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Kapitola 3

Analyza vychodisek navrhu
knihovny

V této kapitole se zaméfime na dtlezité aspekty navrhu implementovanych nastroji. Bu-
deme se zabyvat jak teoretickymi zaklady nékterych problémi, tak i nékterymi ryze prak-
tickymi zaleZitostmi.

Nasim tkolem je navrhnout knihovnu, ktera bude schopna v ,rozumném* case vytesit
velmi rozséhlé hry. Zaméfime se na vypocet korelovaného ekvilibria, které podle [14] pred-
stavuje vhodny koncept FeSeni her, souvisejicich s chovanim hrécéi (ekonomickych subjekti)
v prostfedi trzni ekonomiky.

3.1 Linearni programovani

Linearni programovéni (linear programming) je optimaliza¢ni technika, ktera hleda extrém
linearni funkce pri dodrzeni jistych omezeni. Patii do skupiny metod pouZivanych v oblasti
opera¢niho vyzkumu (operations/operational research).

Linedrnim programovanim se zde zabyvame proto, ze velmi tzce souvisi s metodou
hledani korelovaného ekvilibria s pomoci takzvané G-matice (viz 3.2).

Programovani Termin , programovani® se v tomto kontextu pouziva spiSe z historic-
kych duvodt, s programovanim d¢islicovych pocitaci, jak jej chdpeme dnes, nemé pranic
spole¢ného. Jde o programovéani ve smyslu , planovani“, kdy se napiiklad problém co nej-
efektivnéjsi vyroby prevede na LP problém a vysledkem je jakysi ,,plan“, kolik kterych
vyrobku vyprodukovat.

3.1.1 Problém linearniho programovani (LP problém)

Linearni programovéani hled4 extrém (maximum nebo minimum) linearni funkce n promén-
nych (kriterialni funkce) pfi dodrzeni m omezeni ve formé linedrnich rovnic nebo nerovnic
[2]. LP problém se dvéma proménnymi a dvéma omezenimi muze vypadat napiiklad takto:

Maximalizujte 3z — dy
pfi dodrzeni r+y<5H
—r+2y > 12 (3.1)
ox — 6y = 23
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Resenim LP problému je vektor hodnot proménnych v kriterialni funkci; obecné fesenim
nazyvame jakykoliv takovyto vektor.

Pokud dané feSeni splituje vSechna omezeni, jde o tzv. pFipustné feseni (feasible solu-
tion). Pokud navic neexistuje piipustné feseni s vétsi hodnotou kriteridlni funkce, jde o
FeSeni optimdlni.

Existuji dvé nejzndméjsi tiidy algoritmt pro feseni LP problémi, a to algoritmy za-
lozené na simplexové metodé, které funguji na principu prochézeni po hranach konvexniho
mnohosténu ohranic¢ujictho prostor pfipustnych feSeni (feSeni splitujici vechny omezeni), a
metody zaloZené na vnitinich bodech (interior point methods), které prochazeji vnitikem
tohoto mnohosténu. Oba zpisoby v soucasné dobé dosahuji obecné srovnatelnych vysledki
[2]. Déle se zaméfime na simplexovou metodu z diivodu jeji relativni jednoduchosti a dobré
zdokumentovanosti.

3.1.2 Simplexova metoda

Tato metoda, kterou v roce 1947 vytvoril George Dantzig, vyuziva konvexnosti prostoru
pripustnych feSeni k jejich jednoduchému prochazeni (pricemz se kvalita aktualniho feseni
nezhorsuje) a testovani na lokalni/globalni optimum. Hled4 optimum tak, Ze prochézi pro-
stor ptipustnych feseni daného LP problému (tj. FeSeni spliiujicich vSechna omezeni) po
hranach konvexniho mnohosténu, ktery jej ohranic¢uje [2].

Dale budeme piepokladat, ze feSime maximaliza¢ni problém. Mizeme si to dovolit bez
1jmy na obecnosti, nebot kazdy minimaliza¢ni LP problém mutZeme jednoduse prevést na
problém maximaliza¢ni (prostou inverzi koeficientti kriterialni funkce).

V kazdém vrcholu se algoritmus musi rozhodnout, kam pokracovat dale. Smér se voli
tak, aby pokud mozno rostla a rozhodné neklesala. V urcitych ptripadech, pokud narazime
na takzvané degenerované teSeni, se muize stat, ze se pii kroku metody hodnota nezmeéni.

Vzhledem k linearité kriteridlni funkce i jednotlivych omezeni (a z toho vyplyvajici
konvexnosti prostoru) méa feSeni LP problému dulezitou vlastnost: Kazdé lokalni optimum
je zéroven optimem globalnim [12]. Diky tomu miizeme pomérné jednoduse zjistit, Ze se
nachazime ve vrcholu reprezentujicim optimalni feseni; v optimu jsme, pokud vSechny hrany
vedouci z ptislusného vrcholu vedou ke snizeni hodnoty kriteridlni funkce — v tom ptipadé
jsme v lokdlnim (a pro LP problém tedy i v globalnim) maximu.

Simplexova tabulka

Geometricky pohled na feSeni je sice pouzitelny k vysvétleni zakladnich principt diky své
nazornosti, nicméné pro pocitani rozsahlejsich problémi na pocitaci prili§ uziteény neni.
Mnohem lepsi je ,algebraicky“ pristup, kdy se misto pohybu v n rozmérném prostoru
ohraniceném hyperrovinami zaméiime na operace lineadrni algebry s matici reprezentujici
aktualni stav feseni. Proto se vétSinou pouzivaji rtizné modifikace takzvané simplerové
tabulky (simplex tableau/table), jez reprezentuje problém a jeho aktudlni FeSeni (vrchol
konvexniho mnohosténu) ve formé dvourozmérné tabulky.
Uvazujme standardni tvar LP problému:

Maximalizujte funkci cl-x
pii dodrzeni A-x=b (3.2)
x>0
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Pii feSeni se vétsinou pouziva tabulka podobné této:

Z —c1q - —cip 0 -2 0
b arg - ap, 1 oo 0

. (3.3)
bmi Gmi c Gmn 0 oo 1

Z ptedstavuje aktualni hodnotu kriterialni funkce. Cisla prvnim fadku cy,...c, zaéinaji
napriklad na hodnotach opacnych ke koeficientim kriterialni funkce a v pribéhu vypoctu
udavaji takzvané relativni ceny (relative costs) — ty iikaji, jak strmé se budeme blizit op-
timu, pokud se za¢neme pohybovat po pfisluné hrané. Prvni, nejlevéjsi sloupec (b1, ... b,)
udava hodnoty pravych stran jednotlivych omezeni a a1, ...a,, jsou koeficienty jednotli-
vych proménnych v r-tém omezeni. Jednotkovd matice na pravé strané obsahuje pomocné
promeénné.
Jeden krok feseni pak probiha takto:

1. Test aktudlniho FeSeni na optimalitu (pfipadné neomezenost) — v obou pfipadech
algoritmus konci

2. Urceni proménné, kterd do baze vstupuje (sloupec tabulky)

3. Urceni proménné, kterd vystupuje z baze (fadek tabulky)

4. Modifikace tabulky podle vybraného pivota (prvku v uréeném sloupci a fadku)
Jednotlivé varianty metody se v presném zptlisobu provadéni téchto kroki lisi, nicméné
struktura ztstava stejna ¢i velmi podobna.

»,Naivni“ simplexova metoda

Nejjednodussim fesenim, vhodnym napriklad pro pocitani na papife, je tato metoda, za-
loZzené na Gauss-Jordanové eliminaci:

1. Hleddme zapornou hodnotu v prvnim fadku (mimo Z). Pokud jsou vSechny prvky
kladné, dosahli jsme optimalniho feSeni.

2. Vybereme sloupec takovy, Zze ma na prvnim misté zdporné ¢éislo (oznac¢me jej j).

3. Pro urceni fadku postupujeme tak, ze hledame takové i, pro které je vyraz b;/a; ;
minimadlni, a zaroven a; ; > 0, tedy:

(3.4)

1= argmin
i:l,...,m|ai’j>0 a’l,j

Pokud takové i neexistuje, nasli jsme neomezené reseni.
4. Vybranym pivotem je pak prvek a; ;. Provedeme Gauss-Jordanovu eliminaci.

Tuto metodu neni mozné pouzit vidy. Vétsinou se pouziva na LP problémy v urcitém
omezeném tvaru, napiiklad standardni maximaliza¢ni problém.
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Standardni maximalizaéni problém Jde o LP problém, pro ktery plati, Ze vSechna
omezeni jsou ve tvaru:

A2t <, (3:5)

kde A; znadi i-ty fadek matice A, a zaroven plati
Vie{l,...,n}:b >0. (3.6)

Vyhodou tohoto tvaru je, Ze mame okamzité k dispozici pripustné feseni, se kterym mizeme
zacit, a sice vektor 0". Nevyhodou je, Ze v tomto tvaru lze zapsat jen omezenou podmnozinu
LP problémi.

Dvoufazova simplexova metoda (two-phase simplex method)

Jednou z véci, kterou naivni metoda nefesila, je nalezeni poc¢atecéniho pripustného feseni.
Tento nedostatek lze odstranit pomoci urcitého predzpracovani problému. Existuji rtizné
takovéto postupy, napiiklad:

e Metoda velkého M (Big-M method) — zavadi takzvané umélé proménné (artificial
variables), kterym ptitazuje ,, velkou“ hodnotu kriterialni funkce tak, aby zajistila, ze
pti dosazeni optima budou tyto proménné nulové.

e Dvoufdzovd metoda (two-phase method) — také vyuzivd umélé proménné. Zadanou
kriteridlni funkci v prvni fazi nahradi takovou funkci, aby nasla feseni, u kterého bude
hodnota umélych proménnych rovna nule. Az jej najde, pouzije puvodni kriteridlni
funkci a s ni dospéje k optimalnimu reseni.

e Kolizni metody (crash methods) — heuristické metody, které se rovnéz snazi rychle
priblizit k optimu [4].

Popisme si detailnéji dvoufazovou metodu (dle [2]). Pfedpokldadejme bez jmy na obec-
nosti, ze

Vie{l,...,m}:b; > 0. (3.7)

Pokud by toto nebylo splnéno, miizeme piislusné omezeni vynasobit —1.
Ulohu nyni pfevedeme do tvaru, kdy v ni nebudou nerovnosti. Docilime toho pfidanim
dopliikovych (pfidatnych, slack/surplus variables) proménnych. Napiiklad problém

Maximalizujte c1-T1+--+cCp-Ty
pii dodrzeni @11 21+ + a1,y < by
a1 X1+t a9y, Ty > b2 (3'8)

ag1-T1+ -+ agy - Tn = by

prepiseme do tohoto tvaru:

Maximalizujte cL-r1+---+ ¢ Ty
pii dodrZzeniaq 1 - @1 + -+ a1y, - Ty + 51 =b
ag1-T1+---+agy - Ty — S92 = by (3.9)
a3l -1+ -+ azgn Ty = b3
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Nasledné priddme umeélou proménnou pro kazdé omezeni, které nebylo omezenim na mensi
nebo rovno:

Maximalizujte cL-T1+---+ Cp- Ty
pii dodrzeni ai1-x1 4+ a1 Tn+ S1 =bh
a1 -T1+ -+ an - Tn — So+ aq = by (3.10)
asl-T1+---+asn- Ty + as = b3

Originélni kriterialni funkci zménime tak, aby pouze minimalizovala umélé proménné:

Maximalizujte — a1 —as
pii dodrZzeni ajq-21+ -+ a1, T, + 51 =b
a1 - T1+ -+ agy, - Ty — Sy +aq = by (3.11)
asl-x1+---+agy Ty + a9 = b3

Pokud se nam tento problém podari vyresit tak, aby zarovenn hodnota kriteridlni funkce
byla rovna nule, nasli jsme pfipustné feseni ptvodniho problému. MiZeme nyni pouzit
puvodni kriteridlni funkci a dospét k optimalnimu feSeni. Pokud by kriteridlni funkce nebyla
rovna nule, pak problém nemé pripustné feseni.

Modifikovana simplexova metoda (revised simplex method)

vvvvv

iteraci celou simplexovou tabulku. To ale neni nutné a v praktickjch implementacich se
proto pouziva modifikované simplexova metoda.

Udrzuji se pouze koeficienty nebazovych proménnych (Bézové proménné jsou ty, které
ve svém sloupci tabulky maji jednu jednicku a jinak samé nuly. Ostatni proménné jsou
nebézové.) v aktudlnim prvnim fadku tabulky, sloupec tabulky odpovidajici vybranému
sloupci (ptislusejici proménné vstupujici do béaze) a vektor pravych stran.

Aby bylo mozné potiebné informace spocitat, udrzujeme si takzvanou inverzni matici
béze (B~!). Ta se musi po kazdém kroku aktualizovat. Pro dalsi detaily tykajici se tohoto
procesu doporucujeme napiiklad [12] nebo [2].

Degenerace a zacykleni

Degenerované teSeni je takové, u néz maji nékteré bazové proménné nulovou hodnotu.
Takovato feseni pro nas nejsou prijemné z toho divodu, Ze vystupu takovéto proménné z
baze se neméni hodnota kriteridlni funkce (pfi geometrickém pojeti vlastné zistdvame v
jednom bodé, nedochéazi k posunu).

Nepiijemnost ani tak nespociva v tom, ze se v daném kroku neptiblizime k optimu, ale
hlavné v moznosti zacykleni. Mtze se totiz klidné stat napiiklad toto:

1. Do baze vstupuje x1, vystupuje xs.
2. Do béaze vstupuje x3, vystupuje x.
3. Do baze vstupuje xo, vystupuje xs.

4. Do béaze vstupuje z1, vystupuje z2 (znovu).

Redalné LP problémy bohuzel ukazuji, ze degenerovana feSeni jsou spiSe pravidlem nezli
vyjimkou [10]. Ac¢koliv degenerovand feseni nutné nevedou k zacykleni, byly vyvinuty tech-
niky, jak mu zabréanit. Uvedme si alespon jednu z nich.
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Blandovo pravidlo (Bland’s rule)

1. Vstupujici proménnou necht je proménné odpovidajici nejlevéjSimu sloupci se zdpor-
nou relativni cenou.

2. Vystupujici proménnou necht je proménné odpovidajici Fadku spliiujicimu podminku
(3.4). Pokud takovych proménnych existuje vice, vystupujici se stavéd proménna s
nejnizsim indexem.

Je dokazéano, Ze pii pouziti tohoto pravidla simplexovéd metoda nemize cyklit (pro dikaz
viz napfiklad [10]).

Techniky pouZivané v praxi

V praxi se pouzivaji nékteré dalsi techniky (napfiklad kvili zlepSeni vykonu nebo numerické
stability), o kterjch se zminime v této ¢asti. Tykaji se hlavné inverzni matice béze (B~1).

Reinverze baze (reinversion) Jak jsme si jiz zminili, u modifikované simplexové me-
tody si udrzujeme inverzni matici baze, kterou v kazdém kroku aktualizujeme. Tyto Casté
aktualizace s sebou ovSem pfindseji numerické chyby (vlivem zaokrouhlovani). Proto se v
praxi prii feSeni ¢as od ¢asu aktualni inverzni matice baze zahodi a vypocita znova. Ackoliv
je inverze vypocetné naro¢nd operace, lze efektivitu zvysit pouzitim vhodnych datovych
struktur a specialnich algoritmu [2].

UloZeni inverzni matice baze ve formé souéinu elementarnich matic Vét§inou se
také inverzni matice baze neuklada explicitné, ale ve formé urcitého vhodného soucinu. Pii
aktualizaci totiz dochazi k tomu, ze je B~! (zleva) nasobena velmi ¥idkou matici (nazvéme
ji Q). Matici B! po vice krocich ziskdme soucinem Q,, - - - - - Q1 - B! [2]. Dokonce se nékdy
pouzivé i technika, kdy si matici () rozlozime na soucin takzvanych elementarnich matic,
které se lisi od jednotkové matice jen v jednom prvku [22].

LU dekompozice inverzni matice baze Jinou pouzivanou technikou je LU dekompo-
zice, kterd B~! uklada jako souéin L - U, kde L, respektive U je dolni, respektive horni
trojuhelnikova matice. Rlizné varianty tohoto pfistupu jsou popsany napiiklad v [17].

Dostupné nastroje pro feseni LP problému

Linearni programovani ma tak Siroké pouziti v praxi, ze existuje mnoho nastroji pro feseni
LP problémi. Pokud se zaméfime na volné dostupné implementace, asi nejznaméjsimi za-
stupci jsou knihovna GLPK (soucast projektu GNU) a CLP (soucést projektu COIN-OR)
[11].

Tyto knihovny nabizeji implementaci zdkladnich metod pro feseni LP problémi zaroven
se zdrojovym kédem. Bohuzel pii jejich navrhu nebylo pocitano s moznosti paralelizace
vypoctu.

Existuje rovnéz mnozstvi komeréniho software. U néj je situace s paralelizaci lepsi,
zvladaji ji naptiklad produkty OSL nebo CPLEX. Dalsi vyhodou komerénich solvert je
vétsi rychlost oproti volné dostupnym implementacim.
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3.2 G-matice — struktura pro zobrazeni a analyzu viceroz-
mérnych her

V ¢lanku [14] autor predstavuje takzvanou G-matici, zajimavou strukturu z hlediska po-
hledu na hru a redukce striktné dominovanych strategii.

Definice 6 G-matice M n-hrdacové hry G je éastecnd funkce

M:(Q xS, xS,) xS —R (3.12)
takovd, Ze plati:
_ ) ow(s) — up(st, 5_p) pro peaQ, sh = Sp
M(p7sf,st),(sl,...,sn) - { nedef. jinak (313)

Sloupce této G-matice jsou oznaCeny vsemi strategickymi profily hry a fadky vSemi
riznymi dvojicemi strategii jednotlivych hrac¢a (obecné trojici (hr,strategiel, strategie2)).
Prvky matice jsou rozdily ziskt (uzitkil) pfi zméné strategie (odpovidajici oznaceni fadku)
pii hrani daného strategického profilu (odpovidajiciho oznaceni sloupce):

G(p,sfrom,sto),s = Up(SfTO’ITL, S—p) - Up(StO, S—p)v (314)

kde (p,sfrom,sto) je identifikace Tadku, s je strategicky profil sloupce a u, je uzitkova
funkce hrace p.

Intuitivné lze Fici, ze fadek (p, sfrom, sto) znazornuje, jak vyhodné je pro hrace p pfi
riznych strategickych profilech hrani své strategie sfrom oproti hrani strategie sto.

Poznamka Prvky G-matice, pro které prvni strategie neni hrana ve strategickém profilu
sloupce, nemé smysl uvazovat. Pfi grafickém znazornéni nechavame takovéto bunky prazdné
a pri vypoctu jejich obsah neuvazujeme.

Mé¢jme naptiklad hru, na které jsme si ukazovali eliminaci striktné dominovanych stra-
tegil (tabulka 3.1). Ptislusnd G-matice pak bude vypadat, jak je uvedeno v tabulce 3.2.

D | E
Al1,3]25
B 2231
Cl34]23

Tabulka 3.1: Hra prevadénd na G-matici 3.2

Uvédomme si, ze pro vétsi hry je G-matice opravdu obrovska. Pocet sloupcti odpovidéa
poctu prvkid mnoziny strategickych profila:

S| =TT ISl (3.15)
PER

kde S, je mnozina strategii hrace 7, a pocet fadkil odpovida souctu variaci druhé tridy z
Sp prvkil bez opakovani pro kazdého hrace p, tedy

S (S =) 2-CalS) = > 2 ('i”') :Z% (3.16)

PER PeEQ PeEQ PeEQ
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AD | BD | CD | AE | BE | CE
A—B -1 -1
B—A 1 1
B—C -1 1
C—B 1 -1
A—C -2 0
C—A 2 0
D—E | -2 1 1
E—D 2 -1 1] -1

Tabulka 3.2: G-matice pro hru 3.1

G-matice neni uziteéné jen proto, ze dokadze zobrazit vicerozmérny prostor uzitka jako
dvourozmeérnou tabulku. Pokud se blize zamyslime nad jejim obsahem, miizeme si uvédomit,
ze G-matice je jako stvorena pro analyzu striktni dominance strategii. Jestlize bude radek
(p, sfrom, sto) obsahovat pouze zadporna ¢isla, pak je strategie sfrom striktné dominovana
strategii sto.

Redukce G-matice

Jesté pred samotnym prevodem na problém linearniho programovani lze s vyhodou G-matici
redukovat tak, ze eliminujeme strategie prislusejici fadktim, které obsahuji pouze negativni
(< 0) hodnoty (prazdné buiiky zanedbavidme) — pak miiZzeme z G-matice odstranit veskeré
tadky i sloupce obsahujici eliminovanou strategii.

Ukazme si to na prikladu. Vidime, ze fadek A— B obsahuje pouze jednicky, miuzeme jej
tedy eliminovat, stejné jako i sloupce, obsahujici strategii A. Vyslednou G-matici vidime v
tabulce 3.3.

BD | CD | BE | CE
B—-C| -1 1
C—B 1 -1
D—E 1
E—D -1] -1

Tabulka 3.3: G-matice po prvnim kroku eliminace

Nyni vidime, ze bychom mohli eliminovat stategii E (diky fddku E—D) a tento postup
by néas stejnou cestou dovedl ke stejnému vysledku, jako eliminace dominovanych strategii
— zbyl by pouze profil CD.

3.3 Prevod G-matice na LP problém

V ¢lanku [14] autor navrhuje elegantni zpiisob, jak se dostat od zadané hry k problému
linedrniho programovani pravé s vyuzitim G-matice.

Méjme G-matici o rozmérech m X n. Zpusob spociva ve vytvoreni LP problému, ktery
m4a n proménnych (tedy tolik, kolik je ve (zredukované) matici strategickych profili) a
m+ 1 omezeni (¢ili jedno pro kazdy fadek plus jedno navic). Rddek G-matice pievedeme na,
omezeni pouzitim obsahu kazdé neprazdné buiky v tomto fadku jako koeficientu prislusné
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proménné; takto vznikly vyraz polozime vétsi nebo roven nule. Naptiklad fadek B—C se
transformuje na omezeni
—pBp +pPBE = 0. (3.17)

Poslednim omezenim je poZadavek, aby soucet hodnot proménnych byl roven jedné. To je
logické vzhledem k interpretaci proménnych jako pravdépodobnosti hrani danych strategic-
kych profili, tento soucet z principu nemuze byt vétsi ani mensi nez jedna.

3.3.1 Interpretace omezeni

Omezeni (3.17) 1ze jednoduse pfepsat jako

PBE = PBD; (3.18)

pravdépodobnost hrani profilu BD musi byt vétsi nebo rovna pravdépodobnosti hrani pro-
filu BE. To je nutna podminka pro to, aby bylo dané rozdéleni pravdépodobnosti korelo-
vanym ekvilibriem. Pokud by

PBE < PBD, (3.19)

pak v pripadé, kdyby nezavisla strana vybrala podle danych pravdépodobnosti strategicky
profil obsahujici strategii B (a tento hraci sdélila), by si hra¢ vedl lépe, kdyby neposlechl a
namisto toho hral strategii C.

3.3.2 Stanoveni kriteridlni funkce

Kdyz nyni vime, jak transformovat fadky G-matice na p¥islusnd omezeni, chybi nam k
aplnému LP problému jiz pouze vytvorit kriterialni funkci.

Pokud jde o typ hledaného optima, logicky zvolime maximum, jelikoz se snazime o to,
aby uzitky vSech hraca byly co nejvyssi. Problémem ovSem zustavaji koeficienty kriterialni
funkce.

Uvazime-li interpretaci korelovaného ekvilibria, dochazime k tomu, Ze kazdé rozdéleni,
které splni vytvorena omezeni, bude nutné korelovanym ekvilibriem. V reilném svété ovsem
maji hraci tendenci rozhodovat se nejen na zakladé toho, aby dosahli vyvazeného stavu, ve
kterém si nikdo nebude moci polepsit, ale chtéji rovnéz globalné maximalizovat sviij zisk.
Mizeme to ilustrovat naptiklad tak, ze ekvilibrium, které kazdému hraci zarucuje zisk 100,
je jakymsi zpusobem , lepSi“ ¢i atraktivnéjsi nez jiné, jez prinese kazdému uzitek o velikosti
1.

Vhodné zvolend kriteridlni funkce nas muZe pomoci nasmérovat na takovato ,lepsi“
ekvilibria. Obecné ale neexistuje mechanismus, jak jeji koeficienty nejvhodnéji volit [14], uz
jen z toho dtvodu, Ze je velmi slozité a nékdy az prakticky nemozné urcit, co je nejlepsi
pro vsechny. Cely problém hledani globdlné optimalniho ekvilibria svou vypocetni slozitosti
mnohokrat prekracuje nami pouzivany jednoduchy zpisob hledani ,,jakéhokoliv“ ekvilibria
[19].

Existuji dva logické a primérené slozité zpusoby, jak tyto koeficienty zvolit:

1. Nejjednodussi cestou je vzit vsechny koeficienty kriteridlni funkce rovny jedné. Tim
v podstaté rezignujeme na jakoukoliv moznost posuzovat ,lakavost“ ekvilibrii v kon-
textu celé hry a soustfedujeme se pouze na dodrZeni definice ekvilibria.

2. Pokud koeficienty urcéime jako

cs = Z Up(s), (3.20)
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kde s je strategicky profil, ) je mnoZina hract a wu, je uzitkova funkce p-tého hrace,
zohlednime p¥i rozhodovani soucet uzitkt vsech hracta pti hrani daného strategického
profilu. To ndm miZe pomoci dat prioritu profilim, které jsou celkové vyhodnéjsi, ale
v jistych situacich tento pristup nemusi byt idedlni. Pokud bychom méli naptiklad
dva profily uzitka, (1000,1,1,1,1) a (50,50, 50, 50, 50), citime, Ze druhy je globéalné
jaksi ,,vice zadouci®, nicméné zvoleny zpusob dé prednost prvnimu.

Priiklad transformace G-matici v tabulce 3.3 miZeme transformovat na tento LP pro-
blém (pomitime nyni moznost, ze bychom ji mohli déle redukovat):

Maximalizujte 4dppp + Tpcp + 4pBE + SpCE
pfi dodrzeni —pBp +pBE 2> 0

pcp —pce 20 (3.21)
pBDp +pPcp =0
—pBe —PcE 2> 0

3.4 Systém OpenMP

Jednim z pozadavkl zadani byla moznost paralelizace vypoc¢tu. S ohledem na pfenositelnost
jsme zvolili systém OpenMP.

Jedna se o soubor direktiv ptrekladace, knihovnich funkci a proménnnych prostiedi
ovliviiujicich paralelni béh programu. Lze jej vyuzit v programovacich jazycich Fortran
a C/C++ a je pfenositelny na mnoho riznych platforem.

Pouziti OpenMP zpiisobi to, Ze jsou paralelizované ¢asti kédu namapovany na prislusny
mechanismus cilové platformy. V pfipadé GNU/Linuxu jsou tedy namapovéna na POSI-
Xova vldkna, v MS Windows zase na nativni WinAPI vlakna.
naptiklad cyklus for, u néhoz chceme, aby bézel paralelné, miizeme jednoduse pouzit jedi-
nou direktivu prekladace (viz obrazek 3.1).

int n = array.size();

#pragma omp parallel for

for (int i=0; i<n; i++) {
array[i] /= i+1;

}

Obrazek 3.1: Piiklad pouziti OpenMP k paralelizaci cyklu for (jazyk C++)
Zaroven OpenMP poskytuje dilezité mechanismy synchronizace pristupu ke sdilenym

zdrojuim, napiiklad kritickou sekci nebo semafory. Pro dalsi detaily ohledné pouziti a vy-
konnosti OpenMP odkazujeme pfipadné zdjemce na knihu [3].

3.5 Zpusob zadani hry

Nejjednodussim zpusobem zadani hry v normélni formé je pravdépodobné obycejny soubor
se serializovanou tabulkou, ktera reprezentuje hru v normalni formé.
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Tento pristup vSak miZe narazit v situaci, kdy chceme fesit tak velké hry, ze se do
paméti nevejdou, nebo celou tabulku aktualné nemame k dispozici.

Proto vysledna knihovna umoznuje specifikovat vstup alternativnim zptisobem. Je inspi-
rovan zpusobem popsanym v ¢lanku [14], kde je navrzen tzv. cellModel. Jde zjednodusené
o funkci, kterad ze vstupu, jimz je strategicky profil, spocitd hodnotu uzitkové funkce pro
v8echny hrace v pripadé, Ze je hran praveé tento profil.

Tento pristup miuze byt vyhodny napriklad v situaci, kdy se ndm povede zredukovat G-
matici po na¢teni nékolika prvnich fadkt. V tom pripadé nebudeme ztricet ¢as ani pamét
opétovnym pocitanim strategickych profili, které se v korelovaném ekvilibriu nemohou
vyskytnout.
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Kapitola 4

Implementace knihovny pro
hledani korelovaného ekvilibria

V této kapitole se zamérime predevsim na zevrubny popis nastroje CE solver jako celku,
jakoz i popis algoritmii a datovych struktur v ném pouzitych. Kratsi ¢asti (4.8, 4.7) vénujeme
,vedlejsSim produktim®, jednodusSsim programtm souvisejich s CE solverem, které jsme
vytvorili.

Hlavni myslenky efektivniho hledani korelovaného ekvilibria byly nastinény v ¢lanku
[14], jenz se jako jeden z méla zabyvéa praktickou implementaci. Tento ¢lanek byl nasi
hlavni inspiraci, ackoliv jsme navrhovany pristup modifikovali.

Existuji i dalsi zajimavé metody, za vSechny jmenujme algoritmus FDDS (Fast Detection
of Dominant Strategies), ktery hry piimo nefesi, ale spiSe prochézenim strategického pro-
storu objevuje jisté zajimavé strategie. Prochazeni zacina z nékolika viceméné nahodné
zvolenych strategickych profilt, ¢imz se podobna naptiklad metodé Monte-Carlo (viz ¢la-
nek [13]).

Casovou slozitosti nékterych problémi ve specialni tvaru se pak zabyva napiiklad ¢lanek
[21]

CE-solver byl vytvoren s ohledem na co nejvétsi efektivitu vypoctu, a tedy schopnost
FeSeni co nejrozsahlejsich her. Neméné podstatnym cilem vsak bylo, aby vysledny produkt
poskytoval co nejvétsi volnost ve zplisobu zadani FeSenych her.

4.1 Hlavni myslenky

CE-solver funguje na zékladech nastinénych v kapitole 3, tedy minimalizace G-matice a
nasledné feseni LP problému. V této ¢asti popiSeme nékteré diilezité vlastnosti nastroje,
jakoz i odchylky od navrhu feSeni v ¢lanku [14] a zlepSeni oproti exitujici implementaci [15].

4.1.1 Vstup nastroje

-----

gkalu riznych vstupt jsme zvolili jednoduchy a flexibilni zptisob zadani hry: Uzivatel vytvori
objekt, ktery je potomkem abstraktni tfidy Game (pro podrobnosti viz 4.2), se kterym pak
CE-solver pracuje.

Tato cesta potencidlné umoziiuje zadani her, jejichz stavovy prostor je vétsi neZ pamét
pocitace. MizZe to byt uzite¢né napiiklad v situaci, kdy méame obrovskou hru a potifebné
uzitky dopocitdvame, az jsou potfeba (on demand, lazy evaluation).
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Samoziejmé bychom si nemohli dovolit opomenout vstup ze souboru. Ten je realizovan
pomoci objekti FileGame a FileSolver, které nacitaji soubor na napojuji ho na rozhrani
CE-solveru.

4.1.2 UloZeni G-matice

Clének [14] navrhuje pfimocary zptisob reprezentace G-matice, a to uchovani jakéhosi ,,dvoj-
seznamu“ profili pro kazdy fddek. V prvnim seznamu jsou uchovavany strategické profily
odpovidajici pozitivnim polozkam G-matice v doty¢ném fadku, ve druhém zase negativni.

Pii eliminaci nékteré strategie pak dochézi k prichodu vsemi fadky a odebrani strate-
gickych profildi, které tuto strategii obsahuji. Strategii lze eliminovat, pokud se u nékterého
tadku vyprazdni pozitivni ¢ast seznamu.

Naproti tomu my jsme zvolili zpusob, kdy si pro kazdy fadek uklddame pouze profil, u
kterého muselo skonéit prochazeni. Radek se prochazi, dokud jsou buiiky negativni, pii¢emz
se preskakuji profily, které obsahuji zakazané strategie. Timto zptisobem zmizela nutnost
explicitné ukladat rozsdhlou G-matici, proto mé CE-solver vyrazné nizsi pamétové naroky.

4.1.3 Zbytecné opakované poditani uzitkn

Miize se stat, a v redlnych modelech se Casto stava, ze pocitani uzitka hraca je vypocentné
narocna operace, kterd trvd nezanedbatelnou dobu. Uzitky v jednotlivych strategickych
profilech jsou pritom obecné potieba vicekrat a nebylo by rozumné je pocitat opakované,
pokud se tomu miizeme vyhnout.

To 1ze zaridit tak, Ze spocitané uzitky ulozime pomoci do specidlni datové struktury,
¢imz zabranime zbyteénému zpomalovani. Tuto strukturu budeme v dal$im textu nazyvat
,cache vypoctenych uzitki“ nebo zkracené jen ,cache“. Samoziejmé se muze stat, ziskani
potfebnych uzitkt z modelu hry je velmi rychlé; potom mizeme cache ,,vypnout“ a vystiihat
se tak zpomaleni zpiusobeného zbyteénym ukladanim.

4.1.4 Paralelizace

CE-solver jsme tvorili s diurazem na zrychleni vypoc¢tu pomoci paralelizace. Tu vyuZivame
pri eliminaci fadkt G-matice tak, Ze jednotliva vldkna zpracovavaji kazdé svij radek a
ovéruji, zda muze byt odpovidajici strategie eliminovéna.

Pro paralelizaci jsme pouzili systém OpenMP, ktery diukladné popiSeme v ¢asti 4.4.

4.2 Datové struktury CE-solveru

V této Casti naznacime, jaké t¥idy CE-solver pouziva a jak jsou spolu propojeny.

Schéma aplikace je zfejmé ze zjednoduSeného diagramu tfid na obrazku 4.1. Ten by mél
poskytnout zakladni predstavu o struktufe a zaroven usnadnit orientaci v popisu jednotli-
vych tfid.

Strategicky profil — StrategyProfile

Tato jednoduché struktura uchovavé zdznam o strategickém profilu. Z davodu efektivity
je implementovana jako statické pole. Pfistup k polozkam je feSen operatorem [] (hranaté
zavorky ), zaroven je naimplementovan i operator <, takze lze strategickymi profily indexovat
asociativni pole standardni knihovny STL std: :map.
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GRows

+getiplayer: unsigned, from : unsigned to: unsigned) : StategyP rofile
+set(profile : StrategyProfile, player : unsigned, from : unsigned, to : unsigned) : void

ForbiddenStrategies

+omhidden(player : unsigned, strategy : unsigned) : bool
+addiplayer: unsigned, strategy : unsigned) : void

UCache

+getiprofile | StrategyP rofile): LIP rofle

Gama

$ +players() . un signed

+strategie ) . Strategy Profile
+getorofile ;. StrategyProfie) : UPmfie

¢ 44

Ja

G Matrix é
+minimizel) : voic
+get_lp_problem() : ComelatedlP =<USER> CESolver
- = +zolve(): void
| megess +get_solution) : Correlated Equilibrium
' +get_payoffs() : UProfile
Comelatedl P - yol
+ace_rowlrow: CoeffRow : :
+set_obj_funciobi_func: CoeffRow): void i :
+get_rows): unsigned : i FileG ame
+aet_cols() © unsigned ! : +read(input_stream : istream &) : void
+getirow: unsigned, column : unsigned) : Real : |
i ' AN
i i
a) S| |gR = : : < ||5E = : T
W i i
GLPKSolver FileSolver
=<congrudor== + GLP KSolver{proklem : ComelatedLP &) | |<<construdor== +FileScolverfilename : string)
+solve(): ComrelatedE quilibrium +solve(): void

Obrazek 4.1: Diagram t¥id CE-solveru

Profil uZitku UProfile

profilu.

Napriklad pro hru v tabulce 2.4 strategickému profilu CD, tedy [2,0] odpovida profil
uzitkt [3,4] (strategie hrac¢i indexovany od nuly, tedy pro faddkového hrace A=0, B=1
a C=2, pro sloupcového D=0 a E=1, indexy strategii i uzitkd v profilu v poradi radkovy

hraé¢, sloupcovy hrag).

Model hry — Game

Tento objekt slouzi jako abstraktni bazova tfida pro jakoukoliv hru, kterou m4 néastroj resit.
Obsahuje tfi ¢isté virtualni metody, jeZ je potfeba pro konkrétni hru naimplementovat, a

sice

1. zjisténi poctu hracd,
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Profil uzitkt funguje na takika totozZném principu, pouze se
misto indext strategii ukladaji uzitky jednotlivych hraca pri hrani p¥islusného strategického




2. urceni, kolik ma dany hrac strategii, a
3. spocitani hodnot uzitkt pfi hrani daného strategického profilu

Model hry vlastné tvori abstraktni reprezentaci jakékoliv hry v normélni formé. Byl
navrzen s ohledem na co nejvétsi jednoduchost, aby co nejméné omezoval potencidlniho
modelare, ktery by chtél knihovnu pouzit.

Cache spocitanych uzitkti — UCache

Tuto cache mizZeme vyuzit v ptipadé, ze pocitani uzitkd trva nezanedbatelnou dobu, a bylo
by tedy velmi nevyhodné je pocitat opakované.

Je implementovana jako kontejner std: :map<StrategyProfile, UProfile>, tedy aso-
ciativni pole profilt uzitkid indexované strategickymi profily.

Pokud chceme cache pouzit, udélame to pfedanim hodnoty true jako booleovského ar-
gumentu Sablony objektu CESolver, jinak funguje jako fale$nd cache, kterd pokazdé zjistuje
uzitky pfimo v modelu hry.

Pozice v G-matici — GRows

Tato tfida slouzi pro uloZeni prvki G-matice, na kterych muselo skon¢it prochézeni prislus-
ného fadku (pro podrobnosti viz 4.3). Jednoduse muzeme Fici, Ze si sem ukladadme strate-
gické profily, u nichz uz dale nemohlo pokracovat prochazeni pfislusného fadku (z divodu
nalezeni buriky s pozitivnim obsahem).

Radky G-matice jsou identifikovany jednoduchou strukturou RowID, kterd obsahuje
identifikaci hrace a jeho dvou strategii. Zaroven méa definovan operator < (mensi nez), diky
¢emuz je mozné pouzit standardni kontejner STL std::map<RowID, StrategyProfile>.

Zakazané strategie — ForbiddenStrategies

P#i redukci G-matice postupné zjistujeme, Ze racionalni hra¢ nikdy nebude hrat uréité své
strategie. Informace o tom, které jsme takto vyloudili, si uchovavame pravé v této trideé,
jejimz zékladem je pole booleovskych priznak.

LP problém — CorrelatedLP

V této tfidé ukladame nenulové prvky vysledné redukované G-matice a koeficienty funkce
uzitku. Slouzi jako vstup LP solveru.

Rozhrani pro GLPK — GLPKSolver

Tato jednoduché tiida zajistuje FeSeni LP problému ve formé objektu CorrelatedLP pomoci
knihovny GLPK. Je vlastné schopna vytvorit objekt v interni reprezentaci knihovny GLPK,
spustit jeji metodu feseni a vratit vysledek ve formé, pouzivané ve zbytku nastroje.

G-matice — GMatrix

vvvvvv

vvvvvv

plikovanou.
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Kromé samotné minimalizace (provadéné s pouzitim pomocnych objektii typu GRows,
ForbiddenStrategies a UCache) také pfevadi (minimalizovanou) hru na objekt typu CorrelatedLP,
ktery je pak vstupem LP solveru.

V podstaté vSechny dtlezité metody této tiidy popisujeme v ¢asti 4.3, kterd detailnéji

vvvvvv

Jadro — CESolver

Vlastni objekt CESolver vyuziva vSechny difive popsané objekty k tomu, aby splnil pozado-
vany ukol, tedy nasel korelované ekvilibrium zadané hry. Neni nijak slozity, jednoduse hru
zminimalizuje pomoci G-matice a vytesi vznikly LP problém pomoci objektu GLPKSolver.

4.3 Algoritmus minimalizace G-matice

Zjednodusené bychom mohli Fict, Ze algoritmus prochézi jednotlivé fadky G-matice, dokud
existuje moznost, Ze je strategie danému Ffadku odpovidajici dominovana. Pokud zjistime,
7e dominovanou v tuto chvili byt nemuze, poznacime si, kde jsme skoncili, a prechazime k
nasledujicimu radku.

Hledéni eliminovatelnych strategii spociva v postupném prochéazeni radka G-matice a
hledanim takovych, ve kterych jsou (mimo nedefinovanych hodnot) pouze zdporna ¢isla.
Strategii sfrom takového rfadku muZeme eliminovat.

4.3.1 Prichod G-matici po fadcich

Hlavni vypocet redukované G-matice probiha v metodé iterate() objektu G-matrix. Po-
stupné prochazime vsechny dvojice riznych strategii jednotlivych hracd, jez identifikuji
fadky G-matice, a v rdmci téchto fadkt zkousime, zda by je (i jim pfislusnou strategii)
nebylo mozné eliminovat.

Presnéjsi strukturu tohoto priichodu lze spatfit na obrazku 4.2.

players = number of players
//for all players
for (unsigned p = 0; p < players; p++):
p_strats = number of strategies of player p
for (unsigned sto = 0; sto < p_strats; sto++):
if (strategy sto of player p is forbidden):
continue
for (unsigned sfrom = 0; sfrom < p_strats; sfromt++):
//now we are in G-matrix row identified by:
// (p: sfrom -> sto)
if (strategy sfrom of player p is forbidden):
continue
if (sfrom != sto):
//check according row

Obrazek 4.2: Algoritmus prichodu fadky G-matice
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4.3.2 Pruchod fadkem G-matice

V predchozi ¢asti jsme naznacili schéma prichodu G-matici na turovni fadkt. Nyni si
ukaZzeme, jak prochézime fddkem G-matice pfi zjiStovani, zda miZeme ze hry odstranit
jemu prislusejici strategii.

Nejdrive zjistime, u kterého strategického profilu naposledy skoncilo prochéazeni timto
fadkem (z objektu rows t¥idy GRows). Navic se ale mohlo stét, Ze tento strategicky profil ob-
sahuje neplatnou strategii (pokud byla tato strategie eliminovéana po pfedchozim priichodu
timto Ffadkem), coz oSetiime funkci valid profile, ktera v pfipadé, kdy je opravdu nék-
tera ze strategii v tomto profilu zakazana, postoupi fadkem na nejblizsi platny strategicky
profil. Pokud vrati hodnotu false, znamena to, Ze jsme dospéli na konec fadku, a tim padem
miuZeme strategii eliminovat (pfidat do zakdzanych strategii).

Poté néasleduje hlavni cyklus, ktery prochézi fadkem, dokud jsou hodnoty jeho prvkiu
zaporné. Tyto hodnoty pocitd z modelu hry s pouzitim cache funkce difference a posun
zajistuje funkce next_profile, kterd se z daného platného strategického profilu pfesune na
dalsi platny strategicky profil v daném radku G-matice.

Za zminku stoji fronta skipped, kterd obsahuje profily, které v okamziku, kdy byly
potieba, pocitalo jiné vlakno aplikace. V této situaci jsme se v fadku normalné posunuli,
jako bychom narazili na zapornou hodnotu, nicméné jsme si tuto skutecnost poznamenali
do fronty skipped.

V priipadé, ze se ndm povedlo posunout v fadku, nebo dokonce dojit na jeho konec,
musime ovérit polozky z fronty skipped, jez jsme preskocili. Prochazime ji a pocitame
piislusné hodnoty, dokud bud neni prdzdnd, nebo nenarazime na nezaporny prvek. Pokud
jsme na néj narazili, nastavime proménnou end na false (protoze jsme ve skute¢nosti na
konec fadku nedosli).

Nakonec v piipadé, Ze jsme dosli na konec radku, vlozime piislusnou strategii do zaka-
zanych a uchovame dosazenou pozici v tomto fadku. Pokud jsme alespon provedli posun,
ulozime aktualni profil do objektu rows tfidy GRows.

Proménna change Jedna se o booleovskou proménnou, kterd udava, zda v G-matici
nastala zména. Pokud je po skonéeni iterace nastavena na true, pak ma smysl provadét (a
provadi se) iterace znovu.

4.4 Paralelizace vypoctu

CE-solver byl vyvijen s ohledem na mozZnost paralelizace a tim zrychleni vypoctu. Za timto
ucelem jsme pouzili systém OpenMP.

Jedinou ¢asti, u které ma paralelizace smysl, je samotny vypocet v metodé iterate()
(popsén v ¢asti 4.3). Vzhledem ke zvolenému pfistupu neni vhodné paralelizovat v ramci
jednoho radku G-matice, proto je paralelizace realizovana ,,po fadcich®, tedy tak, Ze jed-
notliva vlakna maji v jednom okamziku kazdé pridélen unikatni fadek G-matice, se kterym
pracuji.

4.4.1 Synchronizace pristupu ke sdilenym zdrojam

Stinnou strankou zavedeni paralelismu je nutnost zvysené obezietnosti u dat sdilenych mezi
vlédkny. Za timto Gcelem pouzivame direktivu prekladace poskytovanou OpenMP, critical.
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//checking G-matrix row for player p and strategies sfrom and sto
Queue<StrategyProfile> skipped
end=false, step=false
StrategyProfile prof = rows.get(p, sfrom, sto)
if (!valid_profile(prof, p)): //reached end of the row
make strategy sfrom of player p forbidden
change = true
continue
//main cycle of iterating through G-matrix row
while ('end && difference(prof, player, sfrom, sto, skipped) < 0):
step = true
end = !next_profile(prof, p)
if (step || end):
while (!skipped.empty()):
prof = skipped.front()
skipped.popQ)
//now we use the method difference with active waiting
//(payoffs should be already computed)
if (difference(prof, p, sfrom, sto) >= 0):
end = false
break
if (end):
make strategy sfrom of player p forbidden
change = true
continue
if (step):
rows.set(prof, p, sfrom, sto)

Obrazek 4.3: Algoritmus prichodu fadkem G-matice — objekt rows (t¥idy GRows) obsahuje
mista, u kterych skoncilo prochazeni danych fadki (viz 4.2), proménné change udava, zda
doslo ke zméné v zakazanych strategiich (viz 4.3.2).

Ta dokaze zajistit, Ze blok kédu ji oznaceny bude v jeden okamzik provadét maximéalné jedno
vlakno.
Data, kterych se toto tyka, jsou:

e proménnd change

e pozice v fadcich G-matice GRows

e zakazané strategie ForbiddenStrategies
e cache spocitanych uzitk UCache

U (booleovské) proménné change je situace nejjednodussi. Mizeme s vyhodou pouzit
direktivu OpenMP reduction(||:change), jez je pro tento pripad jako stvorena. Séman-
tiku ma takovou, ze vSechna vldkna maji svou kopii proménné, jen pfi synchronizaci vldken
na konci paralelniho bloku OpenMP zafidi, Ze se nad témito kopiemi provede specifikovana
operace (v tomto pfipadé logické ,,nebo*).
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Pro pozice v fadcich staci zajistit, aby ¢teni a pfidani prvku probihalo v kritické sekci,
coz je trivialni. Pro blizsi detaily doporucujeme piipadné prozkoumat piimo zdrojové kédy.

U zakazanych strategii je situace velmi obdobné, v kriticka sekce dovoli v jeden okamzik
pristup k datiim pouze jednomu vlaknu (af uz kvili ¢teni, nebo kvili zapisu).

Synchoronizace cache vypoétenych uzitki

vz

Nejzajimaveéjsi je situace u cache uzitkt. Zde si totiz uchovavame i informaci o tom, které
uzitky jsou pocitany v tuto chvili jinymi vladkny. Zaroven se ovSsem musime dusledné vy-
varovat toho, abychom uzitek pocitali v kritické sekci — tim bychom paralelizaci nemohli
zrychlit vypocetné nejnaro¢néjsi ¢ast vypoctu.

V pripadé, Ze se nékteré vlakno rozhodne, Ze potfebuje hodnoty uzitk pro dany stra-
tegicky profil, zavold metodu get () objektu t¥idy UCache. Zde mohou nastat t¥i situace:

1. uzitky jiz byly vypocteny
2. uzitky zatim nikdo nepozadoval
3. uzitky se pravé pocitaji

Prvni pfipad je nejjednodussi, staci je pouze vyzvednout z cache.

Ve druhém pripadé je potfeba ulozit informaci o tom, %e poZzadované uzitky jsou poci-
tany, a zacit je pocitat (zavolanim piislusné metody modelu hry (tf¥ida Game)). Jak jsme
jiz zminili, tento vypocet nesmi probihat v kritické sekci. Po vypocteni ulozime uzitky do
cache a odstranime informaci o tom, Ze jsou pravé pocitany.

Treti situace pfinasi drobné komplikace. V1dkno potiebuje informaci, kterou pravé
pocitad nékdo jiny, takZe na jednu stranu tato informace neni k dispozici, ale na druhou
stranu by bylo zbytecné snazit se ji v danou chvili pocitat. Proto metoda get () sdéluje, ze
uzitky jsou pravé pocitany a algoritmus prichodu fadkem se s tim vyrovnava tak, jak je
popsano v casti 4.3.2.

Schéma celého algoritmu je naznaceno na obrazku 4.4.

4.5 Pouziti CE-solveru pro feSeni her

CE-solver 1ze obecné pouzit dvéma zptsoby.

Pokud méme vsechny uzitky spocitané ve vhodném formatu souboru, neni nic jedno-
dussiho, nez pouzit jednoduchy nastroj cefs (viz 4.5.1).

V pripadé, ze nemizeme pouzit predchozi zpisob, nezbjyva ndm, nez se vydat o néco

vvvvvv

4.5.1 Correlated Equilibrium File Solver

CE-solver obsahuje obsahuje jednoduchou konzolovou aplikaci cefs (Correlated Equilibrium
File Solver), ktera je schopna naéist hru ze souboru, vytvofit z ni model hry a zavolat CE-
solver s vhodnymi parametry. Vnitiné pouziva objekty FileGame a FileSolver.

Podporovany jsou hry v jednoduchém formétu pouzivaném v ptivodnim CE-solveru (viz
[15]), coz je vlastné serializované tabulka s jednoduchou hlavickou, jez obsahuje informaci
0 poctu hracu a jejich strategii. Navic dokaze nacist i format pouZivany knihovnou Gambit
pro hry v normalni formé (viz [10]).
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bool get(StrategyProfile sp, out: PayoffProfile up):
result = false, computed = false
CRITICAL SECTION
{
if (no one else is computing sp):
result = true
if (sp already computed):
up = datal[sp]
computed = true
else:
mark sp as currently computed
b
if (result == false):
return false
if (not computed):
up = game [sp]
CRITICAL SECTION
{
datalsp] = up
unmark sp as currently computed
b

return true

Obrazek 4.4: Synchronizace pristupu ke cache uzitkd v metodé get tfidy UCache: V prvni
kritické sekci zjistujeme, zda je pozadovany uZitek pravé poc¢itan. Pokud ano, vracime false,
jinak zjistujeme, zda jiz byl profil uzitkli vypocéten. Byl-li, vracime jej, nebyl-li, poznac¢ime
profil jako pravé pocitany a mimo kritickou sekci zavoldme model hry (game). Po skonceni
vypoétu vlozime spoéitany profil uzitki do cache (data) a zrusime informaci o tom, Ze je
profil pravé pocitan (opét v kritické sekci).

Format vstupniho souboru

Definujme si forméat vstupni hry v notaci vychazejici z EBNF (FEztended Backus-Naur
Form):

game = players, ws, strategies list, payoffs;
players = natural number (* number of players*);
strategies list = players * (strategies, ws);
strategies = natural number (* number of strategies *);
payoffs = product of strategies * uprofile;
uprofile = players * (number, ws);

number = integer | real number;

ws = 7 one or more white space characters 7;
integer = 7 obvious meaning 7;

natural number = 7 integer greater than zero 7;
real number = 7 real number in standard format 7;

Od EBNF se lisi tim, ze pouziva vyjadreni specifického poctu opakovani na zakladé diive
,hactené“ proménné.
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Tento forméat pripomina serializovanou vicerozmérnou tabulku, uvozenou jednoduchou
hlavickou udavajici jeji rozméry (pomoci poc¢tu hréci a jejich strategii).

Buriky tabulky jsou fazeny lexikograficky po strategickych profilech, tedy napriklad
(1,1), (1,2), (2,1), (2,2) pro dvouhracovou hru se dvéma strategiemi na hrace (dvojice
(a,b) znadi, ze prvni hra¢ hraje svou a-tou a druhy svou b-tou strategii).

Priklad ulozeni ndm znédme hry 4.1 do souboru mtzeme vidét na obrazku 4.5.

D | E
Al1,3]25
B 2231
Cl34]23

Tabulka 4.1: Jednoduché hra, kterou chceme ulozit do souboru (viz obréazek 4.5)

W N = WN
BN W N

N W N
w = O,

Obrazek 4.5: Hra z tabulky 4.1 uloZend v souboru

Dalsi detaily tykajici se pouziti mohou pfipadni zdjemci najit v manudlu (viz ptilohu A
nebo soubor manual.pdf §ifeny s nastrojem).

4.5.2 ResSeni her zadanych modelem

Pri tomto zptisobu pouziti vytvari modelar potomka t¥idy Game, ktery specifikuje fesenou
hru. Jde o cestu velmi jednoduchou a pfimocarou, v podstaté kopirujici matematickou defi-
nici hry, nicméné slozitost v sobé ponese samotna specifikace chovani v pfipadé rozsahlych
modelt.

Jak jiz bylo fe¢eno, teoreticky je takto mozné vytesit i hru, jejiz stavovy prostor je vétsi
neZ celkova pamét pocitace.

KdyZ méame naimplementovany takovyto model, pfedame ho jako argument pii tvorbé
objektu samotného solveru, eventuédlné i s dalsimi argumenty (pro ptiklad viz obrézek 4.6).

//game - created model of the game

CESolver<true> ces(game); //create CESolver object
ces.solve(); //call its method solve()
CorrelatedEquilibrium ce = ces.get_solution();

Obrazek 4.6: Pouziti objektu CESolver k vyfeSeni vytvorené hry.
Kvuli pouzitelnosti nastroje nejen v ¢eskych zemich jsme vytvorili uzivatelsky manual

v anglickém jazyce, v némz je pouziti rozebrano detailnéji. Tento manudal prikladame jako
prilohu A.
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4.6 Experimentalni zhodnoceni CE-solveru

V této casti se budeme zabyvat experimentovanim s vytvorenym CE-solverem, piedevsim
z pohledu zjistovani jeho vykonnosti, ale i jinych charakteristik.

Veskeré testovani probihalo na serveru ju.fit.vutbr.cz. Jde o osmiprocesorovy stroj
(procesory Intel Xeon X5355, frekvence 2,66 GHz) se 16 GB opera¢ni paméti.

4.6.1 Testovaci data

K testovani jsme méli k dispozici sedm her, jez pochézeji z praktickych problémi tykajicich
se chovani hrac¢i na trhu s elektrickou energii. Jde o dva typy her, a sice

e osmihracové, jez modeluji chovani vyrobct elektrické energie v Ceské republice, a

e Sestnactihracové, které modeluji chovani osmi vyrobcii a osmi odbérateli elektfiny v
ramci stfedni Evropy.

Radi bychom vyzdvihli, Ze jde o redlnd data, nikoli teoreticky vykonstruované abstraktni
problémy. I kdyz jde jen o podmnozinu problémi, které se fesi jako hledani korelovaného
ekvilibria, mtuzeme si udélat lepsi predstavu o tom, jak se bude CE-solver chovat v praxi.
Nedochazi k naprostému odtrzeni od reality, jez by bylo pro testovani nastroje uréeného do
praxe krajné nestastné.

Kvantitativni charakteristiky her shrnujeme v tabulce 4.2. VSechny tyto hry se nachéazeji

i na CD prilozeném k této praci pojmenované jako 1.g, 2.g,...a 7.g.
Hra || Hraca | Velikost [kB] |S] Radkt G-matice
l.g 16 1037 6048 290 304
2.g 8 447 6720 27659 520
3.g 16 5232 30240 76204 800
4.g 8 18072 270000 28343 520 000
5.g 16 50419 294000 19813248 000
6.g 8 66879 | 1257984 777132195 840
7.8 8 131295 | 2066400 3832841376 000

Tabulka 4.2: Kvantitativni charakteristika her pouzitych pro experimenty (|S| znaé¢i pocet
strategickych profilt)

4.6.2 Porovnani s existujici implementaci

CE-solver jsme porovnali s existujicim néstrojem pro hledéni korelovaného ekvilibria (viz
[15]). Jde o prvni implementaci metody, popsané v élanku [14], kterou vytvofil sdm jeho
autor. Napsan je v jazyce C++, vyuziva knihovnu GMP (GNU Multiple Precision Arithme-
tic Library — knihovna pro praci s ¢isly s libovolnou ptesnosti) kvili indexaci strategickych
profild a ke zrychleni pomoci paralelniho béhu pouziva systém OpenMP. Jelikoz jde o prvni
implementaci, spise prototypovou, budeme o tomto nastroji dale hovorit jako o CE-solveru
verze 0. CE-solver, ktery jsme vytvorili v rdmci této prace, pak nazyvame CE-solverem
verze 1.

CE-solver verze 0 jsme porovnavali se sekvenéni verzi CE-solveru verze 1. Vysledky
shrnuje tabulka 4.3 a grafy na obrazku 4.7.
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l.g 2.g 3.g 4.g 5.g 6.g 7.g

Verze 0| 0,16 | 0,43 | 1,36 | 5,16 | 9,89 | 41,38 | 202,44

Verze 1| 0,05 | 0,07 | 033 | 1,18 | 2,76 | 5,29 8,76
Podil ([31% |16% |24 % [23% |28 % | 13 % 4%

Tabulka 4.3: Casy feseni jednotlivich her pro verzi 0 a verzi 1 (idaje v sekundach)

Verze 0 mmm 200 || Verze 0 mmmm
5 1| Verze 1 1 Verze 1 s

&~
—_
[S4)
o

= @,
T 3| =
8 2 100
%2} [72]
S 27 3
50
1
0 0
1.9 29 3.9 4.9 5.9 6.9 79
hra hra
(a) Hry 1l.g az 4.g (b) Hry 5.g az 7.g

Obréazek 4.7: Porovnani CE-solveru verze 0 a verze 1

Mizeme konstatovat, ze se nam povedlo velmi razantné zlepsit vykon, jak ukazuji grafy
na obrazku 4.3. Navic musime zminit, Ze nas CE-solver je vyrazné rychlejsi i pres to, Ze
ptvodni vyuziva vSechny procesory, zatimco nas pouze jeden.

Déle nés zajimalo, jak se verze lisi s ohledem na spotfebovanou pamét. NasSe ocekavani,
7e verze 1 bude pouzivat markantné mené paméti diky odlisnému pristupu uloZeni G-matice
(jak bylo nastinéno v ¢asti 4.1), se stoprocentné vyplnilo.

Hra || Verze 0 | Verze 1 | Podil
l.g 119 70 | 59 %
2.g 99 72 72 %
3.g 296 73 25 %
4.g 1081 88 || 8%
5.8 2216 9 | 4%
6.g 4879 150 3%
7.8 8250 203 2%

Tabulka 4.4: Porovnani spotiebované paméti CE-solveru u jednotlivych her (hodnoty v
megabajtech)

Jak mtiZzeme vidét v tabulce 4.4 a grafu 4.8, pamét pouzitd verzi 1 je u vétsich her doslova
zlomkem té, jeZ je potieba u verze 0. To je velmi pfijemné zjisténi, nebot na rychlost vypoctu
miZe mit velmi vyrazny vliv ,swapovani®“ (odkladani dat z opera¢ni paméti na disk pii jeji
nedostateéné velikosti). Nam se tedy povedlo vyrazné posunout hranici velikosti hry, v niz je
schopen dany pocita¢ hru vyresit, aniz by musel ,,swapovat “, odhadem cirka na padesatinu,
pokud budeme uvazovat nejskeptictéjsi odhad — vSimnéme si totiz, Ze podil spotrebované
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Obrazek 4.8: Graf spotfebované paméti CE-solveru u jednotlivych her

pameéti s rostouci velikosti hry mé klesajici tendenci.
Povedlo se ndm tedy vyrazné zlepSit ¢as hledani korelovaného ekvilibria. Vysledek je o
to vice potésujici, Zze nas solver spotiebovava méné paméti.

4.6.3 Vhodnost pouziti cache uzitka

Jak jiz bylo fefeno, pouziti cache pro uchovani spocitanych hodnot uzitki mé smysl v
pripadé, ze vypocet uzitku trva nezanedbatelnou dobu. To je ponékud vagni formulace,
proto jsme se rozhodli otestovat, od jaké hranice se uz pouzivani vyplati a do kdy je spise
na obtiz.

Jelikoz nemame k dispozici hru, ktera by skutec¢né pocitala uzitky delsi dobu, nasimu-
lovali jsme toto chovani umélym vytvorenim zpozdéni pti pfistupu k uzitkim nactenym ze
souboru. Nejdiive jsme chtéli vyuzit systémovou funkci usleep, ktera dokaze pozastavit vo-
lajici vlakno na urcity pocet mikrosekund, ale nezaznamenali jsme Zaddnou zménu rychlosti
ani pfi zméné zpozdéni ze 100 mikrosekund na 1 milisekundu.

Proto jsme jako zpozdéni pouzili cyklus for, ktery pri¢ita k ptivodné nulové proménné
jednicku az do dosazeni urcité hranice. Experimentalné jsme zjistili, ze jedné milisekundé
odpovida zhruba hranice 220000. Uvédomujeme si, Ze zde namérené vysledky jsou zavislé
na pouzitém pocitaci, nicméné pro vytvoreni ramcové predstavy bohaté postacuji.

Nasim prvotnim odhadem bylo, Ze pouziti cache bude znamenat zrychleni v pfipadé, ze
se doba vypoctu jednoho uzitku bude pohybovat v fadu stovek mikrosekund. Proto jsme
otestovali doby béhu pro rizna zpozdéni z intervalu 100 us az 1 ms. Vysledky shrnuji grafy
4.9 a 4.10.

Jaké bylo nase prekvapeni, kdyZ jsme zjistili, Ze cache zrychluje vypocet i pifi zpozdéni
pouhych 100 ps! Nezbylo ndm nez otestovat rozsah do 100 us. Naméfené hodnoty jsme opét
vynesli do graft, které muzZete vidét na obrazcich 4.11 a 4.12.

Mizeme usoudit, Ze pouziti cache vypoctenych uzitki se za¢iné (alesponi pfi nasi hard-
warové konfiguraci) vyplacet v pripadé, Ze spocteni uzitku trva cirka 5-10 us. Tato ex-
perimentalné zjisténa hodnota neni sice nijak obecné platna, nicméné nam dava pomérné
cennou informaci v tom smyslu, ze mame predtavu o fadu zpozdéni, kdy se cache vyplati.
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Obrazek 4.9: Porovnani rychlosti pfi riizné naroc¢nosti vypoctu uzitku a vliv pouziti cache
pfi zpozdénich 100-1000 us pro hry 1.g az 3.g

700
600 - .
500 L _ Konfigurace
_ mmmm 100us bez cache
— mmmm 100us s cache
A 400 mmsm 250us bez cache
c mms 250us s cache
- == 500us bez cache
2 300 mmmm 500us s cache
8 ——= 750us bez cache
© mmmw 750uUs s cache
———= 1000us bez cache
200 mmmm 1000us s cache
100
0
4.9 5.9
hra

Obrazek 4.10: Porovnani rychlosti pfi riizné naro¢nosti vypoctu uzitku a vliv pouziti cache
pfi zpozdénich 100-1000 us pro hry 4.g a 5.g
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Konfigurace
Ous bez cache
Ous s cache
Sus bez cache
bus s cache
10us bez cache
10us s cache
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15us s cache
20us bez cache
20us s cache
35us bez cache
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50us bez cache
50us s cache
75us bez cache
75us s cache
100us bez cache
100us s cache
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hra

Obrazek 4.11: Porovnéni rychlosti pfi riizné naro¢nosti vypoctu uzitku a vliv pouziti cache
pfi zpozdénich 0-100 us pro hry 1.g az 3.g
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Konfigurace
Ous bez cache
Ous s cache
bus bez cache
bus s cache
10us bez cache
10us s cache
15us bez cache
15us s cache
20us bez cache
20us s cache
35us bez cache
35us s cache
50us bez cache
50us s cache
T5us bez cache
75us s cache
100us bez cache
100us s cache

[s]
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LTI LY

4.9 5.9
hra

Obrazek 4.12: Porovnéni rychlosti pfi riizné naro¢nosti vypoctu uzitku a vliv pouziti cache
pfi zpozdénich 0-100 ps pro hry 4.g a 5.g
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Jelikoz jde podle naseho nazoru o relativné nizkou hodnotu, doporucili bychom potencial-
nim vyvojaram v pripadé pochyb ¢i nerozhodnosti cache pouzit.

4.6.4 Vliv paralelizace na rychlost vypoctu

Rovnéz nesmime opomenout otestovat zrychleni, kterého jsme dosdhli diky paralelizaci.
Zmétili jsme proto doby feSeni pétice mensich her z nasi sady (zbyvajici dvé, 6.ga 7.g, jsou
pii vlozeni zpozdéni pFilis ¢asové narocné) pii vybranych nastavenich zpozdéni. Zkoumali
jsme zavislost poctu pouzitych procesoru na zrychleni vypoctu. Vzdy jsme pouzili cache
uzitkl (z divodt popsanych difve).

Nejdiive se podivejme na situaci s nulovym zpozdénim. V takovéto konfiguraci zadné
zrychleni neocekavame, nebot pouze potiebnd synchronizace zabere ¢as vétsi, neZ parale-
lismem ziskdme. Vysledky shrnuje graf 4.13.

0.8 — 40 —
Pocet Pocet

procesorll | 35 | procesorll

30

[s]

O~ WN =

25

[s]

20

15

¢as feseni
¢as feseni

10 +

149 29 3.9 4.9 59 6.9 79
hra hra

(a) Hry 1.g az 3.g (b) Hry 4.g az 7.g

Obrazek 4.13: Zrychleni paralelizaci bez zpozdéni

Ocekavani nas protentokrat nezklamalo a vidime, Ze se ¢as vypoc¢tu pouzitim vice proce-
soru dokonce zvysil. Vysvétlujeme si to tim, Ze samotny vypocet tvori mizivou ¢ast celkové
doby béhu, tim padem rezie tvori ¢asové nezanedbatelnou ¢ast béhu.

Daéle jsme zkusili vlozit zpozdéni o velikosti ptl milisekundy (500 us). Tim by se ndm
mél vypocet uzitkid stat velmi ¢asové narocnou ¢asti feseni. Namérené vysledky jsme vynesli
do grafu 4.14, 4.15 a 4.16.

Mizeme si vS§imnout skutecnosti, ze u her 4.g a 5.g dochazi k linedrnimu zrychleni
cirka do poctu t¥i procesori. Pri vétsim pocétu né€kdy dochézi k zajimavému jevu, kdy
zvySeni poCtu procesort neprinese vibec zadné zrychleni. Domnivame se, Ze to zapri¢inuje
struktura konkrétnich her. Eliminace strategii jsou u nich zvlastnim zptsobem provazany
tak, Ze je mozné vétsinu Casu prochazet méné radkt G-matice, nez je pocet procesort.

Ostatni hry vykazuji témér linearni zrychleni.

Zavérem konstatujme, Ze efektivni zrychleni pfi zapojeni vice procesori mize byt az
linearni, pokud

1. vétsinu casu zabird pocitani uzitka a
2. hra nema takové vlastnosti, které by zamezily zapojeni vSech procesorti po vétsinu

C¢asu minimalizace.
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Obrézek 4.14: Zrychleni paralelizaci pfi zpozdéni 500 us (hry 1.g az 3.g)

4.7 Nastroj pro analyzu dominance strategii

V ramci prace jsme vytvorili jednoduchy nastroj, ktery analyzuje strategie v zadané hie z
hlediska dominance. Nazvali jsme jej Game Dominance Analyzer a kratce si ho v této ¢asti
popiseme.

Funkénost nastroje 1ze popsat velmi jednodusSe. Veskeré podstatné véci se dé€ji v ramci
objektu tfidy Analyzer. Ten s pomoci objektu tfidy Game (viz ¢ast 4.2) nacdte hru, do
které pak (volitelné) pristupuje pomoci objektu t¥idy UCache. Nad touto hrou je schopen
provadét jednoduché dotazy.

4.7.1 Dotazovaci jazyk

Pro ucely tohoto nastroje jsme vytvorili jednoduchy dotazovaci jazyk, ktery ndm umoziuje
zkoumat vztahy mezi strategiemi z hlediska dominance. Pojmenovali jsme jej Game Query
Language (dale GQL).

Dotaz v tomto jazyce lze definovat pomoci EBNF takto:

query = [mode], range, ":", range, ":", range;
mode = "a" I ngn I "W";

range = enumeration | interval | all;
enumeration = n, {",", n};

interval = n, "-", n;

all = "x";

n = digit - "0", {digit} | "0";

digit = "0" | "1" | "2" | "3" | "4" | "5" | "6" | "7" | "g" | "9";

Cést méd (mode) v dotazu specifikuje tii rizné médy ¢innosti:
1. a — analyza zadanych strategii, vypis statistik ()
2. s — posouzeni striktni (Strict) dominance

3. w — posouzeni slabé (Weak) dominance
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Obréazek 4.15: Zrychleni paralelizaci pii zpozdéni 500 us (hry 4.g a 5.g)

Povinnou ¢asti dotazu jsou tfi rozsahy oddélené dvojteckou. Prvni udava hrace, druhy
y,dominantni“ a tfet{ ,dominované“ strategie (v uvozovkach proto, ze jimi nejsou, ale bu-
dou z tohoto pohledu posuzovany). Nastroj pak zpracovava vSechny specifikované dvojice
strategii pro vSechny specifikované hrace.

4.7.2 Mody ¢innosti nastroje

Chovéani i vystup se lisi podle médu, ve kterém pracujeme.

Analyzaéni méd

V tomto mdédu pro vSechny zadané dvojice strategii poc¢itame statistiky, které nam mohou
pomoci udélat si urcity obrazek o atraktivnosti strategii pro hrace. U vSech dvojic zjistime,
v kolika strategickych kontextech (s_,) daného hrace p je uzitek pii hrani ,dominantni“
vyssi, stejny a nizsi nez pri hrani strategie ,,dominované*.

Vystup pak mé takovouto formu:

p-sl,s2 >ng =ne <nl

Symbol p znaéi hrace, s1 a s2 jeho strategie, ¢isla ng, respektive ne, respektive nl pak pocty
strategickych kontextti, ve kterych je pro hrace p vyhodnéjsi, respektive stejné vyhodné,
respektive méné vyhodné hrat strategii s1 oproti strategii s2.

Rozhodovaci méd

V tomto médu pouze vypisujeme dvojice strategii, které vyhovuji zadané podmince domi-
nance. Opét prochazime vSechny dvojice a ve vsech strategickych kontextech porovnavame
uzitek z hrani ,dominantni“ strategie s uzitkem z hrani ,,dominované“ strategie. Pokud je
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Obréazek 4.16: Zrychleni paralelizaci pii zpozdéni 500 us (hry 6.g a 7.g)

ostie men$i, pak miiZzeme tuto dvojici okamzité zavrhnout. Kdyz je vétsi a zjistujeme slabou
dominanci, poznamename si, Ze it mlize nastat. V piipadé rovnosti a rozhodovani striktni
dominance dvojici opét zavrhujeme.

Vysledky vypisujeme ve tvaru:

p-sl,s2

Vypisujeme pouze dvojice, u kterych strategie s1 hrace p (striktné ¢i slabé, podle konkrét-
niho médu) dominuje jeho strategii s2.

4.7.3 Zhodnoceni vysledku

Vytvorili jsme jednoduchy nastroj uréeny k analyze vztaht strategii ve hrach, predevsim
z pohledu dominance. Vyuzili jsme pfi tom t¥idy, pouzivané v CE-solveru, coz doklada
moznost jejich dalsiho pouziti i v jinych projektech. Hlavni pfinos GDA vidime v moznosti
pouziti v situaci, kdy si chceme udélat obrazek o nékteré omezené podmnoziné strategii
dané hry, aniz bychom ji méli cas fesit celou.

4.8 RS-solver

V ramci vyzkumu moznosti zlepseni zptsobu feSeni LP problémt jsme vytvorili tento ex-
perimentalni nastroj, zaméfeny na FeSeni Fidkych (sparse) LP problémi modifikovanou
simplexovou metodou (revised simplex method) — odtud nazev Revised Sparse Solver.

Na Fidké problémy jsme se zamérili proto, ze samotnd G-matice byva velmi fidké (v
zavislosti na mnozstvi strategii jednotlivych hraci).
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4.8.1 Implementace RS-solveru

RS-solver jsme vytvorili v jazyce C++ za pouziti knihovny uBLAS z baliku knihoven Boost,
ktera umoznuje snadné ulozeni fidkych matic a vektort a zaroven implementuje zékladni
operace linearni algebry.

Jak je casteéné zfejmé z nazvu, pouzivime modifikovanou dvoufazovou simplexovou
metodu, tedy jsme schopni fesit i LP problémy, u nichz neni k dispozici po¢atecni pfipustné
feSeni. Zoptimalizovali jsme nésobeni, které je nutné pro aktualizace inverzni matice baze
s vyuzitim specialni struktury matice, kterou ji ndsobime (jednotkovd matice az na jeden
sloupec).

Hojné vyuzivame compressed_vector, jeden z typu fidkych vektort knihovny uBLAS.
Jde o pole dvojic (index, hodnota) sefazené podle indexu, proto je velmi vhodny pro
prochéazeni nenulovych polozek — k tomu slouzi prislusny iterator.

Abychom se vyhnuli nebezpeci zacykleni z divodu degenerovanych FeSeni, implemen-
tovali jsme dfive popsané Blandovo pravidlo (viz ¢ast 3.1.2). To se neuplatiiuje vzdy, ale
pouze v situaci, kdy by se po provedeni kroku nezménila hodnota kriteridlni funkce. Sa-
moziejmé bychom k FeSeni dospéli, i kdyby se pouzivalo stale, nicméné to neni vyhodné z
hlediska efektivity. Pokud bychom vstupujici proménné vybirali pouze podle Blandova pra-
vidla, vétSinou bychom postupovali pouze malinkymi krucky ke globalnimu extrému. Misto
toho vybirdme vstupujici proménnou podle minimélni relativni ceny, a pouze v pripadé,
kdy dospéjeme do degenerovaného reseni, aplikujeme Blandovo pravidlo.

4.8.2 Pouziti pro reseni LP problému

RS solver lze pouzit dvéma zpusoby, a sice pro feseni LP problému uloZenych v souboru
nebo pro feseni LP problémt zkonstruovanych za béhu programu. Vstupem je kazdopadné
objekt tiidy Problem.

LP problém uloZeny v souboru

RS solver dokaze fesit LP problémy v jednoduchém formatu, ktery si nacrtneme. Opét
pouzijeme syntaxi vychazejici z EBNF, popsanou v ¢asti 4.5.1.

1lp problem = "#", ws, variables, ws , constraints, ws,
direction, ws, objective function, list of constraints;
variables = natural number; (* number of variables *)
constraints = natural number; (* number of constraints *)
direction = "0" | "1"; (* minimize or maximize *)
objective function = coefficients; (* coefficients of objective function *)
list of constraints = constraints * constraint;
constraint = type, ws, rhs, ws, lhs, ws; (* understood as: lhs type rhs *)
type = ">" | "=" | "<y
rhs = number;
lhs = coefficients;
coefficients = variables * (number, ws);
ws = 7 one or more white space characters 7;
natural number = 7 integer greater than zero, eg. 1, 2, ... 7;
number = 7 number that can be understood as real number 7?;
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Oddélovaci jsou bilé znaky. Hlavicku tvori pocet proménnych a pocet omezeni. Déle nasle-
duje smér a koeficienty kriteridlni funkce a nejrozsahlejsi ¢ast tvori seznam omezeni.
Tlustrujme si zadani problému piikladem. LP problému

Maximalizujte 3z — dy
pfi dodrzeni r+y<5H
—r+2y > 12 (4.1)
ox — 6y = 23

odpovida soubor zobrazeny na obrazku 4.17.

# 23

1 3 -5
<5 1 1
> 12 -1 2
=23 b5 -6

Obrézek 4.17: LP problém (4.1) zadany v souboru.

LP problém konstruovany ,,rué¢né*

Samoziejmeé je také mozné vytvorit LP problém primo v programu a RS solver pouzit jako
knihovnu. Slouzi k tomu p¥islusné metody tifidy Problem, predevsim metoda add constr.
Do dalsich detailti ale nebudeme zbytecné zachéazet.

Blizsi informace tykajici se obou zpusobi zadani, stejné jako implementacni detaily
mohou pripadni zdjemci nalézt v souboru README, ptfipadné pfimo ve zdrojovych kédech.

4.8.3 Zhodnoceni vysledku

I presto, Ze se pres nasi veskerou snahu nepodafrilo ve vypocetnim vykonu vyrovnat knihovné
GLPK, povazujeme vznikly nastroj za relativni aspéch, a to predevsim z téchto duvodi:

1. Implementace pomérné blizce kopiruje matematickou definici algoritmu, proto mize
poslouzit napiiklad zajemctiim o studium simplexové metody.

2. RS solver ma mensi pamétové naroky nez GLPK diky tspornému uloZeni dat v fidkych
maticich a vektorech.

3. Od zacatku byla snaha psat kéd velmi ¢itelné s ohledem na moznost dalsiho vyvoje.
Pokud bychom opét porovnavali s knihovnou GLPK, které pravdépodobné (s trochou
nadsazky) rozumi pouze sdm autor, muzeme s klidnym srdcem Fict, ze zdrojové texty
jsou velmi citelné a pripravené k dalSimu vyvoji.
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Kapitola 5
Zaver

V této praci jsme se zabyvali pfedevsim popisem teoretickych vychodisek, navrhem a na-
konec i implementaci knihovny schopné najit korelované ekvilibrium v potenciélné obrov-
skych nekooperativnich hrach. Soustfedili jsme se nejen na matematickou stranku definic
a precizni popis problémi, ale zaroven jsme se vzdy snazili prohlédnout skrz a vystihnout
podstatu, piipadné se i vice zamyslet nad probiranou problematikou, ¢asto i za cenu jisté
neformalnosti ¢i vagnosti.

V kapitole 2 jsme se seznamili s teorii her jako disciplinou aplikované matematiky, jez se
pouziva k modelovani rozhodovacich situaci nap¥i¢ rozmanitymi obory lidského zkoumani;
predevsim jsme se zamérili na nekooperativni hry v normaélni formé. Predstavili jsme si
nékteré zakladni typy ekvilibrii (rovnovaznych bodi), které se pfi analyze modeld vyuzivaji,
a jejich vlastnosti. Hloubéji jsme se v tomto sméru vénovali ekvilibriu korelovanému, jez
umoziuje urcitou miru synchronizace konani hract.

Jednou z nejdulezitéjSich technik pro praktické reSeni her je eliminace dominovanych
strategii. Vychazi ze dvou dilezitych predpokladt, a sice z racionality hrac¢u a z takzvané
common knowledge (,spoleéné znalosti“). Ty ndm umoziiuji ¢asto velmi vyrazné redukovat
strategicky prostor hry, aniz by se zménila ekvilibria. Jelikoz FeSeni realnych her je v plné
velikosti ve vétsiné pripadid nemozné, je provedeni eliminace v podstaté jakousi ,nutnou
podminkou* pro nalezeni korelovaného ekvilibria.

Technika eliminace je dale v mirné upravené formé prezentovana v kapitole 3, a to
jako redukce G-matice. Dukladné se predtim vénujeme popisu pravé této G-matice, jez je
strukturou velmi nézorné reprezentujici vicehracové hry, ktera je zaroven velmi vhodna ke
zmenseni stavového prostoru hry. Druhym pilifem této kapitoly je bezesporu popis jedné
z nejznaméjsich oblasti operacniho vyzkumu, a sice linedrniho programovani. Podrobné
jsme se jim zabyvali z toho divodu, Ze na néj lze prevést problém hledani korelovaného
ekvilibria. Konkrétni zpiisob rovnéz rozvadime pravé v této kapitole. Dale jsme se vénovali
popisu systému OpenMP, uréenému k paralelizaci programt na architekturach se sdilenou
pameéti.

Za klicovou nezbyva nez oznacit kapitolu 4. Predevsim se v ni zaobirame konkrétni
strukturou a funkcionalitou CE-solveru, knihovny pro hledani korelovaného ekvilibria, kte-
rou jsme vytvorili. Nejprve shrnujeme zakladni koncepci, jez jsme se v pribéhu navrhu a
implementace drZeli. Poté nésleduje popis tfid, ze kterych je nastroj sloZen, a nejdulezi-
t&jsich algoritmi, jez obstaravaji minimalizaci hry pomoci technik inspirovanych zminénou
G-matici a jeji redukci. Nacrtli jsme zakladni myslenky paralelizace vypoctu a s tim spojené
uskali. Samoziejmé nemtizeme opomenout experimentalni zhodnoceni vysledki implemen-
tace, které predevsim ukéazaly fadové zlepSeni vykonu oproti prototypové implementaci.
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Spise okrajoveé se pak zabyvame dalsimi dvéma vytvofenymi programy. Prvnim z nich je
Game Dominance Analyzer, jednoduchy nastroj pro analyzu vlastnosti strategii hra¢u v za-
dané hfe. GDA hojné vyuziva tfid navrzenych a implementovanych ptivodné pro CE-solver,
coz svédci o jejich znovupouzitelnosti. Druhym vysledkem je knihovna ¢i nastroj RS-solver,
ktera si dala z kol fesit predevsim fidké problémy z oblasti linedrniho programovani. Vy-
konnosti se sice se specializovanym softwarem nemuze srovnat, ale pfinasi i urc¢ita pozitiva,
jako napriklad citelny kdd, zfetelnou implementaci nékterych pokrocilejsich technik nebo
mensi pamétové naroky (v porovnani s knihovnou GLPK).

Za nejvétsi prinos této diplomové prace povazujeme pravé vytvoreni CE-solveru. Uké-
zali jsme, Ze oproti prototypové implementaci si z hlediska vykonu stoji velmi dobfe. Pfi
testovani na realnych hrach pouzivanych k modelovani trhu s elektfinou se ukéazala fadoveé
vyssi rychlost a (rovnéz fadové) nizsi spotfeba paméti. Navic jde o koncepéni feSeni po-
stavené na objektové orientovaném néavrhu, coz zajistuje jednoduchost pochopeni, vysokou
Citelnost a nezanedbatelnou znovupouzitelnost.

Naskyta se nékolik dalsich moznosti vyvoje, vychazejicich z této prace. Ackoliv ma CE-
solver obecné velmi dobré vlastnosti, jisté existuje prostor pro dalsi zlepSeni ¢i rozsifeni.
Nabizi se naptiklad moznost dale vylepsovat pouZité datové struktury, jejichZ vymeéna je ve
vétsiné pripadt diky objektové orientovanému navrhu a snaze o co nejjednodussi rozhrani
velmi snadna.

S pouzitim vytvorenych struktur by mohlo byt zajimavé doplnit zatim v podstaté jedno-
ucelovou knihovnou na rozsahlejsi balik knihoven, zaméfrenych na efektivni analyzu a feSeni
matematickych her. Horkym kandiddtem na implementaci je dle naseho nazoru metoda
FDDS (Fast Detection of Dominant Strategies) — ta poskytuje pomérné presnou predstavu
o velmi rozsdhlych hréch, aniz by je celé fesila [13].

Velmi zadouci by také bylo vytvorit komplexni model, ktery by opravdu pocital uzitky
nezanedbatelnou dobu, a na ném CE-solver vyzkouset. P¥i dostatecné velikosti by pak byla
prilezitost zamérit se napiiklad na algoritmy odebirani vypoctenych hodnot z cache pfi
pfipadném pieplnéni.
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Priloha A

CE-Solver Manual

A.1 Introduction

CE-Solver is a tool for computing Correlated Equilibrium in possibly very large games.
It useses slightly modified method proposed by dr. Hruby (see [14]), which is based on
elimination of strictly dominated strategies using G-matrix.

A.2 Theory

A.2.1 Correlated equilibrium

Correlated equlilibrium (CE) is a solution concept in game theory that, unlike for example
well known Nash equilibrium, allows some kind of simple synchronization between players.
It is useful for analyzing real market situations, because the synchronization in real
world is possible.
In fact, CE is a probability distribution over the set of strategy profiles of the game.

A.2.2 G-matrix

G-matrix represents an elegant way to display multiplayer game (even games with more
than two players) in a two dimensional table. It is also well suited for reduction of game’s
state space.

Rows are identified by three numbers: identification of player p and two different stra-
tegies of his (we will call them sfrom and sto). Colums are identified by strategy profiles of
the game. Cells contain the difference

up(sfrom,s_p) — up(sto,s_p),

where s_,, are strategies played in strategy profile corresponding to the column of G-matrix
and u,, is utitlity function for player p.

Note Cells in column identified by strategy profile which does not contain strategy sfrom
are empty.
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A.2.3 Reduction

Reduction of the game is quite straightforward once we construct the G-matrix. If we find
a row that contains only negative values, we can eliminate corresponding strategy sfrom,
which means that we can remove

e all rows that contain eliminated strategy and
e all colums with strategy profiles containing eliminated strategy.

After one elimination step it is possible that other strategy becomes dominated (its row
contains only negative values), because we remove some colums that may have contained
positive values which prevented its elimination earlier in the process.

As a consequence, the reduction is iterative procedure which can be performed as long
as we are able to eliminate at leat one strategy. Eventually we may end up with single valid
profile, after which the computing of CE is very simple.

A.2.4 Example

Consider game in table A.1. Corresponding G-matrix is in table A.2.

D | E
Al1,3]25
B 22|31
Cl[3,4]23

Tabulka A.1: Example game

AD | BD | CD | AE | BE | CE
A—B -1 -1
B—A 1 1
B—C -1 1
C—B 1 -1
A—C -2 0
C—A 2 0
D—E | -2 1 1
E—D 2 -1 1] -1

Tabulka A.2: G-matrix corresponding to the game in A.1 (we omit player identification —
it is not neccessary since they both have distinct set of strategies).

As we can see (in table A.2), there is one negative row, A—B to be specific. After
elimination of strtegy A, we get G-matrix in table A.3.

After the first step of elimination, another strategy (E) can be eliminated, after which
another strategy might be eliminated, and so on...

A.2.5 Computing CE as LP problem

If we are able to reduce whole game to single strategy profile, then the solution is easy.
However, it might not be the case, so we need some tool to compute CE in any game.
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BD | CD | BE | CE
B—-C | -1 1
C—B 1 -1
D—E 1 1
E—-D -1 1] -1

Tabulka A.3: G-matrix after one step of elimination

The task of computing CE may be turned into solving LP problem. Its structure is very
similar to structure of G-matrix. LP variables correspond to G-matrix columns (strategy
profiles) and LP constraints correspond to G-matrix rows. One additional constraint must
be added to make sum of probabilities equal to one (it assures unboundness of the solution).

Last issue remains: what are the coefficients of the objective function. There is no general
rule, but two most logical and reasonably complex ways are as follows:

1. all coefficients are equal to one or

2. the coefficient of LP variable is the sum of payoffs of all players when playing associ-
ated strategy profile, more formally:

cs = Zui(s),

where s is the associated strategy profile, @) is set of players and u; is payoff function
of player 1.

We decided to use the second approach, because it is able to reflect the prefference of
equilibrium with higher payoffs for all players.

A.3 Implementation

CE-solver is a library with simple command line utility written in C++. It uses OpenMP
to employ parallelism. LP problems are solved by GLPK library, but generally any tool can
be used if you implement a simple interface.

A.3.1 Main ideas

CE-solver input

We tried to keep the interface as simple as possible to provide freedom to potential mo-
dellers. Creating game model is very easy in terms of interface with CE-solver (however
complex it can be internally). You just have to create class inherited from Game and imple-
ment three methods. Details are described in part A.4.

Storage of G-matrix

Since G-matrix is very huge, we decided to store just information that is essential. That is,
all we need to know is the position in every row where we had to finish traversing, so after
some eliminations we are able to skip forbidden profiles and continue traversing.
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Payoff cache

Computing payoffs is computationally hardest part of real-world models. Because of that,
we created so called payoff cache, which is used to store computed payoffs. When they are
needed again, which might happen several times during solving, we do not have to compute
them and just read them from this cache (see A.3.2).

Parallelization

Parallelism is a natural choice to speed up computing. Because G-matrix reduction can be
quite easily done in parallel, we designed the whole library with parallelism in mind. For
this purpose, we chose OpenMP system because it is easy to use and provides good results
on parallel architectures with shared memory.

A.3.2 Structure

In this part, we are going to describe how does CE-solver work internally. We will outline
what happens when a game is being solved and describe some importatnt classes. Other
classes will described in part A.4.

Basic scheme of the library could be seen in class diagram A.1.

Solving game

When method solve() of CESolver is invoked, it does the following things:
1. Creates GMatrix object.
2. Calls minimize () method of GMatrix.
3. Creates object of CorrelatedLP by invoking method get_lp_problem() of GMatrix.
4. Solves LP problem (CorrelatedLP) by using GLPKSolver and stores the solution.

Because we use GLPK as a ”black-box” component, the main algorithmic complexity lies
in the method minimize of GMatrix, so we are going to describe this class more thoroughly.

GMatrix can be considered as computational heart of whole CE-solver. Minimization
is done by iterating through G-matrix until no more strategies can be eliminated. One
iteration is done in method iterate, which assigns G-matrix rows to threads. Every thread
then goes through its row (skipping undefined columns) until it reaches the end (then s from
can be eliminated) or encounters nonnegative value.

Important algorithms are presented in figures A.2 and A.3 using C++/Python inspired
pseudocode.

G-matrix positions — GRows

Class GRows is used to store positions in G-matrix rows where traversing had to stop.
Initially, it is empty and when a position for a row is requested and nothing has been
previously stored for this row, it just returns first strategy profile — (0,...,0).
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GRows

+getiplayer: unsigned, from : unsigned to: unsigned) : StategyP rofile
+set(profile : StrategyProfile, player : unsigned, from : unsigned, to : unsigned) : void

ForbiddenStrategies

+addiplayer: unsigned, strategy : unsigned) : void

+omhidden(player : unsigned, strategy : unsigned) : bool

UCache

+getiprofile | StrategyP rofile): LIP rofle

¢ 44

G Matrix
+minimizel) : voic

Gama

$ +players() . un signed

+strategie ) . Strategy Profile
+getorofile ;. StrategyProfie) : UPmfie

é JAY

+get_lp_problem() : ComelatedlP EL{NE-—10

CESolver

+solvel): void
| megess +get_solution) : Correlated Equilibrium
' +get_payoffs() : UProfle

Comelatedl P T N
+add_row(row: CoeffRow) : :
+set_obj_funciobi_func: CoeffRow): void i :
+get_rows): unsigned : i FileG ame
+get_cols() : unsigned [ : +read(input_stream : istream &) : void
+getirow: unsigned, column : unsigned) : Real : |
i ! N
a} AN L=l : : AN : L EEne
I I
W i i
GLPKSolver FileSolver

=<congrudor== + GLP KSolver(proklem : ComelatedlLP &)
+solve(): ComrelatedE quilibrium

==congrudor== +FileSolver(filenam e : string)
+solve(): void

Obréazek A.1: Class diagram of CE-solver

Eliminated strategies — ForbiddenStrategies

Since we do not want to store explicitly all strategy profiles which have already been eli-
minated, we just store eliminated strategies in this particular class. Internally it contains a

vector of boolean values, which is stored effectively.

This class is used every time we need to advance in traversing row from one profile
to another. We have to check that all strategies in next profile are valid (have not been
eliminated). If it is not the case, we must proceed to nex profile until we reach valid profile

or the end of the row.

Cache of computed payoffs — UCache

This is very important class for solving games where payoff computation takes considerable
amount of time. Performed tests show that this amount is about 5-10 us on computer with

16 processors Intel Xeon X5355 (2,66 GHz).
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players = number of players
//for all players
for (unsigned p = 0; p < players; p++):
p_strats = number of strategies of player p
for (unsigned sto = 0; sto < p_strats; sto++):
if (strategy sto of player p is forbidden):
continue
for (unsigned sfrom = 0; sfrom < p_strats; sfromt++):
//now we are in G-matrix row identified by:
// (p: sfrom -> sto)
if (strategy sfrom of player p is forbidden):
continue
if (sfrom != sto):
//check according row

Obrazek A.2: Iterating through rows of G-matrix

Correlated LP problem — CorrelatedLP

This class provides some kind of link between minimization of game and solving LLP problem.
It is in fact the output of minimization, provided by G-matrix, and the input of GLPKSolver.

It might be important only in situation when you want to create you own LP solver, in
which case it is its input.

Interface to GLPK — GLPKSolver

GLPKSolver provides an interface for using GLPK to solve LP problem in CorrelatedLP.
It has been designed to make it as simple as possible to ”switch”to another LP solving tool.
If you are interested in this way, you should implement class similar to GLPKSolver with
methods.

Generally the interface is so simple that all you have to do is to create similar constructor
and method solve (). For additional details, please see the source code.

A.4 Usage

A.4.1 Library interface

The only thing modeller has to do is to create his game model, which must be inherited
from abstract class Game. Then he can create object CEsolver, that coputes the CE.

Game model — class Game

There are three methods a modeller has to implement. Two of them are rather simple. The
method unsigned players() just returns the number of players playing the game and
method StrategyProfile strategies() returns the number of strategies each player has
in object of class StrategyProfile.

55



//checking G-matrix row for player p and strategies sfrom and sto
Queue<StrategyProfile> skipped
end=false, step=false
StrategyProfile prof = rows.get(p, sfrom, sto)
if (!valid_profile(prof, p)): //reached end of the row
make strategy sfrom of player p forbidden
change = true
continue
//main cycle of iterating through G-matrix row
while ('end && difference(prof, player, sfrom, sto, skipped) < 0):
step = true
end = !next_profile(prof, p)
if (step || end):
while (!skipped.empty()):
prof = skipped.front()
skipped.popQ)
//now we use the method difference with active waiting
//(payoffs should be already computed)
if (difference(prof, p, sfrom, sto) >= 0):
end = false
break
if (end):
make strategy sfrom of player p forbidden
change = true
continue
if (step):
rows.set(prof, p, sfrom, sto)

Obrazek A.3: Algorithm of traversing G-matrix row — object rows (of class GRows) stores
positions where traversing finished last time, variable change says whether there have been
any change in forbidden strategies since the beginning of the iteration

Class StrategyProfile This class represents a strategy profile of the game. The easiest
way to use it is probably to call constructor which takes number of players as an argument
and then access the elements using the operator[]. For performance reasons, it is imple-
mentes as static array of size MAX_PLAYERS, which is 16 by default. In case of games with
more players, modeller has to specify appropriate value of this macro at compile time. It is
also possible to specify value lesser than 16, which might make sense if the modeller wants
to save some memory.

The third method is the most complex and also the most important, it does the actual
computation of the payoffs. Its signature is:

UProfile<class T=float> get(StrategyProfile prof)
It takes a strategy profile as an argument and returns corresponding payoffs.
Class UProfile This class is very similar, almost identical to StrategyProfile in its

behaviour. It is usually used to store the payoffs computed for every player in specific
strategy profile.
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Note on parallelism Main payload of computation is considered to be just mentioned
method get. CE-solver tries to utilize parallelism in computing payoffs, which means invo-
king this method in parallel. So it must be reentrant (along with other two methods, by
the way). We try to enforce this by using the const modifier on all these methods.

Computing equilibrium — class CESolver<bool B, class T=float>

Now modeller is in situation that he has just created the model of the game and wants
to compute the CE. The simple way to do that is to construct CESolver object and call
his method solve(). The method get_solution() serves to get the computed solution in
std: :map<StrategyProfile, double> and the method get_payoffs() returns players’
expected payoffs in case of playing the CE.

The first template argument (bool B) is of cardinal importance. It says whether to use
the payoff cache or not. Setting it to ¢{rue has great impact on performance when computing
of the payoffs takes significant time (about 10 us). However, if it is not the case, then using
the cache is useless and the argument should be set to false.

A.4.2 Correlated Equilibrium File Solver

CEFS is a simple command line utility that is able to solve games saved in files.

File formats

There are two file formats accepted by CEFS.

Native file format CEFS’snative file format is very simple. It can be describe in notation
inspired by Extended Backus-Naur Form (EBNF) as:

game = players, ws, strategies list, payoffs;
players = natural number (* number of players*);
strategies list = players * (strategies, ws);
strategies = natural number (* number of strategies *);
payoffs = product of strategies * uprofile;
uprofile = players * (number, ws);

number = integer | real number;

ws = 7 one or more white space characters 7;
integer = 7 obvious meaning 7;

natural number = 7 integer greater than zero 7;
real number = 7 real number in standard format 7;

EBNF does not allow to specify number of repetitions by non-constant expression, but we
use it. Since players is a natural number, we use the notation

strategies list = players * (strategies, ws);

to express that (strategies, ws) must be repeated exactly n times, where n is natural
number yielding the value that was covered by nonterminal players. Informally, this game
format represents a serialized table of payoffs, preceeded by short header containing its size
(number of players and their strategies). Table of payoffs is serialized ”lexicographically”,
by which we mean that payoffs are ordered by strategy profiles as (1, 1), (1,2), (2,1), (2,2)
(last player’s strategy changes most frequently). For example, game in table A.4 is saved
as file in figure A.4.
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D | E
Al1,3]25
B 2231
Cl[3,4]23

Tabulka A.4: Game to be saved in file (see figure A.4)

W NP WN
BN W N

N W N
w = O,

Obréazek A.4: Game from table A.4 saved in file

Gambit normal form games (.nfg) Another formats supported by CEFS are two
slightly different Gambit (well known free software library for solving mathematical games)
formats for normal form games. They are well described on Gambit website, so we will not
go into them here. Let us just discourage you from using gambit format. Native format is
much more simple and although Gambit’s format is well specified, almost no game bundled
with it respects it.

Invocation

CEFS can be invoked without any arguments. That means it reads input game from stdin
and does all actions (export and solve reduced game).

If argument -s is used, CEFS only minimizes and solves reduced game, it does not
export it.

Argument -e means that CEFS only minimizes and exports reduced game. Default
behaviour is to export to file reduced. game with mappings in reduced.map.

You can change the file name of reduced game by specifying argument -r filename.
So instead of exporting to reduced.game and reduced.map CEFS exports minimized game
to filename.game and filename.map.

Help can by obtained using argument -h.

Mappings file

To preserve some relation between orginal and reduced game we introduce so called "map-
pings”file. It is created together with file with reduced game and contains information about
correspondence of strategies between both games.

The header is similar to our native file format, it consists of number of players followed
by number of strategies that were not eliminated for each player. Then there are lists of
indices of strategies in original game that correspond to strategies in reduced game.

You can see an example in figure A.5. It says that 4-player game was reduced (first row)
so that zeroth player has two strategies, first player has just one remaining strategy, second
player has five strategies and three strategies of fourth were not eliminated (second row).
Obviously we are indexing from zero. Then you can see that two strategies that remained
for zeroth player originally had indices two and four (third row) and so on.
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Obréazek A.5: Game from table A.4 saved in file

A.5 Conclusion

CE-solver is powerful library for finding Correlated Equilibium. It is very simple to use,
while carefully designed algorithms and data structures preserve efficiency of computation.

In this manual, we described the theoretical background, implementation and usage
of CE-solver library and CEFS utility. It explains the main ideas and functionality and
contains some useful directions for potential modellers.
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