
VYSOKÉ UČENI TECHNICKE V BRNE 
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY 

FAKULTA INFORMAČNÍCH TECHNOLOGII 
ÚSTAV INTELIGENTNÍCH SYSTÉMŮ 

FACULTY OF INFORMATION TECHNOLOGY 

DEPARTMENT OF INTELLIGENT SYSTEMS 

IMPLEMENTACE ALGORITMU TEORIE HER 

DIPLOMOVÁ PRACE 
M A S T E R ' S T H E S I S 

AUTOR PRÁCE STANISLAV ŽÍDEK 
A U T H O R 

BRNO 2009 



VYSOKÉ UČENI TECHNICKE V BRNE 
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY 

FAKULTA INFORMAČNÍCH TECHNOLOGIÍ 
ÚSTAV INTELIGENTNÍCH SYSTÉMŮ 

FACULTY OF INFORMATION TECHNOLOGY 

DEPARTMENT OF INTELLIGENT SYSTEMS 

IMPLEMENTACE ALGORITMŮ TEORIE HER 
I M P L E M E N A T I O N O F A G A M E T H E O R Y L IBRARY 

DIPLOMOVÁ PRÁCE 
M A S T E R ' S T H E S I S 

AUTOR PRÁCE STANISLAV ŽÍDEK 
A U T H O R 

VEDOUCÍ PRÁCE Ing. MARTIN HRUBÝ, Ph.D. 
S U P E R V I S O R 

BRNO 2009 



Abst rakt 
Teorie her se b ě h e m doby své existence stala v h o d n ý m n á s t r o j e m pro mode lován í různých 
s i tuací , k t e r é obnášej í r ozhodován í rac ioná ln ích entit - h r á č ů . U p l a t n ě n í v praxi je bohuže l 
l imi továno velikostí her, jež jsme schopni se současnou technikou s p o č í t a t . Tato d ip lomová 
p ráce se zaměřu je na kore lované ekv i l ib r ium v n e k o o p e r a t i v n í c h h r á c h a klade si za cíl 
vy tvo ř i t knihovnu, k t e r á bude schopna co nejefektivněji toto ekv i l ib r ium hledat. 

Abstract 
Game theory has become very powerful tool for model l ing decision-making situations of 
rat ional players. However, pract ical applications are strongly l imi ted by the size of part icular 
game, which is connected to the computat ional power of computers nowadays. A i m of this 
master's thesis is to design and implement a library, which would be able to find correlated 
equil ibria in as complex non-cooperative games as possible. 
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Kapitola 1 

Úvod 

Teorie her se se zvyšován ím v ý k o n u m o d e r n í c h p o č í t a č ů s t á v á m o c n ý m n á s t r o j e m pro mo
delování a simulaci rozhodovac ích s i tuac í v r o z m a n i t ý c h oborech l idského z k o u m á n í , od 
ekonomie po biologii . Zároveň modely reálných p r o b l é m ů dosahuj í obrovské velikosti stavo
vého prostoru, k t e r ý se n a p ř í k l a d v ů b e c n e m u s í vejít do p a m ě t i poč í t ače , o časové n á r o č n o s t i 
nemluvě . 

Tato d ip lomová p r á c e se k o n k r é t n ě zaměřu je na h ledán í kore lovaného ekvi l ibr ia , jed
noho z k o n c e p t ů rovnovážných b o d ů ana lyzovaných teor i í her. N a toto ekv i l ib r ium jsme ze 
zaměři l i p ř e v á ž n ě z toho d ů v o d u , že se j e d n á o koncept s k u t e č n ě použ ívaný v praxi a m á m e 
p ř í s t u p ke h r á m , k t e r é jsou součás t í r eá lných m o d e l ů . Dá le nen í tak n á r o č n é na v ý p o č e t a je 
pro h r á č e a t r a k t i v n í z toho d ů v o d u , že j i m poskytuje lepší zisky oproti n a p ř í k l a d ekvi l ibr iu 
Nashovu. 

Za konečný cíl si klademe vy tvo řen í op t ima l i zované , p řenos i t e lné a snadno použ i t e lné 
knihovny či n á s t r o j e pro řešení t ě ch to p r o b l é m ů . To m ů ž e bý t pro řešení p r a k t i c k ý c h m o d e l ů 
velmi už i t ečné , p ro tože tyto p r o b l é m y bývaj í tak rozsáhlé , že jsou v č is té p o d o b ě př i výkonu 
současných p o č í t a č ů v p o d s t a t ě neřeš i te lné . N a š t ě s t í exis tuj í metody redukce s tavového 
prostoru her ( k t e r ý m i se budeme z a b ý v a t ) , jež zachovávaj í ekvivalenci vzhledem k chování 
h ráčů , d íky čemuž ř e šen ím r e d u k o v a n é hry d o s t á v á m e s te jné výsledky, jako u hry p ů v o d n í . 
Velký v l i v rovněž m á s a m o t n ý z p ů s o b implementace, n a p ř í k l a d použ i t í efekt ivních d a t o v ý c h 
struktur a a lgo r i tmů či paralelizace v ý p o č t u . K a ž d é zrychlení tak zvětšuje m n o ž i n u her, jež 
jsme schopni vyřeš i t , a t í m n á m umožňu je zkoumat komplexnějš í rozhodovac í situace. 

V tomto textu se nejdř íve v kapitole 2 z a m ě ř í m e na popis oboru studia teorie her. V y m e 
z íme si dů lež i té pojmy a koncepty, k t e r é budeme dá le použ íva t ve zby tku p r á c e (korelované 
ekvi l ibr ium, d o m i n o v a n á s t ra tegie . . . ) . Rozebereme pr incip metody eliminace dominova
ných s t ra teg i í , jež dokáže čas to velmi v ý r a z n ě zredukovat velikost s tavového prostoru hry, 
aniž by se rozhodován í h r á č ů v r e d u k o v a n é h ř e ně jak lišilo od toho ve h ř e p ů v o d n í . 

K a p i t o l a 3 rozeb í rá t eore t ické p ř edpok l ady , ze k t e r ý c h jsme př i t v o r b ě výs l edného ná
stroje vycházel i . P o j e d n á v á o l i neá rn ím p r o g r a m o v á n í , což je op t ima l i začn í metoda pro nás 
za j ímavá z toho d ů v o d u , že p r o b l é m h ledán í kore lovaného ekvi l ibr ia lze převés t na p r o b l é m 
l ineárn ího p r o g r a m o v á n í . Dá le se tato kapitola věnuje popisu G-matice, struktury, jež je uži
t e č n á jak pro reprezentaci v ícehráčových her ve d v o u r o z m ě r n é p o d o b ě , tak pro z m í n ě n o u 
transformaci na p r o b l é m l ineá rn ího p r o g r a m o v á n í . Z a b ý v á m e se zde rovněž popisem sys
t é m u OpenMP, k t e r ý je v h o d n ý pro paralelizaci p r o g r a m ů v jazyce C / C + + na para le ln ích 
a r c h i t e k t u r á c h se sd í lenou p a m ě t í . 

V kapitole 4 je p o p s á n a k o n k r é t n í implementace dů lež i tých čás t í n á s t r o j e . P řesně j i se 
zabývá jeho celkovou koncepcí , p o u ž i t ý m i d a t o v ý m i s t rukturami a t a k é de t a i lně popisuje 
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důlež i té algoritmy použ ívané př i řešení . Dá le rozeb í rá z p ů s o b využ i t í paralelizace a záleži
tosti s ní spo jené , p ř e d e v š í m synchronizaci v láken př i v ý p o č t u . Je zde t a k é n a č r t n u t z p ů s o b 
použ i t í n á s t r o j e , k o n k r é t n ě m o ž n o s t i z a d á n í v s t u p n í hry, specifikace p a r a m e t r ů řešení , spu
š tění s a m o t n é h o v ý p o č t u a získání s p o č í t a n ý c h výs ledků . Nakonec jsou p o p s á n y dva dalš í 
j e d n o d u c h é n á s t r o j e , k t e r é jsme b ě h e m p r á c e vytvoř i l i , jeden pro a n a l ý z u her z hlediska 
dominance a d r u h ý pro řešení p r o b l é m ů l ineá rn ího p r o g r a m o v á n í z a m ě ř e n ý na ř ídké pro
blémy. 
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Kapitola 2 

Teorie her a nekooperativní hry 

Teorie her je d isc ip l ína ap l ikované matematiky, k t e r á se z a b ý v á r o z h o d o v á n í m ú č a s t n í k ů 
(h ráčů) v k o n k r é t n í si tuaci. Hráč i ma j í k dispozici u r č i t o u m n o ž i n u s t ra teg i í a už i t ek z h r a n í 
hry k a ž d é h o z nich závisí i na vo lbách všech o s t a t n í c h h r áčů . 

Vzhledem k tomu, že jednou z jej ích p rvn í ch a nejdůleži tě jš ích apl ikací je mode lován í 
c h o v á n í / r o z h o d o v á n í ekonomických s u b j e k t ů v p r o s t ř e d í t r žn í ekonomiky, m ů ž e m e si hru 
p ř e d s t a v i t n a p ř í k l a d jako několik v ý r o b c ů s te jného ( p o d o b n é h o ) v ý r o b k u , k te ř í se rozhoduj í , 
kolik k u s ů ma j í vyrobi t . K a ž d ý z v ý r o b c ů m ů ž e m í t j inou v ý r o b n í kapaci tu a j iné v ý r o b n í 
nák lady , zá roveň t a k é všichni zohledňuj í cenu v ý r o b k u , k t e r á bude záviset na nab ídce , tedy 
p o č t u kusů , jež vy rob í všichni dohromady. 

Ukáza lo se, že mode lovac í schopnosti teorie her jsou velmi rozsáhlé , a proto v t é t o 
oblasti p r o b í h a l a p r o b í h á in tenz ivní v ý z k u m . Teorie her na š l a své u p l a t n ě n í v tak odl i šných 
oborech, jako jsou filosofie, biologie, sociologie, pol i t ické vědy, m e z i n á r o d n í vztahy nebo už 
z m í n ě n á ekonomie [7]. 

2.1 Historie 

V z n i k teorie her se datuje do roku 1944, kdy byla v y d á n a kniha Theory of Games and 
Economic Behavior, je j ímiž autory jsou John von Neumann a Oskar Morgenstern. V t é t o 
knize se a u t o ř i zabývaj í p ř e d e v š í m hrami dvou h r á č ů s n u l o v ý m s o u č t e m . 

J e d n í m z nejdůleži tě jš ích m o m e n t ů historie pak bylo vy tvo řen í konceptu Nashova ekvi-
l ibr ia (podle Johna Nashe), k t e r é je ap l ikovate lné na mnohem širší škálu her než p ů v o d n í 
k r i t é r u m , n a v r h o v a n é ve z m í n ě n é knize. 

V p a d e s á t ý c h letech d v a c á t é h o s to le t í zaži la teorie her velmi rychlý vývo j , bylo před
staveno několik velmi dů lež i tých k o n c e p t ů , jako n a p ř í k l a d ex tenz ivn í forma her, opakované 
hry nebo Shapleyho hodnota. Rověž se objevily p r v n í aplikace v polit ice a filosofii. 

V šedesá tých letech Reinhard Selten objevi l p o d h e r n ě dokona lé ekv i l ib r ium (subgame 
perfect ekvilibrium) a John Harsanyi v y v i n u l a zkoumal Bayesovské hry. 

S e d m d e s á t á l é ta p ř ines la p r v n í aplikace v oblasti biologie, p ř e d e v š í m John M a y n a r d 
Smi th a jeho evolučně s tab i ln í ekvi l ib r ium. Dá le se objevilo kore lované ekv i l ib r ium a byly 
ana lyzovány principy common knowledge ( společné znalosti). 

Za poznatky v oblasti teorie her byly udě leny již t ř i Nobelovy ceny za ekonomii, p r v n í v 
roce 1994 (pánové Nash, Selten a Harsanyi) , d r u h á v roce 2005 (pánové Shelling a Aumann) 
a z a t í m pos ledn í v roce 2007 (pánové Myerson, Hurwicz a Mask in ) [7]. 
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2.2 Typy her a jejich reprezentace 

Za t é m ě ř s to le t í existence teorie her vzniklo velmi mnoho t y p ů her a kr i tér i í pro jejich 
klasifikaci, s te jně jako i několik různých forem jejich zápisu . V t é t o čás t i si p ř e d s t a v í m e 
a lespoň ty nej významně j š í z nich. 

2.2.1 Z p ů s o b y reprezentace her 

N o r m á l n í ( s t r a t e g i c k á ) forma 

Tato forma je v h o d n á pro reprezentaci her, kde h ráč i volí své strategie všichni zá roveň 
(nebo p o s t u p n ě , ale bez znalosti voleb o s t a t n í c h h r á č ů ) . H r a dvou h r á č ů je v t é t o formě 
vě t š inou zobrazena jako matice, kde ř á d k y reprezen tu j í strategie p r v n í h o h ráče , sloupce 
strategie d r u h é h o h r á č e a po ložky v mat ic i se řazené u ž i t k y j edno t l i vých h r á č ů př i d a n é m 
s t r a t eg i ckém profilu (definice s t r a t eg ického profilu pozdě j i ) . P ř í k l a d m ů ž e m e v idě t v tabulce 
2.1. J e d n á se o hru dvou h r á č ů , ve k t e r é k a ž d ý h r á č m á na v ý b ě r dvě strategie - p r v n í h r á č 
Nahoru a Dolů, d r u h ý h r á č Doleva a Doprava. P ř i j akékol iv volbě s t r a t eg i í obou h r á č ů m á 
p rvn í h r á č v ž d y už i t ek 1 a d r u h ý 2. 

H r á č 2 hraje Doleva H r á č 2 hraje Doprava 
H r á č 1 hraje N a h o r u 1, 2 1, 2 

H r á č 1 hraje D o l ů 1, 2 1, 2 

Tabulka 2.1: P ř í k l a d hry dvou h r á č ů v n o r m á l n í (s t ra tegické) formě 

E x t e n z i v n í forma 

P o k u d z k o u m á m e hry, ve k t e r ý c h hráč i volí své strategie v u r č i t é m p o ř a d í a v o k a m ž i k u t é t o 
volby ma j í u r č i t ou informaci o tom, jak vo l i l i p ředchozí , je v h o d n é použ í t p r ávě ex tenz ivn í 
formu. Vě t š inou se zobrazuje jako strom, ve k t e r é m uzly jsou okamž iky r o z h o d n u t í u r č i t ého 
h ráče a hrany vedoucí k p o t o m k ů m jsou j edno t l ivé strategie. N a p ř í k l a d na o b r á z k u 2.1 
v id íme , že v d a n é h ř e nejdř íve p r v n í h r á č zvolí jednu ze s t ra teg i í F nebo U , a nás l edně 
d r u h ý h r á č zvolí ze s t ra teg i í A a R . 

5; 5 0;0 8; 2 0; 0 

O b r á z e k 2.1: H r a v ex tenz ivn í formě ( p ř e v z a t o z [ ]) 

F o r m a d a n á charakteristickou f u n k c í 

U k o o p e r a t i v n í c h her je už i t ek koalic z a d á n charakteristickou funkcí tvaru / : 2^ —> R, kde 
Q je m n o ž i n a h r áčů . 
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2.2.2 T y p y her 

K o o p e r a t i v n í vs. n e k o o p e r a t i v n í hry 

U k o o p e r a t i v n í h her h r áč i tvoř í koalice, ve k t e r ý c h si rozděl í zisk d a n ý charakteristickou 
funkcí. Z á k l a d n í m p ř e d p o k l a d e m př i řešení je vy tvo řen í j e d n é velké koalice (grand coalition), 
ve k t e r é si h ráč i rozděl í zisk u r č i t ý m z p ů s o b e m tak, aby to bylo „p ro všechny v ý h o d n é " . 

Existuje několik z p ů s o b ů , jak tuto v ý h o d n o s t v n í m a t , respektive jak říci, zda d a n é 
rozdělení z isku je férové: [ ] 

• S t a b i l n í m n o ž i n a (stable set) je m n o ž i n a v e k t o r ů rozdělení zisku, k t e r á splňuje 
k r i t é r ia vn i t ř n í a vnější stability. Vektor rozdělení a dominuje 6, pokud m ů ž e skupina 
h r á č ů vy tvo ř i t v l a s tn í menš í koal ici , ve k t e r é d o s á h n e k a ž d ý vě tš ího zisku. V n i t ř n í 
s tabil i ta označu je situaci, kdy ž á d n ý vektor rozdělení ve s tab i ln í m n o ž i n ě není domi
nován j i n ý m vektorem z t é t o množiny . Vnější s tabi l i ta ř íká to, že neexistuje vektor 
rozdělení , k t e r ý by nebyl ve s tab i ln í m n o ž i n ě a zá roveň nebyl d o m i n o v á n ž á d n ý m 
vektorem ze s tab i ln í množiny . Tento pr incip b y l v y t v o ř e n p rávě J . von Neumannem 
a O . Morgensternem v jejich s lavné knize [ ], k t e r á dala zák l ad celé discipl íně teorie 
her. 

• J á d r o (core) je m n o ž i n a v e k t o r ů rozdělení , pro kterou p la t í , že ž á d n á o d t r h n u v š i se 
koalice nebude mí t větší zisk, než je součet z isků jejich členů za současného rozdělení . 

• S i l n é e - jádro nav íc p o č í t á s u r č i t o u pokutou za o p u š t ě n í velké koalice. Nutno po
dotknout, že tato pokuta m ů ž e bý t i z á p o r n á . M ů ž e m e pak hledat ne jmenš í j á d r o 
(least-core), což je n e p r á z d n é silné e-jádro pro ne jmenš í hodnotu e. 

• Shapleyho hodnota v y p o č í t á v á zisk j edno t l i vých h r á č ů ve velké koalici podle jejich 
p ř ínosu k celkovému už i tku . 

• Kerne l je m n o ž i n a rozdělení zohledňující jakousi vy jednávač i sílu k a ž d é h o h ráče 
vzhledem k j i n é m u . 

• J a d é r k o (nucleolus) použ ívá lexikografické seřazení rozdí lů už i tků , k t e r é získají 
koalice o d t r ž e n í m od velké koalice, k na lezení u n i k á t n í h o rozdělení . 

Ve zbytku p r á c e se budeme z a b ý v a t h rami n e k o o p e r a t i v n í m i , ve k t e rých se hráč i roz
hoduj í pro n ě k t e r o u ze svých s t ra teg i í tak, aby dosáh l i co ne jvě tš ího zisku. Tento zisk je 
d á n volbami s t ra teg i í všech h r á č ů . P o k u d se tedy budeme na k o o p e r a t i v n í hry d íva t jako 
na h l edán í j akéhos i konsensu o rozdělení celkového zisku mezi všemi hráč i , n e k o o p e r a t i v n í 
hry m ů ž e m e v n í m a t jako ind iv iduá ln í h l edán í ne jvhodnějš ích s t ra teg i í j e d n o t l i v ý m i h ráč i 
za z n á m ý c h p o d m í n e k (zisky př i vo lbách všech h r á č ů ) . Vě t š inou neexistuje mechanismus, 
j enž by dokáza l vynut i t spo luprác i , a pokud ano, h ráč i jej budou respektovat pouze tehdy, 
pokud to pro n ě bude v ý h o d n é . H r á č tedy na spo lup rác i nema j í př í l i šný zá j em a každý 
hraje čis tě za sebe tak, aby „u rva l co největš í sousto". 

2.2.3 S y m e t r i c k é vs. a s y m e t r i c k é h r y 

Symetrickou hru m ů ž e m e v n í m a t jako hru, kde jsou p o d m í n k y pro všechny h r á č e naprosto 
s te jné . Definuje se jako hra, ve k t e r é m ů ž e bý t l ibovolně z m ě n ě n o p o ř a d í h r á č ů a už i t ek př i 
tom z ů s t a n e pro jakoukoliv volbu s t r a t eg i í stejný. 

Asymet r i cké hry tuto vlastnost nesplňuj í . 
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2.2.4 S i m u l t á n n í vs. s e k v e n č n í ( d y n a m i c k é ) h r y 

U s i m u l t á n n í c h her h ráč i volí svou strategii bez znalosti volby o s t a tn í ch , k d e ž t o u her 
sekvenčních ně jakou informaci něk te ř í h ráč i ma j í (ne n u t n ě p ře sné tahy zvolené h ráč i p ř e d 
nimi) . 

Tento rozdí l se vě t š inou projevuje i v zápisu , kdy pro hry s i m u l t á n n í se použ ívá n o r m á l n í 
forma a pro hry sekvenční ex tenz ivn í forma. 

2.3 Nekooperativní hra v normální formě 

Definujme si fo rmálně n ě k t e r é dů lež i t é pojmy, a posléze n e k o o p e r a t i v n í hru n h r á č ů v 
n o r m á l n í formě jako celek. 

2.3.1 H r á č i 

Nechť Q je m n o ž i n a všech h r á č ů d a n é hry a n = \Q\ je p o č e t h r á č ů . Vě t š inou budeme 
označova t h r á č e p ř i rozenými čísly, tedy Q = {1,2, ...,n}. 

2.3.2 Strategie 

Nechť Sp (p G Q) je m n o ž i n a ryzích s t r a t eg i í ( někdy n a z ý v á n a t a k é m n o ž i n o u akcí [ ] ) dos tupných 
hráč i p. Ryz í strategie (pure stratégy) h r á č e p specifikuje jednu z možnos t í chování h ráče 
př i h r a n í hry, j e d n o z n a č n ě určuje , kterou strategii zvolí. P o k u d dá le budeme hovoř i t o stra
tegi ích bez dalš ích upřesněn í , budeme m í n i t p r á v ě strategie ryzí. 

Mě jme \SP\ = k. Smíšená strategie (mixed stratégy) h r á č e p je pak fc-tice obecně reá lných 
čísel, x = (xi,..., Xk) t aková , že p la t í 

k 

V j e { 1 , . . .,k} : 0 < XJ < 1. (2.2) 

I n t u i t i v n ě lze smíšenou strategii t a k é v n í m a t jako rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i nad jednot
l ivými strategiemi ryz ími . 

Ryzí strategii m ů ž e m e t í m p á d e m považova t za speciá ln í p ř í p a d strategie smíšené (po
kud je p r a v d ě p o d o b n o s t h r a n í j e d n é ryzí strategie rovna j e d n é a p r a v d ě p o d o b n o s t h r a n í 
všech o s t a t n í c h nu lová) . 

N a z v ě m e 
S = Y\Si = S 1 x S 2 x . . . x S n (2.3) 

s t r a t e g i c k ý m prostorem hry a jeho p rvky s E S s t r a t eg i ckými profily (nebo t a k é jen profily). 
Č a s t o se n á m je š t ě bude hodit značen í 

s-p= 11 Si, (2.4) 

jež značí ka r t éz ský součin s t ra teg i í všech h r á č ů k r o m ě p - t é h o ve s t r a t e g i c k é m profilu s. 
I n t u i t i v n ě na tento součin m ů ž e m e pohl íže t jako na kontext, v n ě m ž se p-tý h r á č rozhoduje. 
Dá le nechť (Sp,S-p) značí s t r a t eg ický profil, k t e r ý vznikne z profilu s n á h r a d o u strategie 
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p - t é h o h r á č e za s^. Takto budeme znač i t situaci, kdy se h r á č p odchýl í od s t r a t eg ického 

profilu t í m , že hraje strategii sk. 
O z n a č m e dá le S-p = | J S-p m n o ž i n u s i tuac í , k t e r é mohou pro h r á č e p p ř i r ozhodován í 

nastat. 

2.3.3 F u n k c e u ž i t k u 

Nechť up je funkce u ž i t k u h r á č e p, up : S —> M . Tato funkce u d á v á už i t ek ( t aké n a z ý v a n ý 
zisk) h r á č e p v závislost i na n a s t a l é m s t r a t eg i ckém profilu (tedy v závislost i na s t r a teg i í ch 
zvolených j í m i všemi o s t a t n í m i h ráč i ) . 

O z n a č m e pro jednoduchost n- t ic i funkcí už i t ku jako 

U = (u1,...,un). (2.5) 

2.3.4 Def inice h r y 

N e k o o p e r a t i v n í hru v n o r m á l n í formě pak m ů ž e m e definovat jako t roj ic i G = (Q, S, U). 

Definice 1 Nekooperativní hru v normální formě definujeme jako trojici 

G=(Q,S,U), (2.6) 

kde 

1. Q je množina hráčů, 

2. S je strategický prostor hry a 

3. U je n-tice funkcí užitku. 

2.4 Ekvilibrium 

Máme- l i z a d á n u hru, n a p ř í k l a d jako model r eá lné situace, j i s t ě bychom rád i p ředpovědě l i , 
jak se j edno t l iv í h ráč i budou v t é t o situaci chovat, neboli hru vyřeši l i . A b y c h o m to dokázal i , 
m u s í m e se rozhodnout, j a k ý m i pr incipy se bude ř íd i t r ozhodován í h r áčů . 

V teorii her se p ř e d p o k l á d á r ac ioná lnos t všech h r á č ů (někdy n a z ý v a n á rac ioná lnos t í 
voleb h r á č ů [20]). T a ř íká, že k a ž d ý h r á č bude h r á t tak, aby maximal izoval svůj už i tek 
(nebude volit tak, aby jeho už i t ek b y l menš í než př i j iné vo lbě) , p ř i čemž je schopen p r o v á d ě t 
jakkol iv s loži té úvahy, aby tohoto cíle dosáh l . 

I p ř i r ac ioná lnos t i h r á č ů existuje mnoho p ř í s t u p ů , jak modelovat jejich rozhodován í . 
M u s í m e si u v ě d o m i t , že volba p ř í s t u p u je velmi p o d s t a t n á záleži tos t a m ů ž e si lně ovl ivni t 
na lezený výsledek. 

Koncept ekvi l ibr ia p ř eds t avu j e nejčastějš í z p ů s o b řešení m a t e m a t i c k ý c h her. E k v i l i b 
r i um obecně značí stav s y s t é m u , ve k t e r é m jsou všechny síly v rovnováze . V kontextu her 
to m ů ž e m e v n í m a t jako situaci, v níž všichni h ráč i dosáh l i bodu, kdy n e m ů ž o u dá le zvýši t 
svůj už i tek . 

P ř e d s t a v í m e si několik ne jznámějš ích ekvil ibri í už ívaných pro řešení n e k o o p e r a t i v n í c h 
her. 
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2.4.1 N a s h o v o e k v i l i b r i u m 

Definice 2 Strategický profil s* = (s^,..., s*) je Nashovým ekvilibriem v ryzích strategiích 
hry G, pokud platí, že 

VpeQ :Vs' e Sp: up(s*p) > up(s', s*_p). (2.7) 

Neformálně řečeno, Nashovo ekv i l ib r ium je s t r a t eg ický profil , ve k t e r é m si ž á d n ý h r á č 
n e m ů ž e po lepš i t , pokud změní svou strategii a o s t a t n í z ů s t a n o u u svých. J inak řečeno , 
strategie h r á č e je nejlepší odpověd í (best-response) na strategie o s t a t n í c h h r á č ů v tomto 
ekvi l ibr iu . 

M u s í m e si u v ě d o m i t , že v ž á d n é m p ř í p a d ě neza ruču je h r á č ů m nejlepší m o ž n é zisky. 
P o k u d se p o d í v á m e n a p ř í k l a d na jednu z ne jznámějš ích her, Vězňovo di lema (2.2), je j ímž 
N a s h o v ý m ekvi l ibr iem je profil (Kolaborovat , Kolaborovat) , v id íme , že by se do tyčn í h ráč i 
mohl i m í t mnohem lépe v p ř í p a d ě , že by oba „za t louka l i " . Avšak m o ž n o s t zrady je příl iš 
lákavá, p ř i z a t l oukán í si m ů ž e k te rýkol iv h r á č polepš i t ko laborac í , a proto tento profil i p řes 
lepší u ž i t k y N a s h o v ý m ekvi l ibr iem není. 

V ě z ň o v o dilema Zatloukat Kolaborovat 
Zatloukat -1,-1 -10, 0 

Kolaborovat -10, 0 -5, -5 

Tabulka 2.2: Vězňovo di lema - dva muž i jsou za t čen i za zločin, n i c m é n ě policie n e m á 
dostatek d ů k a z ů pro to, aby by l i za tento zločin odsouzeni. Jsou držen i v oddě lených celách 
a k a ž d ý dostane n a b í d k u : pokud bude svědči t prot i d r u h é m u a ten bude zap í r a t , bude 
svědek p r o p u š t ě n a kolega zavřen na 10 let. P o k u d budou oba zatloukat, budou odsouzeni 
za d r o b n ý zločin na 1 rok. V p ř í p a d ě , že by oba chtěl i svědči t prot i d r u h é m u , dostanou 5 
let ža láře . 

2.4.2 P o d h e r n ě d o k o n a l é e k v i l i b r i u m 

P o d h e r n ě dokona lé ekvi l ibr ium, n ě k d y t a k é n a z ý v a n é p o d h e r n ě dokona lé Nashovo ekvil ib
r i um {subgame perfect (Nash) equilibrium), vzniklo zp ř í sněn ím p o d m í n e k Nashova ekvi l ibr ia 
pro sekvenční hry. 

Toto ekv i l ib r ium požadu je , aby strategie byly nav íc v ekvi l ibr iu i pro všechny podhry, 
a eliminuje tak m o ž n o s t j akýchs i nelogických hrozeb, p ř i k t e rých jsou strategie v ekvi l ib r iu 
v u r č i t ou chvíli i rac ionální . 

2.4.3 K o r e l o v a n é e k v i l i b r i u m 

Kore lované ekv i l ib r ium navrhl v roce 1974 Rober t A u m a n n . N a rozdí l od předchoz ích dvou, 
ve k t e rých neexistoval ž á d n ý mechanismus synchronizace voleb h r á č ů , u tohoto všichni h ráč i 
zpozoruj í s ignál , k t e r ý j i m určí , kterou strategii p o u ž í t [1]. 

Zmíněný s ignál tedy v p o d s t a t ě vybere s t r a t eg ický profil, k t e r ý se bude h r á t , a rozešle 
p ř í s lušné strategie p ř í s l u š n ý m h r á č ů m . E k v i l i b r i u m po tom tkv í v p r a v d ě p o d o b n o s t i v ý b ě r u 
j edno t l i vých profilů - pro všechny h r á č e nesmí existovat výhodně j š í strategie než o b d r ž e n á 
v s ignálu . 
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Definice 3 Mějme hru G = (Q, S, U). Rozdelení pravděpodobnosti P nad strategickými 
profily S je korelovananým ekvilibriem právě tehdy, když 

V p e Q r V s V eSp: ^ ]T P(si, s . ^ - u ^ , s.p), (2.8) 
s—p(ž.S—p s—p£žS—p 

kde P (s) je pravděpodobnost hraní profilu s při rozdělení pravděpodobnosti P. 

Nashovo vs. k o r e l o v a n é ekvi l ibrium 

Kore lované ekv i l ib r ium p ředs t avu j e obecnějš í koncept, než Nashovo ekvi l ib r ium (ve smíše
ných s t ra teg i ích) [6]. P l a t í , že každé Nashovo ekv i l ib r ium (ve smíšených s t ra teg i ích) je 
zároveň kore lovaným ekvi l ibr iem (po n e z b y t n é m p ř e p o č t u p r a v d ě p o d o b n o s t í h r a n í strate
gií na p r a v d ě p o d o b n o s t i h r a n ý c h profi lů) . V ý h o d o u kore lovaného ekvi l ibr ia je rovněž nižší 
v ý p o č e t n í s loži tost jeho h ledán í [19]. 

Kore lované ekv i l ib r ium umožňu je , aby hráč i dosáh l i celkově vě tš ího zisku než u ekvil ib
r ia Nashova. D ů v o d e m je existence d ů v ě r y h o d n é h o synchron izačn ího mechanismu (zmíně
ného s igná lu) , j enž m ů ž e čás t ečně eliminovat nutnost vysoké podez í ravos t i h r á č ů vůči sobě 
n a v z á j e m a z toho p lynouc í h r a n í „bezpečně j š í ch" s t ra teg i í , k t e r é nep ř inesou tak vysoký 
uži tek , ale h r á č ů m d o s t a t e č n ě „kryjí z á d a " . 

V e z m ě m e z n á m o u hru „ C h i c k e n " jako p ř ík l ad (viz tabulku 2.3). V t é t o h ř e existuj í t ř i 
Nashova ekvi l ibr ia : dvě ryzí (Uhnout, Neuhnout) a (Neuhnout, Uhnout) a jedno smíšené , 
ve k t e r é m k a ž d ý z h r á č ů neuhne s p r a v d ě p o d o b n o s t í 1/3 [9]. M ů ž e m e s p o č í t a t , že p r ů m ě r n ý 
už i tek h r á č ů je 4,5 u ryzích a 32/9 = 3,55 u smíšeného ekvi l ibr ia . 

H r a „ C h i c k e n " Neuhnout Uhnout 
Neuhnout 0, 0 7, 2 

Uhnout 2, 7 6, 6 

Tabulka 2.3: H r a „ C h i c k e n " - dva hráč i se prot i sobě rozjedou v autech; pokud jeden z nich 
uhne d r u h é m u , je n a z v á n z b a b ě l c e m (v or iginále „chicken" , od tud n á z e v hry) , když neuhne 
žádný, zabij í se. 

Nyn í v e z m ě m e kore lované ekvi l ibr ium, ve k t e r é m se bude h r á t profil (Neuhnout, Neuh
nout) s p r a v d ě p o d o b n o s t í 1/2 a profily (Uhnout, Neuhnout) , (Neuhnout, Uhnout) s prav
d ě p o d o b n o s t í 1/4. P r ů m ě r n ý už i t ek pak bude 1 / 4 - 7 + 1 / 4 - 2 + 1/2- 6 = 5,25. 

Vid íme , že p r ů m ě r n ý už i t ek h ráče je v tomto kore lovaném ekvi l ib r iu větší , než v ekvi-
l ibriích Nashových . 

J e š t ě si pro j i s to tu ověřme, že toto rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i je s k u t e č n ě kore lovaným 
ekvil ibr iem: 

1. Hráč i př i jde s ignál Uhnout - pokud se j í m bude ř íd i t , jeho p r ů m ě r n ý už i tek bude 
1/3 • 2 + 2/3 • 6 = 14/3, pokud ne, zisk bude s te jný (7 • 2/3 + 0 • 1/3 = 14/3). 

2. Hráč i př i jde s ignál Neuhnout - pokud se j í m bude ř íd i t , jeho p r ů m ě r n ý už i t ek bude 
7, pokud ne, získá p r ů m ě r n ě 6. 

V id íme , že p o d m í n k a (2.8) p la t í , d a n é rozdělení je tedy kore lovaným ekvi l ibr iem. 
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2.5 Dominance strategií a redukce velikosti hry 

V t é t o čás t i se budeme z a b ý v a t v y u ž i t í m racionali ty h r á č ů a pr inc ipu dominance s t ra teg i í 
ke zmenšen í velikosti hry. 

2.5.1 S t r i k t n í a s l a b á d o m i n a n c e 

Definice 4 Říkáme, že strategie sp hráče p s t r i k t n ě dominuje jeho strategii s^ právě teháy, 
když 

V s _ p G S-p : Up(sp\ s-p) > up(Sp, -p). (2.9) 

Strategii sp pak nazýváme s t r i k t n ě d o m i n a n t n í a strategii s^ s t r i k t n ě dominovanou. 

Neformálně řečeno, strategie je s t r i k t n ě d o m i n o v á n a v p ř í p a d ě , že existuje j i n á strategie, 
k t e r á v každé situaci p ř ináš í h ráč i větší zisk. 

Definice 5 Strategie sp hráče p slabě áominuje strategii s^ právě tehdy, když 

V s _ p G S-p : Up(sp, s-p) > up(Sp, -p), (2.10) 

a zároveň 

3s-p e S-p : Up(sp, s-p) > up(sp, -p). (2.11) 

Strategii sp nazýváme s l abě d o m i n a n t n í a strategii s^ s l abě dominovanou. 

2.5.2 E l i m i n a c e d o m i n o v a n ý c h s t r a t e g i í 

V t é t o čás t i se s e z n á m í m e s dů lež i tou technikou p o u ž í v a n o u pro „ z m e n š e n í " rozsáhlé hry, 
kterou chceme vyřeš i t . 

Racionalita h r á č ů 

Za p ř e d p o k l a d u rac ioná ln ích h r á č ů , k t e r ý jsme si vys lovi l i , je j a sné , že ž á d n ý h r á č nebude 
h r á t s t r i k t n ě dominovanou strategii - v každé situaci, kdy by mě l h r á t dominovanou stra
tegii, si m ů ž e polepš i t t í m , že zvolí strategii d o m i n a n t n í . 

Redukce velikosti hry 

P ř e d p o k l a d racionali ty všech h r á č ů n á m m ů ž e velmi v ý r a z n ě pomoci zredukovat velikost 
hry, kterou chceme vyřeš i t . 

V e z m ě m e si n a p ř í k l a d hru v tabulce 2.4. P o k u d se na n i z a m ě ř í m e podrobně j i , z j is t íme, 
že strategie A řádkového h r á č e je s t r i k t n ě d o m i n o v á n a s t ra teg i í B - ať zvolí s loupcový h r á č 
jakkol iv , vždy m á ř á d k o v ý h r á č větší už i t ek z h r a n í B (2 > 1 A 3 > 2). O b a h ráč i si tohoto 
faktu jsou vědomi , proto ř á d k o v ý h r á č n ikdy nebude h r á t strategii A a s loupcový s t í m 
poč í t á . Strategie A n e m á v l iv na výs ledek a m ů ž e m e j i s k l idem v duš i vypust i t . 

H r a se n á m zmenš i l a do podoby zachycené v tabulce 2.5. V t é t o chvíli ř ádkový h r á č 
n e m á ž á d n o u d o m i n a n t n í strategii, n i c m é n ě s loupcový ano - strategie D s t r i k t n ě dominuje 
strategii E . 

V š i m n ě m e si , že strategie E v p ů v o d n í h ř e r o z h o d n ě nebyla dominovanou, v p ř í p a d ě , 
kdy by ř ádkový h r á č h r á l strategii A , by s loupcovému př ines la větší už i tek . Možnos t její 

12 



D E 
A 1, 3 2, 5 
B 2, 2 3, 1 
C 3 , 4 2, 3 

Tabulka 2.4: P ř í k l a d redukce hry e l iminací s t r i k t n ě d o m i n o v a n ý c h s t r a t eg i í (krok 1) 

D E 
B 2, 2 3, 1 
C 3 , 4 2, 3 

Tabulka 2.5: P ř í k l a d redukce hry e l iminací s t r i k t n ě d o m i n o v a n ý c h s t r a t eg i í (krok 2) 

eliminace vyplynula až z faktu, že rac ioná ln í ř á d k o v ý h r á č svou strategii A h r á t n ikdy 
nebude. 

M ů ž e m e tedy hru dá le zredukovat, a to do podoby zachycené v tabulce 2.6. 
P ředchoz í e l iminací jsme způsobi l i to, že nyní ( tabulka 2.6) je strategie B řádkového 

h ráče s t r i k t n ě d o m i n o v á n a , opě t tedy m ů ž e m e hru redukovat. V ý s l e d n o u hru již nebudeme 
u v á d ě t v tabulce, považu jeme to za zby tečné . 

D 
B 2, 2 
C 3, 4 

Tabulka 2.6: P ř í k l a d redukce hry e l iminací s t r i k t n ě d o m i n o v a n ý c h s t r a t eg i í (krok 3) 

Dostal i jsme ekv iva len tn í hru, k t e r á n a m í s t o p ů v o d n í c h šesti s t r a t eg ických profilů ob
sahuje profil jediný. V id íme , že se n á m situace s ohledem na řešení hry značně z jednoduš i l a 
a na lezení ekvi l ibr ia v t é t o h ř e bude o dost snadně jš í - p ř i jednom zby lém profilu velmi 
t r iv iá ln í . 

V e l m i dů l ež i t ým poznatkem je, že redukce s tavového prostoru hry na zák ladě el imi
nace d o m i n o v a n ý c h s t ra teg i í je ve své p o d s t a t ě procesem i t e r a t i v n í m , neboť t í m , že ze hry 
o d s t r a n í m e dominovanou strategii, se m ů ž e j i n á strategie j i n é h o h ráče s t á t dominovanou, 
ačkoliv jí zprvu nebyla. 

2.5.3 C o m m o n knowledge 

Jde o důs ledek toho, že p r v n í h r á č ví, v j a k ý c h p o d m í n k á c h se rozhoduje d ruhý . Nav íc tento 
d r u h ý ví, že p r v n í ví, v j a k ý c h p o d m í n k á c h se rozhoduje, a tak bychom mohl i p o k r a č o v a t do 
nekonečna . T é t o si tuaci ř í k á m e common knowledge ( z j ednodušeno na d v o u h r á č o v o u hru). 
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Kapitola 3 

Analýza východisek návrhu 
knihovny 

V t é t o kapitole se z a m ě ř í m e na dů lež i t é aspekty n á v r h u i m p l e m e n t o v a n ý c h n á s t r o j ů . B u 
deme se z a b ý v a t jak t eo re t i ckými zák l ady n ě k t e r ý c h p r o b l é m ů , tak i n ě k t e r ý m i ryze prak
t i ckými zá lež i tos tmi . 

N a š í m úko lem je navrhnout knihovnu, k t e r á bude schopna v „ r o z u m n é m " čase vyřeš i t 
velmi rozsáhlé hry. Z a m ě ř í m e se na v ý p o č e t kore lovaného ekvi l ibr ia , k t e r é podle [ ] p řed
stavuje v h o d n ý koncept řešení her, souvisejících s chován ím h r á č ů (ekonomických s u b j e k t ů ) 
v p r o s t ř e d í t r žn í ekonomiky. 

3.1 Lineární programování 

Lineárn í p r o g r a m o v á n í (linear programming) je op t ima l i začn í technika, k t e r á h l edá e x t r é m 
l ineární funkce př i dod ržen í j i s tých omezení . P a t ř í do skupiny metod použ ívaných v oblasti 
ope račn ího v ý z k u m u (operations/operational research). 

L i n e á r n í m p r o g r a m o v á n í m se zde z a b ý v á m e proto, že velmi úzce souvisí s metodou 
h ledán í kore lovaného ekvi l ibr ia s p o m o c í t a k z v a n é G-matice (viz 3.2). 

P r o g r a m o v á n í T e r m í n „ p r o g r a m o v á n í " se v tomto kontextu použ ívá spíše z historic
kých d ů v o d ů , s p r o g r a m o v á n í m číslicových p o č í t a č ů , jak jej c h á p e m e dnes, n e m á pranic 
spo lečného . Jde o p r o g r a m o v á n í ve smyslu „p l ánován í " , kdy se n a p ř í k l a d p r o b l é m co nej-
efektivnější vý roby p řevede na L P p r o b l é m a výs l edkem je j akýs i „ p l á n " , kolik k t e rých 
v ý r o b k ů vyprodukovat . 

3.1.1 P r o b l é m l i n e á r n í h o p r o g r a m o v á n í ( L P p r o b l é m ) 

Lineárn í p r o g r a m o v á n í h l edá e x t r é m (maximum nebo minimum) l ineární funkce n p r o m ě n 
ných (kr i te r iá ln í funkce) př i dod ržen í m omezení ve formě l ineárn ích rovnic nebo nerovnic 
[8]. L P p r o b l é m se d v ě m a p r o m ě n n ý m i a d v ě m a omezen ími m ů ž e vypadat n a p ř í k l a d takto: 

Maximal izuj te 

př i d o d ržen í 

3x — by 

x + y < 5 

-x + 2y > 12 

5x — 6y = 23 

(3.1) 
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Ř e š e n í m L P p r o b l é m u je vektor hodnot p r o m ě n n ý c h v k r i t e r iá ln í funkci; obecně řešen ím 
n a z ý v á m e jakýkol iv t a k o v ý t o vektor. 

Pokud d a n é řešení splňuje v šechna omezení , jde o tzv. přípustné řešení (feasible solu-
tion). P o k u d nav íc neexistuje p ř í p u s t n é řešení s vě tš í hodnotou kr i te r iá ln í funkce, jde o 
řešení optimální. 

Exis tu j í dvě ne jznámějš í t ř í d y a lg o r i tmů pro řešení L P p r o b l é m ů , a to algori tmy za
ložené na s implexové m e t o d ě , k t e r é fungují na pr incipu p rocházen í po h r a n á c h konvexn ího 
m n o h o s t ě n u ohraniču j íc ího prostor p ř í p u s t n ý c h řešení (řešení splňující všechny omezen í ) , a 
metody založené na vn i t řn í ch bodech (interior point methods), k t e r é procháze j í v n i t ř k e m 
tohoto m n o h o s t ě n u . O b a z p ů s o b y v současné d o b ě dosahuj í obecně s rovna te lných výs ledků 
[8]. Dá le se z a m ě ř í m e na simplexovou metodu z d ů v o d u její r e la t ivn í jednoduchosti a d o b r é 
zdokumentovanosti. 

3.1.2 S i m p l e x o v á m e t o d a 

Tato metoda, kterou v roce 1947 vy tvoř i l George Dantz ig , využ ívá konvexnosti prostoru 
p ř í p u s t n ý c h řešení k jejich j e d n o d u c h é m u p rocházen í (př ičemž se kva l i t a a k t u á l n í h o řešení 
nezhoršuje) a t e s tován í na loká ln í /g lobá ln í op t imum. H l e d á op t imum tak, že p rocház í pro
stor p ř í p u s t n ý c h řešení d a n é h o L P p r o b l é m u (tj. řešení splňujících v šechna omezení ) po 
h r a n á c h konvexního m n o h o s t ě n u , k t e r ý jej ohran iču je [ ]. 

Dá le budeme p ř e p o k l á d a t , že řeš íme m a x i m a l i z a č n í p r o b l é m . M ů ž e m e si to dovolit bez 
ú jmy na obecnosti, neboť k a ž d ý min ima l i začn í L P p r o b l é m m ů ž e m e j e d n o d u š e převés t na 
p r o b l é m max ima l i začn í (prostou inverzí koeficientů k r i t e r iá ln í funkce). 

V k a ž d é m vrcholu se algoritmus mus í rozhodnout, kam p o k r a č o v a t dá le . S m ě r se volí 
tak, aby pokud m o ž n o rostla a r o z h o d n ě neklesala. V u rč i tých p ř ípadech , pokud n a r a z í m e 
na t a k z v a n é degenerované řešení , se m ů ž e s t á t , že se př i k roku metody hodnota nezmění . 

Vzhledem k l inear i tě k r i te r iá ln í funkce i j edno t l i vých omezen í (a z toho vyplývaj íc í 
konvexnosti prostoru) m á řešení L P p r o b l é m u dů lež i tou vlastnost: K a ž d é lokální op t imum 
je zá roveň opt imem g lobá ln ím [12]. D íky tomu m ů ž e m e p o m ě r n ě j e d n o d u š e zjistit, že se 
n a c h á z í m e ve vrcholu rep rezen tu j í c ím o p t i m á l n í řešení; v opt imu jsme, pokud všechny hrany 
vedoucí z p ř í s lušného vrcholu vedou ke snížení hodnoty kr i te r iá ln í funkce - v tom p ř í p a d ě 
jsme v loká ln ím (a pro L P p r o b l é m tedy i v g lobá ln ím) maximu. 

S i m p l e x o v á tabulka 

G e o m e t r i c k ý pohled na řešení je sice použ i t e lný k vysvět len í zák ladn ích p r i n c i p ů d íky své 
názornos t i , n i c m é n ě pro p o č í t á n í rozsáhlejš ích p r o b l é m ů na poč í t ač i příl iš už i t ečný není . 
M n o h e m lepší je „a lgeb ra i cký" p ř í s t u p , kdy se m í s t o pohybu v n r o z m ě r n é m prostoru 
o h r a n i č e n é m hyperrovinami z a m ě ř í m e na operace l ineární algebry s m a t i c í reprezentu j íc í 
a k t u á l n í stav řešení . P ro to se vě t š inou používa j í r ů z n é modifikace t a k z v a n é simplexové 
tabulky (simplex tableau/tablé), jež reprezentuje p r o b l é m a jeho a k t u á l n í řešení (vrchol 
konvexního m n o h o s t ě n u ) ve formě d v o u r o z m ě r n é tabulky. 

Uvažu jme s t a n d a r d n í tvar L P p rob lému: 

Maximal izu j te funkci c T • x 

při d o d ržen í A • x = b (3.2) 

x > 0 
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P ř i řešení se vě t š inou použ ívá tabulka p o d o b n á t é t o : 

/ Z - c i 5 i 

&i , i 
- C l , n 0 

1 o 
(3.3) 

'm,l Q"m,\ 0 1/ 

Z p ř eds t avu j e a k t u á l n í hodnotu kr i te r iá ln í funkce. Čís la p r v n í m ř á d k u c i , . . . c n začínaj í 
n a p ř í k l a d na h o d n o t á c h o p a č n ý c h ke koef ic ientům kr i te r iá ln í funkce a v p r ů b ě h u v ý p o č t u 
udáva j í t a k z v a n é relativní ceny (relative costs) - ty ř íkají , jak s t r m ě se budeme blížit op
t imu, pokud se z a č n e m e pohybovat po př í s lušné h r a n ě . P r v n í , nejlevější sloupec ( & i , . . . bn) 
u d á v á hodnoty p r a v ý c h stran j edno t l i vých omezení a a r j i , . . . ar^n jsou koeficienty jednotl i
vých p r o m ě n n ý c h v r - t é m omezení . J e d n o t k o v á matice na p ravé s t r a n ě obsahuje p o m o c n é 
p r o m ě n n é . 

Jeden krok řešení pak p r o b í h á takto: 

1. Test a k t u á l n í h o řešení na opt imal i tu ( p ř í p a d n ě neomezenost) - v obou p ř í p a d e c h 
algoritmus končí 

2. Určen í p r o m ě n n é , k t e r á do báze vstupuje (sloupec tabulky) 

3. Určen í p r o m ě n n é , k t e r á vystupuje z b á z e ( ř ádek tabulky) 

4. Modifikace tabulky podle v y b r a n é h o pivota (prvku v u r č e n é m sloupci a ř á d k u ) 

J edno t l i vé varianty metody se v p ř e s n é m z p ů s o b u p rováděn í t ě c h t o k roků liší, n i cméně 
s truktura z ů s t á v á s t e jná či velmi p o d o b n á . 

„ N a i v n í " s i m p l e x o v á metoda 

Ne j j e dnoduš š ím řešením, v h o d n ý m n a p ř í k l a d pro p o č í t á n í na pap í ř e , je tato metoda, za
ložená na G a u s s - J o r d a n o v ě el iminaci: 

1. H l e d á m e z á p o r n o u hodnotu v p r v n í m ř á d k u (mimo Z). P o k u d jsou všechny prvky 
k ladné , dosáh l i jsme o p t i m á l n í h o řešení . 

2. Vybereme sloupec takový, že m á na p r v n í m m í s t ě z á p o r n é číslo (označme jej j). 

3. P ro určení ř á d k u postupujeme tak, že h l e d á m e takové i , pro k t e r é je vý raz h/ajj 
min imá ln í , a zá roveň aij > 0, tedy: 

Pokud takové i neexistuje, našl i jsme n e o m e z e n é řešení . 

4. V y b r a n ý m pivotem je pak prvek aij. Provedeme G a u s s - J o r d á n o v u el iminaci . 

Tuto metodu není m o ž n é použ í t vždy. Vě t š inou se použ ívá na L P p r o b l é m y v u r č i t é m 
o m e z e n é m tvaru, n a p ř í k l a d s t a n d a r d n í m a x i m a l i z a č n í p rob lém. 

i = 
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S t a n d a r d n í m a x i m a l i z a č n í p r o b l é m Jde o L P p rob lém, pro k t e r ý p la t í , že v šechna 
omezení jsou ve tvaru: 

Ai • xT < bh (3.5) 

kde Ai značí i - tý ř á d e k matice A, a zá roveň p la t í 

V i G { l , . . . , n } : bi > 0. (3.6) 

V ý h o d o u tohoto tvaru je, že m á m e o k a m ž i t ě k dispozici p ř í p u s t n é řešení , se k t e r ý m m ů ž e m e 
začí t , a sice vektor 0 n . N e v ý h o d o u je, že v tomto tvaru lze zapsat jen omezenou p o d m n o ž i n u 
L P p rob l émů . 

D v o u f á z o v á s i m p l e x o v á metoda (two-phase simplex methoď) 

Jednou z věcí, kterou na ivn í metoda neřeši la , je na lezení p o č á t e č n í h o p ř í p u s t n é h o řešení . 
Tento nedostatek lze odstranit p o m o c í u rč i t ého p ř edzp racován í p r o b l é m u . Exis tu j í různé 
t akové to postupy, nap ř ík l ad : 

• M e t o d a velkého M (Big-M method) - zavád í t a k z v a n é umělé p r o m ě n n é (artificial 
variables), k t e r ý m př i řazu je „ve lkou" hodnotu kr i te r iá ln í funkce tak, aby zajist i la, že 
př i dosažen í op t ima budou tyto p r o m ě n n é nulové. 

• Dvoufázová metoda (two-phase method) - t a k é využ ívá u m ě l é p r o m ě n n é . Zadanou 
kr i te r iá ln í funkci v p r v n í fázi n a h r a d í takovou funkcí, aby naš l a řešení , u k t e r é h o bude 
hodnota u m ě l ý c h p r o m ě n n ý c h rovna nule. Až jej najde, použi je p ů v o d n í kr i te r iá ln í 
funkci a s ní dospěje k o p t i m á l n í m u řešení . 

• Kolizní metody (crash methods) - heur i s t ické metody, k t e r é se rovněž snaž í rychle 
přibl íži t k opt imu [4]. 

P o p i š m e si de ta i lně j i dvoufázovou metodu (dle [ ]). P ř e d p o k l á d e j m e bez ú jmy na obec
nosti, že 

V i G { 1 , . . . , m} : h> 0. (3.7) 

P o k u d by toto nebylo sp lněno , m ů ž e m e př í s lušné omezen í v y n á s o b i t —1. 
Úlohu nyní p ř e v e d e m e do tvaru, kdy v ní nebudou nerovnosti. Doc í l íme toho p ř i d á n í m 

dop lňkových (p ř ída tných , slack/surplus variables) p r o m ě n n ý c h . N a p ř í k l a d p r o b l é m 

Maximal izuj te c\ • x\ + • • • + cn • xn 

při d o d r ž e n í a ^ i • x\ + • • • + a\j7l • xn <b\ 

02,1 -xi-\ h a2,n • xn > 6 2 (3.8) 

Ö3,I -xi-\ h a 3 i „ • xn = 63 

přep í šeme do tohoto tvaru: 

Maximal izu j te c\ • X\ + • • • + c „ • Xn 

při d o d r ž e n í a ^ i • ' X\ + • • • + Ol ,n • • Xn + Si = bi 

02,1 ' X\ + • • • + Ö2,n ' ' Xn S2 = b2 

«3,1 • X\ + • • • + Ö3,n ' Xn = 63 
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Nás ledně p ř i d á m e u m ě l o u p r o m ě n n o u pro každé omezení , k t e r é nebylo o m e z e n í m na menš í 
nebo rovno: 

Maximal izu j te c\ • x\ + • • • + cn • xn 

při dod ržen í a\t\ • x\ + • • • + a i 5 „ • xn + s\ = b\ 

02,1 • Xl H h 02 ,n • Xn - S 2 + O l = 6 2 (3.10) 

03,1 • z H h a 3 i „ • x „ + a2 = 63 

Orig iná ln í k r i te r iá ln í funkci z m ě n í m e tak, aby pouze minimal izovala um ě l é p r o m ě n n é : 

Maximal izu j te — a\ — a 2 

při dod ržen í a ^ i • x\ + • • • + a i 5 „ • xn + s i = 6 1 

» 2 , 1 - z H \-o-2,n-xn - s 2 + a i = 6 2 (3.11) 

03,1 • xi H h a 3 i „ • x „ + a 2 = 63 

Pokud se n á m tento p r o b l é m p o d a ř í vyřeš i t tak, aby zá roveň hodnota kr i te r iá ln í funkce 
byla rovna nule, našl i jsme p ř í p u s t n é řešení p ů v o d n í h o p r o b l é m u . M ů ž e m e nyní p o u ž í t 
p ů v o d n í kr i te r iá ln í funkci a d o s p ě t k o p t i m á l n í m u řešení . P o k u d by kr i te r iá ln í funkce nebyla 
rovna nule, pak p r o b l é m n e m á p ř í p u s t n é řešení . 

M o d i f i k o v a n á s i m p l e x o v á metoda (revised simplex method) 

Naivn í s implexová metoda m á j e š t ě jednu n e v ý h o d u , a tou je nutnost uchováva t v každé 
iteraci celou simplexovou tabulku. To ale nen í n u t n é a v p r a k t i c k ý c h i m p l e m e n t a c í c h se 
proto použ ívá modi f ikovaná s implexová metoda. 

Udržuj í se pouze koeficienty nebázových p r o m ě n n ý c h (Bázové p r o m ě n n é jsou ty, k t e ré 
ve svém sloupci tabulky ma j í jednu j edn ičku a j inak s a m é nuly. O s t a t n í p r o m ě n n é jsou 
nebázové. ) v a k t u á l n í m p r v n í m ř á d k u tabulky, sloupec tabulky odpovída j íc í v y b r a n é m u 
sloupci (příslušející p r o m ě n n é vs tupuj íc í do báze) a vektor p r a v ý c h stran. 

A b y bylo m o ž n é p o t ř e b n é informace s p o č í t a t , u d r ž u j e m e si takzvanou inverzní mat ic i 
báze (B'1). T a se mus í po k a ž d é m kroku aktualizovat. P r o další detaily týkaj íc í se tohoto 
procesu d o p o r u č u j e m e n a p ř í k l a d [ ] nebo [2]. 

Degenerace a z a c y k l e n í 

Degene rované řešení je t akové , u něž ma j í n ě k t e r é bázové p r o m ě n n é nulovou hodnotu. 
T a k o v á t o řešení pro n á s nejsou p ř í j e m n á z toho d ů v o d u , že v ý s t u p u t akové to p r o m ě n n é z 
báze se n e m ě n í hodnota kr i te r iá ln í funkce (při geome t r i ckém po je t í v l a s t n ě z ů s t á v á m e v 
jednom b o d ě , nedocház í k posunu). 

Nepř í j emnos t ani tak nespoč ívá v tom, že se v d a n é m kroku nepř ib l í ž íme k opt imu, ale 
h l avně v možnos t i zacyklení . M ů ž e se to t i ž k l idně s t á t n a p ř í k l a d toto: 

1. Do báze vstupuje xi, vystupuje x 2 -

2. Do báze vstupuje £ 3 , vystupuje x\. 

3. Do báze vstupuje x 2 , vystupuje £ 3 . 

4. Do báze vstupuje x\, vystupuje x 2 (znovu). 

Reá lné L P p r o b l é m y bohuže l ukazuj í , že d e g e n e r o v a n á řešení jsou spíše pravidlem nežli 
vý j imkou [10]. Ačkoliv d e g e n e r o v a n á řešení n u t n ě nevedou k zacyklení , byly vyvinuty tech
niky, jak mu z a b r á n i t . Uveďme si a lespoň jednu z nich. 
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Blandovo pravidlo ( B l a n ď s rule) 

1. Vs tupu j íc í p r o m ě n n o u nechť je p r o m ě n n á odpovída j íc í nej levějšímu sloupci se zápor 
nou re la t ivn í cenou. 

2. Vys tupu j í c í p r o m ě n n o u nechť je p r o m ě n n á odpovída j íc í ř á d k u splňuj íc ímu p o d m í n k u 
(3.4). P o k u d t a k o v ý c h p r o m ě n n ý c h existuje více, vys tupu j íc í se s t á v á p r o m ě n n á s 
nej n ižš ím indexem. 

Je d o k á z á n o , že př i použ i t í tohoto pravidla s implexová metoda n e m ů ž e cykl i t (pro d ů k a z 
viz n a p ř í k l a d [10]). 

Techniky p o u ž í v a n é v praxi 

V praxi se používa j í n ě k t e r é dalš í techniky (nap ř ík l ad kvůl i zlepšení výkonu nebo numer ické 
stabil i ty) , o k t e r ý c h se z m í n í m e v t é t o čás t i . Týka j í se h l avně inverzní matice báze (B-1). 

Reinverze b á z e (reinversion) Jak jsme si již zmínil i , u modif ikované s implexové me
tody si u d r ž u j e m e inverzní mat ic i báze , kterou v k a ž d é m kroku aktualizujeme. T y t o čas té 
aktualizace s sebou ovšem př inášej í numer ické chyby (vl ivem zaokrouh lován í ) . P ro to se v 
praxi př i řešení čas od času a k t u á l n í inverzní matice báze zahod í a v y p o č í t á znova. Ačkoliv 
je inverze v ý p o č e t n ě n á r o č n á operace, lze efektivitu zvýši t p o u ž i t í m v h o d n ý c h d a t o v ý c h 
struktur a spec iá ln ích a lgo r i tmů [ ]. 

U l o ž e n í i n v e r z n í matice b á z e ve f o r m ě s o u č i n u e l e m e n t á r n í c h matic Vě t š inou se 
t a k é inverzní matice báze n e u k l á d á expl ic i tně , ale ve formě u rč i t ého v h o d n é h o součinu . P ř i 
aktual izaci to t iž docház í k tomu, že je B - 1 (zleva) n á s o b e n a velmi ř ídkou ma t i c í (nazvěme 
j i Q). M a t i c i I ? - 1 po více krocích z í skáme souč inem Qn Q\ • £ > _ 1 [ ]. Dokonce se n ě k d y 
použ ívá i technika, kdy si matic i Q roz ložíme na součin t a k z v a n ý c h e l emen tá rn í ch matic, 
k t e r é se liší od j edno tkové matice jen v jednom p rvku [22]. 

L U dekompozice i n v e r z n í matice b á z e J inou p o u ž í v a n o u technikou je L U dekompo
zice, k t e r á B - 1 u k l á d á jako součin L • U, kde L , respektive U je dolní , respektive ho rn í 
t ro júhe ln íková matice. R ů z n é varianty tohoto p ř í s t u p u jsou p o p s á n y n a p ř í k l a d v [17]. 

D o s t u p n é n á s t r o j e pro ř e š e n í L P p r o b l é m ů 

Lineárn í p r o g r a m o v á n í m á tak široké použ i t í v praxi , že existuje mnoho n á s t r o j ů pro řešení 
L P p r o b l é m ů . P o k u d se z a m ě ř í m e na volně d o s t u p n é implementace, asi ne jznámějš ími zá
stupci jsou knihovna G L P K (součás t projektu G N U ) a C L P (součás t projektu C O I N - O R ) 

[H]-
T y t o knihovny nabízej í implementaci zák ladn ích metod pro řešení L P p r o b l é m ů zároveň 

se z d r o j o v ý m k ó d e m . Bohuže l př i jejich n á v r h u nebylo p o č í t á n o s m o ž n o s t í paralelizace 
v ý p o č t ů . 

Existuje rovněž m n o ž s t v í k o m e r č n í h o software. U něj je situace s para le l izací lepší, 
zv ládaj í j i n a p ř í k l a d produkty O S L nebo C P L E X . Dalš í v ý h o d o u komerčn ích solverů je 
větš í rychlost oproti volně d o s t u p n ý m i m p l e m e n t a c í m . 

19 



3.2 G-matice — struktura pro zobrazení a analýzu víceroz
měrných her 

V č l á n k u [14] autor p ř eds t avu j e takzvanou G-mat ic i , z a j ímavou s t rukturu z hlediska po
hledu na hru a redukce s t r i k t n ě d o m i n o v a n ý c h s t ra teg i í . 

Definice 6 G-matice M n-hráčové hry G je částečná funkce 

M : (Q x Spx Sp) x S -> M (3.12) 

taková, že platí: 

_ ( Up(s) - Upis^s-p) pro peQ,sf = sp . . 
M ( P . » V ) . ( » I . - . * 0 " \ nedeL j inak ( 3 ' 1 3 ) 

Sloupce t é t o G-matice jsou označeny všemi s t r a t eg i ckými profily hry a ř á d k y všemi 
r ů z n ý m i dvojicemi s t ra teg i í j edno t l i vých h r á č ů (obecně t roj ic í (hr,strategiel ,strategie2)). 
P r v k y matice jsou rozdí ly zisků (už i tků) p ř i z m ě n ě strategie (odpovída j íc í označení ř á d k u ) 
př i h r a n í d a n é h o s t r a t eg ického profilu (odpovída j í c ího označení sloupce): 

G(P,sfrom,sto),s = up(sfrom, S-p) - Up(sto, S-p), (3.14) 

kde (p, sfrom, sto) je identifikace ř á d k u , s je s t r a t eg ický profil sloupce a up je už i tková 
funkce h r á č e p. 

I n t u i t i v n ě lze říci, že ř á d e k (p, sfrom, sto) znázorňuje , jak v ý h o d n é je pro h r á č e p p ř i 
různých s t r a t eg ických profilech h r a n í své strategie sfrom oproti h r a n í strategie sto. 

P o z n á m k a P r v k y G-matice, pro k t e r é p r v n í strategie není h r á n a ve s t r a t eg i ckém profilu 
sloupce, n e m á smysl uvažova t . P ř i grafickém znázo rněn í n e c h á v á m e t a k o v é t o b u ň k y p r á z d n é 
a p ř i v ý p o č t u jejich obsah neuvažu jeme . 

Mě jme n a p ř í k l a d hru, na k t e r é jsme si ukazovali el iminaci s t r i k t n ě d o m i n o v a n ý c h stra
tegií ( tabulka 3.1). P ř í s l u š n á G-matice pak bude vypadat, jak je uvedeno v tabulce 3.2. 

D E 
A 1,3 2, 5 
B 2, 2 3, 1 
C 3 , 4 2, 3 

Tabulka 3.1: H r a p ř e v á d ě n á na G-mat i c i 3.2 

U v ě d o m m e si, že pro větš í hry je G-matice opravdu obrovská . P o č e t s loupců o d p o v í d á 
p o č t u p r v k ů m n o ž i n y s t r a t eg ických profilů: 

\S\=H\SP\, (3.15) 

kde Sp je m n o ž i n a s t r a t eg i í h r á č e i, a p o č e t ř á d k ů o d p o v í d á s o u č t u var iac í d r u h é t ř í d y z 
Sp p r v k ů bez opakován í pro k a ž d é h o h r á č e p, tedy 

£ V2(\SP\) = £ 2 • C 2 ( | ^ | ) = E 2 • ('f') = E 7T#W- ( 3 - 1 6 ) 
peQ peQ peQ V 7 P&Q 1 1 p l '' 

20 



A D B D C D A E B E C E 
A ^ B 
B A 

- 1 
1 

-1 
1 

B - ^ C 
C ^ B 

- 1 
1 

1 
- 1 

A C 
C A 

- 2 
2 

0 
0 

D ^ E 
E ^ D 

- 2 1 1 
2 - 1 - 1 

Tabulka 3.2: G-matice pro h ru 3.1 

G-matice nen í u ž i t e č n á jen proto, že dokáže zobrazit v í ce rozměrný prostor už i t ků jako 
d v o u r o z m ě r n o u tabulku. P o k u d se blíže zamys l íme nad je j ím obsahem, m ů ž e m e si u v ě d o m i t , 
že G-matice je jako s t v o ř e n á pro a n a l ý z u s t r i k tn í dominance s t ra teg i í . Jes t l iže bude ř á d e k 
(p, sfrom, sto) obsahovat pouze z á p o r n á čísla, pak je strategie sfrom s t r i k t n ě d o m i n o v á n a 
s t ra teg i í sto. 

Redukce G-matice 

J e š t ě p ř e d s a m o t n ý m p ř e v o d e m na p r o b l é m l ineárn ího p r o g r a m o v á n í lze s v ý h o d o u G-mat i c i 
redukovat tak, že eliminujeme strategie příslušející ř á d k ů m , k t e r é obsahuj í pouze nega t i vn í 
(< 0) hodnoty ( p r á z d n é b u ň k y z a n e d b á v á m e ) - pak m ů ž e m e z G-matice odstranit veškeré 
ř á d k y i sloupce obsahuj íc í el iminovanou strategii. 

U k a ž m e si to na p ř ík l adu . V id íme , že ř á d e k A ^ B obsahuje pouze jedničky, m ů ž e m e jej 
tedy eliminovat, s te jně jako i sloupce, obsahuj íc í strategii A . V ý s l e d n o u G-mat i c i v id íme v 
tabulce 3.3. 

B D C D B E C E 
B - - 1 1 
C - ^B 1 - 1 
D - ^ E 1 1 
E - +D - 1 - 1 

Tabulka 3.3: G-matice po p r v n í m kroku eliminace 

Nyní v id íme , že bychom mohl i eliminovat stategii E (d íky ř á d k u E ^ D ) a tento postup 
by n á s stejnou cestou dovedl ke s t e jnému výs ledku , jako eliminace d o m i n o v a n ý c h s t ra teg i í 
- zby l by pouze profil C D . 

3.3 Převod G-matice na LP problém 

V č l ánku [ ] autor navrhuje e legan tn í z p ů s o b , jak se dostat od z a d a n é hry k p r o b l é m u 
l ineárn ího p r o g r a m o v á n í p rávě s v y u ž i t í m G-matice. 

Mějme G-mat i c i o rozměrech m x n . Z p ů s o b spoč ívá ve vy tvo řen í L P p r o b l é m u , k t e r ý 
m á n p r o m ě n n ý c h (tedy tolik, kolik je ve (z redukované) mat ic i s t r a t eg i ckých profilů) a 
m + 1 omezen í (čili jedno pro k a ž d ý ř á d e k plus jedno nav íc ) . Ř á d e k G-matice p ř e v e d e m e na 
omezení p o u ž i t í m obsahu každé n e p r á z d n é b u ň k y v tomto ř á d k u jako koeficientu př í s lušné 
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p r o m ě n n é ; takto vzniklý vý raz po lož íme větš í nebo roven nule. N a p ř í k l a d ř á d e k B ^ C se 
transformuje na omezení 

~PBD+PBE>0. (3.17) 

P o s l e d n í m o m e z e n í m je požadavek , aby součet hodnot p r o m ě n n ý c h b y l roven j e d n é . To je 
logické vzhledem k interpretaci p r o m ě n n ý c h jako p r a v d ě p o d o b n o s t í h r a n í d a n ý c h strategic
kých profilů, tento souče t z pr inc ipu n e m ů ž e bý t větší ani menš í než jedna. 

3.3.1 Interpretace o m e z e n í 

Omezen í (3.17) lze j e d n o d u š e p ř e p s a t jako 

PBE > PBD; (3.18) 

p r a v d ě p o d o b n o s t h r a n í profilu B D mus í bý t větší nebo rovna p r a v d ě p o d o b n o s t i h r a n í pro
filu B E . To je n u t n á p o d m í n k a pro to, aby bylo d a n é rozdělení p r a v d ě p o d o b n o s t i korelo
v a n ý m ekvi l ibr iem. P o k u d by 

PBE < PBD, (3.19) 

pak v p ř í p a d ě , kdyby nezávis lá strana vybra la podle d a n ý c h p r a v d ě p o d o b n o s t í s t r a t eg ický 
profil obsahuj íc í strategii B (a tento h ráč i sděl i la) , by si h r á č vedl lépe , kdyby neposlechl a 
n a m í s t o toho h r á l strategii C . 

3.3.2 S t a n o v e n í k r i t e r i á l n í funkce 

K d y ž nyní v íme , jak transformovat ř á d k y G-matice na p ř í s lu šná omezení , chybí n á m k 
ú p l n é m u L P p r o b l é m u již pouze vy tvo ř i t k r i te r iá ln í funkci. 

Pokud jde o typ h l e d a n é h o opt ima, logicky zvol íme max imum, jelikož se s n a ž í m e o to, 
aby u ž i t k y všech h r á č ů byly co nejvyšší . P r o b l é m e m ovšem zůs táva j í koeficienty kr i te r iá ln í 
funkce. 

Uvážíme-l i interpretaci kore lovaného ekvi l ibr ia , d o c h á z í m e k tomu, že každé rozdělení , 
k t e r é splní v y t v o ř e n á omezení , bude n u t n ě ko re lovaným ekvi l ibr iem. V r e á l n é m svě tě ovšem 
maj í h ráč i tendenci rozhodovat se nejen na zák l adě toho, aby dosáh l i v y v á ž e n é h o stavu, ve 
k t e r é m si nikdo nebude moci polepš i t , ale chtějí rovněž g lobá lně maximalizovat svůj zisk. 
M ů ž e m e to ilustrovat n a p ř í k l a d tak, že ekvi l ibr ium, k t e r é k a ž d é m u hráč i za ruču je zisk 100, 
je j a k ý m s i z p ů s o b e m „ lepš í" či a t r ak t ivně j š í než j iné , jež p ř inese k a ž d é m u už i t ek o velikosti 
1. 

V h o d n ě zvolená kr i te r iá ln í funkce n á s m ů ž e pomoci n a s m ě r o v a t na t a k o v á t o „ lepš í " 
ekvi l ibr ia . O b e c n ě ale neexistuje mechanismus, jak její koeficienty ne jvhodně j i volit [ ], už 
jen z toho d ů v o d u , že je velmi složité a n ě k d y až prakt icky n e m o ž n é urč i t , co je nejlepší 
pro všechny. Celý p r o b l é m h ledán í g lobá lně o p t i m á l n í h o ekvi l ibr ia svou v ý p o č e t n í s loži tost í 
m n o h o k r á t p řek raču je n á m i použ ívaný j e d n o d u c h ý z p ů s o b h ledán í „ jakéhokol iv" ekvi l ibr ia 
[19]. 

Exis tu j í dva logické a p ř i m ě ř e n ě složi té způsoby, jak tyto koeficienty zvolit : 

1. Ne j j ednodušš í cestou je vzí t všechny koeficienty kr i te r iá ln í funkce rovny j e d n é . T í m 
v p o d s t a t ě rezignujeme na jakoukoliv m o ž n o s t posuzovat „ l ákavos t " ekvil ibri í v kon
textu celé hry a sous t řeďujeme se pouze na d o d ržen í definice ekvi l ibr ia . 

2. P o k u d koeficienty u r č í m e jako 

Cs = J > p ( s ) , (3.20) 
P 6 Q 
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kde s je s t r a t eg ický profil, Q je m n o ž i n a h r á č ů a up je už i tková funkce p - t é h o h ráče , 
zoh ledn íme p ř i rozhodován í souče t u ž i t k ů všech h r á č ů př i h r a n í d a n é h o s t r a t eg ického 
profilu. To n á m m ů ž e pomoci d á t pr ior i tu prof i lům, k t e r é jsou celkově výhodně jš í , ale 
v j i s tých s i tuac ích tento p ř í s t u p nemus í bý t ideá ln í . P o k u d bychom měli n a p ř í k l a d 
dva profily už i tků , (1000,1,1,1,1) a (50, 50, 50, 50, 50), c í t íme , že d r u h ý je g lobálně 
jaksi „více žádouc í " , n i c m é n ě zvolený z p ů s o b d á p ř e d n o s t p r v n í m u . 

P ř í k l a d transformace G-mat i c i v tabulce 3.3 m ů ž e m e transformovat na tento L P pro
b lém ( p o m i ň m e nyní možnos t , že bychom j i mohl i dá le redukovat): 

Maximal izu j te 4 p B D + 7PCD + ^PBE + §PCE 

při d o d r ž e n í — PBD + PBE > 0 

PCD - P C E > 0 (3.21) 

PBD + PCD > 0 

-PBE ~ PCE > 0 

3.4 Systém OpenMP 

J e d n í m z p o ž a d a v k ů z a d á n í byla m o ž n o s t paralelizace v ý p o č t u . S ohledem na přenos i t e lnos t 
jsme zvol i l i s y s t é m O p e n M P . 

J e d n á se o soubor direkt iv p řek l adače , kn ihovn ích funkcí a p r o m ě n n n ý c h p r o s t ř e d í 
ovlivňujících para le ln í b ě h programu. Lze jej využ í t v p rog ramovac í ch j azyc ích For t ran 
a C / C + + a je p řenos i t e lný na mnoho r ů z n ý c h platforem. 

Použ i t í O p e n M P způsob í to, že jsou para le l izované čás t i k ó d u n a m a p o v á n y na př í s lušný 
mechanismus cílové platformy. V p ř í p a d ě G N U / L i n u x u jsou tedy n a m a p o v á n a na P O S I -
Xová v l ákna , v M S Windows zase na n a t i v n í W i n A P I v l ákna . 

Jednou z nejdůleži tě jš ich v l a s tnos t í O p e n M P je jednoduchost použ i t í . P o k u d tedy m á m e 
n a p ř í k l a d cyklus f or, u něhož chceme, aby běžel pa ra le lně , m ů ž e m e j e d n o d u š e použ í t jedi
nou d i rek t ivu p ř e k l a d a č e (viz ob rázek 3.1). 

int n = array.size(); 
#pragma omp p a r a l l e l for 
for (int i=0 ; i<n; i++) { 

array [i] /= i+ 1 ; 

y  

O b r á z e k 3.1: P ř í k l a d použ i t í O p e n M P k paralelizaci cyk lu for (jazyk C + + ) 

Zároveň O p e n M P poskytuje dů lež i t é mechanismy synchronizace p ř í s t u p u ke sd í l eným 
z d r o j ů m , n a p ř í k l a d kr i t ickou sekci nebo semafory. P r o dalš í detaily oh ledně použ i t í a vý
konnosti O p e n M P odkazujeme p ř í p a d n é zá jemce na knihu [3]. 

3.5 Způsob zadání hry 

Ne j j e dnoduš š ím z p ů s o b e m z a d á n í hry v n o r m á l n í formě je p r a v d ě p o d o b n ě obyčejný soubor 
se serializovanou tabulkou, k t e r á reprezentuje hru v n o r m á l n í formě. 
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Tento p ř í s t u p však m ů ž e narazit v situaci, kdy chceme řeši t tak velké hry, že se do 
p a m ě t i nevejdou, nebo celou tabulku a k t u á l n ě n e m á m e k dispozici . 

Pro to v ý s l e d n á knihovna umožňu je specifikovat vstup a l t e r n a t i v n í m z p ů s o b e m . Je inspi
rován z p ů s o b e m p o p s a n ý m v č l ánku [ ], kde je n a v r ž e n tzv. cellModel. Jde z j ednodušeně 
o funkci, k t e r á ze vstupu, j í m ž je s t r a t eg ický profil, s p o č í t á hodnotu už i tkové funkce pro 
všechny h r á č e v p ř í p a d ě , že je h r á n p rávě tento profil. 

Tento p ř í s t u p m ů ž e bý t v ý h o d n ý n a p ř í k l a d v situaci, kdy se n á m povede zredukovat G -
mat ic i po n a č t e n í někol ika p rvn í ch ř á d k ů . V t om p ř í p a d ě nebudeme z t r á c e t čas ani paměť 
o p ě t o v n ý m p o č í t á n í m s t r a t eg ických profilů, k t e r é se v kore lovaném ekvi l ib r iu nemohou 
vyskytnout . 
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Kapitola 4 

Implementace knihovny pro 
hledání korelovaného ekvilibria 

V t é t o kapitole se z a m ě ř í m e p ř e d e v š í m na z e v r u b n ý popis n á s t r o j e C E solver jako celku, 
j akož i popis a lgo r i tmů a d a t o v ý c h struktur v n ě m použ i tých . K r a t š í čás t i (4.8, 4.7) věnujeme 
„vedlejš ím p r o d u k t ů m " , j e d n o d u š š í m p r o g r a m ů m souvisej ích s C E solverem, k t e r é jsme 
vytvoř i l i . 

Hlavní myš l enky efekt ivního h ledán í kore lovaného ekvi l ibr ia byly n a s t í n ě n y v č l ánku 
[ ], j enž se jako jeden z m á l a z a b ý v á prakt ickou i m p l e m e n t a c í . Tento č lánek b y l naš í 
h lavní inspi rac í , ačkoliv jsme n a v r h o v a n ý p ř í s t u p modifikovali . 

Exis tu j í i další za j ímavé metody, za všechny jmenujme algoritmus F D D S (Fast Detection 
of Dominant Strategies), k t e r ý hry p ř í m o neřeší , ale spíše p r o c h á z e n í m s t r a t eg ického pro
storu objevuje j i s t é za j ímavé strategie. P r o c h á z e n í zač íná z někol ika v íceméně n á h o d n ě 
zvolených s t r a t eg ických profilů, č ímž se p o d o b n á n a p ř í k l a d m e t o d ě Monte-Car lo (viz člá
nek [13]). 

Časovou s loži tost í n ě k t e r ý c h p r o b l é m ů ve speciá ln í tvaru se pak z a b ý v á n a p ř í k l a d č lánek 
[21]. 

CE-solver by l v y t v o ř e n s ohledem na co největš í efektivitu v ý p o č t u , a tedy schopnost 
řešení co nejrozsáhlejš ích her. N e m é n ě p o d s t a t n ý m cílem však bylo, aby výs ledný produkt 
poskytoval co největší volnost ve z p ů s o b u z a d á n í řešených her. 

4.1 Hlavní myšlenky 

CE-solver funguje na zák ladech n a s t í n ě n ý c h v kapitole 3, tedy minimalizace G-matice a 
nás l edné řešení L P p r o b l é m u . V t é t o čás t i p o p í š e m e n ě k t e r é dů lež i t é vlastnosti n á s t r o j e , 
j akož i odchylky od n á v r h u řešení v č l ánku [ ] a z lepšení oproti exituj ící implementaci [15]. 

4.1.1 V s t u p n á s t r o j e 

S ohledem na co největš í jednoduchost použ i t í zá roveň s možnos t í analyzovat co nejširší 
škálu různých v s t u p ů jsme zvol i l i j e d n o d u c h ý a flexibilní z p ů s o b z a d á n í hry: Už iva te l vy tvoř í 
objekt, k t e r ý je potomkem a b s t r a k t n í t ř í d y Game (pro podrobnosti v iz 4.2), se k t e r ý m pak 
CE-solver pracuje. 

Tato cesta p o t e n c i á l n ě umožňu je z a d á n í her, jejichž s t avový prostor je větší než paměť 
poč í t ače . M ů ž e to bý t už i t ečné n a p ř í k l a d v situaci, kdy m á m e obrovskou hru a p o t ř e b n é 
už i tky d o p o č í t á v á m e , až jsou p o t ř e b a (on demand, lazy evaluation). 
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Samozře jmě bychom si nemohli dovolit opomenout vstup ze souboru. Ten je rea l izován 
p o m o c í o b j e k t ů FileGame a FileSolver, k t e r é nač í t a j í soubor na napo ju j í ho na r o z h r a n í 
CE-solveru . 

4.1.2 U l o ž e n í G - m a t i c e 

Článek [14] navrhuje p ř í m o č a r ý z p ů s o b reprezentace G-matice, a to uchován í j akéhos i „dvo j -
seznamu" profilů pro každý ř ádek . V p r v n í m seznamu jsou uchovávány s t ra teg ické profily 
odpovída j íc í p o z i t i v n í m p o l o ž k á m G-matice v d o t y č n é m ř á d k u , ve d r u h é m zase nega t ivn í . 

P ř i el iminaci n ě k t e r é strategie pak docház í k p r ů c h o d u všemi ř á d k y a o d e b r á n í strate
gických profilů, k t e r é tuto strategii obsahuj í . Strategii lze eliminovat, pokud se u n ě k t e r é h o 
ř á d k u v y p r á z d n í poz i t ivn í čás t seznamu. 

Napro t i tomu my jsme zvol i l i z p ů s o b , kdy si pro každý ř á d e k u k l á d á m e pouze profil, u 
k t e r ého muselo skonči t p rocházen í . Ř á d e k se p rocház í , dokud jsou b u ň k y nega t ivn í , p ř i čemž 
se přeskakuj í profily, k t e r é obsahuj í z a k á z a n é strategie. T í m t o z p ů s o b e m zmizela nutnost 
expl ic i tně u k l á d a t rozsáh lou G-mat ic i , proto m á CE-solver v ý r a z n ě nižší paměťové nároky . 

4.1.3 Z b y t e č n é o p a k o v a n é p o č í t á n í u ž i t k ů 

M ů ž e se s t á t , a v reá lných modelech se ča s to s tává , že p o č í t á n í u ž i t k ů h r á č ů je v ý p o č e n t n ě 
n á r o č n á operace, k t e r á t r v á nezanedbatelnou dobu. U ž i t k y v j edno t l i vých s t r a t eg ických 
profilech jsou p ř i t o m obecně p o t ř e b a v ícekrá t a nebylo by r o z u m n é je p o č í t a t opakovaně , 
pokud se tomu m ů ž e m e vyhnout. 

To lze za ř íd i t tak, že s p o č í t a n é už i tky u lož íme p o m o c í do speciá ln í d a t o v é struktury, 
čímž z a b r á n í m e z b y t e č n é m u zpoma lován í . Tuto s t rukturu budeme v d a l š í m textu n a z ý v a t 
„cache v y p o č t e n ý c h u ž i t k ů " nebo zk ráceně jen „cache" . S a m o z ř e j m ě se m ů ž e s t á t , z ískání 
p o t ř e b n ý c h u ž i t k ů z modelu hry je velmi rychlé; po tom m ů ž e m e cache „ v y p n o u t " a v y s t ř í h a t 
se tak z p o m a l e n í z p ů s o b e n é h o z b y t e č n ý m u k l á d á n í m . 

4.1.4 Parale l izace 

CE-solver jsme tvoři l i s d ů r a z e m na zrychlení v ý p o č t u p o m o c í paralelizace. T u v y u ž í v á m e 
při el iminaci ř á d k ů G-matice tak, že j e d n o t l i v á v l á k n a zpracováva j í každé svůj ř á d e k a 
ověřují, zda m ů ž e bý t odpovída j íc í strategie e l iminována . 

Pro paralelizaci jsme použi l i s y s t é m O p e n M P , k t e r ý d ů k l a d n ě p o p í š e m e v čás t i 4.4. 

4.2 Datové struktury CE-solveru 

V t é t o čás t i n a z n a č í m e , j aké t ř í d y CE-solver použ ívá a jak jsou spolu propojeny. 
Schéma aplikace je z ře jmé ze z j ednodušeného diagramu t ř í d na o b r á z k u 4.1. Ten by měl 

poskytnout zák l adn í p ř e d s t a v u o s t r u k t u ř e a zároveň usnadnit orientaci v popisu jednotl i
vých t ř íd . 

S t r a t e g i c k ý prof i l — StrategyProf i l e 

Tato j e d n o d u c h á s t ruktura uchovává z á z n a m o s t r a t eg i ckém profilu. Z d ů v o d u efektivity 
je i m p l e m e n t o v á n a jako s t a t i cké pole. P ř í s t u p k p o l o ž k á m je řešen o p e r á t o r e m [] ( h r a n a t é 
závorky) , zá roveň je n a i m p l e m e n t o v á n i o p e r á t o r <, t a k ž e lze s t r a t eg i ckými profily indexovat 
asoc ia t ivn í pole s t a n d a r d n í knihovny S T L std: :map. 
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GRows  

+get(player: unsigned, from : unsigned, to : unsigned): StategyP rofile 

+set(profile : StrategyP rofile, player: unsigned, from : unsigned, to : unsigned): void 

For bidden Strategies  

+forbidden(player: unsigned, strategy : unsigned): bool 

+add(player: unsigned, strategy : unsigned): void 

UCache 

+get(profile: Strategy?rofile): UProfile 

G,lim 
+pk}yers(): unsigned 

+strategies(): Strategy Profite 

+get(t>rofife : SiraiegyPivfiie): UPtnfile 

G Matrix 

+m inimizeO: void 
+get_lp_pnoblemQ: ConelatedLP 

T V 

« u s e » 

1 « u s e » 

CorrdatedLP 

+add_row(rovv: CoeflRovv) 

+set_objJunc(objJunc: CoeffRow): void 

+get_rows(): unsigned 

+get_cols(): unsigned 

+get(row: unsigned, column : unsigned): Real 

CE S ol v er 

+solveQ: void 

+get_solutionQ : Correlated E qui li bii umí 
+g et_payoffs() UProfile 

7 \ 

FileGaím 

+read(input_stneam : istream &) : void 

IK 
i 
i « u s e » 
i 

G LP K Solver 

«constructoľ>>+GLPKSolver(problem : ConelatedLP S) 

+sol ve(): C orrel atedE qu ili brium 

FileSoluer 

«constructor>> + FileSolver(filenam e : string) 

+solve(): void 

O b r á z e k 4.1: Diagram t ř í d CE-so lveru 

Profil u ž i t k ů U P r o f i l e P rof i l u ž i t k ů funguje na t a k ř k a t o t o ž n é m pr incipu, pouze se 
mís to i ndexů s t ra teg i í uk láda j í u ž i t k y j edno t l i vých h r á č ů př i h r a n í p ř í s lušného s t r a t eg ického 
profilu. 

N a p ř í k l a d pro hru v tabulce 2.4 s t r a t eg i ckému profilu C D , tedy [2 ,0] o d p o v í d á profil 
už i t ků [3 ,4] (strategie h r á č ů indexovány od nuly, tedy pro ř ádkového h r á č e A = 0 , B = l 
a C = 2 , pro s loupcového D = 0 a E = l , indexy s t ra teg i í i u ž i t k ů v profilu v p o ř a d í ř ádkový 
h ráč , s loupcový h r á č ) . 

M o d e l h r y — Game 

Tento objekt slouží jako a b s t r a k t n í bázová t ř í d a pro jakoukoliv hru, kterou m á n á s t r o j řeši t . 
Obsahuje t ř i č is tě v i r t uá ln í metody, jež je p o t ř e b a pro konk ré tn í hru naimplementovat, a 
sice 

1. zjištění p o č t u h r á č ů , 
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2. určení , kolik m á d a n ý h r á č s t ra teg i í , a 

3. s p o č í t á n í hodnot u ž i t k ů př i h r a n í d a n é h o s t r a t eg ického profilu 

M o d e l hry v l a s t n ě tvoř í a b s t r a k t n í reprezentaci jakékol iv hry v n o r m á l n í formě. B y l 
nav ržen s ohledem na co nej větš í jednoduchost, aby co n e j m é n ě omezoval p o t e n c i á l n í h o 
m o d e l á ř e , k t e r ý by chtě l knihovnu použ í t . 

C a c h e s p o č í t a n ý c h u ž i t k ů — UCache 

Tuto cache můžeme využ í t v p ř í p a d ě , že p o č í t á n í u ž i t k ů t r v á nezanedbatelnou dobu, a bylo 
by tedy velmi n e v ý h o d n é je p o č í t a t opakovaně . 

Je i m p l e m e n t o v á n a jako kontejner std: :map<StrategyProfile, UProfile>, tedy aso
cia t ivní pole profilů u ž i t k ů i ndexované s t r a t eg i ckými profily. 

Pokud chceme cache použ í t , u d ě l á m e to p ř e d á n í m hodnoty true jako booleovského ar
gumentu šab lony objektu CESolver, j inak funguje jako falešná cache, k t e r á p o k a ž d é zjišťuje 
už i tky p ř í m o v modelu hry. 

Poz ice v G - m a t i c i — GRows 

Tato t ř í d a slouží pro uložení p r v k ů G-matice, na k t e rých muselo skonči t p rocházen í př ís luš
ného ř á d k u (pro podrobnosti v iz 4.3). J e d n o d u š e m ů ž e m e říci, že si sem u k l á d á m e strate
gické profily, u nichž už dá le nemohlo p o k r a č o v a t p rocházen í p ř í s lušného ř á d k u (z d ů v o d u 
nalezení b u ň k y s p o z i t i v n í m obsahem). 

Ř á d k y G-matice jsou ident i f ikovány jednoduchou s trukturou RowID, k t e r á obsahuje 
identifikaci h r á č e a jeho dvou s t ra teg i í . Zároveň m á definován o p e r á t o r < (menš í než) , d íky 
čemuž je m o ž n é použ í t s t a n d a r d n í kontejner S T L std: :map<RowID, StrategyProf ile>. 

Z a k á z a n é strategie — Forb iddenStra teg ie s 

P ř i redukci G-matice p o s t u p n ě zjišťujeme, že rac ioná ln í h r á č n ikdy nebude h r á t u rč i t é své 
strategie. Informace o tom, k t e r é jsme takto vyloučil i , si u c h o v á v á m e p rávě v t é t o t ř í dě , 
je j ímž z á k l a d e m je pole booleovských p ř í z n a k ů . 

L P p r o b l é m — Corre la tedLP 

V t é t o t ř í dě u k l á d á m e nenulové p rvky výs ledné r e d u k o v a n é G-matice a koeficienty funkce 
už i tku . Slouží jako vstup L P solveru. 

R o z h r a n í p r o G L P K - GLPKSolver 

Tato j e d n o d u c h á t ř í d a zajišťuje řešení L P p r o b l é m u ve formě objektu CorrelatedLP p o m o c í 
knihovny G L P K . Je v l a s t n ě schopna vy tvo ř i t objekt v in te rn í reprezentaci knihovny G L P K , 
spustit její metodu řešení a v r á t i t výs ledek ve formě, p o u ž í v a n é ve zby tku n á s t r o j e . 

G - m a t i c e — GMatrix 

G-matice slouží jako jakés i v ý p o č e t n í j á d r o celé knihovny. Děje se zde nej důleži tějš í a nej-
složitější operace, kterou je minimalizace hry, proto jde o t ř í d u p o m ě r n ě rozsáh lou a kom
plikovanou. 
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K r o m ě s a m o t n é minimalizace (p rováděné s p o u ž i t í m p o m o c n ý c h o b j e k t ů typu GRows, 
ForbiddenStrategies a UCache) t a k é p řevád í (minimalizovanou) hru na objekt typu CorrelatedLP, 
k t e r ý je pak vs tupem L P solveru. 

V p o d s t a t ě všechny důlež i té metody t é t o t ř í d y popisujeme v čás t i 4.3, k t e r á de ta i lně j i 
rozeb í rá nejdůleži tě jš í p o u ž i t é algoritmy. 

J á d r o — CESolver 

Vlas tn í objekt CESolver využ ívá všechny dř íve p o p s a n é objekty k tomu, aby splni l p o ž a d o 
vaný úkol , tedy naše l kore lované ekv i l ib r ium z a d a n é hry. Nen í nijak složitý, j e d n o d u š e hru 
zminimalizuje p o m o c í G-matice a vyřeš í vzniklý L P p r o b l é m p o m o c í objektu GLPKSolver. 

4.3 Algoritmus minimalizace G-matice 

Zjednodušeně bychom mohl i ř íc t , že algoritmus p rocház í j edno t l ivé ř á d k y G-matice, dokud 
existuje m o ž n o s t , že je strategie d a n é m u ř á d k u odpovída j íc í d o m i n o v a n á . P o k u d zj is t íme, 
že dominovanou v tu to chvíli bý t n e m ů ž e , p o z n a č í m e si , kde jsme skončili , a p ř e c h á z í m e k 
nás leduj íc ímu ř á d k u . 

Hledán í e l iminova te lných s t ra teg i í spoč ívá v p o s t u p n é m p rocházen í ř á d k ů G-matice a 
h l e d á n í m t akových , ve k t e r ý c h jsou (mimo nedef inovaných hodnot) pouze z á p o r n á čísla. 
Strategii s from t akového ř á d k u m ů ž e m e eliminovat. 

4.3.1 P r ů c h o d G - m a t i c í po ř á d c í c h 

Hlavní v ý p o č e t r e d u k o v a n é G-matice p r o b í h á v m e t o d ě iterate() objektu G-matrix. Po
s t u p n ě p r o c h á z í m e všechny dvojice různých s t ra teg i í j e d n o t l i v ý c h h r á č ů , jež identifikují 
ř á d k y G-matice, a v r á m c i t ě ch to ř á d k ů zkouš íme, zda by je (i j i m p ř í s lušnou s t ra teg i í ) 
nebylo m o ž n é eliminovat. 

Přesnějš í s t rukturu tohoto p r ů c h o d u lze s p a t ř i t na o b r á z k u 4.2. 

players = number of players 
//for a l l players 
for (unsigned p = 0; p < players; p++): 

p_strats = number of strategies of player p 
for (unsigned sto = 0; sto < p_strats; sto++): 

i f (strategy sto of player p i s forbidden): 
continue 

for (unsigned sfrom = 0; sfrom < p_strats; sfrom++): 
//now we are i n G-matrix row i d e n t i f i e d by: 
// (p: sfrom -> sto) 
i f (strategy sfrom of player p i s forbidden): 

continue 
i f (sfrom != sto): 

//check according row 

O b r á z e k 4.2: Algor i tmus p r ů c h o d u ř á d k y G-matice 
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4.3.2 P r ů c h o d ř á d k e m G - m a t i c e 

V předchoz í čás t i jsme naznač i l i s c h é m a p r ů c h o d u G-ma t i c í na ú rovn i ř á d k ů . N y n í si 
ukážeme , jak p r o c h á z í m e ř á d k e m G-matice př i zjišťování, zda m ů ž e m e ze hry odstranit 
jemu příslušející strategii. 

Nejdř íve z j is t íme, u k t e r é h o s t r a t eg ického profilu naposledy skončilo p rocházen í t í m t o 
ř á d k e m (z objektu rows t ř í d y GRows). Nav íc se ale mohlo s t á t , že tento s t r a t eg ický profil ob
sahuje neplatnou strategii (pokud byla tato strategie e l iminována po p ř e d c h o z í m p r ů c h o d u 
t í m t o ř á d k e m ) , což oše t ř íme funkcí valicLprof i l e , k t e r á v p ř í p a d ě , kdy je opravdu něk
t e r á ze s t r a t eg i í v tomto profilu z ak ázan á , p o s t o u p í ř á d k e m na nejbližší p l a t n ý s t r a t eg ický 
profil. P o k u d v r á t í hodnotu falše, z n a m e n á to, že jsme dospěl i na konec ř á d k u , a t í m p á d e m 
m ů ž e m e strategii eliminovat ( p ř i d a t do zakázaných s t r a t eg i í ) . 

P o t é nás leduje h lavn í cyklus, k t e r ý p rocház í ř á d k e m , dokud jsou hodnoty jeho p r v k ů 
z á p o r n é . T y t o hodnoty p o č í t á z modelu hry s p o u ž i t í m cache funkce difference a posun 
zajišťuje funkce next_prof i l e , k t e r á se z d a n é h o platného s t r a t eg ického profilu p ř e s u n e na 
další p l a t n ý s t r a t eg ický profil v d a n é m ř á d k u G-matice. 

Za z m í n k u s toj í fronta skipped, k t e r á obsahuje profily, k t e r é v okamžiku , kdy byly 
p o t ř e b a , poč í t a lo j i né v l ákno aplikace. V t é t o situaci jsme se v ř á d k u n o r m á l n ě posunuli , 
jako bychom narazi l i na z á p o r n o u hodnotu, n i c m é n ě jsme si tuto sku t ečnos t poznamenali 
do fronty skipped. 

V p ř í p a d ě , že se n á m povedlo posunout v ř á d k u , nebo dokonce doj í t na jeho konec, 
m u s í m e ověři t po ložky z fronty skipped, jež jsme přeskoči l i . P r o c h á z í m e j í a p o č í t á m e 
př í s lušné hodnoty, dokud b u ď nen í p r á z d n á , nebo n e n a r a z í m e na n e z á p o r n ý prvek. P o k u d 
jsme na něj narazi l i , n a s t a v í m e p r o m ě n n o u end na falše (p ro tože jsme ve sku t ečnos t i na 
konec ř á d k u nedoš l i ) . 

Nakonec v p ř í p a d ě , že jsme došli na konec ř á d k u , v lož íme p ř í s lušnou strategii do zaká
zaných a u c h o v á m e dosaženou pozici v tomto ř á d k u . P o k u d jsme a lespoň provedli posun, 
u lož íme a k t u á l n í profil do objektu rows t ř í d y GRows. 

P r o m ě n n á change J e d n á se o booleovskou p r o m ě n n o u , k t e r á udává , zda v G-mat i c i 
nastala z m ě n a . P o k u d je po skončení iterace nastavena na true, pak m á smysl p r o v á d ě t (a 
p rovád í se) iterace znovu. 

4.4 Paralelizace výpočtu 

CE-solver by l vyví jen s ohledem na m o ž n o s t paralelizace a t í m zrychlení v ý p o č t u . Z a t í m t o 
úče lem jsme použi l i s y s t é m O p e n M P . 

Jedinou čás t í , u k t e r é m á paralelizace smysl, je s a m o t n ý v ý p o č e t v m e t o d ě i t e r a t e O 
( p o p s á n v čás t i 4.3). Vzh ledem ke zvo lenému p ř í s t u p u nen í v h o d n é paralelizovat v r á m c i 
jednoho ř á d k u G-matice, proto je paralelizace rea l izována „ p o ř ádc í ch" , tedy tak, že jed
no t l ivá v l á k n a ma j í v jednom okamž iku každé p ř idě len u n i k á t n í ř á d e k G-matice, se k t e r ý m 
pracuj í . 

4.4.1 Synchron izace p ř í s t u p u ke s d í l e n ý m z d r o j ů m 

Stinnou s t r á n k o u zavedení paralelismu je nutnost zvýšené o b e z ř e t n o s t i u dat sdí lených mezi 
v lákny. Za t í m t o úče lem p o u ž í v á m e di rekt ivu p ř e k l a d a č e poskytovanou O p e n M P , c r i t i c a l . 
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//checking G-matrix row for player p and strategies sfrom and sto 
Queue<StrategyProfile> skipped 
end=false, step=false 
StrategyProfile prof = rows.get(p, sfrom, sto) 
i f (!valid_profile(prof, p)): //reached end of the row 

make strategy sfrom of player p forbidden 
change = true 
continue 

//main cycle of i t e r a t i n g through G-matrix row 
while (lend && difference(prof, player, sfrom, sto, skipped) < 0 ) : 

step = true 
end = !next_profile(prof, p) 

i f (step || end): 
while (!skipped.empty()): 

prof = skipped.front() 
skipped.pop() 
//now we use the method difference with active waiting 
//(payoffs should be already computed) 
i f (difference(prof, p, sfrom, sto) >= 0 ) : 

end = false 
break 

i f (end): 
make strategy sfrom of player p forbidden 
change = true 
continue 

i f (step): 
rows.set(prof, p, sfrom, sto) 

O b r á z e k 4.3: Algor i tmus p r ů c h o d u ř á d k e m G-matice - objekt rows ( t ř í dy GRows) obsahuje 
mís t a , u k t e rých skončilo p rocházen í d a n ý c h ř á d k ů (viz 4.2), p r o m ě n n á change udává , zda 
došlo ke z m ě n ě v z a k á z a n ý c h s t r a teg i í ch (viz 4.3.2). 

T a dokáže zajistit, že blok k ó d u j í označený bude v jeden okamžik p r o v á d ě t m a x i m á l n ě jedno 
v lákno . 

Data , k t e r ý c h se toto týká , jsou: 

• p r o m ě n n á change 

• pozice v ř ádc ích G-matice GRows 

• z a k á z a n é strategie ForbiddenStrategies 

• cache s p o č í t a n ý c h u ž i t k ů UCache 
U (booleovské) p r o m ě n n é change je situace ne j j ednodušš í . M ů ž e m e s v ý h o d o u použ í t 

d i rekt ivu O p e n M P reduction( | | :change), jež je pro tento p ř í p a d jako s tvo řená . S é m a n 
t i ku m á takovou, že v šechna v l á k n a ma j í svou kopi i p r o m ě n n é , jen př i synchronizaci v láken 
na konci pa ra l e ln ího bloku O p e n M P zař íd í , že se nad t ě m i t o kopiemi provede specif ikovaná 
operace (v tomto p ř í p a d ě logické „ n e b o " ) . 
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Pro pozice v řádc ích s tač í zajistit, aby č ten í a p ř i d á n í p rvku p rob íha lo v kr i t ické sekci, 
což je t r iv iá ln í . P r o bližší detaily d o p o r u č u j e m e p ř í p a d n ě prozkoumat p ř í m o zdrojové kódy. 

U zakázaných s t ra teg i í je situace velmi o b d o b n á , v kr i t ická sekce dovolí v jeden okamžik 
p ř í s t u p k d a t ů m pouze jednomu v l á k n u (ať už kvůl i č ten í , nebo kvůl i záp i su ) . 

Synchoronizace cache v y p o č t e n ý c h u ž i t k ů 

Nejzaj ímavějš í je situace u cache už i t ků . Zde si to t i ž u c h o v á v á m e i informaci o tom, k te ré 
už i tky jsou p o č í t á n y v tuto chvíli j i nými vlákny. Zároveň se ovšem m u s í m e d ů s l e d n ě vy
varovat toho, abychom už i t ek poč í ta l i v kr i t ické sekci - t í m bychom parale l izací nemohli 
zrychlit v ý p o č e t n ě ne jnáročně jš í čás t v ý p o č t u . 

V p ř í p a d ě , že se n ě k t e r é v l ákno rozhodne, že p o t ř e b u j e hodnoty u ž i t k ů pro d a n ý stra
tegický profil, zavolá metodu get() objektu t ř í d y UCache. Zde mohou nastat t ř i situace: 

1. už i tky j iž byly v y p o č t e n y 

2. už i tky z a t í m nikdo nepožadova l 

3. už i t ky se p rávě poč í t a j í 

P r v n í p ř í p a d je ne j jednodušš í , s tač í je pouze vyzvednout z cache. 
Ve d r u h é m p ř í p a d ě je p o t ř e b a uloži t informaci o tom, že p o ž a d o v a n é u ž i t k y jsou počí

tány , a začí t je p o č í t a t ( zavolán ím př í s lušné metody modelu hry ( t ř í da Game)). Jak jsme 
již zmínil i , tento v ý p o č e t nesmí p r o b í h a t v kr i t ické sekci. P o v y p o č t e n í u lož íme u ž i t k y do 
cache a o d s t r a n í m e informaci o tom, že jsou p rávě poč í t ány . 

T ř e t í situace p ř ináš í d r o b n é komplikace. V l á k n o p o t ř e b u j e informaci, kterou p rávě 
p o č í t á n ě k d o jiný, t a k ž e na jednu stranu tato informace nen í k dispozici , ale na druhou 
stranu by bylo zby tečné snaž i t se j i v danou chvíli p o č í t a t . P ro to metoda get () sděluje, že 
už i tky jsou p rávě p o č í t á n y a algoritmus p r ů c h o d u ř á d k e m se s t í m v y r o v n á v á tak, jak je 
p o p s á n o v čás t i 4.3.2. 

Schéma celého algori tmu je n a z n a č e n o na o b r á z k u 4.4. 

4.5 Použití CE-solveru pro řešení her 

CE-solver lze obecně p o u ž í t d v ě m a způsoby. 
Pokud m á m e všechny u ž i t k y s p o č í t a n é ve v h o d n é m f o r m á t u souboru, nen í nic jedno

dušš ího , než použ í t j e d n o d u c h ý n á s t r o j cef s (viz 4.5.1). 
V p ř í p a d ě , že n e m ů ž e m e použ í t p ředchoz í z p ů s o b , n e z b ý v á n á m , než se vydat o něco 

složitější cestou a vy tvo ř i t model hry respektu j íc í u rč i t é rozh ran í (viz 4.5.2). 

4.5.1 C o r r e l a t e d E q u i l i b r i u m F i l e Solver 

CE-solver obsahuje obsahuje jednoduchou konzolovou aplikaci cef s (Correlated Equilibrium 
File Solver), k t e r á je s c h o p n á nač í s t hru ze souboru, vy tvo ř i t z ní model hry a zavolat C E -
solver s v h o d n ý m i parametry. V n i t ř n ě použ ívá objekty FileGame a FileSolver. 

P o d p o r o v á n y jsou hry v j e d n o d u c h é m f o r m á t u p o u ž í v a n é m v p ů v o d n í m CE-so lveru (viz 
[15]) , což je v l a s t n ě ser ia l izovaná tabulka s jednoduchou hlavičkou, jež obsahuje informaci 
o p o č t u h r á č ů a jejich s t r a teg i í . Nav íc dokáže nač ís t i fo rmát použ ívaný knihovnou Gambi t 
pro hry v n o r m á l n í formě (viz [16] ) . 
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bool get(StrategyProfile sp, out: PayoffProfile up): 
result = false, computed = false 
CRITICAL SECTION 
s 

i f (no one else i s computing sp): 
result = true 
i f (sp already computed): 

up = data[sp] 
computed = true 

else: 

\ 

mark sp as currently computed 
s 
i f (result == f a l s e ) : 

return false 
i f (not computed): 

up = game[sp] 
CRITICAL SECTION 
r 
X 
data[sp] = up 
unmark sp as currently computed 
\ 

return true 

O b r á z e k 4.4: Synchronizace p ř í s t u p u ke cache u ž i t k ů v m e t o d ě get t ř í d y UCache: V p r v n í 
kr i t ické sekci zjišťujeme, zda je p o ž a d o v a n ý už i t ek p rávě p o č í t á n . P o k u d ano, v r a c í m e false, 
j inak zjišťujeme, zda j iž by l profil u ž i t k ů v y p o č t e n . B y l - l i , v r a c í m e jej, nebyl-l i , p o z n a č í m e 
profil jako p rávě p o č í t a n ý a mimo kr i t ickou sekci zavo láme model hry (game). P o skončení 
v ý p o č t u v lož íme s p o č í t a n ý profil už i t ků do cache (data) a z ruš íme informaci o tom, že je 
profil p r ávě p o č í t á n (opě t v kr i t ické sekci). 

F o r m á t v s t u p n í h o souboru 

Definujme si fo rmát v s t u p n í hry v notaci vycházej ící z E B N F (Extended Backus-Naur 
Form): 

game = players, ws, strategies l i s t , payoffs; 
players = natural number (* number of players*); 
strategies l i s t = players * (strategies, ws); 
strategies = natural number (* number of strategies * ) ; 
payoffs = product of strategies * uprofile; 
uprofile = players * (number, ws); 
number = integer | r e a l number; 
ws = ? one or more white space characters ?; 
integer = ? obvious meaning ?; 
natural number = ? integer greater than zero ?; 
real number = ? real number i n standard format ?; 

O d E B N F se liší t í m , že použ ívá vy jádřen í specifického p o č t u opakován í na zák ladě dř íve 
„ n a č t e n é " p r o m ě n n é . 
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Tento fo rmát p ř i p o m í n á serializovanou v í ce rozměrnou tabulku, uvozenou jednoduchou 
hlavičkou udávaj íc í její r o z m ě r y (pomoc í p o č t u h r á č ů a jejich s t r a t eg i í ) . 

B u ň k y tabulky jsou ř azeny lexikograficky po s t r a t eg ických profilech, tedy n a p ř í k l a d 
(1,1), (1,2), (2,1), (2,2) pro d v o u h r á č o v o u hru se d v ě m a strategiemi na h r á č e (dvojice 
(a, 6) značí , že p r v n í h r á č hraje svou o-tou a d r u h ý svou 6-tou strategii). 

P ř í k l a d uložení n á m z n á m e hry 4.1 do souboru m ů ž e m e v idě t na o b r á z k u 4.5. 

D E 
A 1,3 2, 5 
B 2, 2 3, 1 
C 3 , 4 2, 3 

Tabulka 4.1: J e d n o d u c h á hra, kterou chceme uloži t do souboru (viz ob rázek 4.5) 

2 

3 2 

1 3 2 5 

2 2 3 1 

3 4 2 3 

O b r á z e k 4.5: H r a z tabulky 4.1 u ložená v souboru 

Další detaily týkaj íc í se použ i t í mohou p ř í p a d n í zá jemci na j í t v m a n u á l u (viz p ř í lohu A 
nebo soubor manual .pdf š í řený s n á s t r o j e m ) . 

4.5.2 Ř e š e n í her z a d a n ý c h m o d e l e m 

P ř i tomto z p ů s o b u použ i t í v y t v á ř í m o d e l á ř potomka t ř í d y Game, k t e r ý specifikuje řešenou 
hru. Jde o cestu velmi jednoduchou a p ř í m o č a r o u , v p o d s t a t ě kopírující matematickou defi
nici hry, n i c m é n ě složi tost v sobě ponese s a m o t n á specifikace chování v p ř í p a d ě rozsáh lých 
mode lů . 

Jak již bylo řečeno, teoreticky je takto m o ž n é vyřeš i t i hru, jejíž s t avový prostor je větš í 
než celková p a m ě ť poč í t ače . 

K d y ž m á m e n a i m p l e m e n t o v a n ý t a k o v ý t o model, p ř e d á m e ho jako argument př i t v o r b ě 
objektu s a m o t n é h o solveru, e v e n t u á l n ě i s da l š ími argumenty (pro p ř ík l ad viz obrázek 4.6). 

//game - created model of tne game 
CESolver<true> ces(game); //create CESolver object 
ces.solveO; / / c a l l i t s method solveO 
CorrelatedEquilibrium ce = ces.get_solution(); 

O b r á z e k 4.6: P o u ž i t í objektu CESolver k vyřešení v y t v o ř e n é hry. 

Kvůl i použ i t e lnos t i n á s t r o j e nejen v českých zemích jsme vytvoř i l i už iva te l ský m a n u á l 
v angl ickém jazyce, v n ě m ž je použ i t í r o z e b r á n o deta i lně j i . Tento m a n u á l p ř i k l á d á m e jako 
př í lohu A . 
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4.6 Experimentální zhodnocení CE-solveru 

V t é t o čás t i se budeme z a b ý v a t e x p e r i m e n t o v á n í m s v y t v o ř e n ý m CE-solverem, p ř e d e v š í m 
z pohledu zjišťování jeho výkonnos t i , ale i j iných charakteristik. 

Veškeré t e s tován í p rob íha lo na serveru ju.fit.vutbr.cz. Jde o osmiproceso rový stroj 
(procesory Intel X e o n X5355, frekvence 2,66 G H z ) se 16 G B ope račn í p a m ě t i . 

4.6.1 T e s t o v a c í d a t a 

K t e s tován í jsme měl i k dispozici sedm her, jež pocházej í z p r a k t i c k ý c h p r o b l é m ů týkaj íc ích 
se chování h r á č ů na t rhu s elektrickou energi í . Jde o dva typy her, a sice 

• osmihráčové , jež modelu j í chování v ý r o b c ů elektr ické energie v České republice, a 

• š e s tnác t ih ráčové , k t e r é modelu j í chování osmi v ý r o b c ů a osmi o d b ě r a t e l ů e lek t ř iny v 
r ámc i s t ř edn í Evropy. 

R á d i bychom vyzdv ih l i , že jde o r e á l n á data, nikol i teoreticky v y k o n s t r u o v a n é a b s t r a k t n í 
p rob lémy. I když jde jen o p o d m n o ž i n u p r o b l é m ů , k t e r é se řeší jako h l edán í kore lovaného 
ekvi l ibr ia , m ů ž e m e si u d ě l a t lepší p ř e d s t a v u o tom, jak se bude CE-solver chovat v praxi . 
Nedocház í k n a p r o s t é m u o d t r ž e n í od reality, jež by bylo pro t e s tován í n á s t r o j e u r č e n é h o do 
praxe k r a j n ě nešťas tné . 

K v a n t i t a t i v n í charakterist iky her shrnujeme v tabulce 4.2. Všechny tyto hry se nacházej í 
i na C D př i loženém k t é t o p rác i p o j m e n o v a n é jako l . g , 2 . g , . . . a 7 . g . 

H r a H r á č ů Velikost [kB] \s\ Ř á d k ů G-matice 

i - g 16 1037 6 048 290 304 

2 -g 8 447 6 720 27659 520 

3 - g 16 5 232 30 240 76 204 800 

4 - g 8 18 072 270 000 28 343 520 000 

5 - g 16 50419 294 000 19 813 248 000 

6 - g 8 66 879 1257984 777132 195 840 

7-g 8 131295 2 066400 3 832 841 376 000 

Tabulka 4.2: K v a n t i t a t i v n í charakteristika her použ i tých pro experimenty (\S\ značí p o č e t 
s t r a t eg ických profilů) 

4.6.2 P o r o v n a n í s e x i s t u j í c í i m p l e m e n t a c í 

CE-solver jsme porovnali s exis tu j íc ím n á s t r o j e m pro h l edán í kore lovaného ekvi l ibr ia (viz 
[15]) . Jde o p r v n í implementaci metody, p o p s a n é v č l ánku [ ], kterou vy tvoř i l s á m jeho 
autor. N a p s á n je v jazyce C + + , využ ívá knihovnu G M P (GNU Multiple Precision Arithme
tic Library - knihovna pro p rác i s čísly s l ibovolnou přesnos t í ) kvůl i indexaci s t r a t eg ických 
profilů a ke zrychlení p o m o c í pa ra l e ln ího b ě h u použ ívá s y s t é m O p e n M P . Jelikož jde o p r v n í 
implementaci, spíše prototypovou, budeme o tomto nás t ro j i dá le hovoř i t jako o CE-so lveru 
verze 0. CE-solver , k t e r ý jsme vytvoř i l i v r á m c i t é t o p ráce , pak n a z ý v á m e CE-solverem 
verze 1. 

CE-solver verze 0 jsme porovnáva l i se sekvenční verzí CE-so lveru verze 1. Výs l edky 
shrnuje tabulka 4.3 a grafy na o b r á z k u 4.7. 
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1-g 2-g 3-g 4 .g 5.g 6 .g 7-g 
Verze 0 
Verze 1 

0,16 
0,05 

0,43 
0,07 

1,36 
0,33 

5,16 
1,18 

9,89 
2,76 

41,38 
5,29 

202,44 
8,76 

Podíl 31 % 16 % 24 % 23 % 28 % 13 % 4 % 

Tabulka 4.3: Casy řešení j edno t l i vých her pro verzi 0 a verzi 1 ( úda j e v s e k u n d á c h ) 

1.g 2.g 3.g 4.g 5.g 6.g 7.g 

hra hra 

(a) Hry l.g až 4.g (b) Hry 5.g až 7.g 

O b r á z e k 4.7: P o r o v n á n í CE-so lveru verze 0 a verze 1 

M ů ž e m e konstatovat, že se n á m povedlo velmi razantně z lepši t výkon , jak ukazuj í grafy 
na o b r á z k u 4.3. Nav íc m u s í m e zmín i t , že n á s CE-solver je v ý r a z n ě rychlejší i p řes to, že 
p ů v o d n í využ ívá všechny procesory, z a t í m c o n á š pouze jeden. 

Dá le n á s za j ímalo , jak se verze liší s ohledem na s p o t ř e b o v a n o u paměť . N a š e očekávání , 
že verze 1 bude p o u ž í v a t m a r k a n t n ě méně p a m ě t i d íky od l i šnému p ř í s t u p u uložení G-matice 
(jak bylo n a s t í n ě n o v čás t i 4.1), se s t o p r o c e n t n ě vyplni lo . 

H r a Verze 0 Verze 1 Podíl 
1-g 119 70 59 % 
2-g 99 72 72 % 
3 -g 296 73 25 % 
4 - g 1081 88 8 % 
5 -g 2216 90 4 % 
6 -g 4879 150 3 % 
7-g 8250 203 2 % 

Tabulka 4.4: P o r o v n á n í s p o t ř e b o v a n é p a m ě t i CE-so lveru u j edno t l i vých her (hodnoty v 
megabajtech) 

Jak m ů ž e m e v idě t v tabulce 4.4 a grafu 4.8, p a m ě ť p o u ž i t á verzí 1 je u větš ích her doslova 
zlomkem té , jež je p o t ř e b a u verze 0. To je velmi p ř í j emné zj iš tění , neboť na rychlost v ý p o č t u 
m ů ž e m í t velmi v ý r a z n ý v l iv „ s w a p o v á n í " (odk l ádán í dat z ope račn í p a m ě t i na disk př i její 
n e d o s t a t e č n é velikosti). N á m se tedy povedlo v ý r a z n ě posunout hranici velikosti hry, v níž je 
schopen d a n ý p o č í t a č hru vyřeš i t , aniž by musel „ s w a p o v a t " , odhadem cirka na p a d e s á t i n u , 
pokud budeme uvažova t nejskept ič tě jš í odhad - v š i m n ě m e si to t i ž , že pod í l s p o t ř e b o v a n é 
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O b r á z e k 4.8: G r a f s p o t ř e b o v a n é p a m ě t i CE-so lveru u j edno t l i vých her 

p a m ě t i s ros touc í velikostí hry m á klesající tendenci. 
Povedlo se n á m tedy v ý r a z n ě zlepši t čas h l edán í kore lovaného ekvi l ibr ia . Výs ledek je o 

to více potěšuj íc í , že n á š solver s p o t ř e b o v á v á m é n ě p a m ě t i . 

4.6.3 V h o d n o s t p o u ž i t í cache u ž i t k ů 

Jak již bylo řečeno , použ i t í cache pro uchován í s p o č í t a n ý c h hodnot už i t ků m á smysl v 
p ř í p a d ě , že v ý p o č e t u ž i t k u t r v á nezanedbatelnou dobu. To je p o n ě k u d vágní formulace, 
proto jsme se rozhodli otestovat, od j aké hranice se už použ íván í vyp l a t í a do kdy je spíše 
na ob t íž . 

Jel ikož n e m á m e k dispozici hru, k t e r á by s k u t e č n ě p o č í t a l a u ž i t k y delší dobu, nasimu
lovali jsme toto chování u m ě l ý m v y t v o ř e n í m zpožděn í př i p ř í s t u p u k u ž i t k ů m n a č t e n ý m ze 
souboru. Nejdř íve jsme chtěli využ í t sy s t émovou funkci usleep, k t e r á dokáže pozastavit vo
lající v l á k n o na u rč i tý poče t mikrosekund, ale nezaznamenali jsme ž á d n o u z m ě n u rychlosti 
ani př i z m ě n ě zpožděn í ze 100 mikrosekund na 1 mil isekundu. 

Proto jsme jako zpožděn í použi l i cyklus f or, k t e r ý p ř i č í t á k p ů v o d n ě nulové p r o m ě n n é 
j edn ičku až do dosažení u r č i t é hranice. E x p e r i m e n t á l n ě jsme zj is t i l i , že j e d n é mi l i sekundě 
o d p o v í d á zhruba hranice 220 000. U v ě d o m u j e m e si , že zde n a m ě ř e n é výs ledky jsou závislé 
na p o u ž i t é m poč í t ač i , n i c m é n ě pro vy tvo řen í r á m c o v é p ř e d s t a v y b o h a t ě pos taču j í . 

N a š í m p r v o t n í m odhadem bylo, že použ i t í cache bude znamenat zrychlení v p ř í p a d ě , že 
se doba v ý p o č t u jednoho u ž i t k u bude pohybovat v ř á d u stovek mikrosekund. Pro to jsme 
otestovali doby b ě h u pro r ů z n á zpožděn í z intervalu 100 fis až 1 ms. Výs l edky shrnuj í grafy 
4.9 a 4.10. 

J a k é bylo naše p ř e k v a p e n í , když jsme zj is t i l i , že cache zrychluje v ý p o č e t i p ř i zpožděn í 
p o u h ý c h 100 fis\ Nezbylo n á m než otestovat rozsah do 100 fis. N a m ě ř e n é hodnoty jsme o p ě t 
vynesli do grafů, k t e r é m ů ž e t e v idě t na obrázc ích 4.11 a 4.12. 

M ů ž e m e usoudit, že použ i t í cache v y p o č t e n ý c h u ž i t k ů se zač íná (a lespoň př i naš í hard
warové konfiguraci) vyp láce t v p ř í p a d ě , že s p o č t e n í u ž i t k u t r v á c i rka 5-10 fis. Tato ex
p e r i m e n t á l n ě z j iš těná hodnota nen í sice nijak obecně p l a t n á , n i c m é n ě n á m d á v á p o m ě r n ě 
cennou informaci v tom smyslu, že m á m e p ř e d t a v u o ř á d u zpožděn í , kdy se cache vyp la t í . 

Verze 0 
Verze 1 
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3-g 

Konfigurace 
100us bez cache 
100us s cache 
250us bez cache 
250us s cache 
500us bez cache 
500us s cache 
750us bez cache 
750us s cache 
1000us bez cache 
1000us s cache 

O b r á z e k 4.9: P o r o v n á n í rychlos t í p ř i r ů z n é n á r o č n o s t i v ý p o č t u už i t ku a v l iv použ i t í cache 
př i zpožděn ích 100-1000 //s pro hry l . g až 3.g 
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Konfigurace 
100us bez cache 
100us s cache 
250us bez cache 
250us s cache 
500us bez cache 
500us s cache 
750us bez cache 
750us s cache 
1000us bez cache 
1000us s cache 

O b r á z e k 4.10: P o r o v n á n í rychlos t í p ř i r ů z n é n á r o č n o s t i v ý p o č t u u ž i t k u a v l iv použ i t í cache 
př i zpožděn ích 100-1000 fis pro hry 4.g a 5.g 
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i 
1-0 2.g 

hra 

3.0 

Konfigurace 
Ous bez cache 
Ous s cache 
5us bez cache 
5us s cache 
10us bez cache 
10us s cache 
15us bez cache 
15us s cache 
20us bez cache 
20us s cache 
35us bez cache 
35us s cache 
50us bez cache 
50us s cache 
75us bez cache 
75us s cache 
100us bez cache 
100us s cache 

O b r á z e k 4.11: P o r o v n á n í rychlos t í p ř i r ů z n é n á r o č n o s t i v ý p o č t u u ž i t k u a v l iv použ i t í cache 

při zpožděn ích 0-100 //s pro hry l . g až 3.g 

1111 
4.g 5.g 
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Konfigurace 
Ous bez cache 
Ous s cache 
5us bez cache 
5us s cache 
10us bez cache 
10us s cache 
15us bez cache 
15us s cache 
20us bez cache 
20us s cache 
35us bez cache 
35us s cache 
50us bez cache 
50us s cache 
75us bez cache 
75us s cache 
100us bez cache 
100us s cache 

O b r á z e k 4.12: P o r o v n á n í rychlos t í p ř i r ů z n é n á r o č n o s t i v ý p o č t u u ž i t k u a v l iv použ i t í cache 

při zpožděn ích 0-100 fis pro hry 4.g a 5.g 
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Jelikož jde podle na šeho n á z o r u o r e l a t ivně n ízkou hodnotu, doporuč i l i bychom po tenc iá l 
n í m v ý v o j á ř ů m v p ř í p a d ě pochyb či nerozhodnosti cache použ í t . 

4.6.4 V l i v parale l izace n a rychlost v ý p o č t u 

Rovněž n e s m í m e opomenout otestovat zrychlení , k t e r é h o jsme dosáhl i d íky paralelizaci. 
Změři l i jsme proto doby řešení pě t i ce menš ích her z naš í sady (zbývající dvě , 6 . g a 7 . g, jsou 
př i vložení zpožděn í příl iš časově n á r o č n é ) př i v y b r a n ý c h nas t aven ích zpožděn í . Zkoumal i 
jsme závislost p o č t u použ i tých p roceso rů na zrychlení v ý p o č t u . V ž d y jsme použi l i cache 
už i t ků (z d ů v o d ů p o p s a n ý c h dř íve) . 

Nejdř íve se pod íve jme na situaci s n u l o v ý m z p o ž d ě n í m . V t akové to konfiguraci ž á d n é 
zrychlení neočekáváme , neboť pouze p o t ř e b n á synchronizace zabere čas větší , než parale
l ismem z í skáme. Výs l edky shrnuje graf 4.13. 
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(a) Hry l.g až 3.g (b) Hry 4.g až 7.g 

O b r á z e k 4.13: Zrychlení paralelizaci bez zpožděn í 

Očekávání n á s p r o t e n t o k r á t nezklamalo a v id íme , že se čas v ý p o č t u p o u ž i t í m více proce
sorů dokonce zvýšil . Vysvě t lu j eme si to t í m , že s a m o t n ý v ý p o č e t tvoř í miz ivou čás t celkové 
doby b ě h u , t í m p á d e m režie tvoř í časově nezanedbatelnou čás t b ěh u . 

Dá le jsme zkusi l i vložit zpožděn í o velikosti p ů l mil isekundy (500 /xs). T í m by se n á m 
měl v ý p o č e t u ž i t k ů s t á t velmi časově n á r o č n o u čás t í řešení . N a m ě ř e n é výs ledky jsme vynesli 
do grafů 4.14, 4.15 a 4.16. 

M ů ž e m e si v š i m n o u t sku tečnos t i , že u her 4 . g a 5 . g docház í k l i neá rn ímu zrychlení 
cirka do p o č t u t ř í p rocesorů . P ř i vě t š ím p o č t u n ě k d y docház í k z a j í m a v é m u jevu, kdy 
zvýšení p o č t u p roceso rů nepř inese v ů b e c ž á d n é zrychlení . D o m n í v á m e se, že to zapř íč iňuje 
s t ruktura konk ré tn í ch her. El iminace s t r a t eg i í jsou u nich z v l á š t n í m z p ů s o b e m p rovázány 
tak, že je m o ž n é vě t š inu času p rocháze t m é n ě ř á d k ů G-matice, než je poče t p rocesorů . 

O s t a t n í hry vykazuj í t é m ě ř l ineárn í zrychlení . 
Závěrem konstatujme, že efekt ivní z rychlení př i zapo jen í více p roceso rů m ů ž e bý t až 

l ineární , pokud 

1. vě t š inu času z a b í r á p o č í t á n í u ž i t k ů a 

2. hra n e m á takové vlastnosti , k t e r é by zamezily zapo jen í všech p roceso rů po vě t š inu 
času minimalizace. 
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O b r á z e k 4.14: Zrychlení para le l izac í př i zpožděn í 500 fis (hry l . g až 3.g) 

4.7 Nástroj pro analýzu dominance strategií 

V r á m c i p r á c e jsme vytvoř i l i j e d n o d u c h ý n á s t r o j , k t e r ý analyzuje strategie v z a d a n é h ř e z 
hlediska dominance. Nazva l i jsme jej Game Dominance Analyzer a k r á t c e si ho v t é t o čás t i 
pop í šeme . 

Funkčnos t n á s t r o j e lze popsat velmi j e d n o d u š e . Veškeré p o d s t a t n é věci se dějí v r á m c i 
objektu t ř í d y Analyzer. Ten s p o m o c í objektu t ř í d y Game (viz čás t 4.2) n a č t e hru, do 
k t e r é pak (voli telně) p ř i s t u p u j e p o m o c í objektu t ř í d y UCache. N a d touto hrou je schopen 
p rovádě t j e d n o d u c h é dotazy. 

4.7.1 D o t a z o v a c í j a z y k 

Pro účely tohoto n á s t r o j e jsme vytvoř i l i j e d n o d u c h ý do tazovac í jazyk, k t e r ý n á m umožňu je 
zkoumat vztahy mezi strategiemi z hlediska dominance. Pojmenoval i jsme jej Game Query 
Language (dá le G Q L ) . 

Dotaz v tomto jazyce lze definovat p o m o c í E B N F takto: 

query = [mode], range, ":", range, ":", range; 
mode = "a" | "s" | "w"; 
range = enumeration | interval | a l l ; 
enumeration = n, {",", n}; 
interval = n, n; 
a l l = "x"; 
n = d i g i t - " 0 " , {digit} I " 0 " ; 
d i g i t = "0" I "1" I "2" I "3" I "4" I "5" I "6" I "7" | "8" I "9"; 

Cast m ó d (mode) v dotazu specifikuje t ř i r ů z n é m ó d y č innos t i : 

1. a - ana lýza z a d a n ý c h s t ra teg i í , výpis statistik () 

2. s - posouzen í s t r i k tn í (Strict) dominance 

3. w - posouzen í s l abé (Weak) dominance 
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O b r á z e k 4.15: Zrychlení para le l izací př i zpožděn í 500 fis (hry 4.g a 5.g) 

Povinnou čás t í dotazu jsou t ř i rozsahy oddě lené dvo j tečkou . P r v n í u d á v á h ráče , d r u h ý 
„ d o m i n a n t n í " a t ř e t í „ d o m i n o v a n é " strategie (v uvozovkách proto, že j i m i nejsou, ale bu
dou z tohoto pohledu p o s u z o v á n y ) . N á s t r o j pak zp racovává všechny specifikované dvojice 
s t ra teg i í pro všechny specif ikované h ráče . 

4.7.2 M ó d y č i n n o s t i n á s t r o j e 

Chován í i v ý s t u p se liší podle m ó d u , ve k t e r é m pracujeme. 

A n a l y z a č n í m ó d 

V tomto m ó d u pro všechny z a d a n é dvojice s t ra teg i í p o č í t á m e statistiky, k t e r é n á m mohou 
pomoci u d ě l a t si u rč i tý ob rázek o atrakt ivnost i s t r a teg i í pro h r á č e . U všech dvojic z j is t íme, 
v kol ika s t r a t eg i ckých kontextech (s-p) d a n é h o h r á č e p je už i t ek př i h r a n í „ d o m i n a n t n í " 
vyšší , s te jný a nižší než př i h r a n í strategie „ d o m i n o v a n é " . 

V ý s t u p pak m á takovouto formu: 

p-sl,s2 >ng =ne <nl 

Symbol p značí h ráče , s l a s2 jeho strategie, čísla ng, respektive ne, respektive n l pak p o č t y 
s t r a t eg ických k o n t e x t ů , ve k t e r ý c h je pro h r á č e p výhodně jš í , respektive s te jně v ý h o d n é , 
respektive m é n ě v ý h o d n é h r á t strategii s l oproti strategii s2. 

R o z h o d o v a c í m ó d 

V tomto m ó d u pouze vypisujeme dvojice s t ra teg i í , k t e r é vyhovuj í z a d a n é p o d m í n c e domi
nance. O p ě t p r o c h á z í m e všechny dvojice a ve všech s t r a t eg ických kontextech p o r o v n á v á m e 
už i tek z h r a n í „ d o m i n a n t n í " strategie s u ž i t k e m z h r a n í „ d o m i n o v a n é " strategie. P o k u d je 
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O b r á z e k 4.16: Zrychlení para le l izací př i zpožděn í 500 fis (hry 6.g a 7.g) 

os t ře menš í , pak m ů ž e m e tuto dvoj ici o k a m ž i t ě zavrhnout. K d y ž je větš í a zj išťujeme slabou 
dominanci , p o z n a m e n á m e si, že it m ů ž e nastat. V p ř í p a d ě rovnosti a rozhodován í s t r i k tn í 
dominance dvoj ici opě t zavrhujeme. 

Výs l edky vypisujeme ve tvaru: 

p-sl,s2 

Vypisujeme pouze dvojice, u k t e r ý c h strategie s l h r á č e p ( s t r i k tně či s labě , podle konkré t 
n ího m ó d u ) dominuje jeho strategii s2. 

4.7.3 Z h o d n o c e n í v ý s l e d k ů 

Vytvoř i l i jsme j e d n o d u c h ý n á s t r o j u r č e n ý k ana lýze v z t a h ů s t r a t eg i í ve h rách , p ř e d e v š í m 
z pohledu dominance. Využi l i jsme př i t om t ř ídy , p o u ž í v a n é v CE-solveru , což d o k l á d á 
m o ž n o s t jejich da lš ího použ i t í i v j iných projektech. Hlavn í p ř ínos G D A v id íme v m o ž n o s t i 
použ i t í v situaci, kdy si chceme u d ě l a t ob rázek o n ě k t e r é o mezen é p o d m n o ž i n ě s t r a t eg i í 
d a n é hry, aniž bychom j i měl i čas řeši t celou. 

4.8 RS-solver 

V r á m c i v ý z k u m u m o ž n o s t í zlepšení z p ů s o b u řešení L P p r o b l é m ů jsme vytvoř i l i tento ex
p e r i m e n t á l n í n á s t r o j , z a m ě ř e n ý na řešení ř ídkých (sparse) L P p r o b l é m ů modifikovanou 
simplexovou metodou (revised simplex method) - od tud n á z e v Revised Sparse Solver. 

N a ř ídké p r o b l é m y jsme se zaměř i l i proto, že s a m o t n á G-matice bývá velmi ř í dká (v 
závislost i na m n o ž s t v í s t r a t eg i í j edno t l i vých h r á č ů ) . 
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4.8.1 Implementace R S - s o l v e r u 

RS-solver jsme vytvoř i l i v jazyce C + + za použ i t í knihovny u B L A S z ba l íku knihoven Boost , 
k t e r á umožňu je s n a d n é uložení ř í dkých matic a v e k t o r ů a zá roveň implementuje zák l adn í 
operace l ineární algebry. 

Jak je čá s t ečně z ře jmé z n á z v u , p o u ž í v á m e modifikovanou dvoufázovou simplexovou 
metodu, tedy jsme schopni řeši t i L P problémy, u nichž nen í k dispozici p o č á t e č n í p ř í p u s t n é 
řešení . Zopt imal izoval i jsme násoben í , k t e r é je n u t n é pro aktualizace inverzní matice báze , 
s v y u ž i t í m speciá ln í s t ruktury matice, kterou j í n á s o b í m e ( jednotková matice až na jeden 
sloupec). 

Ho jně v y u ž í v á m e compressecLvector, jeden z t y p ů ř ídkých v e k t o r ů knihovny u B L A S . 
Jde o pole dvojic (index, hodnota) s e řazené podle indexu, proto je velmi v h o d n ý pro 
p rocházen í nenu lových položek - k tomu slouží p ř í s lušný iterator. 

A b y c h o m se vyhnul i nebezpeč í zacyklení z d ů v o d u degene rovaných řešení , implemen
tovali jsme dř íve p o p s a n é Blandovo pravidlo (viz čás t 3.1.2). To se n e u p l a t ň u j e vždy, ale 
pouze v situaci, kdy by se po p roveden í kroku nezměn i l a hodnota kr i te r iá ln í funkce. Sa
moz ře jmě bychom k řešení dospěl i , i kdyby se použ íva lo s tá le , n i c m é n ě to nen í v ý h o d n é z 
hlediska efektivity. P o k u d bychom vs tupuj íc í p r o m ě n n é vybí ra l i pouze podle Blandova pra
vid la , vě t š inou bychom postupovali pouze m a l i n k ý m i k růčky ke g lobá ln ímu e x t r é m u . M í s t o 
toho v y b í r á m e vs tupuj íc í p r o m ě n n o u podle m i n i m á l n í r e la t ivn í ceny, a pouze v p ř í p a d ě , 
kdy dospě j eme do degene rovaného řešení , aplikujeme Blandovo pravidlo. 

4.8.2 P o u ž i t í p r o ř e š e n í L P p r o b l é m ů 

R S solver lze použ í t d v ě m a způsoby, a sice pro řešení L P p r o b l é m ů u ložených v souboru 
nebo pro řešení L P p r o b l é m ů z k o n s t r u o v a n ý c h za b ě h u programu. V s t u p e m je k a ž d o p á d n ě 
objekt t ř í d y Problem. 

L P p r o b l é m u l o ž e n ý v souboru 

R S solver dokáže řeši t L P p r o b l é m y v j e d n o d u c h é m fo rmá tu , k t e r ý si n a č r t n e m e . O p ě t 
použ i j eme syntaxi vycházej ící z E B N F , popsanou v čás t i 4.5.1. 

lp problem = "#", ws, variables, ws , constraints, ws, 
direction, ws, objective function, l i s t of constraints; 

variables = natural number; (* number of variables *) 
constraints = natural number; (* number of constraints *) 
direction = "0" I " 1 " ; (* minimize or maximize *) 
objective function = coefficients; (* coefficients of objective function *) 
l i s t of constraints = constraints * constraint; 
constraint = type, ws, rhs, ws, lhs, ws; (* understood as: lhs type rhs *) 
type = ">" I "=" I "<"; 
rhs = number; 
lhs = coefficients; 
coefficients = variables * (number, ws); 
ws = ? one or more white space characters ?; 
natural number = ? integer greater than zero, eg. 1, 2 , . . . ? ; 
number = ? number that can be understood as real number ?; 
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Oddělovač i jsou bílé znaky. Hlav ičku tvoř í p o č e t p r o m ě n n ý c h a p o č e t omezen í . Dá le násle
duje s m ě r a koeficienty kr i te r iá ln í funkce a nejrozsáhlejš í čás t tvoř í seznam omezení . 

Ilustrujme si z a d á n í p r o b l é m u p ř í k l a d e m . L P p r o b l é m u 

Maximal izu j te 3x — 5y 

při d o d r ž e n í x + y < 5 

- x + 2 y > 1 2 (4.1) 

5x — 6y = 23 

o d p o v í d á soubor zob razený na o b r á z k u 4.17. 

# 2 3 
1 3 - 5 
< 5 1 1 
> 12 -1 2 
= 2 3 5 - 6 

O b r á z e k 4.17: L P p r o b l é m (4.1) z a d a n ý v souboru. 

L P p r o b l é m k o n s t r u o v a n ý „ r u č n ě " 

Samozře jmě je t a k é m o ž n é vy tvo ř i t L P p r o b l é m p ř í m o v programu a R S solver p o u ž í t jako 
knihovnu. Slouží k tomu př í s lušné metody t ř í d y Problém, p ř e d e v š í m metoda adcLconstr. 
Do dalš ích de t a i l ů ale nebudeme zby tečně zacháze t . 

Bližší informace týkaj íc í se obou z p ů s o b ů zadán í , s te jně jako i m p l e m e n t a č n í detaily 
mohou p ř í p a d n í zá jemci na léz t v souboru README, p ř í p a d n ě p ř í m o ve zdro jových kódech. 

4.8.3 Z h o d n o c e n í v ý s l e d k ů 

I p ř e s to , že se přes naš i veškerou snahu n e p o d a ř i l o ve v ý p o č e t n í m výkonu vyrovnat kn ihovně 
G L P K , považu jeme vznik lý n á s t r o j za re la t ivn í úspěch , a to p ř e d e v š í m z t ěch to d ů v o d ů : 

1. Implementace p o m ě r n ě blízce kopíruje matematickou definici algoritmu, proto m ů ž e 
poslouži t n a p ř í k l a d z á j e m c ů m o s tudium s implexové metody. 

2. R S solver m á menš í paměťové n á r o k y než G L P K d íky ú s p o r n é m u uložení dat v ř ídkých 
mat ic í ch a vektorech. 

3. O d z a č á t k u byla snaha p s á t kód velmi č i te lně s ohledem na m o ž n o s t da lš ího vývoje . 
Pokud bychom opě t po rovnáva l i s knihovnou G L P K , k t e r é p r a v d ě p o d o b n ě (s trochou 
n a d s á z k y ) r o z u m í pouze s á m autor, m ů ž e m e s k l i d n ý m srdcem říct , že zdrojové texty 
jsou velmi č i te lné a p ř i p r a v e n é k da l š ímu vývoj i . 
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Kapitola 5 

Závěr 

V t é t o p rác i jsme se zabýval i p ř e d e v š í m popisem teore t i ckých východisek , n á v r h e m a na
konec i i m p l e m e n t a c í knihovny schopné na j í t kore lované ekv i l ib r ium v po t enc i á lně obrov
ských n e k o o p e r a t i v n í c h h r á c h . Sous t řed i l i jsme se nejen na matematickou s t r á n k u definic 
a precizní popis p r o b l é m ů , ale zá roveň jsme se v ž d y snažil i p r o h l é d n o u t skrz a vyst ihnout 
podstatu, p ř í p a d n ě se i více zamyslet nad p r o b í r a n o u problematikou, čas to i za cenu j i s té 
ne formálnos t i či vágnos t i . 

V kapitole 2 jsme se seznámi l i s teor i í her jako disc ip l ínou ap l ikované matematiky, jež se 
použ ívá k mode lován í rozhodovac ích s i tuac í n a p ř í č r o z m a n i t ý m i obory l idského z k o u m á n í ; 
p ř edevš ím jsme se zaměř i l i na n e k o o p e r a t i v n í hry v n o r m á l n í formě. P ředs t av i l i jsme si 
něk t e r é zák ladn í typy ekvil ibri í ( rovnovážných b o d ů ) , k t e r é se př i ana lýze m o d e l ů využívaj í , 
a jejich vlastnosti . Hlouběj i jsme se v tomto s m ě r u věnoval i ekvi l ib r iu kore lovanému, jež 
umožňu je u r č i t ou m í r u synchronizace konán í h r áčů . 

Jednou z nejdůleži tě jš ích technik pro p rak t i cké řešení her je eliminace d o m i n o v a n ý c h 
s t ra teg i í . Vycház í ze dvou důlež i tých p ř e d p o k l a d ů , a sice z racionali ty h r á č ů a z t a k z v a n é 
common knowledge („společné znalosti") . T y n á m umožňu j í čas to velmi v ý r a z n ě redukovat 
s t r a t eg ický prostor hry, aniž by se změn i l a ekvi l ibr ia . Jel ikož řešení reá lných her je v p lné 
velikosti ve vě t š ině p ř í p a d ů n e m o ž n é , je p roveden í eliminace v p o d s t a t ě jakousi „ n u t n o u 
p o d m í n k o u " pro nalezení kore lovaného ekvi l ibr ia . 

Technika eliminace je dá le v m í r n ě u p r a v e n é formě p r e z e n t o v á n a v kapitole 3, a to 
jako redukce G-matice. D ů k l a d n ě se p ř e d t í m věnu jeme popisu p rávě t é t o G-matice, jež je 
s t rukturou velmi n á z o r n ě reprezentu j íc í v ícehráčové hry, k t e r á je zá roveň velmi v h o d n á ke 
zmenšen í s tavového prostoru hry. D r u h ý m pi l í řem t é t o kapitoly je bezesporu popis j e d n é 
z ne jznámějš ích ob las t í o p e r a č n í h o v ý z k u m u , a sice l ineá rn ího p r o g r a m o v á n í . P o d r o b n ě 
jsme se j í m zabýval i z toho d ů v o d u , že na něj lze p řevés t p r o b l é m h ledán í kore lovaného 
ekvi l ibr ia . K o n k r é t n í z p ů s o b rovněž r o z v á d í m e p rávě v t é t o kapitole. Dá le jsme se věnoval i 
popisu s y s t é m u O p e n M P , u r č e n é m u k paralelizaci p r o g r a m ů na a r c h i t e k t u r á c h se sd í lenou 
p a m ě t í . 

Za klíčovou nezbývá než označ i t kapi tolu 4. P ř e d e v š í m se v ní z a o b í r á m e k o n k r é t n í 
s t rukturou a funkcionalitou CE-solveru , knihovny pro h l edán í kore lovaného ekvi l ibr ia , kte
rou jsme vytvoř i l i . Nejprve shrnujeme zák ladn í koncepci, jež jsme se v p r ů b ě h u n á v r h u a 
implementace držel i . P o t é nás leduje popis t ř íd , ze k t e rých je n á s t r o j složen, a nejdůleži
tějších a lgor i tmů , jež obs t a r áva j í minimal izac i hry p o m o c í technik insp i rovaných z m í n ě n o u 
G-mat i c í a její r edukc í . Nač r t l i jsme zák ladn í myš lenky paralelizace v ý p o č t u a s t í m spo jené 
úskal í . Samoz ře jmě n e m ů ž e m e opomenout e x p e r i m e n t á l n í zhodnocen í výs ledků implemen
tace, k t e r é p ř e d e v š í m ukáza ly ř ádové zlepšení výkonu oprot i p r o t o t y p o v é implementaci. 
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Spíše okra jově se pak z a b ý v á m e da lš ími d v ě m a v y t v o ř e n ý m i programy. P r v n í m z nich je 
Game Dominance Analyzer , j e d n o d u c h ý n á s t r o j pro ana lýzu v l a s tnos t í s t r a teg i í h r á č ů v za
d a n é h ře . G D A ho jně využ ívá t ř í d nav ržených a i m p l e m e n t o v a n ý c h p ů v o d n ě pro CE-solver , 
což svědčí o jejich znovupouž i t e lnos t i . D r u h ý m výs l edkem je knihovna či n á s t r o j RS-solver, 
k t e r á si dala z úkol řeši t p ř e d e v š í m ř ídké p r o b l é m y z oblasti l ineá rn ího p r o g r a m o v á n í . Vý
konnos t í se sice se spec ia l i zovaným softwarem n e m ů ž e srovnat, ale p ř ináš í i u r č i t á pozi t iva , 
jako n a p ř í k l a d č i te lný kód, z ř e t e lnou implementaci n ě k t e r ý c h pokroči le jš ích technik nebo 
menš í paměťové n á r o k y (v p o r o v n á n í s knihovnou G L P K ) . 

Za největší p ř ínos t é t o d ip lomové p r á c e považu jeme p rávě vy tvo řen í CE-so lveru . Uká
zal i jsme, že oproti p r o t o t y p o v é implementaci si z hlediska výkonu s toj í velmi d o b ř e . P ř i 
t e s tován í na r eá lných h r á c h p o u ž í v a n ý c h k mode lován í t rhu s e l ek t ř inou se ukáza l a řádově 
vyšší rychlost a ( rovněž řádově) nižší s p o t ř e b a p a m ě t i . Nav íc jde o koncepčn í řešení po
s tavené na ob jek tově o r i e n t o v a n é m n á v r h u , což zajišťuje jednoduchost p o c h o p e n í , vysokou 
či te lnost a nezanedbatelnou znovupouž i t e lnos t . 

N a s k ý t á se několik dalš ích možnos t í vývoje , vycházej ících z t é t o p r áce . Ačkoliv m á C E -
solver obecně velmi d o b r é vlastnosti , j i s t ě existuje prostor pro dalš í z lepšení či rozšíření . 
Nabíz í se n a p ř í k l a d m o ž n o s t dá le vy lepšovat p o u ž i t é d a t o v é struktury, jejichž v ý m ě n a je ve 
vě tš ině p ř í p a d ů d íky ob jek tově o r i e n t o v a n é m u n á v r h u a snaze o co ne j j ednodušš í r o z h r a n í 
velmi s n a d n á . 

S p o u ž i t í m v y t v o ř e n ý c h struktur by mohlo bý t za j ímavé doplnit z a t í m v p o d s t a t ě jedno
účelovou knihovnou na rozsáhlejší ba l ík knihoven, z a m ě ř e n ý c h na efekt ivní a n a l ý z u a řešení 
m a t e m a t i c k ý c h her. H o r k ý m k a n d i d á t e m na implementaci je dle na šeho n á z o r u metoda 
F D D S (Fast Detection of Dominant Strategies) - t a poskytuje p o m ě r n ě p ř e s n o u p ř e d s t a v u 
o velmi rozsáh lých h rách , aniž by je celé řeši la [13]. 

V e l m i žádouc í by t a k é bylo vy tvo ř i t komplexn í model, k t e r ý by opravdu poč í t a l už i tky 
nezanedbatelnou dobu, a na n ě m CE-solver vyzkouše t . P ř i d o s t a t e č n é velikosti by pak byla 
př í lež i tos t z aměř i t se n a p ř í k l a d na algoritmy odeb í r án í v y p o č t e n ý c h hodnot z cache př i 
p ř í p a d n é m přep lněn í . 
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Příloha A 

CE-Solver Manual 

A . l Introduction 
CE-Solver is a tool for computing Correlated E q u i l i b r i u m in possibly very large games. 
It useses slightly modified method proposed by dr. Hruby (see [ ]), which is based on 
el iminat ion of s t r ic t ly dominated strategies using G-matr ix . 

A.2 Theory 

A . 2 . 1 C o r r e l a t e d e q u i l i b r i u m 

Correlated equl i l ibr ium ( C E ) is a solution concept i n game theory that, unlike for example 
well known Nash equi l ibr ium, allows some k ind of simple synchronization between players. 

It is useful for analyzing real market situations, because the synchronization in real 
world is possible. 

In fact, C E is a probabil i ty dis t r ibut ion over the set of strategy profiles of the game. 

A . 2 . 2 G - m a t r i x 

G-mat r ix represents an elegant way to display multiplayer game (even games wi th more 
than two players) i n a two dimensional table. It is also well suited for reduction of game's 
state space. 

Rows are identified by three numbers: identification of player p and two different stra
tegies of his (we w i l l ca l l them sfrom and sto). Colums are identified by strategy profiles of 
the game. Cells contain the difference 

up(sfrom, S-p) — up(sto, S-p), 

where S-p are strategies played in strategy profile corresponding to the column of G-mat r ix 
and Up is u t i t l i ty function for player p. 

Note Cells i n column identified by strategy profile which does not contain strategy sfrom 
are empty. 
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A . 2 . 3 R e d u c t i o n 

Reduct ion of the game is quite straightforward once we construct the G-mat r ix . If we find 
a row that contains only negative values, we can eliminate corresponding strategy sfrom, 
which means that we can remove 

• a l l rows that contain eliminated strategy and 

• a l l colums w i t h strategy profiles containing el iminated strategy. 

After one el iminat ion step it is possible that other strategy becomes dominated (its row 
contains only negative values), because we remove some colums that may have contained 
positive values which prevented its e l iminat ion earlier in the process. 

A s a consequence, the reduction is iterative procedure which can be performed as long 
as we are able to eliminate at leat one strategy. Eventual ly we may end up wi th single val id 
profile, after which the computing of C E is very simple. 

A . 2 . 4 E x a m p l e 

Consider game i n table A . l . Corresponding G-mat r ix is i n table A . 2 . 

D E 
A 1, 3 2, 5 
B 2, 2 3, 1 
C 3 , 4 2, 3 

Tabulka A . l : Example game 

A D B D C D A E B E C E 
A B 
B ^ A 

- 1 
1 

-1 
1 

B ^ C 
C I i 

- 1 
1 

1 
- 1 

A C 
C A 

- 2 
2 

0 
0 

D ^ E 
E ^ D 

- 2 1 1 
2 - 1 - 1 

Tabulka A . 2 : G-mat r ix corresponding to the game in A . l (we omit player identification -
it is not neccessary since they both have distinct set of strategies). 

A s we can see (in table A . 2 ) , there is one negative row, A ^ B to be specific. After 
el iminat ion of strtegy A , we get G-mat r ix in table A . 3 . 

After the first step of el imination, another strategy (E) can be eliminated, after which 
another strategy might be eliminated, and so o n . . . 

A . 2 . 5 C o m p u t i n g C E as L P p r o b l e m 

If we are able to reduce whole game to single strategy profile, then the solution is easy. 
However, it might not be the case, so we need some tool to compute C E i n any game. 
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B D C D B E C E 
B - +C - 1 1 

C - ^B 1 - 1 

D - ^ E 1 1 

E +D - 1 - 1 

Tabulka A . 3 : G-mat r ix after one step of el iminat ion 

The task of computing C E may be turned into solving L P problem. Its structure is very 
similar to structure of G-mat r ix . L P variables correspond to G-mat r ix columns (strategy 
profiles) and L P constraints correspond to G-mat r ix rows. One addit ional constraint must 
be added to make sum of probabilities equal to one (it assures unboundness of the solution). 

Last issue remains: what are the coefficients of the objective function. There is no general 
rule, but two most logical and reasonably complex ways are as follows: 

1. a l l coefficients are equal to one or 

2. the coefficient of L P variable is the sum of payoffs of a l l players when playing associ
ated strategy profile, more formally: 

cs = y~]uj(s), 

where s is the associated strategy profile, Q is set of players and Ui is payoff function 
of player i. 

We decided to use the second approach, because it is able to reflect the prefference of 
equi l ibr ium wi th higher payoffs for a l l players. 

A. 3 Implementation 

CE-solver is a l ibrary wi th simple command line u t i l i ty wri t ten i n C + + . It uses O p e n M P 
to employ parallelism. L P problems are solved by G L P K library, but generally any tool can 
be used if you implement a simple interface. 

A . 3 . 1 M a i n ideas 

CE-so lver input 

We tried to keep the interface as simple as possible to provide freedom to potential mo
dellers. Creat ing game model is very easy i n terms of interface w i t h CE-solver (however 
complex it can be internally). Y o u just have to create class inherited from Game and imple
ment three methods. Details are described i n part A . 4 . 

Storage of G-matr ix 

Since G-mat r ix is very huge, we decided to store just information that is essential. Tha t is, 
a l l we need to know is the posit ion in every row where we had to finish traversing, so after 
some eliminations we are able to skip forbidden profiles and continue traversing. 
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Payoff cache 

Comput ing payoffs is computat ional ly hardest part of real-world models. Because of that, 
we created so called payoff cache, which is used to store computed payoffs. W h e n they are 
needed again, which might happen several times dur ing solving, we do not have to compute 
them and just read them from this cache (see A.3 .2) . 

Parallelizat ion 

Paral le l ism is a natural choice to speed up computing. Because G-mat r ix reduction can be 
quite easily done i n parallel , we designed the whole l ibrary wi th parallel ism i n mind . For 
this purpose, we chose OpenMP system because it is easy to use and provides good results 
on parallel architectures wi th shared memory. 

A . 3 . 2 S t r u c t u r e 

In this part, we are going to describe how does CE-solver work internally. We w i l l outline 
what happens when a game is being solved and describe some importatnt classes. Other 
classes w i l l described in part A . 4 . 

Basic scheme of the l ibrary could be seen i n class diagram A . l . 

Solving game 

W h e n method solve () of CESolver is invoked, it does the following things: 

1. Creates GMatrix object. 

2. Cal ls minimize () method of GMatrix. 

3. Creates object of CorrelatedLP by invoking method get_lp_problem() of GMatrix. 

4. Solves L P problem (CorrelatedLP) by using GLPKSolver and stores the solution. 

Because we use G L P K as a "black-box"component, the main algorithmic complexity lies 
in the method minimize of GMatrix, so we are going to describe this class more thoroughly. 

GMatrix can be considered as computat ional heart of whole CE-solver . M i n i m i z a t i o n 
is done by i terating through G-mat r ix unt i l no more strategies can be eliminated. One 
iteration is done i n method iterate, which assigns G-mat r ix rows to threads. Every thread 
then goes through its row (skipping undefined columns) unt i l it reaches the end (then sfrom 
can be eliminated) or encounters nonnegative value. 

Important algorithms are presented i n figures A . 2 and A . 3 using C + + / P y t h o n inspired 
pseudocode. 

G-matr ix positions — GRows 

Class GRows is used to store positions i n G-mat r ix rows where traversing had to stop. 
Initially, it is empty and when a posit ion for a row is requested and nothing has been 
previously stored for this row, it just returns first strategy profile - ( 0 , . . . , 0). 
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GRows  

+get(player: unsigned, from : unsigned, to : unsigned): StategyP rofile 

+set(profile : StrategyP rofile, player: unsigned, from : unsigned, to : unsigned): void 

For bidden Strategies  

+forbidden(player: unsigned, strategy : unsigned): bool 

+add(player: unsigned, strategy : unsigned): void 

UCache 

+get(profile: Strategy?rofile): UProfile +pk}yers(): unsigned 

+strategie s{): Strategy Profile 

+get(t>rofife : SiiaiegyPivfife): UPin file 

G Matrix 

+m inimizeO: void 
+get_lp_pnoblemQ: CoirelatedLP 

T V 

<-
« u s e » 

1 « u s e » 

CorrdatedLP 

+add_row(rovv: GoeflRovv) 

+set_obj_1unc(objJunc: CoeffRow): void 

+get_rows(): unsigned 

+get_cols(): unsigned 

+get(row: unsigned, column : unsigned): Real 

CE Solver 

+solveQ: void 

+get_solutionQ : CorrelatedEquilibrium 

+g et _payoffs() UProfile 

7\ 

FileGaim 

+read(input_stneam : istream &) : void 

IK 
i 
i « u s e » 
i 

G LP K Solver 

«constructor>>+GLPKSolver(problem : CorrelatedLP &) 

+solve(): C orrel atedE qu Hi brium 

FileSoluer 

«constructor>> +FileSolverífilenani e : string) 

+solve(): void 

O b r á z e k A . l : Class diagram of CE-solver 

Eliminated strategies — ForbiddenStrategies 

Since we do not want to store expl ic i t ly a l l strategy profiles which have already been eli
minated, we just store eliminated strategies i n this part icular class. Internally it contains a 
vector of boolean values, which is stored effectively. 

This class is used every t ime we need to advance i n traversing row from one profile 
to another. We have to check that a l l strategies in next profile are va l id (have not been 
eliminated). If it is not the case, we must proceed to nex profile un t i l we reach val id profile 
or the end of the row. 

Cache of computed payoffs — UCache 

This is very important class for solving games where payoff computat ion takes considerable 
amount of t ime. Performed tests show that this amount is about 5-10 fjs on computer w i th 
16 processors Intel X e o n X5355 (2 ,66GHz) . 
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players = number of players 
/'/for a l l players 
for (unsigned p = 0; p < players; p++): 

p_strats = number of strategies of player p 
for (unsigned sto = 0; sto < p_strats; sto++): 

i f (strategy sto of player p i s forbidden): 
continue 

for (unsigned sfrom = 0; sfrom < p_strats; sfrom++): 
//now we are i n G-matrix row i d e n t i f i e d by: 
// (p: sfrom -> sto) 
i f (strategy sfrom of player p i s forbidden): 

continue 
i f (sfrom != sto): 

//check according row 

O b r á z e k A . 2 : Iterating through rows of G-mat r ix 

Correlated L P problem — CorrelatedLP 

This class provides some k ind of l ink between min imiza t ion of game and solving L P problem. 
It is in fact the output of minimiza t ion , provided by G-matrix, and the input of GLPKSolver. 

It might be important only in si tuation when you want to create you own L P solver, in 
which case it is its input. 

Interface to G L P K - GLPKSolver 

GLPKSolver provides an interface for using G L P K to solve L P problem in CorrelatedLP. 
It has been designed to make it as simple as possible to "switch"to another L P solving tool . 
If you are interested i n this way, you should implement class similar to GLPKSolver w i th 
methods. 

Generally the interface is so simple that a l l you have to do is to create similar constructor 
and method solve(). For addi t ional details, please see the source code. 

A. 4 Usage 

A . 4 . 1 L i b r a r y interface 

The only thing modeller has to do is to create his game model, which must be inherited 
from abstract class Game. Then he can create object CEsolver, that coputes the C E . 

Game model — class Game 

There are three methods a modeller has to implement. Two of them are rather simple. The 
method unsigned players () just returns the number of players playing the game and 
method StrategyProf i l e strategies () returns the number of strategies each player has 
in object of class StrategyProf i l e . 
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//checking G-matrix row for player p and strategies sfrom and sto 
Queue<StrategyProfile> skipped 
end=false, step=false 
StrategyProfile prof = rows.get(p, sfrom, sto) 
i f (!valid_profile(prof, p)): //reached end of the row 

make strategy sfrom of player p forbidden 
change = true 
continue 

//main cycle of i t e r a t i n g through G-matrix row 
while (lend && difference(prof, player, sfrom, sto, skipped) < 0 ) : 

step = true 
end = !next_profile(prof, p) 

i f (step || end): 
while (!skipped.empty()): 

prof = skipped.front() 
skipped.pop() 
//now we use the method difference with active waiting 
//(payoffs should be already computed) 
i f (difference(prof, p, sfrom, sto) >= 0 ) : 

end = false 
break 

i f (end): 
make strategy sfrom of player p forbidden 
change = true 
continue 

i f (step): 
rows.set(prof, p, sfrom, sto) 

O b r á z e k A . 3 : A l g o r i t h m of traversing G-mat r ix row - object rows (of class GRows) stores 
positions where traversing finished last t ime, variable change says whether there have been 
any change i n forbidden strategies since the beginning of the i teration 

Class StrategyProf i l e Th is class represents a strategy profile of the game. The easiest 
way to use it is probably to ca l l constructor which takes number of players as an argument 
and then access the elements using the operator [ ] . For performance reasons, it is imple-
mentes as static array of size MAX_PLAYERS, which is 16 by default. In case of games wi th 
more players, modeller has to specify appropriate value of this macro at compile t ime. It is 
also possible to specify value lesser than 16, which might make sense if the modeller wants 
to save some memory. 

The th i rd method is the most complex and also the most important , it does the actual 
computat ion of the payoffs. Its signature is: 

UProfile<class T=float> get(StrategyProfile prof) 

It takes a strategy profile as an argument and returns corresponding payoffs. 

Class UProf i l e Th is class is very similar, almost identical to StrategyProf i l e i n its 
behaviour. It is usually used to store the payoffs computed for every player i n specific 
strategy profile. 
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Note on parallelism M a i n payload of computat ion is considered to be just mentioned 
method get. CE-solver tries to uti l ize parallel ism i n computing payoffs, which means invo
king this method i n parallel . So it must be reentrant (along wi th other two methods, by 
the way). We t ry to enforce this by using the const modifier on a l l these methods. 

Computing equilibrium — class CESolver<bool B , class T=float> 

Now modeller is in si tuation that he has just created the model of the game and wants 
to compute the C E . The simple way to do that is to construct CESolver object and cal l 
his method solve(). The method get_solution() serves to get the computed solution in 
std::map<StrategyProfile, double> and the method get_payof f s() returns players' 
expected payoffs i n case of playing the C E . 

The first template argument (bool B) is of cardinal importance. It says whether to use 
the payoff cache or not. Setting it to true has great impact on performance when computing 
of the payoffs takes significant t ime (about 10 //s). However, if it is not the case, then using 
the cache is useless and the argument should be set to false. 

A . 4 . 2 C o r r e l a t e d E q u i l i b r i u m F i l e Solver 

C E F S is a simple command line u t i l i ty that is able to solve games saved i n files. 

File formats 
There are two file formats accepted by C E F S . 

Native file format C E F S ' s native file format is very simple. It can be describe in notat ion 
inspired by Extended Backus-Naur F o r m ( E B N F ) as: 

game = players, ws, strategies l i s t , payoffs; 
players = natural number (* number of players*); 
strategies l i s t = players * (strategies, ws); 
strategies = natural number (* number of strategies * ) ; 
payoffs = product of strategies * uprofile; 
uprofile = players * (number, ws); 
number = integer | re a l number; 
ws = ? one or more white space characters ?; 
integer = ? obvious meaning ?; 
natural number = ? integer greater than zero ?; 
real number = ? real number i n standard format ?; 
E B N F does not allow to specify number of repetitions by non-constant expression, but we 
use i t . Since players is a natural number, we use the notat ion 

strategies l i s t = players * (strategies, ws); 
to express that (strategies, ws) must be repeated exactly n times, where n is natural 
number yielding the value that was covered by nonterminal players. Informally, this game 
format represents a serialized table of payoffs, preceeded by short header containing its size 
(number of players and their strategies). Table of payoffs is serialized "lexicographical ly", 
by which we mean that payoffs are ordered by strategy profiles as (1,1), (1, 2), (2,1), (2, 2) 
(last player's strategy changes most frequently). For example, game i n table A . 4 is saved 
as file i n figure A . 4 . 
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D E 
A 1, 3 2, 5 
B 2, 2 3, 1 
C 3 , 4 2, 3 

Tabulka A . 4 : Game to be saved i n file (see figure A.4) 

~2 
3 2 
1 3 2 5 
2 2 3 1 
3 4 2 3 

O b r á z e k A . 4 : Game from table A . 4 saved in file 

Gambit normal form games (.nfg) Another formats supported by C E F S are two 
slightly different Gambi t (well known free software l ibrary for solving mathematical games) 
formats for normal form games. They are well described on Gambi t website, so we w i l l not 
go into them here. Let us just discourage you from using gambit format. Nat ive format is 
much more simple and although Gambi t ' s format is well specified, almost no game bundled 
wi th it respects it. 

Invocation 

C E F S can be invoked without any arguments. Tha t means it reads input game from stdin 
and does a l l actions (export and solve reduced game). 

If argument -s is used, C E F S only minimizes and solves reduced game, it does not 
export it . 

Argument -e means that C E F S only minimizes and exports reduced game. Default 
behaviour is to export to file reduced.game w i th mappings i n reduced.map. 

Y o u can change the file name of reduced game by specifying argument -r filename. 
So instead of export ing to reduced.game and reduced.map C E F S exports minimized game 
to filename.game and filename.map. 

Help can by obtained using argument - h . 

Mappings file 

To preserve some relation between orginal and reduced game we introduce so called "map
pings" file. It is created together w i th file w i th reduced game and contains information about 
correspondence of strategies between both games. 

The header is similar to our native file format, it consists of number of players followed 
by number of strategies that were not el iminated for each player. T h e n there are lists of 
indices of strategies in original game that correspond to strategies i n reduced game. 

Y o u can see an example i n figure A . 5 . It says that 4-player game was reduced (first row) 
so that zeroth player has two strategies, first player has just one remaining strategy, second 
player has five strategies and three strategies of fourth were not el iminated (second row). 
Obviously we are indexing from zero. Then you can see that two strategies that remained 
for zeroth player originally had indices two and four ( third row) and so on. 
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4 
2 1 5 3 
2 4 
O 
2 3 5 11 17 
0 1 2  

O b r á z e k A . 5 : Game from table A . 4 saved in file 

A.5 Conclusion 

CE-solver is powerful l ibrary for finding Correlated E q u i l i b i u m . It is very simple to use, 
while carefully designed algorithms and data structures preserve efficiency of computat ion. 

In this manual, we described the theoretical background, implementat ion and usage 
of CE-solver l ibrary and C E F S uti l i ty. It explains the ma in ideas and functionality and 
contains some useful directions for potential modellers. 
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