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Uvod

Cilem této bakalafské préace je zpracovat zakladni typy c¢iselnych charakteris-
tik pro diskrétni i spojity pripad rozdéleni nahodné veli¢iny a poukézat na jejich
vztah s parametry daného rozdéleni. Ciselné charakteristiky ndm podavaji velice
rozsahlou informaci o kazdém vybérovém souboru s napozorovanymi hodnotami.
V praci, nazvané Charakteristiky rozdéleni pravdépodobnosti, se zaméfime na nej-
odpovidajici ¢iselné charakteristiky.

V prvni c¢asti, teoretické, kterd pokryva kapitoly 1 - 4, si v iivodu vysvétlime
zékladni pojmy z teorie pravdépodobnosti, s nimiz budeme dale pracovat, nasle-
dované po c¢tyfech typech rozdéleni z diskrétniho i spojitého pripadu. Teoretickou
cast uzavie uvedeni zakladnich charakteristik, jejich vlastnosti a pouziti. Prak-
tickou Cast zacneme vyctem vzorci pro jednotlivé charakteristiky. Dale budeme
napocitavat tyto charakteristiky pro konkrétni rozdéleni. Vzhledem k rozsahu
bakalarské prace se omezime na charakteristiky pro prvnich 5 rozdéleni z na-
Seho vyctu, u dalsich zminénych rozdéleni jiz také velmi zna¢né stoupa naroc¢nost
samotnych vypoctl. Zavér této casti bude patfit vypoctim charakteristik ze si-
mulovanych i realné napozorovanych dat a jejich souvislost s parametry.

Doufame, zZe tato prace ¢tenari osvétli problematiku zakladt teorie pravdépo-
dobnosti a matematické statistiky a zvysi zajem o danou problematiku. Prace je

psana ve snaze o pochopeni i pro ¢tenafe bez rozsahlejsich znalosti statistiky.



1. Zakladni pojmy

Na zacatek si vysvétlime nékolik zakladnich pojmi, se kterymi budeme v dalSim

textu pracovat.

1.1. Pokus

Zakladem statistického pozorovani je pokus. Pokusem rozumime jisté uskutecnéni
pevné daného systému podminek. S nejriznéjsimi typy pokust se setkdvame v
prirodnich védach, jako napt. ve fyzice, chemii, biologii. Jiné pokusy, slozitéji po-
pisované, se objevuji v teorii pravdépodobnosti. RozlisSujeme dva typy pokusi,
a sice podle vysledki, jez mohou nastat. Prvni si uvedeme pokus s vysledkem,
ktery muzeme ocekavat (pfedpovédét) s naprostou jistotou. Takovy pokus na-
zyvame nendhodny (deterministicky). Jmenujme napf. zménu skupenstvi vody z
kapalného na pevné pii dosazeni 0°C ¢i nizsi teploty. V teorii pravdépodobnosti
se ovSem budeme zajimat o ty pokusy, jejichz vysledek je ndhodny (stochasticky).
Tyto nazyvame nahodné a konci nastoupenim pravé jednoho vysledku w z mno-
ziny vsech moznych vysledku €2, pficemz tato mnozina mize byt nejuyse spocetnd
nebo nespocetnd. Mize se jednat o hod kostkou, kde je mozny jeden ze Sesti vy-
sledkii (Q = {w, wa, w3, wa, ws, we})-

Pro lepsi pochopeni nahodného pokusu jsou vhodné zejména ty spojené s
hazardnimi hrami, protoze tyto pokusy je mozno opakovat teoreticky nekonecné
mnohokrat za stejnych podminek. Nahodny pokus miize byt ovSem i reakce ne-

mocného organismu na pravé podany 1ék.

1.2. Nahodny jev

Prvky mnoziny €2 se nazyvaji elementdrni jevy. Jsou to zékladni vysledky pokusu,
z nichz pti kazdém jeho opakovani nastava jen a pouze jeden vysledek. Mizeme
s nimi provadét operace jako sjednocent, prunik, rozdil ¢i doplnék. Nahodnému
pokusu prislusi S$irsi mnozina vysledk, jez ziskame mnozinovymi operacemi nad

zékladnimi vysledky cili elementarnimi jevy. O kazdém vysledku pfitom mtizeme



urcit, zda nastal, ¢i nenastal.

Definice 1. Necht Q # () je libovolnd mnozina. Neprazdny systém A podmnozin
mnoziny €2 se nazyva o-algebra, plati-li

a)Ac A= Ae A,

b) A, € An=12,...=J A, e A

V ptipadé, Ze uvazujeme neprazdnou mnozinu vSech moznych vysledki Q # 0,
se prvky A € A nazyvaji ndhodné jevy a A se nazyva téz jevové pole. V ptipadé
opakovatelného ndhodného pokusu hovorime o hromadniych nahodnych jevech.
Vztahy mezi témito jevy se daji nejlépe popsat graficky, pfedevsim pomoci Ven-

novych diagramt. Mezi ndhodné jevy patii i jevy elementarni.

1.3. Pravdépodobnost nahodného jevu

Pravdépodobnost ndhodného jevu A je ¢islo P(A), které vysvétlime jako miru
(Sanci, pravdépodobnost) nastoupeni daného jevu A. Teorie pravdépodobnosti
tuto miru definuje jako funkci, ktera kazdému ndhodnému jevu prifazuje realné

c¢islo, které charakterizuje, s jakou pravdépodobnosti tento jev nastane.

Definice 2. Necht je ddna neprazdnd mnozina 2 a na ni jevové pole A. Pravdé-
podobnosti nazveme kazdou realnou funkci P definovanou na A, ktera vyhovuje
nasledujicim axiomtm :

a;) P(Q) =1,

az) P(A) > 0,V A €A,

a3) pro libovolnou posloupnost A,, € A, n= 1,2, ... , nesluditelnych ndhodnych

jevua plati

P(lJAn) =D P&,

Funkci P tézZ nazyvame pravdépodobnostni mirou. Usporadanou trojici (£2,.4, P)



nazyvame pravdépodobnostni prostor ¢i Kolmogorovovo pravdépodobnostni pole.
Znédme neékolik typt pravdépodobnostnich modelt. Uvedeme si zde pouze jejich
vycet. Jednd se o klasickou, neklasickou, geometrickou, podminénou pravdépo-

dobnost ¢i pravdépodobnost v pripadé, ze ) je nekonecna spocetna.

1.4. Nahodna veli¢ina

P1i feSeni rtiznych pravdépodobnostnich tloh nahrazujeme nahodné jevy jistymi
hodnotami proménlivé veli¢iny, oznacované jako ndhodna velicina. Setkavame se
i s variantou tohoto pojmu jako nahodnd proménnd. Nahodna veli¢ina je jednim
prostor elementarnich jevi, respektive jevové pole, které prislusi urc¢itému néa-
hodnému pokusu. Bude nas zajimat realna funkce elementarnich jevi, respektive
nahodnych jevi, ktera kazdému takovému jevu prifadi realné cislo.

Nahodné veli¢ina je tedy funkci, jejiz vysledné hodnoty jsou ovlivnény naho-
dou, tj. nelze je dopfedu odhadnout se 100% jistotou. Napf. uvazujeme vysku
studentit vybranych k testovani ¢i velikost reakce organismu pii zkousce léki.
Kazdému vysledku lze priradit ¢islo, i v tom pripadé, ze vysledek mé kvalitativni
charakter, napf. vyrobeny vyrobek je vadny - pfifadime 0, vyrobek je bez vady -
pritadime 1. Nahodnou veli¢inu plné charakterizuje rozdéleni pravdépodobnosti
¢ distribuéni funkce (viz kapitoly 1.5. a 1.6.). Nahodné veli¢iny se zpravidla znaci
velkymi pismeny z konce abecedy, napt. X, Y, Z. Jejich realizeace se naopak ozna-
¢uji malymi pismeny z konce abecedy, napt. z,y, 2. Nahodné veli¢iny délime na

diskrétni a spojité.

Definice 3. Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2,4, P). Redlnou funkci

X : Q — R! nazveme ndhodnou velicinou, jestlize pro kazdé x € R! plati
{we: X(w)<z}eA

Redlna funkce X(w),w € Q, spliujici uvedeny vztah, se nazyva A-méritelna.
MnoZinu M C R! vsech hodnot ndhodné veli¢iny X nazyvame obor hodnot nd-

hodné veliciny X.



1.5. Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny

Jednim z tkoltu teorie pravdépodobnosti je zkonstruovat matematicky nastroj,
ktery by kazdému popisovanému jevu prifadil pravdépodobnost. Hovorime tedy
o typu zobrazeni, kde kazdému jevu prifadime urcité realné cislo, které bude
vyjadiovat, s jakou pravdépodobnosti tento jev nastane. Napi. konstatovat, ze
pravdépodobnost toho, Ze vysledek se realizuje v intervalu (10,25), je rovna 0,93.
Néahodné velicina X zobrazuje vysledky pokusi do oboru realnych ¢isel, elemen-
tarnim jevim prifazuje cisla, ndhodnym jevim pak mnoziny ¢isel. Na realné
pfimce jsou typickymi ¢iselnymi mnozinami intervaly, napf. < a,b >, (—o0,b)
¢ < a, o0). Nejmensi o-algebra obsahujici tyto intervaly se nazyva borelovska
a znaCime ji B;. Nahodna veli¢ina tedy zobrazuje ptuvodni prostor (2, .4, P) na
novy prostor (R, By, P), ktery opét lze chépat jako prostor pravdépodobnostni.

Pravdépodobnostni mira P=Px na R! se nazyva indukovana a spliiuje
PB)=P(X e€B)=PweQ:X(w)eB) VBebB.

Podle kontextu chdpeme P jako miru bud na €, nebo v R!.

Definice 4. Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny X je indukovand prav-
dépodobnostni mira, tedy mnozinova funkce Px(B) : B; — R! definovana vzta-

hem
Px(B)=P(X €B), BeB.

Pro lepsi pochopeni si uvedeme ptiklad s hodem minci. Mnozina moznych vy-
sledkt © ={lic, rub}. Ndhodn4 veli¢ina je zobrazeni do mnoziny {1,0}, kde jsme
si nastoupeni jevu ,padne lic” oznacili jako 1 a naopak ,padne rub” jako 0.

Symbolicky zapiSeme X : Q — {1,0}. Nastoupeni jednoho ¢ druhého jevu je

1

piifazena stejna pravdépodobnost: P(1) = P(0) = 5.

Definice 5. Predpokladejme, Ze existuje konecna nebo spocetna prosta posloup-
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nost redlnych ¢isel {x,,} takova, Ze
Y P(X=umz,)=1

Ozna¢me p, = P(X = z,,). Posloupnost {z,} hodnot, kterych nabyva ndhodna
veli¢ina X, a posloupnost {p, } pravdépodobnosti, s nimiz ndhodna veli¢ina svych
hodnot nabyva, urcuji tzv. diskrétni rozdeleni pravdépodobnosti nahodné veliciny
X. Nahodna veli¢ina, ktera ma diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti, se nazyva
diskrétni, resp. diskrétniho typu. Posloupnost {z,} se nazyva téz pravdépodob-

nostni funkce.

Definice 6. Rekneme, ze ndhodnd veli¢ina X ma spojité rozdéleni pravdépodob-
nosti (mé rozdéleni spojitého typu, je spojitd), existuje-li nezdporna borelovsky

méfitelnd funkee fy(z) : R? — R! takova, Ze
FX(JZ) = ffoo fx(t) dt, Vo € Rl.

Funkce fx se nazyva hustota (rozdéleni pravdépodobnosti) ndhodné veli¢iny X.

1.6. Distribuc¢ni funkce nahodné veli¢iny

Jednou z moznosti, jak plné urcit rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny
X, je uzit tzv. distribucni funkci nahodné veliciny. Je to readlna funkce readlného

argumentu a s takovou funkci se dobfe pracuje.

Definice 7. Necht X je ndhodné veli¢ina definovand na pravdépodobnostnim
prostoru (2, A, P). Redlnd funkce Fx definovani na R! predpisem

Fy(x) =P(X <z), z€R},

se nazyva distribucni funkce nahodné veliciny X.

Dvé odlisné nahodné veli¢iny mohou mit tutéz distribu¢ni funkci. Uvazujme napft.

11



Q = {w,ws}, A je systém vSech podmnozin mnoziny 2, tedy A = {0}, Q, w1, ws},
P(w;) = 3,P(ws) = 3. Definujeme-li dvé ndhodné veli¢iny X (w;) =1, X (wy) =
=0,Y(w1) =0,Y(ws) = 1, dostaneme

0, =<0,
Fx({L‘):Fy([E):{ %, 0<z <1,
1, x>1.

Distribu¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny je dana vztahem

Tato funkce se nazyva diskrétni distribucni funkce.
Nahodnou veli¢inu X miizeme detailné popsat pomoci distribu¢ni funkce
Fx(z), x € R, kterd ndm o této veli¢iné fekne plnou informaci. Znalost distribu¢ni

funkce je ekvivalentni se znalosti rozdéleni pravdépodobnosti Px(B), B € B;(R%).

Kapitola 1 byla zpracovdna s pomoci [1] a [6].

12



2. Diskrétni rozdeéleni pravdépodobnosti

U diskrétni ndhodné veli¢iny uzivame znalost pravdépodobnostni funkce {ps},

vvvvvv

diskrétnich rozdéleni.

2.1. Alternativni rozdéleni

Nejprve si uvedme situaci, ve které nas zajima pouze to, zda ndhodny jev, ozna-
¢ime ho jako A, nastal ¢i nenastal. Zadanou situaci nejlépe popisuje alternativni
neboli také nula-jednickové rozdéleni. Nahodné velicina X nabyva pouze dvou
hodnot, a to X = 1, pokud jev A nastal, nebo X = 0, pokud tento jev nenastal.

Jevy mohou nastat s pravdépodobnostmi
P(A)=P(X =1)=p;, P(-A) =P(X =0) = po, kde 0 < po,p1 < 1.

Pravdépodobnost p; = p se tyka situace, kdy jev A nastane. Nahodnou veli¢inu
majici alternativni rozdéleni kratce oznacujeme X « Alt(p). Distribu¢ni funkce

je ve tvaru

0, pro x < 0,
F(x):{ 1—p, pro0<z<l,
1, pro x > 1.

Alternativni rozdéleni ma napriklad ndhodné veli¢ina, ktera udava pocet Sestek,

které padnou pfi jednom hodu kostkou.

2.2. Binomické rozdéleni

Nyni si promyslime jinou situaci. Obdobné jako v 2.1 ozna¢me X; = 1 nastou-
peni jevu A v i-tém pokusu. Nahodny pokus n-krat zopakujeme. Pokud prav-
dépodobnost nastoupeni jevu A v kazdém pokusu nezavisi na vysledcich pokusi
predchézejicich (pokusy jsou tedy nezévislé), potom jsou nédhodné veli¢iny X, i
= 1,2, ...n, nezadvislymi alternativnimi veli¢inami.

Dale predpokladejme, Ze pro vSechny pokusy je pravdépodobnost p nastou-

peni ndhodného jevu A stejna. To znamend, Ze nahodné veli¢iny X;,i =1,2, ..., n,

13



maji vSechny alternativni rozdéleni s parametrem p. Potom definujeme ndhodnou

veli¢inu
n
i=1

a jeji rozdéleni nazveme binomické rozdéleni s parametry n a p. Toto rozdéleni je

dano pravdépodobnostni funkci

)pk(l —p)”_k, k=0,1,...,n,

kde n € N a p € (0,1) jsou vySe zminéné parametry tohoto rozdéleni. Kratce

oznacujeme X « Bi(n,p). Uvedme si opét distribuéni funkei rozdéleni

0, pro = < 0,
F(r) = { > ice ()PP =p)"*, pro0 <z <mn,
L, pro x > n.
Jako priklad binomického rozdéleni uvedeme pocet nekvalitnich vyrobkt mezi n

vyrobky nebo pocet Sestek, které padnou v n hodech na hraci kostce.

2.3. Poissonovo rozdéleni

Dalsim diskrétnim rozdélenim, které si uvedeme, je Poissonovo rozdeleni. Bude
nas zajimat, kolikrat se jev A vyskytne v jistém casovém nebo objemovém inter-
valu, pricemz se jedna o pocet vyskyta fidce se vyskytujicich ndhodnjch jevi.
Pravdépodobnostni funkce bude ve tvaru

pk:P(X:k):ye ,

k=01,...,

kde A > 0 je parametr tohoto rozdéleni. Kratce ozna¢ujeme X « Po()). Déle si

uvedme distribuéni funkci Poissonova rozdéleni

0, pro x < 0,

F(z) = > AP o= rox >0

k<o 1€ 5 Prox 0.
Nez se presuneme k poslednimu diskrétnimu rozdéleni v nasem vyctu, uvedeme
si zajimavy vztah mezi binomickym a Poissonovym rozdélenim. Pron > 30 ap <

0,1 se doporucuje rozdéleni Bi(n, p) aproximovat rozdélenim Po()), kde A = np.

14



2.4. Geometrické rozdéleni

Poslednim rozdélenim, které si v kategorii diskrétnich uvedeme, bude geomet-
rické rozdéleni. Nastinme si opét vzorovou situaci. Predpokladame, ze provadime
nezavisle na sobé pokusy a ze pravdépodobnost nastoupeni sledovaného jevu v
jednom pokuse je stale stejna. Nahodnéa veli¢ina X oznacuje pocet netspésnych
pokusti, které predchazeji prvnimu tspésnému, pricemz pravdépodobnost tspeé-
chu je p. Pravdépodobnost toho, Ze k tspéchu dojde az v (k + 1)-nim pokusu, je

vzhledem k nezavislé povaze pokusii
m=PX =k =00-pFp, k=01,2,...,

kde p € (0,1) je parametr tohoto rozdéleni. Oznacujeme kratce X « Ge(p).

Uvedeme si opét distribu¢ni funkci

_ 0, pro x < 0,
Flo) = { > ke P(L =), prox>0.

Geometrické rozdéleni ma nahodnéa velic¢ina, ktera je rovna poc¢tu pokust, které

predchézeji padnuti ¢isla 6 na hraci kostce.
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3. Spojita rozdéleni pravdépodobnosti

U diskrétni nahodné velic¢iny jsme si uvedli, ze k jejimu popisu pouzivame znalosti
pravdépodobnostni funkce py. Ve spojitém pripadé nam poslouzi znalost jeji hus-

toty fx, nékdy oznacované také jako frekvencni funkce. Dale si uvedeme nékolik

vvvvvv

3.1. Rovnomérné rozdéleni

Nejjednodussim ptripadem spojitého rozdéleni je rovnomeérné rozdéleni. Toto roz-
déleni ma nahodna veli¢ina X, jejiz hustota pravdépodobnosti je konstantni pro

vSechna x € (a,b). Pak tato hustota vypada

pro x € (a,b),

f(x):{ (lf)):_a, pro x ¢ (a,b).

Oznacujeme kratce X « Ro(a,b), kde a,b € R}, a < b, jsou parametry tohoto

rozdéleni. Distribu¢ni funkce je rovna

0, pro x < a,
F(:c):{ faxﬁdt:ﬁ, proa < x < b,
1, pro x > b.

Rovnomeérné rozdéleni mé napiiklad chyba pfi stanoveni casu z digitalnich hodin.

3.2. Normalni rozdéleni

(Obecné) normélni rozdéleni méa v oblasti teorie pravdépodobnosti a matematické
statistice zasadni vyznam. Jeho sila je predev§im v tom, Ze za jistych okolnosti,
které formuluje centralni limitni véta, velmi dobfe aproximuje celou fadu jinych,
i nespojitych rozdéleni pravdépodobnosti. Hustota ndhodné veli¢iny X, kterd ma
normalni rozdéleni, vypada

2

(a=
flz) = —=e" 2;5), z € RL

oV 2m

Oznacujeme kratce X « N(u,0?),kde u € R, 0% > 0 jsou parametry. Distribu¢ni

funkce je rovna
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1 T _t—w? 1
F(z) = i e e dt, xeRL

oV 2r

Ovsem pro urceni hodnot (obecného) normalniho rozdéleni stacéi tabelovat hod-
noty distribu¢ni funkce standardniho norméalniho rozdéleni (1 = 0,02 = 1), zna-

¢ime jako ®(x), protoze plati
F(z) = ®(=£), = eRL
Normaélni rozdéleni maji napriklad chyby, které vznikaji ptfi opakovaném méteni

fyzikalnich veli¢in, nebo vyska obyvatel.

3.3. Exponencialni rozdéleni

Dalsim prikladem spojitého rozd€leni je exponencidlni rozdeéleni. S timto roz-
délenim se mtzeme Casto setkat v teorii spolehlivosti a zivotnosti. Za ndhodnou
veli¢inu X potom miizeme povazovat dobu do nastoupeni sledovaného jevu, napf.
selhani. Exponencialni rozdéleni s parametrem A > 0 ma nédhodné veli¢ina, ktera
ma hustotu

fx) =

Ae ™ pro x> 0,
0, jinak.

Oznacujeme kratce X « E(A). Distribuéni funkce je rovna

1—e?* proz >0,
() = { 0, jinak.

Prikladem exponencialniho rozdéleni muize byt ¢asovy interval mezi prichozimi
lidmi do obchodu.
3.4. Cauchyho rozdéleni

Poslednim zastupcem spojitych rozdéleni, kterého si uvedeme, je Cauchyho roz-
déleni. Je to uméle vytvorené rozdéleni. Cauchyho rozdéleni s parametry a, b ma

hustotu ve tvaru

flx)=Lt2—~, zeRL



Oznacujeme kratce X « C(a,b), kde a € R, b > 0 jsou parametry tohoto roz-
déleni. Toto rozdéleni charakterizuje podil dvou nezavislych ndhodnych velic¢in
X,Y s normalnim rozdélenim. Pokud X « N(0,1),Y « N(0,1) jsou nezavislé

nédhodné veli¢iny, potom i/—( « C(0,1).

Kapitoly 2. a 3. s vy¢tem rtznych typu rozdéleni byly Gerpany z [1] a [3]. In-

formace o exponencidlnim rozdéleni jsou prevzaty [7].
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4. Ciselné charakteristiky ndhodné veli¢iny

Distribu¢ni funkce jednoznac¢né charakterizuje pravdépodobnostni chovani na-
hodné veli¢iny, tudiz ndm podava o ndhodné veli¢iné tplnou informaci. Obcas
muze ale tato informace byt ponékud nepiehledné. Pro lepsi a ndzornéjsi inter-
pretaci lze tuto informaci shrnout pouze do nékolika ¢isel. Takova ¢isla vystizné
popisuji zakladni vlastnosti rozdéleni ndhodné veli¢iny. Nazyvame je charakteris-
tikami nahodné veliciny ¢i charakteristikami prislusného rozdéleni. Nize si uve-
deme nejznaméjsi a nejpouzivané€jsi z nich. Jejich vypocet pro vybrana rozdéleni

provedeme v kapitole 6.

4.1. Charakteristiky centralni tendence (polohy)

Méjme nédhodnou veli¢inu X a k ni piislusnou distribuéni funkci F(z). Potom
nédhodna veli¢ina Y = X+a ma distribu¢ni funkei G(z) = P(Y < z) = P(X+4a <
<z)=P(X <x—a) = F(x — a). Pokud chceme ziskat graf distribu¢ni funkce
G(z) ndhodné veli¢iny Y z grafu distribu¢ni funkce F'(x) ndhodné veli¢iny X, tak
tento graf staci posunout pouze o hodnotu a. Rozdéleni téchto dvou nahodnych
veli¢in se tedy od sebe lisi jen polohou, viz obrazek 1. Charakteristikou polohy
nazyvame takovou charakteristiku &(X), kterd je ekvivariantni viiéi posunuti,
tedy
E(X +a) =¢&X) +a.

Takové vlastnosti maji stfedni hodnota, modus ¢i median.

x—>p

Obrazek 1: Rozdéleni lisici se polohou
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4.1.1. Stfedni hodnota

St¥edni (neboli o¢ekavand) hodnota je ¢iselnou charakteristikou polohy hodnot
nahodné veli¢iny X na realné ose. Zname-li tedy stfedni hodnotu E(X), vime,
kde jsou hodnoty nahodné veli¢iny koncentrovany a kde je s nejvétsi pravdé-
podobnosti mizeme ocekavat. Anglicky preklad slova ,ocekavany” vidime i v
symbolickém znaceni stfedni hodnoty: E = | expected”.

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim {xz}, {px} se stfedni hodnota

definuje jako
B(X)=> awpr= > xxP(X = ). (4.1)
k k

V tomto pfipadé kazdou realizaci ndhodné veli¢iny nasobime jeji pravdépodob-
nosti, tzn. ze ndhodna veli¢ina této realizace nabude. Laicky feceno, kazdou hod-
notu nahodné veli¢iny ,vazime jeji Sanci”. Hodnoty ndhodné veli¢iny mohou byt
kladna ale i zaporna cisla. Pro existenci stfedni hodnoty budeme vzdy pozadovat
absolutni konvergenci prislusnych rad.

Necht X je spojitd ndhodna veli¢ina s hustotou fx(z). Jeji stfedni hodnota

se definuje jako

B(X) = / T i fyle) do (4.2)

—00

Opét predpokladame absolutni konvergenci integralu. Dale si na tomto misté de-

finujeme pojem moment, ktery budeme vyuzivat v dalsim textu.

Definice. Necht X je ndhodné velic¢ina definovana na pravdépodobnostnim

prostoru (2, A, P) a necht r =1, 2, ..., potom

E(X7) se nazyva r-ty (pocdtecni nebo obecny) moment,
E[X — E(X)|" se nazyva r-ty centrdlni moment.

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X je r-ty obecny moment definovan jako
E(X") = Zx};pk
k
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Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X je r-ty obecny moment definovan jako

B(X") = /_ T (@) da.

[e.9]

Ze viech obecnych moment mé nejvétsi viznam ten prvni, E(X') = E(X), ktery

tedy nazyvame stredni hodnotou.

4.1.2. Modus

Dalsi charakteristikou polohy, kterou si uvedeme, je modus (nazyvany také jako
typickd hodnota). Oznac¢ujeme mod(X). V ptipadé diskrétni ndhodné veli¢iny X
je modus takova hodnota zj, kterd pro vSechny hodnoty z; ndhodné veli¢iny X

splnuje podminku
PX=x)>PX=ux), k=12, ....

Naopak pro spojitou ndhodnou veli¢inu s hustotou f(z) je modus takova hodnota

r* ur¢end podminkou
f(z*) > f(x), —oo<z< 0.

Modus ovSem nemusi byt jednoznac¢né urcen, tzn. miize se vyskytovat vice hodnot
s nejvyssi frekvenci. Rozdéleni pravdépodobnosti, kde se vyskytuje jeden modus,
se nazyva jednovrcholové (unimoddlni). Tam, kde se vyskytuji dva mody, se roz-
déleni nazyva dvouvrcholové (bimodalni). Nespornou vyhodou modu je to, Ze ho
lze pouzit i pro data, ktera nejsou ciselna. Napt. kdyz pozorujeme a zaznamena-

vame pocty aut s riznou barvou laku.

4.1.3. Median

Treti a posledni charakteristikou polohy ndhodné veliciny, kterou si uvedeme, je
medidn. Median je nejvyznaméjsi kvantilovou charakteristikou. Abychom si ujas-

nili vyznam medianu, definujeme si pojem kvantil.
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Definice. Necht a € (0,1). a-kvantil nahodné veli¢iny X je takové reélné ¢islo

Zq, pro které plati
P(X <z,)>a asoudasné P(X >=x,)>1-— .

Nejuzivangjsim typem kvantilu je pravé medidn, ¢ili 50%-ni kvantil, tedy cislo
Zo.5, které nam déli obor hodnot nahodné veli¢iny na dvé stejné pravdépodobné

¢asti. Nadale jej budeme oznacovat jako med(X).

V pripadé diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti plati

Z Dk = a Z Dk =

k:zp<med(X) k:zi>med(X)

N =
N

Naopak pfi spojitém rozdéleni pravdépodobnosti pro median plati
1 med(X)

P(X <med(X)) =P(X > med(X)) = 5 neboli /OO f(z) de =0,5.
Je-1i spojité unimodalni rozdéleni symetrické kolem néjakého bodu a, pak tento
bod je zaroven stfedni hodnotou, modem i medidnem. Takovou vlastnost napii-
klad splituje obecné normdlni rozdéleni N(u, 0?), kde = E(X) = mod(X) =
= med(X).

4.2. Charakteristiky variability

Do této kategorie zahrnujeme charakteristiky 7(X), u kterych nemé vliv zména
polohy, tj. jsou invariantni vi¢i posunuti, tedy posunutim ztstava takova cha-

rakteristika nezménéna:
n(X +a) =n(X),
a pro které dale plati

n(a+bX) =b*n(X), nebo nla+bX)=|bjn(X), Va,b e R

V dalsim textu si z této kategorie uvedeme rozptyl, mezikvartilové rozpéti, rozpéti

a sttedni absolutni odchylku.
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X =P

Obrazek 2: Rozdéleni lisici se rozptylem

4.2.1. Rozptyl

Druhy centralni moment se nazyva rozptyl, neboli variance ¢i disperse. Rozptyl
je po stfedni hodnoté druhou nejdiilezitéjsi ¢iselnou charakteristikou ndhodné
veli¢iny. Existence rozptylu je ovSsem podminéna existenci stfedni hodnoty, bez ni
bychom nebyli schopni rozptyl spocist. Diky rozptylu si miizeme udélat obrazek,
jako moc nebo mélo jsou hodnoty nahodné veli¢iny koncentrovany kolem stfedni
hodnoty, viz obrazek 2. V pripadé ndhodné veli¢iny X jej znacime jako var X a

definujeme
var(X) = E[X — E(X)]% (4.3)

Druhé odmocniné z rozptylu, y/var(X), fikdme smérodatnd (standardni) odchylka

nahodné veli¢iny X.

4.2.2. Stredni absolutni odchylka

Dalsi charakteristikou, kterou si uvedeme, je stredni absolutni odchylka. Jeji teo-

retickd hodnota je definovana jako
E|X — med(X)|. (4.4)

V literatufe se muzeme setkat s modifikaci tohoho vzorce v podobé E| X — E(X)|

¢i med|X — med(X)].
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4.2.3. Rozpéti

Predposledni charakteristikou v tomto seznamu je teoretické rozpéti. Jedna se o
sifku oboru hodnot ndhodné veli¢iny. Napfiklad u Ro(a, b) je to vzdélenost b — a
¢i u N(p, 0?), kde oborem hodnot je celd redlnd osa, je rozpéti nekone¢né. Jinak

feCeno, rozpéti je rozdil mezi maximéalni a minimalni hodnotou ndhodné veliciny
R = max(X) — min(X). (4.5)

4.2.4. Mezikvartilové rozpéti

Posledni charakteristikou variability, kterou si na tomto misté uvedeme, je me-
zikvartilove rozpéti. To je definovano jako rozdil mezi tfetim a prvnim kvartilem,

tedy
RQ = To.75 — T0.25- (4-6)

4.3. Charakteristiky sikmosti a Spicatosti

4.3.1. Sikmost

Momentovy koeficient Sikmosti (zkracené ikmost) je nejéastéji uzivanou charak-

teristikou asymetrie, viz obrazek 3. Zavadi se podle vzorce

as(X) = i . (4.7)

V piipadé, ze a3(X) = 0, je rozdéleni naprosto symetrické. Kdyz as(X) > 0, je
rozdéleni protahlejsi smérem napravo a naopak, pokud je a3(X) < 0, je rozdé-
leni protéhlejsi smérem nalevo. Pro zaporné zesikmené rozdéleni plati E(X) <
med(X) < mod(X), pro symetrické rozdéleni plati E(X) = med(X) = mod(X).
Tato rovnost plati pouze pro spojité unimodalni rozdéleni. Pro kladné zeSikmené

rozdéleni plati E(X) > med(X) > mod(X).



Obrazek 3: Rozdéleni lisici se Sikmosti

4.3.2. Spicatost

Momentovy koeficient $picatosti (zkracené $picatost) je nejcastéji uzivanou cha-

rakteristikou plochosti. Plati pro ni obecny vzorec

QC4(X) =

(v/var(X))

V piipadé, ze as(X) = 3, potom se jednd o normalni rozdéleni. Kdyz a4(X) >
3, potom to znamena, ze pravdépodobnostni funkce p, nebo hustota fx je na
svych koncich vétsi nez hustota norméalniho rozdéleni se stejnou stfedni hodnotou
i rozptylem. Naopak, v pfipadé, Ze a3(X) < 3, potom je pravdépodobnostni
funkce pi. nebo hustota fx mensi nez hustota normalniho rozdéleni opét se stejnou

stfedni hodnotou a rozptylem, viz obréazek 4. Spicatost je vzdy kladna.

Obrazek 4: Rozdéleni lisici se Spicatosti
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5. Vypocet empirickych charakteristik

Nyni si uvedeme vzorce pro vypocet charakteristik v jednorozmérnem statistic-
kém souboru. Timto souborem nazyvame mnozinu statistickych jednotek. Tyto
jednotky mohou predstavovat osoby, organizace ¢i vozidla. Jedné se o vybér (zpra-
vidla ndhodny) ze Sirsi populace. Na téchto jednotkich pozorujeme pouze jeden
statisticky znak X (hodnotu ndhodné veli¢iny X ), proto tento soubor nazyvame
jednorozmérnym. PTi vypoctu charakteristik pracujeme s napozorovanymi daty

x1,..., Ty, Cili se souborem hodnot. Hodnoty v tomto souboru se mohou opakovat.

5.1. Charakteristiky polohy

5.1.1. Stfedni hodnota

Vybérova stfedni hodnota Z se vypocte jako obycejny aritmeticky primeér, tedy

Tato hodnota nam urcuje pomyslny stied, kolem kterého se hodnoty seskupuji.
Déle si uvedeme jednu dtilezitou vlastnost vyplyvajici z podstaty vybérové stfedni
hodnoty (aritmetického priméru), a to tu, Ze soucet odchylek naméfenych hodnot

od tohoto primeéru se rovna nule

n

> (zi—1)=0.

=1

5.1.2. Vybérovy modus

Vybérovy modus Z je takovou variantou znaku, ktera ma nejvyssi ¢etnost v ramci
celého souboru hodnot. Smysl jej mé pouzivat tehdy, je-1i pocet vzajemné riznych
variant znaku ve statistickém souboru vyrazné mensi nez rozsah souboru. Ur¢ime
jej jako nejcastéjsi hodnotu vyskytujici se v souboru. Ozna¢me x;,, ..., x; 10zné

varianty sledovaného znaku, jejichz pocet je m, n je pocet pozorovani (rozsah
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souboru). Definujme n; ¢etnost z;, j = 1,..., m. Oznacéme nj,,
t). nj, = mjaxnj,

nejvetsi cetnost. Pro vybérovy modus & plati vztah
T = LUZ'].O . (52)

V pripadé dat ze spojitého rozdéleni se modus zpravidla nepouziva.

5.1.3. Vybérovy median

Vybérovy median 7 je charakteristikou, ktera déli statisticky soubor na dve stejné
pocetné poloviny. Jedna se o vybérovy 0,5 kvantil, tedy = = 5. K jeho urceni
staci soubor dat sefadit od nejmensi po nejvétsi hodnotu. V dalsim textu budeme
uzivat znaceni (), kde vyraz v zavorce znaci poradi (pozici) prvku v sefazeném
souboru. P1i lichém poctu dat je medidnem prostifedni hodnota, tedy

2

Pti sudém poctu hodnot je medidnem primér dvou prostiednich hodnot, tedy

T(ny + Tn+1
P 2 ) - S il (5.4)

Vyhodou medianu je to, ze neni ovlivnén extrémnimi hodnotami. U sikmych roz-
déleni je naptiklad nevhodné pouziti aritmetického priimeéru, ale naopak median
lépe vystihuje tento soubor. Ukdzkovym piikladem na rozdil mezi aritmetickym
primérem a medianem miize byt ¢asto v médiich zminovany primeérny meési¢ni
plat 1 obyvatele v CR. S pouzitim aritmetického priiméru a dat z Ceského sta-
tistického tradu vychézi primérnad meésicni hrubd mzda ke dni 24.4.2013 na 27
170,- K¢ [8]. Pti pouziti medianu by se ale tato hranice hrubé primérné mésicni

mzdy pohybovala podstatné nize.
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5.2. Charakteristiky variability
5.2.1. Vybérovy rozptyl

Jak jsme jiz uvedli diive, rozptyl udava, jak jsou data vice ¢i méné koncentrovany

kolem stfedni hodnoty. Pro vybérovy rozptyl uzivame vztah

s = ! Z(wz —7)% (5.5)

n—1+%
=1

Odhad rozptylu pocitany dle tohoto vzorce je nevychyleny a konzistentni. M-

Zeme ovSem pouzit i jiny vzorec, a to

=1

V tomto pfipadé ma odhad nizs§i hodnotu, ale je vychyleny.

5.2.2. StFfedni absolutni odchylka

Déle si uvedeme vzorec pro stfedni absolutni odchylku d, pro tu plati
P o (5.7)
N

5.2.3. Vybérové rozpéti

Tato hodnota udava rozdil mezi maximalni a miniméalni hodnotou, tedy

~

R = max x; — min x;. (5.8)

5.2.4. Mezikvartilové rozpéti

Tuto hodnotu definujeme jako rozdil mezi hornim a dolnim vybérovym kvartilem,

tedy

~

Rg = To.75 — To.25. (5.9)
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5.3. Charakteristiky sikmosti a Spicatosti

5.3.1. Vybérova sikmost

Pro vybérovou sikmost pouzivame vzorec

R 1y (v —2)°
(0% g
T 1 53 ’

5.3.2. Vybérova Spicatost

Pro vybérovou Spicatost pouzivame vzorec

N 1 Z?:l(xi - f)4

n—1 g4

I

(5.10)

(5.11)

(5.12)

kde vyraz s* je 4. mocnina vybérové smérodatné odchylky (druhd mocnina vy-

bérového rozptylu)

(5.13)

V pripadé vybérové sikmosti i Spicatosti délime cely vyraz n — 1, nikoliv pouze n.

Cinime tak ze skutec¢nosti, Ze s pouzitim n — 1 bude odhad nevychyleny, naproti

vychylenosti vysledku po déleni n. Této myslenky vyuzijeme v kapitolach 7 a 8,

abychom ziskali nevychylené odhady pfislusnych charakteristik.

Kapitoly 4 a 5 byly ¢erpany z [1], [2], [4] a [5].
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6. Vypocet teoretickych charakteristik

V této casti si predvedeme vypocty nékterych charakteristik pro vybrana rozdé-
leni. Pljde predevsim o charakteristiky diskrétnich rozdéleni, u vétsiny spojitych
rozdéleni byvaji tyto vypocty prilis slozité.

Na zacatek si uvedeme pomocné odvozeni, jichz vyuzijeme u vypoc¢tl zejména
Sikmosti a Spicatosti diskrétnich rozdéleni. Utvorime binomicky rozvoj vyrazu

(a—b)" pron =234

(a —b)* = a® — 2ab + V?, (6.1)
(a —b)3 = a® — 3a®b + 3ab® — b?, (6.2)
(a —b)* = a* — 4a3b + 6a*b* — 4ab® + b*. (6.3)

Vzorec (6.1) uzijeme k vypoétu rozptylu

var(X) = E[X — E(X)]? = E{X? — 2XE(X) + [B(X)]?} =
= E(X?) - 2E(X)E(X) + [E(X)]? = E(X?) - 2[E(X)]* + [E(X)]* =
= E(X?) - [E(X)]~ (6.4)

V téch pripadech, kde nebude mozné trividlng urcit E(X?), si pomiZzeme tipravou

E(X?) = E(X?) — E(X) 4+ E(X) = E[X(X —1)] + E(X), odkud
var(X) = E[X(X — 1)] + E(X) — [B(X)]% (6.5)

Déle si vysvétlime vypocet 3. resp. 4. centralniho momentu. Zde vyuzijeme vztahti

(6.2) resp. (6.3). Zacneme s vypoctem 3. centralniho momentu

p5(X) = ELX — BQOP = E{X? — 3X?E(X) + 3X[E(X)]? — [B(X)J?) =
— E(X?) — 3E(X2)E(X) + 3B(X)[E(X)]? ~ [B(X)J =
= E(X?) — 3E(X2)E(X) + 2[E(X)]%. (6.6)

V tomto vzorci se vyskytuje vyraz E(X?), ktery ¢asto nelze trividlng urcit. Vy-
jimku tvofi podoba tohoto vyrazu u alternativniho rozdéleni. Analogicky jako v

piipadé E(X?), aviak ponékud del§im zptsobem, provedeme tpravu i v ptipadé
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E(X?). VyuZijeme toho, ze E[(X(X — 1)(X — 2)] = E(X?) — 3E(X?) + 2E(X),
a proto E(X?) = E[(X(X — 1)(X — 2)] + 3E(X?) — 2E(X). Dosazenim do (6.6)

dostaneme

115(X) = E[(X(X — 1)(X = 2)] + 3E(X?2) — 2E(X) — 3E(X2)E(X) + 2[E(X)]® =
— B[(X(X — 1)(X — 2)] + 3{var(X) + [B(X)]?} - 2E(X) — 3{var(X) +
HEQPIEX) +2[EX)]P = E[(X (X — 1)(X —2)] + 3var(X) —
—3var(X)E(X) — [B(X)]? + 3[B(X)]2 — 2B(X).

Vysledny vzorec bude ve tvaru

p3(X) = E[(X(X = 1)(X = 2)] + 3var(X)[1 — E(X)] —
—[E(X)P + 3[E(X)]? - 2E(X). (6.7)

vvvvvv

do (6.3) dostaneme

pa(X) = E[X —E(X)]* =
= E{X* — 4X*E(X) + 6X2[E(X)]2 — 4X [E(X)]? + [E(X)]*} =
= E(X") — 4E(X?)E(X) + 6E(X?)[E(X)]* — 4E(X)[E(X)]? + [E(X)]* =

= B(X*) — 4B(X?)E(X) + 6E(X2)[E(X)]? — 3[E(X)]*. (6.8)

Jelikoz E[X(X — 1)(X — 2)(X — 3)] = E(X*) — 6E(X?) + 11E(X?) — 6E(X), tak
E(X*) =E[X(X —1)(X —2)(X —3)] + 6E(X?) — 11E(X?) 4+ 6E(X). Dosazenim
do (6.8) a tpravou vzorct (6.4) a (6.6) do podoby E(X?) = var(X) + [E(X)]? a
E(X3) = p3(X) + 3E(X?E(X) — 2[E(X)]? dostaneme

pa(X) = E[X (X — 1)(X — 2)(X — 3)] + E(X?)[6 — 4E(X)] +
+E(X?){6[E(X)]> — 11} + 6E(X) — 3[E(X))* =
= E[X(X — 1)(X = 2)(X = 3)] + 6p3(X) + I8E(X)E(X) — 12[E(X)]® —
—4uz(X)E(X) — 12E(X?)[E(X)]? + 8[E(X)]* + 6var(X)[E(X)]* +
+6[E(X)]* — 11var(X) — 11[E(X)]2 + 6E(X) — 3[E(X)]* =
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= B[X(X — 1)(X — 2)(X — 3)] + 6u3(X) — 4u3(X)E(X) + 18var(X)E(X) +
+18[E(X)]? — 12var(X)[E(X)])? — 12[E(X)]* + 8[E(X)]* +
+6[E(X)]* — 3[E(X)]* — 12[E(X)]? + 6var(X)[E(X)]? —
—1lvar(X) — 11[E(X)]? + 6E(X).

Vysledny vzorec je ve tvaru

pa(X) = B[X (X = 1)(X — 2)(X — 3)] + 6115(X) — 4 (X)B(X) — 6var(X)[E(X)]? +
+18var(X)E(X) — 11var(X) — [E(X)]* + 6[E(X)]3 — 11[E(X)]2 + 6E(X). (6.9)

6.1. Alternativni rozdéleni

Jiz v pfedchozim textu jsme uvedli, Ze alternativni rozdéleni ma pouze jeden pa-

rametr p € (0,1), kde p = P(X =1).

Stiredni hodnota
Stredni hodnotu spoc¢teme jako soucet hodnot ndhodné veli¢iny nasobenych prav-

dépodobnostmi, se kterymi téchto hodnot nabyva

E(X)=> o P(X=m;)=0-(1-p)+1-p=p

Modus
Modus tohoto rozdéleni odvodime jako maximum posloupnosti {p;} = P(X = k),

kde k =0,1. Tedy py =papy=1—p.

L p>s,
mod(X):{ 0 p<

N[ ==

Pii p = % neni hodnota modu jednoznac¢né urc¢ena a mize nabyvat hodnoty 0

nebo 1.
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Median

Y

1, >
med(X):{ 0 z<

N ==

Prip = % neni median jednoznacné urcen a lze jej volit jako libovolnou hodnotu

z intervalu < 0,1 >.

Rozptyl
Dle (6.4) a s vyuzitim E(X?) = 0%(1 — p) + 1%p = p jednoduse spocteme rozptyl

tohoto rozdéleni

var(X) =p—p* =p(1 - p).
Sikmost
Jiz vime, ze E(X?) = p a E(X) = p, nyni jesté dopocteme E(X?) = 03(1 — p) +
+13p = p. Dle (6.6) dopoc¢itdme 3. centralni moment pu3(X) =p—3p-p+2p° =
=p—3p* +2p* = p(1 — p)(1 — 2p). Dle vzorce (4.7) je sikmost

pl—p)1—-2p)  1-2p
p(1—p)/pA—p) /p(1—p)

az(X) =

Funkce je klesajici na celém svém definiénim oboru, tedy na (0,1). Funkce ma
dva extrémy: +o00, kdyz se priblizujeme k 0 zprava, a —oo v piipad€, Ze se pfi-
blizujeme k 1 smérem zleva. Pro p > % je Sikmost zaporna, pro p = % nulova a

pro p < % kladna.

Spicatost

Obdobné jako vyse zbyva uréit E(X?) = 0*(1—p)+1%*p = p. Dle (6.8) vypocitdme
4. centralni moment, jako py = p —4p-p+6p-p? — 3p* = p — 4p? + 6p® — 3p* =
= p(1 —4p + 6p? — 3p®) = p(1 — p)(1 — 3p + 3p?). Dle vzorce (4.8) pro Spicatost

dostavame

0a(X) _pA-p)(A-3p+3p*) 1-3pd-p) 1
! [p(1 —p)? p(1—p) p(1—p)
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Funkce nabyva svého minima v p = % a to hodnoty 1. Maxima, konkrétné +oo,
nabyva funkce, pokud p priblizujeme k 0 zprava a k 1 zleva, tedy k okrajim
defini¢niho oboru.

6.2. Binomické rozdéleni

Binomické rozdéleni ma dva parametry, n € N a p € (0,1). Oznacme py =

=P(X =k)= (Z)pk(l —p)"kk=0,1,...,n

Stiredni hodnota
Pro vypocet stfedni hodnoty pouzijeme soucet pres k s prislusnymi pravdépo-

dobnostmi podle definice pro diskrétni nahodnou veli¢inu

E(X) =30 k()PP (L —p)" ™ =300, = 1),(n (=4 F1—p)Fr=
=np 3 i ()P A=)t = ap 3 ()P (L) =

=nplp+ (1 —p)]" = np.

Modus
Opét budeme hledat maximum posloupnosti {py }. Je-li tato posloupnost rostouci,

tak

Pr—1
(@ —py* > ()@ —p)

n! n!
memi? > o —P)

%p > n—i—i—l(l _p)
m—k+1p > k(1-p)
(n+1p > k(l—p)+kp

(n+1p > k.
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Modus je tedy nejvétsi celé ¢islo k splivjici & < (n + 1)p. Je-li pr = pr_1,
tak k = (n + 1)p a v pripadé, ze (n + 1)p je celé ¢islo, tak je modus ur-
¢en nejednoznacéné jako (n + 1)p nebo (n + 1)p — 1. Celkem tedy plati vztah
(n+1)p—1<mod(X) < (n+1)p.

Median
Pro symetrické rozdéleni, tj. p = 5, a pro n sudé je median roven stfedni hodnoté

med(X) = 5. Pro p = % an hche je median nejednoznac¢né urcen v intervalu

n—1 n+l
<Al

Rozptyl
K uréeni rozptylu si pomiizeme tpravou E[X (X — 1)]. Podobné jako u vypoctu

stfedni hodnoty tedy uréime vyraz E[X (X —1)] = >}  k(k—1)(})p*(1—p)"* =
n n! n— n n—2)! _ n—
= Yhs P (L= P = n(n = )P Yp, gt 21— p) T =

=n(n=1)p* 32 (") (1=p)" 27 = n(n-1)p*[p+(1-p)]"* = n(n—1)p

Podle (6.5) je rozptyl binomického rozdéleni

var(X) = E[X(X — 1)] + E(X) — [E(X)]? = n(n — 1)p* + np — (np)? =
=n’p® —np* +np —n’p* =np (1 —p).

Sikmost

Pro snazi vipocet sikmosti si opét uréime vyraz E[X(X —1)(X —2)] =
= > ho k(k —1)(k - 2)(”)19’“(1 P)"F = i (L) =
=n(n—1)(n-2) Xr, myam? 1 —p)n =

=n(n—1)(n—2) 775 (") (1 —p)rd =

n(n—1)(n = 2)p’p+ (1 —p)]"? = n(n —1)(n - 2)p°.

Dle (6.7) jednoduse dopoc¢itame 3. centralni moment, tedy pus(X) =
EX(X — 1)(X = 2)] + 3var(X)[1 - E(X)] - [E(X)]’ + 3[E(X)]” - 2E(X) =
n(n —1)(n = 2)p° + 3np(1 = p)[1 = np] — (np)* + 3(np)* — 2np =
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= n3p3 —2n%p3 — n?p3 + 2np?® + 3np — 3n?p? — 3np? +3n2p3 — n3p3 4+ 3n?p* —2np =
= 2np® —3np? +np = np(2p® —3p+1) = np(1—2p)(1—p) a odtud opét dosazenim
do (4.7) bude sikmost

_mw=2p)(d-p)  1-2p
(vnp(l —p))? np(1 —p)

Funkce je klesajici v p na celém svém defini¢énim oboru, podobné jako u alterna-

@3(

tivniho rozdéleni. Funkce mé maximum +o0 v pripadé, zZe hodnotu p piiblizujeme
k 0 zprava. Pokud p pfiblizujeme zleva k 1, dostavame minimum, —oo. Pro p > %
je sikmost zaporna, pro p = % nulova a pro p < % kladna. To byl pripad, kdy
méame pevné n. Naopak pfi pevném p a zvySovani faktoru n se bude funkéni hod-
nota Sikmosti blizit zprava ke svému minimu 0. Pfi snizovani faktoru n se bude

funkéni hodnota blizit ke svému maximu +oo.

Spicatost

Zde si opét uréime vyraz E[X (X — 1)(X —2)(X — 3)], metoda vypoctu je stejna,
tedy E[X(X —1)(X =2)(X =3)] = 34 k(k—1)(k—2)(k—3)(}) k(l —p)"”“ =
= S P (L= P = nn = D= 2)(n - 3) i, et
S(L=p)"F=nln—1)(n-2)(n-3) 5 ()P (L -p)HT =
=n(n—1)(n—2)(n=3)p'p+ (1 —p)"* =n(n—1)(n - 2)(n - 3)p".

Dle (6.9) ur¢ime 4. centralni moment py(X) = E[X (X — 1)(X —2)(X — 3)] +

+643(X)—4us(X)E(X)—6var(X)[E(X)]?+18var(X )E(X)—11var(X)—[E(X)]*+

+ 6[E(X)]? — 11[E(X)]? + 6E(X) =

=n(n—1)(n —2)(n — 3)p* + 12np> — 18np* — 6np — 8n?p* + 12n%p® — 4n?p® —

6np(1 — p)n?p* + 18np(1 —p)np — 11np(1 — p) — n*p* + 6n3p> — 11n2p? + 6np =
nip? 5n3p4 + 6n2pt — n3pt + 5n2pt — 6np* + 12np3 — 18np? + 6np — 8n?p* +

12n%p® — 4n2p? — 6n3p® + 6n3p* + 18n2p? — 18n2p3 — 11np + 11np? — nip* +6n3p°® —

11n2p? + 6np =

= 3n?p* — 6np* — 6n?p3 + 12np3 + 3n2p? — Tnp? + np = 3n?*p* (P> — 2p + 1) +
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+np(—6p® — 12p® — Tp+ 1) = 3n?p*(1 — p)* + np(1 — p)(6p* — 6p + 1) =
=np(1 —p)[3np(1 — p) — 6p(1 — p) + 1] a dosazenim do (4.8) spocteme Spicatost

as(X) = np(1 —p)[3np(l —p) — 6p(l —p) +1] _ 1-6p(1 —p)
' [np(1 = p)]? np(1 —p)

+3=

1 6
Twi-p 0w
Specialné pro n = 1 vzorec odpovida Spicatosti alternativniho rozdéleni. Nejprve
jako pevny zvolime parametr p a to konkrétné naptiklad jako p = % Nyni se
vysledny vzorec Spicatosti binomického rozdéleni zjednodusi na tvar —% + 3.
Pokud nyni hodnotu faktoru n zvétsujeme do 400, blizi se funkéni hodnota zleva
ke svému maximu, hodnoté 3. V opac¢ném pfipadé, kdy n snizujeme smérem k
0 zprava, klesa funkéni hodnota ke svému minimu —oo. Funkce je pfi pevném p
rostouci. Nyni se budeme zabyvat ptipadem, kdy za pevny povazujeme faktor n.
V takovém pripadé Spicatost nabyva svého minima pro p = % Hodnota minima
kolis&d mezi hodnotami 1 a 3. Pokud zvolime n = 1 bude mit minimum hodnotu 1.
Naopak, budeme-li zvySovat hodnotu faktoru n do 400, bude se hodnota minima
blizit zleva k 3. P¥i pevném n bude funkce nabyvat svého maxima, + oo, pokud
parametr p budeme pfiblizovat k okrajim defini¢niho oboru funkce, tedy zleva k

0 a zprava k 1. Funkce je na intervalu (O,%) klesajici, na intervalu (%,1) je naopak

rostouci.

6.3. Poissonovo rozdéleni

Poissonovo rozdéleni mé jeden parametr, A > 0. Ozna¢me p, = P(X = k) =

D LY

Stiredni hodnota
Analogicky jako tomu bylo u binomického rozdéleni, spo¢teme stfedni hodnotu
jako soucet hodnot pres k, kterych nahodna veli¢ina X nabyva, nasobenych danou

pravdépodobnosti, tedy
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0o — 3] k—1 - 00
E(X) =2 Okk,e = Ae )‘Zkzl()i\gq)—)‘ ¥ A=A

j=0 j!
Modus

Opét budeme hledat maximum posloupnosti {py }. Je-li tato posloupnost rostouci,

tak

P> 1
Pk—1
AR AR
2T € > i€

Modus je tedy nejvétsi celé cislo k, pro které plati £ < A. Pokud p, = pir_1, tak
k= X ajeli X celé, modus je nejednoznacné urcen jako A nebo A — 1. Plati tedy

vztah A — 1 < mod(X) < A

Rozptyl
Rozptyl spoéteme s pomoci vzorce (6.5), nejprve tedy uréime E[X (X —1)] =
= peo k(b — )}\;6 Ne AN 27 ’\kQ = A _’\Zjoo’ﬁ = )2 a po dosazeni

var(X) = A2+ A=\ =\

Stredni hodnota a rozptyl Poissonova rozdéleni jsou totozné a rovnaji se parame-

tru A.

Sikmost

K vypoctu sikmosti potfebujeme nejdiive urcit vyraz E[X (X — 1)(X — 2)] =

= Yo k(k = 1)(k = 2)37e™ = Xe X 4 = X 30 A = A% Dosa-
zenim do (6.7) dopocitame 3. centralni moment pz(X) = A3 + 3A\(1 — ) — A3 +
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+3X? — 2\ = X a nésledné dle (4.7) celou sikmost

Jelikoz A > 0, tak Sikmost Poissonova rozdéleni bude vzdy kladna a klesajici v
A. Funkce dosahuje svého maxima, oo, kdyz parametr A\ pfiblizujeme zprava k
0. Naopak minima, konkrétné hodnoty 0, dosahuje funkce pfi ristu parametru A

do +o0.

Spicatost
K vypoctu Spicatosti nejdiive uréime vyraz E[X(X — 1)(X —2)(X —3)] =

0o k _ o0 k—4 _ o0 j
=Y o k(k—1)(k—2)(k—3)37e = Me >0, ()l\cT4) =Me Y7, % =A%
Dle (6.9) spocteme 4. centralni moment p4(X) = A* + 6\ — 4\% — 613 + 18\% —
— 11X = A* + 673 — 11)\? + 6\ = 3\? + ), a nasledné dle (4.8) celou $picatost

(v/var(X))* A2 3+X =3+ [as(X)]

Oz4(X) =

Funkce ay(X) je opét klesajici na celém svém definiénim oboru. Maximum +o0o
funkce dosahuje v piipadé, Ze parametr A\ piiblizujeme zprava k 0, minimum v
podobé hodnoty 3 ma funkce, kdyz hodnota parametru A roste do +o0.

6.4. Geometrické rozdéleni

Geometrické rozdéleni ma pouze jeden parametr p € (0,1). Uvedeme si pomocnou
funkci, diky které se nam budou 1épe pocitat faktoridlni momenty geometrického

rozdéleni

F(s) = Zzozo(qs)k = 1qus’ lgs| < 1.

Postupnym derivovanim zvlast pravé a levé strany dostdvame

F'(s) =Y ok -q"- s
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F///<S) _ oo:()k,(k_l)(k_z)'qk.slc%’): 6q3

F(n)<8) :ZZOZO k(k—l)...(k-n_i_l) ,qk}'sk‘—n — nlq™

(Tgs) 7D

a pro s = 1 dostavame :

PO = X2 bk = 1)+ (k= nt 1) - ¢* = -2y — 24

JelikoZ pro geometrické rozdéleni plati p, = P(X = k) = p-¢*, kde ¢ = 1 —p, tak

|
EX(X —1)-- (X —n+1)=p-F'(1) :p;‘fil = (6.10)

Stfedni hodnota
Dle (6.10) a pro n = 1 je stfedni hodnota rovna

Modus
Pro libovolné p je posloupnost pr, = p(1 — p)* maximalni v bodé k = 0, tedy
v situaci, kdy prvnimu dspésnému pokusu neptredchazi zadny netspésny pokus.

Proto modus tohoto rozdeéleni je roven 0.

Rozptyl
K vypoctu rozptylu uzijeme upravy (6.10) a vypocétu E[X (X —1)] = ZPL;. Dosa-

zenim do (6.5) ziskdme rozptyl

X — 2¢> ¢ ¢ qlg+p) ql-p+p q 1-p
var(X) = —5- 4~ — =5 = 2 2 T2 2
p p p p p p p
Sikmost
Nejprve uréime E[X (X —1)(X-2)] = 1%3. Dosazenim do (6.7) ziskame 3. centralni
moment pz(X) = %3 %(1 - 1) - Z—z + :;%2 - %, po slozitéjsich algebraickych

operacich se dostaneme k vjrazu 1i5(X) = %5 (¢+1). Dle vzorce (4.7) bude Sikmost

Vi Vi VIE

3
q P q+1 2—p
043(X) :E(Q‘*’l) =



Sikmost geometrického rozdéleni je vzdy kladna a rostouci v p. Svého minima,
hodnoty 2, dosahuje funkce, pokud hodnotu parametru p priblizujeme k 0 zprava.

Naopak svého maxima, +oo, funkce dosahuje, pokud parametr p priblizujeme k

1 zleva.

Spicatost

Nejprve si uréime E[X (X —1)(X —2)(X —3)] = 2;24 . Dosazenim do (6.9) ziskdme
4. centralni moment py(X) = 2;—34 + 6(1(;1;1) - 4q(§:1)% - % : i_z % ) % - % -

4 3 260 1 weiwens o ]
— ;1? (;ig — % + %, po slozitéjsich algebraickych operacich se dostaneme k

vyrazu py(X) = 1%(9q+p2). Dle vzorce (4.8) a s vyuzitim [as(X)]? = (2£)2 =

_ [2?/(11%1)}2 — (1;‘22 = (1J;q>2 bude vzorec pro Spic¢atost vypadat
4 2 1 — 2 1—2g+ 2
()= Liog + ) 94 o —gp Lo g 1m20F 0
p q q q q
49+ 1—2q+ ¢ 1+2g+q° (1+¢q)? 2
=5+ . :5+T:5+T:5+[a3(X)].

Funkce ay(X) je v parametru p rostouci, tedy v parametru ¢ klesajici. Svého
minima, hodnoty 9, funkce nabyva v pripadé, zZe hodnotu parametru p priblizu-
jeme k 0 zprava. Naopak svého maximu, 400, funkce dosahuje pokud hodnotu

parametru p priblizujeme k 1 zleva.

6.5. Rovnomérné rozdéleni

Rovnomérné rozdéleni bude jediné spojité rozdéleni, u kterého si predvedeme vy-
pocet teoretickych charakteristik. U dalsich spojitych rozdéleni jiz znacné stoupa

narocnost a délka samotnych vypocti.

Stfedni hodnota

Stfedni hodnotu spojité ndhodné velic¢iny spocteme dle definice jako integral ze
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soucinu hustoty a proménné vyskytujici se v hustoté

| 1 2%, 1 b —a? 1 (b—a)(b+a) b+a
E(X)_/axb—adx_b—a[?]“_b—a 2 b—ua 2 2

Modus
Ackoliv je geometrické rozdéleni symetrické, neplati rovnost mod(X) = med(X) =
= E(X), protoZe rozdéleni neni unimodalni. Modus tedy volime libobolné z in-

tervalu (a, b).

Median
Median uréime vysSetfenim rovnice f Y d:r = %, kde y je nezndmd promeénna.
1
b

_a[x]z = ﬁ(y — a) a poloZime

y _
Vypocteme integral nalevo, tedy fa dr =
roven 3, ¢imz dostdvame Feseni

a+b
5

y =med(X) =

Rozptyl
Pro zjisténi rozptylu bude potfeba pomocného kroku E(X?) = [ b 1’ dr =

1 &y 1 b3—a® 1 (b—a)(b®+bat+a?®) _ b24bata> , .
= =5 = = 3 = 72+ Dosazenim do (6.4) jedno-

duse spoc¢teme rozptyl

2 2 2 2 2 N2
Var(X):b +bat+a® (b+a) _ V' —2ata (b—a) |
3 4 12 12

Mezikvartilové rozpéti

Podobnymi tpravami jako v pfipadé vypoctu medianu urc¢ime 1. kvartil jako 3“+b

a 3. kvartil jako %?’b. Odtud je jiz snadné dopocitat mezikvartilové rozpéti

2b — 2a

Rg = 1

Sikmost
Pro vypocet sikmosti jsme pouzivali vzorec (6.7), v tomto ptipadé si pfipravime
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, b 24 4_ g4 24 02) (b2 —qg2
viaz BX?) = [ a®phode = L[5 = g (M5e0) = g (PRi) -

1 (BPHa®)(b—a)(b+a)y _ b3tbal+b2atad /e s o ~ s 2
= = i ) = 2t Nyni je jiz vypocet 3. centrdlniho mo-
_ b3+ba’+b%ata® b2+ba+a?\ [ bta

- 4 _3( 3 )( 2 )+

mentu snadny, dosazenim do (6.6) bude p3(X)
+2(%4)3 a po nékolika zékladnich algebraickych ipravach dostaneme 13(X) = 0,

tedy

0
Oég(X) = (—a)? = 0.

12-2v/3

Sikmost rovnomérného rozdéleni je tedy za kazdé situace nulova. Rozdéleni je

zcela symetrické kolem stredu.

Spicatost

Pro vypocet 4. centralniho momentu pouzijeme obdobny pomocny vypocet jako
5

v ptipadé Sikmosti, tedy E(X*) = fab atrdr = - [2)0 = - —b5ga5 =

b— b4b3 b22b3 4 b4b3 b22b3 4 , ,
ﬁ.( a)(b?+ ot a’tba’+a”) _ (B4bat g+“+“).Dle (6.8) bude 4. centralni

o (b4+b3a+b2a2+ba3+a4) . 4b3+ba2+b2a+a3 . bta + 6b2—§—ba—i-a2 . (b+a)2 o
- 5 4 2 3 2

— 4(5e)(Me)3 4+ (M)t S vyuzitim zdkladnich algebraickych operaci dojdeme k

2 2
_ (—a)?
— 80

moment fu4(X)

vyslednému tvaru v podobé pu(X) . Spicatost rovnomérného rozdéleni je

konstantni, tj. nezavisi na parametrech, a je rovna
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7. Empirické charakteristiky pro simulovana data

V této kapitole bude nasim tikolem zkoumat charakteristiky nasimulovanych dat.
Budeme se zabyvat zaprvé, porovnavanim odhadnutych charakteristik s témi teo-
retickymi, zadruhé, vlivem parametr na tvar rozdéleni, a zatfeti, vlivem poruch
dat na charakteristiky. Data jsme generovali pro Sest typti rozdéleni, jednak pro
pét, u kterych jsme urcovali teoretické charakteristiky v kapitole 6, plus pro nor-
malni rozdéleni, které mé v teorii pravdépodobnosti velky vyznam. U diskrétnich
dat, konkrétné u binomického, Poissonova a geometrického rozdéleni, jsme se
snazili generovat data se stejnou (podobnou) stfedni hodnotou, proto jsou dale
uvedeny tyto soubory majici stfedni hodnoty 1, 3, resp. 6. Pro generovani dat
jsme pouzili software R (http://www.r-project.org/). Nasimulovana data jsou
uvedena v priloze 9.1.

Pro kazdy typ rozdéleni jsme pocitali jednak teoretické hodnoty charakteris-
tik (v tabulkdch oznacené jako TH) podle vzorci uvedenych v kapitole 6, a to
vzdy pro tfi riizné hodnoty parametrti. Dale jsme pro kazdy typ rozdéleni a pro
kazdou hodnotu parametri generovali data pocitacové, vzdy o rozsahu n = 50.
Pro ziskand data jsme spocitali pfislusné empirické (vybérové) charakteristiky

dle vzorci z kapitoly 5:

T vybérova stfedni hodnota = aritmeticky prameér (5.1)
T vybérovy modus (5.2)
z vybérovy medidn (5.3),(5.4)
52 vybérovy rozptyl (5.5)
d stfedni absolutni odchylka (5.7)
R vybérové rozpéti (5.8)
Ro vybérové mezikvartilové rozpéti (5.9)
a3 vybérova sikmost (5.10)
a4 vybérova Spicatost (5.12)

Stejné charakteristiky jsme pocitali vzdy i pro data riznym zptisobem upravena

(porusend), pficemz jsme uvazovali nésledujici varianty:
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TH ... teoretickd hodnota rozdéleni

AY ... zakladni generovany vybér bez tuprav,

1OH ... soubor s jednou odlehlou hodnotou,

20H ... soubor s dvémi odlehlymi hodnotami,

+1,5 ... soubor se vS§emi hodnotami zvétSenymi o +1,5,
- 1,5 ... soubor se vSsemi hodnotami nasobenymi 1,5,
-6 H ... soubor zmenseny o 6 extrémnich hodnot,

+ 5% ... soubor s porusenymi daty o +£5%.

Kombinaci charakteristik a datovych sad vznikla pro kazdé rozdéleni a pro kazdou
hodnotu parametri dvourozmeérna tabulka. V kazdé tabulce jsme nejprve napoci-
tali teoretické hodnoty daného rozdéleni (TH) a déle charakteristiky pro zékladni
(neupraveny) vybér (ZV). Nepoéitali jsme teoretickou hodnotu pro stfedni abso-
lutni odchylku d. Standardné jsme zaokrouhlovali na 3 desetinnd mista. Pokud
jsou v tabulce za desetinnou carkou uvedeny méné nez 3 cislice, znamena to,
ze na zbylad vynechana mista pripadaji nuly. Dale jsme pocitali charakteristiky
pro vybér s jednou odlehlou hodnotou (1 OH). Tato hodnota byla zvolena na
levém konci ¢iselné osy. Druhé odlehld hodnota byla pfidana na opa¢ném konci
osy (2 OH). Volba odlehlych hodnot probihala subjektivné v zavislosti na tom,
jakych chyb ¢i prekleptd by se mohl pfepisovatel dopustit pfi ru¢nim zadavani
dat do pocitacové podoby. Pro kazdou trojici vybéri z jednoho typu rozdéleni
jsme zvolili stejné odlehlé hodnoty pro lepsi porovnani jejich vlivu. Uvedeme si
priklad u alternativniho rozd€leni, které je tvofeno sériemi 0 ¢i 1. Zde se mu-
zeme dopustit preklepu naptiklad v podobé zadani 10 ¢i 11. Dalsi modifikaci je
pfi¢teni konstanty 1,5 ke kazdé nasimulované hodnoté (+ 1,5). Déale vynasobeni
konstantou 1,5 (- 1,5). Pfedposledni tpravou bylo odstranéni Sesti extrémnich
hodnot, konkrétné po tfech nejodlehlejsich hodnotach na obou koncich datového
souboru (- 6H). Této metodé potlaceni extrému se ¥ikd winsorizace. Pti posledni
modifikaci porusime data o +5%. Konkrétné bude tato metoda pracovat takto:
ptvodni hodnoty nésobime konstantou, kterou volime nédhodné bud 1,05 nebo
0,95 (£5%).

Ke grafické interpretaci byl u diskrétnich hodnot pouzit graf rozdéleni ¢etnosti,

u spojitych rozdéleni histogram. Simulovana data, doplnéné odlehlé hodnoty a
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prikazy k jejich generovani jsou uvedeny v pfiloze. Dil¢i postiehy a komentaie
jsou uvedeny ihned za prislusnym rozdélenim, celkové zavéry platné pro vsechna
rozdéleni stejné jsou shrnuty v zavéru kapitoly. Tyto celkové zavéry se budou

tykat zejména vlivu datovych poruch na vybérové charakteristiky.

7.1. Alternativni rozdéleni

Vysledky pro alternativni rozdéleni jsou uvedeny v tabulkach 1-3. Tyto tfi pfi-

113
40274

pady se mezi sebou lisi volbou parametru p (p = ). U symetrického rozdéleni
(tabulka 2) neni jednozna¢né urcen teoreticky modus ani medidn, jednoznacné
také neni uréeno mezikvartilové rozpéti u nesymetrického rozdéleni (tabulky 1 a
3). V prvni fadé zkusime posoudit, jak pfesné software vygeneroval hodnoty, tj.
shodu teoretickych charakteristik a charakteristik ze zdkladniho vybéru (sloupce
SH a ZV v tabulkich). U alternativiho rozdéleni, na rozdil od dalsich rozdeé-
leni, staci k posouzeni kvality vzorku pouze pohled na vybérovou stfedni hod-
notu. Zname-li totiz pocet hodnot a pocet nul (nebo pocet jedni¢ek), pak zname
vSechny hodnoty ve vybéru. Zname-li tedy rozsah vybéru a aritmeticky primeér,
jsme schopni plné zrekonstruovat ptvodni data. U ostatnich rozdéleni toto ne-
plati. Vybérova stiedni hodnota se spocte jako pocet jednicek délenych poctem
pozorovani. Az na piipad v tabulce 3 (p = 0,75) vidime vcelku podafené si-
mulované vybéry. V této tabulce je u vybérové stfedni hodnoty nejvétsi rozdil
mezi TH a ZV, a sice 0,09, coz je téméi 10% celého rozpéti. Velky rozdil je i
v porovnani TH a ZV pro Sikmosti a Spicatosti. Posledni moznou nesrovnalosti,
kterou bychom se v tomto pfipadé mohli zabyvat, je Spicatost 0,98 v tabulce 2.
Teoreticka $picatost, tedy hodnota ve sloupci TH, se skutecné rovna 1, my jsme
ovSem pro vypocet ZV pouzili vzorec (5.12), kde jsme cely vyraz délili n — 1. Pfi
déleni n by vybérova spicatost vysla 1.

Na obrazku 5 vidime, ze rozdéleni méa tvar podle toho, kolik nul a jednicek
jsme ze softwaru ziskali. Vidime, Ze data z tabulky 1 jsou kladné zesikmena, pro-

toze vétsi seskupeni dat je na levé strané. Z tabulky 3 jsou zaporné zesikmena,

protoze naopak mame k dispozici vice jednicek nez nul. Z tabulky 2 vidime, ze

46



Tabulka 1. X « Alt(0,25), OH: -10, 11

[Char.[ TH [ ZV [1OH[2O0H|[+1,5[-1,5[-6H[ +5% |

I 025 [ 026 | 0,069 [ 0,269 | 1,76 | 0,39 | 0,227 [ 0,261
i 0 0 0 0 1,5 0 0 0
i 0 0 0 0 1,5 0 0 0
s 0,188 | 0,196 | 2,257 | 4,514 | 0,196 | 0,442 | 0,18 | 0,198
d - 0,26 | 0,451 | 0,654 | 0,26 | 0,39 | 0,227 | 0,261
R 1 1 11 21 1 1,5 1 1,05
Ro | <0;1>| 05 | 05 1 05 | 0,75 | 0 |0475
ds 1,155 | 1,083 | -5,941 | 0,321 | 1,083 | 1,083 | 1,287 | 1,094
iy 2,333 | 2,154 | 40,252 | 23,462 | 2,154 | 2,154 | 2,633 | 2,194
Tabulka 2. X « Alt(0,5), OH: -10, 11
(Char.| TH [ ZV [10OH[20H| +15 | -1,5 [-6H|[ +5% |
I 0,5 0,5 | 0,294 | 05 2 0,75 | 0,5 | 0,497
z {0;1} | {0s1} | {0;1} | {051} | {1,5:2,5} | {0;1,5} | {01} | O
i | <0;1>] 05 0 0,5 2 0,75 | 05 |0,475
52 0,25 | 0255 | 2,412 | 4,569 | 0255 | 0,574 | 0,256 | 0,253
d - 0,5 | 0,686 | 0,885 0,5 0,75 | 05 |0,497
R 1 1 11 21 1 1,5 1 1,05
Ro 1 1 1 1 1 1,5 1 0,95
ds 0 0 |-5781| 0 0 0 0 0,015
i 1 0,98 | 38,634 | 22,84 | 098 0,98 | 0977 | 1

Tabulka 3. X « Alt(0,75), OH: -10, 11

([Char.| TH [ ZV |1O0H |20H|+15] -1,5 [-6H | +5% |

7 0,75 | 0,84 | 0,628 [ 0,827 | 2,34 | 1,26 | 0,886 | 0,338
& 1 1 1 1 2,5 1,5 1 0,95
z 1 1 1 1 2,5 1,5 1 0,95
52 0,188 | 0,137 | 2,438 | 4,46 | 0,137 | 0,309 | 0,103 | 0,139
d - 0,16 | 0,373 | 0,558 | 0,16 | 0,24 | 0,114 | 0,192
R 1 1 11 21 1 1,5 1 1,05
Ry |<0;1>]| 0 0 0 0 0 0 0,1

ds | -1,155 |-1,836 | -6,304 | -0,459 | -1,836 | -1,836 | -2,407 | -1,774
iy 2,333 | 4,352 | 42,914 | 24,11 | 4,352 | 4,352 | 6,771 | 4,236
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rozdéleni je symetrické, jelikoz mame k dispozici stejny pocet nul i jednic¢ek. Po-
kud je parametr p < 0,5 je rozdéleni kladné zeSikmené s vétsi koncetraci prvki
na levé strané, tedy nul, naopak pokud je p > 0,5 je rozdéleni zaporné zesikmené,

s vét§im poctem prvkid na pravé strané, tedy jednicek.

X - Alt(0,25) X - Alt(0,5) X - Alt(0,75)
45 0
| 25 25 50
0 37 ¢ a2
35 1
lag 4
20 20
5 4 30
15 4
20 4
15 4 13 10 4 -
10 A o | 8
5
o 0 4 (1]
0 1 o 1 1] 1

Obréazek 5: Rozdéleni ¢etnosti u alternativniho rozdéleni

Nyni se podivame na vliv jednotlivych poruch na vybérové charakteristiky. Za-
¢neme u odlehlych hodnot. Z charakteristik polohy maji odlehlé hodnoty nejmensi
vliv na modus a median. Tyto charakteristiky se dokonce nijak neméni. Pouze v
tabulce 2, kdy p = 0,5, vidime pifi 1 OH zménu medianu, ktery se rovna 0. Je
to dano tim, ze mame k dispozici 25 nul a 25 jednicek a po pridani -10 se zméni
indexovani prvki, kdy ten prostiedni, tedy z (s, je 0. Nejvétsi vliv maji odlehlé
hodnoty na vybérovou stiedni hodnotu. Odlehlé hodnoty maji vliv i na charak-
teristiky variability. Ten nejvétsi maji na rozpéti a rozptyl. Obé tyto charakte-
ristiky po postupném pridéavani odlehlych hodnot zvysuji svoji velikost. Jelikoz
jsme tyto hodnoty zvolili jako -10 resp. 11, predstavuji to velmi velky zasah do
vybéru z alternativniho rozdéleni. Nejzajimavéjsi je pro nas zména vybérového
mezikvartilového rozpéti v tabulce 1. Jak je mozné, ze v tomto rozdéleni pii na-
byvanych hodnotach pouze 0 a 1 vyjde tato charakteristika jako necelociselna,
konkrétné 0,57 Vse vychézi z definice kvantil. Uvazujeme sefazeny zakladni vy-

bér. Protoze mame sudy pocet prvka ve vybéru, v nasem piipadé 50, spocita
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se tfeti kvartil jako 50 - 0,75 = 37,5 tedy priamér prvkt na pozicich 37 a 38.
V tomto pfipadé x31=0 a z(35=1, tedy primér je 0,5. Obecné, pokud (n — 1)
neni délitelné ¢tyrmi, bereme 3. kvartil jako aritmeticky primeér dvou prislusnych
sousednich hodnot s pozicemi 1 + [2(n —1)] a1 + [2(n — 1)]. Analogicky se
bude 1. kvartil pocitat jako 1 + [$(n —1)] a 1 + [f(n —1)]. Prvni kvartil po-
¢itany pomoci tohoto postupu vychazi 0. Mezikvartilové rozpéti je tedy 0,5 - 0
= 0,5. Po pridani 1 OH se mezikvartilové rozpéti neméni. Zména piichazi az po
pridani 2 OH, kdy je P:Q = 1, protoze mame datovy soubor o 52 prvcich s -10 na
prvni pozici a 11 na posledni pozici. 3. kvartil je primér hodnot na pozicich 39
a 40, tedy 1, 1. kvartil je priimér hodnot na pozicich 13 a 14, tedy 0. Vysledek
je 1 - 0 = 1. Stiedni absolutni odchylka roste po pridani 1 OH i 2 OH. Odlehlé
hodnoty maji velky vliv také na Sikmost a Spicatost alternativniho rozdéleni. Po
pridani prvni odlehlé hodnoty sikmost klesa, Spicatost naopak jesté vyraznéjsim
zptsobem stoupa. Druhda odlehlé hodnota ma spise korigurujici vliv na obé tyto
charakteristiky, které se priblizuji ke své ptvodni hodnoté ZV. Vice se ke své

P1i +1,5 modifikaci se hodnota vSech charakteristik polohy zvétsi prave o tuto
konstantu, vse vychazi z predpokladi zvefejnénych v kapitole 4.1. Charakteris-
tiky variability, sikmost i Spicatost si zachovavaji svoje hodnoty. Zména polohy
nema na tyto charakteristiky vliv, tak jak jsme popsali v kapitole 4.2. Pti - 1,5
modifikace se v8echny charakteristiky polohy o 50% zvétsi. Stejného navysSeni se
dockame i v pripadé€ rozpéti a mezikvartilového rozpéti. Rozptyl a stfedni abso-
lutni odchylka se zvysi piesné o 2,25, tedy druhou mocninu é&sla 1,5. Sikmost
se Spicatosti si opét ponechavaji své hodnoty. Vypusténi Sesti hodnot v pripadé
alternativniho rozdéleni mé nejvétsi vliv na Sikmost a $pic¢atost. Sikmost pokud v
ZV vysla kladn4, mirné roste, pokud vysla v ZV zaporna, mirné klesa. Spicatost
svoji hodnotu také zvétsuje. Pouze v symetrickém piipadé (tabulka 2) hodnota
mirné klesla. Naopak nejmensi vliv ma tato porucha na modus, median, rozpéti
a mezikvartilové rozpéti. Rozptyl az na symetricky pripad klesa. Stfedni hod-

nota pii vypusténi Sesti hodnot roste (v pfipadé zdporného zesikmeni) a klesé (v
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ptipadé kladného zesikmeni). Porucha + 5% mé podobny vliv na vSechny charak-
teristiky, které se od svych puvodnich hodnot v ZV nepatrné lisi, at uz kladné,

¢i zaporne.

7.2. Binomické rozdéleni

Vysledky pro binomické rozdéleni jsou uvedeny v tabulkach 4-6. Tyto pripady se
mezi sebou lisi volbou parametrii n a p. Nejprve si pripomenime postup pii vypo-
¢tu teoretickych hodnot modu a medianu. Pouzijeme pravdépodobnostni funkci
pr = P(X =k) = (Z)pk(l — p)"*. Do ni budeme dosazovat hodnoty n,p a k.
Modus urc¢ime jako to k, pro néz je p, maximalni. Pfi uré¢ovani medianu budeme
hodnoty py scitat, az soucet presdhne 0,5. Za median budeme povazovat to ¢islo
k, pro néz soucet py + --- + p. predchéazel presahnuti 0,5. Analogickym zpiso-
bem budeme postupovat i v pfipadé vypoctu RQ, kde pottebujeme 0,25 a 0,75
kvantily. Obecné plati, ze teoreticky a-kvantil je takové nejvétsi prirozené ¢islo
k*, pro které plati ZIS pr < . Konkrétné si uvedeme vypocet modu, medianu,
1. a 3.kvartilu pro Bi(8;0,75). Hodnoty pravdépodobnostni funkce p;, shrnuje na-
sledujici tabulka:
k 0 1 2 3 4 ) 6 7 8

Dk 0,0000 0,0004 0,0038 0,0231 0,0865 0,2076 0,3115 0,267 0,1001
Z’Spk 0,0000 0,0004 0,0042 0,0273 0,1138 0,3214 0,6329 0,8999 1

Z této tabulky ziskdme modus £=6, median =5, 1. kvartil xg5=4 a 3. kvartil
x0,75=0. Mezikvartilové rozpéti }?Q:Z

Jak jiz bylo feceno u komentait k alternativnimu rozdéleni, jen stfedni hod-
nota k posouzeni kvality vybéru u dalSich rozdéleni stacit nebude. Nyni se bu-
deme pfi porovnavani TH a ZV zaméfovat jednak na Z, tak na s?, d3 a dy, protoze
samotnd vybérova stfedni hodnota k urceni kvality vybéru nestaci. V pripadé bi-
nomického rozdéleni mame k dispozici vice nez pouhé 2 varianty znaku a proto
musime brat v potaz i dalsi charakteristiky. Zadny z vybért z tabulek 4-6 se neda
povazovat za naprosto idealni, nejblize k nému ma ovsem vybér z tabulky 4. Za-

jimavy je pohled na rozdil mezi TH a ZV u rozpéti. Dle definice je teoretickym
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Tabulka 4. X « Bi(4;0,25), OH: -4, 12
[Char. | TH | ZV |[1O0OH |20H |+ 15| -15[-6 H| £5% |

z 1 ] 098 | 0,882 | 1,006 | 2,48 | 1,47 | 0,909 | 0,987
& 1 0 0 0 1,5 0 | {0,1}] o0
& 1 1 1 1 25 | 15 1 |09

s 0,75 | 0,877 | 1,346 | 3,697 | 0,877 | 1,974 | 0,643 | 0,902

d - 0,74 | 0,824 | 1,019 | 0,74 1,11 | 0,636 | 0,759
R 4 3 7 16 3 4,5 2 3,15
Rg 1 2 2 2 2 3 2 1,9

a3 | 0,577 | 0,486 | -1,078 | 3,224 | 0,486 | 0,486 | 0,161 | 0,521
dy | 2,833 2,134 | 7,274 | 21,36 | 2,134 | 2,134 | 1,572 | 2,207

Tabulka 5. X « Bi(6;0,5), OH: -4, 12
[Char. | TH | ZV [1O0H [20H [+ 15| -1,5 |- 6 H| £5% |

z 3 | 228 | 2,157 | 2,346 | 3,78 | 3,42 | 2,273 | 2,272
7 3 2 2 2 3,5 3 2 2,1
7 3 2 2 2 3,5 3 2 2,1

s 1,56 | 0,777 | 1,535 | 3,368 | 0,777 | 1,749 | 0,482 | 0,74

d - 0,64 | 0,745 | 0,923 | 0,64 | 096 | 05 | 0,626
R 6 4 8 16 4 6 3 4,2
Ro 2 1 1 1 1 1,5 1 0,95

s 0 |-0,032|-2,317 | 2,016 | -0,032 | -0,032 | 0,01 | -0,134

iy 2,667 | 2,872 | 12,945 | 17,966 | 2,872 | 2,872 | 2,637 | 3,013

Tabulka 6. X « Bi(8;0,75), OH: -4, 12
(Char. | TH [ ZV [1O0H [20H [+ 15| 1,5 |-6 H| £5% |

-0,408 | 0,012 | -3,242 | -1,962 | 0,012 | 0,012 | 0,094 | 0,461
2,917 | 2,283 | 18,986 | 15,075 | 2,283 | 2,283 | 2,367 | 2,574

I 6 | 6,04 | 5843 | 5961 | 7,564 | 9,06 | 6,046 | 6,038
i 6 6 6 6 7.5 9 6 5,7
i 5 6 6 6 7.5 9 6 5,7
52 15 |1,223| 3,175 | 3,842 | 1,223 | 2,751 | 0,835 | 1,36
d - 0,84 | 1,02 | 1,115 | 0,84 | 1,26 | 0,682 | 0,914
R 8 4 12 16 4 6 4 4,2

Rq 2 2 2 2 2 3 2 1,4
a3
Cly
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rozpétim hodnota n, u vybéri tomu ale tak neni, zalezi na velikosti rozptyleni
hodnot kolem stfedni hodnoty. Pokryti celého defini¢niho oboru daty bychom se
mohli dockat pouze v pripadu, kdy by byl rozsah vybéru velmi velky. V tabulce
5 se velmi podstatné lisi rozptyl od své teoretické hodnoty a v tabulce 6 naopak
moc presné nevychazi porovnani sikmosti a Spicatosti.

Tvar rozdéleni je opét urcen rozmisténim dat. V pripadé, ze zvétsujeme hod-
notu parametru p, zvysuje se koncentrace hodnot na pravé strané. Na obrazku 6
vidime, Ze data pro Bi(4;0,25) jsou kladné zeSikmen4, protoze vétsi seskupeni dat
je na levé strané. Pfi pohledu na tvar dat z Bi(6;0,5) a Bi(8;0,75) by se mohlo
zdat, ze data jsou symetrickd. OvSem neni tomu tak, protoze v pfipadé grafu
Bi(6;0,5) na obrazku 6 nejsou viibec zastoupeny hodnoty 5,6 a v grafu Bi(8;0,75)
nejsou zastoupeny hodnoty 0,1,2 a 3.

Odlehlé hodnoty maji zde maly vliv na charakteristiky polohy, oproti alter-

X ~ Bi (4; 0,25) X ~Bi(6;0,5)

30

» e o 23
20

15 12 15
15

10
10 7

. 3 ] 4

1
0 0
o 1 2 3 4 o 1 2 3 4 5 B

X ~ Bi (8; 0,75)

15

17
12 12
10
5
. 4
AN B B
4 5 E 7 3

o 1 2 2

Obrazek 6: Rozdéleni éetnosti u binomického rozdéleni

nativnimu rozdéleni. Vysvétleni je takové, ze odlehlé hodnoty -4 a 12 nejsou pro

Bi(4;0,25), Bi(6;0,5) a Bi(8;0,75) tak moc odlehlé jako -10 a 11 pro alternativni
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rozdéleni, které nabyva pouze hodnot 0 a 1. Naopak velky vliv maji na charak-
teristiky variability, hlavné na rozptyl a rozpéti. Stfedni absolutni odchylka se
zvysi pouze nepatrné a mezikvartilové rozpéti se nezmeéni viibec. Nartst rozptylu
s odhlehlymi hodnotami je o néco mensi nez u alternativného rozdéleni. Opét
je to dano mensi citlivosti binomického rozdéleni na nami zvolené odlehlé hod-
noty. Nejvétsi vliv maji 1 OH a 2 OH na Sikmost a Spicatost. Modifikace + 1,5
a - 1,5 jsou velice podobné tém z alternativniho rozdéleni. Naprosto stejné jako
toto rozdéleni se chovaji charakteristiky polohy spolu se Sikmosti a Spicatosti.
Posledni dvé modifikace, tedy - 6H a + 5%, nemaji velky vliv na charakteristiky.
Za zminku pouze stoji mirné snizeni hodnot Sikmosti a Spicatosti pfi vypusténi

Sesti odlehlych hodnot.

7.3. Poissonovo rozdéleni

Vysledky pro Poissonovo rozdéleni jsou uvedeny v tabulkach 7-9. Tyto pripady
se mezi sebou lisi volbou parametru A. Nejprve se opét zastavime u procesu
generovani dat a porovnani TH a ZV. Nejlépe sviij teoreticky protéjsek vystihuji
data z tabulky 9, tedy v pripadé, kdy mame Poissonovo rozdéleni s parametrem
6. Tabulky 7 a 8 jsou nagenerované méné presné. Pomérné veliky rozdil vidime v
pripadé spicatosti z tabulky 8. Veliky rozdil mezi TH a ZV zasluhujici upozornéni
je také, v té stejné tabulce, u modu, ktery se lisi o 2. V tabulce 7 a sloupci
ZV vidime v tfadku s hodnotou medianu hodnotu 0,5. Je to opét necelociselna
hodnota ze souboru celociselnych dat. Postup vypoc¢tu kvantild, tedy i medianu,
je totozny jako v pripadé binomického rozdéleni. 26. prvek sefazeného vybeéru je
1, 25. prvek je 0, odtud vidime, Ze median bude 0,5. Vybérové mezikvartilové
rozpéti jsme pocitali totozné.

Na obrazku 7 vidime, Ze tvar rozdéleni nejlépe odpovida teorii hned v prvnim
pripadé. Jiz z definice vime, Ze parametr A\ je vzdy kladny, tedy Sikmosti budou
také kladné s vétsim naskupenim hodnot na levé strané. Ve druhém a tretim
piipadé vidime, Ze mame k dispozici vice dat nabyvajicich vétsich hodnot. Cim

je vétsi A, tim je mensi Sikmost. Tento jev vysvétlime tak,
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Tabulka 7. X « Po(1), OH: -7, 18

[Char. [TH| ZV [1OH[2O0OH [+ 1,5[-1,5 [- 6 H[ +5% |

T 1 [ 09 [0745 [ 1,077 | 2.4 | 1,35 [ 0,75 | 0,901
3 0 0 0 0 1,5 0 0 0

7 1 | 05 0 0,5 2 0,75 | 0,5 | 0,475
s 1 |1,439| 2,634 | 8,308 | 1,439 | 3,237 | 0,843 | 1,424
d - 09 | 1,02 | 1,346 | 09 | 1,35 | 0,75 | 0,901
R 0 5 12 25 5 7.5 3 4,75
Ro 1 1 1 1 1 1,5 1 1,05
s 1 | 1,469 | -1,439 | 3,608 | 1,469 | 1,469 | 1,048 | 1,425
Ay 4 4,697 | 12 | 24,625 | 4,697 | 4,697 | 3,145 | 4,442

Tabulka 8. X « Po(3), OH: -7, 18

[Char. | TH | ZV [1OH|[2O0H |+ 15| -15[-6 H| 5% |

I 3 302 2824 [ 3,115 | 4,52 | 4,53 | 2,977 | 3,029
i 2 4 4 4 5,5 6 4 4,2
7 3 3 3 3 45 | 45 3 3
52 312,347 | 4,268 | 8,614 | 2,347 | 528 | 1,604 | 2,412
d - 1,22 ] 1,392 | 1,654 | 1,22 | 1,83 | 1,023 | 1,271
R 00 7 14 25 7 105 | 4 | 7,35
Rq 2 2 2 2 2 3 2 2,3
ds | 0,577 | 0,205 | -1,914 | 1,758 | 0,205 | 0,205 | -0,095 | 0,238
d, | 3,333 2,505 | 11,026 | 15,915 | 2,505 | 2,505 | 1,916 | 2,636

Tabulka 9. X - Po(6), OH: -7, 18

[Char. | TH | ZV |[1OH|2O0H| +15 | -15 [-6H|[ 4% |
7 6 | 556 | 5,314 | 5558 7,06 834 [ 5400 [ 552
& 5 | {47 | {47 | {47} | {5,5;8,5} | {6;10,5} | {4;7} | (4,2;5,25)
7 6 5 5 5 6,5 7.5 5 5,25
52 6 | 6,17 | 9,14 |12,055| 6,17 13,882 | 3,689 | 5,667
d - 1,92 | 2,118 | 2,327 1,92 2,88 | 1,546 1,83
R 50 11 20 25 11 16,5 7 10,45
Ro 4 3 3,5 3 3 4,5 3 2,85
ds | 0,408 | 0,835 | 0,735 | 0,27 0,835 0,835 | 0,572 | 0,808
dy | 3,167 | 3,343 | 7,172 | 7,431 | 3,343 3,343 | 2,577 | 3,347
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Ze pri ristu parametru jsou hodnoty vice rozmistény po realné ose, tedy tim
padem se Sikmost zmensuje. Jiz pfi pohledu vidime, Ze Spicatost je nejvyssi také

v prvnim piipadé.

X ~Po (1) X~Po(3)
5| 16 -+
s 12
= 11
16 o | 9 9
15 4
9 all 6

10 + & -

i} s
g 1 2
o [

0 1 2 3 4 5 6 7 (1] 1 2 3 4 5 B 7 8
X ~Po (6)
12 4
10 4 8 9 8 9
B_
6 g
4 3 3
2

2 1 1 1
0_

Obrazek 7: Rozdéleni éetnosti u Poissonova rozdéleni

Nejvétsi nartust rozptylu, pokud uvazujeme druhou odlehlou hodnotu, vidime
v tabulce 7, naopak nejmensi v tabulce 9. Vysvétleni je takové, zZe extrémni hod-
nota 18 ma vétsi vliv na data koncentrujici se blizko nuly, tedy v tabulce 7, nez na
hodnoty koncentrujici se vice vpravo na c¢iselné ose. Zustaneme opét u rozptylu.
Mizeme si vSimnout, ze je velmi velky nartst této charakteristiky v tabulce 9 po
vynasobeni konstantou. Ovsem pfi detailnéjsim pohledu vidime zvétseni rozptylu

na zhruba dvojnasobek u ostatnich dvou vybért.

7.4. Geometrické rozdéleni

Vysledky pro geometrické rozdéleni jsou uvedeny v tabulkach 10-12. Tyto ptipady

se mezi sebou lisi volbou parametru p. Data ze vSech tiech tabulek jsou

55



Tabulka 10. X - Ge(0,5), OH: -6, 100

[Char. [ TH | ZV [1OH[ 20H [+ 15[ -1,5[-6 H | +5% |

T 1 1,02 [ 0,882 | 2,788 | 252 | 1,53 | 0,864 | 1,023
3 0 0 0 0 1,5 0 0 0

7 1 1 1 2.5 1,5 1 0,95
s 2 11,653 | 2,586 | 191,195 | 1,653 | 3,719 | 0,911 | 1,712
d - 0,94 | 1,059 | 3,942 | 094 | 1,41 | 0,773 | 0,947
R 0 6 12 106 6 9 3 6,3
Ro 0 2 2 2 2 3 1 1,9
ds | 2,121 | 1,577 | -0,617 | 6,79 | 1,577 | 1,577 | 0,752 | 1,692
@, | 9,499 | 5,886 | 9,364 | 47,771 | 5,886 | 5,886 | 2,436 | 6,54

Tabulka 11. X « Ge(0,25), OH: -6, 100

(Char. | TH | ZV |10OH| 20H |+ 15| 1,5 |[-6H| £5% |

z 3 29 | 2,726 | 4596 | 44 | 435 | 2,341 | 2,911
& 0 0 0 0 1,5 0 0 0
z - 1,5 1 1,5 3 225 | 15 | 1475
52 12 | 14,214 | 15,483 | 197,147 | 14,214 | 31,982 | 5,021 | 14,669
d - 25 | 2,588 | 5194 | 25 | 3,75 | 1,886 | 2,515
R o0 20 26 106 20 30 7 21
Rq 3 5 5 5 5 7,5 4 5
dy | 2,021 | 2,411 | 1,98 | 6,161 | 2,411 | 2,411 | 0,563 | 2,549
d; | 9,084 | 10,444 | 9,489 | 41,837 | 10,444 | 10,444 | 1,87 | 11,539

Tabulka 12. X - Ge(0,14), OH: -6, 100

(Char. | TH | ZV |1OH| 20H |[+15]| 1,5 |-6H | +5% |

T | 6,143 | 622 | 598 | 7,788 | 7,72 | 933 | 5318 | 6215
& 0 2 2 2 3,5 3 2 0

7 - 3,5 3 3,5 5 5,25 35 | 3475
s2 | 43,878 | 46,869 | 48,86 | 217,896 | 46,869 | 105,455 | 19,664 | 47,718
d - 4,86 | 4,941 | 7,339 | 4,86 | 7,29 | 3,773 | 4,847
R 00 34 40 106 34 51 15 | 357
Rq 8 9 9 9 9 13,5 7 8,45
ds | 2,006 | 1,93 | 1,773 | 4,882 | 193 | 1,93 | 0,545 | 2,033
d, | 9,024 | 7,663 | 7,333 | 30,15 | 7,663 | 7,663 | 1,945 | 8422
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generovana pomeérné presné. Ovsem i zde se najdou odchylky, za tu nejvétsi se da
povazovat porovnani Spicatosti u tabulky 10 ¢i rozptyl u tabulky 11. V tabulce
12 vidime rozdil modu. Pfipomenme, Ze podle definice je modus geometrického
rozdéleni vzdy 0, nebot pravé v pripadé, kdy se k = 0, dosahuje posloupnost p,
svého maxima.

Na obrazku 8 lze vycist kladnou Sikmost, tedy vétsi seskupeni dat na levé

strané. Této skutecnosti se dockame pii libovolném nastaveni parametru p.

X ~Ge (0,5) X ~ Ge (0,25)
30 4 20 4
25 |23 .
20 14 4
s |13 z 5
8 ]
oy . c 145 55
& 1 1 3] 21111 1 1
0 1 2. .
B i A T R B
Y L 4 H = 2 2 £ . 01 2 3 45 6 7 8 91011121314 151617 18 1920 21
X ~Ge (0,14)
10 4
9 - 8
s |7
7 {g B
6 A 5
5 - 4
4 3 3 3
3 A 2
2 - 11 11111 1 1
1.
01 2 3 4 5 6 7 B8 9 1011 17 13 14 15 16 17 1B 19 20 21 22 25 24 25 26 27 2B 29 30 31 32 33 34 35

Obrazek 8: Rozdéleni Cetnosti u geometrického rozdéleni

Ocekavany je pohled na velké zvysSeni rozptylu po pfidani druhé extrémni

hodnoty, v tomto ptipadée 100.

7.5. Rovnomérné rozdéleni

Vysledky pro rovnomeérné rozdéleni jsou uvedeny v tabulkach 13-15. Tyto pfi-
pady se mezi sebou lisi volbou parametri a,b. Data ze vSech tfech tabulek byla

generovana presné, nejvetsi odchylky vidime v porovnani Spicatosti. Zajimavosti
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Tabulka 13. X « Ro(0,2), OH: -15,199, 22,16

[Char.[ TH [ ZV [1OH[2O0H|[+1,5[-1,5[-6H[ +5% |

T 1 0,94 | 0,623 | 1,038 | 2,44 [ 1,41 | 0,934 | 0,944
T <0;2 > - - - - - - -
z 1 0,901 | 0,85 | 0,901 | 2,401 | 1,352 | 0,901 | 0,886
57 0,333 | 0,335 | 5,435 | 14,248 | 0,335 | 0,753 | 0,264 | 0,347
d - 0,491 | 0,796 | 1,19 | 0,491 | 0,736 | 0,433 | 0,497
R 2 1,937 | 17,138 | 37,359 | 1,937 | 2,906 | 1,652 | 2,034
Rq 1 0,979 | 1,007 | 1,024 | 0,979 | 1,469 | 0,842 | 0,952
cis 0 0,14 | -6,223 | 1,874 | 0,14 | 0,14 | 0,155 | 0,191
iy 1,8 | 1,797 | 42,499 | 25,94 | 1,797 | 1,797 | 1,854 | 1,857

Tabulka 14. X ~ Ro(0,6), OH: -15,199, 22,16

(Char.| TH | ZV |1OH|20H |+ 15| -1,5 |-6 H| £5% |
T 3 3,018 | 2,661 | 3,036 | 4,518 | 4,527 | 3,026 | 3,03
x <0;6 > - - - - - - -
z 3 2,977 | 2,936 | 2977 | 4,477 | 4,465 | 2,977 | 2,864
52 3 3,615 | 10,05 | 17,165 | 3,615 | 8,134 | 2,948 | 3,682
d - 1,695 | 2,018 | 2,349 | 1,695 | 2,543 | 1,532 | 1,721
R 6 5,95 | 21,178 | 37,359 | 5,95 | 8925 | 5,302 | 6,194
Rq 3 3,481 | 3,63 | 3,534 | 3,481 | 5,221 | 3,398 | 3,515
iy 0 -0,088 | -3,474 | 0,246 | -0,088 | -0,088 | -0,11 | -0,095
iy 1,8 | 1,573 | 20,366 | 16,328 | 1,573 | 1,573 | 1,559 | 1,551

Tabulka 15. X « Ro(5,15), OH: -15,199, 22,16

(Char.| TH | ZV |1OH|2O0H |+ 15| 1,5 |-6H | +5% |
z 10 10,274 | 9,774 10,013 | 11,774 | 15,411 [ 10,279 | 10,27
T < 5;15 > - - - - - - -
z 10 10,965 | 10,95 | 10,965 | 12,465 | 16,447 | 10,965 | 10,715
s> 8333 | 879 |21,337 (23,868 | 879 | 19,777 | 7,063 | 8,985
d - 2,641 | 3,102 | 3,258 | 2,641 | 3,962 | 2,375 | 2,704
R 10 9,685 | 30,169 | 37,359 | 9,685 | 14,528 | 7,944 | 10,698
Rg 5 5,379 | 5431 | 5414 | 5379 | 8,069 | 4,957 | 5,19
cis 0 -0,025 | -3,035 | -2,342 | -0,025 | -0,025 | -0,025 | 0,005
ciy 1,8 1,573 | 17,375 | 14,865 | 1,573 | 1,573 | 1,514 | 1,614
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je, ze v tabulkach 14 a 16 vysly naprosto shodné Spicatosti, konkrétné hodnota
1,573. Rozptyly i stfedni hodnoty vcelku kopiruji své teoretické protéjsky. Dale
vidime, Ze Spicatost ze zakladniho vzorku se nejvice blizi své teoretické hodnoté
hned v prvnim vybéru, tedy tabulce 13, kdy je rozdil mezi témito dvéma hodno-
tami nepatrny.

Histogramy z nasich tfech vybért z rovnomérného rozdéleni vidime na ob-

razku 9. Jejich tvar zalezi na generovanych datech, ale také na zvoleném poctu

X~ Ro (0;2) X ~Ro (0;6)

0-0,285 0,286- 0,572- 0,858 - 1,144 - 1,430- 1,716-2 0-0,857 0,858- 1,716- 2,574 - 3,432- 4,730- 5,1483-8
0,571 0,857 1,143 1,429 1,715 1,715 2,573 3,431 4,283 5,147

X ~Ro (5;15)

5-6,429 6,430- 7,860-  9,289- 10718- 13,147- 13,576-15
7,859 9,288 10717 12146 13,575

Obrazek 9: Histogramy z rovnomérného rozdéleni

bunék. Zde jsme pouzili Sturgesovo pravidlo pro optimalni pocet sloupctt 1 +

+ 3.3log,,. Pii n=>50 vychézi 6,607. Proto jsme u spojitych rozdéleni uvazovali 7

bunék. Protoze histogram pro Ro(5;15) na obrazku 9 moc nepfipomina rovno-

meérné rozdéleni, zkusili jsme pridat jednu builku, na obrazku 10 jich je 8.
Vidime, Ze po pfidani jedné buiky histogram vice vystihuje rovnomérné roz-

déleni. Sturgesovo pravidlo tedy vzdy nemusi podavat optimalni doporucenti, kolik

sloupctt bychom méli pouzit. Zalezi ovSsem také na vygenerovanych hodnotéch.

Parametry rovnomérného rozdéleni maji nejvétsi vliv na rozpéti a jeho pro-
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X ~ Ro (5;15)

Obrazek 10: Upraveny histogram z Ro(5;15)

stfednictvim na dalsi charakteristiky. S rostoucim rozdilem parametri a,b se
zvétsuje rozptyl. Zajimavosti je, Ze se rozptyl zvysi i pri pétiprocentni poruse

dat, ve vsech tfech ptfipadech. To u predeslych rozdéleni pravidlem nebyvalo.

7.6. Normalni rozdéleni

Vysledky pro normalni rozdéleni jsou uvedeny v tabulkach 16-18. Tyto pripady se
mezi sebou lisi volbou parametrt i, 02. K normalnimu rozdéleni jsme si praktické
vypocty teoretickych charakteristik neuvadéli, v nasem pripadé jsou prevzaty z
[1]. Postup pii vypoctech medidnu a mezikvartilového rozpéti jsou analogické jako
v pripadé rovnomeérného rozdéleni v kapitole 6.

Na tvar rozdéleni, tak jak jej vidime na obrazku 11, maji vliv parametry
u, o%. Nejvice piipomind normalni rozdéleni histogram pro N(3;1). Naopak histo-
gram pro N(0;4) norméalni rozdéleni nepfipomind. OvSem pii zméné poctu sloupcii
bychom se mohli dockat podobné zmény v rozlozeni dat jako jsme toho dosahli
po pridani jednoho sloupce v predchozim ptipadé u rovnomérného rozdéleni.

Zajimavosti je, ze Sikmost z dat pro N(0;4) se po pétiprocentni poruse dat
takika nezménila, pouze o 0,001. Podle predpokladii je pti poruse - 6H nejvice
citlivé vybérové rozpéti. Pro data z N(0;4) a vypusténi Sesti nejextrémnéjsich

hodnot se sikmost nejvice blizi svoji teoretické hodnoté. Lisi se pouze o 0,039.
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Tabulka 16. X « N(0;1), OH: -6,209, 7,702
[Char. [ TH| ZV [10OH[2O0H |+ 15| -1,5 [-6 H| +5% |

z 0 [-0,068 | -0,189 | -0,037 | 1,432 | -0,102 | -0,118 | -0,077
& 0 - - - - - - -

7 0 | -0,24 |-0249 | -0,24 | 1,26 | -0,36 | -0,24 | -0,237
52 1 | 1,421 | 2,132 | 3,287 | 1,421 | 3,197 | 0,954 | 1,404

d - | 0,684 | 1,032 | 1,165 | 0,934 | 14 | 0,768 | 0,671
R oo | 4,507 | 8,754 | 13,911 | 4,507 | 6,761 | 3,721 | 4,416
Ro |1,34] 1,636 | 1,721 | 1,726 | 1,636 | 2,454 | 1,484 | 1,585
s 0 | 0478 | -0,985 | 0,86 | 0,478 | 0,478 | 0,377 | 0,464
A 3 | 2435 | 6,952 | 9,569 | 2,435 | 2,435 | 2,36 | 2,43

Tabulka 17. X « N(0;4), OH: -6,209, 7,702
(Char. | TH| ZV |[10OH [20H [+ 15| - 1,5 |-6 H| +5% |

7 0 |-0,008 [ -0,218 | -0,066 | 1,402 | -0,147 | -0,184 | -0,105
7 0 _ _ _ - - - -

7 0 | -028 | -0283 | -0,28 | 1,22 | -0,42 | -0,28 | -0,28
52 4 | 4552 | 5,193 | 6,298 | 4,552 | 10,242 | 3,067 | 4,706

d - | 1,756 | 1,838 | 1,956 | 1,756 | 2,634 | 1,478 | 1,772
R oo | 8933 | 11,653 | 13,911 | 8,933 | 13,399 | 6,461 | 9,379
Ro |268| 331 | 3392 | 3462 | 331 | 4,965 | 2,731 | 3,22
s 0 | 035 | 0,053 | 0473 | 0,35 | 0235 | 0,039 | 0,351
ds 3 | 2436 | 2,863 | 3,717 | 2,436 | 2,436 | 1,889 | 2,569

Tabulka 18. X « N(3;1), OH: -6,209, 7,702
[Char. | TH| ZV |[1O0OH |[20H [+ 15| -1,5 |-6 H| £5% |
3 13,049 | 2,867 [ 2,96 | 4,549 [ 4,573 | 3,071 | 3,05

3 ; ; ; ; ; ; ,
3 | 3,121 | 3,005 | 3,121 | 4,622 | 4,682 | 3,122 | 3,064
1 | 1,29 | 2944 | 3336 | 1,29 | 2,902 | 0,702 | 1,356
- 0,832 | 0,998 | 1,068 | 0,832 | 1,248 | 0,629 | 0,861
oo | 5,365 | 11,793 | 13,911 | 5,365 | 8,047 | 3,786 | 5,633
1,34 | 1,063 | 1,175 | 1,161 | 1,063 | 1,595 | 0,896 | 1,116
0 |-0,298 | -2,907 | -2,152 | -0,299 | -0,298 | -0,286 | -0,155
3 | 3,175 | 16,246 | 13,791 | 3,175 | 3,175 | 3,054 | 3,26

,:8) ¢%>(gd> e L 8 8
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X ~N (0;1) X~ N (0;4)

-
m

a N B om o@wm B Rk

i

0-058 0,801-1,6 1601-24 2401-3,2 3,201-4 4,001-4,8 4,801-56

Obrazek 11: Histogramy z normalniho rozdéleni

7.7. Shrnuti vlivu poruch

Kazda z tabulek 1-18 vykazuje podobné zmény charakteristik pfi rizné nasta-
venych modifikacich dat. Na jednu stranu mame vybér ze Sesti typt rozdélent,
na stranu druhou mame Sest rtznych modifikaci dat (poruch). U kazdé vybérové
charakteristiky budeme sledovat, jaky vliv na ni maji jednotlivé poruchy, ktery
by se projevoval u vSech rozdéleni stejné.

Jako prvni si probereme charakteristiky polohy, tedy z, Z, . Vybérova stfedni
hodnota Z se po pridani prvni odlehlé hodnoty na levém konci ¢iselné osy mirné
¢i vice snizi, podle velikosti extrémni hodnoty, po pfidani druhé odlehlé hodnoty
na opacny konec se naopak vysledek vice ptiblizi ptivodni hodnoté, protoze vliv
obou extrémnich hodnot zaroven se lehce vyrusi. Nejvétsi eliminace vlivu obou
extrémnich hodnot se projevi, pokud jsou obé extrémni hodnoty stejné vzdalené

od stfedni hodnoty. Na modus & a median & extrémni hodnoty vliv nemaji, pouze
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v pripadé medianu se miize hodnota zménit, protoze po pridani odlehlych hodnot
se datovy soubor o 1 resp. 2 hodnoty zvétsi a tim padem se zméni indexovani
prvki a to muze vyvolat zménu medianu, pokud v sefazeném souboru jsou vedle
sebe dva prvky rtznych hodnot. Zména vsak nebyva velka. Po pficteni +1.5 se
tyto charakteristiky o presné tuto hodnotu zvysi. Pii nasobeni konstantou 1,5 se
charakteristiky polohy zvétsi o 50% na 1,5 nasobek svoji ptivodni hodnoty. P¥i
vypusténi Sesti extrémnich hodnot a 5% poruse dat se stfedni hodnota nijak vy-
razné nezméni. Modus a median se po vypusténi hodnot také neméni, pii poruse
dat vyjdou tyto charakteristiky o 5% vice nebo méné nez ty ze zakladniho vzorku.
Pokud uvazujeme pouze charakteristiky polohy, nejvice se pravy dat s odlehlymi
hodnotami projevi na stfedni hodnotu, nejméné na modus. Na stfedni hodnotu
se nejméné projevi 5% porucha dat, tato porucha se naopak nejvice projevi na
median.

Nyni se zastavime u charakteristik variability, tedy s2,d, R a ]:EQ. Prvni tfi
zastupci své vysledky po pridavani extrémnich hodnot zvysuji, mezikvartilové
rozpéti povétsinou zustava stejné, protoze 1 ¢i 2 extrémni hodnoty nemaji vliv
na 1. resp. 3. kvartil. Po pricteni 1,5 jsou vSechny 4 charakteristiky totozné jako u
zékladniho vzorku, protoze na charakteristiky variability nema posunuti v poloze
vliv. V piipadé, 7e zakladni vzorek nsobime konstantou 1,5, se R, Rq a d zvys
presné o 50% na 1,5 nasobek své pivodni hodnoty ze ZV. s? pii nasobeni 1,5
navysi svoji velikost o 125%, tedy na 2,25 (1,5?) nasobek své ptivodni hodnoty.
Pfi odstranéni 6ti nejodlehlejsich pozorovani se hodnoty s? a d sniZi. SniZi se i Ra
RQ, vétsi pokles z téchto dvou charakteristik vidime u celkového rozpéti, protoze
mezikvartilové rozpéti je méné citlivé na extrémni hodnoty, protoze pocitame s
prvnim, resp. tretim kvartilem. V pripadé charakteristik variability maji tedy
extrémni hodnoty nejvétsi vliv na rozptyl a rozpéti. Porucha £ 5% nemad velky
vliv na zménu téchto charakteristik.

Na zavér si projdeme vysledky sikmosti a Spicatosti. Odlehlé hodnoty maji
naprosto zasadni vliv na Sikmost. V pfipadé ptfidani jedné odlehlé hodnoty, tedy

na levou stranu ciselné osy, se Sikmost snizi. Po korekci, pridani druhé odlehlé
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hodnoty na pravou stranu ¢iselné osy se Sikmost zvysi. U Spicatosti vidime, ze ve
vétsiné pripadt se hned po pridani prvni odlehlé hodnoty hodnota této charakte-
ristiky zvysi. Stejné tak v pfipadé pridani druhé odlehlé hodnoty. V piipadé, ze k
hodnotam datového souboru pfi¢itame 1,5 ¢i je nasobime touto hodnotou, hod-
noty Sikmosti a Spicatost se nemeéni. Vysvétleni je nasnadé. Pti pohledu na vzorce
pro vypocet vybérové sikmosti a Spicatosti vidime, ze Citatel se jmenovatelem se
skladaji z vyrazi pro vypocet centralnich momentt, kde od sebe odecitame hod-
noty o 1,5 zvétsené a aritmeticky primeér, ktery je ovSem také o 1,5 vétsi, tedy
stejné jako bychom pocitali Sikmost a Spicatost pro zakladni vybér. Néasobeni
konstantou nema vliv na tvar rozdéleni. Podobné jako tomu bylo u charakteristik
variability, se i zde po vypusténi 6 extrémnich hodnot hodnoty Sikmosti a Spica-
tosti snizi v porovnani s témi, jichz nabyvaly u zakladniho vzorku. Porucha dat

0 5% nemaé velky vliv na vysledné hodnoty a tvar Sikmosti a Spicatosti.
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8. Empirické charakteristiky pro realna data

V této kapitole si predvedeme vypoctené hodnoty charakteristik pro skutecna
data, kterd jsme ziskali sériemi pokusi ¢i z externich zdrojt, pocet dat je vzdy
n = 50. Zde budeme porovnavat predevsim rozdil mezi teoretickou hodnotou a
tou ze zakladniho vzorku pro zkoumani vhodnosti zvoleného realného prikladu.
Skuteéna data nasledné pozménime prostiednictvim Sesti poruch (modifikaci),
které jsou stejné jako v kapitole 7. Vysledky jsou shrnuty v tabulkach, které jsou
svoji strukturou totozné s tabulkami v kapitole 7. Data jsou uvedena v pfiloze

9.2.

8.1. Alternativni rozdéleni

Pro realny priklad alternativniho rozdéleni byl pouzit hod minci. V pripadé, kdy
padla hlava, byl vysledek pokusu oznacen jako 1, v opacném pripadé, kdyz padl
orel, byl oznacen jako 0. Pravdépodobnost nastoupeni jevu byla tedy p = 0,5,
symbolicky X « Alt(0.5). Z vysledkid vyplyvajicich z tabulky 19 a obrazku 12

vidime, Ze zvoleny pokus v hodu minci opravdu vystihuje alternativni rozdéleni.

Tabulka 19. X - Alt(0,5), OH: -10, 11
(Char.| TH [ ZV |1OH |20H |+ 15| -15 [-6H| £5% |

-0,159 | -5,8 | -0,053 | -0,159 | -0,159 | -0,180 | -0,144
1,005 | 38,742 | 22,857 | 1,005 | 1,005 | 1,01 1,02

I 0,5 0,54 | 0,333 [ 0,539 | 2,04 | 0,81 | 0,545 | 0,545
i {0;1} 1 1 1 2,5 1,5 1 0
i <0;1>] 1 1 1 2,5 15 1 0,95
s2 0,25 | 0,253 | 2,427 | 4,567 | 0,253 | 0,57 | 0,253 | 0,26
d 0,46 | 0,667 | 0,846 | 0,46 | 0,69 | 0,455 | 0,469
R 1 11 21 1 15 1 1,05

Ro 1 1 1 1 1,5 1 1,05
s
Cly

—_ O = =
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X ~ Alt (0,5)
20 27
x| 23
20 4
15 -
10
5
a
a 1

Obrazek 12: Rozdéleni ¢etnosti pro hod minci

8.2. Binomické rozdéleni

Redlna data pro binomické rozdéleni jsme ziskali pomoci obycejné hraci kostky.
Pocitali jsme, kolikrat nam z deseti pokust padne ¢islo ,,6”. Symbolicky X «
Bi(lO,%). V tomto pfipadé se ndm mirné lisi stiedni hodnota, Sikmost a Spicatost,
ale i tento pfipad realného pokusu se da povazovat za velmi vérny vzhledem k

napodobeni binomického rozdéleni.

Tabulka 20. X « Bi(10,%), OH: -4, 12
[Char. | TH | ZV [1OH |[2O0H [+ 1,5 - 1,5 [- 6 H| £5% |

0,62 | 0,276 | -1,088 | 1,997 | 0,276 | 0,276 | 0,379 | 0,228
312 | 2,371 | 6,864 | 14,588 | 2,371 | 2,371 | 2,752 | 2,368

T | 1,667 1,9 | 1,784 | 1,981 | 34 | 2,85 | 1,886 | 1,901
& 1 2 2 2 3,5 3 2 2,1
i 1 2 2 2 3,5 3 2 2
s2 1,389 | 1,316 | 1,973 | 3,941 | 1,316 | 2,962 | 0,94 | 1,29
d - | 086 | 0961 | 1,135 | 0,86 | 1,29 | 0,705 | 0,385
R 10 4 8 16 4 6 4 4,2

Rg 1 15 | 15 2 15 | 2,25 1 | 1475
as
ay
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X ~Bi (10, 1/6)

20

18
" 14
10 7
5 I 6
i 0
1] 1 2 3 4 5

Obréazek 13: Rozdéleni ¢etnosti pro hod kostkou

8.3. Poissonovo rozdéleni

Pro redlny ptiklad Poissonova rozdéleni jsme pouzili pocty vstielenych branek
v uvodnich 50ti zapasech ¢eské fotbalové Gambrinus ligy roéniku 2012/2013.
(Zdroj dat: http://www.sport.cz/fotbal/gambrinus-liga/#vysledky). Z dlouho-
dobého hlediska je priimérny pocet branek na zapas 3, proto budeme tuto hod-
notu bréat jako parametr teoretického rozdéleni. Symbolicky X « Po(3). Zde vi-
dime, Ze oc¢ekavana stfedni hodnota se realizovala méné casto nez by se z dlouho-
dobého hlediska dalo pfedpokladat. Shodou okolnosti ale tato skutecnost nema
velky vliv na vypoctenou stfedni hodnotu, jelikoz se lisi pouze o 0,18. Stfedni hod-
nota vysla pomérné presné jen diky velikému zastoupeni hodnot 2 a 4. Sikmost
a Spi¢atost moc neodpovidaji teoretickym hodnotam. Tento redlny pokus tedy
zhodnotime jako méné kvalitni, ale i tak popisuje rozdéleni fidce se vyskytujicich

se jevi.
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Tabulka 21. X « Po(3), OH: -7, 18
(Char. | TH | ZV |[1OH[2O0H |+ 15[ -1,5[-6 H| £5% |

T 3 [ 282 [ 2,628 | 2,923 | 432 | 4,23 | 2,818 | 2,813
3 2 2 2 2 3,5 3 2 2,1
7 2 2,5 2 2.5 4 3,75 | 2,5 |2475
52 3 12273 4,118 | 8582 | 2,273 | 5,114 | 1,687 | 2,219
d - 1,3 | 1451 | 1,731 | 1,3 | 1,95 | 1,136 | 1,227
R 0 6 13 25 6 9 4 5,7
Ro 2 2 2 2 2 3 2 2,1
ds | 0,577 10,128 | -1,929 | 1,901 | 0,128 | 0,128 | 0,21 | 0,093
@4 | 3,333 11,986 | 10,772 | 16,470 | 1,986 | 1,986 | 1,781 | 1,974

X ~Po(3)
20 -
18
16 - 15
14
12 - 11
10 - 8
8 6 7
6
412
| 1
0 -

Obréazek 14: Rozdéleni ¢etnosti pro pocet vstielenych branek

8.4. Geometrické rozdéleni

Pro geometrické rozdéleni jsme si opét piipravili hraci kostku. Cekali jsme na
situaci, nez nam padne c¢islo ,,6”. Nahodna veli¢ina tedy znaci pocet pokusi,
kdy Sestka nepadne. Symbolicky X « Ge( %) Jiz dfive jsme si fekli, ze teoreticky
modus geometrického rozdéleni je roven 0. V tomto piipadé nam jako nejcastéjsi
hodnota vyslo é&islo 3. I v piipadé, Ze hrajeme ,,Clovéée nezlob se”, taky nam &islo
6 nepadne hned. I pfes tento zadrhel ale data pomérné dobte kopiruji geometrické

rozdéleni.
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Tabulka 22. X « Ge(3), OH: -6, 100

[Char. [SH| ZV [1OH|[ 2O0H |[+15] 15 [-6H| +5%
z 5 | 558 [ 5353 | 7,173 | 7,08 | 837 [ 5045 | 5537
& 0 3 3 3 45 45 3 1{3,154,2}
z 2 4 4 4 5,5 6 4 4,2
s2 | 30 | 24,167 | 26,313 | 198,068 | 24,167 | 54,376 | 12,37 | 23,242
d - | 338 | 351 | 5288 | 338 | 507 | 2545 | 3,323
R | o | 21 27 27 106 | 315 | 13 19,95
Rg | 7 5 5 5 5 7.5 4 5,25
dy | 22 | 1,418 | 1,126 | 5627 | 1,418 | 1,418 | 1,143 1,397
dy 9,84 4442 | 4379 | 37,172 | 4,442 | 4442 | 3,61 4,349

X ~Ge (1/6)
10
o/
]
. ]
6
A
ol
3 - 2
2 - a
e
O i III II_V_l
012 3 4 5 6 7 8 9 101112131415 1617 18 19 2021 22

Obrazek 15: Rozdéleni ¢etnosti pro ¢ekani na padnuti Sestky

8.5. Rovnomérné rozdéleni

Pro redlny piiklad rovnomérného rozdéleni jsme pouzili bézné rucickové hodinky.

Libovolné béhem dne jsme pozorovali ruc¢icku, udavajici pocet sekund, a danou

hodnotu jsme si zapsali. Zaokrouhlovali jsme na celé vteriny. Mizeme oznacit

jako X« Ro(0,60). Tento pokus je také pomérné zdarily. Z grafu lze vydcist, ze

nejcasteji jsme rucicku zpozorovali mezi 17. a 34. vtefinou. Nize je uveden jesté

druhy histogram s 8 bunkami pro lepsi grafickou interpretaci.
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Tabulka 23. X « Ro(0,60), OH: -45, 127
[Char.| TH | ZV | 10H | 20H | +1,5 | -1,56 | -6 H | +5% |
7 30,5 28,32 | 26,882 | 28,808 | 20,82 | 42,48 | 28,205 | 28,086

i | <160 > - - - -
i 30,5 27,5 26 27,5 29 4125 | 215 | 27,375
52 290,08 | 274,712 | 374,626 | 560,041 | 274,712 | 618,102 | 214,812 | 259,125

d - 13,64 14,765 | 16,423 13,64 20,46 11,886 | 13,272
R 60 55 102 172 55 82,5 o1 54,6
Rb 29,5 24,5 25,5 25 24,5 36,75 18 24,95
Q3 0 0,152 -0,77 0,827 0,152 0,152 0,193 0,083
Qg 1,8 1,939 4 878 8,112 1,939 1,939 2,108 1,927
X ~Ro (0;60)

16

14

12

10

(=] [T - )

0-85 86-17 17,1-255 256-34 34,1-425 42,6-51 51,1-60

Obrazek 16: Histogram pro vterinovou rudicku

X ~ Ro (0;60)

Obrazek 17: Upraveny histogram pro vtefinovou rucicku
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8.6. Normalni rozdéleni

Jako realny priklad normalniho rozdéleni byla zjistovana vyska muzské populace

v Olomouci. Vyzkum jsem provadél na Hornim ndmésti v Olomouci u méstské

radnice 5.4.2013. Nahodné jsem oslovoval rtzné vékové skupiny muzt pro vice

reprezentativni alespon veékové stratifikovany vzorek. Jak je z grafu vidét, % vsech

dotazanych uvedlo vysku mezi 173 az 186cm. V knize , Two centuries of growth

among Czech children and youth” od autort J.Vignerova, M.Brabec, P.Bléha, je

uvedeno, ze v roce 2001 byla primérna vyska ceské muzské populace 1,8031m.

Nas pokus tedy velice dobfe odpovida tomuto predpokladu. Rozptyl je neznamy.

Tabulka 24. X  N(180,02), OH: 110, 472

[Char. [TH| ZV [ 10H [ 20H [+15] -1,5 | -6 H | +5% |

T 180 [ 180,46 | 179,078 | 184,712 | 181,96 | 270,69 | 180,296 | 180,339
i 180 - - - - - - -
7 180 | 180 180 180 181,5 | 270 180 | 182,55
52 - | 64,213 | 160,274 | 1807,19 | 64,213 | 144,479 | 28,539 | 101,55
d . 5,74 7 12,481 | 5,74 8,61 4,159 | 8,499
R e 44 95 362 44 66 21 40
Ro - 8 8,5 9 8 12 7 17,4
i3 0 | 0438 | -3,01 | 5937 | 0,438 | 0,438 | 0414 | -0,063
iy 3 | 4206 | 18,466 | 41,091 | 4,206 | 4,206 | 2,635 | 1,977
X ~ N (180, ¢?)
20 17 18

161-167,2 167.3-
173,5

173,6-
179,8

179,9-
186,1

186,2-
192,4

192,5- 198,8-205
1987

Obrazek 18: Histogram pro vysku muzu
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8.7. Exponencialni rozdéleni

Pro toto rozdéleni jsem zkusil nasledujici pokus: zjistoval jsme Casovy interval v
sekundach mezi prichozimi lidmi do parku. Jako bod, ve kterém jsem anuloval
stopky, byla brana (vstup do parku). Pfi vejiti prvniho ¢lovéka do parku jsem
zacal mérit cas, stopnul, kdyz vesel druhy clovék a zapsal prvni idaj. Takto jsem
postupoval az do 51. osoby, kterd pro mne znamenala kone¢ny 50. idaj. Mizeme
pouze spekulovat, zda tento pokus vyhovuje exponencialnimu rozdéleni. Mizeme
se tak domnivat domnivat pouze podle grafu, podle kterého by se o exponencialni
rozdéleni jednat mohlo. SH neuvadime, protoze jsme si je neuvadéli v kapitole 6 a
déle z divodu slozitosti exponencidlniho rozdéleni. Jediné, ¢im se muzeme fidit,

je, ze ve shodé s teorii, vychazi rozptyl jako druhd mocnina stfedni hodnoty.[1]

Tabulka 25. X « E, OH: -10, 115

(Char.| ZV | 10OH |20H | +15 ] -15 | -6H | +5% |
T 21,44 [ 20,824 | 22,635 | 22,94 | 32,16 | 18,614 | 21,336
i 15,5 15 15,5 17 23,25 155 | 15,75
s2 | 447,884 | 458,308 | 619,884 | 447,884 | 1007,74 | 197,591 | 428,1
d 14,2 | 14,412 | 16,058 | 14,2 21,3 | 10,523 | 14,072
R 90 101 125 90 135 54 85,5
Ro 18 18,5 19 18 27 15 18,675
s 1,713 | 1,645 | 1,868 | 1,713 | 1,713 | 1,008 | 1,606
s 5759 | 5,667 | 6,476 | 5,759 | 5,759 3,28 | 5,239

Obrazek 19: Histogram pro ¢asy mezi prichody




ZAavér

dépodobnosti a matematické statistiky. Dale jsme zpracovali néktera diskrétni a
spojita rozdéleni nahodné velic¢iny. Teoreticka ¢ast byla uzaviena vyctem cisel-
nych charakteristik a jejich vysvétleni pro teoreticky i empiricky ptipad. Hlavni
cast této prace se vénovala vypocttim charakteristik pro jednotliva rozdéleni.
Uvazovali jsme ovSsem pouze prvnich 5 rozdéleni, a to z divodu rozsahu této
bakalaiské prace a naroc¢nosti samotnych vypoctl. Charakteristiky jsme pocitali
pro simulovana i realné napozorovana data.

Pii psani této bakalaiské prace jsem se naucil zpracovavat odborny text a
vlozit do néj svoje poznamky. Také jsem si prohloubil své znalosti v uzivani soft-
warti R a Excel 2010.

Vérim, ze usili, které jsem vénoval vytvoreni této bakalarské bude mit za

nasledek muj ptrinos v oboru.
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9. P¥ilohy

9.1. Simulované hodnoty

X - Alt(0,25)
Data: 0,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0
Odlehlé hodnoty : -10, 11; Pfikaz v R : \rbinom(50,1,0.25)

X — Alt(0,5)
Data: 1,0,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,0,1,0,1,0,0,1,0,0
Odlehlé hodnoty : -10, 11; Piikaz v R : \rbinom(50,1,0.5)

X « Alt(0,75)
Data:1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0
Odlehlé hodnoty : -10, 11; Piikaz v R : \rbinom(50,1,0.75)

X - Bi(4;0,25)
Data: 1,2,0,1,1,1,1,1,1,1,3,2,2,2,1,2,0,0,0,1,1,1,0,0,0,2,1,2,0,3,0,1,0,2,1,0,0,0,0,2,2,0,0,3,0,2,1,0,2,0
Odlehlé hodnoty : -4, 12; Piikaz v R : \rbinom(50,4,0.25)

X - Bi(6;50,5)
Data:2,1,3,2,2,2,1,4,3,2,3,2,2,0,3,2,2,2,2,2,1,3,3,3,2,4,1,3,3,2,3,2,1,2,2,3,1,2,3,2,3,3,2,2,1,4,4,2,3,2
Odlehlé hodnoty : -4, 12; P¥ikaz v R : \rbinom(50,6,0.5)

X -~ Bi(8;0,75)
Data: 6,7,7,4,7,6,7,6,4,5,6,6,6,6,6.8.5,6,6,7,7,7,6,5,5,5,6,7,5,5,8,7.7,5.5.6.7,6,6,5,6,4,4,8,7,8,5,8,5,6
Odlehlé hodnoty : -4, 12; Piikaz v R : \rbinom(50,8,0.75)

X «~Po(1)
Data: 1,1,5,0,0,0,1,2,1,4,0,0,0,1,0,1,3,0,1,3,0,3,3,1,0,0,0,0,2,0,2,1,0,0,0,1,0,2,0,2,1,0,0,0,0,1,1,0,0,1
Odlehlé hodnoty : -7, 18; Pfikaz v R : \rpois(50,1)

X «~Po(3)
Data:4,3,1,5,4,1,3,5,4,1,3,3,5,4,2,3,1,4,1,3,3,4,5,3,3,2,1,5,4,4,4,7,0,2,2,6,3,3,2,5,1,4,4,4,2,2.2.2.1,1
Odlehlé hodnoty : -7, 18; Pfikaz v R : \rpois(50,3)

X « Po(6)

Data: 5,5,4,6,3,4,4,6,3,5,6,5,5.7,13.7,4.9.10,7,10,3,4,10,6.2,7,7,3,4,4,3,5,3,5,7,5,7.7,8.11,2.4 8 7,46,
3.3,2

Odlehlé hodnoty : -7, 18; P¥ikaz v R : \rpois(50,6)
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X « Ge(0,5)
Data: 3,1,0,1,1,1,0,2,0,1,0,3,6,1,0,1,1,0,0,3,2,2,4,0,2,3,1,0,0,2,0,2,1,0,2,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,2,1
Odlehlé hodnoty : -6, 100; P¥ikaz v R : \rgeom(50,0.5)

X - Ge(0,25)
Data:2,0,1,5,1,0,0,3,0,1,0,5,5,7,14,1,4,6,6,3,6,2,0,1,0,1,0,6,5,0,8,0,4,0,3,3,20,0,0,5,1,3,2,0,6,0,1,1,1,2
Odlehlé hodnoty : -6, 100; Pfikaz v R : \rgeom(50,0.25)

X - Ge(0,14)

Data: 0,4,9,14,10,1,2,16,2,10,6,2,9,1,5,12,13,3,0,7,5,0,12,2,5,10,0,27,7,0,11,10,2,0,1,9,1,2,3,1,0,2,7.2,
34,15,10,3,1,3

Odlehlé hodnoty : -6, 100; Piikaz v R : \rgeom(50,0.14)

X «~ Ro(052)

Data : 0.7884,0.8498,0.8224,0.6722,1.4276,0.4427,0.1473,1.1012,0.3866,1.5066,1.1273,0.9525,0.4867,
0.5754,0.8351,1.0710,1.1272,0.4039,0.9920,1.5669,0.5521,0.2729,1.1469,0.0017,0.0526,0.1653,0.1695,
1.3772,0.2216,1.7525,1.7953,1.5199,0.4668,0.3633,0.7892,0.2020,1.2527,1.8755,1.7755,1.0472,0.1562,
1.3086,0.5903,1.8084,1.7607,1.9390,0.8123,1.0421,1.6095,1.8767

Odlehlé hodnoty : -15.199(-45), 22.16(127); Piikaz v R : \runif(50,0,2)

X - Ro(0;6)

Data : 0.2669,2.2374,1.0469,2.7257,0.0290,1.9287,1.6552,4.5613,1.0647,3.4299,0.0575,5.9249,4.3299,
2.1921,4.5888,0.9950,4.8116,2.4034,2.9361,4.1739,5.9788,1.2723,1.7392,1.3634,0.3387,2.1021,0.4120,
1.3725,4.7709,4.7914,2.1918,0.0921,4.8996,1.8408,4.9295,5.5158,4.9439,0.5247,5.1356,5.4678,4.4033,
0.2729.3.8736,5.6444,4.8061,4.8271,5.5689,3.9291,3.0171,3.5031

Odlehlé hodnoty : -15.199(-45), 22.16(127); Pfikaz v R : \runif(50,0,6)

X - Ro(5;15)

Data : 13.4637,8.6722,14.7747,14.0604,10.9495,5.8293,6.4893,12.9495,6.5763,8.0903,9.1569,12.0158,
12.0248,10.9794,14.7466,6.7130,11.1041,14.0298,7.1362,6.3633,11.9002,5.8015,9.5780,8.9229,8.5981,
8.7813,13.0751,14.1178,11.1240,12.8868,7.8096,7.4730,7.4001,14.9701,6.5602,7.8755,12.1882,5.2849,
14.2873,7.9606,14.0862,13.4194,7.5028,6.3436,11.6089,11.1472,12.8474,8.9491,12.7669,12.3025
Odlehlé hodnoty : -15.199(-45), 22.16(127); Piikaz v R : \runif(50,5,15)

X «~ N(0;51)

Data :-0.6209,-1.9616,1.6617,-0.0505,-1.8417,-0.741,-1.1975,-0.2512,-1.7306,-0.2658,0.532,-0.4920,
-1.3347,0.2453,2.3603,-0.2307,-0.5015,-0.211,-1.1377,2.4308,-1.1156,0.589,-1.7338,-0.9574,-0.9518,
-0.0965,1.0312,-0.2494 ,-1.1272,-0.2655,0.3539,0.0329,-1.5844,0.7702,0.6099,2.5454,1.3949,1.306,
0.212,-0.2495,-0.8586,-1.3949,1.9899,0.2104,0.836,-1.6753,1.9217,-0.8025,-0.0687,1.2631

Odlehlé hodnoty : -6.209, 7.702; Piikaz v R : \rnorm(50,0,1)
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X «~N(0;4)

Data :-1.525,2.3016,-0.1967,0.4844,1.646,0.8259,-0.2768,-2.1176,-0.4015,-3.1426 ,-1.0538,-2.9534,
-1.0589,1.8442,2.0117,3.4536,1.1839,-2.2493,-2.8466,1.9186,1.399,-1.9528,-0.3172,-0.2829,0.9896,
1.9931,4.0248,1.2045 -2.969,-3.16 -3.007,1.1364,-2.2275,-2.0633,5.4437,-0.8796,-1.4167,-1.48,
-0.6765,2.3827,1.0097,-2.6688,2.2533,-3.4889,0.0535,0.7657,-1.5467,3.5046,0.094,-0.8726
Odlehlé hodnoty : -6.209, 7.702; Piikaz v R : \rnorm(50,0,2)

X «~ N(351)

Data : 4.9969,3.5791,4.4487,3.1475,3.0684,1.0921,0.2188,2.8604,1.1785,2.5911,2.1174,5.0417,
1.8264,3.4742,2.3664,3.0158,0.5837,2.1366,2.951,3.4585,1.471,3.5009,4.8779,4.0352,3.0954,
2.7628,3.3505,2.8277,3.7984,2.0012,3.9294,2.8123,3.1936,2.7388,3.3311,3.0509,4.3693,0.8824,
2.7485,4.4867,3.6866,2.605,5.5837,3.2328,4.065,3.5558,3.4668,2.4178,3.256,3.1547

Odlehlé hodnoty : -6.209, 7.702; Pfikaz v R : \rnorm(50,3,1)

9.2. Realné hodnoty

Alternativni rozdéleni
Data:1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,0,1,0,1,0,1,0,0

Odlehlé hodnoty : -10, 11

Binomické rozdéleni
Data: 1,3,2,2,0,4,2,0,0,1,4,2,2,3,2,2,2,3,0,3,3,1,1,1,4,1,3,2,2,1,2,4,4,2,1,1,2,2,2,1,1,1,2,4,2,1,1,2,0,3
Odlehlé hodnoty : -4, 12

Poissonovo rozdéleni
Data: 2,4,1,2,1,1,3,6,4,5,4,3,2,2,5,2,4,2,1,2,5,5,2,3,4,1,2,4,0,2,5,4,5,2,2,3,2,2,2,3,4,4,1,3,0,1,4,5,4,1
Odlehlé hodnoty : -7, 18

Geometrické rozdéleni
Data: 3,0,18,1,0,14,2,4,1,4,4,3,1,18,1,4,4,9,3,11,3,7,2,6,2,5,5,14,7,5,2,7,6,3,4,9,4,21,10,2,0,3,3,1,5,
5,3,8,8,14

Odlehlé hodnoty : -6,100
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Rovnomeérné rozdeleni

Data : 36,54,32,32,22,52,2,54,11,29,53,5,16,18,45,29,18,3,42,24,33,18,51,31,18,22,8,6,3,5,
54,51,36,24,25,26,31,49,30,56,24,25,31,3,16,41,11,14,57,40

Odlehlé hodnoty : -45, 127

Normalni rozdéleni

Data : 178,184,169,177,181,193,180,179,182,174,188,182,174,177,181,191,163,205,184,181,
175,190,182,179,184,179,180,192,182,171,175,177,181,185,179,199,189,176,180,171,183,
161,175,183,172,174,191,182,177,176

Odlehlé hodnoty : 110,472

Exponencialni rozdéleni

Data : 11,22,32,3,44,91,15,24,1,10,9,32,68,11,1,5,18,22,22,22,56,5,11,21,2,8,1,3,23,2,26,
50,6,42,13,4,17,16,91,15,2,4,10,15,18,23,14,41,50,20

Odlehlé hodnoty : -10, 115
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