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Uvod

Bakalaiska prace se bude zabyvat vyuzitim komplexnich ¢isel v analytické geometrii.
S obéma pojmy, jako analytickd geometrie a komplexni €isla, se setkAme v matematice na
urovni stiedni Skoly. K témto tématim miZeme najit dostacujici mnozstvi riznych typt
zdroji, kdezto K jejich provazani se nam moznosti krati. Tedy toto téma neni v Ceskych a
zahranicnich publikacich prili$ rozvinuto.

Cilem prace je ovérit, zda pouziti komplexnich ¢isel v analytické geometrii ndm umozni
rychlejsiho a efektivnéjsiho dosazeni vysledku. K zodpovézeni jsou kladeny tyto otazky.
Jsou komplexni ¢isla v analytické geometrii pro vypocet vyhodnéjsi nez Cisla redlna? A je
tomu tak vzdy? V jakych pripadech ndm mohou komplexni ¢isla urychlit postup vypoctu a v
jakych pripadech nam rychlost postupu nezméni? Tyto otazky budou zodpovézeny na
zakladé konkrétnich piikladt, které budou uvedeny v praktické ¢asti prace. Druhym cilem
této prace bude ukazka vyuZiti komplexnich Cisel a analytické geometrie v jinych typech
tiloh neZ ptikladovych. Ulohy by mély mit charakter odvozovaci nebo dokazovaci, coZ miize
byt druhy tihel pohledu na zadané téma bakalai'ské prace. Prvni pohled je vyuziti samotnych
komplexnich ¢isel v prikladech z oboru analytické geometrie, druhym pohledem se vyuziti
obou téchto témat spolecné.

Toto téma jsem si vybrala a zpracovala na zakladé dobré znalosti analytické geometrie a
moznosti jejiho rozsifeni pomoci komplexnich ¢isel. Je to téma, se kterym jsem se na stiedni
ani vysoké Skole nesetkala a mohlo by byt dobrym prispévkem do sylabii odpovidajicich
predmétl. DalSim motivujicim faktorem je mozné usnadnéni vybranych diikazd, u kterych
miuze byt vyuziti komplexnich ¢isel a analytické geometrie i formou opakovani ¢i jejich
aplikaci.

Prvni ¢ast prace, tedy teoretick3, je vénovana zavedeni potrebnych pojmi, se kterymi se
v praci nadale pracuje, predevsim potom v praktické ¢asti. Teoreticka Cast je rozdélena na
tfi kapitoly - komplexni ¢isla, analyticka geometrie vroviné a porovnani vyjadieni
geometrickych utvari vroviné pomoci readlnych Cisel a Gaussové roviné pomoci
komplexnich c¢isel. Jako podklady a zdroje k prvnim dvéma podkapitolam byla vyuzita
predevsim literatura pro stredni Skoly, dopliuji ji autorské dlikazy a obrazky (pokud u
obrazku neni uveden zdroj je dilem autora). Tento typ zdroji byl zvolen, jelikoZ v praktické
Casti se pracuje predevsim se znalostmi ze stfedni Skoly, které jsou rozsifeny o poznatky
autora. Jak bylo jiZz zminéno na zacatku dvodu, mnoho zdroji ktématu prace neni
publikovano, jak v Ceském, tak vjazyce cizim. Pro ziskani zakladnich informaci o této
problematice byly vyuzivany piredevS§im zahrani¢ni zdroje.

Druha ¢ast prace, tedy prakticka, je rozdélena do ti'i podkapitol. Kazda tato ¢ast se zaméruje
na jiné vyuziti komplexnich ¢isel v analytické geometrii ¢i pfimé propojeni komplexnich
Cisel sanalytickou geometrii. Zminované podkapitoly nesou nazvy priklady, vyjadieni
prusecikl dvou riiznobéznych primek a diikazy geometrickych vét. Podkapitola ptiklady se
vénuje dvéma ukazkovym piikladim, které jsou spojeny s predchazejici teorii. U druhé
podkapitoly praktické ¢asti se autor zaméruje na rozdilnosti ve vyjadienich praseciku dvou
primek. U téchto tuloh jsou uvedeny varianty s vyuzitim jak parametrickych rovnic, tak
rovnic obecnych a dale zde budou prilozeny ukazkové priklady pro porovnani naroc¢nosti
postupu. Posledni ¢ast, diikazy geometrickych vét, se vénuje dokazovani tiech vybranych
planimetrickych vét - véty o tézisti, véty o thlopiickach v rovnobézniku a Thaletovy véty.
Neni predpokladana hlubsi znalost této tématiky pro studovani prace, jelikoZ bude prace
obsahovat i ivod do tématu komplexnich ¢isel, véty a definice ve zjednoduSené formé.



1. Komplexni cisla

Obor komplexnich ¢isel zavadime pro rozsifeni teSitelnosti urcitych problémovych
prikladd, které nejsme v oboru c¢isel realnych schopni vyresit. To znamend, Ze komplexni
¢isla C jsou roz8irenim mnoZziny realnych cisel R. Je moZné Fici, Ze obor cisel realnych je
podmnozinou oboru ¢isel komplexnich (R € C).

Komplexni ¢islo (prvek z oboru C) je uspordadana dvojice prvkd zoboru R. Znacime
a = (aq,a;),kdeay,a, € R.

Prvni slozku komplexniho ¢isla nazyvame redlna cast (realna slozka) - to je cislo a4, a
oznacujeme ho Re(a).

Druhou slozku komplexniho ¢isla nazyvame imaginarni ¢ast (imaginarni slozka) - to je ¢islo
a,, a oznacujeme ho I'm(a).

Je-li ¢islo a, # 0, nazyva se Cislo a imaginarni a je-li navic a; = 0, pak se ¢islo a nazyva
ryze imaginarni.

Pro komplexni Cisla zavedeme:
Rovnost
Proa = (ay,a,),b = (by,by,) € C plati:
(a1,a;) = (by,b;) © a; = by A a; = by

Soucet dvou komplexnich cisel

Proa = (ay,a,),b = (by,b;) € C plati:
(a1,az) + (by,by) = (ay + by,a; + by)

Soucin dvou komplexnich ¢isel

Proa = (ay,a,),b = (by,b;) € C plati:

(ag,az) - (by,by) = (a;by —ayb,y,a;b; + apby)

Cislo @ = (a;,—a,), kde a;,a, € R, se nazyva ¢islo komplexné sdruzené k ¢&islu
a = (ay,az).

Velikost (absolutni hodnota, modul) komplexniho ¢isla a = (a;,a,) € C je definovana
pomoci nasledujiciho vztahu.

la| = af + a3

Modul komplexniho ¢isla je nezaporné ¢islo a modul je roven nule, pravé kdyz komplexni
Cislo je nulové.

Imagindrni  jednotka je ryze imagindrni  komplexni  ¢islo i=(0,1).
Plati:

i?=i-i=(0,1)-(01)=(0-1,0+0) =(-1,0)
i (a,0)=(00,1)(a,00)=(0-a—1-0,0:0+1-a)=(0,a)

Pokud je imaginarni slozka komplexniho ¢isla a rovna nule (Im(a) = 0), potom ztotoZnime
komplexni ¢islo (a;, 0) s redlnym cislem a;.
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(aj,az) = (a,,0) +(0,a;) = (a4,0) +i-(a,0)=a; +i-a,

Uzitim uvedenych vztahi, jsme odvodili tzv. algebraicky tvar komplexniho cisla.

1.1 Algebraicky tvar komplexniho ¢isla
Jak jiz bylo receno komplexni cisla jsou uspoiadana dvojice realnych cisel. Z praktického
hlediska je urcité uzitecné zavést jejich vyjadreni v algebraickém tvaru, u kterého plati
i =(0,1) € C ainazyvame imaginarni jednotka:

a= a; + ia,.

Vztahy pro komplexni ¢isla s vyuZzitim algebraického tvaru:

Soucet dvou komplexnich Cisel

Souctem dvou komplexnich ¢isel a,b € C je komplexni Cislo, jehoZ redlna ¢ast je rovna
souctu realnych casti Cisel a,b € C a imaginarni €ast je rovna souctu imaginarnich ¢asti
téchto dvou komplexnich ¢isel.

a+ b = (al + iaz) + (bl + lbz) = (al + bl) + i(az + bz)

Soucin dvou komplexnich cisel

Komplexn{ ¢isla ndsobime jako dvojéleny s tim, Ze pouzije vztah pro i? = (—1,0) a vysledek
opét ztotoZnime s realnym ¢&islem, tedy i2 = —1.

a'b= (a1 + iaz)' (bl + lbz)z a1b1 + ia1b2 + ia2b1+ i2a2b2 =
= (a1b1 — azb;) + (azby + ayby)i

Podil dvou komplexnich ¢isel

Podilem dvou komplexnich ¢isel a,b € C vznikne opét komplexni ¢islo. UkdZeme odvozeni
vzorce pro vypocet podilu dvou komplexnich ¢isel, ve kterém se vyuzivaji algebraické tvary
téchto cisel.

a_a1+ia2_a1+ia2 bl_ibz_(a1+ia2)'(b1_ib2)=

b b +ib, b, +ib, b, —ib, b2 — i2p?

a,b; —ia;b, + ia,b; —i%ayb, a;b; + ayb, +i(ayb; — ayb,)
Bl b? + b? B b? + b2 Bl
_a1by + azb, (azby —a1by) |
T bZ + b2 b2 + b2

Jsou-li ¢islaa,b € C,pak plati:

a=(a) ©a€R (1.1a)
(a+b)=a+b (1.1b)
(a—b)=a-b (1.1c)
ab = ab (1.1d)
@ =2 (1.1e)
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ab = (ab) (1.16)

@=a (1.1g)
a+ a = 2Re(a) (1.1h)
a—a=2-ilm(a) (1.1i)
Im(aa) =0 (1.1j)
Im(a +b)=Im(a) £ Im(b) (1.1k)
Im(ab) = —Im (ab) (1.1D)
aa = (Re(a))2 + (Im(a))2 (1.1m)
Diikazy:

1) a=(a) ©a€R (1.1a)

a, +ia, = a; —ia,
2ia, = 0
a, =0

Tedy pro rovnost komplexniho ¢isla s ¢islem k nému komplexné sdruzenym plati, Ze vzdy
imaginarni sloZka je rovna nule a ¢islo a je ¢islo redlné.

2) (a+b)=a+b (1.1b)
a=a +ia, a=a —ia,
b=b1+lb2 szl_le

Nejprve vyjadiime soucet dvou komplexnich ¢isel a,b € C.
a+b=a+ia,+b; +ib, = (ay +by) +i(a, + by)
Nyni k tomuto souctu vytvorime Cislo komplexné sdruzené.
(a—-l-b) =(a; +by) —i(ay, +by) =a; —ia, + by — ib,

A je-li tento vyraz vhodné prezavorkovan, tak ziskame cisla komplexné sdruzena ke
komplexnim ¢islim a, b € C.

(a1 - iaz) + (bl - lbz) = C_l+l_)

Timto jsme tento vztah dokazali.

3) (a—b)=a-»b (1.1¢)
a=a tia, a=a, —ia,
b=b1+lb2 Ezbl_lbz

Nejprve vyjadiime rozdil dvou komplexnich ¢isel a, b € C.
a_b=a1+ia2_b1_ib2 = (al—b1)+i(a2—b2)

-11 -



Nyni k tomuto rozdilu vytvorime ¢islo komplexné sdruZzené.
(a_b) =(a1_b1)_i(a2_b2) =a1_ia2_b1+ib2

A je-li tento vyraz vhodné prezavorkovan, tak ziskame cisla komplexné sdruzena ke
komplexnim ¢islim a, b € C.

(ay —iaz) = (by —ib)=a—b

Timto jsme tento vztah dokazali.

4) (a-b)=a-b (1.1d)

Jako prvni krok opét vyjadiime soucin dvou komplexnich ¢isel a, b € C.
a'b=(a; +iay) - (by +iby) = (a by —ayb,) + i-(ayby + aby)

K tomuto soucinu vytvorime ¢islo komplexné sdruzené.

(a-b) = (arby — azhy) — i~ (azby + a;by) = (ar1hy — azhy) + i- (—azb; — a;by)
Nyni vyjadiime tvar komplexné sdruzenych ¢isel k ¢islim a, b € C a jejich soucin.

a=a,—ia, ,b=b;—ib,
a-b=(aby — azhy) +i- (—azbh; — a;by)

Po porovnani upravenych stran rovnosti je jasné, Ze vyrazy se sobé rovnaji a vztah jsme
dokazali.

fa\ _a
5) (g) =3 (1.1e)
Pfi tomto diikazu budeme postupovat analogicky. Pomoci jiz znamych vztahl upravime
pravou i levou stranu rovnosti a nasledné je vzajemné porovname mezi sebou.
Nejdrive uvedeme dvé komplexni ¢isla a, b € C ajejich podil.

a _ayby + ab, | (azby —aiby) .
b~ bi+ b3 b + b}

K tomuto podilu vytvoiime ¢islo komplexné sdruzené.

ﬁ _ a; by + a;b, B (azby — a;by) i

b b? + b3 b? + b3

Nasledné vyjadiime pravou stranu rovnosti, ve které opét pouzivame cisla komplexné
sdruzenad ka,b € C, tedy:

C_l=a1—ia2 ,b=b1_ib2

a a—iay, by +ib, (a1b; +ayby)+ i(a1by — aybq)
b~ by—ib, by +ib, b? + b2 Bl
_ (a1by +azby) . azhy — a1y
R
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Obé upravené strany rovnosti jsou shodné, proto miZeme tvrdit, Ze jsme uvedeny vztah
dokazali.

6) ab = (ab) (1.1

U tohoto diilkazu budeme postupovat analogicky jako u predchozich, tedy porovnavanim
jednotlivych upravenych stran rovnosti dokaZeme jeji platnost.

Mame komplexni ¢isla a,b € C, a = a; +ia,, b = by + ib,, a Cisla knim ¢isla komplexné
sdruzend a = a, —ia, ,b = by — ib,.
C_lb_= (a1 - iaz) : (b]_ + lbz) = (a]_b]_ + azbz) + l * (—a2b1 + albz)
(ab) = (a; tiay) - (by —iby) = (a1by + ayby) +1i-(ayby — aiby)
= (ab) = (albl + azbz) —1i- (azbl - albz) = (albl + azbz) +i- (—azbl + albz)

Upravené vyrazy se sobé rovnaji a vztah je timto dokazan.

7) (@) =a (1.1g)
Necht mame komplexni ¢islo a = a; + ia,, ¢islo k nému komplexné sdruzené ma tvar a =
a; —ia, a ktomuto Cislu jeho komplexné sdruzené cislo ve tvaru

(@) = a; — (=iay) = a; + iay,, plati tak dokazovana rovnost.

8) a+a= 2Re(a) (1.1h)
a=aq tiay,a=a;—lia,
Soucet komplexniho a k nému komplexné sdruzeného cisla je dan:

a+ﬁ=a1+ia2+a1—ia2=2a1=2R(a)

9) a—a=2-ilm(a) (1.1i)
a=aq+tiay,a=a;—ia,
Rozdil komplexniho a k nému komplexné sdruzeného ¢isla je dan:

a—a=a, +ia, —(a; —iay) =aq +ia, —ay +iay, = 2a,i = 2-iIm(a)

10) Im(@a) = 0 (1.1j)
Vyjadiime soucin komplexnich ¢isel a,a € C.
a-a=(a; —iay)(a; +iay) =a? +iaga, —iaa, —i%a3 = a? + a3

Z vysledku plyne, Ze neobsahuje imaginarni slozku, a tedy mtzeme ¥ici, ze Im(a - a) = 0,
¢imz jsme vztah dokazali.
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11)Im(a + b) = Im(a) =+ Im(b) (1.1k)

Nejdiive si vyjadrime soucet komplexnich ¢isel a,b € C a ve vysledku se budeme
zamérovat na imaginarni ¢ast.

a+b=a, +ia, +by +ib, = (ay + by) +i(a, + by)
Tedy Im(a + b) = a, + b,.
Nyni si vyjadiime imaginarni slozky komplexnich ¢isel jednotlivé a poté je spolu secteme.
Im(a) = a,, Im(b) = b, = Im(a) + Im(b) = a, + b,.

Obé strany rovnosti jsme si vyjadrili zvlast a nyni je porovname. Vidime, Ze se sobé rovnaji,
a timto je vztah dokazan pro operaci scitani. Jelikoz operace odcitani je pouze pricteni Cisla
opacného mlizeme tento dlikaz vztadhnout i na tuto operaci.

12) Im(ab) = —Im (ab) (1.1D)
V tomto diikazu vzdy vyjadiime ptislusné souciny ab a @b a poté opét porovname pouze
jejich imaginarni ¢asti.
ab = (a; + iay) - (by — ib,) = (a1by + ayby) +1i- (azh; — a;b,)
ab = (a; —iay) - (by +iby) = (a1by + ayb,) +i-(—ayby + a,1by)
= Im(al_)) = ayb; — a;b, = —(—ayb, + a1 b,) = —Im(ab)

Timto je vztah dokazan.

13)@a = (Re(@)’ + (Im(@))* (1.1m)

Pokud mame komplexni ¢islo a € C, pak jeho algebraicky tvar je a =a; +ia, a
Re(a) = a; aIm(a) = a,. Vyjadiime soucin a - a.

a-a=(a; —iay) - (a; +iay) = a? +iaya, —iaa, —i%a3 = a? + a3
2 2
= (Re(a)) + (Im(a))

Timto je vztah dokazan.

1.2 Grafické znazornéni komplexnich c¢isel v Gaussové

roviné

Z definice komplexniho ¢isla vime, Ze se jedna o uspoiadanou dvojici dvou realnych cisel,
ktera se da zapsat jako (a;,a,). Potom této usporadané dvojici miZeme priradit bod o
téchto souradnicich. Timto je dano jednozna¢né zobrazeni mnoziny vSech komplexnich
Cisel na mnozinu vSech bodi roviny. Gaussova rovina je rovina, v nizZ takto komplexni ¢isla
zobrazujeme. PricemZ redlna Cast se zobrazuje na vodorovnou osu a imaginarni na svislou.
Vodorovnou osu nazyvame realna osa a svislou imaginarni osa. Z Obr.1.1 je zfejmé, Ze body
prifazené ¢islim a, —a jsou symetrické podle pocatku 0[0,0] a body a, @ jsou symetrické
podle realné osy (viz Obr. 1.1).
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a=(ar, az)
a e
- dr
|-
0 "Re
._
-a = (-ar, -az) |-az a=(a:, -az

Obr. 1.1 Gaussova rovina

Grafické znadzornéni je zejména uplatnéno pii geometrickém reSeni souctu a rozdilu
komplexnich ¢isel svyuzitim vektorového rovnobézniku. Uzce spojeny s modulem
komplexniho ¢isla a s grafickym znazornénim je goniometricky tvar komplexniho ¢isla.

1.3 Goniometricky tvar komplexniho ¢isla
Pro lepsi predstavu, z ¢eho vychazi goniometricky tvar komplexniho ¢isla, si uvedeme
obrazek (viz Obr. 1.2).

Im

a = a + ias

Obr. 1.2 Goniometricky tvar komplexniho ¢isla

Je-li a € C, pak ho miiZeme zapsat jako a = a; + ia,, ztohoto algebraického tvaru se
odvozuje tvar goniometricky, pro a # 0.

Z pravouhlého trojuhelniku je mozné vyjadrit pomoci goniometrickych funkci a,a a,. Tedy
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a

al Po vyjadreni a;a a, z uvedenych vztahti dostaneme a; = cos ¢ - |a|

cosp =2, sing =
@ = 5o
aa, =sing -|al.
Nyni tyto vyjadieni dosadime do uvedeného algebraického tvaru a upravime:
a=cos-la|l+i-sing-|a|l =|al-(cose + ising),

kde ¢ je velikost orientovaného uhlu, ktery svira privodi¢ bodu a s polopiimkou kladné
realné osy. Uvedeny vztah platny pro ¢islo a se nazyva goniometricky tvar komplexniho
¢isla.

JelikoZ jsme goniometricky tvar odvozovali pouze pro prvni kvadrant je potiebné, abychom
ovérili, Ze tento tvar je platny i pro ostatni tfi kvadranty. Opét budeme pracovat s funkcemi
cos @ a sin @, u kterych budeme vyuzivat jejich paritu. Vime, Ze funkce kosinus je suda a tedy

cos(—¢) = cos @ a funkce sinus je lich3, tedy sin(—¢) = — sin ¢.Uvedeme také vzorce, které
plati pro hodnoty goniometrickych funkci. Tyto vztahy vychazi zgrafli jednotlivych
goniometrickych ~ funkci ¢ zjednotkové  kruznice: sin(180° — @) = sin ¢,

cos(180° — @) = — cos o.

Ovéreni platnosti goniometrického tvaru komplexniho ¢isla pro II. kvadrant

A
Im

as

Obr. 1.3 Ovéreni pro II. kvadrant

Pro ovéreni budeme pracovat s trojihelnikem ABC (viz Obr 1.3), ktery ma ostry thel
180° — ¢.

V tomto trojuhelniku plati:

cos(180° — ¢) = 771, sin(180° — ¢) = 2

la|

_ a4 . _ a
:>—COS(p—m,Sln(p—r“|

=>a, =cosg-lal,a, =sing - |al

Po dosazeni do algebraického tvaru opét dostaneme jiZ zmifiovany goniometricky tvar.
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Ovéreni platnosti goniometrického tvaru komplexniho ¢isla pro III. kvadrant

A
Im

"4'0;2

Obr. 1.4 Ovéteni pro III. kvadrant

Pro ovéfeni budeme pracovat s trojuhelnikem ABC (viz Obr 1.4), ktery ma ostry uhel
@ — 180°. V tomto trojuhelniku plati:

(¢ — 180°) = —21
cos(g — =—
v jal
sin(p — 180°) = —=
(¢ ) il
—-a
= cos(—(180° — ¢)) = cos(180° —p) = —cos ¢ = |T|1 =a, =cos¢ - |al
—a

2 .
W:,az =sing - |a|

Po dosazeni do algebraického tvaru opét dostaneme jiZ zmiflovany goniometricky tvar.

= sin(—(180° — ¢)) = —sin(180° — @) = —singp =

-17 -



Ovéreni platnosti goniometrického tvaru komplexniho ¢isla pro IV. Kvadrant

A

Im

Obr. 1.5 Ovéreni pro IV. kvadrant

Pro ovéreni budeme pracovat s trojuihelnikem ABC (viz Obr 1.5), ktery ma ostry thel
360° — ¢.

V tomto trojuhelniku plati:

c0s(360° — @) = = 5in(360° — @) = —=2

lal’ la

a
= ¢c0s(360° — @) = cos(—¢@) = cos@p = N a; =cosg - |al

la|

Uz .
— = a, =sing - |q]

la|

Po dosazeni do algebraického tvaru opét dostaneme jiZ zmiflovany goniometricky tvar.

= sin(360° — @) = sin(— @) = —sing =

Nyni mame potvrzeno, Ze goniometricky tvar komplexniho ¢isla plati pro vSechny ctyri
kvadranty a mizeme pomoci néj vyjadrit libovolné komplexni ¢islo v téchto kvadrantech.
K zamysleni jsou jeSté dvé dalsi situace. Zda plati tento tvar i pro komplexni ¢isloa = 0 + i0
a pro situaci, kdy komplexni ¢islo a lezi na jedné ze souiadnicovych os Gaussovy roviny. Je
mozné ukazat, Ze ano, ale témito pripady se nyni jiz zabyvat nebudeme.
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2. Analyticka geometrie v roviné

Jak uvadi Milan Kocandrle [3], str.7 analyticka geometrie je disciplina matematiky, ktera
vznikla jiZ v 17. stoleti. Za jeji zakladatele jsou povaZovani francouzsti matematikové a
filozofové René Descartes (1596-1650) a Pierre de Fermat (1601-1665).

Jaké misto zaujimda analytickd geometrie v matematice ptibliZuje Jura Charvat [1], str.4.
Jednou z metod, jak feSit geometrické problémy a tlohy, je metoda synteticka. Tato metoda
nevyuziva k reSeni astudiu geometrickych utvarti zvlastni pocetni prostredky. Pracuje
pouze s geometrickymi utvary a jejich jiz zndmymi vlastnostmi, diky kterym se zavadéji i
vlastnosti dal$i. Analytickd geometrie na praci s geometrickymi dtvary nahliZi zjiného
pohledu. Vyuziva ke zkoumdani rovinnych utvari metodu analytickou. Zakladem této
metody je zavedeni soustavy souradnic, tedy urcitych pravidel, pomoci nichZ se bodim
prirazuji ¢isla, kterym se ika soutadnice. Analytickd geometrie pracuje s geometrickymi
objekty (bod, ptimka, rovina, ...) a k jejich popisu pouziva objekty algebraické (¢isla, rovnice,
nerovnice, ...).

2.1 Souradnice bodu v rovineé

NeZ zac¢neme s urcovanim soufadnic vroviné pripomeneme konstrukci Ciselné osy, se
kterou budeme nasledné pracovat. Na libovolné primce budeme volit bod O a nasledné bod
I, tak aby |0I| =1 (viz Obr. 2.1). Bod O rozdéluje primku na dvé navzajem opacné
poloptrimky, které nazyvame kladna a zaporna poloosa. Kazdému bodu M, ktery lezi na
piimce prifadime realné Cislo x,, tak, Ze |xy| = |OM|. P¥icemz pro bod M, ktery leZi na
kladné poloose plati x,; > 0, pro bod M leZici na zaporné poloose plati x,, < 0. Rikame, Ze
bod M je obrazem cisla x), a dale je potieba si uvédomit, Ze kazdému realnému cislu na
Ciselné ose je prirazen pravé jeden bod, ktery je obrazem tohoto ¢isla. Takto lze zavést
pojem Ciselna osa. Na Ciselné ose Cislo xj, nazyvame souradnici bodu M.

0 M
® . *

~

Obr. 2.1 Ciselna osa
Nyni se jiz presuneme do roviny, kde se budeme zabyvat popisem polohy bodu.
Necht tedy mame dvé Ciselné osy x a y, pro které plati:

1) obé jsou navzajem kolmé,
2) jejich prisecik je O a na obou osach odpovida ¢islu 0,
3) maji stejnou jednotku délky.

Podle pana Jury Charvata [1] str. 10. Tato soustava souradnic se nazyva kartézska soustava
soufadnic! v roviné a znaci se Oy,. Bod O se nazyva pocatek kartézské soustavy soufadnic a
primky x,y se nazyvaji souradnicové osy. Pri nakresu obrazku zobrazujiciho kartézskou
soustavu souradnic budeme pismeno oznacujici danou ¢iselnou osu psat k prislusné kladné
poloose. Kdybychom neuvazovali stejnou jednotku délky na obou osach, hovorili bychom
pouze o pravouhlé soustavé soutadnic.

1 Slovo souradnice (neboli coordinata) vzniklo z latinskych slov cum (vyznam s) a ordinata (vyznam
usporddand). Slovo kartézskd je odvozeno ze jména Cartesius, coz je latinsky preklad jména Descartes
[1], str. 10.
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My = [0, yp]|-meeaen . ’»M = [, yu/

k1
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0 M; = [z, 0] X

Obr. 2.2 Kartézska soustava souradnic

Mame-li nyni danou kartézskou soustavu souradnic a libovolny bod M (viz Obr. 2.2), pak
tomuto bodu ptriradime uspotradanou dvojici [xy,yy], tak Ze &islo xy je soufadnici
pravouhlého priimétu M; bodu M na osu x a ¢islo y,, je souradnici pravouhlého primétu
M, bodu M na osu y. MliZeme také uvazovat obracené a to tak, Ze ke kazdé usporadané
dvojici [xy, yu] redlnych C¢isel miZeme piifadit bod M nasledujicim postupem. Na ose x
sestrojime bod M; = [x)] a na ose y sestrojime bod M, = [yy]. Bod M ziskame jako
prusecik rovnobézky k; s osou y vedenou bodem M; a rovnobézky k, s osou x vedenou
bodem M,. Uspotradanou dvojici redlnych ¢&isel [xp,yy] nazyvame kartézskymi
souradnicemi bodu M v soustavé soutradnic Oy, Cislo x), se nazyva prvni soutadnici bodu
M, Cislo yy nazyvame druhou souiadnici bodu M. A zapisujeme je timto zplsobem

M[xp, yu]-

Z toho plyne, Ze kazdy bod nalezici ose x ma druhou souradnici rovnou nule X[x, 0] a
obdobné, kazdy bod na ose y ma prvni souradnici rovnou nule Y[0, y]. JelikoZ jsou na sebe
osy souradnic kolmé, ty rozdéluji rovinu na Ctyfi pravé ahly, jejichZz vnitfky nazyvame
kvadranty, jsou cislovany fimskymi ¢islicemi (viz Obr. 2.3).

VA

IL L.

v

IIL. v

Obr. 2.3 Kvadranty
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2.2 Vzdalenost bodii v roviné
Pomoci kartézskych souradnic také mizeme vypocitat vzdalenost dvou bodi v roviné.
Uvedeme vzorec a dlikaz pro vypocet vzdalenosti dvou bodi v roviné.

Vzdalenost dvou bodt A[xy, y,] a B[xg, yg] v roviné je dana vzorcem:

Diikaz.

|AB| = /(xp — x4)? + (Y5 — Ya)?

Budeme uvazovat tifi mozné situace.

iy

2)

3)

A=B, vtomto pripadé x4,=x5 a y,=yg po dosazeni do vzorce
|AB| = /(x5 — x5)% + (yg — y5)? = V0% + 02 = 0, coZ odpovid4 predpokladu a
vztah plati.

A # B, v tomto pripadé miZeme uvazovat dva specialni pripady, a to, kdyz je pfimka
zadana body rovnobézna s jednou ze souradnicovych os. Tedy budeme uvazovat, Ze
je primka wurCend body A,B rovnobéznd sosou x. Tim padem
Y4 = Vg a pro vzdalenost bodu A, B plati |AB| = |A;B;|, kde A4, B; jsou pravouhlé
priméty bodi na osu x (viz Obr. 2.4). A jelikoZ tyto priiméty maji souiadnice
Aq[x4,0], By[xg,0], pak lze jejich vzdilenost zapsat také jako
[x4x5] = |xg — x4] = +/(xg — x4)?%. Vzhledem k tomu, Ze vzdalenost |yz — y4| = 0,
tak spravnost vzorce je zde potvrzena. Pokud by se jednalo o druhy piipad, tedy
rovnobéznost piimky sosou y, pak se pri diikazu postupuje Uplné stejné a
v pribéhu se vyuziji pravouihlé priméty A,, B, bodi A, B na osu y.

V pripadé, Ze jsou body A4, B riizné, ale pifimka urcena témito body neni rovnobézna
s zadnou souradnicovou osou, tak sestrojime trojuhelnik ABC , kde bod C vznikne
jako prisecik rovnobézKky s osou x prochazejici bodem A a rovnobézKky s osou y
prochazejici bodem B (viz Obr. 2.4). JelikoZ C[xg, y,], tak podle postupu z piedchozi
¢asti diikazu mizeme opét pracovat s pravotuhlymi priméty, tedy |AC| = |A1B;| =
|xg — x4l, IBC| = |A3,By| = |yg — ya4l. Vidime, Ze trojihelnik ABC je pravouhly a pfi
pouziti Pythagorovy véty plati: |AB|? = |AC|? + |BC|? = (xg — x4)% + (y5 — V4)?.
Nyni po odmocnéni dostaneme prislusny dokazovany vzorec. Timto jsme vztah
dokazali.

Y

0 Ay B,

Obr. 2.4 Vzdalenost bodd v roviné
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2.3 Stired usecky

V této podkapitole uvedeme a dokdzeme vzorec pro vypocet stiedu Usecky dané dvéma
krajnimi body 4, B. O stfedu tsecky vime, Ze déli tuto usecky na dvé stejné dlouhé ¢asti.

Stted S[xs,¥s] tdseCky skrajnimi body Alxu,y4l,Blxpg,yg] ma soufadnice

1 1
Xs = E(xA + xp),¥s = E()’A +yg)
Diikaz.

Na princip diikazu budeme nahliZet jako Jura Charvat [1], str.14. Budeme predpokladat, Ze
usecCka neni rovnobézna s zadnou ze souradnicovych os a sestrojime pravouhlé priméty
bodl 4, B, S na obé souradnicové osy, tedy vzniknou body A, B;, S; naose x abody 4,, B, S,
na ose y (viz Obr. 2.5). Pro body A4, By,S; plati, Ze S; je stfedem usecky A;B;a tedy
|A;S;| = |B1S;|. Uvedenou rovnost mizZeme pomoci souradnic prepsat jako |xg — x4| =
|xs — xgl, jelikoz bod S; lezi mezi body A;, B; musim byt jedno z Cisel xg — x4, x5 — xp
kladné a druhé zaporné. Po dosazeni do predchozi rovnice tak dostdvame
xs —x, = —(xg — xg) a po upravé dostivame dokazovany vzorec pro x-ovou soutradnici
bodu S. Provedeme-li analogickou tvahu pro pravouhlé priméty A,,B,,S, dostaneme
druhy z dokazovanych vzorct. V pripadé rovnobéznosti usecKky se souradnicovou osou x, je
platnost vztahl pifimo zrejma. Postup pro dikaz souiadnic na ose x by byla identicka jiz
s uvedenym postupem a na ose y by se dokazovani zna¢né zjednodusilo, nebot vSechny
pravouhlé priméty by byly body o stejnych souradnicich, a tento pripad by opét potvrzoval
uvedeny vztah. Analogie by byla opét u usecky rovnobézné se souiadnicovou osou y.

2 2

5]

L

P I p

N heeeececc e ===

= v

E, .

o

Obr. 2.5 Stied tsecky

2.4 Vektory
Nejprve, nez zatneme definovat pojem vektor a pracovat s nim, je potieba zavést pojem
tomu predchazejici, a to orientovana tsec¢ka. Use¢ku orientujeme tak, Ze rozhodneme, ktery
bod bude pocatecni, a ktery koncovy. Orientovana usecka je graficky znazornéna jako
usecka opatirena Sipkou u koncového bodu (viz Obr. 2.6).
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Obr.2.6 Orientovana usecka

JelikoZ u orientované tiseCky zavisi na tom, ktery bod je koncovy a poc¢atecni, tak se od toho
také odviji jeji oznaceni (zapis). Tedy pokud mame orientovanou usecku s pocate¢nim
bodem A a koncovym bodem B, tak potom do textu tuto dsecku oznacime symbolem AB.
Velikost orientované usecky je vzdalenost bodt 4, B.

Mezi orientované usecky se také pocitaji jednobodové mnoZiny, které maji pocatecni a
koncovy bod totoZny, jinak je také mlizeme nazyvat nulové orientované isecky. Tento nazev
je odvozen od jejich velikosti, ktera je nulova. Nyni si presné vyjadrime, za jakych podminek
jsou dvé orientované usecky souhlasné orientované.

Pokud mame dvé nenulové orientované usecky E, C—D), pak jsou souhlasné orientované,
jestlize (viz Obr. 2.7) bud’ ptimky AB, CD jsou rovnobézné rizné a body B, D lezi ve stejné
poloroviné s hrani¢ni primkou AC, nebo primky AB,CD jsou totozné a prinikem
polopfimek AB, CD je opét polopiimka.

Obr. 2.7 Souhlasné orientované usecky

Nyni miiZeme jiZ navazat na pojem orientovana tisecka pojmem dal$im - vektor. Konkrétné
volny vektor miizeme zavést jako mnozinu vSech souhlasné orientovanych usecek téze
velikosti (viz obrazek 2.8). Kazdou orientovanou tsecku, ktera reprezentuje dany vektor,
budeme nazyvat umisténim, pripadné reprezentantem daného vektoru. Reprezentuje-li
vektor U orientovana usecka ﬁ, potom fikdme, Ze vektor % jsme umistili do bodu A
(viz Obr. 2.8). Misto AB € i obvykle piSeme AB =1, i kdyZ je tento zapis symbolicky
nepiesny.
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Obr. 2.8 Volny vektor
c
F
/ E/
/B G
J
A H

I
Obr. 2.9 Urceni stejného vektoru

Vidime, Ze orientované usecky E,ﬁ,l_]) jsou souhlasné orientované (viz Obr. 2.9) a
orientované usecky AB,CD, I_])G_H) maji stejnou velikost, ale pouze dvojice orientovanych
tsetek 4B, Ij urcuji stejny vektor.

Soucet bodu a vektoru

Jak jiz bylo zminéno a pouZito, umistime vektor % do bodu A a koncovym bodem je bod B.
Bod B nazveme souétem bodu A a vektoru i, B = A + u. Vektor d nazyvame rozdilem bodt
B, A v tomto poradi a znalime i = B — A.

Souradnice vektoru

— v . /. v T
Necht mame v roviné vektor % urcen orientovanou usec¢kou AB, kde A[x4, y4], Blx5, V5],
potom se Cisla u; = xg — x4, U, = yp — Yy, nazyvame souradnice vektoru u a zapisujeme
5
u= (uliuZ)'

Velikost (délka) vektoru
Velikosti vektoru rozumime velikost jeho libovolného umisténi (reprezentanta, orientované

uselky). Vektor, jehoZ velikost je rovna jedné se nazyva jednotkovy vektor (|u| = 1).

Znac¢ime |#]. Pro velikost kazdého vektoru % plati |u| = /u? + uZ, kde tento vztah mizeme
prepsat pomoci souradnic krajnich bodl orientované usecky urcujici dany vektor, tedy

[i| = \/(xs — x4)% + (5 — y4)? a tento vztah mame jiz dokazany.

Nasobeni vektoru skalarem (realnym cislem)
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Pokud mame dano libovolné realné &islo k € R a libovolny vektor %, potom soutinem ¢isla
k a vektoru i rozumime vektor k - U, ktery je rovnobézny a souhlasné orientovany (k > 0)

resp. nesouhlasné orientovany (k < 0) s vektorem . Specidlni ptipad je pro k = —1. Pro
k=—1 plati k-u=—1-4 = —u. Tento vektor potom nazyvame opalnym vektorem
k vektoru u. Pro kazdy vektor 1 v roviné plati k - u = (kuy, ku,) a |ku| = |k||u].

Soucet dvou vektora

Necht mame dva vektory 7, #. Vektor i je d4n orientovanou tsetkou AB a vektor # je dan

orientovanou tseckou CD. Pokud umistime pocateéni bod vektoru v do bodu B dostaneme
¥ =FE — B a tedy soucet vektorii ¥+ ¥ = E — A (viz Obr. 2.10). Pro soufadnice souttu
kazdych dvou vektord vroviné plati i + ¥ = (u; + vy, u, + v,). Rozdil vektor neni nic
jiného nez pricteni vektoru opacného.

D E

ut+v

Obr. 2.10 Soucet dvou vektoru

Linearni kombinace vektoru

Necht mame vektory us,..,U, Vv roving, pak vektor Z=c;- U+ -+ ¢ Uy,
kde ¢y, ...cx € R, se nazyva linedrni kombinaci vektord iy, ..., Uy.

Uhel dvou vektori

Uhlem dvou nenulovych vektorti rozumime thel, ktery sviraji jejich reprezentanti se
stejnym pocatkem. Odchylkou nazyvame velikost tohoto thlu. V piipadé, Ze je alespon jeden
z vektorl nulovy, odchylku nedefinujeme.

Skalarni soucin
Skaldrnim sou¢inem dvou nenulovych vektor( i, ¥ rozumime ¢islo U - ¥, pro které plati

—

u-v=1|ul-|v|-cosp, kde ¢ je odchylka vektorGi u,v. Lze také psat
v
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Pomoci skalarniho souc¢inu mizeme jednoduse definovat vztah pro vypocet odchylky dvou
vektort:

- -

|l - |71

cos @ =

2.5 Primka v roviné
V této Casti se zaméfime na analytické vyjadieni primky, kterym rozumime kazdy predpis,
kterému vyhovuji soufadnice libovolného bodu této primky a Zadné jiné.
Zavedeme prvni typ vyjadieni primky v roviné pomoci parametrickych rovnic.

a) Parametrické rovnice primky

Uvazujme libovolnou primku p a na ni zvolme libovolny bod A a libovolny nenulovy vektor
U, ktery je s touto primkou p rovnobézny. Nyni pro libovolny bod X € p miizeme zapsat
v = X — A. Pfitom vektory U, U jsou rovnobézné, proto vektor ¥ je nasobkem vektoru u tj.

v=t-1u.

—

V=t Uu=>X—-A=t-Uu>X=A+t-uU, kde t€R a jednd se o parametr bodu X.
ZapiSeme-li parametrickou rovnici pomoci souradnic, potom postupujeme takto:

[, y] = [x4,ya] + - (ug,uz)
[X, 3’] = [xA' yA] + (tul'tuZ)
[x,y] = [x4 + tug, ys + tu,]

Pokud se maji rovnat dva body, musi se rovnat jejich odpovidajici si souradnice, tedy
z tohoto odvozeni dostaneme dvojici parametrickych rovnic, kde t € R:

X =x4 +tuy
y=yatiu

b) Obecnd rovnice primky
Pro odvozeni obecné rovnice primky vyuZijeme zapis pomoci parametrickych rovnic:

X = X4 + tuy
Yy =y4 ttu,

Z této soustavy linearnich rovnic nyni vylou¢ime parametr t.

X=x4+tu /-u,

Yy =yattuy /- (—uq)

Uy X = UpXy + tuqu,

Uy = U Y — U Uy

U X—U1Y = Up X~ U1 Y4
Uy X—U YU Xg+UY4 = 0

Posledni rovnici piSeme ve tvaru ax + by + ¢ = 0, kde a,b,c € R, a nazyvame ji obecna
rovnice piimky v roviné. Z odvozeni je jasné, Ze a = u,, b = —u,a pokud je U = (uq,u,)
smérovym vektorem piimKy p, potom lze dokazat, Ze vektory 7, U jsou na sebe kolmé, a kde
vektor 7 = (—u,, u;) budeme nazyvat vektorem normalovym:
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S|

- 1_1) = —UuUq + UUy = 0
c) Smeérnicovy tvar rovnice primky

K odvozeni tohoto tvaru rovnice budeme vyuzivat opét predchoziho tvaru, a tedy budeme
vychazet z obecné rovnice primky, ze které vyjadiime proménnou y.

a c
ax+by+c-0:>y——zx—g
Takto dostaneme tzv. smérnicovy tvar primky. Je nutné dodat, Ze smérnicovy tvar primky
nelze vyjadritv pripadé, kdy b = 0. Je zvykem tuto rovnici psatve tvaruy = kx + q,kdek =
tg ¢ a nazyva se smérnice primky (¢ je orientovany uhel, ktery svira primka s kladnou
poloosou souradnicové osy x) a q je usek, ktery vytina primka na ose y.

2.6 KruZnice
Kruznice se v analytické geometrii fadi mezi kuzelosecky. Ty jsou definované jako tez
kuZelové rotacni plochy rovinou p, kterad neprochazi vrcholem kuzelové plochy. Kruznici
jako krivku dostaneme v piipadé, Ze rovina p svira s osou kuzele uhel o velikosti 90°.
Kruznice je mnoZina vSech bodd roviny, které maji od daného bodu (stfedu) stalou
vzdalenost (polomér).

Analyticka rovnice pro kruznici:

Kruznici, kterA ma stifed vbodé S[m,n] a polomér r, lze vyjadfit rovnici
(x—m)?+ (y—n)?=r2
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3. Geometrické utvary v roviné a Gaussove roviné

V této kapitole se zamérime na vzajemné porovnavani urceni jednotlivych geometrickych
utvarl v roviné pomoci realnych Cisel a v Gaussové roviné pomoci ¢isel komplexnich.

Urceni bodu

V roviné

Soufadnice bodu Ize psat X[x, y](viz podkapitola 2.1).
V Gaussové roviné

Bod X[x,y] je v Gaussové roviné obrazem komplexniho ¢islaz = x + iy, respektive
z = (x,y). Vdalsim textu Casto ztotoZnime bod X v Gaussové roviné a Cislo z, jehoz je
obrazem. Misto bod A[a4, a,] v Gaussové roving, ktery je obrazem komplexniho ¢isla a =
a, + ia,, resp. a = (a4, a,), budeme strucné psat bod a = a; + ia,, resp. a = (a4, a,).

Vzdalenost dvou bodu

V roviné

Vzdalenost dvou bodtli Ala,, a,] a B[by, b,] v roviné je dan vzorcem (viz podkapitola 2.2)

|AB| = /(by — a1)? + (b, — a;)?
V Gaussové roviné

Necht mame dva body a = (ay,a;), b = (by, b,). Potom vzdalenost téchto bodd je dana
vztahem:

b= al = |(b1,b,) = (a1, a)| = |by — a3, by — @z =+/(bs — a1)? + (b — a,)?
Ve vztahu vyuZzivame rozdil komplexnich ¢isel a vztah pro velikost komplexniho ¢isla.
Dale se presuneme k souradnicim vektort a jejich vyjadieni v jednotlivych mnoZinach.
Urceni vektord
V roviné

Soufadnice vektoru u lze psat i = (uq,u,) nebo pomoci krajnich bodi orientované dsecky
reprezentujici tento vektor u = B — A = (b; — a4, b, — a,) (viz podkapitola 2.4).

V Gaussové roviné

Umistime vektor # = (v, w)v Gaussové roviné tak, Ze poc¢ate¢ni bod je v 0 a koncovy bod U
ma soufadnice [v, w], tj. koncovy bod je obrazem komplexniho ¢isla u = v + iw, resp. u =
(v,w). Urceni vektoru v Gaussové roviné bude zaloZeno na ztotoznéni daného vektoru
v Gaussové roviné a prislusného komplexniho ¢&isla. Misto vektor © = (v, w) v Gaussové
roviné budeme psat vektor u=v+iw, resp. u=(v,w).
V roviné vektor u reprezentovany orientovanou udseckou AB je mozné zapsat
U=B—A=(b;—ay, b, —a;)=[by,b;] —[a;,a;], to samé vSak plati pro Gaussovu
rovinu. Tedy vektor zadany jeho krajnimi body, 1ze urcitjakou = b — a.

Vidime, Ze vektor & miZeme vyjadFit jako komplexni ¢islo u pomoci rozdilu komplexnich
Cisel a, b.
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Parametrické rovnice piimky - pomoci smérovych vektori

V roviné

Pokud je dan bod A[x,,y4] nalezici pfimce p a smérovy vektor u = (uq,u,) primky p,
(pozn.:it € R):
pix = x4 + tuy
Yy=Yattu;

V Gaussové roviné

Je zadan bod a = x4 + iy, a smérovy vektor u = u; + iu,. Zapis parametrické rovnice
primky p v Gaussoveé roviné opét chapeme jako vyjadreni libovolného bodu primky tak, ze
z bodu a se posuneme o t ndsobek vektoru u.

p:x=a+t-ut€R.

Parametrické rovnice piimky - pomoci dvojice bodii piimky

V roviné

Nyni mame zadané dva body A[xy, 4], B[xg, Y], oba tyto body lezi na ptimce p. Budeme je
zaroven povazovat za krajni body orientované usecky, ktera je vhodnym reprezentantem
smérového vektoru d. Tedy 4 = B — A = (xg — X4, Vg — Y4)- Potom parametrické rovnice
maji tvar (pozn.: t € R):

pix = x4 +t(xg — x4)

Y=ya+t¥p—Ya)

V Gaussové roviné
Mame zadané dva body a = (x4,v4), b = (x5, yg). Tyto body zvolime jako krajni body
orientované usecky, kterd je vhodnym reprezentantem smeérového vektoru u. Jiz bylo
uvedeno, tento vektor je mozné zapsat pomoci jeho krajnich bodi, tedy u = b — a.Je mozné

psat parametrickou rovnici primky p v tomto tvaru:
p:x=a+t(b—a)t€ER.

Obecna rovnice primky - pomoci smérového nebo normalového vektoru

Vroviné
Obecna rovnice primKky p (viz podkapitola 2.5) ax + by + ¢ = 0.
V Gaussové roviné

V Gaussové roviné uvedeme odvozeni obecné rovnice piimky, které bude vychazet z
parametrické rovnice pfimky p.

Parametrickd rovnice primky p:x =a+t-u,t € R. Postup bude analogicky, jako u
odvozeni obecné rovnice primky v roving, tedy eliminujeme parametr t.V takovém ptipadé
pro eliminaci nestaci pouze jedna rovnice. Zavedeme druhé mozné vyjadieni bodu na
primce, pomoci komplexné sdruZenych ¢isel. Druhé moZné parametrické vyjadieni primky
p:x=a+t-u,t €R. JelikoZ je parametr t realné c¢islo, tak k nému komplexné sdruzené
¢islo bude opét ¢islo t. Zde se tedy dostavame k feSent, jelikoZ pro jednu pfimku mame dvé
mozna zadani a z téch eliminujeme parametr t.
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x=a+t-u/u
Xx=a+t-u/ (—u
X*u=a-u-+tuu

a-(—u)—tuu

&
T
I
—
I

au—a-u

=
l
I
=
<
Il

X*u—au=x-u—a-u
U-(x—a)=u-(x—a)
U-(x—a)—u-(x—a)=0
Posledni uvedeny vztah je jiz zminény tvar obecné rovnice p¥imKy v Gaussové roviné. Cleny
u, (x — a) lze chapat jako vektory, které jsou rovnobézné. Zminovana rovnobéznost vektori
v Gaussoveé roviné muze byt dalsi ze zplisobli odvozeni obecné rovnice piimky. K odvozeni

podminky rovnobéZnosti vektori v Gaussové roviné budeme vyuzivat znalosti z analytické
geometrie (viz podkapitola 2.5). Konkrétné vyuZzijeme podminky pro rovnobéznost vektort

u,v. Tedy u ||v, potom% =k, kde k € R, a tedy % ER=>Im ( %) = 0. Je mozZné vyuzit vztah
1.1i, ze kterého po dosazeni ziskame %—% =2i-Im (%) =2i-0=0=> %—% =0>u-
v —u - v = 0. Nyni jiz staci za vektor v dosadit vektor (x — a), a ziskdme tak vySe uvedenou

obecnou rovnici primKky p.

JelikoZ jsme zminili podminku rovnobéznosti vektorti v Gaussové roving, jisté se nabizi i
odvozeni podminky kolmosti vektord v Gaussoveé roviné. Postup bude dosti podobny, avsak
pocateéni podminka musi byt ocividné jind. Pokud jsou vektory u,v kolmé, potom
u = k - iv (je znamo, Ze nasobeni ¢initelem i interpretujeme v Gaussové roviné jako otoceni

0 90°), tedy% =i-k> % € C — R. Je moZné tedy psat Re (%) = 0 a vyuZit vzorec 1.1h. Po
dosazeni do vzorce ziskame:

u u U u u o

—+—_=2Re(—) =2:0=0=>-+—-=0>uv+u-v=_0

v v v v U
Nyni jiz staci za vektor v dosadit vektor (x — a) a za vektor u normalovy vektor n piimky p.
Ziskame tak obecnou rovnici primky p ve tvaru:

nlx—a)+n(x—a)=0

Obecné rovnice piimky - pomoci dvojice bodu piimky

V roviné

Mame zadané dva body A[xy, v4], B[xg, yg], oba tyto body lezi na pifimce p. Budeme je
zaroven povazovat za krajni body orientované usecky, ktera je vhodnym reprezentantem
smérového vektoru U. Tedy U =B — A = (xg — X4,V — Va)- JelikoZ do obecné rovnice
nedosazujeme vektor smérovy, ale norméalovy 7, tak soufadnice tohoto vektoru budou
n = (V4 — Vg, xg — X4) (viz podkapitola 2.5). Opét miZeme psat obecnou rovnici ptimky p
v tomto tvaru

p:(Ya —yp)Xx + (xg — x4)y +c = 0.
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V Gaussové roviné

Jsou zadané dva body a = x, + iy, b = x5 + iyg. Oba body zvolime jako krajni body
orientované uUsecky, kterd je vhodnym reprezentantem smérového vektoru u. JiZ bylo
uvedeno, Ze tento vektor je mozné zapsat ve tvaruu = b — a. Po dosazeni tohoto vztahu pro
komplexni ¢islo u do jiZ odvozené obecné rovnice mliZeme psat:

(b-a)-(x—a)—(b—a)-(x—a)=0
KruZnice
V roviné

KruZnice, kterd ma sti‘ed vbodé S[m,n] a ma polomér r, je urcena rovnici (x — m)? +
(y —n)? = r?(viz podkapitola 2.6).

V Gaussové roviné

Mnozina vSech bodl x = (x4, x;), které maji stejnou vzdalenost r od bodu s = (54, 53), je
kruznice v Gaussoveé roviné s rovnici |x — s| = r. VyuZijeme vzorec pro vypocet velikosti

komplexniho ¢isla |a| = /a? + a3 = Vaa = |a|?=af +a =aa

Po umocnéni ziskame nasledujici tvar |x — s|?> = r? = (x — s)(¥ — §) = r?, po roznasoben{
tohoto vyrazu: xx + s§ — x5 — Xs = r2.
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4. Prakticka cast

Tato kapitola bude mit tfi rizna zameéreni. Prvni bude uvedeni prikladi, které tésné
navazuji na teoretickou ¢ast a budou z nf také vychazet. Bude se jednat o prakticky zasazené
priklady, ve kterych zpracuji i nékolik moznych postupli eSeni. Druhé zaméreni této
kapitoly bude na obecné vyjadreni priseciku dvou rliznobézek a vzajemné porovnani
vysledkli mezi komplexnim vyjadrenim a vyjadienim redlnym. I v této casti ke kazdému
typu zadani uvedu ukazkové piiklady s feSenim a vyuZzitim pravé odvozenych vztahtl pro
hledany prisecik. Posledni podkapitola bude vénovana diikaziim geometrickych vét pomoci
analytické geometrie v Gaussové roviné. Dlkazy tedy budu smérovat do analytické
geometrie a vyuzivat vlastnosti geometrickych utvart v Gaussové roviné uvedenych
v teoretické ¢asti prace.

4.1 Priklady
Priklad 1

Urcete parametrickou a obecnou rovnici primky, ktera prochazi body A E, 3] ,B[—2,4].
Postup:

Oba body miizeme nahradit komplexnimi Cisly a = (%, 3) ,b = (—2,4). Diky témto bodim
ur¢ime  smérovy  vektor primky, ktery je dan  komplexnim  ¢islem
1 5
u=b—-a=(-24) - (5,3) = (—5,1).
Nyni je mozné psat parametrickou rovnici p: x = b + t - u a po dosazeni ziskame vyjadieni
pix=(-2+4i)+t- (—§+ i), kde t € R. Je mozné také psat rovnici pomoci komplexné
sdruzenych cisel.

= (1,—3),13 = (=2,—4), 7= (-2,-1)

2 2’
_ T _ . . 5
p:X = b +t-u,podosazeni p:x = (=2 — 4i) + t-(—;— l).
Pro zapsani obecné rovnice jiZ mame vSechny podstatné ddaje. Dosadime tedy do rovnice
ﬁ-(x—b)—u-(f—l_)) =0.
(—E - i) [x— (=24 4i)] - (—§+ i) [x — (=2 — 4i)] = 0 tuto rovnici je moZné jesté

2
dale upravit.

5 5
(—E—i>-[x+2—4i]+<z—i)-[f+2+4i]=0

5 5 _ _
—Ex—5+10i—xi—2i—4+zx+5+10i—xi—2i+4=0

5 5 )
(5 (Sri)ersine

Vidime, Ze rovnice by se dala zapsat ve tvaru u-x—u-x+a=0, kde
a = _ulbzi + uzbli - ulbzi + quli == 2l(u2b1 - ulbz).
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Priklad 2

vVvey

Urcete soufadnice téZziSté trojuhelniku ABC, kde vrcholy maji soufadnice
A[1,1], B[8,0], C[3,5].

Postup: U tohoto ptikladu jsem vybrala 3 rtizné zplisoby feSeni.

1) Pro leps8i predstavu vyuZijeme Obr. 4.1. Prvni postup spociva ve vyjadreni
I RV v o iy PR | v
parametrické rovnice téZnice, pritom vime, Ze se tézisté nachazi v jeji 7 atoto ¢islo

tedy dosadime za parametr t.

Obr. 4.1 Dvojice téZnic v trojihelniku ABC

Body trojuhelniku vyjadiime pomoci komplexnich cisel: a = (1,1),b = (8,0),
¢ = (3,5).

v .y a+b (1,1)+(8,0) 1) 9 1
Stied Usecky AB: sy = — =, == (5,5)
Smérovy vektor primky nahrazeny komplexnim ¢islem: u = ¢ — sy = (3,5) — (g,%) =
39
Parametricka rovnice téZnice na stranu c trojdhelniku: t.: x = s45 + t - u (obecny tvar),

po dosazenit,:x = (g,%) +t- (—glg).

vvev

Vveyv

: NPT " y : fox 1
jako pocatecni bod stred strany AB a od stiedu k téZisti se posuneme pravé o 3

GG hD-e

Vidime, Ze tézisté je bod x = (4,2).

Tedy vyjaditime si dvé rizné téznice trojuhelniku a spocitame jejich prinik. Z tohoto
priniku nam vyjde parametr t a ten opét dosadime do jedné z rovnic, ve které jsme
ho pouzili.
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Pro zapis parametrické rovnice jedné z téZnic mame jiz vSe podstatné, pro druhou
si diilezité udaje musime opét vyjadrit.

Budeme pracovat z téZnici t;. Pro vyjadieni smérového vektoru je potieba stied
usecky AC.

at+c _ (1,1)+(3,5) _ “6) _

Stired usecky AC: sy = - 5 > = (2,3).

Smérovy vektor téZnice t, nahrazeny Komplexni Cislem v =b — s, = (8,0) —
(23) =
= (6,—3).

Parametrické rovnice téZnic:

39
ta:x = (3,5) + t(-z,z)
ty:x = (8,0) +s(6,—3)

Prinik téchto téZnic:
39
t, 0ty (3,5) + ¢ (_E'E) — (8,0) + 5(6,—3)

Jak jiz bylo zminéno, je potieba z rovnice vyjadrit parametr t, avSak je ziejmé, Ze se
zde nachazi také druhy parametr, ktery je potreba eliminovat, parametr s. Pro tuto
eliminaci vyuZijeme, stejné jako u odvozeni obecné rovnice v Gaussové roviné,
druhy mozny zplsob parametrického vyjadieni primky - pomoci komplexné
sdruzenych cisel.

aned(-3-Y)

ty: % = (8,0) + 5(6,3)

tg: X

Priinik tohoto vyjadieni téZnic:

3 9
£, 0 ty: (3,—5) + t (_E' _E) = (8,0) + 5(6,3)
JelikoZ jsou parametry t, s stale realna ¢isla, tak ¢isla k nim komplexné sdruzend jsou
stejna realna cisla. Mdme tedy druhou rovnici, ve které se vyskytuji praveé tyto dva
parametry a jeden znich je mozné vypocitat diky soustavé rovnic a eliminaci
druhého parametru.

NI

(3,5)+t(— , )=(8,0)+s(6,—3) /-(6,3)

Nl w N Ww

9
__) = (8,0) +5(6,3) /- (=6,3)

(3,—5)+t<— -2

39
(3,5)(6,3) + t (_E'E) (6,3) = (8,0)(6,3) + 5(6,—3)(6,3)

(3,-5)(=6,3) + t (—% —;) (=6,3) = (8,0)(—6,3) + 5(6,3)(—6,3)
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27 9
(18 — 15,30+ 9) + ¢ (—9 —=27 - E) = (48 — 0,0 + 24) + 5(6,—3)(6,3)

27 9
(-18+ 15,30+ 9) + t (9 +5,27 - E) = (—48 — 0,0 + 24) + 5(6,3)(—6,3)

45 45
(3,39) + ¢ (— 7,7) = (48,24) + s(6,—3)(6,3)

45 45
(-3,39) + ¢ (7,7) = (—48,24) + 5(6,3)(—6,3)

45 45 45 45
(339) + (- 339)+t( = 2) (77 = (4824) + (—48,.24)
aroeef-E (8]0

£(0,45) = (0,—30)
_(0,-30) _ (0—30-45 0—0) _ 2

(0,45) 252 a5z ) =3 €F

Nyni dosadime hodnotu parametru t do rovnice pro t,.

x=(35)+ (—g) (—% z) = (3,5) + (1,-3) = (4,2)

Vvev

Opét jsme dosli ke stejnému vysledku a tézisté je bod x = (4,2).
3) Poslednl a ne]rychle151 zpusob je prace se vzorcem na Vypocet souradnlc téiiéte
aritmetickym primeérem souiadnic vrchol trOJuhelnlku. U komplexnich cisel se

tento princip zachovava.
vy __atb+c

3
= (42)

(1,1)+(8,0)+(3,5) (12 6)
3

Pro nas pripad: t =

4.2 Vyjadreni priseciku dvou rtiznobéznych primek

V této podkapitole se zamérime na vyjadreni priseciku dvou riznobéznych primek a
budeme tak navazovat pfimo na teoretickou ¢ast. V tomto pripadé uvedeme postup jak pro
Gaussovu rovinu, tak pro (redlnou) rovinu a budeme vysledné vyjadreni porovnavat
s ohledem na to, zda vyuziti komplexnich Cisel mlze byt vyhodnéjsi pii rychlosti reSeni
ulohy ¢i nikoliv. Bude uveden vypocet pro prisecik pomoci parametrickych rovnic i
obecnych rovnic. Ke kazdému typu reSeni bude uveden i ukdzkovy priklad, diky kterému
muliZeme porovnavat i pocet pocetnich kroki pti reseni daného problému.

Prisecik dvou riiznobéznych primek zadanych parametricky — v roviné

Necht mame piimku p, ktera je dana body Ala,, a,], B[b4, b,]. Ddle mame piimku g, ktera
jedanabody C[cy, c,]a D[d;, d;]. Body nélezici primce zvolime jako krajni body orientované
usecky, tedy pro pfimku p bude vhodny reprezentant smérového vektoruu orientovana
tisetka AB. Pro piimku g bude vhodny reprezentant smérového vektoru ¥ orientovana
Gsetka CD. Potom miizeme psat, Ze pro soufadnice vektord plati:
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i=B—-A=(b;—ay,b,—ay) = (u,up), ¥=D—C=(d; —cy,dy — ) = (v1,v;). Pro
obé primky vyjadiime parametrické rovnice.

pix=a;+t-u

y=a,+t-u,,t€ER

qg:x=c+s- v,
y=c¢,+s'v,,SER
pNqa+t-u=c +s-v,/ v,

a,+t-u,=c,+s-vy, /[ (—v;)

alvz + tulvz = Clvz + Sv1v2

—QayVq — tu2v1 = —CV1 — SV,

a1v2 - a2v1 + tu1172 - tu2v1 = C1172 - CZUI
t (WU, —UVp) = €1V — GV — A1V, + A1

¢ C1Vy; — CV1 — A1V, + a;vq

U1V — UV,

Priasecik dvou riznobéznych primek zadanych parametricky — v Gaussové roviné

Necht mame piimku p, ktera je dana body a = (a4, a,), b = (b4, b;). Dale mame primku g,
ktera je dana body ¢ = (¢y,¢;) a d = (dq,d,). Opét miZeme pomoci téchto komplexnich
Cisel a jejich rozdilu zavést nové komplexni ¢islo, které bude odpovidat smérovému vektoru
ptimky. Pro prfimku p wuvedeme smérovy vektor pomoci komplexniho cisla
u=>b—a a pro pfimku q smeérovy vektor pomoci komplexniho ¢isla v=d —c.
Parametrické rovnice primek je mozné psat pomoci komplexnich c¢isel uvedenych vyse nebo
pomoci ¢isel k nim komplexné sdruzenych.

pix=a+t-ut€eR
qg:x=c+s'v,sER
Pranik primek p, q:
pnNng:at+t-u=c+s-v

[ kdyZ je ptiklad obecny, postup bude analogicky jako u ptikladu pocetniho. To znamena
eliminace jednoho z parametri a vyjadireni druhého, k tomuto postupu jsou opét potieba
dvé rovnice, tedy vyuzijeme opét rovnice s komplexné sdruzenymi cisly.

p:¥=a+t UteR
qg:X=C+s'v,SsER
Pranik primek uré¢eny pomoci komplexné sdruzenych Cisel:

png:a+t-u=c+s-v
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Soustava rovnic:
at+t-u=c+s-v/v

att-u=c+s-v/ (-v)

av + tuv = cv + svv

—av — tuv = —Cv — SVV

av —av + tuv — tuv = cv — Cv
t-(uv—uv)=cv—cv—av+av

CV—Cv—av+av
t =

uv — uv
Porovnani:

Pfi porovnani vysledk pro priiseciky dvou riiznobéznych primek jak v realnych cislech, tak
v komplexnich cislech si miZeme vSimnout, Ze pocet ¢lent téchto vysledkd je stejny, dale
maji také stejnd znaménka. Shrnula bych to do myslenky, Ze pti praci s komplexnimi cisly,
nepracujeme se soufadnicemi bodd, ale s komplexnimi ¢isly a ¢isly knim komplexné
sdruZenymi. MiiZzeme si vSimnout podobnosti mezi vysledky v nasledujicim: prvni
souradnice danych boda v roviné ve vyjadieni odpovidaji danym komplexnim ¢islim a
druhé sourradnice bodli odpovidaji ¢islim komplexné sdruzenym. Tedy mtiZeme tvrdit, Ze
v tomto pripadé nam vyuZziti komplexnich cisel prilis nezjednodusi feseni dlohy.

Je mozné uvést zjednoduSeni vysledku vramci komplexnich cisel pomoci vzorct
z podkapitoly 1.1. Predev$im vyuzijeme vzorec 1.1i (2i - Im(a) = a — @) nasledovné

_cw—cv—av+av (cv—cv)+(av—av) 2i-Im(cv) + 20 Im(av)

uv — uv B (uv — uv) 2i - Im(uv)
20 (Im(cv) + Im(av)) _ Im(c?) + Im(av)
B 2i - Im(uv) - Im(uv)
Ukdzkovy priklad

Budeme pracovat se stejnym oznacenim jako pii odvozovani. V ukazkovych ptikladech
budeme pracovat predevsim s vySe odvozenymi vzorci pro urceni hodnoty parametru ¢,
poctem kroki a jednoduchosti Uprav, které jsou potrebné k urceni vysledku.

Vroviné

Pfimka p je zadana body A[1,3], B[—1,—1] a pifimka q je zaddna body C[—3,1], D[0, —2].
Najdéte souradnice priseciku piimek p, g.

Primka p je zaddna smérovym vektoremud =B —A = (—-1—1,—-1—-3) = (-2,—4).
Pfimka q je zaddna smérovym vektoremv =D — C = (0 +3,—-2 — 1) = (3,-3).
pix=1-12t
y=3—4t,t€R
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Nyni vyuZijeme k nalezeni souiadnic prise¢iku piimek p, g odvozeny vztah pro t.

C1Vy — CaV1 — AV, + ayvy

U1Vp — Uy

_ —3-(-3)-1-3-1-(-3)+3-3 18

—2-(=3)—(-4)-3 =18 !

Nyni hodnotu pro t dosadime do rovnice ptimky p a zjistime hodnotu souiadnic priseciku
primek.

x=1-2-1=-1
y=3-4-1=-1
Souradnice priseciku piimek p, g jsou [—1, —1].

V Gaussoveé roviné

Piimka p je dana body a = (1,3),b = (—1,—1). Pfimka g je dana body c¢ = (-3,1),
d = (0, —2). Najdéte souradnice priiseciku primek p, q.

Piimka p je zadana pomoci smérového vektoru, ktery miizeme zapsat pomoci komplexniho
Cislau=b—-—a=(-1,-1)-(13)=(-1-1,-1-3) = (-2,—-4).

Piimka g je zadana pomoci smérového vektoru, jehoZ souradnice miizeme zapsat pomoci
komplexniho ¢islav =d —c =(0,—-2) - (-3,1) =(0+3,-2—-1) = (3,—-3).

Ke vSem zminénym komplexnim ¢isltim zapiSeme c¢isla komplexné sdruzena.
a=(1,-3),b=(-11),c=(-3,-1),d=(02),u = (-24),7 = (33)
Vyjadreni pfimky p.
p:x=(13)+(—2,—4) t,t ER
Nyni zjistime hodnoty parametru t dosazenim do odvozeného vzorce.

cv—cv—av+av
t =

uv — uv
(31):(33)—(-3,-1)-(3,-3) = (1,3) - (3,3) + (1,-3) - (3,—3)
b= (-2,-4)-(3,3) — (=2,4) - (3,-3)

Pouzijeme vzorec pro nasobeni komplexnich Cisel.
t_(—9—3,3—9)—(—9—3,—3+9)—(3—9,9+3)+(3—9,—9—3)_
- (—6+12,-12—-6) — (-6 + 12,12+ 6) -
_(=12,-6) — (-12,6) = (—6,12) + (=6,—12) _ (0,-36) _
- (6,—18) — (6,18) ~(0,-36)

Podil dvou stejnych komplexnich ¢isel je roven 1, ¢imz se nam potvrdilo, Ze parametr t je
redlné c¢islo. Pokud bychom pro dosazeni do rovnice chtéli vysledek zapsat jako
usporadanou dvojici, byl by zapsan takto (1,0).

Nyni parametr t dosadime do rovnice piimky p a zjistime soutadnice priseciku primek.

x=013)+(-2,-4)-1,0=(1,-3)+(-2,—-4) =(-1,-1)
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Prasecik pirimek p, g je x = (—1, —1) a tento vysledek také odpovida nalezenému priiseciku
v roviné.

Porovnani:

I kdyz jsem predpokladala, Zze by pouziti komplexnich cisel mohlo byt efektivnéjsi pri
postupu a vypoctu vysledku, tak v tomto pripadé tomu tak nebylo. Délka postupu (pocet
pocetnich krokti) se mi zde zdala podobné dlouha. Co by vSak mohlo postup feSeni urychlit
je tvar pro t, zminény v porovnani obecnych vyjadreni. JelikoZ v tomto tvaru pouZzivame
pouze imaginarni slozky soucinu dvou komplexnich ¢isel, neni potreba realnou slozku
soucinu vlibec pocitat, na zakladé této myslenky budou realné c¢asti pouze vyteckovany.

cv = (...,—6),av = (...,—12),uv = (..., —18)

_Im(cv) +Im(av) -6+ (-12)
B Im(uv) - -18

Vidime, Ze v tomto piipadé jsme se vyhnuli nékolika pocetnim operacim s komplexnimi
Cisly a vysledek pro t nam vysel stejny jako v rozsahlejsim postupu. Zde miliZeme fFici, Ze
vyuziti komplexnich Cisel je rychlejsi pro tento typ tlohy - prisecik dvou primek zadanych
parametricky.

Prusecik dvou riznobéznych primek zadanych obecnou rovnici — v roviné

Necht’ mame primku D, ktera je urcena obecnou rovnici
p:a;x +biy+c, =0 Necht mame primku ¢, kterd je urCena obecnou rovnici
q: axx + by +c, =0.

pNqg:ax+byy+cg =0/ (—ay)

ax+b,y+c,=0/a4

—a,a4X — aybyy —acy =0

a,ax +a by +a;c;, =0

a by — azbiy +a;¢c; —aze; =0

v (a;by —ayby) = acy — aqc;
a;C —a.16;

asb, —az by

pﬁq:a1x+b1y+cl =O/'(_b2)

a2x+b2y+C2:0/'b1

_albzx - blbzy - b2C1 = 0

azblx + blbzy + b1C2 = 0

azblx_albzx + b1C2 - b2C1 = 0

x - (azb;—ayb;) = bycq — byc,
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byci — bicy
B a,b,—a, b,

Prisedik dvou riznobéznych ptimek zadanych obecnou rovnici — v Gaussové roviné

Necht mame primku p, ktera je ur¢ena bodem a = (a4, a,) a vektorem u. K zapisu obecné
rovnice primky p vyuZijeme jiZ odvozeny obecny tvar rovnice pfimky v Gaussové roviné
(viz kapitola 3). Obecna rovnice primky p:i(x —a) —u(x —a) =0

Necht mame piimku g, ktera je ur¢ena bodem b = (b;, b;) a vektorem v. Obecna rovnice
pfimkyq:ﬁ-(x—b)—v-(f—l;) =0

pNqgu-(x—a)—u-(x—a)=0

ﬁ-(x—b)—v-(f—E)zO

ux —ua—ux+ua=20

Ux — b —vX+vb=0

Ux—ux =ua—ua/-v

VX — vX = vb —vb /- (—u)

UvX — UuvX = vua — vua

—uvx + uvx = —uvb + uvb

Uvx — uvx = uva — uva — uvb + uvb
x - (Uv —ub) = uva — uva — uvb + uvb

nva — uva — uvb + uvb

X = — —
uv —uv

Porovnani:

Na rozdil od predchoziho prikladu, ve kterém jsme mohli vidét analogii vjednotlivych
vysledcich, zde totéZ nepozorujeme. Rozdilné vysledné vyrazy jsou disledek toho, Ze
vroviné je potieba obé souradnice priseciku vyjadiit samostatné. V Gaussové roviné
vysledny vyraz vsobé zahrnuje vypocet obou souradnic priseciku primek. Z tohoto
o zjednoduseni, nebot’ slouzi k vypoctu obou souiadnic na rozdil od vyslednych vyrazi
v roviné. MiiZeme také uvaZovat, zde by se vyjadreni pro x v Gaussové roviné nedalo dale
zjednodusit pomoci vzorci pro komplexni ¢isla (viz podkapitola 1.1).

iva —uva —uvb + uvb _ v(ia —ua) —u(vb —vb) v-Im(at)) —u-Im(bv)

x =
Uuv —uv Uv —uv —Im(uv)

_u-Im(bv) — v -Im(aut)

Im(uv)

V takto upraveném tvaru se opét vyskytuji pouze imagindrni slozky soucinu dvou
komplexnich ¢isel, coz by vedlo k dalSimu zjednodu$eni vypoctu. MiZeme tedy Fici, Ze
v Gaussové roviné predstavuje vyjadreni prase¢iku dvou piimek jednoznacné
zjednodusenti.
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Ukadzkovy priklad

Budeme pracovat se stejnym oznacenim jako pfi odvozovani. V ukazkovych prikladech
budeme pracovat predevsim s vySe odvozenymi vzorci, po¢tem krokl a jednoduchosti
uprav, které jsou potiebné k dosazeni vysledku.

V roviné

Pfimka p je zadana body A[1,3],B[—1,—1] a pifimka ¢ je zaddna body C[—3,1], D[0, —2].
Najdéte souradnice priseciku primek p, g.

Pfimka p je zadana smérovym vektorem =B —-A=(—-1—-1,—-1-3) = (-2,—4).
Normalovy vektor pro pfimku p ma soutadnice n; = (4, —2).

Pfimka ¢ je zaddna smérovym vektorem v=D—-C=(0+3,-2-1)=(3,-3).
Normalovy vektor piimky ¢ ma soutadnice n, = (3,3).

Obecné rovnice primek.
pidx —2y+c¢; =0
AeEp:4-1-2-34¢;, =0
L =2

pidx—2y+2=0

q:3x+3y+c; =0
Deq3:-04+3-(—2)+c, =0
c; =6
q:3x+3y+6=0

Nyni dosadime do odvozenych vztaht pro souradnice priiseciku primek.

_bycy —bicy
" ayb;—ayb,
3:2—(-2)-6 18
X = = = —1
3-(-2)—4-3 -—18
A0 — 4167
- aib, — azby
3-2—-4-6 —-18
y = = -1

4-3-3-(-2) 18

Tedy soutadnice priseciku primek p, g jsou [—1, —1].

V Gaussoveé roviné

Piimka p je dana body a = (1,3),b = (—1,—1). Pfimka g je dana body ¢ = (-3,1),
d = (0,—2). Najdéte souradnice priiseciku primek p, q.
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Piimka p je zadana pomoci smérového vektoru, ktery mizeme zapsat pomoci komplexniho
Gislau=b—-—a=(-1,-1)-(13)=(-1-1,-1-3) = (-2,-4).

Piimka g je zadana pomoci smérového vektoru, ktery mizeme zapsat pomoci komplexniho
Cislaiv=d—-c=(0,-2)—(-31)=(0+3,-2—-1) = (3,-3).

Ke vSem zminénym komplexnim ¢islim vytvorime Cisla komplexné sdruzena.
a=(1,-3),b=(-1,1),c=(-3,-1),d = (0,2),u = (—2,4),7 = (3,3)

Neni potieba si vyjadrovat jednotlivé primKky, jelikoz do vysledného vyrazu dosazujeme
pouze tyto vypsané udaje.

Nyni dosadime do odvozeného vzorce pro vypocet priseciku piimek.

uva —uva —uvc + uvc

= uv —uv
(-24)-3,-3)-13)—-(—2,-4)-(3,-3)-1,-3)—(—2,-4)-3B3) (-3, 1)+ (-2,—4)-(3,-3) - (—-3,-1)
(=24)-33,-3)-(-2,-49-33)

Roznasobime vzdy dvojici komplexnich ¢isel a nasledné vysledek roznasobime tretim
komplexnim ¢islem.

(—64+1212+6)-(1,3) = (=6 —12,—12+6) - (1,-3) — (-6 + 12,—-12 = 6) - (-1, -1) + (=6 — 12,—12 + 6) - (=1,1)
(—6+12,12+6) — (-6 +12,-12 — 6)
(6,18)-(1,3) — (~18,-6) - (1,—3) — (6,—18) - (=3,1) + (—18,-6) - (=3,-1)
(6,18) — (6,—18)

(6 — 54,18 + 18) — (—18 — 18,—6 + 54) — (—18 + 18,54 + 6) + (54 — 6,18 + 18)
(0,36)

(—48,36) — (—36,48) — (0,60) + (48,36) _ (36,—36)
(0,36) ~(0,36)

Pouzijeme vztah pro pocitani podilu komplexnich ¢isel.

(36,-36) _ (0 +(—36)-36 0—36-36
(0,36) 0+36%2 ' 36°

)=c1-v

Prisecik ptimek p, g je bod (—1, —1).
Porovnani

U prikladu v roviné musime vyjadrit obecné rovnice obou primek, coz v Gaussové roviné
neni potieba, ale nasledny postup dosazovani a dopocitani vysledku je v roviné znacné
rychlejsi. Jedna se o snadné pocetni operace, kdezto v Gaussoveé roviné je postup zdlouhavy,
jelikoZ je potreba vynasobit tfi komplexni Cisla, secist, pripadné odecist a tento vysledek
nasledné vydélit. Postup je mozné urychlit v piipadé uvédomeéni si komplexné sdruzenych
Cisel, které jsou soucasti soucinl v(ua — ud),u(ﬁb - vE),ﬁv — uv. Postacilo by tedy
vypocitat pouze jeden soucin a druhy je zndmy jako komplexné sdruzené cislo. Nejvétsi
mozné urychleni vSak vidim pii pouziti vzorce, ktery je uveden v porovnani obecného

u-Im(cv)-v-Im(ar)

postupu: x = .Vidime, Ze v uvedeném vzorci jsou pouze imaginarni slozky

Im(uv)
soucinu, tedy realné slozky pocitat nebudeme a jejich pozici vyteckujeme.

cv = (...,—6),au = (..., —2),uv = (..., —18)
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(-2,-4)-(=6) = (3,-3)- (-2) _(1224)— (=6,6) _(18,18)
= —18 - —18 - _18

Tento zplisob vypoctu je jednoznacné nejrychlejsi i v porovnani s hledanim priseciku
v roviné. Vyplyva z toho, Ze pro urceni priseciku dvou riznobéznych primek, i v pofetnim

Vv

prikladu je nejvyhodnéjsi vyuzit zadani pomoci Gaussovy roviny.

4.3 Diikazy geometrickych vét
V této podkapitole se zamérime na dokazovani geometrickych vét pomoci analytické
geometrie v Gaussove roviné.

4.3.1 Véta o tézisti
Tato Cast bude zamérena na ovéreni jedné vlastnosti libovolné zvolené téZznice pomoci
komplexnich ¢isel. Konkrétné se bude zabyvat touto vlastnosti téZnic - rozdéleni jeji délky
prusecikem s druhou téZnici v poméru, vyjadireném urcitou konstantou. Proto je tento
pomeér u priseciki s obéma dal$imi téZnicemi stejny, tj. oba priseciky splynou. MiiZzeme tak

VVvev

Budeme uvazovat pripad v trojuhelniku ABC (viz Obr. 4.2).

Obr. 4.2 Priisecik dvojice téZnic v trojuhelniku ABC

Urcime jednotlivé vyznacné body a vektory trojuhelniku ABC:
a=aq +ia2,b = bl + ibz,c = +iC2

_a+b
2

_b+c
2

Sc »Sa

U=s,—aqv=s,—¢

Parametrické rovnice téznic:

tg:x=a+t-(s,—a),tER
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teex=c+r-(s;—c), r€R

Dosadime vyjadieni pro s,, s, do obou parametrickych rovnic.

b+c
ta:x=a+t-(T—a>,tER

a+b
tC:x=c+r-( —c),rER

P hledani priseciku dvou piimek dame do rovnosti vyjadieni pro x:
b+c a+b a+b _
tantC:a+t-( 5 —a)=c+r-< > —c)/-( > —-0)

Miuzeme si vSimnout, Ze se v rovnici vyskytuji opét dva parametry. Cilem znovu bude jeden
z parametrli eliminovat, k tomuto kroku budeme vSak potrebovat jesté jednu rovnici
s témito neznamymi. Opét tedy vyuzijeme vyjadieni parametrické rovnice primky pomoci
komplexné sdruZenych ¢isel.

o b+é _
tg:x=a+t: T—a ,tER

L a+b
te:rx=Cc+r- > —C|,T€ER

A pokud tato vyjadreni dame také do rovnosti, dostaneme druhou potrebnou rovnici
k moZnosti eliminovat jeden z parametrd.

a+t-(m—a>= c+r-<a—+b—c) /-(a+E—E)

2 2 2
. b+é _ . a+b a+b
a > al=c+r > cl/ —( > c)

a+b _+t<b+c )a+B \_ [(a+b am <a+b )a+b _
a 2 C 2 a 2 cl|=¢cC 2 c Tr 2 c 2 c

s
() (e (i

Pro jednodussi vyjadieni pouzijeme vztah 1.1.i (viz podkapitola 1.2).

R
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st (22|t (22 )

Vyjadiime nezndmou t. Vyraz je dale upravovan s pouzitim vztahi z podkapitoly 1.2.

2ol C- ) e £35-)

T )

Vykratime 2i.
ca+ch— aa + ab — 2ac
o m m(E3E L= 2CC) _ py20E 4 = 246,
Im(ab+bb1—ca+bc_cb-2I-cc+—aa2—ab+ac_)

Pouzijeme vzorec 1.1k.

(cd+cl§—206—ad—al§+2ac)

Im )
(db+5b+cc‘1+l§c—2c‘b—25€—2aa—2aE+4ac>

Im 7

RozSifime 4 a opét pouZijeme vzorec 1.1k, tentokrat vSak na rozepsani jednotlivych
imaginarnich ¢asti.

2 [Im(cc_l) + Im(cl_)) — Im(2c¢) — Im(aa) — Im(al_)) + Im(ZaE)]
Im(@b) + Im(bb) + Im(ca) + Im(bc) — Im(2¢h) — Im(2éc) — Im(2aa) — Im(2ab) + Im(4ac)

PouzZijeme vzorec 1.1j.

2Im(ca) + ZIm(cl_)) — 21m(al_)) + 4Im(ac)
Im(@b) + Im(ca) + Im(bc) — 2Im(cb) — 2Im(ab) + 4Im(ac)

Pouzijeme vzorec 1.1l

—2Im(ac) + 21m(cl_)) — 21m(al_)) + 4Im(ac) B
—Im(ab) — Im(ac) + Im(bc) + 2Im(bc) — 2Im(ab) + 4Im(ac)

B 2Im(cb) — 2Im(ab) + 2Im(ac) 3
h 3Im(cb) — 3Im(ab) + 3Im(ac) B

2[Im(cb) — Im(ab) + Im(ad)] _ 2

3[Im(cb) — Im(ab) + Im(ac)] 3

JelikoZ ndm pro parametr t vySla hodnota %, kterd by se nasledné mohla dosadit do

parametrické rovnice prislusné primky, je evidentni, Ze odvozeni bylo spravné a zaroven
jsme tak dokazali vlastnost téznice vzhledem krozdéleni jeji délky v daném poméru.

2 “ . o y - I . v
Hodnota = nam vysla také z toho diivodu, Ze k zadani parametrlcke rovnice byl pouZit bod

C a dany smerovy vektor (viz Obr.4.2). Tedy po prlctem 2 vektoru % z bodu C se posuneme

vvey
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4.3.2 Véta o uhloprickach rovnobézniku
Pro libovolny rovnobéznik ABCD s délkou stran, pro néz plati |AB| =|CD|=a a
|IBC| =|AD|=b a  uhlopifickami o  délkach |AC| = uy,|BD| = u,,  plati
u? +u3 = 2(a® + b?).

Tento vztah dokiZeme.

p

Obr. 4.3 Rovnobéznik ABCD
Diikaz

Tento planimetricka vztah budeme dokazovat s vyuzitim analytické geometrie v Gaussové
roviné. V ptivodnim rovnobézniku si uré¢ime jeho vrcholy a vektory.

Obr. 4.4 Rovnobéznik abcd

Nyni si vyjadiime jednotlivé uhlopricky, tedy vektory zadané komplexnimi ¢isly u, v.
u=x+yv=—-x+y
Nyni vyjadiime velikosti obou vektort, druhé mocniny velikosti a jejich soucet.
lul = lx + yl,Ivl = |=x + y| = [ul® =[x + yI?, [v]* = |-x + y|?

[ul? + [vl? = ly + x> + |y — x|
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Posledni uvedeny tvar je vyjadfeni levé strany dokazovaného vyrazu, nyni budeme
provadét takové upravy, abychom ziskali pravou stranu rovnosti. MliZeme pouzit vztahy
pro kvadraty velikosti komplexnich Cisel.

Ix+yl? =+ y)(x+y) =xx+xy+yx+yy = |x|* + |y|*> + 2Re(xy)

ly—xI?= (@ —-x)(y —x) =yy — yx —xy + xx = |x|* + |y|*> — 2Re(xy)
lx + 1> + |y — x1? = [Ix]® + |y|* + 2Re(x})] + [|x|* + |y|* — 2Re(x¥)] = 2(|x|* + |y|*)

Muzeme rici, Ze jsme diky tomuto pivodni vztah dokazali, jelikoz vektor x,y predstavuji
dané strany ptivodniho rovnobézniku. Vztah tak plati.

4.3.3 Thaletova véta
V libovolné kruznici k jsou vSechny obvodové thly AVB nad jejim priimérem AB pravé
(I12AVB| = 90°).

Diikaz

Uvedu tfi mozné dikazy Thaletovy véty stim, Ze prvni bude svyuZitim obracené
Pythagorovy véty, druhy a treti bude s vyuzitim kolmosti vektorti v Gaussové roviné (viz
kapitola 3). V obou diikazech budu pracovat s kruznici k a vhodné umisténymi body a, v, b
(viz Obr. 4.5) tak, Ze stied kruznice k bude umistén v bodu s = (0,0). Dale body a, b budou
leZet na prusecicich kruznice a realné osy, jedna se o body a = (—r,0),b = (r,0) abod v =
(r-cosq,r-sing).

Obr. 4.5 Thaletova kruznice
1. varianta dikazu (obracena Pythagorova véta)

Zavedeme sivektory x,y,kdex = v — b,y = v — a. Souradnice téchto vektori tedy jsou x =
(r-cose,r-singp) — (r,0) = (r(cosp — 1),r - sin ),

y=(r-cose,r-sinp)—(—r,0) = (r(cose + 1),r-sing). Dile mizZeme psat velikost
téchto vektord |x|? =1%(cosp — 1)? + 12 (sing)?, |y|> = r?(cos ¢ + 1)? + 1% - (sinp)?.
Nyni velikosti seCteme a nasledné upravime:

|x]2 + |y|? = r?(cosp — 1)? + 12 - (sinp)? + r2(cosp + 1)? + r? - (sinp)? =

-47 -



= 2r2(cos @)? + 2r? + 2r% - (sinp)? = 4r2. Stejnou velikost m4 také vektor ¢ = b —a,

tedy c¢=(r0)—(-r,0)=2r0)>|c|=(2r)2+ 02> |c|? = (2r)%.  Zodvozené
rovnosti |x|% + |y|? = |c|? podle prevracené Pythagorovy véty plati, Ze trojahelnik AVB
(pro kazdé V) je pravouhly, s pravym thlem pii vrcholu V.

2. varianta dikazu (kolmost vektort)

Vrcholy trojihelniku AVB jsou v Gaussové roviné body a = (—7,0),b=(r,0),
v=(r-cosq,r-sing). Zavedeme si vektory x,y, kde x = v —a,y = v — b. Souradnice
téchto vektort jsou x=(r-cosq@,r-sing) —(r,0) = (r(cosep — 1),r - sin @),
y=(@-cose,r sing)—(—r,0) = (r(cosp + 1),r -singp). Nyni pouZijeme podminku
pro kolmost dvou vektorli v Gaussové roviné, tedy upravime vyraz xy + xy, a pokud bude
roven 0 plati, Ze vektory jsou kolmé. PouZijeme rovnost 1.1h xy + Xy = 2Re(xy), vyjadiime
si tedy soucin xy.

xy = (r(cosep —1),r-sin@)(r(cos¢p + 1), —r - sinp)
Pro redlnou ¢ast uvedeného soucinu plati:
r2(cos@ + 1)(cosp — 1) + r? - (sinp)? = r2((cos )% + (sinp)? —1) =0

JelikoZ dany vztah vySel roven 0 jsou vektory x, y kolmé, a tedy u vrcholu V je pravy thel,
coz dokazuje tvrzeni Thaletovy véty.

3. varianta diikazu (kolmost vektorti)

Mame kruznici k, kterou lze ur¢it rovnici (x — s)(x — 5) = r2, pfi¢emz tato kruZnice ma
stted v bodé s = (0,0) tedy kruznice k je uréena rovnici xx = r2. Kruznici k nalezi body a =
(—7,0) = a,b = (r,0) = b. Opét pouzijeme vztah pro kolmost vektorti.

(x—a)(f—l_))+(f—d)(x—b)=x9?—xl_)—fa+al_)+xf—xd—fb+c_lb=
= 2xX + 2ab —x(a+b) —xk(a+b) = 2xx + 2ab — (x + X)(a + b)

Uvédomime si, Ze body a, b mliZeme ztotoznit s redlnymi Cislya = —r,b = r.
2xx+2ab— (x+xX)(a+b)=2r>—-2r>—(x+x)-0=0

A takto jsme opét dokazali platnost Thaletovy véty, jelikoz dané vektory jsou na sebe kolmé.
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7 v

Zaver

V prvni radé si v navaznosti na uvod zodpovime kladené otazky, které jsem si ohledné
tohoto tématu zadala v prvnim vyty€eném cili. Jsou komplexni ¢isla v analytické geometrii
pro vypocet vyhodnéjsi, neZz Cisla redlna? A je tomu tak vzdy? Vjakych pripadech nam
mohou komplexnf ¢isla urychlit postup vypoctu a v jakych ptipadech nam rychlost postupu
nezméni? Z uvedenych priklada v praktické ¢asti a k nim pripojenych porovnani, mizeme
fici, Ze vyuziti komplexnich ¢isel vypocet urychlit miZe, pokud pouzivime jejich specifické
vlastnosti (pouZiti vzorcl z podkapitoly 1.1). Pokud by se tyto vztahy pro ipravu kone¢ného
vyrazu nepouzili, da se rici, Ze v tom pripadé by vypocet s pouzitim komplexnich cisel byl
zadanych problémi. Obé tyto vize byly splnény v praktické Casti, kde je kazdé z nich
vénovana samostatna podkapitola - vyjadreni priseciku dvou riznobéznych primek a
dliikazy geometrickych vét. K ¢asti vénované vyjadrovani vysledku v urcitém tvaru jsem
vzdy priradila ukazkové ptiklady, které slouZily jako dalsi podklad pro vyhodnoceni cile
prvniho. V posledni podkapitole praktické c¢asti jsem zamérné uvadéla dikazy
z planimetrie, které jsem reSila pomoci nastrojl jako jsou komplexni c¢isla a analyticka
geometrie, z divodu ukazky jiného reSeni a pohledu na tyto typy vét a jejich mozné
dokazovani. U vSech tloh z této ¢asti jsem vyuzila jako podklad poznatky z teoretické ¢asti.
Véty - o uhloptickach rovnobézniku a Thaletova, by mohly byt urcité zakomponovany do
vyuky na stfedni Skole, jako propojeni téchto tfi témat - planimetrie, komplexni ¢isla a
analyticka geometrie.

V prvni kapitole jsem se zamérila na zavedeni zakladnich informaci o komplexnich ¢islech.
Vjednotlivych ¢astech se zaméruji na samotnou definici komplexniho ¢isla, nasledné
algebraicky tvar komplexniho ¢isla a ¢islo komplexné sdruzené. V této podkapitole jsou také
uvedeny vztahy s dikazy, které jsou nasledné vyuzivany v dal$ich ¢astech prace. Aby bylo
témata mozné propojit, bylo nezbytné uvést také grafické znazornéni komplexniho ¢isla.
Posledni ¢ast prvni kapitoly je vénovana jejich goniometrickému tvaru a jeho platnosti pro
vSechny kvadranty Gaussovy roviny. Druha kapitola uvedena v teoretické ¢asti se nazyva
Analytickd geometrie roviny. Jsou zde zavedeny souradnice bodu, se kterymi je tizce spjat
souradnicovy systém, dale vzdalenost bodi a orientovana tusecka. Na tyto zminéna témata
navazuji vektory a dale je kapitola rozSifena o primku v roviné a kruznici. Ve zmitiované
kapitole je velké mnozstvi obrazka pro lepsi nazornost. Posledni kapitola teoretické ¢asti je
vénovana propojeni obou predeslych témat. Tato ¢ast nazvana Geometrické Gtvary v roviné
a Gaussoveé roviné je koncipovana uz lehce do takové podoby, aby Ctenar vidél rozdily ve
vyjadreni stejného geometrického utvaru ve dvou riiznych rovinach. Pti zadavani idajt ke
kazdému tutvaru jsem pristupovala tak, aby vychozi informace byly stejné a pomoci
vyjadrovani v dané ciselné mnoziné se dostanu ke konetnému tvaru pro dany geometricky
utvar. Pricemz u realnych cisel odkazuji na predeSlou kapitolu Analytickd geometrie
vroviné a zde uvadim vysledné tvary pro tuto mnozinu cisel. JelikoZ se jedna stale o cast
teoretickou, neuvadim zde Zadna porovnani vysledki.

Cela ¢tvrta kapitola je vénovana praktické ¢asti. Prvni ¢ast - priklady, pfimo navazuje na

v viev

vvev

priseciku dvou rliznobézek, byla zakomponovana jako jeden z dalSich podkladd pro
zodpovézeni mych otazek v tomto tématu. U jednotlivych vyslednych vyjadieni se nachazi
porovnani, zda se ve vyrazech nachazi ptipadna analogie, i nikoliv a ukazkové priklady pro
urceni, zda je vyuziti komplexnich ¢isel vyhodnéjsi. V posledni ¢asti - Dtikazy geometrickych
vét, kde je zakomponovana myslenka vyuziti obou téchto témat. VSechny tri diikazy se
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opiraji o teoretickou cast. U kazdého dlikazu je také uveden obrazek, pro lepsi predstavu o
jednotlivych oznacenich v reSeném problému.

Prace by bylo mozZzné dale rozsifit o téma odchylky ptfimek a vzdalenost vybranych
geometrickych utvard. Také by bylo mozné pridat téma kuzelosecek.

-50 -



Bibliografie

[1] CHARVAT, ]. Analytickd geometrie pro sti‘edni skoly: linedrni titvary v roviné. Prvni vydan.
FrantiSek Janecek. Praha: Jednota Ceskych matematiki a fyzikd, 1995. ISBN 80-7015-504-
3.

[2] CHEN,H. Geometry in the complex plane. UNC Awards Banquet, 2016. Dostupné z:
https://uncmathcontest.files.wordpress.com/2016/04 /complexbash.pdf

[3] KOCANDRLE, M. Matematika pro gymndzia: analytickd geometrie. Prvni vydani. Praha:
Prometheus, 1995. Ucebnice pro stfedni Skoly. ISBN 80-7196-120-5.

[4] MACHAIN, R. Planimetrie s vyuZitim komplexnich souradnic [online]. Brno, 2010 [cit.
2023-03-11]. Dostupné z: https://is.muni.cz/th/g09wt/0diplomka.pdf. Diplomova prace.
Ptirodovédecka fakulta Masarykovy univerzity. Vedouci prace Prof. RNDr. Josef Janyska,
DSc.

[5] POLAK,]. Diikazy v planimetrii uZitim komplexnich ¢isel. Fakulta aplikovanych véd ZCU
v Plzni,2021. Dostupné z: https://mfi.upol.cz/files/30/3004/mfi 3004 241 251.pdf

[6] SILAROVA, L.Komplexni ¢isla ve vyuce matematiky na stiedni Skole s vyuZitim
internetu [online]. Praha, 2006 [cit. 2023-04-22]. Dostupné VA
https://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/silarova/index.html. Diplomova prace.
Matematicko-fyzikalni fakulta, Univerzita Karlova v Praze. Vedouci prace RNDr. Jarmila
Robovj, CSc.

-51-


https://mfi.upol.cz/files/30/3004/mfi_3004_241_251.pdf

