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1 UVOD

Tato prace se zabyva detailnéjSim rozborem vztahu matematiky a hudby. Prestoze
pro mnoho lidi tyto dva obory spolu viibec nesouviseji, ve skutecnosti maji mnoho spolec-
ného. Prace je zamérena zejména na rtzné typy ladéni v hudbé.

Diplomovéa prace mé tti zakladni cile. Prvnim je pochopit a matematicky popsat nékolik
zékladnich druhti ladéni, kterd se nejvice pouzivala nebo stale pouzivaji. UkédZze matema-
ticky popis téchto ladéni, tedy zptisob, jakym jsou urcovany poméry frekvenci intervali,
¢imz se praveé jednotlivé typy ladéni zejména lisi. Zamérena je pak zejména na ladéni py-
thagorejské, které patii do skupiny tzv. pfirozenych ladéni, a rovnomérné temperované,
které se nejcastéji pouziva v soucasnosti.

Dalsim cilem je naucit se vytvaret tény v softwaru MATLAB. Tyto znalosti pak vyuzit
ke konstrukci toni a souzvukt, aby si ¢tenal mohl nékteré zakonitosti a tvrzeni uvedena
v této praci ovérit, dale pak vyuzit algoritmus diskrétni Fourierovy transformace k zjisto-
vani frekven¢niho spektra zvuki. Déle bylo vytvoreno nékolik testovacich souzvukt, které
pak byly pouzity na vyzkum rozdilu mezi pythagorejskym a rovnomérné temperovanym
ladénim.

Praveé tento vyzkum je poslednim cilem diplomové prace. Dle teoretickych predpokladi
by pythagorejské ladéni mélo znit lidskému uchu cistéji, tedy konsonantnéji, nez ladéni
rovnomérné temperované. Vytvorené souzvuky mély frekvence vypocitané dle téchto dvou
typta ladéni, tyto testovaci souzvuky pak byly pustény skupiné hudebnikii a nehudebnikt
a na zakladé jejich poslechu a odpovédi na jednoduchy dotaznik bylo cilem zjistit, zda
Ize slySet rozdil mezi témito ladénimi a zejména které zni 1épe, tedy jestli plati teoretické
predpoklady. Jinymi slovy otestovat hypotézu, ze rozdil mezi ladénimi je slySitelny a zjistit,

zda souzvuk s frekvencemi dle pythagorejského ladéni zni libozvucnéji.



2 MATEMATIKA A HUDBA

V této kapitole je uvedeno nékolik prikladi, kde lze v hudbé nalézt matematiku, jak

lze popisovat hudbu pomoci matematiky, jak je hudba s matematikou propojena.

2.1 Notovy zapis

Nejvyraznéjsi souvislost matematiky a hudby mutzeme spatiit jiz v samotnych notovych
zapisech. Mala ¢isla napsana pod sebou na zacatku notové osnovy nam udavaji, jestli je
takt ctyrctvrtovy - 4:4, tiictvrfovy - 3:4, Sestiosminovy 6:8, apod. A také doby — celé
noty, pilové, étvrfové, osminové, Sestnactinové. Je to podobné zlomktm. Nékolik not rtizné
délky tvofi jednu dobu a nékolik dob jeden takt, tak jako nékolik rtiznych zlomkd tvori
jeden celek. Noty rizné délky se pfi daném rytmu musi umistit do konkrétniho taktu.
To pripomina hledani spole¢ného jmenovatele v matematice. Ackoliv se nam to nezda,
skladatel se ptfi komponovani musi drzet ptisné struktury notového zapisu. Tak se kazdy
skladatel na chvili stava matematikem.

Dnes existuji rtizné softwary umoznujici sazbu not a notovych osnov. Jednim z nich
je sazecsky systém TEX s balikem maker MusixTex , ktery umoznuje sazbu not a ktery
vytvoril Daniel Taupin z Universite de Paris Sud a Orsay. Tento zptisob sazby méa urcité
dost nevyhod, naptiklad to, Ze je pomérné pracny, ale ma také hodné vyhod oproti jinym
grafickym editorim. Kupfikladu lze pomoci TEXu vysazet opravdu cokoliv kamkoliv a vy-
sledek vypadé lépe nez u ostatnich softwarti pro psani a editaci not (naptiklad MIDIcomp,
NoteWorthy, MusicEase, apod.) [10].

Nyni si ukazeme, jak takové kédovani notovych osnov vypada. Vezmeme si naptiklad
prvni dva takty sonaty od W. A. Mozarta KV-545 (C dur). Na Obrazku 1 vidime, jak

vypada dana notova osnova po vysazeni v TEXu. A zde je zdrojovy kdd:

\begin{music}

\intrumentnumber{1} % urcuje poclet nastroji
\setnamel{Piano} % ndzev nastroje
\setstaffs1{2} 7 pocet

\generalmeter{\meterfrac44} 7, Ctyictvrtovy takt



Obr. 1: Prvni dva takty sonaty KV-545
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\startextract 7% zaclatek zdpisu samotnjch not

\notes \ibuOf0 \qbO{cge} \tbuO \gqbOg | \hl j \n

\notes \ibuOf0 \gbO{cge} \tbuO \gbOg | \ql 1 \sk \gql n \en
\bar 7% zacatek dalSiho taktu

\notes \ibuOf0 \qbO{dgf}|\glp i \en

\notes \tbuO \gbOg \ibbl1j3 \gblj \tbll \gblk \en

\notes \ibuOf0 \gbo{cge} \tbuO \gbOg [\hl j \n
\zendextract

\end{music}

Kde jednotlivé prikazy pro zapis not znamenaji nasledujici:

\ibuOf0 znadi zaCatek praporku, ktery je umistén na trovni noty F a mé sklon 0 (je
vodorovny )

\tbu0 oznamuje ukonceni praporku po druhé noté G

gbo{cge} oznacuje prislusnost ¢tvrfovych not C, G a E k praporku

\gbOg oznacuje piislusnost druhé noty G k praporku

\qlp je ¢tvrfova nota s teckou

\sk zarovnava druhou ¢ast not pro pravou ruku v prvnim taktu pod noty pro levou ruku
\ibbl1j3 zacina dvojity praporek na trovni noty C se sklonem 15%

\h1 resp. \ql znaci ptlovou resp. ¢tvrtovou notu s nozi¢kou dolu

Pismena ,,j*, ,1“ ¢i ,n“ oznacuji tény nad H1, tedy ,,j* znaci C2, ,k* je E2 a ,n“ znamena
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G2.

Znak | oddéluje v daném taktu notovy zapis pro pravou a levou ruku.

2.2 Fibonacciho ¢isla a zlaty rez

Dale muzeme vidét souvislost matematiky a hudby v tzv. zlatém Tezu, o kterém je
znadmo, ze se vyuzival a vyuziva zejména ve vytvarném umeéni. Lze ho nalézt ale i v hudbé.
Stejné jako Fibonacciho ¢isla, ktera se zlatym fezem souvisi.

Nekteri skladatelé pouzivali pri skladani Fibonacciho ¢isla nebo zlaty fez. Fibonacciho
¢isla tvori nekonecnou posloupnost prirozenych cisel, pro ktera plati, ze jsou souctem dvou
predchozich. Rada vypada takto: 1,1,2,3,5,8,13,... Pokud zvolime misto prvnich dvou
¢lent posloupnosti 1 a 3, dostaneme 1,3,4,7,11, 18,29, ..., coz jsou tzv. Lucasova ¢isla.

Jako zlaty fez (latinsky sectio aurea) se oznac¢uje pomér o hodnoté priblizné 1,618. Zlaty
fez vznikne rozdélenim tsecky na dvé ¢asti tak, ze pomér vétsi ¢asti k mensi je stejny jako

pomér celé usecky k vétsi ¢asti. Hodnota tohoto poméru je rovna iracionalnimu ¢islu

1 3
Y= +2\/_ ~ 1.618033988749894848...

a plati, ze pomér dvou sousednich Fibonacciho ¢isel, se blizi poméru zlatého rezu tim vice,
¢im jsou cisla vyssi.

Dikaz: Predpokladejme, ze

Qp

lim
n—00 (1

=T

kde a, a a,_; jsou sousedni Fibonacciho ¢isla. Dokazme, ze © = ¢. Nejprve rekurentni
vztah Fibonacciho ¢isel a,.1 = a, + a,_1 upravime tak, ze ho vydélime clenem a,. Tim

dostaneme rovnici

an+1 1+ An—1
anp, anp,
A jelikoz pro n — oo plati &L = % m@zeme dosadit do rovnice x = L g 1 — n-1
an An—1 Qn T Qn
Tim ziskame rovnici ve tvaru
1
r=1+—
T

a spocitame koreny
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Druhy koren nemé smysl, jelikoz vsechna ¢isla Fibonacciho posloupnosti jsou kladna

a Ty < 0. Tedy

[13]

Tento pomér se hodné vyuzival, ale i stale vyuziva, zejména ve vytvarném uméni,
v architekture apod.

Jiz nejméné od renesance vyuzivaji zlaty fez umélci ve svych dilech, zejména ve formeé
tzv. zlatého obdélniku, ve kterém se zlaty fez vyskytuje jako pomeér stran. Zlaty fez pry
totiz pilsobi esteticky priznivym dojmem. Pomér zlatého fezu mtzeme také pozorovat
v ptirodé. Ale i v hudbé lze Fibonacciho ¢isla i pomér zlatého fezu nalézt. Uz od 17. stoleti
se tvorba nastroji inspiruje zlatym fezem. Stradivari se pfi konstrukci housli a umisténi
f-otvort fidil timto pomérem. Proto jeho housle maji tak vyjimecny zvuk. I jiné smyccové
nastroje jsou konstruovany tak, ze pomér délky téla nastroje a krku odpovida zlatému
fezu. Analyzou skladeb W. A. Mozarta bylo zjisténo, ze délka skoro vSech jeho skladeb je
rozdélena na dvé ¢asti, presné podle zlatého fezu [4].

Systematické usporadani skladeb ve smyslu ¢asovych tisekii i pomoci Fibonacciho nebo
Lucasovych cisel je celkem béznou praxi. Fibonacciho i Lucasova ¢isla muzeme najit na-
priklad v prvni skladbé z cyklu Uméni fugy (Die Kunst der Fuge) od J. S. Bacha. Celkovy
pocet vstupt je 11, coz je Lucasovo ¢islo. Z téchto 11 vstupii zac¢inaji dva ténem E a ty ur-
¢uji formu skladby. Prvni z nich, vstup ¢islo 8, zacina s 40. taktem z celkovych 78, takze je
to zac¢atek druhé poloviny skladby, druhy vstup (¢islo 9) zacina v taktu 49, ¢imz rozdéluje
skladbu na 48 a 30 taktt neboli 8/13 a 5/13 (celkem se skladba skladé ze 78 taktt, coz je
soucin 13-6). Takovéto souvislosti s Fibonacciho a Lucasovymi ¢isly 1ze najit i ve skladbach

dalsich autori [12]. OvSem pravdépodobné nebylo zjisténo, zda tito autofi vyuzivali tato
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¢isla zamérné doufajic, ze stejné jako ve vytvarném umeéni bude zlaty fez a s nim souvisejici
Fibonacciho a Lucasova ¢isla znit ,estetictéji“, nebo zda tato ¢isla pouzivali zcela ndhodné

a tfeba se jim pouze podvédomeé vice libila.



3 HARMONIE A POMERY FREKVENCI TONU

Nejprve vysvétleme, co je ton a co je zvuk. Zvuk je kazdé mechanické vinéni, které je
schopné vyvolat v lidském uchu sluchovy vjem. Toén je z fyzikalniho hlediska zvuk, ktery
je charakterizovan pravidelnym kmitdnim (na rozdil od hluku) [9].

Pokud zni vice tonii soucasné, jedna se o souzvuk. Jestlize souzvuk zni piijemné, fikame,
Ze je konsonantni, naopak, pokud nezni prijemné, je disonantni. Miru harmonie lze také
urcitym zptisobem spocitat. Existuje vztah mezi konsonanci a disonanci a poméry frekvenci
tont v souzvuku.

Frekvence je velicina, ktera udava pocet cykli periodického déje za ¢asovou jednotku.
Zékladni jednotkou je 1 Hz, coz je jeden cyklus za vtefinu. U zvuki frekvence souvisi s vys-
kou ténu, pro teorii ladéni je to tedy zasadni veli¢ina. Frekvence primo udava vysku pouze
u periodickych zvuki, zatimco u neperiodickych zvuki je souvislost frekvence a vysky

Kdyz zni tén napf. na strunovém nebo dechovém néstroji s urcitou frekvenci v, je
v zasadé periodicky a ma tuto frekvenci. Fourierova teorie fika, Ze tento zvuk mize byt
rozlozen na soucet sinovych vln s riznymi periodami, jejichz frekvence jsou celoc¢iselnymi
nasobky frekvence v. Clen tohoto souctu s frekvenci m - v se nazyva m-t4 harmonicka nebo
(m — 1)-ty alikvotni tén (podtén). Takze naptiklad pfi m = 3 mame 3. harmonickou nebo
2. alikvotni ton.

Alikvotni tény jsou vedlejsi vyssi tény, které pti chvéni struny nebo vzduchového sloupce
zn€ji soucasné s hlavnim téonem — ovsem podstatné slabéji. Vétsinou je ani nevnimame, ale
pro barvu ténu maji velky vyznam [1].

V ukézce 0_10_100_alikvot.wav lze slySet 3 po sobé jdouci tény, které maji stejnou
frekvenci, ale lisi se poc¢tem alikvotnich ténti. Prvni tén je jednoduchy, tedy nema zadné
alikvéty, druhy jich ma 10 a tieti 100.

Na Obrazku 2 lze vidét kiivku ténu bez alikvét, tedy jednoduchou sinusoidu. Kiivka

odpovida tonu, ktery je v MATLABu zadan takto:

£=330;
t=0:1/44100:0.01;
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PK = sin(2%pi*f*t);
mm = max (PK) ;
PK = PK/(3*mm) ;

Hodnoty amplitudy jsou znormovany (vydéleno trojndsobkem maximalni amplitudy), tedy
maximalni amplituda je % ~ 0,333333. Frekvence f je zde rovna 330 Hz a perioda je
T = ﬁ ~ 0,0030303 s. Zatimco na Obrazku 3 je kfivka ténu, kde spolecné se zakladnim
ténem zni jesté 9 alikvotnich. Ten byl vytvoren pomoci MATALBU uzitim niZe uvedenych
prikazi. Tento ton je jednim z tént, které byly pouzity pii vytvareni testovacich souzvuku
pro vyzkum, ktery je soucasti této prace. Zde hodnoty amplitud alikvotnich ténii postupné

exponencialné klesaji. Ovsem amplituda celkového slozeného ténu je opét %

£=330;
t=0:1/44100:0.01;
PK = Oxt;
for i=1:1:10
PK = PK + exp(-0.2%i)*sin(2*pikxf*ix*t);

end
mm = max(PX) ;
PK = PK/(3*mm) ;

Nyni se zabyvejme otézkou, pro¢ dva tony vzdalené o oktavy znéji spolu konsonantné,
zatimco dva tony vzdalené o néco vice nebo o néco méné nez o oktavu disonantné. Jako
ptiklad vezmeme komorni A, jemuz se pfifazuje frekvence 440 Hz [5]. Tén A o oktavu niz
mé 220 Hz. Jak bylo zminéno vysSe, soucasné s ténem o frekvenci 440 Hz znéji alikvotni tény,
jejichz frekvence jsou nasobky zakladni frekvence. Pro 440 Hz dostaneme tedy frekvence
440 Hz, 880 Hz, 1320 Hz, 1760 Hz,... a pro 220 Hz: 220 Hz, 440 Hz, 660 Hz, 880 Hz, 1100 Hz,
1320 Hz,... Pokud bychom frekvenci jednoho ténu trochu zménili, feknéme naptiklad, Ze
zahrajeme tény o frekvencich 445 Hz a 220 Hz, dostaneme tyto nasobky: 445 Hz, 890 Hz,
1390 Hz, 1780 Hz,... a 220 Hz, 440 Hz, 660 Hz, 880 Hz, 1100 Hz, 1320 Hz,... Pfitomnost
komponent 445 Hz a 440 Hz, 890 Hz a 880 Hz atd. zptsobi kostrbaty vjem, které ucho
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Obr. 2: Jednoduchy ton
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Obr. 3: SloZeny tén
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reprezentuje jako disonanci. Diky extrémni konsonanci oktavy, lidsky mozek vniméa dva

tony vzdalené o oktavu témeér jako totozné.
Na Obrazku 4 muzeme vidét frekvenci 220 Hz a jeji celo¢iselné nasobky a dale 440 Hz
a jeji nasobky. Je vidét, ze maji mnoho spoleénych nésobku (¢isla velkym pismem). Zatimco

na Obrazku 5 jsou znazornény frekvence 220 Hz (Cerna ¢isla) a 445 Hz (Seda ¢isla) a jejich
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celociselné nasobky, tedy frekvence jejich alikvotnich tonid. Tady vidime, Ze nemaji zadné

spole¢né nasobky (alespon do frekvence 2225 Hz).

Obr. 4: Nasobky frekvenci 220 Hz a 440 Hz

220 4:10 660 33'0 1100 13I20 1540 17‘60 1980 22IOO

Obr. 5: Nasobky frekvenci 220 Hz a 445 Hz

1 | 1 ] 1 L 1 11 1 L
220 440445 660 3803901100 132013351540 176017801980 22002225

Kostrbaty vjem, ktery vznika u souzvuku téni s frekvencemi 220 a 445 Hz lze vysvétlit
timto zptisobem. Pokud tvofime dvouzvuk, sc¢itdme vlastné dvé sinusoidy. Tedy méame-li
ton o frekvenci a a tén o frekvenci b, souzvuk lze napsat jako sina + sinb, coz mizeme
vyjadrit takto:

a+b b—a

sina + sinb = 2sin coS

2 2

Takze pokud vezmeme souzvuky s frekvencemi jako v predchozim ptikladé, tedy s frek-
vencemi 220 Hz — 440 Hz a 220 Hz — 445 Hz, dle Obrazkt 4 a 5 vidime, ze frekvence
vyssiho ténu v prvnim souzvuku je totozna s frekvenci 2. alikvotniho ténu naleziciho k ténu

nizsitho. Dostavame tedy
sin (27440t) + sin (27440t) = 2 sin (27440t) cos 0 = 2 sin (27440t)

a tyto dva tény tedy tvoii jednoduchou sinusoidu (podobné jako na Obrazku 2), ale

pro souzvuk s frekvencemi 220 Hz a 445 Hz méame
sin (27440t) + sin (2w445t) = 2sin (27442, 5t) cos (272, 5t)

13
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na Obrazku 6. Sinusova funkce mé frekvenci 442,5 Hz a kosinovéa 2,5 Hz. Zatimco uvedeny
sinus ma periodu piiblizné 0,00226 s, kosinus s frekvenci 2,5 Hz kmita mnohem pomaleji, a
to s periodou 0,4 s. Onen kostrbaty vjem je zptisoben pravé tim, ze tén s vnimanou vyskou

442 5 Hz se s touto periodou (0,4 s) zesiluje a zeslabuje.

Obr. 6: Kfivka kmitani souzvuku dvou toni v mirné rozladéné oktavé
2 T T T T T T

plituda
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|

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Cas [g]

V ukazce rozladena oktava.wav jsou dva tény vzdalené o oktavu, které odpovidaji
popisu v predeslych odstavcich (a Obrazkim 4 a 5), kde prvni z nich je ¢ista, tedy
zékladni tony maji frekvenci 220 a 440 Hz a spolu s nimi znéji odpovidajici alikvotni tony.
Druhé oktava je posunutda, tény maji frekvence 220 a 445 Hz a opét spolu s nimi znéji
odpovidajici alikvéty stejné, jako je popsano vyse, a méla by byt znat mirna disonance.
Zatimco v ukézce rozladene alikvoty.wav jsou u druhého souzvuku posunuté alikvéty tak,
ze zékladni frekvence jsou 220 a 440 Hz, ale alikvotni tény maji frekvence, které jsou
nasobky 220 a 445 Hz, a dle predpokladti by tyto tény mély spole¢né znit disonantné.
A nakonec, v ukazce ciste alikvoty.wav zni opét nejprve ¢ista oktava s Cistymi alikvétami
a po ni tony s frekvencemi 220 a 445 Hz, ale s c¢istymi alikvétami, tedy odpovidajicimi
frekvencim 220 a 440 Hz, které, jak jiz bylo fec¢eno, maji mnoho spole¢njch nasobki, proto
by tento souzvuk mél znit také konsonantné, témeér stejné jako souzvuk znéjici pred nim.

Interval ¢isté kvinty odpovida pomeéru frekvenci 3:2. Pokud hrajeme zaroven dva tény,

jejichz frekvence jsou v poméru 3:2, potom tfeti alikvotni tén nizsiho ténu se shoduje
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s druhym podténem vyssiho tonu. Oznac¢me x frekvenci vyssiho ténu a y frekvenci nizsiho
ténu. Potom % = % a 2x = 3y. Tedy dvojnasobek frekvence vyssiho ténu se rovna trojné-
sobku frekvence nizsiho ténu a tyto nasobky jsou alikvotnimi tény. Tony budou mit i dalsi
spole¢né podtony a vyssich frekvencich a budou to spolecné nasobky zakladnich frekvenci.
A stejné jako u oktavy, pokud pomér frekvenci nebude uplné presné 3:2, budeme vnimat
tento souzvuk jako disonantni.

Z téchto poznatku vyplyva, ze takové poméry frekvenci, které jsou tvoreny malymi
¢isly, zni konsonantnéji. To z toho divodu, Ze tyto frekvence maji vice spole¢nych nasobkii,
tj. maji vice spole¢nych podtént.

Z toho lze také odvodit, pro¢ zrovna intervaly jako oktava, kvinta atd. znéji lidskému
uchu nejkonsonantnéji. Clovék totiz jako libozvucné chape ty intervaly, na které je nejvice
zvykly, tedy intervaly nékolika prvnich alikvotnich slozek. Témito intervaly jsou oktava,
kvinta, dale velkd a malé tercie, kvarta. Navic plati, ze kdyz slySime dva tony vzdalené
o oktavu, zni to jakoby tyto tony splyvaly. Méné splyvaji tény v kvinté, jesté méné v velké
tercii atd. [6].

Pro lepsi predstavu, proc¢ plati tvrzeni v predeslém odstavci, je zde uvedena Tabulka 1.
V ni jsou vypocteny frekvence ténu ve dvou po sobé jdoucich oktavach. Alikvéty maji
frekvence, které jsou nasobky zakladniho ténu. Pouzili jsme frekvence didymického ladéni
(viz kapitola 4.2 Pfirozena ladéni), které ma ze vSech déle uvedenych ladéni frekvence
vyjadiené nejmensimi ¢isly. Za zakladni ton jsme zvolili ton C1 a priradili jsme mu frekvenci
1. Pokud hledame celo¢iselné nasobky zékladni frekvence (tedy frekvence alikvotnich ténu),
vidime, Ze se nachazeji ve vzdalenosti jedné oktavy od zakladniho ténu, dalsi je o kvintu
vyse a nasledujici je o velkou tercii vys nad predeslym alikvotnim ténem (tedy v poslednim
sloupci tabulky hleddme jednoduse celé ¢isla). Proto pravé tyto intervaly zni lidskému uchu

nejkonsonantnéji. Vyskytuji se mezi alikvotnimi tény nejcastéji.
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Tabulka 1: Vypocéty frekvenci alikvot
‘ Krok ‘ Tén | Vypocet ‘ Frekvence ‘

1. C1 1:1 1

2. D1 9:8 1,125

3. E1l 5:4 1,25

4. F1 4:3 1,333

5. | @1 3:92 15

6. Al 5:3 1,667

7. H1 15:8 1,875

8. C2 2:1 2

9. D2 18:8 2,25

10. E2 10: 4 2,5

11. F2 8:3 2,667

12. G2 6:2 3

13. A2 10:3 3,333

14. H2 30:8 3,75

15. C3 4:1 4
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4 LADENI

Ladéni stanovuje presné vzdalenosti jednotlivych tént v hudebni stupnici a tim ur-
cuje frekvence jednotlivych tonti a poméry mezi nimi. V nasledujicich kapitolach popiseme
nékolik nejznaméjsich typt ladéni, ktera se v pribéhu hudebni historie pouzivala.

Ton ma ctyri zakladni vlastnosti. Hlasitost, délku, barvu, vysku, ktera je podstatou
ladéni. Pokud jde o vysku ténu, lze rozlisit vysku absolutni a relativni. Absolutni vyska
souvisi zejména s frekvenci zékladniho ténu (frekvence alikvotnich ténd na vysku vliv
nemaji) udana napiiklad v jednotkach Hz, relativni udava pomér frekvenci dvou ténu,

tj. pomeér tént v ur¢itém intervalu [9].

4.1 Prepocet na vzdalenosti tonu v centech

Nyni vysvétlime systém centd pro méfeni pomeéru frekvenci, ktery poprvé predstavil
Alexandr Ellis kolem roku 1875 [1].

V hudbé se pridavani intervalil vyznacuje nasobenim poméru frekvenci. Takze napri-
klad, kdyz vezmeme interval ¢isté kvinty s pomérem frekvenci 3:2 a chceme spocitat frek-
venci kvinty a oktavu vys, dostaneme (3 : 2)- (2 : 1) = 6 : 2 atd. Jinymi slovy nase
chapani vzdalenosti v hudbé mezi dvéma tény je logaritmické a pouzivaji se geometrické
posloupnosti, nikoliv aritmetické.

Abychom prepocetli pomér frekvenci r na pocet centti n, pouzijeme vztah:

1200 1In (r
n = 1200 10g2 (T) = W)()

Naopak pomér frekvenci r, pokud zndme pocet centii (n), ziskdme nasledovné [1]:

r= 2(n/1200)

Vypoctem vzdalenosti dvou tont z relativni frekvence téchto ténti na centy pomoci loga-
ritmi ziskdme aritmetickou posloupnost a v centech se frekvence klasicky sc¢itaji. V dnesnim
rovnomérné temperovaném ladéni (Kapitola 4.3.2 Rovnomérné temperovana ladéni), které
je zalozeno na tom, ze vzdalenost mezi vSemi piltény je stejna, je vzdalenost mezi dvéma

celymi tény 200 centl a mezi ptltony 100 centii. Tedy oktava, ktera je tvorena 12 ptltony,
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ma velikost 1200 centi. A opravdu jde o klasické s¢itani neboli aritmetickou posloupnost.
Pro prechod mezi s¢itanim a nasobenim slouzi prave logaritmy.

Vezmeme-li jako priklad kvintu, ktera ma v pythagorejském ladéni frekvenci 3:2 a v 12-
tonové stupnici se sklada ze 7 pultont, pak vzdalenost dvou ténii v centech, mezi nimiz je

pravé interval kvinty, vypocteme jako
1200 - log, (3 : 2) ~ 701,955 centt

a naopak, pokud bychom védéli, ze dva tény jsou vzdalené o priblizné 701,955 centti, jejich

pomér frekvenci bychom zjistili takto

2701,955/1200 ~ 17 5
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4.2 Prirozena ladéni

Jako prirozend neboli ¢ista ladéni se oznacuji takova ladéni vyuzivajici pouze tény,
jejichz frekvence jsou ve vzajemnych pomérech vyjadiitelnych celymi ¢isly.

V pripadé pouziti ¢istych ladénich maji intervaly prirozenou velikost, danou pomérem
celych cisel. Tato ladéni maji ale i své nevyhody, které fakticky znemoznuji jejich pou-
ziti v bézné soucasné evropské hudbé. Pii pouziti omezeného poctu téni se v systému
ladéni objevuji necisté, nelibozvucné intervaly. Piresné frekvence jednotlivych tont se navic
v riznych stupnicich u cistych ladéni lisi. P¥i pfechodu do jiné téniny znéji proto né-
které intervaly rozladéné, Cista ladéni jsou tedy pro slozitéjsi hudbu, vyuzivajici modulaci,
prakticky nevyuzitelna (dokédzano vypoc¢tem na konci kapitoly 4.2.1 Pythagorejské ladéni).
V distych ladénich také neni mozna enharmonickd zdmeéna vétsiny téna (napiiklad Cis neni
Des, tedy pokud piijdeme z C o pultéon nahoru nedostaneme se do uplné stejného ténu,
jako kdybychom §li z D o pultén dolit). Enharmonickd zaména je tedy ignorovani téchto
rozdil tim, Ze se z téchto dvou tént vybereme vzdy tu frekvenci, ktera vyjadiena men-
simi ¢isly, a tu pak pouzivame pro oba dva tény. Pokud toto provedeme u cistych ladéni,
vznikaji pak potiZze a disonantni intervaly pifi modulacich. Toto ptisobi také problémy pii

konstrukei a ladéni nastroji s pevnymi vyskami tént [9].

4.2.1 Pythagorejské ladéni

Zhruba do poloviny 15. stoleti se na klavesovych nastrojich uzivalo tzv. pythagorejské
ladéni.

Oktava je v podstaté matematicky interval, tj. mnozina s nekonecné mnoha prvky
(mnoZina nekoneéné mnoha tént). V ladéni jde o to, jak oktavu vyplnit koneénym poctem
tont. To lze udélat napt. jednim z téchto zptsobti: bud mizeme délit oktavovy prostor li-
bovolnym poctem krokti, nebo zvolime harmonicky zlomek a nechat ho generovat postupné
nové tény [2].

Pythagoras pouzil druhou metodu. Pti této metodeé se zvoli prvotni harmonicky interval
jako stavebni kamen pro tvorbu kone¢ného poctu téni v ramci oktavy. Vysledek bude stup-
nice. V pythagorejském systému je touto entitou interval, ktery se nachazi v harmonické

hierarchii hned po oktaveé - ¢ista kvinta.
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P1i pythagorejském ladéni se tedy uziva k odvozovani vsSech ténii oktava s poméry

frekvenci 2:1 a kvinta s 3:2.

Pythagorejsky kruh a pythagorejské koma

Pythagorejsky neboli kvintovy kruh je postup, jakym se odvozuji pomeéry frekvenci
pri pythagorejském ladéni. Postupné odvozujeme tyto poméry a posouvame se po oktavach,
kde pomér frekvenci tént je 2:1 a po ¢éistych kvintach s pomérem frekvenci 3:2 [1].

Ma-li zakladni tén relativni frekvenci 1, méa o kvintu vyssi ton frekvenci 3:2. Tén o dalsi
kvintu vyssi ma frekvenci (3 : 2) - (3 :2) = 9 : 4. Tén o kvintu nizsi nez zékladni tén ma
frekvenci 2:3, tén o dalsi kvintu nizsi ma frekvenci (2:3)-(2:3) =4:9, atd.

Nyni si ukdazeme cely postup, jak odvodime pomeéry frekvenci naptiklad v C dur. Za za-
kladni tén vezmeme tén C1. Dale pokracujeme doprava do ténu G1 - 3:2, poté jesté o kvintu
vySe a dostaneme se do ténu D2 (9:4). Pokud se vratime o oktédvu niz, méme frekvenci
dalsiho ténu v C dur — D1, tedy (9 :4)-(1:2) =9 : 8 Posunem o kvintu vys ziskdme
frekvenci pro ton Al. Dalsimi kvintovymi a oktavovymi kroky nahoru a doli pak ziskame
vSechny tény durové stupnice.

Timto postupem ziskame frekvenci pro ton F1 a dalsi tony, které jsou ale vyjadieny
v pomérech frekvenci velkych ¢isel (pro F1 177147:131072). Jak jiz bylo Fe¢eno, souzvuk zni
tim konsonantnéji, ¢im mensi je pomeér frekvenci téni v souzvuku. Pokud se ale posuneme
po kvintovém kruhu na druhou stranu nez doposud, ziskdme tak frekvenci 4:3 pro ¢istou
kvartu. Rozdil mezi touto frekvenci a frekvenci ziskanou posouvanim se po pythagorejském

kruhu doprava (po sméru hodinovych ruci¢ek) tvori tzv. pythagorejské koma:

177147 4 3 31 302
3107203 = 32 or = gm ~ 1,013643265

A po prepoctu do centtt dostaneme

312
1200 - log, (ﬁ) ~ 23,46 centl
Posouvanim se po pythagorejském kruhu stale stejnym smérem sice ziskame vsechny
ostatni potfebné poméry frekvenci v intervalech jak pro durovou, tak pro mollovou stupnici,
ale tyto pomeéry jsou také vyjadrené ptilis velkymi cisly. Postup po sméru hodinovych
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rucicek tedy ukonc¢ime u ténu H1 a zménime smér proti sméru hodinovych rucicek. Pokud
bychom pokracovali i po odvozeni F1 stale doprava, az bychom se vratili do poc¢atec¢niho
tonu C1, ziskali bychom misto ptivodniho poméru frekvenci 1:1 pomeér g%, coz je velikost
pythagorejského komatu.

V Tabulce 2 je popsan cely postup odvozeni pomért frekvenci vSech ténu resp. inter-
valit durové i mollové stupnice pomoci algoritmu pythagorejského kruhu, kde je vidét, ze
pomoci 12 kvint jdoucich po sobé lze odvodit frekvence v intervalech stupnice. Mocniny
pomeéru (1:2) urcuji, o kolik oktav se musime vratit zpét, abychom dostali frekvence inter-
valil se zakladnim ténem C1. Vétsina postupi je ukazovana na zakladni stupnici C dur, ale
pomoci pythagorejského kruhu lze odvodit frekvence i ve stupnicich mollovych, jsou zde
dopocitany i frekvence pro mollové intervaly, konkrétné pro jednoduchost C moll, ktera ma
stejny zakladni tén jako C dur. Rozdil mezi durovou a mollovou stupnici je ten, ze nékteré
intervaly v durové stupnici jsou nahrazeny intervaly mollovymi. Napriklad misto durové
velké tercie (¢tyfi pultény) se pouzivd mollova malé tercie, ktera je tvofena tfemi ptl-
tony, velkd sexta (9 pulténi) je nahrazena malou sextou (8 pilténi) a také velkd septima
(11 paltént) je nahrazena malou septimou (10 pultént). V zévorkach za nové ziskanymi
tény (s kiizky ¢i bécky) jsou v tabulce tény, které by mély byt vzajemné zaménné (tedy
pii pouzivani dvanactiténové stupnice).

V Tabulce 3 jsou vypocteny frekvence pro tén F — ¢ista kvarta — a dalsi tény durové
a mollové stupnice postupem na opac¢nou stranu. To provedeme tak, ze tentokrat zvolime
za zakladni ton C8 a posouvame se po kvintach naopak doli. To nam stac¢i pouze do ténu
Des, protoze pro dalsi tony se jiz v pythagorejském ladéni pouzivaji frekvence ziskané
v prvni tabulce. To proto, ze kdybychom pokracovali stale stejnym smérem i za tén Des,
ziskali bychom frekvence vyjadiené vétsimi ¢isly, nez frekvence vzniklé opa¢nym postupem.

V Tabulce 4 jsou uvedeny pomeéry frekvenci vSech intervalii durové stupnice.

Obrazek 7 predstavuje schéma pythagorejského kruhu.

Mezi nékterymi tény, naptiklad mezi tony Es a Dis, vznikne diky tomuto postupnému
skladani velmi mala vzdalenost. Tyto tony by mély byt totozné, tedy i jejich frekvence
by mély byt uplné stejné. Avsak tomu tak neni a mezi frekvencemi je maly rozdil. To je

zpusobeno tim, zZe se pro odvozeni frekvenci pouziva pouze frekvence ¢isté kvinty a oktavy.
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Tabulka 2: Pythagorejsky kruh po sméru hodinovych rucicéek

‘ Kvinta ‘ Novy ton ‘ Interval ‘ Frekvence
CL GL G1 kvinta (3:20 =32
G1-D2 D1 velka sekunda (3:2)2-(1:2)=9:8
D2-A2 Al velka sexta (3:2)3-(1:2)=27:16
A2-E3 E1l velka tercie (3:2)4-(1:2)>=81:64
E3-H3 H1 velka septima (3:2)°(1:2)%=243:128
H3-Fis4 | Fisl (Gesl) | zvetSena kvarta (3:2)5-(1:2)*=729:256
Fisd-Cis5 | Cisl (Desl) | mald sekunda (3:2)7-(1:2)°=2187:2048
Cish-Gish | Gisl (Asl) malé sexta (3:2)%-(1:2)% = 26561 : 4096
Gish-Dis6 | Disl (Esl) mal4 tercie (3:2)%-(1:2)% =19683: 16384
Dis6-Ais6 | Aisl (B1) | mald septima | (3:2)1(1:2)%= 59049 : 32768
Ais6-F7 F1 kvarta (3:2)11.(1:2)7 = 177147 : 131072
F7-C8 02 oktava (3:2)12.(1:2)7 = 531441 : 131072

Tabulka 3: Pythagorejsky kruh proti sméru hodinovych ruéi¢ek

‘ Kvinta ‘ Novy ton ‘ Interval ‘ Frekvence ‘
C8-F7 F1 kvarta 2: 1) (2:3)'=4:3
F7-B6 B1 (Aisl) | mald septima | (2:1)?2-(2:3)>=16:9
B6-Es6 | Esl (Disl) | mala tercie (2:1)%-(2:3)3=32:27

Es6-Ash | Asl (Gisl) | mald sexta | (2:1)%-(2:3)*=128:81
AsbH-Desb | Desl (Cisl) | mala sekunda | (2:1)%-(2:3)% = 256 : 243

Tabulka 4: Poméry frekvenci tona vSech intervala oktavy

‘ Interval ‘ Ton ‘ Pomér frekvenci ‘
prima C 1:1
velka sekunda | D 9:8
malé tercie Es 32:27
velka tercie E 81:64
cista kvarta F 4:3
¢ista kvinta G 3:2
malé sexta As 128:81
velka sexta A 27:16
mala septima B 16:9
velkéd septima H 243:128
oktava C 2:1
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Obr. 7: Pythagorejsky kruh

1:1
4:3 3:2
C
F G
16:0 9:8
Bb D
22:97 Eb A 27:18
128:81 jﬂ E
G 81:64
6561:4096 o1 B
F
2187:2048 243:128
720:512

Tento rozdil, tedy vzdalenost mezi tény Es a Dis je pythagorejské koma. Frekvence tonu
Es je vyjadfenapomérem 32 : 7 = 2° : 3% afrekvence ténu Dis pomérem 19683 : 16384 =
= 3% : 2 a tyto frekvence vzniknou pohybem po pythagorejském kruhu dvéma rfiznymi
smeéry. Pro frekvence tént Es a Dis pouzivame v dvanactiténové stupnici jedno ¢islo. Zvo-
lime tu frekvenci, kterd je vyjadfena mensimi ¢isly, v tomto ptipadé tedy prvni pomér (Es)
a budeme ho pouzivat pro oba tény, které jsou jiz totozné, a dojde tim k enharmonické
zadméné [1].

Frekvence tonu v ukazce es_dis.wav jsou odvozeny od zakladniho téonu C, kterému byla
prifazena frekvence 260 Hz. Frekvence tonu Es je tedy 260 - % = 308,15 Hz a tén Dis
ma frekvenci 260 - % = 312,35 Hz. Rozdil mezi nimi je pfiblizné 4,2 Hz (asi 1,35%
z frekvence Dis), coZ je pro lidské ucho pomérné snadno rozpoznatelny rozdil, ktery by
pfi modulacich do vzdalenéjsich ténin piuisobil problémy (viz ptiklad v zavéru této kapitoly
a ukazka tercie.wav).

Vzdalenost 12 kvint a 7 oktav jsou stejné (12 kvint je tvofeno 12 - 7 ptltény). Ovsem
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pii vypoctu frekvenci téchto intervalt podle pythagorejského ladéni zjistime, Ze Gplné stejné
nejsou, jsou ale téméf totozné. Jinymi slovy, pythagorejské ladéni je zalozeno na faktu, ze
(2)" ~ 27 neboli 219 ~ 312, tedy 524288 ~ 531441, co# znamena, 7e kdy? se posuneme o 12
kvint nahoru a pak 7 oktav doli, dostaneme se téméf do stejného mista, kde jsme zacali.
Velikost pythagorejského komatu je (%)12 127 =312: 21 ~ 1,01364 coz je neceld ¢tvrtina
piltéonu. Toto koma je dusledkem faktu, Ze mocniny ¢isla 2 a ¢isla 3 se nikdy nesejdou,
tzn. nemaji spoleény nasobek, nebof mocniny ¢isla 2 jsou vzdy sudé a mocniny ¢isla 3 jsou
vzdy liché.

Pythagorejské koma mutizeme pozorovat posouvanim se i po jinych intervalech nez

po cisté kvinté. Napriklad kdybychom se misto kvinty posouvali po sekundach, vidime,

ze Sest velkych sekund by mély mit stejnou vzdalenost jako 1 oktava. Tedy ze

(9)6 12

Déle napiiklad ¢tyfi velké sexty by mély byt totozné se tfemi oktéavami (ve velké sexté je
8 pulténti, tedy nejmensi spolecny nasobek poctu tént v sexté a oktave je 36, coz jsou Ctyti
sexty nebo dvé oktavy), neboli:
274 12
()" 3

S5 = i ~ 1,0136

A tak bychom mohli pokracovat pro vSechny intervaly.

Protoze se pfi vypoctu poméru frekvenci ténit pohybujeme pouze po kvintach a ok-
tavach, posloupnost téchto pomért v pythagorejském ladéni jsou souciny mocnin 2 a 3
s celociselnym exponentem, tj. tvaru 2737, kde p a ¢ jsou cela ¢isla. Tyto souciny jsou

uvedeny v Tabulce 5, kde jsou také vypoctené vzdéalenosti tont v centech.

Piepocet na vzdalenosti ténua v centech
Vzdalenosti vypocteme dle vzorce uvedeného v kapitole 4.1. Napriklad interval mezi tony
C a D maji podle pythagorejského ladéni pomér frekvenci 9:8 a jejich vzdalenost v centech
je tedy
1200log, (9 : 8) ~ 203,91 centt
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Tabulka 5: Poméry frekvenci tonu durové stupnice a vzdalenosti tonu v centech
‘ Ton ‘ Pomeér frekvenci ‘ Vzdalenost v centech ‘

C 1:1=2030 0

D 9:8=2332 203,910
E 81: 64 = 2634 407,820
F 4:3=223"1 498,045
G 3:2=2"13! 701,955
A 27116 = 27433 905,365
H | 243:128 =27735 1109,775
C 2:1=2130 1200

Nyni dokéZeme jiz zminéné tvrzeni, které vychazi z faktu, Ze pythagorejské (i ostatni
pfirozend) ladéni je odvozeno od zékladniho ténu, coz znamend, ze pfi prechodu do jiné
toniny, ma tentyz tén (v nasem prikladé tén As, ktery by v dvandctiténové stupnici mél
mit stejnou frekvenci jako Gis) jinou frekvenci, nez by mél mit, proto by potom hrana
skladba znéla nelibozvuc¢né. Naptiklad vezmeme-li C moll naladénou od zékladniho ténu
C1, dostaneme pro tén As (mald sexta) pomér frekvenci 128:81. Nyni se v pribéhu skladby
presuneme bez preladéni do stupnice E dur, kde se ton Gis, ktery by mél byt totozny
s ténem As, nachézi v intervalu velké tercie od zakladniho ténu E1 (pomér frekvenci 81:64).
Nejprve vypocteme z frekvence ténu A1, jemuz prifadime frekvenci 440 Hz, tony zakladni,

tedy C1 a E1. Pro tén C1 dostaneme:

16
440 - — — 260,74 H
27 2

Tuto frekvenci jsme ziskali postupem o velkou sextu doli. Teoreticky by mohl byt zvolen

i jiny postup (napf. o malou tercii vy$ a potom o oktavu niz), ale tak ziskdme stejné ¢islo

(_32527 = %) Frekvence ténu El je:

440~Z = 330 Hz

Nyni vypocteme frekvence ténu Gisl, které bylo naladéno od zédkladniho téonu E1 méame:

81
330 o= — 417.66 H
64 O 12
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A As] naladéné od Cl1:

260, 74 - % = 421,03 Hz

Je vidét, ze frekvence, které by mély byt stejné, se ve skutecnosti lisi o pfiblizné 5,62 Hz.

Pokud rozdil vyjadiime pomérem frekvenci, ziskame velikost pythagorejského komatu, ne-

bot
16 128) (3 81\ _ (20 27\ (8! 81y 2V
27 81 ) \4 64) \33 34) \922 26/ 312

Cili po pfechodu z C moll do E dur by velkd tercie byla o 5,62 Hz mensi a neznéla by
konsonantné. A se vzdalenéj$imi téninami by se tento rozdil jesté zvétsoval, napriklad pri
prechodu z C moll naladéného od ténu C1 do E dur naladéného od E2 by byl rozdil roven
dvojnéasobku pythagorejského komatu atd.

V ukéazce tercie.wav lze slyset dvé tercie, obé se zakladnim ténem E1 o frekvenci 330 Hz.
Prvni tercie ma takovou frekvenci, jako kdybychom ji naladili od ténu E s poméry frekvenci
pro durovou stupnici, tedy 330 - % = 417,65625 Hz. Druha ma frekvenci, kterou ziskame,

pokud méame naladéno od zékladniho ténu C: 440 - ;—g . % ~ 412,0347508 Hz.

4.2.2 Didymické ladéni

Béhem poloviny 15. stoleti prichazi do praxe tzv. didymické ladéni. Zaklad ladéni vy-
tvoril v prvnim stoleti pt. n. 1. hudebni teoretik Didymus z Alexandrie [1].

Didymické ladéni je jedno z nejbéznéjsich pfirozenych neboli ¢istych hudebnich ladéni.
Casto byvé jako ¢isté ladéni oznacovano pravé ladéni didymické.

K oktave 2:1 a kvinté 3:2, které byly pouzity jiz pri konstrukci pythagorejského ladéni,
byly pfidany intervaly, v nichz se objevuje ¢islo 5. Disonantni pythagorejska velka tercie
81:64 byla nahrazena didymickou velkou tercii 5:4 a pythagorejska velkd sexta 27:16 didy-
mickou sextou 5:3. Rozdil mezi pythagorejskou a didymickou tercii se nazyva didymické

nebo také syntonické koma. Je to interval s pomérem frekvenci 81:80

neboli asi 21,51 centi [1].
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Nyni si ukdzeme, Ze na zakladé tvrzeni, které tika, ze dva tény znéji spolecné tim lépe,
¢im vice maji spolecnych alikvotnich tont, je opravdu didymickéa velka tercie konsonant-
néjsi nez pythagorejska. Alikvotni tény maji frekvence, které jsou celo¢iselnymi nasobky
frekvence zakladniho ténu. Ve velké tercii mame tedy dva tény, jeden feknéme o zékladni

frekvenci 1, druhy 81:64 v pripadé pythagorejského a 5:4 v ptipadé didymického. Celociselné

nasobky zakladni frekvence jsou tedy 2, 3, ... neboli pfirozena ¢isla. Pro pythagorejskou
PR 81 o 81 . . 5 9.5 ‘ b C ealé
tercii mame 2- &7, 3+ &7, ... a pro didymickou 2- 3,3+ %, ... Abychom z vjrazu a- 7 dostali celé

¢islo, musi byt citatel celoc¢iselnym nasobkem jmenovatele a hledame tedy vlastné spolecné
nasobky (n-81,64) a (n-5,4), coz jsou nasobky ¢isla 81 resp. 5 pro n, kterd jsou nasobky
¢isla 64 resp. 4. Tedy spoleénymi nasobky frekvenci zakladniho ténu a ténu v didymické
velké tercii jsou napftiklad ¢isla 5, 10, 15, ..., zatimco u pythagorejské tercie dostavame az
nasobky 81, 162, 243, 324, ... Coz dokazuje teorii, ze frekvence v intervalech by mély byt
vyjadieny pomérem co nejmensich celych ¢isel, aby souzvuky znély libozvucné.

V ukézce tercie didym_pyth.wav jsou za sebou velké tercie nejdiive s pomérem frekvenci
dle didymického a potom dle pythagorejského ladéni.

Frekvence ostatnich intervali, tedy kromeé oktavy, cisté kvinty, velké tercie a malé ter-
cie lze ziskat podobnym zptisobem, jako u pythagorejského ladéni. Tedy pohybovanim se
po téchto intervalech postupné nahoru a dolt.

Uvedeme zde priklad vypoctu frekvenci pro durovou stupnici, naptiklad vezméme C dur.
Zname tedy frekvence pro intervaly malé tercie (3 pultény, frekvence 6:5), velka tercie
(4 pultény, frekvence 5:4), ¢ista kvinta (7 pultént, 3:2) a oktava (12 pualténd, 2:1). Zbyvaji
nam tedy vypocitat frekvence pro velkou sekundu (2 ptltény), ¢istou kvartu (5 ptlténi),
velkou sextu (9 pulténi) a velkou septimu (11 pilténi).

Tén D (velkd sekunda) ziskdme stejné jako u pythagorejského ladéni, tedy posunem

o dvé kvinty nahoru a jednu oktévu doli (7 4+ 7 — 12 = 2 ptltény):

Déle mizeme spocitat frekvenci pro tén A (velkd sexta), a to posunem o jednu oktavu

vy$ a malou tercii zpét (coz ale neni nezbytné nutné, nebot pomér frekvenci pro velkou
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sextu je dan jiz z predpokladi didymického ladéni) (12 — 3 =9 pultént):

2:
—— =5:3
6 :

O] =

A tén H (velkd septima) ziskdme posunem o kvintu a velkou tercii nahoru (7 +4 = 11
pulténi):
(3:2)-(5:4)=15:8
A nakonec frekvenci pro ¢istou kvartu (tén F) dostaneme posunutim o velkou sextu

nahoru a velkou tercii zpét (9 — 4 = 5 pulténi):

ot
w

=4:3

ot
S

Mizeme si vSimnout, ze mezi tony durové stupnice vzniknou tii rizné velikosti. Jedna
se o tzv. maly cely ton, ktery se nachéazi v C dur mezi tény D-E; G-A a ma pomér frekvenci
10:9 (napf. D-E: % : % = %) , dale se objevi velky cely tén, a to mezi C-D, F-G a A-H
a jeho pomér frekvenci je 9:8. A mezi tény E-F a H-C je pultén s pomérem frekvenci

5

16:15 (napf. E-F: § : 2 = {8). Tabulka 6 predstavuje schéma rozloZeni téchto vzdélenosti

mezi tény v durové stupnici (C dur).

Tabulka 6: Vzdalenosti mezi téony v durové stupnici pri didymickém ladéni

C D E F G A H C
velky maly pulton velky maly velky pulton
cely cely cely cely cely
tén tén tén tén tén

Dochézi k zjednoduseni zlomkti a mnoho tént lze dosdhnout pomoci kvint a tercii nez
pouze pomoci kvint samotnych.

V Tabulce 7 je souhrn vsech frekvenci pro intervaly durové stupnice naladéné podle di-
dymického ladéni. Od pythagorejského ladéni se tedy didymické odlisuje pouze frekvenci tii
intervalii (v rdmci durové stupnice), a to velké tercie, velké sexty a velké septimy. Porovnani

téchto intervalt s pythagorejskymi je v Tabulce 8.
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Tabulka 7: Poméry frekvenci v didymickém ladéni pro durovou stupnici

‘ Interval ‘ Pomér frekvenci ‘ Vzdalenost v centech ‘

prima 1:1 0

velka sekunda 9:8 203,910

velka tercie 5:4 386,314

cista kvarta 4:3 498,045

¢ista kvinta 3:2 701,955

velka sexta 5:3 884,359

velka septima 15:8 1088,269

oktava 2:1 1200

Tabulka 8: Srovnani didymického a pythagorejského ladéni pro odlisné intervaly
durové stupnice

Interval Pomér frekvenci Vzdalenost v centech
Didymic. | Pythag. Didymic. | Pythag.
velka tercie 5:4=1,25 81 : 64 = 1,265625 386,314 407,820

velka sexta 5:3=1,666667 | 27:16 =1,687500 884,359 905,865
velkd septima | 15:8 =1,875 | 243 :128 =1,898438 | 1088,269 1109,765

Pomeéry frekvenci tont a matematicky prumér

Intervaly znéji nejharmonictéji, pokud jejich frekvence jsou v pomeéru malych celych
¢isel. Ty nejkonsonantnéjsi intervaly by mély mit pomér frekvenci didymického ladéni. Je
zajimavé, Ze tyto poméry (tedy pomeéry frekvenci didymického neboli ¢istého ladéni) lze
ziskat 1 matematicky. Konkrétné pomoci matematickych pramért [8].

Mame néekolik druhi primért. My budeme potfebovat dva z nich. Pod pojmem primeér

si vétsina lidi pfedstavi tzv. aritmeticky prameér, ktery se vypocte takto

a+b

A(a,b) = 5

a dale budeme potiebovat priimér harmonicky

Pomoci téchto pruméru lze rozdélit oktavu, kvintu atd. a tim urcit pomeéry frekvenci tént
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v oktaveé. Vychazejme z toho, ze pomér frekvence dvou tént vzdalenych o oktavu je 2:1.
Nejprve rozdélime oktavu. Vypocteme aritmeticky a harmonicky primeér ¢isel 1 a 2 a dosta-

neme poméry frekvenci pro intervaly ¢ista kvinta a ¢ista kvarta, jak vidime na Obrazku 8.

Kvinta:
1+2 3
A(1,2) = — = =
(7) 2 2

Kvarta:
2.1-2 4
H(1,2)= = -
(1,2) 142 3

Podobnym zptsobem rozdélime kvintu a ziskdme malou a velkou tercii (Obrazku 9):

Obr. 8: Aritmeticky a harmonicky prumér oktavy

oktava (2:1)

éista kvinta (3:2)

¢ista kvarta (4:3)

1 harmonicky aritmeticky 2
primér (1,2)  pramér (1,2)

Mala tercie:

Velké tercie:
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Obr. 9: Aritmeticky a harmonicky prumér kvinty

&ista kvinta (3:2)

velka tercie (5:4)

mala tercie (6:5)

1 harmonicky aritmeticky

3:2
pramér (1,3:2) praimeér (1,3:2)

A nakonec pomoci prumeért velké tercie ziskdme poméry frekvenci téni malého (napf.

mezi tény D a E) a velkého celého ténu (velkd sekunda).

Maly cely ton:

Velka sekunda (velky cely ton):
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4.3 Temperovana ladéni

4.3.1 Nerovnomérné temperovana ladéni

i-stfedoto”nove’ ladént

Ve 30. letech 16. stoleti se zacina prosazovat tzv. stfedotonové ladéni. Nejcastéjsi verze
tohoto ladéni je i-koma stfedoténové ladéni, jehoz hlavnim cilem jsou ¢isté (tj. didymické)
velké tercie a stejné velikost u vSech kvint kvintového kruhu (C-G, G-D, D-A, A-E, E-
H, H-Fis, Fis-Cis, Cis—Gis, Gis-Dis, Dis-Ais, Ais-F, F-C). V tomto ladéni jde zejména
o docileni mensi velikosti komatu nez je velikost pythagorejského komatu. Proto se kazda
kvinta jemné zuzi, takze misto ptivodnich 702 centtt mé 696,5 centii [2].

Obecné lze zjednodusené popsat stfedotonové ladéni tak, ze kvinty se snizi o urcitou
¢ast syntonického komatu, feknéme o m, tedy hodnotu syntonického komatu umocnime

1

na —- a velkd tercie se snizi o 4 - % syntonického komatu. Pro m = 4 tedy dostaneme

frekvenci velké tercie jako v didymickém ladéni:

81 <81)4'i 81 81 80 5

64 \80) ~ 6480 64 4

Jak jiz bylo feceno, v i—koma sttedotonovém ladéni dochazi k zuzeni kvinty, a to o i syn-
81

1
tonického komatu. Syntonické koma je 81:80, ¢tvrtina z néj ¢ini (%) * (v hudbé se pracuje

1
s geometrickymi, nikoliv aritmetickymi fadami). Kvinta 3:2 zmensen4 o (ﬂ) *je

80
3 /81\4
—il==] =5
> ()

neboli 696,58 centt. Kvinty jsou tedy o 5,38 centti uzsi nez kvinty ¢isté (701,96 centti), velké

el

1~ 1,495

tercie vychazeji jako cisté. Otazkou je, jak velky zlomek pro zmenseni syntonického komatu

pouzijeme. Nejcastéjsi je prave i, jako hrani¢ni hodnoty bychom mohli brat 0, kdy vznikne

1

17> kdy dostaneme pfiblizné rovnomérné temperovanou

pythagorejska stupnice a zlomek
stupnici [2].

V Tabulce 9 jsou vypocteny frekvence kvint, velkych tercii a velikosti komatu pro jed-
notlivé druhy stfedoténovych ladéni od i-koma stfedoténového po ﬁ-koma stfedoténové

(od m =4 do m = 11) . Naptiklad pro i—koma stfedoténové ladéni je frekvence pro kvitnu
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5i:1= 1,495 pro velkou tercii 5:4 a velikost komatu (pomér by mél byt 1, protoze jdeme

o 12 kvint nahoru a vracime se o 7 oktév doli, coz je stejny pocet pulténi)
(55 :1)'2: 27 ~ 0, 9765625

Z tabulky lze vycist, ze nelze jednoznacné urcit, jestli je lepsi pouzivat vétsi ¢i mensi m,
nebot s rostoucim m se sice kvinta piiblizuje svému pfirozenému poméru frekvenci (1,5)
a koma se zmensuje, ale zaroven frekvence velké tercie se pomérné rychle oddaluje od své
ptirozené velikosti (1,25).

Tabulka 9: Hodnoty frekvence kvinty, velké tercie a komatu pro ruzné druhy
stfedotonovych ladéni

‘ m ‘ Frekvence kvinty ‘ Frekvence velké tercie ‘ Koma ‘

4| 20 (8)" ~1,495348781 8L, 8L 95 0,9765625

51 3 (%)ﬁ ~ 1,49627787 | 5 (%)f ~ 1,253109491 | 0,983868514
6| 2: (%)f ~ 1,496897583 | 5 (%)j ~ 1,255186781 | 0,988769531
7|2 (%)j ~ 1,497340392 | 5 (%)z ~ 1,256672668 | 0,992285198
8 | 3: (%)f ~ 1,497672585 | 55 : (%)f ~ 1,257788237 | 0,994930149
9 | 3. (%)f ~ 1,497931008 | 5 : (%)j ~ 1, 258656587 | 0,996992206
10| 5+ (55)"° ~ 1,498137779 | &« (55)"° ~ 1,259351698 | 0,998644928
11| 3: (&) ~1,498306976 | & : (&) ~ 1,259920711 | 0,999999193

Cisté ladéni obsahuje dva druhy celych tént: velky cely tén (9:8) a maly cely tén

(10:9), coz je problém, kterého se lze u stfedoténového ladéni zbavit. Tyto celé tény jsou

S

stfedoténovym temperovanim nahrazeny celymi tény o jednotné velikosti 2 [2].
Fakt, ze stfedoténoveé temperovany cely tén lezi mezi dvéma druhy cistych celych tont
(tedy pokud se posuneme o tyto dva celé tény dostaneme stejnou frekvenci jako kdyz se

posuneme o dva celé tény stiedoténového ladéni), je dokazan nize.

910 [5
J2 2 o2 = VE 2
89 \/; V5

Takto temperovany ton se tedy nachazi presné v geometrickém stfedu mezi obéma

¢istymi celymi tony, coz dalo i nazev tomuto druhu ladéni. Pokud vezmeme naptiklad tény
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C-D-E v C dur, kde C ma frekvenci 1, E ma 5:4 a D bude pfesné uprostied a jeho frekvenci
tedy ziskame takto: v5:4 = V5:2a pro C-D-E dostaneme: 1 : V5:2: 2, a frekvence

jednoho celého tonu je tedy % : 1. Stejné poméry frekvenci budou mit i tony, které maji
mezi sebou také jeden cely ton, jako je tomu u C-D-E. Tedy i pomér frekvence téonu G
ku ténu F a A ku G bude ? : 1 aipro trojici G-A-H bude platit to samé.

Nyni ndm tedy zbyva dopocitat vzdalenosti mezi tony E-F a H-C, mezi nimiz je jeden
pulton. Vime jiz, ze oktavu tvoii 5 celych toni, které maji mezi sebou poméry frekvenci
§ : 1 a dva piltony, jejichz frekvence chceme zjistit. Coz udélame tim, Ze vypocteme
polovinu vzdalenosti mezi oktavou a 5 celymi tony, tedy:

Takze nyni jiz mame vse, co potiebujeme k urceni frekvenci vsech tént durové stupnice.
Tén D (velka sekunda) ma pomér frekvenci v/5/2 : 1. E (velka tercie) je dan frekvenci 5 : 4.
O jeden pultén vyssi ton F (¢ita kvarta) ma frekvenci

8

1
4

IS

=2:5

| Ot
Ut

O cely t6n vyse je G (¢ista kvinta), kterd ma frekvenci

2
5%

“/%
ot
I
ot
IS
—_

a takto bychom mohli pokracovat déle i pro zbyvajici tény [1].

Frekvence vsech tonti, vzdalenosti mezi nimi a vzdalenosti v centech jsou v Tabulce 10.
V Tabulce 11 jsou potom porovnany pomeéry frekvenci ve sttedoténovém a pythagorejském
ladéni.

Stifedoténové ladéni se dnes stale obcas pouziva, napriklad pro ladéni varhan [1].
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Tabulka 10: Poméry frekvenci v i-stf‘edoténovérn ladéni pro durovou stupnici

| Interval | Vzdalenost mezi tony | Pomeér frekvenci | Vzdalenost v centech |

prima 1:1 0

velkéa sekunda V5:2 V5:2 193,157

velké tercie V512 5:4 386,314

kvarta 8:51 2: 51 503,422

kvinta V512 51:1 696,579

velka sexta V52 5% :2 889,735

velk4 septima V512 5% :4 1082,892

oktava 8:51 2:1 1200

Tabulka 11: Srovnani i-stf'edoténového a pythagorejského ladéni pro intervaly
durové stupnice

Interval Pomeér frekvenci Vzdalenost v centech
Stfedotén. | Pythag. Stfedotdn. | Pythag.
prima 1:1 1:1 0 0
velka sekunda | v/5:2 =1,118034 9:8=1,125000 193,157 203,910
velka tercie 5:4=1,25 81:64 =1,265625 386,314 407,820
kvarta 2:51 = 1,337481 4:3=1,333333 503,422 498,045
kvinta 5i:l= 1,495349 3:2=1,500000 696,579 701,955
velka sexta 5i:2= 1,671851 27 :16 = 1,687500 889,735 905,865
velka septima 514 = 1,869186 | 243 : 128 = 1, 898438 1082,892 1109,765
oktava 2:1 2:1 1200 1200

Kirnbergerova ladéni

Dalsim druhem nerovnomérné temperovaného ladéni jsou ladéni Kirnbergerova, ktera
sestrojil némecky skladatel a hudebni teoretik Johann Philipp Kirnberger (1721-1783). Jeho
tfi typy ladéni byla oznacena jako Kirnberger 1. (1766), Kirnberger II. (1771) a Kirnber-
ger III. (1779). Tato ladéni jsou zaloZzena na problému, jak mezi 12 kvint v pythagorejském
kvintovém kruhu rozdélit pythagorejské koma [14].

Vychézi se tedy z pythagorejského ladéni, kdy postupnym skladanim 12 kvint na sebe
bychom se méli dostat do frekvence totozné s frekvenci 7 oktav, ale namisto toho zis-
kame frekvenci o pythagorejské koma odlisnou. Pripomenime nyni velikost pythagorejského

komatu:
12

3
219 ~ 1.013643
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Kirnberger sestrojil tato ladéni tak, ze se toto koma rozdélil tfemi zptisoby mezi 12 kvint
kvintového kruhu: C-G, G-D, D-A, A-E, E-H, H-Fis, Fis—Cis, Cis—Gis, Gis—Dis, Dis—Ais,
Ais-F, F-C [1].

Kirnberger I.
V tomto ladéni Kirnberger rozdélil pythagorejské koma mezi kvintu D-A a Fis—Cis
timto zptsobem:

Kvintu D—A zmensil o % pythagorejského komatu

3 ) 312 11
5 ¥ <ﬁ) ~ 1,481482577

V centech
1200 - log, 1, 481482577 ~ 680, 45

L
12

3 312
5 v/ o~ 1,498307077

1200 - log, 1, 498307077 ~ 700, 00

A kvintu Fis—Cis, kterd byla sniZena o zbytek, tedy = komatu

V centech

Ostatni kvinty kvintového kruhu ztistavaji cCisté, tedy s pomérem frekvenci 3 : 2 = 1,5, coz
je asi 701,95 centd. Nyni miizeme odvodit frekvence vSech tént stupnice, coz si ukazeme
opét na prikladu stupnice C dur, tedy tén C ma frekvenci 1. Tony C, F, G a D ziskame
stejné jako u pythagorejského ladéni. Dale vypocCteme frekvenci téonu A, kdyz vime, Ze
kvinta D—A je zmenSend o % komatu, tedy vynasobime frekvenci tonu D a frekvenci této
zmensené kvinty

Sw) = g5 ~ 1666666789

9 3 f[3\"  2B. /25
8 2° ( ) 38
O dalsi kvintu (3:2) vys je ton E, ktery ziskdme vynasobenim frekvence ¢isté kvinty, frek-
vence ténu A a posunutim o oktdvu niz:
213 . /25
38

1 911 . /95
=2 V7~ 1.250000924
2 37 ’
36
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A nyni se opét posuneme o ¢istou kvintu vys do ténu H

211 o2 25 3 210 L 12 25
2 o= 7% ~1,875001386

37 2 36
Kirnberger si také vsiml, ze % pythagorejského komatu je témér stejna jako syntonické
koma
g2\ ! 81
12
— ~ 1,012499251 ~ — = 1,0125
() =1 0=t

a % pythagorejského komatu je téméf totozna s tzv. schismatem, ¢imz se oznacuje rozdil

mezi pythagorejskym a syntonickym komatem. Schisma ma tedy velikost

312 81 32 3% 3.5 32805

21980 219 °5.24 215 32768

12
— 1,00112915 ~ 1,001129891 ~ 2 <%)

Pokud bychom tedy nahradili zmenseni u kvint syntonickym komatem a schismatem, do-
staneme frekvence intervalt vyjadiené v poméru celych cisel a ziskame tak prirozené ladéni

[14]. V Tabulce 12 je souhrn frekvenci pro vSechny intervaly durové stupnice.

Tabulka 12: Frekvence intervalti durové stupnice v ladéni Kirnberger 1.

| Interval | Frekvence | V centech | Frekvence | V centech |

prima 1 0 1 0

velké sekunda 2=1,125 203,91 $=1,125 203,91
velka tercie 2 V9 1,250000924 | 386,31 5 —1,25 386,24
kvarta 1 ~1,333333333 498,05 4 ~1,333333333 | 498,05

: 3 _ 3

kvinta L 3=15 701,96 3-1,5 701,96
velké sexta 22 V2~ 1,666666789 | 884,36 5 ~1,666666667 | 884,36
velkd septima | 2222 ~ 1875001386 |  1088,27 15— 1,875 1088,27
oktéva 2 1200 2 1200

Nyni si ukdZzeme, ze pokud se posuneme o 12 kvint dal dostaneme se do stejného bodu
jako kdybychom se posunuli o 7 oktav. V ladéni Kirnberger I. méame 10 kvint Cistych a dvé

snizené, tedy o 12 oktav vys dostaneme

3 10 3 1 312 11 3 1 312 - 3 12. 1 312 12_ 3 12 219_27
2) l27 Vo 2 Vo)~ \2) ~\\2v) ~\2) "3
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coz je frekvence tonti vzdalenych o 7 oktav. Podobné bychom mohli provést diikaz pro ostatni

Kirnbergerova ladéni.

Kirnberger II.
Princip ladéni je podobny jako u Kirnberger 1., jen koma je trochu jinak rozdéleno.
Pythagorejské koma je opét rozdéleno na syntonické koma a schizma. Syntonické koma je

rozdéleno mezi kvinty D—A a A-E. Tyto kvinty maji velikost

3 81
— 14/ == =~ 1,509345885
2 80 ’

Coz je asi 712,71 centt. A dalsi snizend kvinta bude opét Cis—Fis a to o schisma

3 3%.5
ST 1,501693726
Neboli ptiblizné 703,91 centti. Ostatni kvinty ziistavaji ¢isté a zbylé frekvence se dopocitaji

obdobné jako u ladéni Kirnberger I. [14].

Kirnberger III.
Zde se opét opakuje zmenseni kvinty Fis-Cis o schizma, zatimco syntonické koma je
rozdéleno tentokrat mezi ¢tyfi kvinty, a to C-G, D-A, A-H a A-E. Tyto kvinty maji tedy

velikost:

3 ,/81
— 4/ —~1.504
5 20 , 504665686

Kvinta Fis-Cis je stejné velka jako u Kirnberger II. | ostatni kvinty kvintového kruhu jsou

Cisté a frekvence zbylych intervalii mizeme opét dopodcist [14].

Werckmeisterovo ladént
Dalsimi z pouzivanych nerovnomérnych ladéni obdobnych Kirnbergerovym je napii-
klad ladéni, které zkonstruoval jiny némecky hudebni teoretik Andreas Werckmeister. Ten
postupoval podobné jako Kirnberger, s tim rozdilem, ze pythagorejské koma rozdélil rovno-
mérné mezi 4 kvinty C-G, G-D, D-A a H-Fis. Werckmeister vytvoril dalsi zptisoby rozdéleni

koma, tento byl ale nejpouzivanéjsi. Kvinty maji velikost [1]

12
4

3 3
3\ 30 ~ 1,505090255
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Dtvodem pro nerovnomérné rozlozeni pythagorejského komatu mezi 12 kvint (coz je
principem vSech ladéni typu Kirnberger nebo Werckmeister) je lepsi priblizeni pfirozené ve-
likosti velké tercie a (5:4) a ¢isté kvinty (3:2) nez kdyz pouzijeme rovnomérné rozdéleni, jak
je tomu u rovnomérné temperovaného ladéni, kde je koma rozdéleno opravdu rovnomérné
mezi vSech 12 kvint. Zde je také kvintovy kruh uzavien, miizeme tedy modulovat do jinych
ténin bez nutnosti preladovani nastroje, jak je tomu u prirozenych a stfedoténovych ladéni
(v nich jde o zmenseni komatu, nikoliv odstranéni). Ovsem stejné neziskame stejné frek-
vence pro vSechny kvinty ani tercie, ale rozdil se oproti pfirozenym ladénim s modulacemi

do vzdalenéjsich tonin nezvétsuje.

4.3.2 Rovnomérné temperovana ladéni

Jedny z prvnich zminek o rovnomérné temperovaném ladéni se objevuji v knize Erwei-
terte und verbesserte Ogel — Probe z roku 1698. VSeobecné se rozsitilo po vydani sbirky
skladeb Das wohltempertierte Klavier v roce 1721 od Johanna Sebastiana Bacha. Bylo
nutné nalézt takové ladéni, ptfi kterém by bylo mozné modulovat do vzdalenych tonin.
Vysledkem bylo rovnomérné temperované ladéni [2].

U rovnomérné temperovaného ladéni je vzdalenost (pomér frekvenci) mezi jakymikoli
dvéma sousednimi piltény totozna. Presné stejné jsou i vSechny intervaly stejného druhu
(kvinty, kvarty, tercie atd.). Kdyz chceme délit oktavu na 12 stejnych ¢asti, musime spocitat
dvanéactou odmocninu ¢isla 2. Tedy chceme najit takové ¢islo, které nasobené dvanactkrat
s néjakou frekvenci da postupné dvojnasobek této frekvence. Rovnomérné temperované
ladéni je ptuvodné piiblizenim 12 kvint 7 oktavam. Jinymi slovy pythagorejské koma je
rovnomérné rozdéleno mezi 12 kvint v ramci 7 oktav. Chyba pro kazdou ¢istou kvintu je
tedy 1/12 pythagorejského komatu, coZ je mnohem mensi ¢islo nez syntonické koma, které
vznikne pfi didymickém ladéni, kde se pouzivaji ¢isté velké tercie [2].

Je-li t¥eba rozdélit oktavu na dvanact stejnych dilt (ptltént), musime dvanacti kroky
dosdhnout dvojnasobku vychozi frekvence. Frekvence v rovnomérné temperovaném ladéni

tedy tvoii geometrickou posloupnost s kvocientem ¢ = ¥/2 . Jelikoz hodnota V/2 je ira-
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cionalni ¢islo, vSechny intervaly kromé oktavy se v rovhomérné temperovaném ladéni lisi

od intervalil v ¢istém ladéni.
Véta 4.1. Cislo N/2 je iraciondind.

Diukaz: Predpokladejme, Ze ¢islo 3/2 je racionalni. V tom piipadé lze vyjadiit jako pomér
dvou pfirozenych cisel 3 = /2 , kde a, b jsou nesoudélna. Po umocnéni dostaneme ‘g% =2
neboli a'? = 2b'2. Z toho vyplyva, ze ¢islo a'? je sudé, protoi a je sudé a lze jej vyjadiit jako

a = 2¢. Dosadime-li do pfedchoziho vztahu, dostaneme (2¢)'? = b'2

, 7 ¢ehoz lze stejnym
zpusobem odvodit, ze i ¢islo b je sudé a ¢isla a a b maji spolecny nasobek 2, tudiz nejsou
nesoudélna a to odporuje predpokladu, tj., dosli jsme ke sporu s predpokladem, zZe a, b jsou

nesoudéln, a &slo ¥/2 je tedy iracionalni.

Rovnomeérné temperované ladéni je tedy charakterizovano nasledujici posloupnosti ¢isel,

coz jsou poméry frekvenci ptltént vzhledem prvnimu ténu oktavy:
L= (V2 V2,(V2),...(V2)? =2

Jeden pulton ma pfi rovnomérné temperovaném ladéni velikost 100 centii, oktava tedy

1200 centu.

Poméry frekvenci vypoc¢teme nésledujicim zptisobem:
V intervalu velkd sekunda, tedy naptiklad mezi tény C a D jsou dva pultény. Interval

prima ma pomér frekvenci 1:1, tento pomeér zvétsime dvakrat vyse uvedeny kvocient
(1:1)-(22)2=25:1

Mezi tony D a E jsou opét dva ptltény, opét pomér frekvenci zvétsime o dva kvocienty

Vsechny frekvence jsou uvedeny v Tabulce 13.

V Tabulce 14 je srovnani pythagorejského a rovnomérné temperovaného ladéni pro in-
tervaly durové i mollové stupnice.

V praxi se vétsinou pouziva jako zakladni frekvence ténu Al neboli komorniho a, a to

440 Hz. Ne vzdy tomu ale bylo takto. Diive kazdy smér nebo hudebni skola mély sviij
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Tabulka 13: Poméry frekvenci v rovnomérné temperovaném ladéni pro durovou
stupnici

‘ Interval ‘ Pomér frekvenci ‘ Vzdalenost v centech ‘

prima 1:1 0

velka sekunda 25 : 1 200
velka tercie 25 : 1 400
kvarta 215 1 1 500
kvinta 215 : 1 700
velka sexta 2i:1 900
velka septima 21 : 1 1100
oktava 2:1 1200

Tabulka 14: Srovnani pythagorejského a rovnomérné temperovaného ladéni pro
intervaly durové i mollové stupnice

Interval Pomér frekvenci Vzdalenost v centech
Rovn. temp. | Pythag. Rovn. temp. | Pythag.
prima 1:1 1:1 0 0
velks sekunda | 26 : 1 = 1,122462 9:8=1,125000 200 203,910
mala tercie 21:1=1,180207 | 32:27=1,185185 300 293,135
velka tercie 25 :1=1,259921 | 81:64=1,265625 400 407,820
kvarta 212 11 =1,334834 4:3=1,333333 500 498,045
kvinta 212 11 = 1, 498307 3:2=1,500000 700 701,955
mala sexta 2511 = 1,587401 | 128:81 =1,580247 800 792,180
velka sexta 2i:1= 1,681493 | 27 :16 = 1,687500 900 905,865
mala septima 26 :1=1,781797 16:9=1,777778 1000 996,090
velka septima 212 11 =1,887749 | 243 : 128 = 1,898438 1100 1109,765
oktava 2:1 2:1 1200 1200
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vlastni standard pro tuto frekvenci. Naptiklad od roku 1780 pouzival skladatel J. F. Hiéndel
frekvenci 409 Hz, v barokni hudbé se pouzivala hodnota 415 Hz, v Milanské opefe se v
18. stoleti pouzivala frekvence 452 Hz a v roce 1958 se mezinarodni komise shodla na
pouzivani 440 Hz [5].

Nyni si ukazme, jak se tedy vypocte frekvence v Hz, pokud zname pomeéry frekvenci
pro vSechny tony stupnice.

Nejprve se uréi frekvence ténu C1 (pfi rovnomérné temperovaném ladéni):

0 _ 961,63 1z

3
4

Poté uz muzeme vypocitat frekvenci v Hz pro vSechny ostatni tény stupnice. Naptiklad

frekvenci ténu D (velkd sekunda) ziskdme takto:
261,63 - 26 = 293,66 Hz

V Tabulce 15 jsou uvedeny hodnoty frekvence v jednotkach Hz vcéetné vypoctu i pro ostatni
tony durové stupnice a to jak pri ladéni rovnomérné temperovaném, tak pri ladéni pytha-
gorejském.

Tabulka 15: Frekvence v Hz vSech tont stupnice C dur v rovnomérné tempero-
vaném ladéni

Toén ‘ Pythagorejské ‘ Rovn. temperované
C 440 - 88 = 260,74 Hz | 261,63 - 2% = 261,63 Hz
D 260,74 -2 = 293,33 Hz | 261,63 - 26 = 293,66 Hz
E 260,74 - 81 = 330,00 Hz | 261,63-25 = 329,63 Hz
F 260,74 - 1 = 367,65 Hz | 261,63 - 212 = 349,23 Hz
G 260,74 - = 391,11 Hz | 261,63 - 21> = 391,00 Hz
A 440 Hz 440 Hz

H | 260,74 222 = 495 00 Hz | 261,63 - 212 = 493,88 Hz
C 260,742 = 521,48 Hz | 261,632 = 523,25 Hz
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4.3.3 Rovnomérné temperované ladéni a retézové zlomky

Pokud bychom nebrali v ivahu, Ze dnes se bézné pouziva dvanactitonova stupnice,
mohla by nas napadnout otazka, zda neexistuje vhodnéjsi pocet ténii v oktave, ktery by
zajistil, ze pri pouziti rovnomérné temperovaného ladéni se vice priblizime ¢istym interva-
lim.

Napriklad kvinta je tvofena v dvanactitonové stupnici 7 pultony, tedy tvori 1—72 oktavy
a jeji frekvence se vypocte jako 213. Nelze ale nalézt jiné rozdéleni oktavy (pocet téni
v oktavé) a prislusny pocet tént v kvinté tak, abychom byli blize ¢istému poméru frekvenci
pro kvintu, tedy 3:27 To lze zjistit pomoci tzv. fetézovych zlomkii.

Jinymi slovy, chceme najit zlomek g, kde x vyjadiuje pocet ténii prislusejicich danému
intervalu (napft. kvinté) a y je ¢islo, které vyjadiuje celkovy pocet tént v oktéveé. Chceme
tedy védét na kolik y-tin umocnit ¢islo 2, abychom dostali co nejlepsi aproximaci frekvence

¢istého ladéni, tedy % pro kvintu. Toto zapiseme nasledovné

s
%
N1 o

To prepiseme pomoci logaritmu

T 1 3
Y 253 5

A hledame pfirozena cisla z a y, pro ktera je aproximace nejlepsi.
Abychom dostali rovnost, potfebovali bychom tedy vyjadfit log,(2) jako podil dvou
prirozenych cisel % Vzhledem k tomu, ze 1og2(%) je iraciondlni ¢islo, tento podil nalézt

log, (3)

nelze. Déle plati, Ze logz(%) = e (9)

= log, (3), takze staci iracionalitu dokazat pouze

pro log, (3).
Lemma 4.1. Cislo logy(3) je iraciondlns.

Dukaz: Predpokladejme, Ze ¢islo log, (3) lze vyjadiit pomérem dvou pfirozenych ¢isel m
a n. Potom 3 = 2% nebo 3™ = 2". Tato rovnost nastat nemtize, protoze ¢islo 3™ je vizdy

liché a ¢islo 2" je vzdy sudé [1].
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nejlepsi i muz udé j roxXimov. 2 j néjsi
To nejlepsi, co tedy nyni mizeme udélat, je apro: moatlozg co nejpodobnéjsim
podilem dvou ¢isel. K tomu ndm pomuze algoritmus, ktery slouzi pravé napiiklad k apro-
ximaci iracionalnich éisel zlomkem obsahujicim piirozend ¢isla [1].

Retézové zlomky maji tvar:

kde ag € Z, a1, a9,as3,... € N

A zapisujeme je zjednodusené takto:

[ao;a17a2,a3a ]

Kazdé iracionalni c¢islo lze zapsat jedineénym fetézovym zlomkem a posloupnost cisel
ai, ag, as, ... je konetné pravé tehdy, kdyz je toto ¢islo racionalni [7].

Algoritmus pro tvorbu fetézovych zlomku vypada takto:
Nalezneme nejvétsi celé cislo, které je mensi nebo rovno zadanému cislu, které oznac¢ime
x. Pro tento tcel uzijeme funkci celd ¢ast ¢isla x neboli [x], kde [z] je zaroveil ¢islo ap.
Pro rozdil x — [z] plati 0 < x — [z] < 1. Toto dislo invertujeme a dostaneme w+[$]’ coz je
¢islo vétsi nez jedna.

Nyni si ozna¢ime zg = z, [z] = ap, 1 = —— a mame

—[a]

r=ag+ —
I

Déle pokracujeme stejnym zpiisobem.

Oznacime a; = [11], x9 = a obecné a,, = [x,], Tp11 = 1]

z1—[21] Tp—[zn] [

Nyni se budeme zabyvat tim, jak 1ze tento algoritmus zjednodusit a fetézové zlomky;,
nebo pokud jsou nekonecné tak jejich casti, pocitat efektivnéji. Toho lze docilit pomoci

tzv. sblizenych zlomku [7].

Definice 4.1. Sblizenym zlomkem tddu n budeme rozumét zlomek

Pn

q - [ao;a'laa'%“'aa'n] ’
n

kde p, a q, jsou prirozend nesoudélna cisla.
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Pomoci nésledujici véty lze pak tyto zlomky vypodcitat [7].
Véta 4.2. Pro citatele a ymenovatele sbliZenych zlomki plati rekurence:
Po=ao,p1 = apa1 + 1,90 =1,q1 = a,

Pn = GnPn-1 + Pn—2,Gn = QnGn-1 + qn—2

pro k > 2.

Dikaz: Predpokladejme, ze véta plati pro vSechna prirozena n. Nejprve ovéfime, ze véta

plati pro n = 0 an = 1. Pro n = 0 platnost vyplyva jiz z véty samotné, pro n = 1

dostavame g—i = %11“ = ap+ é Predpokladame, zZe jestlize tvrzeni plati pro n, pak plati

pro vSechna piirozena ¢isla mensi nez n. Dostavame tedy:

Pn 1 1
—:a0+—1:&0+ 1
an a1+a2+...i a1+a2+.. 1

: T
an an—1+g;

Nyni dokazeme, ze pokud véta plati pro kazdé prirozené n, pak plati také pro n — 1:

(an_l + i)pn—Q +pn—3 o a'n(a'nlpn—Q + pn—?)) + Prn—2 ApPr—1 +pn—2 o ]ﬁ

(an—l + ain)Qn—2 + dn—3 an(an—lqn—Q + Qn—?)) + Gn—2 AnQn—-1 + qn—2 Gn

Na zakladé této véty byly v MATLABu vytvofeny programy, které pii dané toleranci
vypoc¢tou nejmensi mozny pocet toni v oktavé tak, aby odchylky frekvenci velké tercie,
kvarty a kvinty v rovnomérné temperovaném ladéni nepfesahly danou hranici (tedy aby
odchylky byly mensi nez tolerance, kterou zvolime). Program tedy hledé pro kazdy z téchto

intervalt zlomek £ tak, aby splnoval
y

xz

2y

1—
a:b

< tolerance ,

kde a : b pomér frekvenci daného intervalu v didymickém (Cistém) ladéni.

Funkce najdi_min bere postupné pocet tont v oktavé pocinaje jednim ténem, postupné
tento pocet navysuje a zastavi se tehdy, kdyz nalezne pocet tont v oktave, ktery splnuje

kritéria uvedena vyse.
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function najdi_min(argin)

tol = argin; % tolerance

delej = true;

tonu = 1;

while delej
tonu = tonu+l;
chyba = odchyl(tonu); %vypolet odchylek
if max(chyba) < tol % je splnéna podminka
disp([’minimalni pocet tonu je ’ num2str(tonu)])
hzobrazeni poltu ténd v oktaveé
disp([’chyby u kvarty, kvinty a tercie jsou ’ num2str(chyba)l)
hzobrazeni odchylek
delej = false;
end

end

Nésledujici funkce (odchyl) pocité odchylky frekvenci téchto tii intervall v temperova-
ném ladéni od ladéni ¢istého. Tato funkce byla pouzita uvnitt funkce predchozi (najdi_min).
Vstupnim parametrem je pocet ténu v oktavé ziskany pomoci funkce najdi_min a vystup-

nim tyto odchylky pfi daném poctu ténii:

function argout = odchyl(argin)

m = argin; % polet ténl v oktavé
% Cisté hodnoty frekvenci
kvart=4/3;

kvint=3/2;

terc=5/4;
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% TeSeni rovnice 27 (x/m) je co nejbliZz 3/2 (pro pfipad kvinty)
xkvart = round(m*log(kvart)/log(2));

xkvint = round(m*log(kvint)/log(2));

xterc = round(m*log(terc)/log(2));

% vypoCet relativni odchylky

okvart = abs(kvart - 2~ (xkvart/m))/kvart;

okvint = abs(kvint - 2~ (xkvint/m))/kvint;

oterc = abs(terc - 2" (xterc/m))/terc;

argout = [okvart okvint oterc];

V Tabulce 16 je ukazka vysledkt ziskanych pomoci téchto dvou funkei pfi rtiznych tole-
rancich.

Tabulka 16: Odchylky frekvenci vybranych intervala pfi rtiznych poctech tont v

oktavé
| Tolerance | Pocet téonu v oktave | Odchylka tercie | Odchylka kvarty | Odchylka kvinty |

0,5% 19 0.41781% 0.41607% 0.42459%
0,1% 53 0.00394% 0.00394% 0.08123%
0,05% 118 0.01502% 0.01502% 0.00733%
0,01% 376 0.00997% 0.00997% 0.00829%

Pokud bychom tedy chtéli, abychom se pii pouziti rovnomérné temperovaného ladéni
vice priblizili ¢istym frekvencim intervalii, museli bychom oktavu rozdélit na vice nez 12
tont. Nekteré z vicetonovych stupnic se jiz v minulosti pouzivaly, nebo se alespon o to
nékteri skladatelé a tvirci hudebnich nastrojt pokouseli.

Napiiklad jiz v roce 1876 Robert Bosanquet vyrobil 53-ténové varhany. Ci v roce 1886
madarsky pianista Paul von Janké sestrojil 41-ténové piano. Oba tyto néstroje jsou ojedi-
nélé a dnes se jiz z praktickych divodt nepouzivaji, nebot dnes se pouziva téméf vyhradné
12-ténova stupnice.

Pokud porovname hodnoty odchylek pro 12-ténové rovnomérné temperované ladéni
(tercie 0, 79368%, kvarta 0, 11299% a kvinta 0, 11286%) s ostatnimi z tabulky vyse, vidime,
ze napiiklad ve srovnani s 19-ténovou stupnici je zde kvarta i kvinta znatelné bliz ¢istym

frekvencim v pripadé 12 toni , pouze kvinta je na tom o néco htfte.
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Déle byl vytvoren program, ktery vykresli dva grafy. Prvni graf zobrazi odchylky (osa y)
frekvenci jednotlivych intervalt p¥i riznych poctech tént v oktévé (osa z, v nasem piikladé
od 3 do 100 tént). Druhy ukaZe celkovy soucet téchto odchylek. Grafy, které tento program

vytvori jsou vidét na Obrazku 10 a 11.

48



Obr. 10: Odchylky frekvenci velké tercie, kvarty a kvinty v temperovaném ladéni
od jejich ¢istych frekvenci pri riznych poctech tonu
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Obr. 11: Soucet odchylek frekvenci velké tercie, kvarty a kvinty v temperovaném
ladéni od jejich ¢istych frekvenci pfi ruznych pocétech tona
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4.4 Srovnani vybranych ladéni

V této kapitole uvedeme srovnani ctyr typia ladéni, kterymi jsme se zabyvali. Jedna

se o ladéni pythagorejské, didymické, stredoténové a rovnomeérné temperované. V tabul-

kach jsou srovnani z hlediska poméru frekvenci v intervalech durové stupnice, z hlediska

vzdalenosti téna v centech a frekvencich v Hz.

Tabulka 17: Srovnani poméru frekvenci vybranych ladéni pro durovou stupnici

| Interval | Pythagorejské | Didymické | %-koma stfedotonové | Rovn. temp. |

prima 1:1 1:1 1:1 1:1

velkd sekunda 9:8=1,125 9:8=1,125 V52 =1,118034 25 :1=1,122462
velké tercie 81: 64 = 1,265625 5:4=1,25 5:4=1,25 23 :1=1,259921
kvarta 4:3=1,333333 | 4:3=1,333333 2:51 = 1,337481 275 : 1 = 1, 334834
kvinta 3:2=1,5 3:2=1,5 5i:1=1,495349 212 1 1 =1,498307
velké sexta 27:16=1,6875 | 5:3 =1,666667 5%:2=1,671851 2% :1=1,681493
velkd septima | 243:128 =1,898438 | 15:8 = 1,875 5% :4 =1,869186 212 : 1 = 1, 887749
oktava 2:1 2:1 2:1 2:1

Tabulka 18: Srovnani vzdalenosti ténu v centech vybranych ladéni pro durovou

stupnici
| Interval | Pythagorejské | Didymické | i-koma stFfedotonové | Rovn. temp. |

prima 0 0 0 0

velké sekunda 203,910 203,910 193,157 200
velka tercie 407,820 386,314 386,314 400
kvarta 498,045 498,045 503,422 500
kvinta 701,955 701,955 696,579 700
velké sexta 905,865 884,359 889,735 900
velké septima 1109,765 1088,269 1082,892 1100
oktava 1200 1200 1200 1200
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Tabulka 19: Srovnani frekvenci tona vybranych ladéni stupnice C dur v Hz
Tén | Pythagorejské | Didymické | %-koma stfedotonové | Rovn. temp. |

C1 260,741 264 263,181 261,626
D1 293,333 297 294,246 293,665
El 330 330 328,977 329,628
F1 347,654 352 352 349,228
G1 391,111 396 393,548 391,995
Al 440 440 440 440

H1 495 495 491,935 493,883
C2 521,481 928 526,363 923,251

5 VYZKUM ROZDILU MEZI PYTHAGOREJSKYM
A RONOMERNE TEMPEROVANYM LADENIM

5.1 Cil

Cilem mého experimentu je zjistit, zda existuje slySitelny rozdil mezi pythagorejskym
(resp. C¢istym, nebof kvinta mé& v obou ladénich stejny pomér frekvenci) a rovnomérné
temperovanym ladénim a pokud existuje, pak potvrdit ¢i vyvratit teoretické predpoklady,
které tikaji, ze cista ladéni zni libozvucnéji nez temperovana.

V MATLABu byl vytvoren program, ktery vygeneruje soubor typu WAV. Jedna se
o dvouzvuky tond v intervalu kvinty, kde tony maji frekvence vypoctené dle dvou jiz
zminénych typtu ladéni. Tyto dvouzvuky v rtznych kombinacich po tfech byly pustény
nékolika lidem a na zakladé jejich odpovédi na jednoduchy dotaznik byl tento experiment
statisticky vyhodnocen. Zakladni tén ma zde frekvenci 220 Hz. V pythagorejském ladéni

ma tedy tén lezici o kvintu vys frekvenci
3
220 - 3= 330 Hz

a v rovnomerné temperovaném

7

220 - 272 =~ 329,6276 Hz

Rozdil je tedy priblizné 0,372443 Hz, vyjadfeno pomérem frekvenci

rores

~ 1,001129891

[~

[\
iy
)
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a v centech

12001log,(1,001129891) ~ 1, 955000865 centtt

Neboli pythagorejska kvinta je velkd priblizné 701,955000865 centli a rovhomérné tempe-
rovana 700 centt.

Je tedy otazkou, zda clovek dokaze tento maly rozdil rozeznat a jestli néjak ovlivni
vnimani ténu co se tyce konsonantnosti. Vzhledem k tomu, Ze na rovnomérné temperované
ladéni je lidské ucho dnes zvyklé, je zde moznost, ze prestoze pythagorejské ladéni by mélo

teoreticky znit libozvucnéji, nakonec tomu bude naopak.

5.2 Priprava experimentu

Nejprve byly vytvofeny m-soubory, které vytvorily soubory typu WAV. Kazdy obsaho-
val tii souzvuky dlouhé jednu sekundu a mezi nimi dvé pauzy dlouhé také jednu sekundu.
Tyto tti zvuky byly kombinaci souzvuku naladénych dle pythagorejského nebo rovnomérné
temperovaného ladéni. Vyskytovaly se mezi nimi bud tfi stejné souzvuky, nebo jeden v py-
thagorejském a dva v rovnomérné temperovaném ladéni a naopak a to v rtizném poradi.
Tedy oznacime-li pythagorejskou kvintu ,,P“ a temperovanou ,, T“, jeden posluchac slysel
napftiklad tri ukazky vypadajici takto: PPT-PPP-TTP.

Ke kazdé poslechnuté trojici dostal ucastnik dotaznik, ktery vypadal takto:

V této ukazce jsem slysel(a):
a) tii stejné akordy

b) dva stejné a jeden odlisny

Pokud jste odpovédél(a) b), ktery z akordi byl odlisny od ostatnich?
a) prvni
b) druhy

c) treti
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Ktery akord se Vam libil vice?
a) ten odlisny

b) ty dva, které byly stejnéM-soubor, ktery tyto tény vygeneroval je popsan v nasledujici

kapitole.

5.3 M-file

Nasledujici m-file je ukazkou, jak lze vytvorit pomoci pocitace tény. Tento soubor je
jeden z téch, jejichz vysledny soubor WAV byl pouzit na testovani. Vytvoii tii souzvuky
dlouhé jednu vtefinu, mezi nimiz je vterinova pauza. Prvni dva souzvuky jsou tény vzdalené
o kvintu s frekvenci vypoctenou dle pythagorejského ladéni, posledni souzvuk je v rovno-
mérné temperované kvinté. Frekvence zakladniho ténu, téonu o pythagorejskou kvintu vys
a o temperovanou kvintu vys jsou oznaceny f1, {2, 3.

Dale je nutné urcit délku zvuku, tedy 1 vtefina, a samplovaci frekvenci. Ta oznacuje
pocet samplii za 1 vtefinu, ve kterych se ze spojitého signalu se vytvori signal diskrétni.
Je to tedy jinymi slovy feceno pocet diskrétnich casii, ve kterych se ,odeberou vzorky
ze spojité kiivky“. Zde byla pouzita frekvence 44 100 Hz, ktera se bézné pouziva napriklad
k zapisu CD apod.

Uvnitt for cykli, které tvori soucet sinusoid zékladniho ténu a alikvotnich ténu, které
maji frekvence 2f1, 3f1, 4f1, ..., jsou kromé samotnych sinusoid urceny exponencialné klesa-
jici amplitudy alikvotnich ténii. Postupné se tedy vytvori tony o tfech frekvencich, souctem
se vytvorl souzvuky. Vypiseme vektor souzvuki tak, jak maji jit po sobé, a na zavér se
pouzije prikaz wavwrite, ktery tyto zvuky ulozi do souboru PPT.wav.

Nyni nasleduje cely m-file tak, jak byl naprogramovan v MATLABU a za znakem pro-

centa je popis jednotlivych kroki.

f1 = 220;  %[Hz] zakladni frekvence
f2 = £1x(3/2); %[Hz] frekvence ténu o kvintu vys v pythagorejském ladéni
£3 = 220%(27(7/12)); %[Hz] frekvence ténu o kvintu vjs v

rovnomérné temperovaném ladéni

maxt = 1; %[s] délka zvuku
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Fs = 44100; 7%[Hz] samplovaci frekvence
delta = 0.2; YJparametr zmenSovani amplitudy alikvétd
pocet = 10; YpocCet alikvétd (té&ch je 9, nebot pro i =1

dostaneme zdkladni tén)

dt = 1/Fs; YCasovy tsek mezi dvéma vzorky
t = O:dt:maxt; ‘vzorkovani v Casovych idsecich o délce dt od zalatku
do konce zvuku

t = t’; Ytranspozice vektoru t

Jnyni vytvofime tén a s frekvenci 220 Hz
tonl = 0%*t;
for i=1:1:pocet %for cyklus 10-krat se opakujici, abychom ziskali
zédkladni tén a 9 alikvét

tonl = tonl + exp(-deltaxi)*sin(2xpixfixi*t);  Jtdén je tvofen
souCtem zdkladniho ténu a alikvét
end

mm = max(tonl);

tonl = tonl/(3*mm); Ynormovani amplitudy
htoén o pythagorejskou kvintu vy s frekvenci f2
ton2 = 0%*t;
for i=1:1:pocet

ton2 = ton2 + exp(-deltaxi)*sin(2*pixf2*xixt);
end

mm = max(ton2);

ton2 = ton2/(3*mm) ;

»tén o rovnomé&rné temperovanou kvintu vy§ s frekvenci £f3

ton3 Oxt;
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for i=1:1:pocet
ton3 = ton3 + exp(-deltaxi)*sin(2*pixf3*ix*t);
end

mm = max(ton3);

ton3 = ton3/(3xmm) ;

pyth = tonl + ton2; hsouzvuk dvou ténlt v pythagorejské kvinté

ticho = Ox*a; hpauza mezi souzvuky

rovn = tonl + ton3; hsouzvuk dvou tént v rovnom&rné temperované kvinté

celek = [pyth; ticho; pyth; ticho; rovn]; Y%celkovy zvuk

wavwrite(celek,Fs,’PPT.wav’)  Jvytvofeni souboru typu WAV

Pokud nakonec priddame piikaz pro vypocet rychlé Fourierovy transformace a nechdme
si zobragzit graf, vidime frekvenc¢ni spektrum souzvuku, ktery jsme vytvorili. Na vodorovné
ose jsou frekvence, které jsou v tonu zastoupeny, a na svislé ose je znazornéno, v jaké
mife jsou zastoupeny. Vidime, Ze na Obrazku 12, ktery vyjadiuje Fourierovu transfor-
maci souzvuku v pythagorejské kvinté, jsou nejvice zastoupeny frekvence zakladnich téni,
tedy, 220 a 330 Hz a déle frekvence, které jsou spoleénymi nasobky téchto frekvenci (660,
1320,..). Zatimco na Obrazku 13 je zobrazeno frekvenéni spektrum v rovnomérné tem-
perované kvinté, kde napiiklad u hodnoty 660 Hz vidime, Ze je zastoupena méné nez
u pythagorejské kvinty, nebot piislusné alikvéty maji frekvenci 660 Hz u pythagorejské
a priblizné 659,26 Hz u temperované kvinty. A nakonec na Obrazku 14 je zobrazen vy-
sledek Fourierovy transformace pro rozdil téchto souzvuk, kde vidime pouze ty frekvence
alikvotnich tontd, které se u kvint lisi. Rozdil frekvenci zakladniho ténu, které jsou stejné
a tedy maji i stejné alikvoty, jsou rovny nule.

MATLAB vyuziva k vypoctu frekvencniho spektra takzvanou rychlou Fourierovu trans-
formaci, coz je zpusob vypoctu diskrétni Fourierovy transformace. Ta je dana vztahem

v komplexnim tvaru
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kde k =0,1,2,..N — 1

Diskrétni Fourierova transformace umoziiuje ze zadanych N diskrétnich hodnot (vzorki)
signalu x(n) vypocitat N diskrétnich hodnot spektra X (k) [11].

Vypocet hodnot X (k) je ¢asové velmi néro¢ny, nebotf pii vétsich N zahrnuje velké
mnozstvi aritmetickych operaci, zejména soucinii. Jejich pocet 1ze snizit vyuzitim algoritmu
jiz zminéné rychlé Fourierovy transformace. Ta je obecné zalozena na rozkladu posloupnosti
N hodnot na kratsi posloupnosti, které vyzaduji mensi pocet operaci. Kombinaci vysledki
je pak mozné ziskat vysledek diskrétni Fourierovy transformace pro N hodnot na zakladé
mensiho poc¢tu aritmetickych operaci [11].

MATLAB kéd pro vypocet Fourierovy transformace a zobrazeni grafu:

NFFT = 2 nextpow2(Fs);
Y
f

fft (pyth,NFFT) /Fs;
Fs/2*linspace(0,1,NFFT/2);
plot (f,2*%abs(Y(1:NFFT/2)))
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Obr. 12: Frekvenéni spektrum souzvuku (¢ista kvinta)
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Obr. 14: Frekvenc¢ni spektrum rozdilu ¢isté a temperované kvinty
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5.4 Vysledky pruzkumu

Vyzkumu se zucastnilo celkem 56 lidi. Skupinu tvorili hudebnici (25 lidi) a hudebni
laikové (31 lidi). Tyto dvé skupiny byly posuzovany oddélené. Statisticky soubor, na kte-
rém testujeme ale netvori tcastnici vyzkumu, ale poslechnuté trojice souzvukt. Vzhledem
k tomu, ze odpoveédi by mély byt nezavislé, mohl by zde nastat problém. Kazdy clovék
si ale poslechne tfi riizné kombinace souzvuki a budeme tedy predpokladat, Zze odpovédi
kazdého posluchace lze povazovat za nezavislé. Téch mame tedy celkem 168, nebof kazdy
si poslechl jednu trojici, kde se objevuje pouze jeden typ ladéni (tedy celkem 56 trojic)
a dvé trojice, kde je jeden souzvuk odlisny (112 testovacich trojic).

Vsechny vysledky vyzkumu jsou shrnuty v Tabulce 20.

Zkoumat, jaky ze dvou typi souzvukil se ucastniktim libil vice ma smysl pouze v téch
pripadech, kdy tcastnik odpovédél spravné na 1. i 2. otazku. U ukézek, kde byl jeden
souzvuk odlisny od zbylych dvou, bylo spravné odpovézeno na obé dvé otézky (zda je
slySet rozdil a ktery souzvuk se lisi) celkem 19 u nehudebniki a 28 u hudebniki. U kazdého

posluchace se jednalo o dvé ze tii ukazek, tedy celkem 62 resp. 50 poslechnutych ukazek.
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Tabulka 20: Vysledky

| | Nehudebnici | Hudebnici |

Celkovy pocet posluchactu 31 25
Pocet poslechnutych stejnych trojic 31 25
Pocet spravné rozpoznanych stejnych trojic 25 23
Pocet poslechnutych rozdilnych trojic 62 50
Pocet spravné rozpoznanych rozdilnych trojic 19 28
Pocet posluchacti, kterym se vice libil pythagorejsky souzvuk 10 7
Pocet posluchacii, kterym se vice libil rovnomérné temperovany souzvuk 5 12
Pocet posluchaci, ktefi spravné rozpoznali vsechny tii ukazky 4 11

5.5 Zpracovani vysledki

Nyni chceme testovat hypotézu Hy: Rozdil neni slyset oproti hypotéze H;: Rozdil je
slyset.

Pokud by platilo, ze rozdil slySet neni, mtizeme predpokladat, ze lidé budou odpovidat
nahodné. To znamena, zZe pokud uslysi tfi stejné souzvuky, polovina odpovi, Ze slysela
tfi stejné, druha polovina jeden jiny souzvuk. Pomér poc¢tu spravné rozpoznanych trojic
(v pripadé tif stejnych souzvuki) ku Spatné rozpoznanym, by tedy mél byt 50 : 50. Ve sku-
tecnosti tento pomér je % : % u nehudebniki a % : % u hudebniki ve prospéch spravnych
odpoveédi.

Hypotéza Hj je ekvivalentni hypotéze, ze odpovédi tvori ndhodny vybér z binomického

rozdéleni s parametrem p = 5 — Hy: X ~ Bi(n,p), kde p = % Méme tedy nahodnou

>
velicinu X, coz je pocet Spatné rozpoznanych trojic, ktera méa dle predpokladit binomické
rozdéleni s parametry n (celkovy pocet poslechnutych trojic, tedy n = 31 u nehudebnik
a n = 25 u hudebniki) a p, ktery testujeme.

Podobné mtizeme odhadnout parametr p pro trojice, kde jeden souzvuk je odlisny. Opét
pokud by rozdil mezi ladénimi nebyl slySet, pocet trojic, kde rozdil byl slySet ku poctu
téch, kde slySet nebyl, by mél byt 50 : 50. Téch 50% trojic, kde rozdil byl slySet jesté
rozdélime na piipady, kdy je spravné identifikovan odlisny souzvuk a kdy ne. Pokud by tedy
platila hypotéza, ze rozdil slySet neni, posluchaci by tipovali ndhodné a pravdépodobnost,
1.1

ze se trefi by byla % TakZe celkem dostavame pravdépodobnost p = 5 - 3 = %, coz je
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pravdépodobnost, ze v pripadé, ze rozdil mezi ladénimi nelze rozpoznat, bude trojice, kde
jeden souzvuk je jiny nez ostatni spravné identifikovan. Testujeme tedy hypotézu Hy: X ~
Bi(n,p), kde p = é oproti hypotéze Hy: X ~ Bi(n,p), kde p # %.

Pokud n > 25 mtzeme binomické rozdéleni aproximovat rozdélenim normalnim. Vypo-
¢itame statistiku Z, ktera mé za predpokladu hypotézy H, asymptoticky norméalni rozdé-
leni se stfedni hodnotou 0 a jednotkovym rozptylem [16].

_r—mnp

7 —
v/ pq

Kde r = x—0,5 v pfipadé, ze pro namérenou hodnotu z veli¢iny X (z je tedy skuteény pocet

Spatné rozpoznanych trojic), plati > np. Naopak pokud z < np, pak r = z + 0,5. n je
celkovy pocet pozorovani, p je odhadnuta pravdépodobnost vyskytu veliciny X ag=1—p
[16].

Pro hodnotu veli¢iny zjistime pomoci statistického softwaru R p — value, coz je prav-
dépodobnost, se kterou ziskdame takové vysledky, jaké jsme ziskali, pokud by platila hy-
potéza Hy, nebo horsi, tedy takové, které jesté vice odporuji hypotéze. Hrani¢ni hodnota
pro p — value je 0,05. To znamenad, ze hypotézu H, zamitneme, pokud p — value < 0, 05.

Napriklad pro ukazky se tfemi stejnymi souzvuky, které byly poslechnuty nehudebniky;,
kde r =6, n =31, p=q = 0,5 dostaneme

6,5—31-1
=% 23093

11
31-1.4

Z

p — value ~ 0,001238
A pro trojice obsahujici rizné souzvuky

Z_1&5—&-%
62 -

~ 2,78

(e [y

1,
6
p — value ~ 0,005436

Tedy pro oba pfipady zamitame hypotézu H, a nelze tvrdit, Ze rozdil mezi ladénimi neni
slySet, coz se potvrdilo i pro skupinu hudebniki. VSechny hodnoty p — value jsou v nasle-

dujici tabulce:
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TTi stejné souzvuky | Odlisné souzvuky
Nehudebnici 0,001238 0,005436
Hudebnici 0,000063 5,841 107"

Déle pouzijeme kontingencni tabulku, abychom zjistili, zda pocet spravné rozpozna-
nych trojic zavisi na tom, zda jsou poslouchany hudebniky ¢i nehudebniky. Tabulka bude

vypadat takto

Skupina posluchacii | Spravné poznané | Spatné poznané
Nehudebnici 11 N2
Hudebnici T921 N99

kde n1; je pocet testovacich trojic, které poslouchali nehudebnici a poznali spravné, co
slysi. Tedy pocet téch, jimz byly pustény tii stejné souzvuky, a poznali, Ze jsou stejné (25),
a téch, kterym byla pusténa trojice s jednim rozdilnym souzvukem a ten spravné identifi-
kovali (19). Zatimco nis je pocet trojic poslechnutych nehudebniky, které byly rozpoznany
Spatné.

V nasledujici tabulce jsou vysledky vyzkumu do téchto kontingenc¢nich tabulek.

Skupina posluchacii | Spravné poznané | Spatné poznané
Nehudebnici 44 49
Hudebnici 51 24

Budeme testovat zavislost sloupcovych a radkovych cetnosti, tedy jestli odpovédi zavisi
na tom, zda testovaci souzvuky posloucha hudebnik ¢i nehudebnik. Budeme tedy testovat
hypotézu Hy: Spravné rozpozndni souzvuki nezdvisi na tom, zda je posluchac¢ hudebnik
oproti hypotéze H;: Spravné rozpozndni souzvuki zavisi na tom, zda je posluchac hudebnik.

Nyni vypocteme statistiku G, ktera vypada takto [15]:

kde r a s jsou rozméry kontingen¢ni tabulky, v nasem piipadé tedy r = s = 2 a nj; jsou
Cetnosti o¢ekdvané v pripadé nezavislosti (tedy za platnosti hypotézy Hy) a vypocitaji se

nasledovné:
r N
n
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kde

S

n; = E Nij
J=1
T

nj = E i
i=1

Napriklad pro prvek ni; dostavame

, (514 24)(51 + 44)

ny = ~ 42,41
(51 + 24 + 44 + 49)
(n1p —nfy)? (Bl —42,41)?
— ~ 1,739875
ny 42,41 ’
G ~ 13,96

Tato testovaci statistika ma za platnosti hypotézy H, pfi dostatecné velkém poctu
pozorovani (nj; > 5 pro kazdé i a j,coz plati) pfiblizné chi-kvadrat rozdéleni s v =
= (r—1)(s—1) = 1 stupni volnosti. Zvolime hladinu vyznamnosti o« = 0, 05, tedy kriticky
obor tvori hodnoty G vétsi nez kvantil x§¢5(1) = 3,84 neboli hypotézu H, zamitneme,
pokud G > 3, 84.

My jsme dostali hodnotu statistiky G ~ 13,96 > 3,84, tedy mizeme hypotézu H,
zamitnout na hladiné vyznamnosti 0,05. To znamend, zZe jestli bude poslechnuta trojice
souzvuki spravné rozpoznana, zavisi na tom, zda ji posloucha hudebnik nebo nehudebnik.

Dale se zabyvejme otazkou, které ladéni se posluchac¢im, kteri slySeli rozdil mezi nimi,
libilo vice.
slechnutych trojic, kde se vyskytovala odlisna ladéni, poznali obé (skupina s nazvem ,,Slysi
vyborné“) nebo jen jednu (,,Slysi dobie®). Vysledky vyjadiené v procentech jsou uvedeny

v nasledujici tabulce.

Temperované ladéni | Pythagorejské ladéni | Celkem
Slysi dobie 68,4% (13) 31,6% (6) 19
Slysi vyborné 60% (9) 40% (6) 15
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Nyni zavedeme dva pojmy - senzitivita a specificita sluchu. Senzitivita sluchu bude
pravdépodobnost, ze ¢lovék slysi spravné rozdil, pokud tam rozdilny souzvuk opravdu je,
zatimco specificita sluchu je pravdépodobnost, ze ¢lovek slysi tii stejné souzvuky, pokud
opravdu tfi stejné posloucha. Hodnoty vypocteme jednoduse jako podily poctu spravné

rozpoznanych trojic a celkového poc¢tu danych trojic. Vysledky jsou opét v tabulce.

Senzitivita | Specificita
Nehudebnici 0,31 0,81
Hudebnici 0,56 0,92

5.6 Shrnuti

Nejprve jsme zkoumali, jestli je viibec slySet rozdil mezi témito ladénimi. Ze statis-
tického testu vyplyva, Ze nemtizeme potvrdit, Ze rozdil neni slySet. Tedy zamitame tuto
hypotézu ve prospéch alternativni hypotézy, ktera rika, ze rozdil slyset je. Tyto testy prova-
dime na zakladé p — value, coz je jinak feceno pravdépodobnost, s kterou bychom nulovou
hypotézu nezamitli. Tato pravdépodobnost je u skupiny hudebnikii jesté mensi nez u sku-
piny nehudebnikii.

Dalsim statistickym testem, ktery vyuziva kontingenc¢ni tabulky, jsme zamitli hypo-
tézu o tom, Ze rozpoznatelnost ladéni nezavisi na tom, zda ukazku posloucha hudebnik.
Tuto hypotézu jsme také zamitli, takze plati, ze to, zda bude trojice souzvukl spravné
identifikovana, zavisi na tom, jestli si ho poslechne hudebnik ¢i nehudebnik.

Dalsim cilem statistické analyzy ziskanych dat bylo zjistit, které z dvou typt ladéni se
posluchac¢tim libilo vice. Zde bylo zjisténo, ze rovnomérné temperované ladéni je na tom
0 néco lépe.

Néasledné jsme zavedli dva pojmy, které oddéluji skupiny ukazek, které byly spravné
identifikovany, na skupinu se tfemi stejnymi souzvuky a jednim odlisnym. Byla spocitana
pravdépodobnost, ze tyto souzvuky budou rozpoznany. Z analyzy vyplyva, ze specificita

(pravdépodobnost rozpoznani tii stejnych souzvuki) je znatelné vétsi nez senzitivita.
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6 ZAVER

Zakladnimi cili diplomové prace bylo matematicky popsat rtizné typy ladéni vhudbé,
dale se naucit a ukazat, jak lze vyuzit software MATLAB naptiklad pfi tvorbé tént a na za-
kladé vyzkumu zjistit, zda je slySitelny rozdil mezi ladénim pythagorejskym a rovnomeérné
temperovanym a které z nich se lidem libi vice.

Prvni ¢ast prace se vénuje kromé nékolika typt ladéni také harmonii a jeji souvislosti
spoméry frekvenci tont vintervalech. Ztéto teorie vyplyva, ktera zuvedenych ladéni by
méla znit libozvucénéji. Jednad se o ladéni pfirozend, jejichz pomeéry frekvenci tond v in-
tervalech jsou vyjadfeny jako pomeéry malych celych cisel, znichZz nejmensi ¢isla vyuziva
ladéni didymické, nékdy nazyvané cisté. Je zde popsano, jak souvisi frekvence alikvotnich
ténu s libozvucnosti. Vzavéru teoretické ¢asti je srovnani nékolika ladéni, kde lze vycist,
jak hodné se frekvence ostatnich ladéni od téchto prirozenych odlisuji. V této kapitole by
bylo mozné také napiiklad zkoumat celkovou odchylku frekvenci ténii od didymického (¢is-
tého ladéni). Zde by se ovSem mohla nabizet otdzka, pro jaké intervaly celkovou odchylku
pocitat, zda jen pro nékteré ¢i pro vSechny.

Dtvodem, pro¢ se nepouzivaji prirozena ladéni, prestoze by méla znit 1épe, je zejména
problém pii modulaci do jinych ténin a stim souvisejici nutnost preladéni nastroje, coz je
v praci podlozeno konkrétnim vypoctem a zvukovou ukéazkou, stejné jako nékolik ostatnich
tvrzeni. Tento konkrétni problém fesi pravé napfiklad dnesni rovnomeérné temperované
ladéni, které déli oktavu na 12 stejnych casti. Také se zabyvame otazkou, na kolik casti
rozdélit oktavu, abychom se pfi pouziti rovnomeérné temperovaného ladéni 1épe ptiblizili ¢is-
tym frekvencim u velké tercie, kvarty a kvinty. S vétsim poctem tént se odchylka zmensuje,
ale dnes je 12-ténova stupnice jiz tak zavedena, ze by bylo asi tézké pokusit se prosadit vi-
cetonovou stupnici, naptiklad vzhledem k nékterym hudebnim néstrojim, u kterych pocet
ténia zvysit nelze (piano apod.).

Existuje velké mnozstvi dalsich typt ladéni, kterd by mohla byt predmétem dalsiho
zkoumani. Jedné se zejména o mnoho druht ladéni nerovnomeérné temperovanych. Cilem
prace bylo ale ukazat pouze vzorek rtiznych ladéni a ukazat principy, na zakladé kterych
se vypocitavaji frekvence ténii a porovnat je.

VMATLABu byly vytvoreny ukazky vétsinou souzvuku sfrekvencemi odpovidajicimi
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nekolika ladénim. Jednd se o jednoduché umélé tony, které nezni prilis prijemné. Kvytvoreni
lépe znéjicich tont by bylo tieba vice prohloubit jak znalosti v oblasti vytvareni téni
vtomto softwaru, tak znalosti o fyzikalni podstaté tént, tedy jak lze vice ovlivnit barvu
tént a podobné.

Vzéavéru prace je praktickd cast, kterd se zabyva vyzkumem rozdilu mezi pythagorej-
skym a rovnomeérné temperovanym ladénim. Vyzkum byl provadén na zakladé pousténi
souzvukt tont vkvinté, kde frekvence byly vypocteny dle principt téchto ladéni. Vysledky
vyzkumu byly rozdéleny do dvou skupin podle toho, zda si souzvuky poslechli nehudebnici
nebo hudebnici (vétsinou ¢lenové péveckych sbort).

Pomoci statistickych metod jsme potvrdili, Ze rozdil mezi ladénimi slyset je. A to jak
u skupiny hudebniki tak nehudebniki. Hypotézu o rozpoznatelnosti rozdilu by bylo mozné
zkoumat i jinymi metodami, nez tou, ktera byla zvolena zde. Pravdépodobné bychom ale
dosli k podobnym zavérum. Dale by napriklad mohly byt vypocitany konfidenc¢ni intervaly
parametru p, abychom zjistili, v jakém rozmezi se tato pravdépodobnost bude pohybovat
(s urcitou pravdépodobnosti). Déle jsme zjistili, Ze spravné rozpoznani souzvuki zavisi
na tom, zda ho poslouché hudebnik ¢i nehudebnik, a z dané kontingenc¢ni tabulky je vidét,
ze pomér celkového poctu spravné poznanych a Spatné poznanych je u hudebnik znatelné
vyssi nez u nehudebniki.

Pri zkoumani senzitivity a specificity sluchu bylo na zakladé ziskanych dat zjisténo, ze
specificita sluchu je vyssi nez senzitivita. To mtze byt zkresleno tim, Ze do této skupiny
spadaji i ukazky o tfech stejnych souzvucich, které sice byly spravné oznaceny za tii stejné,
ale byly poslechnuty lidmi, ktefi takto odpovidali i kdyZ se jednalo o souzvuky odliné (tedy
neslyseli viibec rozdil ani v pfipadé odlisnych souzvuki).

Na zavér byly zpracovany odpovédi na tteti otazku, na kterou posluchaci odpovidali,
tedy které ladéni (pokud viibec poznali rozdil) se jim libi vice. U obou skupin, do kterych
byli tito posluchaci rozdéleni (Slysi dobfe, Slysi vyborné) bylo zaznamenano vice odpovédi,
kde za libivéjsi bylo oznaceno rovnomeérné temperované ladéni. To je v rozporu s teorii,
podle které lépe zni ladéni, kde frekvence v intervalech jsou tvoreny poméry malych celych
¢isel, coz spliuje ladéni pythagorejské. Bylo by zajimavé se timto faktem vice zabyvat.

Nejspise je to ale zptisobeno tim, ze temperované ladéni se jiz dlouho pouziva a lidské ucho
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je na néj natolik zvyklé, ze mu toto ladéni zni libozvucnéji.
Tato prace pokryva jen jen malou ¢ast toho, co lze zkoumat v oboru hudebnich ladéni.
Bylo by mozné zaobirat se dalsimi ladénimi, matematickou a fyzikalni podstatou ladéni,

tontt a harmonie nebo provést velké mnozstvi dalsich statistickych analyz.
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