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Abstrakt

Karotida je dulezita velka tepna dopravujici krev do cerebralniho systému, ktery je zodpoveédny
za spravnou funkci lidského téla. Matematické modely kardiovaskularniho systému byly
navrzeny pro pochopeni onemocnéni cév. Hlavnim cilem této prace je vytvoreni matematického
modelu karotidy, pomoci elektrohydraulické analogie. 0D modelovani kardiovaskularniho
systému neboli model nejnizsi arovné zahrnuje dvouprvkovy Windkessel model. Numerické
modelovani bylo vytvoreno v prosttedi MATLAB. Pro fesitelnost bylo nutné ziskat pocatecni
parametry prutoku ve spolecné karotidé. Vysledné tlakové pribéhy na spole¢né karotid€ bylo
nezbytné pfizpusobit idealnimu tlakovému rozsahu zdravého cloveéka. Stejny postup byl
aplikovany na pritok v interni karotide. Poté prob&hlo porovnani s realnou nameétenou kiivkou
prutoku. Pii ovéfovani zakona zachovani hmotnosti pratoku byla zjisténa 6% procentualni
odchylka. Chybovost mohla vzniknout zjednoduSenym pfistupem fidicich rovnic a samotnou
zaokrouhlovaci chybou MATLABU. Toto prilomové spojeni védy a mediciny je pfinosem
predevsim pro Iékate a pacienty, ktefi se s onemocnénim potykaji.
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Abstract

The carotid artery plays a crucial role in delivering blood to the cerebral system, which ensures
the proper function of the human body. Mathematical models of the cardiovascular system have
been proposed to understand vascular disease. The main aim of this study is to create
mathematical model of the carotid artery, using an electrohydraulic analogy. The most basic
or 0D modeling of cardiovascular system includes the two-element Windkessel model.
Numerical modeling was carried out in the MATLAB environment. To make the model
solvable, it was necessary to determine the initial flow parameters in the common carotid. It was
necessary toadjust the resulting pressure curves on the common carotid to the ideal pressure
range of a healthy person. A similar process was performed for the flow in the internal carotid.
Then a comparison was made with the real measured flow curve. During the verification
of the law of mass conservation of the flow, a 6% deviation was discovered. This discrepancy
is attributed to the process of obtaining flow values from the equations assembled in Chapter 5,
as well as the rounding error inherent in MATLAB itself. This breakthrough combination
of science and medicine is primarily beneficial for doctors and patients who are dealing
with the disease.
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1 Uvod

Tepny karotidy jsou umistény na kazdé strané€ krku. Nejvétsi tepna z karotid se nazyva spolecna
a ta se dale §tépi na interni a externi karotidu. Karotidy zasobuji krvi a zivinami cerebralni
systém (mozek) a oblast oblicejovou. Do cerebralniho systému patii micha a mozek, ktery
zodpovida za spravné fungovani motoriky téla, pfemysleni a vnimani. Toto téma se zacalo
Cast€ji zkoumat z diivodu nartistu poctu onemocnéni ucpanim. Tim padem dojde k zabranénim
prutoku krve tepnou, coz eskaluje v nedostateCné prokrveni cerebralniho systému. U ¢lovéka
muze vyvrcholit v nejhor§im pfipadé az k incidentu zvané mrtvice. Mrtvice muze zpusobit
trvalé nasledky na zdravi, Casto vznikaji problémy s premysSlenim, mluvenim, celkovou
motorikou téla a maze dojit az k ochrnuti nebo smrti.

Nejcastejsi pfi¢ina ucpani tepen je nadmérna konzumace jidel obsahujicich cholesterol,
ktery obaluje stény cév [1]. DalSim onemocnénim je ateroskleroza, u které se vytvori takzvané
lipidové plaky patrné na obrazku 1. Lipidové plaky jsou slozené z latek na bazi tuku, vapniku
a dalsich slozek [2]. Oddéleni casti plaku a nasledné premisténi pomoci pritoku krve muze
zablokovat mensi cévu a zplsobit omezeni pratoku krve [1]. Nejnachylnéjsim mistem pro
vytvoreni aterosklerdzy jsou zakfiveni a bifurkace tepen [3].
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Méné€ Castym onemocnénim je aneurysma. Toto onemocnéni postihuje prevazné
muzskou ¢ast populace ve vékovém rozmezi 19 az 95 let [S]. Na prvni pohled z obrazku 2
je viditelna vydut’ na sténé tepen, ktera je projevem aneurystatu. Jednou z moznych pficin této
vyduté je oslabenost stén vlivem aterosklerozy. Cim vice aneurysma roste, tak stény tepen
se zuzuji. Pokud dojde k prasknuti této vyduté, dochdzi k masivnimu krvéaceni a clovek
je v ohroZeni Zivota. Aneurysma muze postihnout jakoukoliv tepnu, ale pfevazné se vyskytuje
v interni karotid€ [6] a také v abdominalni aorté.

External Artery wall J
carotid artery

Common
carotid artery

{

Obrazek 1 Ateroskleroza karotidy [4]
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to bifurcation carotid artery bifurcation and internal artery

carotid artery
Obrazek 2 Typy rozsahlosti aneurysmatu v karotid¢ [7]

Hlavnim divodem, proC je dulezité se vé€novat této problematice muze byt snaha
o pochopeni a definovani fyzikalnich jeva pfi téchto onemocnénich. Rozsahlejsi onemocnéni
cév aterosklerozou je popsatelné matematickymi modely. Pomoci téchto modelt lze ziskat
udaje o prutoku krve cévou, a tim pochopit pfi¢inu vzniku onemocnéni aterosklerdzy
a aneurysmatu.



2 Obecné o kardiovaskularnim systému

Kardiovaskularni systém je uzavieny srdecné-cévni okruh neboli obéhova soustava skladajici
se z hnaci jednotky, coz je srdce a velmi slozitého cévniho sytému. Cévni systém se rozdéluje
na aortu, velké a malé tepny, kapilary, drobné Zzilky, zily a duté zily. S menSim primérem cévy
ztraci svou elasti¢nost, kdezto aorty a vétsi tepny jsou elastické, tlumi kmity pulst od tlakovych
vin krve [8] a ve vétsin€ ptipadd maji maly odpor od toku krve [9]. Timto systémem se
prepravuje nejen krev v téle, ale taktéz ziviny a kyslik do tkani, organt a rovnéz se odstraru;ji
odpadni latky jako je oxid uhlicity [10]. Cirkulaci krve dochézi nejen k prokrveni vSech casti
téla a dodani vSech potiebnych zivin, 1 kdyz je t€lo v pohybu nebo v klidu, ale také 1 k regulaci
télesné teploty [11].

2.1 Maly obéh

Obrazek 3 zobrazuje schéma plicniho obéhu, ktery transportuje odkyslicenou krev z pravé
komory aorty do plicni tepny a poté do kapilar, kde se krev okysli¢i, a také zbavi oxidu
uhlicitého. Tato okyslicena krev se pomoci plicnich zil pfivede do levé komory aorty [11].

2.2 Velky obéh

Nazyva se téz systémovy obéh. Dodéava okyslicenou krev a s ni i ziviny do zbytku téla pomoci
cévniho systému. Té€lo si vezme tyto zivotné dulezité ziviny a odkysli¢ena krev se opét vraci
do levé strany aorty [11].

circulation

Pulmonary vein
Vena cava

Remainder of body

Obrazek 3 Schéma cirkulace v kardiovaskulamim systému (okysli¢ena krev-Cervend, odkysli¢ena krev-modra) [8]

2.3 Funkce srdce

Ve svalu srdce se vyskytuji dva typy bunék, které maji rozdilny ucel funkce. Prvni z nich se
nazyva bunky pfevodniho systému, ktera rozvadi vzduch bunkam pracovniho myokardu.
Na tuto akci srdce reaguje stahem jednotlivych casti. Nejprve stah srdeCnich predsini a komor
srdce (systola), poté ochabnuti (diastola). Stahy srdce probihaji v ur¢itych impulzech [10]. Stah
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se muze také nazyvat kontrakce srdecniho svalu. Pravidelna a nepfretrzita stiidava kontrakce
srdeCniho svalu a okamzité ochabnuti vyvozuje tlakovou vilnu, kterd rozvadi krev z komor
do tepen a zil. Tato akce srdce je velice dalezita pro spravné fungovani lidského téla.

2.4 Druhy cév

V cévnim systému se nachazi mnoho druht cév. Kazda z nich ma rozdilny vnitini primér,
vlastnost a elasti¢nost cévnich stén.

Nejelastictéjsi cévy jsou pruznikové, do této skupiny patii aorta a velké tepny, jejich
sténa je velice pruzna a diky této vlastnosti tok krve neni pferuSovany, ale plynulejsi i v dobé
diastoly. Jedna se pouze o cévy s velkym vnitinim prumérem [10].

Odporové cévy neboli rezistencni, jsou také oznaCovany za cévy svalového typu.
Do téhle kategorie spadaji mensi tepny a tepénky. Jsou nazyvané za svalové, protoze lze jejich
vnitini primér velice jednoduse ménit. S tim souvisi ménici se periferni rezistence od stén cév.
Tato vlastnost zaruCuje, ze prutok krve je regulovatelny v této ¢asti téla [10]. Regulovatelnost
krevniho pratoku slouZi, aby napftiklad pti béhani ¢i chizi nedochazelo k neprokrveni dolnich
koncetin, a naopak pfi sezeni neni potfeba nadmérného prokrveni dolnich koncetin, které
se nevyuzivaji k pohybu, ale je potfeba vice prokrvit horni ¢ast téla.

Cévy kapacitni, jejich hlavni vlastnosti je, ze dokdzou uchovat (uskladnit) velkou ¢ast
krve. Do této skupiny nalezi vény a cévy plicniho obéhu [10].

Elastic Tunica Muscular ; Arteriole Tunica
Tunica
artery = 2 externa artery ]_ externa S J— externa
b - A S A
= Tmu:(;?: 77 & Tunica ’ / Tunica
3 A ] media media
]— Tunica Tunica
intima

intima / UL\ Tunica
/ ’ intima

Obrazek 4 Porovnani slozeni stén pruznikovych, rezisten¢nich a kapacitnich cév [12]

Na obrazku 4 je popsana struktura stén tfemi vrstvami. Tunica externa taktéz nazyvana
adventitia je vné&jsi vrstva skladajici se z velkého mnozstvi svazkl kolagenovych, elastickych
tkani, malych krevnich cév a nervovych vlaken [13], [14].

Tunica media se nachazi mezi tunicou externou a intimou. Utvafi nejveétsi Cast stény
cév, a proto nejvice ovliviiuje mechanickou vlastnost dané cévy [13]. Struktura se sklada
z rovnomeérné rozprostienych elastickych tkani a bunék hladkého svalstva, které dokazou
regulovat prutok krve [14].

Tunica intima se nachézi ve vnitfni vrstvé cévy a je sloZzena z vaskularniho endotelu.
Vaskularni endotel je tenka vrstva kolagenovych a elastinovych vlaken. Latky, které jsou
produkovany endotelem podporuji prilnuti krevnich desti¢ek ke sténé cév a také maji vliv
na krevni srazeniny [13]. VSechny povrchy, které jsou v pfimém kontaktu s krvi jsou pokryty
monovrstvou endotelovych bunek. Tato nejvnitinéjsi cast st€ny cév slouzi jako filtr pro prichod
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vody a rozpusténych latek. Tvar endotelnich bun€k je ménén za zakladé ptsobeni smykového
napéti [15].
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Obrazek 5 Pratokové a talkové viny v ruznych typech tepen. (A) vzestupna aorta, (B) hrudni aorta, (C) bfi$ni aorta, (D)
kycelni tepna, (E) stehenni tepna, (F) radidlni tepna [13]

Na obrazku 5 je nazorna ukazka nejelastictéjsi velké tepny, kterd se dale vétvi na mensi
tepny. Této soustavé tepen se fika aortalni vétveni. Z tohoto vétveni je pro kazdy segment tepny
naméfena graficka zavislost velikosti pritoku krve nebo krevniho tlaku na &ase. Sedé zabarvené
kiivky jsou naméfené hodnoty a jejich primérny prabéh je znacen Cernou kiivkou. Z obrazku
je patrné, ze v misté vzestupné aorty proudi nejvice krve a je zde i nejvétsi tlakovy prubéh,
jelikoz vychazi z levé komory srdce a odtud proudi vSechna krev do celého obéhového systému.

2.5 Cerebralni cévni systém

Zasobovani mozku a jeho tkani krvi je velice dilezitou soucasti spravného fungovani mozku
a lidského organismu. Porucha dodévani krve do mozku mé fatdlni nésledek na zdravi
a pohybovou schopnost t€la. Tato dopravovana krev je okyslicena a obsahuje zivotné dalezité
ziviny. Cerebralni vaskularita je vysoce komplexni propojena cévni sit. Cévni systém je slozen
z dulezitych arterialnich a vendznich cévnich siti [13], které jsou viditelné na obrazku 6.

Arterialni cévni systém je tvofen Ctyfmi zdsobovacimi tepnami: z levé a pravé spolecné
karotidy, taktéz nazyvané krkavice a levé a pravé paterni tepny. Tyto velké tepny se dale Stépi
11



na mensi tepénky jako jsou stfedni cerebralni a spankové tepny [16]. Kazda ¢ast mozku
je zasobovana jinaci cévou. Pocet tepének a Cast mozku, kterou urcita tepénka zasobuje neni
totozna u vSech jedinct [13].

Vendzni systém je uren pro cévy mozku skladajici se z velkého mnozstvi malych zil.
Urcité mnozstvi zil se spoji a utvoti dvé velké zily nazyvajici se horni a dolni mozkova zila.
Prostrednictvim téchto Zzil je dopravovana odkysli¢ena krev zpatky do srdce [16].

Obrazek 6 znazorfiuje prubéhy prutoku krve a krevniho tlaku v tepnach zasobujicich
cerebralni systém. Tuéné kiivky v grafu reprezentuji primérnou hodnotu. Sedé tenké kiivky
jsou naméfené hodnoty. Cim bliZe se dany studovany segment cévy piiblizuje k periferii, lze
pozorovat vet§i mnozstvi odraZzenych vin, tento jev se také muze nazyvat reflexe. Dalsi
pozorovatelnou vlastnosti je, ze cerebralni systém se sklada i z menSich cév, ve kterych
je nékolikanasobné mensi nejen polomér cévy, ale také rozmezi hodnot pratoku [13]
v porovnani s obrazkem 5.
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Obrazek 6 Pratokové a tlakové viny cerebralniho systému. (A) stiedni cerebralni tepna, (B) spankova tepna, (C) pateini
tepna, (D) interni karotida, (E) spole¢na karotida [13]
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2.5.1 Karotida

V lidském téle se karotidy nachézi v parovém mnozstvi vychézejicich z aortalniho oblouku
zprava a z leva vedouci do mozku. Tyto velké tepny se nazyvaji spolecné karotidy, které se dale
déli na interni (vnitini) a externi (vné&jsi). Interni karotida je ur€ena k zdsobovani cerebralniho
systému okysliCenou krvi, kdezto externi karotida zasobuje zbytek Casti nachazejicich
se na hlaveé jako je obliCej a krk. Dulezitéjsi a téz i rozméroveé vetsi tepna je interni. Touto
tepnou proudi vétsi cast krve. Pomér mezi internou a externou je 65/35. Tato hodnota je mirné
upravena, aby soucet daval 100 %, jelikoz v literatute [17] jsou brany v uvahu i mozné ztraty
a nepfesnosti méfeni, které v tomto piipadé budou zanedbany. Interni karotida vstupuje
do mozku, kde se dale déli na mensi tepny dopravujici krev do rtiznych oblasti mozku.
Pro spravné zasobovani nejriznéjsich ¢asti obliCeje se externi karotida §tépi na mensi tepny
napf. tepna kréni, tepna tvafova a dalsi [16].

External carotid artery

Internal carotid artery

Common carotid artery

© MAYO FOUNDATION FOR MEDICAL EDUCATION AND RESEARCH, ALL RIGHTS RESERVED
Obrazek 7 Popis druhu tepen usticich do mozku a obliceje [18]



3 Modely kardiovaskularniho systému

Jedna se o matematicky model, ktery je pouzivan k popisu déni v cévach. Pii vybéru modelu
si nejprve musime rozmyslet, k jakému tcelu, bude sestaven tento model a dle toho se bude
odvijet kolika dimenzionalni model zvolime. U zjednodusenych modela se setkavame s urcitou
nepiesnosti a ztratou informaci, ale tyto nedostatky jsou o¢ekavany vzhledem k jednoduchosti
a rychlosti vypoctu. U modeld s vice dimenzemi souvisi vétsi obtiznost sestaveni modelu,
prislusejicich rovnic a poté i kone¢ného vypoctu, ale to neznamena, ze pomoci slozité§iho
modelu bude dosazeno vzdy presnych vysledkt. Z obrazku 8 lze vidét priklady typt modeld.
Pokud je potteba ziskani pribéhti v radialnim a obvodovém sméru, neni vhodné pouzit OD nebo
1D model. Jelikoz 1D model je ptimka, ktera dokaze zjistovat pouze prubéhy ve sméru x. U 2D
modelu, ktery je sloZen z roviny x, y a 3D model popisujici déni v prostoru, lze ziskat priabehy
tlaka v radialnim a obvodovém smeéru nebo lokalni tlak pisobici na stény tepen. Kazdy model
je aplikovatelny na urcity druh problému a neexistuje zadny univerzalni model, ktery se dokaze
prizpusobit dané situaci.

Lumped-parameter Distributed-parameter

e e ——--

modelling modelling
0D: }
o " / 1D:
il —
T roco T~
LA i
_______ X Pix, 1), Q(x, f)
(Y N o

z Px,y.z 0, vix,y,2,9 x. ¥, 0, vix. y,
X X
5 I.r—.
&‘; Px,r,8 8 vix. 81 - Px,r b, vix,r, )

\ X

Obrazek 8 Druhy modeli [9]
Viceurovinové modelovani

Dal$i moznost, jak lze zvysit pfesnost je pomoci viceuroviiového modelovani. Zde je mozna
kombinace vice modelt pospolu, to znamena spojeni 0D, 1D, 2D nebo 3D modelu. Naptiklad
3D model bude vyuzit pouze na oblast, na kterou je tato studie zamétrena. Pro méné podstatné
¢asti budou zvoleny modely niz§i urovn€. Pomoci této kombinace lze popsat kompletni
vlastnosti kardiovaskularniho systému. Slozitost tohoto modelu spociva ve volbé spravnych
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a odpovidajicich okrajovych podminek (napt. pro OD model karotidy je potfeba znat (zméfit)
prutokovou vlnu, systolicky a diastolicky tlak na pazi [19]). Nicmén€ jsou mozné i jiné
kombinace. 2D a 3D modely jsou slozité}si a nelze uvazovat pouze dvé promeénné [9].

3.1 2D a 3D model

Tento druh modelu pracuje ve dvou az tfech rovinach a je potfebny pro vypocet komplexnéjsich
piiklada proudéni (ve srdecnich komorach, organech a okoli bifurkaci atd.), kde se vyskytuje
nelinearni chovani, které lze matematicky popsat pomoci Navier-Stokesovych rovnic, které
vedou na soustavu nelinearnich parcialnich diferencialnich rovnic popisujicich zakon
zachovani hybnosti a hmotnosti. U osové symetrickych trubic lze pomoci 2D modelu popsat
zmény rychlosti v radialnim sméru [9].

3.2 1D model

Jednorozmérny model se pouziva k matematickému popsani proudéni v obéhu pomoci
parcialnich diferencialnich rovnic. 1D model je spojity model a dokaze zachytit vlastnosti cévy
pouze po délce studované ¢asti trubice a rovnéz i rychlostni prubéh krevniho toku, naopak neni
mozné to samé ucinit v radialnim nebo obvodovém smeéru. Také 1D model umoziuje zachyceni
dynamiky Sifeni tlakovych vin v tepnach, jelikoz se jednéa o spojity model. Toto neni mozné
u 0D modelu, ktery je diskrétni a soustfeduje vlastnosti tepny do jednoho bodu [9]. Téz lze
analyzovat zménu tlakti v konkrétnim miste aorty nebo vétsi tepny pomoci 1D modelu.

Pro matematicky model je segment cévy nahrazen valcovou trubici. Zakladnimi
proménnymi této casti u 1D modelu je vstupujici nebo vystupuyjici tlak zkoumaného useku
a prutok. Tyto proménné jsou nutnou soucasti numerické fesitelnosti. Jelikoz 1D modely maji
hyperbolicky charakter, 1ze jejich parametry popsat pomoci hyperbolickych diferencialnich
rovnic [9]. Cévni systém ma nelinearni vlastnost a 1D model umoziiuje popsat vyskytujici
nelinearity. Témito nelinearitami se mysli zuzujici se primér cév, ktery ma vliv na rychlostni
prubéh, komplexni geometrie bifurkace cév, zakfivenost stén, zvySujici se tuhost smérem
k periferii [20] a dalsi

it o)

T

Obrazek 9 1D model segmentu cévy [21]
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3.3 0D model

Model Ize popsat obyCejnymi diferencialnimi rovnicemi. Matematicky 1ze modely rozdélit na
linearni a nelinearni. Pokud se v modelu vyskytuji veli¢iny, které nejsou konstanty, ale jejich
hodnota se méni v zavislosti na jiné hodnoté (napf. pokud je hodnota viskozity krve zavisla na
rychlosti proudéni, jedna se o nelinearni veli¢inu). Nelinearni struktura modelu komplikuje
ziskani vystupnich parametri. Jedna z moznosti pro ziskani vysledku je naméfeni parametr,
kde je nutné ziskat hodnoty prubéha tlaki a pratokd v nejlépe vypovidajicich mistech
ob&hového systému. Tato metoda je zaloZena na iteraci navrzenych pocate¢nich hodnot
a priblizenim se naméfenym hodnotam [9]. Iterani proces je Casové narocny, ale velice
efektivni a probiha do té doby, nez je nalezena spravna kombinace a ziskané vystupy jsou
podobné realnym naméfenym prubéhim. Vhodné pouziti 0D modelu je pro zachyceni
globalniho chovani v srdci, srdecni chlopni a dalSich ¢astech vaskularniho systému.

Vseobecné je 0D model jednoduché konstrukce urc¢itého segmentu obéhového systému.
U tohoto modelu je mnoho vstupnich veli¢in konstantnich nebo jsou zanedbavané. Pouziti této
metody je efektivni, pokud se pozaduje pouze zakladni vystup. Naopak neni vhodna pro
komplexné;si feseni problému.

12001

P(left atrium)

Pressure (mmHg)

0 1 L

P(left ventricle)
P(aorta)

33 335
Time (s)

160

Volume (ml)

800}

400+

Flow (mil/s)

Q(mitral valve)
Q(aortic valve)

335
Time (s)

V(left atrium)
V(left ventricle)

335
Time (s)

(c)

(b)

Obrazek 10 Ukazka vystupnich parametri u zdravého ¢lovéka modelovana pomoci 0D modelu. (a) zmény tlaku v zavislosti
na Case; (b) zmény prutoku v chlopni v zavislosti na Case; (c) zmény objemu v srde¢nich komorach v zavislosti na ¢ase [9]

Vsechny popisované casti srdce jsou schématicky znazornény na obrazku 11.

Na obrazku 10 jsou popsané vysledné pribéhy, které byly ziskané aplikaci OD modelu
na zdravé osobé. PieruSovana Cara na obrazku (a) znazoriuje prubéh tlaku v zavislosti na Case
v levé srdecni predsini. Z levé srdeCni piedsiné proudi krev do levé srde¢ni komory, ktera
je v obrazku reprezentovana plnou carou. Tato komora vytvafi stahy pro vypuzeni okysli¢ené
krve do aorty, ktera je znazornéna cerchovanou ¢arou.
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Obrazek 10 (b) zobrazuje zavislost pratoku na Case. PreruSovana Cara reprezentuje
mitralni chlopen, ktera oddé€luje levou srdecni predsii a komoru. Zavislost prutoku skrze
aortalni chlopen je vyznacena plnou Carou. Aortalni chlopent méa za ucel regulaci toku krve
a zabranéni zpétnému toku do komory.

Obrazek 10 (c) demonstruje zmeény objemu v levé srdeCni predsini oznacCené
prerusovanou Carou a v levé srdecni komote plnou ¢arou. Pulzace pratoku krve v komote
je zpusobena stahy srdce.

Superior
Vena Cava

Vave " \ .> ® ‘ Valve

Inferior Vena Cava
Obrazek 11 Schéma srdce [22]

3.4 Porovnani modelu

Rozmér modelu Vhodnost pouziti
0D Obecné hodnoty tlaku a rychlosti pritoku v obéhu; poskytnuti okrajovych podminek pro 3D
model
1D Prenos pulznich vin; zlepSeni okrajovych podminek pro 3D model; schopnost zachyceni
pribéhu proudéni
2D Schopnost zachyceni pribéhu proudéni v osové symetrickych trubicich; dal$i zlepseni
okrajovych podminek pro 3D model s omezenou pouzitelnosti
3D Podrobna studie lokalniho proudéni ve 3D

Tabulka 1 Srovnani modela kardiovaskularniho systému
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4 Matematicka konstrukce 0D modelu

Tato kapitola se zabyva pocetni ¢asti 0D modelu, dle kterého lze vypocitat hledané veliciny
a simulovat globalni chovani modelovaného segmentu.

4.1 Kirchhoffovy zakony

Pro vyfeseni modelu, je nejprve potieba sestavit zakladni rovnice, a to pomoci Kirchhoffovych
zakonu. Prvni Kirchhoffiiv zakon je urCen pro proudy ve vétvich elektrického obvodu. Zakon
zni: ,,Soucet proudd vstupujicich do uzlu se rovna souctu proudd z uzlu vystupyjicich.” V uzlu
naboj nevznika, nezanika ani se nehromadi [23]:

m

Zik =0, @.1)

k=1
kde m je pocCet proudu ik ptitékajicich do uzlu. Pro proudy vstupuyjici do uzlu bude pfidéleno

kladné znaménko a pokud budou proudy vystupujici z uzlu, bude zaporné znaménko [24].

& &
111% Ry R}% 1/3 Rz%‘/?
d

Obrazek 12 Ukazkovy obvod se tfemi rezistory [25]

Na obrazku 12 je obvod se tfemi rezistory, dvéma zdroji a jednim uzlem d. Dle uzlového
pravidla bude rovnice:

11 +13_12:0 (42)

Druhy Kirchhoffiiv zakon je urCen pro napéti ve smyckach vétvi. Zakon zni:
,,Algebraicky souCet zmén potencialu pii pruchodu libovolnou smyckou je nulovy.”
To znamena, ze soucet napéti na jednotlivych komponentech (prvcich) ve smycce je roven nule.
Tato smycka musi tvofit uzavieny oblouk vétvi [23]:

Z U = 0 .3)
k=1

kde n je pocet prvka o napéti Uk.
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Obrazek 13 Obvod s rezistorem a idedlnim zdrojem [25]

Na obrazku 13 je uzavieny obvod s jednim zdrojem a jednim odporem. Postupuje se od bodu
a potencialem ¢, po sméru proudu. Po prostupu pies zdroj ke kladnému podlu nabyl potencialu
+¢&. Pii prostupu rezistorem se zméni potencial od —IR, tento potencial je zaporny, jelikoz
proud tee do potencidlu s niz§im potencidlem, nez z kterého vytékd. Vrati se do bodu
a s potencialem ¢,. Zdroj a rezistor je piipojen k sobé pomoci vodicu. Potencial se pfi
pruchodu vodiCem nezmeéni, jelikoz ma vodi¢ zanedbatelny odpor [25]. Dle druhého
Kirchhoffova zakona dostaneme:

Qo +e—IR=¢q,, “4.4)

po tprave rovnice vyruSenim obou potencialti bude ziskan tento vztah [25]:

e—IR=0. 4.5)

4.2 Elektrohydraulicka analogie

Tato analogie je §iroce vyuzivana pro studie dynamiky proudéni v ob&éhovém systému.
Je vhodna jak pro linearni, tak nelinearni ulohy. Také proudéni krve obéhovym systémem
vykazuje silné nelinearity, proto je mozné pouziti zjednodusSeni v podobé linearizace hodnot
pro snadngjsi fesitelnost modelt. Elektrohydraulickou analogii 1ze vyuzit u OD modelu pouze.
Jednotlivé veliiny pouzivané v hydraulickém systému odpovidaji veliCinam elektrického
obvodu. Podrobnéjsi popis je popsan v tabulce 2:

Proudéni krve obéhovym systémem U elektrického obvodu
Q Pritok krve I Elektricky proud
P Krevni tlak U Elektrické napéti
Rp Periferni odpor R Elektricky odpor
Cc Elasticita cév C Elektricka kapacita
Lk Setrvacnost pratoku krve L Elektricka indukénost

Tabulka 2 Konvekce mezi elektrickym obvodem a proudénim krve v lidském t¢le [9]

Pti hydraulicko-elektrické analogii lze prevzit matematické vztahy z elektrotechniky
a transformovat je pro zkoumani proudéni krve v tepnach. V této analogii je prutok krve
uvazovan za laminarni [26]. Nyni budou uvedené pouzitelné vztahy [19]:

19



d
CC-E-(PO—Pl) =Q, (4.6)
Py—P =R, Q, 4.7

d
Py — P, =Lk-d—f, (4.8)

kde Py a P; je zpravidla rozdil tlakt pfi vstupu a vystupu zkoumané Casti a R, je vlastni odpor
skladajici se z né€kolika faktort, jako je viskozita krve, vnitini tfeni kapaliny, tfeni proudici
tekutiny o stény cév a prusvit cév [27]. Vztah (4.6) vyjadiuje proudéni pies kondenzator Cc,
rovnice (4.7) je urCena pro proudéni pies odpor R,, tato rovnice je upraveny Ohmuv zakon
v elektrohydraulické analogii a rovnice (4.8) se vztahuje na zavislost proudu pfi setrvacnosti
krve L.

Na obrazku 14 je ukazka pouzivanych schématickych znacek, které jsou totozné s t€mi,
které jsou pouzivané v elektrotechnice. Pomoci téchto prvka budou sestaveny modely
odpovidajici zkoumané ¢asti.

a C .| C _
=) Po 2 (b) Po R P (c) Po L P
. o Q

Q
Obrazek 14 Schématické znacky pouzivané pro tvorbu 0D modelu: (a) kapacitor C, (b) rezistor R a (c) induktor L [19]

4.2.1 Poiseuilleiv zakon

Je to matematicky zakon pouzivany pro vyjadieni objemového prutoku kapaliny ve valcovém
potrubi zavislém na tlakovému rozdilu na vstupu a vystupu v potrubi, rozméru a jeho poloméru.
Polomér trubice vyrazné ovliviiuje vysledek pratoku, protoze ve vztahu (10) je na ¢tvrtou
mocninu:
Q_n-r4-AP 4.9)
- 8-u-l’ '

kde r je polomér potrubi, u je dynamicka viskozita krve a [ pfedstavuje uvazovanou délku cévy.

Rovnice pro vypocet odporu je upravena rovnice (4.9) a to tak, ze prutok Q je nahrazen
rovnici (4.7) [19]:

(4.10)




kde rezistor o rezistivité R predstavuje viskozni tieni.

Je nutné podotknout, ze krev je nenewtonovska kapalina s nekonstantni viskozitou,
ktera je zavisla na rychlosti toku a dalSich ovliviujicich faktorech, coz by celou tuto pocetni
metodu komplikovalo. Aby bylo mozné tento vztah pouzit, bude krev uvazovana jako
newtonovska kapalina. Rovnéz je nutné, at' je tok kapaliny pouze laminarni. Dale je dobré
pfipomenout, ze vztah je platny pouze pro osové symetrické nadoby [26].

4.2.2 Newtonovska kapalina
Vsem tekutinam fidicim se Newtonovskym zakonem se fika newtonovské kapaliny, u kterych
je viskozita linearn€ zavisla na smykové rychlosti a smykovém napéti [13]:

dv
TIM'@, (4.11)

kde 7 definuje smykové napéti, u je dynamicka viskozita a Z—; predstavuje smykovou rychlost.

Krev se fadi mezi nenewtonovské kapaliny. Viskozita krve zpisobuje, ze kdyz na krev
pusobi hodnota smykového napéti mensi, nez je kriticka hodnota, ma podobné chovani, jako
tuhy material. Pii ptisobeni smykového napéti nad kritickou hodnotou, chova se podobné jako
kapalina. K nadkritickému smykovému napéti dochazi prevazné pouze u velkych tepen. Proto
v tomto vypoctu bude uvazovana newtonovska kapalina [15].

4.2.3 Regulace toku krve

Rychlost toku je zavisla na odporu od stén tepen a ten je zavisly na dalSich faktorech jako jsou
vlastnosti tekutiny, primér a délka studované tepny [26]. Taktéz cévni systém nema vSude
stejny prafez cév, ale méni se po celé délce od nejvétsi tepny az po malé zily. Ze vztahu (4.9)
vyplyva, ze i sebemensi zména velikosti prufezu cév zpusobi velké zmeény pratoku
v jednotlivych uvazovanych castech. Dalsi moznosti fizeni pratoku krve je zménou plisobiciho
tlaku [26].

Regulace toku krve je predevsim dulezita pro lidsky mozek. Do tohoto organu musi byt
dopravovana krev témert konstantni rychlosti. Jakykoliv ubytek, ¢i dokonce preruseni dodavani
krve mize mit za nasledek poskozeni mozku a v nejhor§im piipadé smrt. V dnesni dobé
se védci neshoduji v nazoru, jaky typ proudéni se nachdzi v cerebralni systému. VétSina
vyzkumu predpoklada stacionarni typ proudéni. Méfeni pribeéhu toku mize byt realizovano
pomoci Dopplerova ultrazvuku, ktery také umoziuje kvantifikovat stupen autoregulace mozku
[26].

4.3 Windkessel modely

Matematicky model popisuje hemodynamiku cévniho systému. Na zakladé vyzkumu bylo
zjisténo, ze tlak v cévnim systému neni konstantni, ale ménici se. Tlak v ob&hovém systému
neni konstantni z divodu ptsobeni staht srdce. Tento jev je pozorovatelny na obrazku 5,6 a 10.
Tyto stahy maji pulzyjici charakter. Windkessel model 1ze popsat tfemi prvky: elasticitou C,
odporem R a setrvacnosti L [9]. Vybér prvka a jejich pocet zalezi od druhu zkoumané Casti cévy
a na vstupnich parametrech, které jsou u kazdého modelu rozdilné. Naptiklad muze byt cely
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model karotidy zjednoduSen do tfiprvkového Windkessel modelu. Z tohoto modelu budou
ziskany potiebné prabéhy, které by nebyly mozné ziskat z rozsahlého modelu. Tyto prabehy
poslouzi k vypoctu Casti roz§ifeného modelu. Nejprve 1ze vypocitat tlakovy prabéh v interni
karotidé, dale vexterni a poté dopocitat prutokové prabéhy krve. To lze pomoci
monokompartmentovych a multikompartmentovych modelt [28].

Hales byl prvni, kdo pfirovnal plnéni obéhového systému k nadrzi, kterd je castecné
naplnénd vodou a vzduchem, ze které vede hadice s proudici kapalinou. Tato nadrz slouzila
k vyhlazeni pulzii vody pfi nedokonalém Cerpani ze zasob a poté pies trysku proudila voda
témet konstantni rychlosti. To samé se déje v kardiovaskularnim systému. Pumpa je nahrazena
srdcem. Nadrz je velka tepna, kterda ma stény velmi elastické a dokaze pojmout vétsi mnozstvi
krve. V menSich tepnach a zilach krev protékd témeét konstantni rychlosti [13]. Tento fakt
je znazornén na obrazku 15.

Water source Pump Windkessel Spout
(cushion)

Pulsatile
pump

—»  (Steady
flow)

Blood

Veins Heart Elastic arteries Peripheral
(aorta) resistance

Obrazek 15 Proudéni vody pies vyrovnavaci nadrz je témei konstantni, to samé plati pro obehovy systém, kdy srdce pumpuje
krev do elastickych tepen a dale se §ifi usmérnénym proudem [13]

4.3.1 Monokompartmentové modely

Popis modelu a jeho vlastnosti je popsan kombinaci RC nebo RLC soucasti, které 1ze pouzit
v raznych kombinacich a také i mnozstvi. To znamena, ze v jednom modelu se muze nachazet
vice prvki. U monokompartmentovych modelt se bere cela systémova vaskularita jako celek,
a proto se v tomto modelu nezapocitavaji vnitini Sifeni tlakovych vin a prutokd.

4.3.1.1 Dvouprvkovy Windkessel model

Je to nejjednodussi monokompartmentovy dvouprvkovy model reprezentujici elementarni
charakteristiky sité tepen. Vlivy zil jsou zanedbany, jelikoz jsou povazovany za nulovou
tlakovou jimku, coz znamena, ze v zile se bude uvazovat nulovy tlak p.: = 0. Tento model
se sklada ze dvou paralelnich prvki, kapacity C a odporu R. Kapacita C popisuje elasticitu cév
a rezistor R reprezentuje odpor malych cév [9]. Konstrukci modelu znazoriiuje obrazek 16.

22



Pi Qi Po, Qo

|1
1
7

Obrazek 16 RC Windkessel model [9]

RC model dokaze velice spolehlivé a jednoduse znazornit pokles tlaku v aorté béhem diastoly,
taktéz se velice dobfe pouziva pro odhad arterialni poddajnosti, pokud je znama periferni
rezistence a prubéh aortalniho tlaku (u vétSich tepen se uvazuje, ze krevni tlak se rovna
aortalnimu tlaku). Nevyhoda této jednoduchosti je vtom, ze nedokaze zaznamenat
vysokofrekvenéni slozky, které jsou spojené s tlakovymi odrazy v obehové soustavé. Tento jev
lze pozorovat na obrazku 17 [9].
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Obrazek 17 Porovnani ziskanych vysledku z dvouprvkového, tiiprvkového a Ctyiprvkového Windkessel modelu s naméfenou
hodnotou impedance [28]

4.3.1.2 Triprvkovy Windkessel model

Jedna se o rozsifeny Windkessel model, taktéz nazyvany Westkessel nebo RCR, ktery byl
rozsahle Westerhofem a jeho spolupracovniky [13] zkouman. Do obvodu RC je pfidan dalsi
odporovy prvek Rc, ktery je zapojen sériové k RC modelu pozorovatelny na obrazku 18.
Komponent Rc predstavuje impedanci arterialni sit€. Odpor Rc v souctu s odporem R vytvari
celkovy systémovy odpor, ktery dokaze zlepsit vysokofrekvenéni popis soustavy. Ve srovnani
s RC modelem dokaze presnéji zaznamenat prub&hy systolickych a diastolickych aortalnich
tlaka a predpovidat pravdépodobné mnozstvi proteené krve [9].
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Obrazek 18 RCR Westkessel model [9]

Ve stejnou chvili Burattini a Natalucci vytvofili RCR model s Rc odporem zapojenym
sériové s kondenzatorem C znazornén na obrazku 19. Tato kombinace popisuje viskozni
a elasticke vlastnosti stén cév [9].

P Po, Qo
o | T J——

Obrazek 19 RCR2 model [9]

4.3.1.3 Ctyiprvkovy Windkessel model

K tifiprvkovému modelu RCR podle Westerhofa je zapojen do série ve vétvi s piidanym
odporem Rc a indukénosti L, ktera znazoriuje v tomto obvodu setrvacnost prutoku krve.
Ukazkovy priklad je na obrazku 20. Tento model se nazyva RLRC a do této podoby ho upravil
Landes. RLRC model nejlépe vyhodnocuje charakteristiku impedance v porovnani
se skuteCnymi naméfenymi hodnotami [9].

Pi Qi Po, Qo

Obrazek 20 RLCR1 model [9]
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Jak je ukdzano na obrazku 21, dalsi variantou je zapojeni indukcnosti paralelné
s odporem Rc. Tento model navrhl Westerhof a jeho spolupracovnici. Uvedeny model ma
zlepsit charakteristiku impedance ve stfedni frekvencni hodnoté a vysledné hodnoty maji byt
presnéjsi nez u méneprvkovych modela [9].

Pi Qi Po, Qo
o ) SN .:I_O
Re J_ R
Y'Y\ C
L

Obrazek 21 RLCR2 model [9]

Cela problematika téchto modela je zavisla na pocateCnim odhadu impedance. Presnost
impedance ma rozhodujici vyznam na chovani simulace. Z tohoto divodu viceprvkové modely
nejsou tak rozsahle vyuzivané pro vypocty a radéji se vyuzivaji ménéprvkové modely jako jsou
RC a RCR, u kterych predpokladame méné piesné charakteristiky ve srovnani s realitou,
ale naroCnost na feSitelnost je podstatné mensi. Nevyhoda dvouprvkovych a tfiprvkovych
modelt je v odhadu poc¢atecnich parametri. Iteraci pocatecnich hodnot bude docileno k ziskani
odpovidajicich vysledk.

Typ modelu Vyhody Nevyhody
Nedokaze s presnosti odpovidat skute€nému
RC Je to nejjednodussi typ modelu aortalnimu tlaku a pratokovym vinam, jelikoz
zkoumajici charakteristiky tepen. nedokaze zaznamenat vysokofrekvenéni
hodnoty.
RCR | pfes svoji jednoduchost dokaze popsat | Nepresné popisuje chovani arteridlni impedance
vysokofrekvenéni rozsah impedance. ve stiednim frekven&nim rozsahu.
Oproti RCR modelu dokaze . . . g
) R Oproti RCR a RC modelu je komplikovanéjsi,
RLCR charakterizovat presnéji hodnoty ve | o 5 oo’ sk1ada 2 vice prvki, a to &ini RLCR
stfednim frekven€nim rozsahu arterialni L X v .
. model méné pouzivany.
impedance.

Tabulka 3 Srovnani typt 0D modelu

4.3.2 Multikompartmentové modely

Ve snaze dostat se vypoctove co nejblize redlnému chovani v lidském téle, byl vytvoren tento
rozsifeny typ modelu. S multikompartmentovym modelem pracovat s rozsahlejsi Skalou
veli¢in. Témito veli¢inami jsou distribuce tlaku a prutoku v ob€hovém systému.

Multikompartmentovy model je slozen z vice modelti, reprezentujicich kazdy segment
ob&hového systému zvlast. Z obrazku 22 1ze vidét, Ze se sklada z vice druhti modelt. Prvni Cast
je slozena z tfiprvkového Windkessel modelu a popisuje pocatek aorty (kofen aorty). Prostredni
segment je slozen ze Ctyfprvkového Windkessel modelu a reprezentuje velké a malé tepny.
Kapilary a zily jsou popsany tfiprvkovym Windkessel modelem. VSechny tyto segmenty utvari
jeden celek a popisuji pribéhy od kofene aorty az po kapilaru.
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Typ pouzitého modelu je navrzen dle pifedpokladu o vlastnostech cév. U aorty a vétSich
tepen se predpoklada, ze sténa cév je velmi elasticka a ztoho vyplyva, Ze prutok krve
je pulzujici od staht srdce. Nesmi byt opomenut odpor od stén a taktéz setrva¢né ucinky
prutoku, takze bude uvazovan typ modelu RLC.

Dale se velké tepny déli na mensi cévy jako jsou malé tepny, zily a kapilary. Mensi
elastiCnost stén cév zapiiCini stacionarni typ proudéni a v téchto cévach bude pusobit nejvetsi
tfeni. Dle t&chto specifikaci je mozny popis pouze odporem R. Zily a duté Zily budou nahrazeny
modelem RC. Zily jsou poddajné a pritok krve je Gasteéné neménny. Dle téchto predpokladl
budou spojeny vSechny modely od aorty az po zilu a vznikne komplexni model zkoumajici
prubéhy po celé délce.

Pi Qi Po, Qo

—1

Lsas Rsas Lsat Rsat Rsar Rscp J_ Rsvn

TCsas ICsat ICSVI"I

Obrazek 22 Ptiklad modelovani pomoci multikompartmentového modelu od aorty az po Zilu [9]

Vyzkum pomoci kardiovaskularnich modelt je zaméfen na star§i ¢ast populace, a to
hlavné z divodu, Ze jsou nachyln€jsi na onemocnéni kardiovaskularniho systému. Navic
se s narustajicim stafim velkych tepny stavaji stény cév stavaji tuzsi, proto se poddajnost
u vypoctu zanedbava. Z tohoto divodu v nasledujicich vypoctech bude pouzity dvouprvkovy
a tfiprvkovy Windkessel model. Dal§im ptikladem bude konkrétni model karotidy, na ktery
bude pouzita dosavadni pocetni znalost z reSerSni ¢asti této prace.
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5 Tvorba 0D modelu karotidy

V této kapitole bude demontovan postup tvoreni matematického modelu karotidy od utvoreni
modelu po sestaveni odpovidajicich rovnic pro ziskani numerickych hodnot pocatecnich
parametrd. Karotida je hlavni tepna a také nejvétsi tepna dopravujici krev do mozku a obliceje,
proto je zivotné dulezita.

5.1 Sestaveni modelu

Pro sestaveni modelu byl pouzit zjednoduseny 0D model. Do tohoto typu modelu se zahrnuje
model spolecné karotidy, ktera je nejvétsi kréni tepna. Spolecna karotida se dale vétvi na interni
a externi karotidu. Pro modelovani je pouzita elektrohydraulicka analogie, ktera je diive
zminéna v kapitole 3.2. Na obrazku 23 je spoleCna karotida nahrazena odporem Rcc.
Po bifurkaci spole¢né karotidy je tepna interni a externi nahrazena opét pouze odporem.
Pro interni karotidu je znaceni R;c a pro externi Rec. U periferie je pouzit RC Windkessel model,
kde se nachazi periferni odpor Rp a kapacita periferie Ca. V kazdé vétvi modelu tece proud.
Pro spolecnou karotidu je prutok Qcc, ktery se dale §té€pi na Qic pro interni karotidu a Qkc
pro externi karotidu. Kazdé vétvi nalezi tlak na vstupu a na vystupu. U dé€leni na mensi zily
je bran tlak na vystupu pex a pv = 0.

Spoleéna karotida Interni karotida Dvouprvkovy Windkessel model
R
Q¢ Q™"
— —
Ric Pic Rp'®
E+:i—| |1 Pu=O
Q Qcc .
— — Q.0 | T ca'
IC |
Pcc Ree P bif —
O | I Q Pext= 0
Qgc Qec™P
—_—
Rec Pec RpEC
m— e s (L0
C
Qgc a \L —— c3°
Pext= 0

Externi karotida  Dvouprvkovy Windkessel model

Obrazek 23 0D model karotidy
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5.2 Vypocet konstantnich parametrt
Pro numerickou analyzu je potieba ziskat konstantni parametry nachazejici se v 0D modelu.
Tyka se to predevsim hodnot odport segmentu Rcc, Ric a Rec. K tomu poslouzi nasledujici
uvedené vztahy dle Poiseuilleova zédkona (4.10):

P

o (5.1)

kde parametr odporu R, délka segmentu / a polomér tepny r se méni u kazdé tepny.

Dal§i neménny faktor je odpor periferie Rp. Tento vypocet bude vztazen k ploSe
prufezu spolecné karotidy. Vtah bude v této podobé [19]:

Rp =22 (5.2)

kde A je plocha priifezu a krp je koeficient o hodnoté 0,55 - 10% Pa:s'm™. Pomér hodnoty priitoku
mezi interni a externi karotidou je 65/35, jak uz bylo diive odivodnéno v kapitole 2.5.1. Pomoci
tohoto poméru bude nasledné pierozdelen periferni odpor pro interni a externi karotidu.
Tyto rovnice byly pouzity z literatury [29].

Matematicky vztah pro vypocet kapacity periferie byl prevzat ze zdroje [29]:

Ca=0.11"Cyyrq » (5.3)

kde Cuora je aortalni kapacita. Tato hodnota kapacity bude totozna pro interni a externi karotidu.

5.3 Triprvkovy Windkessel model karotidy

Pro ziskani prabéhu vstupniho tlaku, bylo vyZzadovano zjednoduseni modelu z obrazku 23
na tfiprvkovy model. V modelu, ktery je uveden na obrazek 24 je zahrnuty odpor spolecné
karotidy, celkovy odpor a celkova kapacita.

Rce QR(t)
— ]
Q C(t)\L
Qccl(t)
& —— | Ppi® R

Obrazek 24 Tiiprvkovy Windkessel model karotidy

V tuto chvili je potfeba vyjadfit rovnice pro tfiprvkovy Windkessel model. Prvni rovnice
je tvofena pomoci uzlového pravidla (4.2):
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Qcc(t) = Qr(D) + Qc(D), (5.4)

kde Qr a Qc jsou pritoky rozdélené vétvi viditelné na obrazku 24. Do této rovnice budou
dosazeny vztahy (4.6) a (4.7):

Poif (1) d (5.5)

Qcc(t) = R + CE " Poif(t),

v této rovnici se nachazi celkovy odpor R, ktery je ziskany ze souctu vSech odport uvedeny
v rovnici (5.9). Tyto odpory jsou vidétenlné na obrazku 23. To stejné plati i pro celkovou
kapacitu C, ktera je ziskana ze souctu kapacit v rovnici (5.10).

Sériovy soucet odport interni karotidy a periferie:

Rl = RIC + RpIC . (56)

Sériovy soucet odporu externi karotidy a periferie:

Rz = REC + RpEC . (57)
Paralelni soucet odport téchto vétvich:

_ R; - Ry

Sériovy soucet odporu spolecné karotidy a ve vétvich:
R = RCC + R12 . (59)
Paralelni soucet perifernich kapacit:
C = Calc + CaEC . (5 10)

Rovnici (5.5) byla potfeba upravit do podoby, aby byla numericky fesSitelnad pro program
MATLAB. Uprava byla provedena pomoci zpétné diference do tohoto tvaru:

Ppif(i — 1)

1 1
Qec®) = poip - (5 + C57) — € - P2, 510

pomoci této rovnice bude ziskan prabéh tlaku v bifurkaci ppy.

Prostiednictvim nasledujici rovnice bude ziskan priabéh tlaku na spolecné karotidé pcc:

Pcc(t) = Puir(t) + Qcc() " Rec - (5.12)

S vyuzitim rovnic (5.16) a (5.17) budou ziskany dva neznamé prabehy tlaku.
Tyto zavislosti poslouzi k nasledujicim vypoctim.
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5.4 Rovnice modelu

Dle sestaveného modelu, ktery lze vidét na obrazku 23 pomoci elektrohydraulické analogie je
potieba sestavit pfisluSejici rovnice, fidici se Kirchhoffovymi zakony. Uzlové pravidlo (4.2)
bylo aplikovano na model z obrazku 23 a byla pouzita analogie k elektrickému proudu I
viz. tabulka 2:

Qcc = Qi¢c + Qge» (5.13)

dle uzlového pravidla se musi celkovy pratok rovnat prutokiim na vystupu. V tomto piipadé
prutok ve spolecné karotidé se rovna rozdélenému proudu do interni a externi karotidy.

Tohoto zakona bude dodrzeno i v nésledujicich sestavenych rovnicich:
R
QIC = ]Cp + Q[CCa ] (514)

Qrc = QFF + Q52 (5.15)

z téchto rovnic vypliva, Ze soucet pratoku proudicich pfes aortalni kapacitu a periferni rezistor
se musi rovnat hodnoté priatoku na vstupu, coz v této situaci plati jak pro prutok v interni,
tak i externi karotidé.

Z téchto rovnic, které popisuji tok krve pres odpor Rcc, Ric a Rec budou nasledné
ziskany rozdily tlakt. Tyto vztahy vychazi z rovnice (4.7):

Pcc — Pbi
Qec = —=—1 - g (5.16)
ccC
Poir — P
Qe ==L "I¢ - e (5.17)
IC
Pvir — PEC
e = ”R—, (5.18)
EC

kde pccdefinuje tlak na vstupu do spolecné karotidy, puir je tlak pfi bifurkaci na interni a externi
karotid€ a p;c a pec jsou tlaky na vystupu z téchto tepen.

Pro ziskani proudi tekoucich do periferie z interni a externi karotidy, bude prevzata
rovnice (4.6):

IC
Rp _ Pic — Pv

A (5.19)
EC
Pec — P
o= ECRPEC” (5.20)

v téchto rovnicich bude tlak v zilach p, roven nule.
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Zbyva definovat posledni dvé rovnice, ktery se zabyvaji vypocCtem proudéni pies aortu.
Pro vypocet byla upravena rovnice (4.6):

d

IC(,g = CaICE' (Pic — Pext) » (5.21)
d

I_g(cjl = CaECE' (PEC — DPext ) (5.22)

opét je v téchto rovnicich tlak na vystupu pe. roven nule.

5.4.1 Uprava rovnic
V této ¢asti budou dfive uvedené rovnice upraveny do tii rovnic pro kazdou tepnu zvIast.

Nyni jsou znamé v§echny rovnice pro vypocet prutoku interni karotidou (5.14), do které
budou dosazeny vztahy pro vypocet pratoku pies odpor (5.19) a kapacitu (5.21):

p d
QIC = WI?‘C + CaICE *Pic - (523)

To stejné bylo realizovano pro externi karotidu. Zde byla pouzita rovnice (5.15),
do které byly dosazeny rovnice (5.20) pro odpor a (5.22) pro kapacitu:
PEc

— _I_C'Ecd. 524
QEC—W a™ 77 Pec - (5.24)

V tuto chvili jsou zname vSechny rovnice prutokt pro interni a externi karotidy. Rovnice
(5.23) a (5.24) pro pratoky tepnami budou dosazeny do rovnice (5.13):

Prc d PEc d
Qcc :W-I_CG'ICEIPIC +W+CaECE'pEC : (5.25)

5.4.2 Vztahy pouzité pro pocetni reSeni v prostiedi MATLAB
Zde se budou nachazet rovnice slouzici k ziskani numerickych prabeéha v 0D modelu z obrazku
23. V rovnicich, kde se nachazi derivace byla pouzita zpétna diference.
Z rovnic (5.17) a (5.23) bude ziskan vztah pro vypocet prubéhu tlaku na interni karotidé pj:
(i
p"%() LAt + CalC - (i — 1)
~ _ _Nic
Pie(D) = AT AL : (5.26)

at At Ic
R + RpIC + Ca
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Pro vypocet prabéhu tlaku na externi karotidé pgc, jsou upraveny rovnice (5.18)
a(5.24). Ze kterych je ziskan vztah, v takové to podobg:
(i
Poir) pp 4 caFC (i — 1)
Pgc(i) = Rec
EC £+ At
Rec T RpEC

(5.27)

+ Cak¢€

Nyni uz jen zbyvaji posledni dvé rovnice pro vypocet prutokd na interni a externi
karotidé:

— Cal€ Prc(®) = Pc(i —1)  Prc(d)

Qic(D) AT RpIC (5.28)
Qgc(i) = CatC - Pec( _APfC(l — D + };];;]glc) : (5.29)

Pfi sestaveni rovnic, popisujici model na obrazku 23. bylo zji§téno, ze k popisu staci 6
rovnic ve kterych se vyskytuje Sest neznamych veli¢in. Konkrétné se jedna o rovnice (5.16)
az (5.18) a (5.23) az (5.25). Triprvkovym Windkessel modelem si dopomizeme k ziskani
prubéhu tlakt na spolecné karotide a bifurkaci, které jsou popsané v kapitole 5.3. Tyto znamé
prubéhy dosadime do zbylych rovnic, ve kterych se bude nachazet Ctyfi nezname parametry.

5.5 Graficka simulace tlaku a pratoku

Obrazek 25 predstavuje ziskané vysledky pomoci diive zminénych rovnic v kapitole 5.3 a 5.4.
Prubéh priatoku Qcc byl prevzaty ze zdroje [17]. Hodnoty pribéhu pratoku byly nezbytné
dulezité pro numerickou resitelnost.

x109

16

14

121

b
o

PRUTOK [m%/s]
(00}

2 2.2 2.4 2.6 2.8
CAS [s]

Obrazek 25 Porovnani toku krve mezi tepnami
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Obrazek 25 znazoriuje zavislost prutoku Q na Case t. Graficky pribéh je pulzujici
a periodicky ustaleny piiblizné€ od 2 s.

Na obrazku 26 je zobrazena zavislost prubéhu tlaku p na Case t. Prabéh tlaku je opét
pulzujici a rostouci. Nejvétsi hodnota tlaku se nazyva systola a klesajici prabéh je diastola.
Porovnani prabéht tlaka v jednotlivych karotidach je ilustrovan na obrazku 26. Z téchto
vysledkt 1ze vydedukovat, ze hodnoty prub€hti ve vétSich tepnach nejsou zasadné rozdilné
a tlak se zde radikalné neméni.

3.35 —— : , : ;

33T

3.251

295}

2.9 ' : ; ' '
5.8 6 6.2 6.4 6.6
CAS [s]

Obrazek 26 Porovnani tlakovych pribéhu v tepnach

5.6 Diskuze vysledku

Na obrazku 26 jsou znazornény ustalené tlakové pribéhy v tepnach, Ize si vSimnout, ze rozmezi
tlakti pfi odhadu parametri je nékolikanasobnéjsi vétsi nez idealni hodnoty naméfenych na
lidském subjektu. Rozmezi tlaku nameétenych na pravé pazi se piiblizn€ nachazi mezi
hodnotami 10600 az 16000 Pa. Vzhledem k tomu, ze do pravé paze proudi krev pies velkou
tepnu, ktera koteni v aorté, bude toto rozmezi platit i pro vstupni rozmezi tlaku pcc na spolecné
karotidg.

Porovnanim pratokd krve interni karotidou Qic a realného pribéhu na téze tepné
z literatury [17] se navrhne vhodna iteracni metoda vypoc¢tu. Na obrazku 27 je pratokovy
prubéh pro prvotni odhad parametrd. Prabéh pritoku krve interni tepnou je zavisly na tlaku
ve spolecné karotidé pcc. Porovnanim se skutenym naméfenym prabéhem uvedenym na
obrazku 27, lze vidét téméf totozné hodnoty v obdobi systoly, ale mirné odchylky v obdobi
diastoly.
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T T T T

Qic-mérena
8r Qic i

(o]

PRUTOK [m?/s]
(6]

H

2 1 1 1 1
1 1.2 1.4 1.6 1.8

CAS [s]
Obrazek 27 Porovnani realného zméteného prabéhu na interni karotidé [17] a pribéhu ziskany prvotnim odhadem hodnot

Na obrazku 28 je vypoctena nepresnost pomoci pocetni metody z kapitoly 5. Jedna
se o takzvany zbytkova proud. Maximalni 6 % neptesnost byla odhalena pfi kontrole zakona
zachovani hmotnosti vyplivajici z rovnice (5.13). Celkova chyba na jedné periodé ¢ini 0.28 %.

12 T T T T T

10 1

CHYBA [%]

2 2.2 2.4 2.6 2.8
CAS [s]

Obrazek 28 Pocetni chyba pfi vypoctu
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Nepresnost vypoctu mohla byt zapfic¢inéna zjednodusenim komplexniho modelu tepny
na tfiprvkovy Windkessel model. Dalsi chyba vznikla pfi nepfimém rozdéleni proudu
ze spolecné karotidy. Zahrnuti tohoto poméru proudu v interni a externi karotidé bylo pouze
u vypoctu periferniho odporu. Pro ziskani ptesnéjSich a podobnéjsich prabeht srovnatelnych
sidealnim prabéhem, je vhodné vyuzit nékteré z iteracnich metod, napiiklad metodu
nejmensich Ctverct.
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6 Zavér

V reSerSni Casti této prace byla nejprve vysvétlena celd problematika kardiovaskularniho
systému, jakou ma funkci a z ceho je slozen. Dale byl CasteCné rozebran cerebralni systém,
ktery je zasobovan okysli¢enou krvi z aorty pies karotidu do mozku.

Dalsi cast se zaméfovala na seznameni s konkrétnimi pifipady modelovani
kardiovaskularniho systému a k ¢emu konkrétni druh modelu slouzi. Pro tyto matematické
modely se vyuziva fada fyzikalnich zakont, pomoci kterych lze docilit numerické fesitelnosti.
V tomto piipadé byl pouzit 0D model, ktery se fidi pomoci elektrohydraulické analogie. Podle
jakého matematického zdkona se model tidi, zavisi na vybéru druhu modelu. V dalsi casti byly
rozebrany druhy Windkessel modela rozdé€lené podle poctu prvka. Opét byla vysvétlena funkce
kazdého modelu a k cemu je tento model nejvhodnéjsi.

Nyni uz Ize pfejit na samotné modelovani. Nejprve bylo nutné sestavit 0D modelu
karotidy, pro kterou bylo sestaveno Sest fidicich rovnic. V té€chto Sesti rovnicich je Sest
neznamych parametri. Rovnice jsou tim padem pln€ urCené. Kvili jednoduss§imu zjisténi
nékterych neznamych parametrti, bylo nutné si tento model upravit do tfiprvkového Windkessel
modelu, ktery predstavoval spolecnou karotidu vCetné interny, externy a periferie. Pro tento
model byly sestaveny rovnice, ze kterych se ziskaly pribéhy tlaka ve spolecné karotidé
a bifurkaci. Tento mezikrok byl nutny, aby se model karotidy zptesnil a rozlozil na jednotlivé
segmenty. Tim docilime feSitelnosti ulohy. Ttiprvkovy Windkessel model je popsatelny dvéma
odpory a jednou kapacitou. Odporem samotného segmentu (spolecné karotidy) a periferii
(interni, externi karotidy a periferie). Z tohoto modelu 1ze dale ziskat pribéhy tlakt a pratokt
na dalSich segmentech (interni a externi karotid€) a poté az prabéhy na periferii. Pfi ovéfovani
zakona zachovani hmotnosti z rovnice (5.13) byla zji§téna maximalni 6% chyba a odchylka
na jedné periodé Cini 0.28 %.

Pfi¢ina nepfesnosti mizou byt samotné veliCiny impedance. V této praci byly brany
hodnoty impedance jako konstantni hodnoty a samotné rovnice, dle kterych byl proveden
vypocet obsahuji uritou nepiesnost. Pro mozné zptesnéni vysledk by bylo vhodné vzit
v uvahu ztraty proudéni, naptiklad pfi zahybech a bifurkacich, se kterymi souvisi turbulentni
proudéni. Toto Ize vyfeSit pomoci 1D modelu nebo s pouzitim viceturoviiového modelovani.
Dalsi moznost ziskani presnéjSich vysledki je dosahnout optimalizovanych hodnot impedance,
které jsou dulezitou pocetni informaci pro ziskani piesnych hodnot prabéhu tlaki a pratoka.
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