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Anotace

Prdce je zamérena na pocitacové dokazovdni. Nejprve je ctendr sezndmen s uvod-
nimi pojmy, poté je predstaveno nekolik problémau, které byly dokdzdany s pomoct
pocitace. Dalsi ¢dst je zamerena na popis jednotliviych vyznamnych dokazovacich
systémau, vcetne jejich vyuziti v praxi. Na zdavér je popsan jednoduchy dokazovaci
systém, vytvoreny jako soucdst této prdce.

Synopsis

This thesis is focused on proofs done by computers. First, the reader is acquain-
ted with the introductory concepts, then a few problems proved with the help of
computers are introduced. Next part contains description of individual important
prooving systems including their use. Finally, a simple proof system created as a
part of this work is described.

Klicova slova: dokazovac, rezoluce, logika

Keywords: prover, resolution, logic
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1 Uvod

Automatické uvazovani je oblast pocitacové védy povazovana za soucCast umelé
inteligence, avsak do jisté miry je toto téma spojeno i s teoretickou informatikou
¢i filozofii.

Uvazovani je schopnost vyvozovat zavéry z predpoklad. Automatické uvazo-
vani se tedy tyka tvorby vypocetnich systémi, které tento proces zautomatizuji.
Prestoze je celkovym cilem mechanizace riznych forem uvazovani, byl tento po-
jem znacné identifikovan s deduktivnim uvazovanim, tak jak je praktikovano
v matematice a formélni logice. V tomto ohledu je automatické uvazovani po-
dobné tomu, kdyz dané véty dokazujeme rucné.

Tvorba programu pro automatické uvazovani znamené poskytnuti algoritmic-
kého popisu formalnimu kalkulu tak, aby jej bylo mozné implementovat a i¢inné
dokazovat véty kalkulu. Dulezité aspekty tohoto zahrnuji:

e definovani tiidy problémi, které bude program fesit,

e vybér jazyku, ktery se bude pouzivat pro reprezentaci poskytnutych infor-
maci, stejné tak jako informaci odvozenych v programu,

e upresnéni mechanismu, ktery bude program pouzivat k zjisténi deduktiv-
nich zaveru,

e zjisténi, jak vsechny tyto vypocty provadét efektivneé.

Zatimco zakladni vyzkum pokracuje dal s cilem poskytnout teoreticky ramec,
toto odvétvi se dostalo do bodu, kde se automatické uvazovani pouziva k dika-
zim otevienych otdzek (nebo alespon k pokusim o dikazy) v matematice a
logice, k poskytnuti dilezitych aplikaci ve vypocetni technice, feseni problému
ve strojirenstvi a nalezeni novych pristupti k otazkam ve filozofii.

Nejvyvinutéjsi soucasti automatického uvazovani jsou: automatické dokazo-
vani vét (ATP — Automated Theorem Proving), jehoZ soucésti je interaktivni
dokazovani vét, které je méné automatické, ale o to vice praktické, a automa-
tickd kontrola dikazi (Automated Proof Checking).

Problém v rdamci programu automatického uvazovani se skladé ze dvou casti:

e mnoziny vyroki, kterda vyjadiuje vSechny informace, které dany program
mé (predpoklady problému — problem assumptions),

e vyroku, ktery vyjadiuje otdzku (zavér problému — problem conclusion).

Reseni daného problému pak tedy znamend dokézani zévéru z danych predpo-
kladu. To se v ruznych programech déje riuznymi zpusoby (viz ¢ast o vybéru
dedukéntho kalkulu).

Pri tvorbé systému pro automatické uvazovani nastavaji tii dilezita rozhod-
nuti:



e vymezeni domény problémi — doména muze byt velkd, jak je tomu v pti-
padé obecnych dokazovacich systémil, nebo muze byt omezena pro néjakou
konkrétni tiidu problémii. Typickym pristupem je nejprve dat systému do-
statecnou logickou silu (napt. v podobé logiky prvniho fadu) a poté se dale
vymezovat smérem k doméné problémi definovanou pomoci doménovych
axiomil.

e reprezentace problému — toto zahrnuje jednak problém reprezentace pro-
blému pro samotny systém, tedy jak ho formalizovat do podoby srozu-
mitelné pro dokazovaci systém, jednak jak bude problém reprezentovan
interné v ramci programu a v neposledni fadé jak bude vysledek problému
reprezentovan zpét uzivateli. Existuje nékolik rtznych formalismi, jejichz
vybér je castecné zavisly na problémové doméné a na dedukénim kalkulu
pouzitém v dokazovacim programu. Nejcastéji pouzivané formalismy jsou
logika prvniho fadu (pfipadné i vyssich radu), typovany lambda kalkul ¢i
klauzalni logika .

e vybér dedukéniho kalkulu — viz dale.

Zdroj: [5].



2  Uvodni pojmy a vybér dedukéniho kalkulu

Predpoklada se, ze je ¢tenar obezndmen se zaklady vyrokové a predikatové logiky.
V opa¢ném pripadé nalezne vyklad potiebnych pojmu v priloze A.

2.1 Teorie typt

Jedna se o teorii na pomezi algoritmiky, matematiky a filozofie. Teorii typi po-
prvé vylozil Bertrand Russell. Uéelem teorie typt bylo vyhnuti se paradoxtim
v teorii mnozin.

V systému teorie typu je pojem term protéjskem typu. Napriklad 4, 2 + 2,
2 * 2 jsou vSechno ruzné termy s typem nat pro prirozena cisla. Obvykle je term
nasledovan dvojteckou a danym typem, tzn. 2 : nat, coz znamena, ze ¢islo 2 je
typu nat. O typech lze v obecnosti Fici mélo. Casto se interpretuji jako druh
kolekce (ne nutné mnoziny) hodnot, na které by se mél term vyhodnotit. Tvorba
termu a typu zavisi na konkrétnich teoriich.

Rozdily oproti teorii mnozin:

e Teorie mnozin je postavena na zakladé logiky. Vyzaduje pod sebou oddéleny
systém jako naptiklad predikatovou logiku. V teorii typt lze koncepty jako
sor‘ a ,and“ zakédovat v samotné teorii.

e V teorii mnozin neni prvek omezen na jednu mnozinu. V teorii typi termy
nalezi pouze jednomu typu.

e Teorie mnozin koduje ¢éisla jako mnoziny (0 je 0, 1 je {0}, 2 je {0, {0}},
atd.). V teorii typt lze ¢isla kédovat jako funkce pomoci Churchova kédo-
vani' nebo vice pfirozené jako induktivni typy.

Zdroj: [3].

2.2 Curry-Howarduv isomorfismus

Curry-Howarduv isomorfismus (korespondence) je primy vztah mezi pocitaco-
vymi programy a matematickymi dikazy. Jedna se o zobecnéni syntaktické ana-
logie mezi systémy formalni logiky a vypocetnich kalkul. Poprvé byl objeven
americkym matematikem Haskellem Currym a logikem Williamam A. Howar-
dem.

Ve své obecnéjsi formé je Curry-Howardova korespondence vztah mezi for-
malnimi dikazy a typovymi systémy pro modely vypoctu. Rozdéluje se do dvou
casti. Jedna na trovni formuli a typt, ktera je nezavisla na konkrétnim dikaznim
systému nebo modelu vypoc¢tu a druhd na trovni ditkazii a programii, ktera je
specificka pro konkrétni vybér dikazniho systému a modelu vypoctu.

Zdroj: [4].

Tké6dovani pro reprezentaci dat a operatortt v lambda kalkulu
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Logicka strana Programovaci strana

implikace funkeni typ

konjunkce soucinovy typ

disjunkce souctovy typ

pravdiva formule jednotkovy typ
nepravdiva formule prazdny typ

univerzalni kvantifikator | zobecnény soucinovy typ
existencni kvantifikator | zobecnény souctovy typ

Tabulka 1: Curry-Howardova korespondence

2.3 Vybér dedukéniho kalkulu

Tato ¢ast vznikla na zdkladé [5].

Dedukéni kalkul se skladéd z mnoziny logickych axiomii a kolekce deduké-
nich pravidel pro odvozovani novych formuli z predchozich formuli. Vyteseni
problému v ramci domény pak znamend urceni pravdivosti zévéru problému («),
v podobé formule, z mnoziny sestavajici z logickych a doménovych axiomu a
predpokladii problému (zn. I'). To jakym zptisobem toho program dosdhne zé-
visi hlavné na dedukénim kalkulu. Nékteré programy mohou jit pfimou cestou
a tvorit dikaz krok za krokem; to jsou prevazné systémy zalozené na prirozené
dedukci. Jiné programy jdou cestou nepiimou, tedy ukdzou, ze mnozina I'U{—a’}
je nekonzistentni. Toho je docileno odvozenim kontradikce z této mnoziny. Tako-
véto programy pak vyuzivaji metody jako sekvencéni dedukce, metoda propojeni
matice ¢i rezoluce.

V nésledujicich ¢astech si predstavime dvé z autorova pohledu zajimavé me-
tody.

2.3.1 Rezoluéni metoda

Tato metoda je v soucasné dobé asi nejpopularnéjsi. Rezolu¢ni pravidlo je mode-
lovano na zakladé pravidla ztetézeni a v zasadé 1ika, ze z pV ¢ a —~qV r odvodime
p V r. V obecnéjsi podobé bychom mohli napsat, ze pro dvé klauzule Cy a Cy
takové, Ze jedna obsahuje literal [ v pozitivni a druhé v negativni formé plati:

017 02
(Cl - l) V (Cg - _|l>7

kde (C7 — 1) znamend klauzule C kromé literalu .

Herbrandova véta (1930) zajistuje, Ze nesplnitelnost kolekce klauzuli 1ze zjistit
pomoci zakladni rezoluéni metody. AvSak pfiméa implementace této metody po-
moci Herbrandovy véty vede ke generovani velkého mnozstvi zakladnich term,
a proto je neefektivni. Vyssi efektivitu zajistilo vyuziti unifikace a také metoda
bindrni rezoluce (obdobna jako zdkladni rezoluéni metoda, ale vyuziva prave
unifikaci).

10



2.3.2 Metoda propojeni matice

Nazev je odvozen od fungovani metody. Dané formule se nejprve prevede do kon-
junktivni norméalni formy (CNF), poté je vytvorena matice tak, Zze jednotlivé
radky reprezentuji klauzule, v ramci radka je pak klauzule rozdélena na literdly.
Metoda pak funguje tak, ze postupné vyzkousi vSsechny prichody matici shora
dolt tak, ze z kazdého radku se vezme jeden literal. V pripadé, ze dana cesta ma-
tici obsahuje jak negativni, tak pozitivni vyskyt konkrétniho literalu, tak uz se
nemusi dédle prochazet (neumozni splnéni puvodni formule). Vysledkem metody
je, ze se bud najde cesta, kterd neobsahuje dva komplementarni literaly, tudiz
tato cesta je resenim formule, v opa¢ném pripadeé je ptuvodni formule nesplnitelna.

Pro lepsi predstavu si uvedme piiklad: Zadané axiomy jsou (AV B), (mAVC),
(=B V D), (C'V—D) amame ukdzat, Ze z nich plyne zévér C. Pro dané zadéani
ziskame formuli (AV B)A (mAVC)A(=BV D)A(CV—-D)A—=C v konjunktivni
normélni formé (formule vznikla jako logicky soucin axiomu spoleéné s negaci
zavéru problému) a nasledujici matici (tabulku):

A | B
-B| D
C | D
-C

7 tabulky dostaneme téchto Sestnact cest:

A-A, =B, C, =C
A, -A =B, -D,=C
A, -A D, C, =C
A, =A, D, =D, =C
A, C,-B, C, =C
A, C, D, C, =C

A, C, =B, =D, =C
A, C, D, =D, =C
B,—-A, =B, C, =C
B, =A, =B, =D,-C
B, -A, D, C, =C
B, -A, D, =D, —=C
B, C, =B, C, =C
B, C, D, C, =-C

B, C, =B, =D, -C
B, C, D, =D, =C

O 0| | O O | W[ DN —

[EY N
= o

—_
[\

—_
w

—_
s

—
(S

—
(=]

Z toho plyne, Ze zadnd z cest neni FeSenim formule (kazda cesta obsahuje
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minimalné jeden literdl v obou podobéach). Tim padem je formule nesplniteln4,
coz implikuje, ze zadany zavér plyne z axiom.

3 Problém ctyr barev

Pred tim, nez se dostaneme k samotnym dokazovacim systémum, bych rad pri-
blizil problém ¢tyt barev, ktery je povazovan za viibec prvni problém dokézany
pomoci pocitace.

Text této casti vznikl na zakladé [6] a [7].

Jiz v roce 1840 formuloval August Ferdinand M&bius podobny problém, pro-
blém péti princi:

V' Indii byl kral, ktery mél velké krdlovstvi a pét syni. Ve své posledni vili
kral rekl, Ze po jeho smrti by synové meli mezi sebou rozdelit krdalovstvi tak, aby
oblast patrici kazdému synovi méla spolecnou hranici (nejen bod) se zbyvajicimi
ctyrmi oblastmi. Oblasti by navic mély byt souvislé. Jak by melo byt krdlovstvi
rozdéleno?

Intuitivné lze vidét, ze tento problém nema tesSeni.

Problém ¢tyt barev je jednim z nejslavnéjsich matematickych problémii. Jedna
z prvnich zminek o tomto problému se datuje do roku 1852, kdy doktorand Uni-
versity College v Londyné, Francis Guthrie, zaslal tuto tlohu svému bratrovi
Frederickovi. Ten obarvil mapu anglickych hrabstvi ¢tyfmi rtznymi barvami,
avsak zadna dveé sousedni hrabstvi nesdilela stejnou barvu. Otazka, kterou si po-
lozil byla nasnadé: plati to pro vSechny mapy v roviné? Frederick Guthrie zadal
o pomoc Augusta De Morgana. Po dlouhou dobu se vsak nedafrilo dany problém
dokézat (vyTesit).

Obrazek 1: Obarveni anglickych hrabstvi [7]

12



7 pohledu teorie grafli je tento problém formalné chapan tak, ze pro zadany
planarni graf bez smycek je chromatické ¢islo jeho dualntho grafu mensi nebo
rovno ¢tyrem.

-:

H

i

H

1

i
S

v
| —

Obrazek 2: Prevod mapy na graf [8|

V roce 1879 publikoval prvni ,,dukaz“ tohoto problému Artur Kempe. V roce
1880 pak prisel dalsi pokus o diikaz od Petera G. Taita. Ackoliv byly oba dikazy
pozdéji vyvraceny (Kempeho dikaz v roce 1890 Percy Heawoodem), piinesly
zajimavé poznatky. Tait prisel s ekvivalentnim vyjadfenim problému ¢tyt barev
ve smyslu 3-obarveni hran. Kempe pfisel s nécim, cemu se rikd Kempeho tetézec.

3.1 Kempeho retézec

Kempeho tetézec obsahujici barvy a a b je maximalni propojena mnozina oblasti
obarvenych jednou z téchto dvou barev. Propojena ve smyslu, ze z kazdé oblasti
lze cestovat do kterékoliv jiné oblasti v mnoziné, aniz bychom tuto oblast opustili.
Maximalni ve smyslu: neexistuje dalsi oblast danych dvou barev, o kterou bychom
mohli mnozinu zvétsit tak, aby byla stale propojena.

13



Obréazek 3: Kempeho retézec — oblasti

V novodobéjsi definici problému ¢tyt barev se oblasti nahrazuji uzly dualniho
grafu. Pak lze dudlné formulovat i pojem Kempeho fetézce: Kempeho retézec
obsahujici barvy a a b je maximalni spojity podgraf obsahujici vrcholy pouze
zadanych barev.

Obréazek 4: Kempeho fetézec — vrcholy [9]

14



3.2 Kempeho ,,dikaz*

Popis dikazu, véetné obrazku, vznikl na zdkladé [10].

Zakladni predpoklad je, ze mapu, ktera obsahuje ¢tyfi a méné oblasti, lze
obarvit trivialné. Déle pfedpokladejme, ze mapu obsahujici n oblasti 1ze obarvit
¢tyrmi barvami. Oznac¢me si jako M mapu, kterda ma celkem n+1 oblasti. M nutné
obsahuje oblast, ktera sousedi s péti nebo méné oblastmi. Tuto oblast ozna¢me
jako X. Nyni nastavaji dva pripady, které Kempeho zajimaly:

e X sousedi s presné ¢tyrmi oblastmi,
e X sousedi s presné péti oblastmi.

Ostatni pripady, tedy kdy X sousedi s jednou az tfemi oblastmi, lze vytesit trivi-
alné, protoze mame porad dostatek barev na obarveni X. Pro ditkaz zbylych dvou
pripadt byl pouzit pravé Kempeho tetézec. Myslenka byla postavena na tom, ze
v ramci tohoto Tetézce, 1ze barvy prohodit a mapa bude stale spravné obarvena.

3.2.1 X ma c¢tyrti sousedy

e priipad, kdy oblasti A a C nejsou ve stejném cerveno-zeleném tetézci:

Obrézek 5: Kempeho dikaz 1

V této situaci lze prebarvit jeden retézec tak, ze A a C budou mit stejné
barvy, viz obrazek.

e pripad, kdy oblasti A a C jsou ve stejném cerveno-zeleném tetézci:

Obréazek 6: Kempeho dikaz 2
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V této situaci si nepomtizeme prebarvenim oblasti obsahujici A a C. Fakt,
ze A a C jsou ve stejné cerveno-zelené oblasti vsak zarucuje to, ze B a D
jsou v ruznych zluto-modrych oblastech a muzeme tedy pouzit vysledek
prvniho pripadu.

3.2.2 X ma pét sousedu

e pripad, kdy jsou bud oblasti A a C v riaznych cerveno-zlutych fetézcich,
nebo A a D v rtznych ¢erveno-zelenych retézcich

Obréazek 7: Kempeho dikaz 3

V této oblasti miuzeme pouzit podobné prebarveni jako u pripadu ctyr
sousedtl.

e priipad, kdy oblasti A a C jsou ve stejném cerveno-zlutém tetézci a A a D
jsou ve stejném cerveno-zeleném retézci

Obrazek 8: Kempeho dukaz 4

vvvvvv

Tato situace je nejslozitéjsi (a pravé v této situaci udélal Kempe chybu
v dikazu). Kempe tuto situaci vytesil tak, ze se prebarvi modro-zeleny
fetézec obsahujici B a modro-zluty retézec obsahujici E.

V této posledni situaci vsak Kempe nepocital s moznosti, ze se tyto dva
fetézce budou dotykat.
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V roce 1890 Percy Heawood zjistil, ze Kempeho metoda nefunguje pro vsechny
mapy.

Obrézek 9: Heawoodtv protipriklad

Podarilo se mu jeho metodu vsak pozménit tak, ze se mu povedlo dokazat
problém péti barev. Heawood také ukazal, ze k obarveni jakékoliv mapy na anu-
loidu staci sedm barev. Déle vyslovil domnénku:

Dolni mez pro pocet barev potrebnych k obarveni mapy na zadané plose je:

X(g) = E(? L VRGF 1‘)J ,

kde g je genus' plochy.

p |01 (234 |5 |6 |7 |89 |10 1112]13|14 |15
XSp | 4718910111212 13|13 |14 |15|15|16| 16| 16

Tabulka 2: Tabulka chromatickych c¢isel

Poznamenejme, ze xS, udava chromatické ¢islo (neformélné pocet barev po-
tfebnych k obarveni) kulové plochy s p uchy.

Béhem 60. let dvacatého stoleti objevil némecky matematik Heinrich Heesch
metody k nalezeni ditkazu pomoci pocitace. Dale také rozvinul koncept reduko-
vatelnosti mapy na zdkladni nevyhnutelné konfigurace a odhadl, zZe je potieba se
umeét vyporadat s 10 000 takovymi konfiguracemi. V roce 1970 nalezl Wolfgang
Haken vylepseni Heeshovy metody k nalezeni odstranitelnych konfiguraci. V roce
1976 prisel prvni validni dikaz véty o ¢tyfrech barvach, ktery vydal Haken ve spo-
lupraci s Kennethem Appelem. Dilkaz je postaven na dvou technickych kon-
ceptech: nevyhnutelna mnozina konfiguraci a redukovatelné konfiguraci. Haken

!Genus orientované plochy je ¢islo udavajici pocet dér v ploSe. Tzn. pro kouli a rovinu je
genus roven nule, pro anuloid jedné, atd.

17



s Appelem se v dukazu zvladli vypotradat se vsemi konfiguracemi (v té dobé jich
bylo 1936). Reseni problému si vyzadalo pres tisic hodin strojového casu a test
odstranitelnosti pouzival 487 pravidel. Dalsi matematici nalezli mensi nevyhnu-
telné mnoziny a doslo k vylepseni testu odstranitelnosti, avsak velikost mnoziny
nevyhnutelnosti je stale prilis velkd na to, aby mohl byt ditkaz ovéren ¢lovékem.
Tento problém se tak stal prvni velkou vétou dokazanou pomoci pocitace.

4 Dalsi priklady problémi dokazanych pomoci
pocitace
4.1 Robbinsova domnénka (Robbins Conjecture)

V roce 1933 navrhl Edward Huntington novou sadu axiomii pro boolovskou al-
gebru sestavajici z téchto axiomu:

aV(bVe)=(aVvb) Ve

aVb=bVa
=(-aVb)V-(-aV-b)=a

Nedlouho poté prisel Herbert Robbins s domnénkou, Ze tfeti rovnice lze nahradit
za,
=(=(aVb)V-(aV b)) =a.

Robbins a Huntington nemohli nalézt dikaz. Algebry spliujici komutativitu,
asociativitu a Robbinsovu rovnici se zacali nazyvat Robbinsovy algebry. Je jasné,
ze kazda booleovska algebra je Robbinsova algebra, takze zajimavym problémem
bylo, zda je kazda Robbinsova algebra booleovska. Jinymi slovy, lze Huntingto-
novu rovnici odvodit z komutativity, asociativity a Robbinsovy rovnice?

Diitkaz Robbinsova problému byl nalezen 10. fijna 1996 systémem EQP, ktery
je velmi podobny systému Otter (viz nize), hlavnim rozdilem je, ze EQP je ome-
zeny na rovnicovou logiku (equational logic). Uspésné vyhledavan{ trvalo 8 dnf
na procesoru RS/6000 a vyuzilo priblizné 30 megabajti paméti.

Zdroj: [11].

4.2 Keplerova domnénka (Kepler Conjecture)

Tato domnénka je pojmenovana po matematikovi a astronomovi Johannesovi
Keplerovi.

Predstavte si, ze naplnite velkou nadobu malymi kulickami stejné velikosti.
Hustota usporadani se rovna souhrnnému objemu kouli délenému objemem na-
doby. Maximalizace poc¢tu kouli v kontejneru znamena vytvoreni usporadani
s nejvyssi moznou hustotou. Dle experimentii, pomoci ndhodného hazeni kuli¢ek
do nddoby se dosahne hustoty 65%. Lze vSak dosahnout vyssi hustoty pomoci
peclivého usporadani nasledujicim zpltisobem: zacne se s vrstvou v Sestihranné
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mriizce a kazda dalsi vrstva prijde do nejnizsich bodu vrstvy predchozi. V kazdém
kroku jsou dvé moznosti umisténi (viz obrazek).

cDDD " DDD
+ D DD D DD
" DD = X X

Obrazek 10: Usporadéani kouli [12]

Kazdé z téchto uspordadani ma hustotu priblizné 74%. Keplerova domnénka
rika, Ze toto je usporadani s nejlepsi moznou hustotou.

Fejes Toth ukazal, ze problém stanoveni maximalni hustoty vsech usporadani
1ze zredukovat na konecny (avsak velmi velky) pocet vypocti.

V névaznosti na pristup navrzeny Téthem, Thomas Hales urcil, ze maxi-
malni hustotu lze zjistit minimalizaci funkce se 150 proménnymi. V roce 1992 se
s pomoci svého postgradudlniho studenta Samuela Fergusona pustil do vyzkum-
ného programu, ktery by systematicky vyuzival metody linearniho programovani
k nalezeni dolni hranice hodnoty této funkce pro kazdou ze sady vice nez 5000
ruznych konfiguraci sfér. Nalezeni dolnich hranic pro vsechny pripady znamenalo
reseni vice nez 100 000 problémi linearniho programovani.

V srpnu 1998 Hales oznamil, ze dikaz je kompletni. V této fazi obsahoval 250
stranek poznamek a 3GB pocitacovych programi, dat a vysledki.

Zdroj: [12].

4.3 Hra Connect four

Jedna se o hru dvou hract, kdy se hraci stiidaji v hazeni zetoni do mfizky
o velikosti 7x6 poli. Vitézem se stava hrac¢, ktery spoji 4 svoje Zetony svisle,
horizontalné ¢i diagonalné. V pripadé, ze se zadnému hraci nepovedlo spojit
Ctyti (a vice) Zetony a pole je zcela zaplnéné, jednd se o remizu.
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1% 1% 6% 4% 86% 0% 1%

Obréazek 11: Hra Connect four [13]

Z pohledu teorie her se jedna o hru s perfektni informaci pro obé hrajici strany,
tzn. ze oba hraci maji v kazdém okamziku hry informace o tazich, které probéhly,
a tazich, které mohou vykonat. Dale se jedna o hru s nulovym souctem, jelikoz
vyhoda jednoho hrace je nevyhoda hrace druhého. Pro priblizeni ndroc¢nosti hry
z pohledu komplexity: na klasické mrizce (7x6 poli) existuje 4 531 985 219 092
ruznych pozic (pro 0 — 42 zetoni ve hte).

Tato hra byla poprvé vyfesena Jamesem Dow Allenem 1. f{jna 1988 a neza-
visle na ném Victorem Allisem 16. f{jna 1988. V dobé téchto prvnich feseni nebyla
mozné analyza hrubou silou, vzhledem ke slozitosti hry a dostupné pocitacové
technice.

Reseni této hry je, ze p¥i perfektni hie vyhrava prvni hrac¢, pokud zaéne hodem
do prostredniho sloupce. V pripadé, ze zacne v jednom ze sloupcti sousedicich se
sttedovym sloupcem, jedna se o teoretickou remizu. Pokud vSak prvni hrac zacne
v jednom ze sloupcii 1, 2, 6 nebo 7, dava tak moznost druhému hraci vynutit si
vyhru.

Zdroj: [14].
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5 Zakladni dokazovaci systémy

Cela sekce o historii pocitacového dokazovani vznikala na zdkladé [15], [16].
Kazda samostatna subsekce poté obsahuje dalsi pro ni relevantni zdroje na jejim
ZAVErU.

5.1 Automath a naslednici

Projekt Automath inicioval Nicolaas Govert de Bruijn v roce 1967. Jeho cilem
bylo vyvinout systém pro mechanické ovérovani matematiky. Souvisejicim cilem
bylo vytvoreni matematického jazyku, ve kterém bude celou matematiku mozno
vyjadrit pfesné a to v tom smyslu, ze lingvisticka spravnost implikuje matema-
tickou spravnost. Tento jazyk mél byt kontrolovany pocitacem a mél byt uziteény
pri zlepsovani spolehlivosti matematickych vysledkii.

Automath je pfimy predchiidce automatickych dokazovacti zalozenych na te-
orii typti. Mezi nejznaméjsi patii NuPRL nebo Coq.

Automath byl prvni program, ktery pouzival Curry-Howardav isomorfismus
pro koédovani dikazt. Existuji ve skutecnosti dva typy Curry-Howardova pri-
stupu. Jeden, ve kterém je formule reprezentovana typem, a druhy, ve kterém
formule nejsou typy, ale kazda formule mé asociovan typ dikaznich objekti. Au-
tomath vyuziva druhy pristup. Naproti tomu Coq, NuPRL ¢ Agda vyuzivaji
pristup prvni.

Mezi Automathem a modernimi systémy, které z néj byly odvozeny, existuji
tTi hlavni rozdily:

e v modernich systémech generuje uzivatel dikaz interaktivné s vyuzitim
taktik jednotlivych systémi. V Automathu musi byt vSechny vyrazy za-
psany rucné. To znamend, ze Automath neméa automatizaci, ale diukazy
jsou explicitnéjsi.

e Automath nemad induktivni typy. To znamen4, ze zakladni typy, které jsou
v modernich systémech vytvareny induktivné, musi byt v Automathu za-
vedeny axiomaticky. Protoze ma Automath méné datovych typi, je nevy-
hnutelné pouziti axiomi na zacatku vyvoje dikazu.

e Teorie typt, na niz je Automath zalozen, se nepatrné lisi od ,,modernich®
teorii typii.

Zdroje: [15], [16], [17].

5.1.1 NuPRL

V roce 1979 Martin-Lof predstavil rozsitujici verzi své teorie typl. Ve stejném
roce zalozili Bates a Constable vyzkumnou skupinu PRL na Cornellové univer-
zité, aby vyvinuli systém pro vyvoj programi, kde jsou programy vytvareny
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matematickym zptisobem pomoci interntho zdokonalovani (PRL v té dobé zna-
menal Program Refinement Logic). V roce 1984 skupina PRL implementovala
variantu extenzionalni teorie typu Martin-Lofa v systému nazvaném NuPRL.

V §irsim slova smyslu slouzi systém NuPRL jako néstroj pro experimentovani
se zpusoby vyuziti sily pocitace pti feseni problémil a pro generovani presnych
vysvétleni feseni, zejména v oblasti vypocetni matematiky.

NuPRL podporuje interaktivni prosttedi, jak pro tpravu a generovani dui-
kaz11, tak pro vyhodnocovani funkei. Styl logiky pti diikazech je zalozen na para-
digmatu postupného upresnovani. To znamena, ze uzivatel svij cil dikazu zmensi
na podcile. Napriklad pokud je cil dukazu A& B budou dva podcile dokazani A
a dokazani B.

Zdroj: [18].

5.1.2 Coq

Coq je formélni systém tizeni ditkazti. Poskytuje formalni jazyk pro psani ma-
tematickych definic, spustitelnych algoritmii a vét spolu s prostfedim pro semi-
interaktivni vyvoj strojové kontrolovanych dtkazi. Typické aplikace zahrnuji
certifikaci vlastnosti programovacich jazyki (napf. Projekt certifikace kompila-
toru CompCert, Verified Software Toolchain pro verifikaci C programii nebo Iris
framework pro soubéznou separacni logiku), formalizace matematiky (napt. Plné
formalizace Feit-Tompsonovy véty) a vyuky.

Coq implementuje programovou specifikaci a vyseiuroviiovy matematicky ja-
zyk Gallina, ktery je zaloZen na expresivnim formalnim jazyce zvaném Calculus
of Inductive Constructions, ktery sdm o sobé kombinuje logiku vyssitho fadu a
bohaté typovany funkcionalni programovaci jazyk.

Coq pomoci svého jazyka umoznuje:

e definovat funkce a predikaty, které mohou byt efektivné vyhodnoceny,
e uvadét matematické véty a softwarové specifikace,

e interaktivné tvorit formalni dikazy téchto vét,

e kontrolovat tyto dikazy strojové, s pomoci relativné malého jadra,

e exportovat programy do jazyku jako je Objective Caml, Haskell nebo
Scheme.

Zdroj: [19].

5.1.3 Twelf

V roce 1987, Harper, Honsell a Plotkin predstavili edinbursky Logical Framework,
zkracené Edinburgh LF. Jedna se o pomérné jednoduchou prediktivni teorii typ,
obdobnou jako v Automath, ve které lze definovat logické systémy, za tcelem
uvazovani o nich.
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Prvni implementace LF byla EFS (Enviroment for Formal Systems). Ne-
dlouho poté, v roce 1989, Pfenning implementoval Elf systém, ktery pridal tro-
ven programovani na meta levelu. V roce 1999 vyvinuli novou verzi Pfenning a
Schiirmann, nazvanou Twelf.

Programy v Twelfu (zvané podpisy — signatures) mohou byt vykonany pomoci
vyhledavaci procedury, coz umoznuje vyuzivat Twelf jako logicky programovaci
jazyk. Jeho jadro je vice sofistikované nez Prolog, jelikoz je zavisle typované a
v logice vyssiho fadu, ale je omezeno na cisté operatory — neobsahuje cut pravi-
dlo nebo jiné extralogické operatory, které se vyskytuji v implementaci Prologu.
Kv1li tomu je Twelf méné vhodny pro praktické aplikace logického programovani.

Twelf tedy obsahuje:

e implementaci logického ramce LF, kterd muze byt pouzita ke kontrole typi
LF reprezentace,

e logicky programovaci jazyk zalozeny na LF,

e kontrolor metateorémi”, ktery lze pouzit pro ovéieni diikazi vét o LF re-
prezentaci.

Twelf miize dokdzat VY3 -metateorémy® jednim ze dvou zptisobtt. Prvni me-
toda, dokazova¢ vét, je neiplna a v soucasné dobé se nedoporucuje ji pouzivat.
Umoznuje uzivateli pfimo specifikovat V3-vyroky o LF termech a poté pozadat
Twelf, aby toto prohlaseni ovéril. Druhou metodou je napsat dikaz V3-vyroku
v Twelfu rucné a potom Twelf vyuzit k ovéteni totality tvrzeni a tedy k prokazani
spravnosti dikazu.

Zdroje: [20], [21].

5.1.4 Agda

Agda je zavisle typovany funkcionalni programovaci jazyk, ptivodné vytvoreny
Ulfem Norellem a Catarinou Coquand na Chalmers University of Technology.
Jedna se o rozsiteni Martin-Lofovy teorie typti. V soucasné dobé je vydana Agda
2, ktera by se méla povazovat za novy jazyk, jelikoz je to kompletné prepsana
stara verze.

Diky silnému typovani a zavislym typum, lze Agdu pouzit jako dokazovac,
ktery umoznuje dokazovat matematické véty a spoustét tyto dikazy jako algo-
ritmy.

Agda a dalsi jazyky zalozené na teorii typu jsou uplné jazyky ve smyslu, ze
program typu T vzdy skon¢i vypocet s hodnotou v T. Nemitize dojit k zadné chybé
za béhu programu a nelze zapsat program, ktery neskoné¢i (mysleno omylem).

2metateorém je teorém o objektovém jazyce
3oznaceni pro kvantifikované teorémy
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data Nat : Set where _+_ : Nat -> Nat -> Nat _*_ : Nat -> Nat -> Nat

zero : Nat Zero + m = m ZETro % W = ZeIro
suc : Nat -> Nat suc n +m = suc (n + m) Buc n * m

m+n=*=m

Obrazek 12: Definice ndsobeni a séitani v Agde [22]

Zdroje: [23], [24].

5.2 LCF a naslednici

LCF pristup k interaktivnimu dokazovani vét ma puvod v praci Robina Milnera,
ktery se od pocatku své kariéry zajimal specidlné o interaktivni dikazy.

Milner se prestéhoval do Stanfordu, kde pracoval v letech 1971-1972. Spole¢né
s Whitfieldem Diffiem, Richardem Weyhrauchem a Malcolmem Neweyem vytvo-
rili interaktivni dokazovac, ktery Milner nazval Logic of Computable Functions
(LCF). Tento formalismus navrhl Dana Scott v roce 1969, ackoliv byl publikovan
az mnohem pozdéji. Byl zamyslen k ivaham o rekurzivné definovanych funkcich
na usporadanych mnozinach. Dokazovaci systém znamy jako Stanford LCF byl
zamyslen spise pro vyuziti v oblasti pocitacové védy nez pro c¢istou matema-
tiku. Prestoze se jednalo spise o kontrolor diikkazti nez ATP, poskytoval vykonny
mechanismus pro automatickou simplifikaci a podporu pro zpétné dikazy.

Dikazy se provadéji pomoci deklarace hlavniho cile a rozdéleni tohoto na vice
podcilia. Vyuziva se k tomu fixni mnozina prikazu (napiiklad indukce ke gene-
rovani zakladu a kroku dikazu). Podcile jsou bud opét rozdéleny, nebo primo
vyTeseny. Timto jsou popsany také dva hlavni nedostatky systému:

e pii opakovaném déleni na podcile dochazi k rychlému naplnéni paméti,
e mnozina prikazl je fixni a neni mozné ji prizptsobit.

V roce 1973 se Milner presunul do Edinburgh University a zalozil projekt
na vytvoreni naslednika Stanford LCF, pozdéji nazvaném Edinburgh LCF. Dva
vyse zminéné problémy byly vyreseny nasledovneé:

e Misto ukladani celych dikazu si systém pamatoval pouze vysledky dikazi.
Jednotlivé kroky byly sice provedeny, ale nebyly zaznamendany. K zajisténi,
ze véta mohla byt vytvorena pouze korektnim dikazem, Milner vyuzil abs-
traktni datovy typ, jehoz preddefinované hodnoty byly instancemi axiom
a jejichz operace byly odvozovacimi pravidly. Prisna kontrola typt pak za-
jistila, ze ziskané hodnoty byly pouze ty, které slo ziskat z axiomti pomoci
odvozovacich pravidel.

e Pro zvétseni mnoziny prikazli a moznost jeji upravy byl vytvoren progra-
movaci jazyk ML (zkratka pro Meta Language). Tento jazyk byl striktné
typovany pro zajisténi , bezpecnosti“ dikaz.
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Ve Stanford LCF byly axiomy a odvozovaci pravidla pifimo zakdédovany v me-
chanizmu simplifikace a vytvareni podcili. Uzivatel tedy mohl dikazy tvorit
pouze zpétné ze zadanych cili. Kédovanim logiky pomoci abstraktniho typu,
bylo v Edinburgh LCF umoznéno psat dikazy dopredné. Cilem bylo implemen-
tovat diikaz pomoci néstroji poskytovanych v ML. ML byl, kvili témto uceltim,
funkcionalni jazyk, aby strategie tvorby podcili mohly byt reprezentovany jako
funkce a operace kombinujici tyto strategie jako funkce vyssitho radu. ML také
obsahuje systém vyjimek, ktery je nutny pro pripad, ze by strategie selhala (na-
ptiklad v ptipadé aplikace na nevhodny cil).

LCF byl v Edinburghu pouzit v nékolika aplikacich a to motivovalo dalsi
vyvoj systému. Gérard Huet prenesl Edinburgh LCF do LeLispu a MacLispu,
coz slouzilo jako zaklad pro racionalizaci a prestavbu systému Larry Paulsonem
v Cambridge. Vysledkem této prestavby bylo Cambridge LCF. Edinburgh LCF
byl interpretovan. Béhem spoluprace Paulsona a Hueta byl vytvoren kompilator
ML, ktery poskytl dvacetinasobné zrychleni. Paulson béhem prace v Cambridge
udélal velké pokroky, jak v pochopeni designu a programovani dokazovacich na-
stroju, tak v samotné implementaci LCF.

Zdroj: [25].

5.2.1 HOL

Gordon se zacal zajimat o formalni verifikaci hardwaru, coz byl divod pro vyvoj
HOLu. Podporovana modelovaci technika reprezentuje hardwarova zarizeni jako
relace mezi vstupnimi a vystupnimi signaly. Interni signaly jsou schované pomoci
existencialni kvantifikace. Signaly se reprezentuji pomoci funkci z oboru casu
do oboru hodnot (zndzornéni stavi drati). Z tohoto pohledu je tedy nutna logika
vyssiho fadu a moznost kvantifikace.

Prvni verze HOL systému byla vytvorena jako modifikace Cambridge LCF
parseru a printeru pro podporu logiky vyssitho tadu. Terminy HOL byly zakodo-
vané pomoci LCF konstruktu tak, aby podporovaly maximalni opétovné pouziti
LCF kédu. Mnoho aspekti LCF— jako napriklad typova kontrola, byly preneseny
do HOLu nezménény. Primitivni axiomy a odvozovaci pravidla byla upravena tak,
aby byla spravna pro logiku vyssiho radu.

Systém HOL, na rozdil od LCF, zdiiraznuje spise definici nez postulaci axiomi
jako metodu vyvoje novych teorii. Logika vyssiho radu pifimo umoznuje vyvoj
mnoha matematickych objekti ¢isté definiéné (napiiklad ¢isla, seznamy, atd.),
coz je v HOL systému podporovano. Jednoduché integrované defini¢ni principy
jsou nizkodrovnové, ale odvozené principy vyssi irovné lze naprogramovat v ML.

Melham implementoval odvozeny princip definice typu, ktery prevadi popisy
rekurzivnich datovych typt do primitivnich definic a poté automaticky odvozuje
principy prirozené indukce a primitivni rekurze pro dany datovy typ. Tento na-
stroj byl pravdépodobné zodpovédny za to, ze se na HOL prestalo nahlizet jako
na nastroj pro formalni verifikaci a zacal se brat jako obecny néstroj pro kontrolu
a tvorbu dikazi.

Zdroj: [26].
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5.2.2 Isabelle

V dnesni dobé je nejrozsihlejsi verzi Isabelle Isabelle/HOL, kterd umoziiuje préci
s logikou vyssich radu. Isabelle/HOL déle obsahuje néstroje pro specifikaci jako
jsou datové typy, indukéni definice ¢i rekurzivni funkce s komplexnim porovna-
vanim vzoru.

Formalnim dokazovacim jazykem systému je Isar. Cilem Isaru je preklenout
pomyslnou propast mezi internimi pojmy potirebnymi k dikazim a rozumnou
mirou abstrakce pro jednodussi praci ze strany uzivatele. Isar byl vytvoren tak,
aby byl deklarativni a zaroven rychle spustitelny pomoci Isar/VM interpretru.
Na rozdil od jinych systémii se Isar vyhyba nékolika nedostatkiim. Toho je do-
cileno tim, Ze je systém postaven pouze na nékolika zakladnich principech, je
nezavisly na zakladni logice a integruje sirokou skalu metod automatického do-
kazovani.

Subsystém Isar je pevné integrovan do implementace metalogiky
Isabelle/Pure. Teorie, véty a diukazni procedury mohou byt zaménitelné pouzity
mezi klasickymi dokazovacimi skripty a Isabelle/Isar dokumenty. Isar je stejné
obecny jako Isabelle a je schopen podporovat sirokou skalu objekti logiky. Ak-
tualni nastaveni je pro koncového uzivatele Isabelle/HOL.

Isabelle poskytuje vynikajici podporu notaci, to znamena, ze lze zavadét nové
pojmy na zakladé béznych matematickych symbolt. Definice a dikazy mohou
zahrnovat zdroje z LaTeXu, ze kterych Isabelle mtize rovnou generovat vysazené
dokumenty.

Isabelle/HOL déle umoziiuje prevést spustitelné specifikace primo do kédu
v jazycich SML, OCaml, Haskell nebo Scala.

[sabelle prichazi s velikou knihovnou formalné ovéfenych matematickych né-
stroju:

e zakladni teorie cisel,

e analyza — zakladni vlastnosti limit, derivace a integraly,
e algebra,

e teorie mnozin.

Isabelle, i prestoze sama o sobé nabizi spoustu nastroji pro automatické uva-
zovani (napf. prepisovani termi nebo tabulkové dokazovéani), umoziuje vyuzivat
jiné automatické dokazovace pomoci nastroje Sledgehammer. Mezi podporované
ATP patri napriklad E, SPASS ¢i Vampire.

Zdroj: [27].
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5.3 Mizar

Mizar byl vytvoren v sedmdesatych letech tymem polskych matematika, lingvist
a informatiki, vedeného Andrzejem Trybulcem, ktefi analyzovali matematické
texty a snazili se najit formalni protéjsek orientovany na cloveka. Jazyk jako
takovy se snazi napodobit standardni matematickou praxi, coz znamena, ze ve-
rifika¢ni engine je navrzen tak, aby zachoval lidské porozuméni diikazu a dikazy
jako takové jsou postaveny na klasické logice a deklarativnim stylu dokazovani.
Systém pouziva klasickou logiku prvniho radu a pfirozenou dedukei.

Dokazovaci jazyk je vytvoren tak, aby se co nejvice blizil matematické mluveé
a bylo mozné jej automaticky ovérit/dokazat. Aby toho bylo dosazeno, je jazyk
tvofen podmnozinou slov standardni angli¢tiny pouzivanych v matematice. Dale
je jazyk vysoce strukturovany a umoznuje prefixovou, postfixovou i infixovou
notaci funktorti. Formule jsou v Mizaru konstruovany pomoci predikatii, kon-
struktory predikatii jsou nazyvany funktory. PTi vytvoreni nové proménné musi
byt urcéen typ proménné.

=Wk not o

a M4 o & 5

o A i or 3
o— 4 o implies 3
o= T e iff 2

d,0 exX X st o

W for x holds o
Yol | Tor ¥ 5t @ holds 3

Obrazek 13: Logické spojky a kvantifikatory v jazyce Mizar [28]

27



according
antonym
assume
begin

case
commutativity
consistency
def
definitions
end

exactly
func

holds

1ff

15

mode
notations
otherwise
prefix

qua
redefine
requirements
schemes
sethood
suppose
that
theorems
transitivity
where

aggregate
are
asymmetry
being

cases
compatibility
constructors
deffunc
defpred
ENVIron
existence
gIven
idempotence
implies

it

non

now

over
projectivity
reconsider
reflexivity
reserve
section

st

symmetry
the

thesis
UNiqueness
with

all

cluster
connectedness
contradiction
define

do

equals

for

hence

identify
involutiveness
let

not

of

per

proof
reduce
registration
sch
selector
struct
synonym
then

thus
vocabularies
wrt

and
associativity
be

canceled
coherence
consider
correctness
definition
does

ex

from
hereby

if
irreflexivity
means
notation

or

pred
provided
reducibility
registrations
scheme

set

such

take
theorem

to

when

Obrazek 14: Zakladni vyhrazené vyrazy v jazyce Mizar [29]



5.3.1 Mizar Mathematical Library — MML

MML je knihovna vsech ¢lankt napsanych v Mizaru, na které se mohou uzi-
vatelé odkazovat pri psani vlastnich c¢lankt. Po schvaleni ¢lanku verifikatorem
jsou takto nové napsané ¢lanky hodnoceny komisi, ohledné stylu a vhodnosti.
Pokud jsou ptijaty, jsou pridany do MML a publikovany v Journal of Formalized
Mathematics.

Zdroj: [30].

5.4 Prover9 & Mace4

Prover9 je ATP systém pro logiku prvniho fadu, pracujici na bézi rezoluce a
paramodulace’. Jeho pfimym predchiidcem byl dokazova¢ Otter, tento systém
uz ale neni nadéle vyvijen. Oba tyto systémy vytvoril William McCune.

Prover9 mé plné automaticky maéd, ve kterém mu uzivatel jednoduse preda
formule reprezentujici problém. V diivéjsich verzich Prover9 a také v systému
Otter byly klauzule a formule dva rizné typy objekti. V soucasné verzi jsou
klauzule podmnoziny formuli. Formule i klauzule mohou mit volné proménné,
proto je zavedeno pravidlo, ze proménné zacinaji malymi pismeny v — z, ostatni
termy jsou konstanty:.

Odvozovaci pravidla v Prover9 probihaji na klauzulich. Pokud jsou na vstupu
neklauzalni formule, Prover9 je prelozi do pozadované podoby pomoci NNF (Ne-
gation Normal Form), skolemizace’ nebo CNF (Conjuctive Normal Form).

Prover9 byva nejcastéji parovan s programem Mace4, ktery hledd konecné
modely a protipriklady. Mace4 tak miize pomoci se vyhnout plytvani casem
pro dokazovani tim, Ze najde protipriklad, ptfipadné miize debugovat logické spe-
cifikace. Oba programy byvaji spusténé zaroven, pri uspéchu jednoho tak muze
byt druhy ukoncen.

Dalsim uzite¢nym programem je Prooftrans. Kdyz Prover9 najde dikaz véty,
je tento dikaz vytisknut do vystupniho souboru ve standardni formé. To zna-
mend, ze pro kazdy krok je pritomno oduvodnéni kroku s dostatkem detailti
tak, aby se dal diikaz zkontrolovat bez dalsiho hledani. Prooftrans miize dikazy
ve vystupnim souboru pretransformovat rtiznymi zptsoby:

e zadna transformace,
e precislovani kroki,
e zjednoduseni odtvodnéni jednotlivych kroki,

e vyprodukovat dikazy ve formé XML,

4paramodulace je odvozovaci pravidlo, které generuje viechny ,stejné“ verze klauzuli, mo-
dulované podminkou s informaci o rovnosti. Podrobnéjsi vysvétleni tohoto pojmu lze nalézt
napiiklad na [47].

5skolemizace je proces odstranéni existenc¢nich kvantifikdtortt pomoci novych funkénich sym-
bola
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e predlozit diikazy pro kontrolu systémem IVY.

Zdroj: [31].

5.5 E theorem prover

Dokazovaci systém E vyvinul Stephan Schulz. Jeho vyvoj zacal na Technické
univerzité v Mnichové, k prvnimu oficialnimu vydani doslo v roce 1998.

E je dokazovaci systém pro logiku prvniho fadu s rovnosti. Pfijiméa problémo-
vou specifikaci typicky sestavajici z nékolika formuli prvniho fddu a domnénky
(vyrok) v podobé klauzule nebo formule. Pokud je nalezen dukaz, tak systém
muze poskytnout seznam kroki dikazu, které mohou byt samostatné ovéreny.
Novejsi verze systému mohou také poskytnout mozné hodnoty, v pripadeé, Ze je
vyrok existencidlni (tzn. pro néjaké X plati vlastnost P).

Hlavni dokazovani probiha ve ¢tytech odlisnych fazich:

e algoritmus klauzifikace prevadi vstup do normélni formy tak, ze vysledna
formule je nesplnitelna pravé kdyz ptuvodni problém je dokazatelny,

e volitelna faze preprocessingu zjednodusuje vysledny problém,

e automaticky rezim analyzuje problém a vybira vhodné vyhledavaci para-
metry (opét volitelné),

e algoritmus postaveny na zdkladé superpozi¢niho kalkulu® se snazi odvodit
prazdnou klauzuli a tedy nesplnitelnost problému.

Zdroje: [32], [33].

5.6 Vampire

Vampire byl vyvinut Andreiem Voronkovem a jeho tymem. Prvni oficidlni vydani
bylo v roce 1994, ackoliv tomu predchazely dalsi systémy. Vibec prvni Voron-
koviv systém, ktery byl schopen néco dokazat, byl nazvan Drakosha a vyvinut
v roce 1989.

Vampire je ATP pro logiku prvniho fadu. Mezi hlavni vlastnosti Vampire
patii:

e vysokd rychlost — Vampire vyhrél soutéz CASC (viz nize) v riznych divizich
vice nez padesatkrat,

e bézi na vsech zakladnich platforméch, soucasné je pouzitelny i pro nezku-
seného uzivatele,

6kalkul pouzivany pro uvazovani v ramci logiky prvniho fadu. Misto aplikace rovnice v
obou smérech se vyuziva redukeni usporddani. Podrobnéjsi vysvétleni tohoto pojmu 1ze nalézt
naptiklad na [47].
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e implementuje unikatni strategii omezenych zdroju (limited resource stra-
tegy), kterd umoznuje hledat dikazy rychle i v omezeném cCase,

e implementuje eliminaci symbolii, coz umoznuje automaticky objevovat vlast-
nosti programii,

e ma specialni moéd pro praci se znalostnimi bazemi velkého rozsahu,

e umi dokazovat véty kombinaci logiky prvniho fadu a teorii, naptiklad ce-
lociselné aritmetiky,

e je plné kompatibilni s TPTP syntaxi (viz nize). Zaroven podporuje i jiné
syntaxe, pro provedeni programové analyzy je schopen ¢ist i programy na-
psané v jazyce C.

Zdroj: [34].

5.7 ACL2

ACL2 (A Computational Logic for Applicative Common Lisp) je systém sklada-
jici se z logického programovaciho jazyka, ve kterém lze vytvaret modely poci-
tacovych systémil, a nastroju pro dokazovani vlastnosti modelti. Za predchiidce
ACL2 by se dal povazovat systém Nqthm. Nqthm je systém zalozeny Robertem
S. Boyerem a J. S. Moorem, jejichz cilem bylo vytvorit plné automaticky logicky
dokazovac. Oba systémy patii do ,,rodiny“ Boyer-Moore ATP.

Logika Nqthm je prvniho fadu s rovnosti a obsahuje dva principy ,,rozsiteni®,
podle nichz muze uzivatel zavadét nové koncepty se zarukou konzistence.

e The Shell Principle — umoznuje uzivateli pridat axiomy zavadéjici nové
induktivné definované abstraktni datové typy.

e The Definitional Principle — umoznuje uzivateli definovat nové funkce v lo-
gice.

Ngthm je pak mechanizace predeslé logiky. Systém je plné automaticky v tom
smyslu, ze po spusténi uz neprijima zadné rady od uzivatele; jediny zptsob, jak
uzivatel mize do pribéhu zasdhnout je ukonceni pokusu o dikaz. Na druhou
stranu je systém interaktivni v tom smyslu, ze muze ziskat vétsi dikazni silu po-
moci lemmat, které uzivatel definoval a systém poté dokazal. Kviili tomu je také

vvvvvv

vvvvvv

vét.
Zdroje: [35], [36].
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5.8 PVS — Prototype Verification System

PVS je mechanizované prostiredi pro formalni specifikaci a verifikaci. Sklada se
z jazyka, ktery je zalozeny na klasické, typované logice vyssitho radu, velkého
mnozstvi preddefinovanych teorii, kontroloru typt, interaktivniho dokazovaciho
systému, ktery podporuje pouziti nékolika rozhodovacich procedur, riznych na-
stroju véetné generatoru kédu ¢i testeru, dokumentace, formalizovanych kniho-
ven, a prikladu, které ilustruji rizné metody vyuziti systému v odlisnych oblas-
tech aplikace. [37]

Dokazovaci system PVS poskytuje kolekci mocnych primitivnich odvozova-
cich procedur, které jsou interaktivné aplikovany pod uzivatelovym dohledem
v ramci sekvenéniho kalkulu. Primitivni odvozovaci pravidla zahrnuji vyrokova
a kvantiza¢ni pravidla, indukei, simplifikaci vyuzivajici rozhodovaci procedury
a linearni aritmetiku, abstrakci dat a predikati. Implementace téchto primitiv
jsou optimalizovany pro velké dikazy — napiiklad automatické prepisovani je
ukladano do cache paméti pro vyssi efektivitu. Uzivatelsky definované procedury
mohou kombinovat tato primitiva a ziskat tak vyssi arovné ditkaznich strategii.
Mezi funkcemi jazyka PVS a dokazovacim systémem existuje urcita synergicka
interakce, takze informace o typu spojené s termem jsou vyuzivany odvozovacimi
mechanismy a naopak automatizace v dokazovacim systému je uzitecna pri auto-
matickém plnéni/vyvraceni TCC (type-correctness condition — podminka sprav-
nosti typu). Dikazy dévaji skripty, které mohou byt editovany a pripojeny k dal-
sim formulim a znovu pouzity. Toto umoznuje efektivni dokazovani vét, tpravu
diikaz dle zmén v pozadavcich ¢i designu a podporu vyvoje ¢itelnych dikazii.

Zdroj: [37].
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5.9 Porovnani jednotlivych systému

Porovnani jednotlivych systémt je celkem komplikované. Je to hlavné tim, ze
vétsina systémil je tvorena za néjakym tcelem, nékteré jsou pro klasickou logiku
prvniho Tadu, nékteré pro logiky tadua vyssich, nékteré jsou plné automatické,
jiné naopak interaktivni pro spolupraci uzivatele na ditkazu. Nésledujici tabulka
tak znazornuje jednotlivé hlavni parametry:

Characteristics ACL2 E Isabelle Atelier B Escher Metamath | Twelf Agda
System Type T TP TP " v TP T v
Theorem Prover Category | e ATP ATP+ITP ITP ATP 1P ITP ITP
System Based on Syllogi yllogis Syllogis Syllogism Syllogism Syllogism LF FP
Logic Used FOL FOL HOL FOL FOL+HOL | FOL+HOL | TT HOL
System’s Truth Value Binary Binary Binary Binary Bin+Tri Binary Intuition Binary
Calculus Inductive Deductive Ded#Indu Deductive Deductive Deductive Deductive Inductive
Set Theoretic Support No Yes Yes Yes No Yes Yes Yes
Programming Paradigm Fune Impe Func Impe Func+lmp | Func Lp Func
System Architecture Modular Mod+Mono | Modular Monolithic | Monolithic | Mod+Mono | Monolithic | Modular
Programming Language ACL2 c ML+Scala | Prolog Cis MM SML Haskell
User Interface cLl CLI Gul GUI CLI+GUI CLI+GUI cLl GuI
P]ﬂ[fﬂl’m SU]:I]:IurI. Cross. Cross Cross Cross Win+Linux Cross Cross Cross
Scalability Yes Yes Yes Yes No Yes Yes Yes
Multi-threaded Yes No Yes No No Yes No No
IDE Yes Yes Yes Yes No Yes Yes Yes
Library Support Yes Yes Yes No No Yes Yes Yes
Programmubi]ity Yes No Yes No No Yes Yes Yes
Tactic Language Support Yes No Yes Yes No Yes No Yes

Obrazek 15: Porovnani jednotlivych dokazovacu 1 [38]

Characteristics Mizar HOL RedPRL Class & Int | Geo Coq PVS cved
System Type T T TP ™ ™ ™ P TP4SMT
Theorem Prover Category 1P ITP ITP ATP ATP 1P ITP ATP
System Based on Syllogi Syllogi Syllogi Syllogi GT DP Syllogism DPLL
Logic Used FOL HOL T FOL PCL HOTT HOL FOL
System’s Truth Value Binary Binary Intwition Binary 3-value Binary Binary Binary
Calculus Deductive Deductive Deductive Deductive Deductive Ded+Indu Deductive Deductive
Set Theoretic Support Yes No No Yes No Yes Yes Yes
Programming Paradigm Decl Fune Func Decl Decl Func Func+00 Logical
System Architecture Modular Modular Modular Modular Monolithic | Modular Modular Modular
Programming Language Pascal SML SML Ct Ci+ OCaml C Lisp Cat
User Interface CLI cLl GuI CLI CLI CLI+GUI GUI CLI
Platform Support Cross Cross Cross Windows Mac Cross Mac+Linux | Mac+Win
Scalability Yes Yes No Yes Yes Yes Yes No
Multi-threaded No No No Yes No No Yes Yes
IDE Yes No Yes Yes No Yes Yes No
Library Support Yes Yes Yes Yes No Yes Yes Yes
Programmubi]ity No Yes Yes No No No Yes No
Tactic Language Support No Yes Yes Yes No Yes Yes No

Obrazek 16: Porovnani jednotlivych dokazovacu 2 [38]
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Jako dalsi moznost porovnani se nabizi soutéze poradané mezi jednotlivymi
systémy. Mezi nejznaméjsi patii CADE ATP System Competition. Tato sou-
téz je spojovana s konferencemi CADE (Conference on Automated Deduction)
a IJCAR (International Joint Conference on Automated Reasoning), které jsou
organizovany Asociaci pro automatické uvazovani (AAR). Tyto konference slouzi
jako hlavni féra pro prezentaci novych poznatkt ohledné automatického dokazo-
vani.

Samotna CASC vyhodnocuje vykon plné automatickych ATP systémii a to
na zakladé:

e poctu vyresenych problému,
e poctu vyresenych tloh s fesenim na vystupu,
e priumérné doby béhu u vyresenych problémri.

Toto testovani probihd na zdkladé TPTP knihovny (Thousands of Problems
for Theorem Provers). Tato knihovna obsahuje jak testovaci problémy pro ATP
systémy, tak naptiklad seznam referenci pro dané problémy, instance obecnych
problémi, nastroje pro prevod problému do formatu stavajicich systémua ATP,
obecné pokyny pro hodnoceni, ¢i standardy pro vstup a vystup systému ATP.
Vampire a E.

Zdroj: [39]
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6 Vyhled do budoucna a vyuziti ATP

6.1 Vyhled do budoucna
6.1.1 QED

Cilem projektu QED je vybudovat jediné distribuované pocitacové tloziste, které
disledné predstavuje vSechny dulezité zavedené matematické znalosti. Konstrukce
tohoto systému bude vyznamnym védeckym pocinem vyzadujicim spolupraci
mnoha matematiki, informatiki, vyzkumnych skupin, vyzkumnych agentur, uni-
verzit a korporaci. Tento systém bude mit vyhody pro matematiku, védu, tech-
nologii a vzdélavani. [40]

Devét davodi, pro¢ by mél byt projekt QED zrealizovan: [41]

e pomoci matematikiim vyrovnat se s rozmachem znalosti z matematiky,
e pomiicka pfi vyvoji vysoce komplexnich systémiu IT,

e pomoci v matematickém vzdélavani,

e poskytnuti kulturni pamatky,

e ochrana matematiky pred korupci,

e pomoc pro snizeni ,hladiny hluku“ publikované matematiky (pii vysoké
produkci matematickych c¢lankd se mtze snadno stat, ze dva rizni lidé
publikuji stejné vysledky),

e zvysSeni soudrznosti matematiky,

e pridani do téla vyslovné formulované matematiky (vétsina matematiki se
zabyva slozitymi problémy, na druhou stranu pri formalizaci je potieba
formalizovat vse, véetné jednoduchych problémi),

e zlepseni nizké drovné sebevédomi v matematice.

6.1.2 MathWiki

Pro lepsi a castéjsi vyuzivani automatickych dokazovacii je nezbytné mit rozsahlé
ulozisté (¢i knihovnu) formalizované matematiky. Pro tvorbu takové knihovny je
ovsem potieba spoustu energie a casu. Zpusob jak toho dosdhnout je spolecné
distribuované usili. Touto cestou se vydala MathWiki, ktera je de facto povazo-
vana za Wikipedii formalizované matematiky. Kazdy, kdo ma pristup k internetu,
muze snadno prispét napsanim svoji stranky na tomto webu. V dobé psani této
prace obsahuje MathWiki 1192 stranek v anglickém jazyce.
Kviili koherenci a stabilité webu MathWiki rozliSujeme dva typy stranek:

e formalni stranky skladajici se z anotovaného kédu dikazu pomoci automa-
tického dokazovace,
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e neformdlni stranky skladajici se z popisu matematiky na vysoké trovni
s vykreslenymi ¢astmi formalniho kédu.

U neformalnich stranek lze postupovat podle postupt znamych z Wikipedie.
U formalnich stranek mize konzistenci zkontrolovat samotny dokazovac. [16]

6.2 Vyuziti ATP

Automatické dokazovaci systémy nalezly uplatnéni hlavné ve dvou odvétvich: for-
malizace matematickych vét a formalni verifikace pocitacovych systémiu. Kazdy
ze systémi byl navrzen za jinym ucelem. Mizar byl navrzen spise pro formali-
zaci matematiky, o ¢emz svédéi i samotnd Mizar Mathematical Library (MML),
naopak HOL byl navrzen spise z diivod verifikace.

6.2.1 Formalizace matematiky

V roce 1999 prezentovali Paul a Jack Abad ,Sto nejzajimavéjsich vét/dikazu
Tyto véty, pripadné dikazy, byly vybrané na zakladé nasledujicich tii kritérii:

o vyskyt véty v literatufe — mnozstvi a dilezitost,
e kvalita dukazu,

e neocekavanost vysledku.
Seznam vét muze Ctendl najit na [42].

V dobé psani prace bylo formalizovano 97 vét. Nasledujici tabulka ukazuje

vvvvvv

’ Dokazovaci systém \ Pocet formalizaci ‘

HOL Light 86
Isabelle 84
Matemath 74
Coq 74
Mizar 69
Lean 5%5)
ProofPower 43
PVS 22
nqthm/ACL2 18
NuPRL/MetaPRL 8

Tabulka 3: Formalizace sta nejzajimavéjsich vét/dukazi [43]
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6.2.2 Programova verifikace

Formalni verifikace mé dva zakladni ptistupy. Jednim je ovérovani modelu (mo-
del checking), které spociva v systematickém zkoumani matematického modelu
daného systému. To obvykle spoc¢iva v prozkoumani vsech stavi a prechodtt mo-
delu. Vyhodou tohoto pristupu je casto plna automatizace, nevyhodou pak horsi
pouziti pro vétsi systémy.

Druhou metodou je deduktivni verifikace, kterd spoc¢iva ve vygenerovani ma-
tematickych reprezentaci ze systému a systémovych specifikaci a jejich nasledné
dokazovani pomoci ATP, napiiklad HOL, PVS ¢ ACL2. Nevyhodou tohoto pii-
stupu je, ze uzivatel by mél dobie znat systém a pro¢ funguje spravné a musi
byt schopen tyto informace predat verifikatoru.

V dokazovacich systémech bylo provedeno mnoho studii programové korekt-
nosti. Nékteré systémy jsou vyuzivané pro priumyslové projekty. Napiiklad NASA
pouziva PVS k ovérovani softwaru pro leteckou kontrolu; Intel zase vyuziva HOL
Light k ovéfeni navrhu novych cipi.

ACL2 se vyuziva pro ovéreni, ze popis zakladnich aritmetickych obvod pro praci
s plovouci ¢arkou v AMD Athlon procesoru implementuje IEEE standard. Dalsi
prumyslové vyuziti ACL2 lze najit v [44].
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7 Dokazovaé¢ — manual

Aplikace umoznuje uzivateli provadét dikazy rezoluéni metodou a tabulkovou
metodou (sémantické vyplyvani). Aplikace se d& pouzit i pro vykresleni tabulky
pro jednu konkrétni formuli a jeji pfevod do konjunktivni norméalni formy.

Pro jednodussi zépis formuli pomoci kldvesnice (bez nutnosti psat logické
spojky slozitymi klavesovymi zkratkami) se v aplikaci pouziva nasledujici zapis:

— (znak minus) negace promenné

+ (znak plus) disjunkce dvou proménnych
* (znak hvézdicka) konjunkce dvou proménnych
> (znak vétsi) implikace

= (znak rovno) ekvivalence

Proménné mohou byt libovolné (rozumné) dlouhé fetézce alfanumerickych
symbolu (pismena a ¢isla) s tim, Ze prvni symbol musi byt pismeno, tzn. napii-
klad ,a“, ,B“ jAbCd1234“ jsou legitimni ndzvy proménnych. Naopak 1% . /¢
»1234AbCd* jako jména proménnych pouzit nelze.

Pti spusténi aplikace se objevi nasledujici okno:

f Dokazovaci systém

Soubor Piiklady Help

Pfidat pfedpoklad Odebrat pfedpoklad

Predpoklad 1

Piedpoklad 2
Predpokiad 3
Demnénka:

Rezolucni metoda | Tabulkova metoda Resetovat

'fasovy limit:

Obrazek 17: Hlavni okno aplikace

Okno se sklada z nékolika ¢asti:
e leva céast pro zadavani predpokladli, domnénky a c¢asového limitu,
e prava cast pro zobrazeni tabulek a dikazu,

e horni ¢ast obsahujici menu.
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V menu se nachazi nasledujici polozky:

e novy — vytvoreni nového ditkazu. Je umoznéno ulozeni dikazu, pokud tak
uzivatel jiz neucinil sam.

e ulozit — pro ulozeni diukazu.
e ukoncit — pro zavieni celé aplikace.

e priklady — zde jsou obsazeny predpripravené mnoziny predpokladi a do-
mnének, které si mize uzivatel projit pro lepsi pochopeni zapisu formuli.

e help — pro otevieni okna s napoveédou.

Leva cast umoznuje zapis predpokladi a domnénky, zaroven je zde mozno
zadat ¢asovy limit béhu dukazu (pokusu o dikaz). V horni ¢asti se nachéazeji
tlacitka pro pridavani a odebirani predpokladi. Pro jednodussi béh aplikace
je potfeba nenechavat nevyplnénd pole pro predpoklady, tedy kdyz méte ¢tyti
predpoklady, tak pomoci zminénych tlacitek vytvorite ¢tyfi vstupni pole. Pocet
piedpokladi je omezen na 0 az 10. Casovy limit se udava v sekundéch. Pokud
casovy limit neni zadén, tak se automaticky bere hodnota 60 sekund. Zaroven
plati, ze ¢asovy limit se pouziva pouze pro rezoluéni metodu. Po spusténi je
potfeba vyckat (nez zacne uzivatel vykonédvat dalsi akce) na sdéleni vysledku
nebo ubéhnuti ¢asového limitu.

Po nastaveni potfebného poc¢tu vstupnich poli a jejich vyplnéni (at uz rucné
nebo pomoci predpripravenych prikladi) se muze spustit samotné dokazovani.

Ke spusténi ditkazu slouzi tlacitka pod vstupnim polem pro domnénku. Kon-
krétné tedy tlacitka Rezolucni metoda a Tabulkovd metoda. Tlacitko Resetovat
vse vynuluje.

Po spusténi konkrétniho dikazu se v pravé ¢asti okna vypise odpovidajici
text. Tim je v pripadé rezoluéni metody bud cely dikaz, nebo jeho tvod (preve-
deni formuli do CNF) a hlaska, ze domnénku nelze dokazat ze zadanych predpo-
kladi nebo vyprsel cas. V pripadé tabulkové metody se vykresli vSechny tabulky,
tzn. tabulky pro predpoklady, domnénku a spolecna tabulka, ze které jde vidét,
zda domnénka sémanticky vyplyva ze zadanych predpokladii.

Po vypsani diikazu lze urcit délku dikazu, na vybér je kratka a dlouha verze.
Kratka verze v pripadé rezoluc¢ni metody vypise pouze ty radky, které byly nutné
pro samotny diikaz, u tabulkové metody se pak vykresli pouze tabulka domnénky
a spolec¢na tabulka. V pripadé dlouhych verzi se vypisuje vse.
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’ Dokazovaci systém
Piiklady Help

Pridat predpoklad
Pedpoklad 1 (a+(b+c))=((a+b}+c)
Predpoklad 2 [(a+b)=(b2)

Soubor

Odebrat predpoklad

Pedpoklad 3

(-((-(2+ b))+ (-(a+(-B)N)=2

Domnénka: [((-((-a)+bl)+(

Rezoluéni metoda

)+ (-b)))=a

Tabulkova metoda

Resetovat

Ca;nvy limit: ‘

Del3i verze

Pfevedeni formuli do CNF:
(a+b+c+(-a) ) * (a+b+c+(-b) ) * (a+b+c+(-C))
(a+b+ (-b) ) * (a+b+(-a))
(a+b+(-a) ) * (a+(-b)+(-a) )} * ((-a)+a) * ((-b) +b+a)
Domnénka :
(a+(-a))* (a+b+(-a)) * ((-b)+a+(-a)) * ((-b) +b+(-a))
negace domn&nky v CNF:
((-a)+b)* ((-a)+b+(-b) )} * ((-a)+b+a) * ((-a) = (-b)) * ((-a)+a) * ((-a)+a+ (-B) ) * ((-
Pfevedeni formuli do CNF:
(at+b+c+ (-a) ) * (a+b+c+(-b) ) * (a+b+c+ (-C) )
(a+b+ (-b)) * (a+b+(-a))
(a+b+(-a) ) * (a+(-b)+(-a) )} * ((-a)+a) * ((-b) +b+a)
DomnEnka :
(a+(-a))* (a+b+(-a)) * ((-b)+a+(-a)) * ((-b) +b+(-a))
negace domn&nky v CNF:
((=a)+b)* ((-a)+b+ (=b) ) * ((-a)+b+a) * ((-a) = (-b)) * ((-a)+a) * ((-a)+a+(-B) )} * ((-

Krat3i verze

Dikaz:
0 {a, b, c, -a}
1 {a, b, c, -b}
2 {a, b, ¢, -c}
3 {a, b, -b}
4 {a, b, -a}
5 {a, b, -a}
6 {a, -b, -a}
7 {-a, a}
8 {-b, b, a}
9 {-a, b}
10 {-a, b, -b}
11 {-a, b, a}
12 {-a, -b}
13 i-a. atl v
< >
7 N o v/
Obrazek 18: Priklad diikazu rezoluéni metodou
# Dokazovac systém - [m] x
Soubor Piiklady Néapovéda
Pridat predpoklad Odebrat predpoklad Deldi verze Kratdi verze
Predpoklad 1 [p>-q -CNF = (-p)+(-q)+z -
-tabulka:
Predpoklad 2 ‘q I'p I g | r | Fi]
Predpoklad 3 |-((p>-q)+n)=(r"-q)) I o1 0o | 0 | 1 |
Domnénka: ‘(p)-q)w : 8 : g : é : i :
Rezoluéni metoda | Tabulkové meteda Resetovat o 10 10 1
= N I 1 7 0 1 0o ] 1]
Casovy limit: ‘ I 1 ] 0o | 1 | 1 |
I 11 11 0 ] 0|
I 1 7 1 19 11 1]
Spoledné tabulka:
I p I @ | r |PE.1 |PE.2 |PE.3 |Dom. |
oo oo o1
oo oo o o o1
L L A B B
oo o o o1
L L e
L L B B B
L L - S B B
L L R B B B
Domn&nka sémanticky vyplyvé ze zadanych pfedpokladd v

Obrazek 19: Priklad dikazu tabulkovou metodou

Po vypsani diikazu je mozné si diikaz ulozit, to uz je velice jednoduché a lze
to udélat pomoci tlacitka wulozit, které bylo zminéno vyse. Po kliknuti na néj se
otevte klasické okno pro ukldadani, kde se vyplni jméno a dikaz je ulozen.
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8

Dokazovac¢ — popis implementace

Aplikace je tvorena nékolika zakladnimi tiidami:

8.1

Variable — reprezentace proménnych ve formuli,

Operator — reprezentace logickych spojek,

LeftParenthesis a RightParenthesis — reprezentace zavorek,
Formule — reprezentace samotnych formuli,

Proof — dikaz pomoci rezoluéni metody,

TableProof — dikaz pomoci tabulkové metody,

Window — trida pro hlavni okno celé aplikace,

HelpWindow — ttida pro okno s napovédou.

Trida Variable

Tato trida se pouziva pro reprezentaci proménné. Proménna je pro potieby této

prace chapéana jako fetézec alfanumerickych symboli, zacinajici na libovolné pis-

meno, tzn. napriklad ,a“, ,A“ ,AbCd1234“ jsou legitimni instance proménné.
Trida Variable implementuje nasledujici metody:

konstruktor — ten bere jako argumenty jméno proménné a jeji hodnotu
(mysleno 0 nebo 1), tento argument nemusi byt pfi konstrukci proménné
zadan, hodnota proménné je poté nastavena na None. To je z toho divodu,
ze pro dikaz pomoci rezoluéni metody je hodnota proménné irelevantni,
stejné tak pro tabelaci formule, kde se prochazi vsechna pravdivostni ohod-
noceni.

parse — tato metoda je zavolana pri konstrukci proménné. Jako argument
dostava jméno proménné v podobé typu string. V pripadé neplatného znaku
je vyvolana vyjimka, viz nasledujici kod.

eval — metoda bez argumentu, vraci hodnotu proménné. V pripadé, ze
hodnota nebyla inicializovana, tak vyvola vyjimku.

str — metoda bez argumentu, vraci jméno proménné.
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def parse(self, string):
#pokud zacind string pismenem, Jje to proménnd
#pokud c¢imkoliv jinym, tak vrétit chybu
#po pismenu miZe byt retézec pismen a Cisel
index = 0
if string[0O].isalpha():
for s in string:
if not s.isalnum():
raise Exception ("Neplatny vstup")

return True

Zdrojovy kod 1: Metoda parse tridy Variable

8.2 Trida Operator

Logické spojky jsou rozdéleny do tii podtiid — UnaryOperator, BinaryOperator a
NnaryOperator. Do prvni zminéné patii negace, do druhé implikace a ekvivalence
a do treti konjunkce a disjunkce. Ackoliv jsou konjunkce a disjunkce binarni
operace, pro potieby reprezentace jsou brany jako operace n-arni. Formule (viz
nize) je reprezentovand jako list v prefixové podobé, proto je jednodussi mit
ulozeno napiiklad [konjunkce A B C] misto [konjunkce A [konjunkce B C]].

Operator
UnaryOperator BinaryOperator NnaryOperator

Negation Implication Equivalence Conjunctiuon Disjunctions

Obrézek 20: Trida Operator a jeji podtiidy

Kazd4 ze t¥id implementuje metody str (pro vypis na obrazovku), konstruktor
(pro vytvoreni nové instance), precedence (dulezitost dané spojky oproti ostat-
nim) a eval (vyhodnoceni dané spojky se zadanymi operandy). Vsechny tyto
metody jsou pro kazdou tridu rtzné, v zavislosti na logicky vyznam spojky a
znaku, ktery ji v aplikaci reprezentuje.

U metody eval je vzdy nejprve nutno urcit operandy pro logické vyhodnoceni.
U vyhodnocovani formule se totiz muze stat, ze by napriklad implikace dostala
jako jeden argument proménnou a jako druhy uz vysledek evaluace jiné spojky,
coz je pravdivostni hodnota. Takovyto pripad by skoncil chybou programu.

42



0 ~J o b w N

[ S S S S S R R R e e e e e e e
W J oW N R O W Omdo U W N R O O

Pro lepsi nazornost je v nasledujicim kédu predstavena trida Implication.

class Implication (BinaryOperator) :
def _ _init__ (self):
super () .__init__ (">")

def precedence (self):
return 0

def _ str__ (self):
return ">"

def eval (self):
if isinstance(self.opl, Variable):
opl = self.opl.eval()
else:
opl = self.opl

if isinstance(self.op2, Variable):
op2 = self.op2.eval()

else:
op2 = self.op2

if opl:
if op2:
return True
else:
return False
else:
return True

Zdrojovy kod 2: Trida Implication

8.3 Trida Formule

Tato trida reprezentuje formuli vyrokové logiky a umoznuje s ni pracovat.
Metody tridy Formule:

e metoda split — tato metoda rozdéli Tetézec znak na vstupu do jednotli-
vych ¢asti, aniz by Tesila jejich syntaktickou spravnost. Na vstupu se tedy
ocekava argument typu string a vystupem je seznam casti. Metoda vzdy
vezme prvii nezpracovany znak a mohou nastat nasledujici moznosti:

— Znak je pismeno — v tomto pripadé jde o jméno proménné. Jako jméno
proménné se vezme aktualni znak a vsechny nésledujici alfanumerické
znaky. Takto ziskané jméno se pouzije pro vytvoreni nové proménné
(pokud proménnd s timto jménem jeSté neexistuje), kterda se ulozi
do seznamu pro vystup.
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— Zmak je jeden z vyhrazenych znakti pro operatory — vytvori se nova
instance daného operatoru a ulozi se do vystupniho seznamu.

— Znak je mezera — v tomto pripadé se nestane nic, pouze se prejde
na nasledujici znak.

— Zmnak na vstupu neodpovida zadnému z predchazejicich ptipadi — je
vyvolana vyjimka.

e metoda parse — metoda pro kontrolu syntaktické spravnosti vstupu. Jako
vstup bere seznam casti vzniklych metodou split. Vystupem je pravdivostni
hodnota True pokud je tento vstup syntakticky spravny, False v opacném
pripadé. Kontrola probihd na zakladé nékolika jednoduchych pravidel:

— jestlize je délka vstupu rovna jedné a jeho jediny prvek je proménna,
tak je vstup validni;

— pokud je prvnim prvkem negace, tak je vstup validni, jestlize je validni
i bez prvniho prvku (bez negace);

— jestlize je prvnim prvkem leva zavorka a poslednim znakem prava
zavorka, pak je vstup validni, pokud je validni obsah mezi zavorkami;

— jestlize je prvnim prvkem leva zavorka, ale poslednim prvkem neni
prava zavorka, tak je formule ve tvaru (smt1) op smt2. V tomto pii-
padé je vstup validni, jestlize op je operator (kromé negace), a smtl
i smt2 jsou validni;

— jestlize je prvnim prvkem proménna, pak je formule validni, jestlize
druhy prvek je operator (kromé negace) a zbytek vstupu je validni;

— v kazdém jiném ptipadé vstup neni validni.

e metoda makeList — metoda ze seznamu Casti vytvori seznam reprezentujici
formuli v prefixové podobé. Pti tvorbé seznamu se postupuje nasledovneé:

— délka vstupu je nula (podminka pro ukonceni rekurze), jako vysledek
se vrati prazdny seznam;

— prvni prvek na vstupu je proménna. V takovém pripadé je bud délka
vstupu rovna jedné a tim padem je vracend samostatnd proménna,
nebo je délka vétsi nez 2 (zde je potreba si uvédomit, ze vstupni
seznam prosel metodou parse, takze moznost, ze délka je rovna dvéma
nemuze nastat), v tom piipadé je formule ve tvaru (var op rest) a jako
vysledek se vrati

[opvarmakeList(rest)];

— prvni prvek na vstupu je negace. Zde opét mohou nastat rizné moz-
nosti:

* za negaci je proménna. V tomto pripadé se postupuje obdobné
jako v predchozim bodé s tim rozdilem, Ze negovand proménna se
ukladé jako [neg var],
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x za negaci je leva zavorka. Tento pripad odpovida nasledujicimu
kédu, kde indexr urcéuje pozici operatoru,

elif isinstance(parts([0], Negation):
# pokud je za negaci zavorka, tak se miZe negace vztahovat bud’ k
celému vyrazu nebo jen k jeho prvni casti

# potreba rozdélit na prvvni operdtor druhy

if isinstance(parts[l], LeftParenthesis):
first, second, index = self.getFirstSecond(parts[l:])
first_vysl = self.makelList (first[1l:-11])
if len(second) > 0:

second_vysl = self.makelList (second)

# neg first op second —-——> [op [neg first] second]

return [parts[index], [parts[0], first_vysl], second_vysl]
else:

return [parts[0], first_vysl]

Zdrojovy kod 3: Metoda makeList — negace

x za negaci je dalsi negace. V tomto pripadé se vytvori list z prvki
za druhou negaci (aplikuje se zékon dvoji negace).

— prvnim prvkem na vstupu je leva zavorka. Zde se urci prvni a druha
¢ast formule (v zavislosti na poradi operatorii). Vytvori se list pro prvni
¢ast formule a v piipadé, ze druhd Cast neni prazdnd (prazdna by
byla v pripadé, kdy celd formule je v zavorkach), tak i list pro druhou
¢ast formule, a je vracen list ve tvaru [operace makeList(first) make-
List(second)]. Je-li operace konjunkce nebo disjunkce, tak se zkoust,
zda druhd c¢ast neobsahuje stejnou operaci. Tady se pravé vyuziva
n-arnost téchto dvou spojek.

e metoda removeFEquivalences — metoda pro odstranéni ekvivalenci ve for-
muli. Ekvivalence nejsou nahrazeny za dvé implikace, nybrz rovnou za kon-
junkei disjunkci. A < B je tedy nahrazeno za (AV—-B)A(—AV B). Metoda,
stejné jako i dalsi, probihd rekurzivné, takze se odstrani ekvivalence z A i
B pred tim, nez se odstrani ekvivalence v A < B.

e metoda removelmplications — metoda odstranuje implikace ve formuli. Kazdy
vyskyt A = B je nahrazen za —-AV B.

e metoda removeDoubleNegation — metoda odstranujici dvé po sobé jdouci
negace. Kazdy vyskyt =—A je nahrazen za A.

e metoda deMorgan — metoda implementujici de Morganovy zakony. Vyskyt
—(AV B) nahradi za (A A —=B) a =(A A B) nahradi za (-AV —B)
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def removeEquivalences(self, 1lst):
if isinstance(lst, list):
if isinstance(lst[0], Equivalence) :
removedFirst = self.removeEquivalences (lst([1])
removedSecond = self.removeEquivalences (lst[2])
return [Conjunction(), [Disjunction(), removedFirst,

(), removedSecond]], I[Disjunction(), [Negation(),

removedFirst], removedSecond]]

else:
removedFirst = self.removeEquivalences (lst[1l])
if len(lst) == 3:

removedSecond = self.removeEquivalences (lst[2])
return [1lst[0], removedFirst, removedSecond]
elif len(lst) > 3:
1 = len(lst)
vysl = []
for op in range(l, 1):
vysl.append(self.removeEquivalences (1lst[op]))
return [1lst[0]] + vysl
else:
return [1lst[0], removedFirst]
else:
return lst

[Negation

Zdrojovy kod 4: Metoda removeEquivalences

e metoda orOuverAnd — metoda pro distribuci disjunkce ptes konjunkei. Cili
AV (BAC) senahradi za (AV B) A(AV C). Je-li prvni operaci konjunkce,
tedy list dané formule je ve formé

[konjunkce, operandl, operand?2, . . .|,
tak se vrati seznam ve tvaru
[konjunkce, orOver And(operandl), orOver And(operand2), . . .].
Je-li prvni operaci disjunkce, tedy formule je ve tvaru
[disjunkce, operandl, operand?2, .. .|,

pak je nutné zjistit, zda néktery z operandu (rovnéz po aplikaci metody
orOverAnd) obsahuje konjunkci. Pokud ano, tak dojde k distribuci dis-
junkce pres danou konjunkci, v opacném pripadé je formule uz v CNF a
vrati se puvodni formule.

e metoda simplify — metoda pro zjednoduseni seznamu ve smyslu nadbytec-
ného zanorovani stejnych spojek. Napriklad (AV B)V (C'V D), coz by bylo
reprezentovano jako

[or, [or, A, B], [or,C, D]
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se nahradi za (AV BV C'V D) s nésledujici reprezentaci

lor, A, B,C, D].

e metoda eraseSameLiterals — metoda pro odstranéni dvou (¢ nékolika)
shodnych literalt v ramci jedné klauzule. Napiiklad (A V B V A) je na-
hrazeno za (A V B).

e metoda eraseSameClauses — metoda pro odstranéni dvou (¢i nékolika)
shodnych klauzuli v rdmci jedné formule. Napriklad (A V B) A (A V B)
je nahrazeno za (A V B). Funkce funguje tak, ze se pro kazdou klauzuli
zavola predchézejici metoda (eraseSameLiterals), poté se vSechny klau-
zule prevedou do formy fetézce symboli (vezmou se jména proménnych
a pro disjunkci se pouzije znak nula). Takto reprezentované klauzule se se-
tridi (to se déla z toho duvodu, ze z pohledu logické hodnoty klauzule jsou
(AV B) a (BV A) shodné). Po setfidéni se vezmou vSechny unikatni retézce
a jim odpovidajici klauzule a tyto jsou vraceny (spolecné s konjunkef) jako
vysledek.

e metoda convertToCNF — metoda pro prevod formule do konjunktivni nor-
malni formy, kterd je potfebna pro dikaz rezoluéni metodou. Vyuziva
k tomu vyse popsané metody. V prilozeném koédu lze vidét, ze metody
pro odstranéni dvojich negaci, provedeni de Morganovych zakonu a distri-
buci disjunkce pres konjunkei jsou opakovany vicekrat (depth v kédu urcuje
konkrétni pocet, tento pocet je roven hloubce daného listu, napt. [1, [[2],
3],4] by mél hloubku 3). Opakovani téchto metod je nutné, jelikoz jedno
provedeni nezarucuje prevod do CNF.

def convertToCNF (self) :

self.original = self.list

self.list = self.removeEquivalences(self.list)
self.list = self.simplify(self.list)

self.list = self.removelImplications(self.list)

self.list = self.simplify(self.list)
self.list = self.removeDoubleNegation(self.list)
depth = self.depth(self.list)

W O 3 o U1 = W N
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for i in range (depth) :
self.list = self.deMorgan(self.list)
self.list self.removeDoubleNegation (self.list)
self.list = self.orOverAnd(self.list)
self.list self.simplify(self.list)
self.list = self.eraseSameClauses(self.list)
return self.list

Zdrojovy kod 5: Metoda convert ToCNF
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metoda eval/evalForAll — metody pro ziskdni pravdivostni hodnoty for-
mule. Metoda eval bere jako argument seznam binarnich hodnot, které
se navazou na proménné ve formuli dle abecedniho poradi proménnych.
Po navazani hodnot se zavola pomocna funkce eval list, ktera uz provede
samotné vyhodnoceni listu.

Metoda evalForAll pak poc¢ita vsechna pravdivostni ohodnoceni formule a
vyuziva k tomu pravé metodu ewval. Funkce getValues v kodu nize prevadi
celé nezaporné ¢islo do binarni reprezentace v podobé seznamu. Zaroven
tato metoda vytvori tabulku pravdivostnich ohodnoceni, ktera je pouzita
pri vykreslovani.

def evalForAll (self):
self.allResults = []

self.eval_table

1

[]

= len(self.variables)

for i in range (2%%1):

values = self.getValues (i)
vysl = self.eval (values)
self.allResults.append(vysl)
if vysl == True:

vysl_int = 1
elif vysl == False:

vysl_int = O
self.eval_table.append(values + [vysl_int])

return True

Zdrojovy kod 6: Metoda evalForAll

konstruktor — pri vytvoreni nové formule se rovnou provedou metody split
a parse pro kontrolu spravnosti zapisu formule a poté je pomoci makeList
vytvoren list, ktery tuto formuli reprezentuje interné.

8.4 Trida Proof

Trida slouzi pro reprezentaci, respektive tvorbu dikazi pomoci rezoluéni metody.

Metody tridy Proof:

metoda get_clauses — metoda pro vytvoreni listu klauzuli. Jako vstup bere
list reprezentujici formuli. Pro formuli (AV—B)A(—AV B) a jeji reprezentaci
ve tvaru

[and, [or, A, [neg, B, [or, [neg, A, B]]

dostaneme

[[[A,1], 1B, 0], [[A, 0], [B, 1],

kde [A, 1] znadi pozitivni vyskyt literalu a [A, 0] naopak negovany vyskyt
literalu.
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e metoda resolve_clauses — metoda pro provedeni rezolucéni metody pres dvé
klauzule. Vstupem jsou tedy dvé klauzule, vystupem je seznam vsech moz-
nych klauzuli, které 1ze odvodit ze dvou ptvodnich.

1 def resolve_clauses(self, clausel, clause2):

2 resolvents = []

3 for literal_one in clausel:

4 for literal_two in clause2:

5 # pokud je proménna stejnd a hodnota proménné Jje opacné

6 if (literal_one[0] == literal_ two[0]) and (literal_one[l] !=
literal_two([l]):

7 tmpl = [x for x in clausel if x != literal_ one]

8 tmp2 = [x for x in clause2 if x != literal_two]

9 unique = tmpl

10 for item in tmp2:

11 if item not in unique:

12 unique.append (item)

13 resolvents.append (unique)

14

15 else:

16 continue

17 return resolvents

Zdrojovy kod 7: Metoda resolve_ clauses

e metoda resolution — metoda pro provedeni dikazu rezolu¢ni metodou. Jako
vstup bere ¢islo odpovidajici ¢asovému limitu pro jeji béh. Pokud toto ¢islo
neni uréeno uzivatelem, je momentdlné nastaveno na 60 sekund. Metoda
funguje tak, Ze pro kazdé dvé klauzule si urci resolventy (klauzule z nich
odvozené). V piipadé, ze nékterd resolventa je prazdna mnozina, pak byl
dikaz tspésny (napiiklad pro {a} a {—a} se odvodi {}). V opa¢ném pii-
padé se takto ziskané resolventy pridaji do mnoziny new, kterd obsahuje
vSechny nové ziskané klauzule v aktudlnim kole. Po priichodu pres vsechny
dvojice klauzuli se zkontroluje, zda mnozina new neni podmnozinou pu-
vodnich klauzuli, to by znamenalo, ze dikaz bude cyklit a tedy neskondi.
Pokud podmnozinou neni, tak se vSechny klauzule z této mnoziny pridaji
do mnoziny puvodnich klauzuli a cely prubéh se opakuje.
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def resolution(self, limit):
new = []
if limit == None:
limit = 60

with self.time_limit (limit) :
while (True) :
for clausel in self.all_clauses:
for clause?2 in self.all _clauses([self.all_clauses.index (clausel

y+1:]:
resolvents = self.resolve_clauses (clausel[1l], clause2[1l])
if any(len(x) == 0 for x in resolvents):

self.all clauses.append((self.numberOfClauses, [], clausel

[0], clause2[0]))
return True
else:
for item in resolvents:
if item not in [x[1l] for x in new]:
new.append( (self.numberOfClauses, item, clausel([O0],
clause2[0]))
self.numberOfClauses += 1
if all(x in [y[l] for y in self.all_clauses] for x in [y[l] for
y in new]):
return False
else:
for item in new:
if item not in self.all clauses:
self.all clauses.append(item)
new = []

Zdrojovy kod 8: Metoda resolution

e metoda get all previous — metoda pro urceni vsech klauzuli, které byly
potfebné pro odvozeni zadané klauzule.

e metoda get froms— metoda, ktera pro zadanou klauzuli vraci dvé klauzule,
z nichz byla odvozena zadand klauzule.

e metoda get_short _wersion — v urcitych pripadech je ditkaz zbyteéné dlouhy,
nekteré klauzule nejsou viibec pouzity. Teoreticky priklad: mame mnozinu
predpokladu ve tvaru {a,b,c} a chceme dokézat {a}. Dikaz by vypadal
nasledovné:

{a}
{b}
{c}
{—a}
{}03

=W N = O
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V tomto teoretickém piikladu se jednd pouze o dva nadbytecné radky, ale
u delsich dikazii se miize jednat radove o desitky ¢i stovky. K odstranéni
téchto radki, které jsou pro pointu ditkkazu zbytecné, slouzi pravé metoda
get__short_version. Funguje tak, ze zavola get all_previous na vyslednou
klauzuli.

8.5 Trida TableProof

Trida slouzi pro vytvoreni tabulky, které obsahuje vSechna pravdivostni ohod-
noceni pro vsechny predpoklady a domnénku. Nejprve se uréi vsechna unikatni
jména proménnych. Ty se jednak ulozi do seznamu, z kterého se pozdéji vytvori
zahlavi tabulky a jednak se dle poc¢tu proménnych generuji pravdivostni ohodno-
ceni. Pro konkrétni ohodnoceni se vzdy vypocitaji hodnoty vsech predpokladii a
domnénky a spolecné s ohodnocenim se ulozi jako radek tabulky. Takto ziskand
tabulka je poté pristupné pro tisk, spole¢né se seznamem pro zahlavi.

8.6 Trida Window

Ttida reprezentujici hlavni okno celé aplikace. Okno vyuziva knihovnu Tkinter
(knihovna v pythonu pro tvorbu GUI). Z hlediska designu je okno rozdéleno
pomoci tkinter.grid na levou a pravou cast. Leva ¢ast je opét rozdélena pomoci
gridu a zahrnuje potiebné labely (popisky), tlac¢itka a vstupni pole pro zadani
potrebnych tidaji. Prava strana obsahuje textové pole pro vypis dikazu a tlacitka
pro moznost volby délky dukazu.

7 hlediska funkénosti trida obsahuje klasické metody pro ukladani dikazu,
resetovani celého okna, pro ukonceni programu, ¢i otevieni okna s napovédou.
Mezi z autorova pohledu zajimavéjsi metody patii nasledujici:

e metoda resolut__run —metoda pro spusténi ditkazu rezoluc¢ni metodou. Nej-
prve se ze vstupu zjisti casovy limit (ten nemusi byt specifikovan), predpo-
klady a domnénka. VSechny zjisténé formule se prevedou do CNF a vytvori
se instance dikazu (tfida Proof). Poté se zavold metoda proof.resolution,
v pripadé jejiho tspéchu se dikaz vypise do textového pole.

if self.proof.resolution(time_limit) :
self.print_resolution_proof (self.proof.all_clauses)

else:
self.textbox.insert (END, "Domnénku ze zadanych pfedpokladl nelze
doké&zat nebo vyprsel cas \n")
self.short_btn[’state’] = NORMAL

Zdrojovy kod 9: Metoda resolut_ run — vykresleni diikazu

e metoda table run — metoda pro vytvoreni tabulek pro vsechny formule.
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def table_run(self):

self.resolution_prooved = False
self.table_prooved = True
self.clear_canvas|()
self.entries = []
self.axioms = []
for 1 in range(self.numberOfAxioms) :
try:
entry = self.axiom_entries[i].get ()
fle = Formule (entry)
fle.evalForAll ()
fle.convertToCNF ()
self.entries.append(fle)
except Exception:
messagebox.showerror ("Chyba", "V predpokladu {} se nachéazi
nepovoleny znak nebo Jje Spatné zapsan".format (i+1))

return
try:
entry = self.conc_entry.get ()
self.conclusion = Formule (entry)

self.conclusion.evalForAll ()
self.conclusion.convertToCNF ()
except Exception:
messagebox.showerror ("Chyba", "V domnénce se vyskytl neznamy

znak")
return
self.print_table_proof (True)
self.short_btn[’state’] = NORMAL

Zdrojovy kod 10: Metoda table run

e metody add_axiom a del _axiom — tyto metody se staraji o pridavani a
odstranovani labelti a vstupu pro predpoklady. Vzdy je nutné posunout
tlac¢itka a vstup pro domnénku, o to se v rdamci téchto metod stara po-
mocnd funkce move buttons (ta pouze posouva konkrétni tlacitka atd.,
v rdmci mrizky v levé ¢asti okna). Zaroven funkce hlidaji, aby pocet pred-
pokladi byl v uréeném rozmezi (to je v ramci aplikace nastaveno na 0 —

10 predpokladi).

e metody long wversion a short_version — metody vyvolané stiskem tlacitka
pro dlouhou/kratkou verzi dikazu. Stisk konkrétniho tlac¢itka ho ucini ne-
aktivnim a naopak druhé tlacitko aktivnim. Zjisti se, ktery typ dikazu se
ma vykreslit (rezoluéni nebo tabulkovou metodou) a zavold se prislusna

metoda pro vykresleni dikazu.
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def short_version(self):
self.long_btn[’state’] = NORMAL
self.clear_canvas()
if self.resolution_prooved:
short_version = self.proof.get_short_version/()
self.print_resolution_proof (short_version)
elif self.table_prooved:
self.print_table_proof (False)
self.short_btn[’state’] = DISABLED

Zdrojovy kod 11: Metoda short_ version

e metody print_resolution__proof a print_table_proof — slouzi k vykresleni
daného typu ditkazu.

8.7 Trida HelpWindow

Tato trfida reprezentuje okno, obsahujici napovédu, respektive manudl. Obsah
tohoto okna odpovida casti ,,Dokazovac¢ — manual®.
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Zavér

Hlavni ¢ast prace se zaméruje na pocitacové dokazovani. Nejprve jsou zavedeny
potfebné pojmy. Poté se pozornost vénuje problémim dokdzanym pomoci poci-
tace, specialné na problém ¢tyt barev, jakozto prvni problém, ktery byl s pomoci
pocitace dokazan. V dalsi ¢asti jsou popsany jednotlivé, z historického pohledu
zajimavé, dokazovaci systémy, jejich vzajemné porovnani z riznych hledisek a
vyuziti téchto systémii.

Jako dalsi ¢ast prace jsem implementoval jednoduchy dokazovaci systém. Sys-
tém umi provadét diikazy na syntaktické trovni pomoci rezoluéni metody a také
umoznuje overovani toho, ze dana formule sémanticky vyplyva ze zadané mnoziny
formuli vyrokové logiky.

Aplikace by mohla slouzit jako pomtcka pro pochopeni dukazt pomoci re-
zoluéni metody, pripadné pro vyuku zakladi vyrokové logiky, kde by se dalo
nazorné predvést sémantické vyplyvani a pravdivostni ohodnoceni formule.
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Conclusions

The main part of the thesis focuses on computer proofs. First, the necessary
concepts are introduced. Then, attention is paid to computer-proven problems,
especially the four-color problem, as the first computer-proven problem. The
next part describes the individual, historically interesting, proof systems and
their mutual comparison from different perspectives and the use of these systems.

As another part of the work, I implemented a simple proof system. The
system can perform proofs at the syntactic level using the resolution method
and also allows verification that a given formula semantically follows from a
given set of propositional logic formulas.

The application could serve as an aid for understanding the proofs using the
resolution method, or for teaching the basics of propositional logic, where the
semantic inference and truth evaluation of the formula could be clearly demon-
strated.

55



A

Predikatova a vyrokova logika

Césti o vyrokové a predikatové logice vznikly takika doslovnym prepisem z [1] a

[2].

A.1 Predikatova logika

Definice 1 (Jazyk PL)
Jazyk J PL obsahuje (a tim je urcen):

relacni proménné z,y, 2z, ..., 21, To, . ..

relacni symboly p,q,7,...,p1,p2, ..., ke kazdému rela¢cnimu symbolu r je
definovano nezaporné celé ¢islo o(r) nazyvané arita symbolu r. Mnozinu
relac¢nich symbolii zna¢ime R, tato mnozina nesmi byt prazdna.

funkéni symboly f,g,h, ..., fi, fo, ..., ke kazdému funkénimu symbolu f
je definovdno nezaporné celé ¢islo o( f) nazyvané arita symbolu f. Mnozinu
funkcénich symbolt znacime F'.

symboly pro logické spojky — (negace), = (implikace), A (konjunkce), V
(disjunkce), > (ekvivalence).

symboly pro kvantifikdtory — V (univerzalni), 3 (existen¢ni).

pomocné symboly — rizné typy zavorek a c¢arka.

Jazyk tedy mize byt reprezentovany trojici (R, F, o).

Definice 2 (Term PL)
Term jazyka typu (R, F, o) je induktivné definovan takto:

kazda proménna x je term,

je-li f € F n-arni a jsou-li ty,...,t, termy, pak f(t1,...,t,) je term.

Definice 3 (Formule PL)
Formule jazyka typu (R, F, o) je induktivné definovina takto:

je-li € R n-arni a jsou-li ty,. .., t, termy, pak r(t1,...,t,) je formule,
jsou-li ¢ a v formule, pak —¢, (¢ = 1) jsou také formule,

je-li ¢ formule a x proménnd, pak (Vz)y je formule.

Termy a formule jsou definovany induktivné. Kazdy term pouzity pti kon-
strukci termu ¢ se nazyva podterm termu t. Kazda formule pouzita v konstrukei
formule ¢ se nazyva podformule formule .
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Rikdme, Ze proménna se vyskytuje v termu nebo ve formuli, jestlize je nékte-
rym symbolem termu nebo formule jakozto fetézce symboli s tou vyjimkou, ze
vyskyty za V se nepocitaji (tj. proménnd x nemd vyskyt ve formuli (Vz)r(y, 2)).
Mnozinu vSech proménnych, které se vyskytuji v termu t oznacujeme var(t);
mnozinu vSech proménnych, které se vyskytuji ve formuli ¢ oznacujeme var(yp).

Definice 4 (Substituce v PL — term)
Necht t a s jsou termy, x proménné. Vysledek substituce termu s za x v t je
term t(z/s) definovany nasledovné:

e je-li t proménna, pak

S prot=ux
t prot#x

t(z/s) = {

e prot = f(ty,...,t,),kde f € Fjen-arniaty,...,t, jsou termy, je t(x/s) =

ft1(x/s), ... tu(x/s)).

Definice 5 (Substituce v PL — formule)
Pro formuli ¢, term s a proménnou x je vysledkem substituce termu s za x
ve @ formule ¢(x/s) definovana nasledovné:

e proy =1(t,...,t,), kder € Rjen-darniaty,...,t, jsou termy, je p(x/s) =

r(ti(x/s), ... ta(z/s))

o (m@)(x/s) = —(p(z/s)),

(o = ¥)(x/s) = p(z/s) = P(x/s)
(

(

(Yy)o)(z/s) = (Yy)p pro y=um,
(Yy)p)(z/s) = (Vy)(p(x/s)) pro y#zx

Definice 6 (Substituovatelny term)

Substituce termu ¢ za proménnou z ve formuli ¢ je korektni (¢ se nazyva
substituovatelny za x ve ¢), jestlize pro kazdou y € var(t) plati, ze zddné pod-
formule formule ¢, kterd je ve tvaru (Vy)1, neobsahuje vyskyt x, ktery je volnym
vyskytem (proménnd neni vazand kvantifikatorem) x ve .

Definice 7 (Obecnéjsi substituce)
Substituce # se nazyva obecnéjsi nez substituce o, jestlize existuje substituce
7, pro kterou o = 07.

Definice 8 (Unifika¢ni substituce (unifikace))
Substituce 0 se nazyva unifika¢éni substituce (také unifikace) mnoziny
{1, .., ¢n} formuli (popf. termit), pokud @10 = o = - -+ = ,,0.
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Definice 9 (Nejobecnéjsi unifikace)

Unifikace § mnoziny {p1,...,@,} se nazyva nejobecnéjsi unifikace (zkratka
mgu z anglického ,;most general unifier) této mnoziny, jestlize je obecnéjsi nez
kazd4 jind unifikace mnoziny {¢1, ..., ¢n}

A.2 Vyrokova logika

Vyrokovou logiku 1ze chapat jako podmnozinu logiky predikatové. Z toho divodu
budou definované pouze pojmy, které nebyly uvedeny v predchozi ¢asti.

Definice 10 (Pravdivostni ohodnoceni)

Pravdivostni ohodnoceni je libovolné zobrazeni vyrokovych proménnych da-
ného jazyka vyrokové logiky do mnoziny {0, 1}, tj. libovolné zobrazeni e ptira-
zujici kazdé vyrokové proménné p hodnotu e(p) € {0, 1}.

Definice 11 (Pravdivostni hodnota)
Necht je ddno ohodnoceni e. Pravdivostni hodnota formule ¢ pii ohodnoceni
e, oznacujeme ji ||¢||,, je definovana nésledovneé:

e Je-li ¢ vyrokovou proménnou p, pak ||p||, = e(p).

e Je-li ¢ slozend formule, tedy ma tvar =i nebo (¢ = 0), pak
=9l = 1 pokud [|¢[|, = 0;
=9l = 0 pokud [[[|, = 1;
[ = 6], =1 pokud [|¢[|, = 0 nebo ||0[], = 1;
¥ = 0|, = 0 jinak.

Je-li |lell, =1 (Jl¢]l, = 0), fikame, ze formule ¢ je pii ohodnoceni e pravdiva
(nepravdiva).

Definice 12
Formule VL se nazyva:

e tautologie, je-li pti kazdém ohodnoceni pravdiva,
e kontradikce, je-li pfi kazdém ohodnoceni nepravdiva,

e splnitelnd, je-li pravdiva pfi alespon jednom ohodnoceni.

Definice 13 (Sémantické vyplyvani)

Méjme formule 1, .. ., 1, kde n > 0. Formule ¢ sémanticky plyne z formuli
U1, ..., ¥, (znacime n, ..., 10, = @), jestlize |||, = 1 pro kazdé pravdivostni
ohodnoceni e takové, ze [|¢1]|, = 1,..., ||¥n]], = 1.

Definice 14 (Normalni formy)
Necht V' je mnozina vyrokovych proménnych. Pak:
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e literal nad V je libovolna vyrokova proménna z V' nebo jeji negace,
e klauzule nad V je kone¢na mnozina literala (tvoricich disjunkci),

e elementarni konjunkce nad V' je libovolna konjunkce literala,

e clementarni disjunkce nad V je libovolna disjunkce literal,

e konjunktivni normélni forma (CNF) nad V je konjunkce elementarnich
disjunkci nad V,

e disjunktivni normdlni forma (DNF') nad V' je disjunkce elementarnich kon-
junkci nad V.

Definice 15 (Dukaz formule)
Dikaz formule ¢ z mnoziny formuli 7' je libovolna posloupnost formuli
01, .., takova, ze ¢, = p akazdd p; (1=1,...,n):

e je axiomem (formule, kterou automaticky prijimame jako platnou),
e nebo nalezi do T,

e nebo vznika z predchozich formuli dikazu pomoci odvozovaciho pravidla
modus ponens (toto pravidlo fika, ze z formuli ¢ a ¢ = ¥ lze odvodit
formuli v), tedy existuji indexy j,k < i tak, Ze ¢ je formule ve tvaru

Yj = i

Formule ¢ je dokazatelnd z T (zapisujeme T F ), pokud existuje dukaz for-
mule ¢ z T'. Pokud F ¢, pak fikdme, Ze ¢ je dokazatelna (z prazdného systému
predpokladit).

Definice 16 (Sporni mnozina)

Mnozina formuli 7" se nazyvéa sporna (nekonzistentni), jestlize je z ni doka-
zatelnd jakakoliv formule. Neni-li 7" sporné (tj. existuje formule, kterd neni z T
dokazatelnd), nazyva se bezesporna (konzistentni).
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B Obsah prilozeného CD

V této sekci je uveden struény popis obsahu ptilozeného CD, tj. jeho zavazné
adresarové struktury, dulezitych soubort apod.

bin/
Soubor run.bat pro spusténi aplikace primo z CD na operacnim systému
Windows. Soubor run.sh pro spusténi aplikace primo z CD na Unixovych
systémech.

doc/
Text prace ve formatu PDF, vytvoreny s pouzitim zavazného stylu KI PiF
UP v Olomouci pro zavérecné prace, véetné vsech priloh, a vSechny soubory
potiebné pro bezproblémové vygenerovani PDF dokumentu textu (v ZIP
archivu), tj. zdrojovy text textu, vlozené obrazky, apod.

src/
Kompletni zdrojové kédy a dalsi soubory potfebné pro bezproblémové spus-
téni programu.

readme. txt
Instrukce pro instalaci a spusténi programu, véetné vsech pozadavkl pro
jeho bezproblémovy provoz.
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