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Uvod

Tématem bakalarské prace je Shirka tloh na parciadlni derivace. Dtivodem,
proc jsem si toto téma vybrala, byla snaha o vytvoreni materialu, ktery by mél
pomoci studentim prvnich ro¢nikt vysokych skol pii jejich pfipravé na hodiny,
zapotty a zkousky. Udelem sbirky je procvicovani riizngch typt piikladi. Piiklady
jsou rozdéleny do jednotlivych kapitol podle typu. Jsou zde jak fesené, tak i
priklady na procviceni.
tematika I.

Prvni kapitola popisuje postup pii vypoctu parcialnich derivaci prvniho radu
funkci dvou a tii proménnych. Jednotlivé fesené priklady jsou doplnény o grafy
funkci a jejich parcialnich derivaci. Grafy poméahaji 1épe si predstavit, co vlastné
parcialni derivace funkce znamena. Tato kapitola pomiize ¢tenaii zvladnout za-
kladni princip vypoctu parcialnich derivaci funkce vice proménnych.

Druhé kapitola je zaméfena na vypocet parcidlnich derivaci vyssich fadu.
Bude se zde tesit jak vypocet parcidlnich derivaci pro vSechny proménné a jejich
kombinace, tak vypocet pouze pozadované parcialni derivace.

Treti kapitolou nahlédneme do problematiky totalniho diferencialu 1.fadu,
naucime se pocitat diferencial funkce za pouziti znalosti ziskanych z predchozich
kapitol. Rozsifenim této kapitoly je pak kapitola c¢tvrta, kde budeme pocitat
totalni diferencial vyssich radia. Obé tyto kapitoly jsou doprovazeny grafy funkci
a k nim grafy diferencialia urc¢itého radu.

V paté kapitole se zaméfim na Taylortiv polynom druhého stupné, ktery slouzi
k aproximaci funkce. Funkci budeme aproximovat na okoli urcitého bodu.

Dalsi kapitola je vénovana urcovani pfiblizné hodnoty, ktera je uzite¢na pro
pripad, kdy mame za tkol spocitat hodnotu néjakého vyrazu, ktery ma slozité
hodnoty proménnych. Pfibliznou hodnotu takového vyrazu pak hleddme pomoci
aproximace funkce, ktera odpovida danému vyrazu.

V posledni kapitole predstavim zadavani vyse fesenych prikladi do matema-

tického programu Wolfram Mathematica. Tento program jsem si vybrala, protoze
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se na Univerzité Palackého v Olomouci zacal letos nové vyucovat. Chtéla jsem,
aby studenti po prec¢teni této prace uméli v tomto programu pocitat parcialni deri-

vace, totalni diferencial, Taylortiv polynom a urcovat pfibliznou hodnotu funkce.



Seznam pouzitého znaceni

R mnozina realnych cisel
NG kartézsky souc¢in R x R x --- x R
n
Dy defini¢ni obor funkce f
Dy defni¢ni obor parcialni derivace funkce f podle proménné x
Dy defini¢ni obor parcialni derivace druhého fadu funkce f
podle proménnych zx
Dy defini¢ni obor smisené parcialni derivace funkce f

podle proménnych zy
'(z,y)  parcidlni derivace funkce f podle proménné x
" (z,y) parcidlni derivace druhého fadu funkce f podle proménnych xx
2y(T,y)  smiSené parcialni derivace funkce f podle proménnych zy
df(z,y)  totalni diferencial prvniho fadu funkce f v bodé (x,y)
df (A) totalni difernciél prvniho fadu funkce f v bodé A = (¢, yo)
d’f(z,y) totdlni diferencidl druhého fadu funkce f v bodé (z,vy)
d’f(A)  totélni diferncial druhého fadu funkce f v bod& A = (x¢, o)
T5(A) Taylortv polynom druhého fadu v bodé A = (o, yo)



1. Parcialni derivace 1.radu

Nejdfive si pripomeneme zakladni definice, vlastnosti a vztahy pro vypocet
parcialnich derivaci funkce f podle proménnych = a y. Poté se jiz budeme vénovat
vypoctu konkrétnich prikladi.

V praci nejsou uvedeny vsechny definice a véty vztahujici se k problematice di-
ferencialniho poctu funkce dvou a vice proménnych, jsou zde uvedeny jen takové,
které jsou potiebné k vypoctim a vysvétleni probirané latky. Vice podrobnosti

k dané problematice je k nalezeni naptiklad v [1],[2],[3],[4],[5] nebo [6].

Definice 1.1 Necht funkce f: A C R? = R je definovand v bodé (zg, o) a
néjakém jeho okoli. PoloZime ¢ = f(x,vo). Ma-li funkce ¢ derivaci v bodé xy,
nazyvame tuto derivaci parcialni derivact funkce f podle proménné x v

bodé (o, yo) a oznacujeme f.(zo,y0), event. SL(zo, o), f1(z0,0)-

To znamend, Ze

p(x) = (o)

fx($0, yO) = hmx—mo T—o - limaz—mo {{(zy0)—f (wo.y0) .

r—x0

Podobné ma-li funkce (y) = f(xo,y) derivaci v bodé yy, nazgvdme tuto
derivaci parcialnt derivact funkce f podle promeénné y v bodé (xg,yo) a

oznacujeme fy(o,Yo), event. g—i(wo,yo),f;(:vo,yo)~

Poznamka 1.1 Parcidlni derivace funkce vice proménnych se definuji analo-

gicky.

Definice 1.2 Necht je funkce f definovina na mnoZiné Dy C R* a necht

D¢, #0, Dy, C Dy je mnoZina vsech bodi (x,y) € Dy, v nich? existuje
vlastni parcidlni derivace f.(x,y). Funkce dvou proménnych definovand na
Dy, predpisem (xo,yo) — fi(xo,yo) se nazyvd parcialni derivace funkce f
podle proménné x a znaci se f. nebo %.

Necht je funkce f definovdna na mnoziné Dy C R? a necht Dy, # 0, Dy, C Dy
je mnoZina vsech bodu (x,y) € Dy, v nichZ existuje vlastni parcidalni

derivace f,(x,y). Funkce dvou proménnych definovand na Dy, predpisem
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(20, 40) = f,(T0,%0) se nazyvd parcidlni derivace funkce f podle

promeénné y a znaci se f, nebo g—g.

Véta 1.1 Nechf funkce f,g: A C R? = R maji parcidlni derivaci podle
promeénné x, na oteviené mnozine M. Pak jejich soucet , rozdil, soucin a podil

md na M parcidlni derivaci podle x a plati

(f(z,y) £ 9(x,)), = fulz,y) £ g,(x,y)
(f(z,y) - gl ), = fulz,y) - g(x,y) + f(z,y) - do(z,y)

(f(w,y))' _ filey) g(@y) — f(2,y) - gh(z.y)
9.9/, (9(x,9))” ’

pricem?z turzeni o podilu derivaci plati za predpokladu, Ze g(z,y) # 0.

Dikaz 1 Parcidlni derivace funkce dvou proménnych v bodé je definovdna jako
obycejnd derivace této funkce pro pevné zvolenou hodnotu ostatnich promeénnych,
tj. obycejnd derivace funkce jedné promennée. Jestlize toto plati pro jednoduchou

derivact, plati to © pro parcidlni derivaca.
Poznamka 1.2 Obdobné i pro parcialni derivace podle promeénné y.

Dalsi dulezité vztahy:
(C ' f(:v,y)); =c- f;:(xa y)
(9 (f(z,9)), = ¢ (f(z,9)) - fr(z,y)
( f(x’y)g(x,w)’ — (eg(w)-lnf(w,y))’ —
= [(z,y)?Y) (9&(33, y) -l f(z,y) +g(z.y)- %)
Fu(z,y) = filw,v) - wy(z,y) + fi(u,v) - v, (2, y)
Poznamka 1.3 Posledni vzorec slouzi k vypoctu parcidlni derivace podle pro-

menné x funkce sloZené ze tii funkci dvou proménnych. Takto derivujeme v pri-

padé, kdy jednu z funkci nezndme.

Poznamka 1.4 Vsechny vzorce plati analogicky i pro parcidlni derivace podle

Promenne y.



Poznamka 1.5 Pri parcidlnim derivovdni hledime na funkci dvou proménnych
jako na funkci jedné promenné (p¥i pevné zvolené hodnoté druhé proménné). Z
toho divodu budou v prikladech vzorce pro derivovdni soucinu, podilu a sloZené

funkce wvadény ve tvaru pro funkci jedné promeénne.
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Vzorce pro vypocet derivaci

P1i vypoctech parcidlnich derivaci se vyuzivaji vztahy pro vypocet derivace

funkce jedné proménné.

Zakladni elementarni funkce

(a*) =a®-Ina
(nz) =1
(log, z)' = 7~

(sinx) = cosx

(cosz) = —sinz

(cotg) = — b
(arcsinz)’ = lixQ
(arccosz) = — 11_Z2
(arctgz) = 2
(arccotg ) = —

11

celR

neNzxelR
a€R,z e (0,+00)
reR

a>0,reR

x>0
a>0,a#1,x>0
re€R

reR

v € Upez (=5 + k7, 5 + k)
& € Upey (km, (k+ 1))
r e (—=1,1)

re(—1,1)

reR

reR



1.1. ResSené priklady

Spoctéte prvni parcidlni derivace funkce f.

L flzy)=z+y
Reseni
Defini¢ni obor této funkce je Dy = R
Nejprve budeme pocitat parcialni derivaci funkce f podle proménné z, pro-
ménnou y tedy budeme brat jako konstantu. Pti parcialnim derivovani vy-
uzivame znamé vzorce pro derivovani funkce jedné proménné, v tomto pii-
kladé pouzijeme vztah (z")" = n - z"~!. Proménnd y je nyni konstanta,
derivace konstanty je nula, proto dostaneme:
fulwy)=1-2°+0=1

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je

Dy, = R?

Obrazek 1: Graf funkce f(z,y) = z + y (vlevo) a jeho parcidlni derivace podle
proménné x (vpravo). Grafem funkce f(z,y) je naklonénd rovina, grafem jeji
parcialni derivace podle proménné x je rovina ve vysce 1 rovnobézna s rovinou
(xy). (Jinymi slovy, funkce f(z,y) roste stejné rychle viéi proménné x, tj. pro
pevné zvolené y, je grafem funkce f(z,y) pfimka).

Nyni budeme pocitat parcidlni derivaci funkce f podle proménné y, tedy
proménnd x bude konstanta. I zde vyuzijeme jiz znamy vztah pro derivace

jedné proménné, a to (y") =n-y" ! A vysledkem je:
fylr,y) =0+1-y" =1
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Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Dy, =R?

Obréazek 2: Graf funkce f(x,y) = x+y (vlevo) a jeji parcidlni derivace podle pro-
ménné y (vpravo).Grafem funkce f(z,y) je naklonénd rovina, grafem jeji parcialni
derivace podle proménné y je rovina ve vysce 1 rovnobézna s rovinou (xy).

2. f(z,y) = 35z — 4y + 322y
Reseni
Defini¢ni obor této funkce je D; = R

Postupujeme zde jako v pfedchozim prikladu. Vyuzijeme vztah pro derivaci
funkce jedné proménné, a to (z") = n - 2" L. Dostavame:

fi(xz,y) =35+ 3 -2y = 35+ 6y

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je

Dy, = R?

U parcialni derivace funkce f podle podle proménné y postupujeme jako u
derivace funkce f podle proménné = s tim rozdilem, ze proménna x je pro

nas konstanta a derivujeme podle proménné y.
fo(z,y) = =8y +2- 31 = 6z — 8y

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Dy =R’
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Obréazek 3: Graf funkce f(z,y) = 35z —4y?+ 322y (vlevo) a jeji parcidlni derivace
podle proménné z (vpravo). Funkce f je vzhledem k proménné y linearni, tj.
pro pevnou hodnotu y je grafem funkce piimka. Na obrazku je cernou linkou
znazornén graf funkce f pro hodnotu y = 0. Parcialni derivace funkce f podle
proménné x pak pro pevnou hodnotu proménné y predstavuje funkci konstantni,
jejim grafem je pfimka rovnobézné s rovinou (zy). To lze pozorovat na obrazku
vpravo, kde je ¢ernou linkou znazornén graf parcidlni derivace funkce f podle
proménné x pro pevné zvolené y = 0.

Lo

g S Y
3 T
: N 05
: e 10
L b .
5. Z
- -1

-10

Obréazek 4: Graf funkce f(z,y) = 35z —4y?+ 322y (vlevo) a jeji parcidlni derivace
podle proménné y (vpravo). Pro pevné zvolené = = 0 je grafem funkce f parabola
znazornéna modrou kiivkou. Grafem parcialni derivace funkce f podle proménné
x je pro stejnou hodnotu proménné x, tj. + = 0, primka.

3. f(z,y) =In(z)cosy
Reseni
Defini¢ni obor této funkce je Dy = {(z,y) € R* : z > 0}.

Pii vypoctu parcidlni derivace funkce f podle proménné z postupujeme
tak, Ze cosy budeme brat jako konstantu. Funkci In(z) budeme derivovat

podle vztahu pro derivaci funkce jedné proménné, (Inz) = %, tudiz:

fi(x,y) = L cosy

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je
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Dy ={(z,y) e R? : z > 0}.

Defini¢ni obory parcialnich derivaci musi byt podmnozinou definiéniho oboru
zadané funkce. Proto zde nenf defini¢nim oborem Dy, = {(z,y) € R? : « # 0},
ale Dy = {(z,y) e R? : > 0}.

Obréazek 5: Graf funkce f(x,y) = In(z) cosy (vlevo) a jeji parcidlni derivace podle
proménné = (vpravo). Na obrazku je ¢ernou linkou znézornén graf funkce f pro
hodnotu y = 0 a modrou linkou graf funkce f pro hodnotu x = e. Parcialni deri-
vace funkce f podle proménné = v grafu funkce f(z,y) pfi pevném y predstavuje

funkci + (Cernd linka), kterd vznikla derivaci funkce In(x).

Nyni postupujeme opac¢né nez v predchozi situaci, budeme derivovat funkci

f podle proménné y. Funkce In(z) pro nas bude vystupovat jako konstanta

a derivujeme funkci cosy podle vztahu (cosy) = —siny. A dostaneme:

fy(r.y) = In(x)(~siny) = ~In(z) siny
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Dy = {(r,y) € R* : x> 0}.

sin 2
Reseni
Defini¢ni obor této funkce je Dy = {(z,y) € R* : x # 0}.

Tuto funkci si nejdiive rozlozime na soucin dvou zakladnich elementarnich
funkci podle jednotlivych proménnych. U parcialni derivace funkce f podle

proménné x si nebudeme viimat funkce sin(y?) a budeme se zabyvat pouze
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Obrazek 6: Graf funkce f(z,y) = In(z)cosy (vlevo) a jeji parcidlni derivace
funkce f podle proménné y (vpravo). Parcidlni derivace funkce f podle proménné
y v grafu funkce f(z,y) pfi pevném x = e predstavuje funkci —siny (modra
linka), ktera vznikla derivaci funkce cos .

funkeci % Vyuzijeme vztah pro derivace funkce jedné proménné (z") =
n-a" !, stadi si piedstavit, ze L = 27!, Pak snadno ziskdme:
/ : 2 1 sin y2
folw,y) =siny® - (=1) - 5z = =2~
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je

Dfa’c = {(x,y) cER?: #* 0}

Obrazek 7: Graf funkce f(z,y) = # (vlevo) a jeji parcialni derivace podle

proménné x (vpravo). Cernd linka predstavuje graf funkce pro pevné zvolené

Yy = \/g,tj. graf funkce % v piipadé funkce f a graf funkce —miz v piipadé fi.

Modré linka zase graf funkce f a f. pevné zvolenou hodnotu = = 1.

V pripadé derivovani funkce f podle proménné y budeme muset pocitat
derivaci slozené funkce siny? a to tak, ze pouzijeme vztah (g (h(y))) =
g (h(y)) - K (y), kde g pro nas predstavuje funkce siny a derivujeme podle
vzorce (siny)’ = cosy a funkci A ¢ili y? derivujeme podle (y*) =n-y" 1 s

tim, ze % bereme jako konstantu a nev§imame si ji. Pak:
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fylwy) = £ cos(y?)2y = Buece

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Dy = {(z,y) € R? : x # 0}

Obrazek 8: Graf funkce f(z,y) = % (vlevo) a jeji parcialni derivace podle
proménné y (vpravo). Cernd linka piedstavuje graf funkce f a f, pro pevné
zvolenou hodnotu proménné y = \/g . Modra linka predstavuje graf funkce pro
pevné zvolené x = 1, tj. graf funkce siny? v piipadé f a graf funkce 2y cosy? v
piipadé f.

2

5. fley) = s
Reseni
Defini¢ni obor této funkce je Dy = {(z,y) € R? : 22 + 9y > 0}.

U obou parcialnich derivaci funkce f budeme muset vyuzit vztah pro vy-

h(w,w)’ _ h(ey)g(@y)—h(z.y)-g,(zy)

pocet derivace podilu funkei a to: (g(x’y) @) .

Pfi vypoctu parcidlni derivace funkce f(x,y) podle proménné z, budeme
muset pouzit vztah (g (h(x))) = ¢ (h(x)) -k (z), ktery vyuzijeme k derivaci
funkce cos? x. Funkce g je pro nds mocnina, jeji derivaci dostaneme 2 cos
a funkce h predstavuje funkci cosz, kterou derivujeme podle (cosz) =
—sin x. Jesté musime spocitat druhou sloZenou funkci a to /22 + 9y. Tuto
funkci si predstavime jako: (x2—|—9y)% a poté uz ji derivujeme podle znamého

vzorce. Nyni uz mizeme dosazovat do vzorce pro derivaci podilu funkci.
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2 cos z(—sinx)-1y/22+9y | —y cos? L 2
[y z(—sinz) 2249y | —y s T op T B

! _
fm(ﬂj,y) - :c2+9y
—ycosT (2 sin x4/ a:2+9y+z cosx \/21T)
_ z+9y /)
- 2249y -
2 sin 1(12+9y)+z cosT
- Tycosw ( 2249y ) —ycosT [2 sin (22 +9y)+x cos :r]
a:2+9y \/($2+9y)3

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je

Dy ={(z,y) € R? : 2* + 9y > 0}.

Obrazek 9: Graf funkce f(z,y) = \y/% (vlevo) a jeji parcidlni derivace podle
249y

proménné z (vpravo). Na téchto grafech je patrné omezeni definiénim oborem
Dy = {(z,y) € R?: 2% 4+ 9y > 0}, jehoz hranici je parabola. Cernd linka pied-
stavuje graf funkce pro pevné zvolené y = 1 a modra linka pevné zvolené z = 0.

Déle derivujeme funkci f podle proménné y, postup vypoctu je zde stejny,
jako v piedchozim piipadé, ale funkce cos? x si nevsimame, proto se nam
situace ulehdi.

2 2 _ 2 1 2 249y—2 1
f/(x ) cos? x4/ x2+9y—y cos - 72+9y9 B cos z<\/x +9y—3y /F2+9y)
y\ oY) = 249y - 249y

9

cos? o FHOv—5y .
Va2 49y _ cos? f‘?(z2+§y)

z249y \/(12+9y)3

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Dy = {(z,y) € R* : 2* + 9y > 0}.

6. f(z,y) =zytg (§>
Reseni
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Obrazek 10: Graf funkce f(x,y) = \y/% a jeji parcialni derivace podle pro-
22+9y

ménné y.

Defini¢ni obor této funkce je Dy = {(m, y) e R? 1y # 0,8 #35+kmke Z}.
Nejprve budeme derivovat funkci podle proménné x. Vyuzijeme vzorec pro
soucin (h(x) - g(x)) = h'(z) - g(x) + h(z) - ¢'(x). Kde h(x) pro nas bude zy
a g(x) pak tg (g) Daéle vidime, Ze tg (%) budeme muset derivovat jako
slozenou funkci, kde vyuzijeme vztah: (g (h(z))) = ¢ (h(z)) - ' (x). Vzorec

1
cos?z”

pro vypocet derivace tgx je (tgz) =

f:;(xay):ytg (%) +$y@i:ytg (%) —+ z

2(z
; cos?()
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je

Df;:{(x,y)GRQ:y%O,g#gﬁ-kﬂ,kEZ}.

Obrazek 11: Graf funkce f(x,y) = zytg (%) a jejl parcialni derivace podle pro-
ménné x.

U derivace funkce podle proménné y postupujeme jako u predchozi derivace,

s tim rozdilem, Ze nyni x bude brano jako konstanta.
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! _ x 1 _1\xT __ ) _ x2
fy(xay) —l’tg (y) —|—.’L‘yc082(%)( 1)112 —.letg <y> ycos2(%)
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Dfé:{(x,y)GRQ:y%O,i%%—i—kw,kEZ}.

Obrazek 12: Graf funkce f(x,y) = zytg (5) a jeji parcialni derivace podle pro-
ménné y.

7. f(z,y) = ze™
Reseni
Defini¢ni obor této funkce je D; = R2.
Nejprve vyuzijeme jiz znamy vztah pro souéin (h(z) - g(x)) = W (z)- g(z) +
h(z) - ¢'(x). Kde funkce h(z) predstavuje funkci z a g(z) funkci e*¥. Déle
vyuZijeme vztah (e*) = e*. A poté jesté musime zderivovat exponent, ¢ili
(zy)e = y-
fi(z,y) = ™ + xe™y = ™ + xye™
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je
Dy =R2
Zde nam ubude prace se souc¢inem, protoze xr mame jako konstantu, proto
vyuzivame pouze vztahu (e*) = e”
fi(x,y) = ve™r = 2™
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je
Dy = R2.
20



Obrazek 13

Z.

Obrazek 14: Graf funkce f(x,y) = ze™ a jeji parcidlni derivace podle proménné
Y.

8. f(z,y) = arcsin ()
Reseni

Defini¢ni obor této funkce je Dy = {(z,y) € R*: —z <y < z,2 >0} U
U{(z,y) eR?*: —z >y >x,2 <0}

Zde mame opét slozenou funkei, kterou budeme derivovat podle (g (h(z)))" =
g (h(x)) - W' (z). Kde g(x) bude reprezentovano funkci arcsinz a funkce
4 pro nas bude predstavovat h(z). Pro derivaci arcsinz vyuzijeme vztah

(arcsinz) = \/11_7 Na zavér si jesté £ vyjadiime jako y - 2!, pak jiz lehce

spoCteme parcialni derivaci funkce f podle proménné .

folwy) = () B =3 # = s
2 22

H‘@
NN

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je
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Dy = {(z,y) ER2: Y < 1,x;£0}.

Obréazek 15: Graf funkce f(z,y) = arcsin (%) a jeji parcialni derivace podle pro-
ménné .

Zde je postup pro derivace tplné stejny, pouze funkci £ derivujeme podle

Y.

A / ,7 T /E2z—2y2
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Dy = {(x,y) €R2:%§ < 1,307&0}.

Obréazek 16: Graf funkce f(z,y) = arcsin (%) a jeji parcialni derivace podle pro-
ménné y.

9. flwy) = (x+y)
Reseni
Defini¢ni obor této funkce je Dy = {(z,y) € R* : z + y > 0}.
22



U paricalni derivace funkce f(z,y) podle proménné x budeme vyuzivat

vaore (h(x)®)' = (9010 = B(@) (¢ (r) - nh(z) + g(r) - 2.

Ted jiz zbyva jen dosadit.
filwsy) = @+9)" [ (@ +y) + o] = @+9)" [In@+) + 5]

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je

Dy ={(z,y) e R* : x4+ y > 0}.

Obrazek 17: Graf funkce f(z,y) = (x +y)” a jeji parcidlni derivace podle pro-
ménné .

Parcialni derivaci funkce f podle proménné y, derivujeme podle vzorce

(y") = n-y" !, s tim, Ze pak jesté musime zderivovat vnitini funkci, v

nasem piipadé vSak derivace (y) = 1.
[z y) =z (x+y)""

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Dy ={(r,y) € R*: x4y > 0}.

Poznamka 1.6 Podobné postupujeme pri vypoctu parcidlnich derivact funkce

tri promennych. Coz si ukazZeme na nasledugicim prikladu.

10. f(z,y,2) =22 +1In(2y — 22)
Reseni
Defini¢ni obor této funkce je Dy = {(z,y,2) € R*: 2y — xz > 0}.
23



Obrézek 18: Graf funkce f(z,y) = (z +y)” a jeji parcidlni derivace podle pro-
ménné .

11.

U funkce o tfech proménnych budeme pocitat parcidlni derivace 3, podle

promeénné x, y a Z.

Poté jiz vyuzijeme poznatkii z pfedchozich prikladi.

falc(xayaz) =2rz+ 2yiacz ' (_Z) =z (2:1; - 2y1xz)
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je
Dy ={(z,y,2) € R® : 2y — xz > 0}.
_ 1 _ 2
f;(l’,y, Z) — 2y—zz 2= 2y—xz

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je

Dy = {(z,y,2) € R®: 2y — 22 > 0}.

fz’,(:v,y,z) = 2%+ 2yixz ’ (_'T) =7 (ZE - 2yizz)

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné z je

Dy = {(z,y,z) € R®: 2y — xz > 0}.

Nyni uz vime, jak postupovat pti vypoctu parcialnich derivaci. Proto dalsi
priklady uz nebudou komentované, komentar se objevi jen v pripadé, kdy

postup nebyl diive vysvétlen.

flz,y) = 33/ xy?

Reseni
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12.

13.

14.

! _ 9. 1 2 _ 3y
Jel@y) =3 S27mmY = Sy

/ __ 9. 1 — 6zy
Ty 9) =3 SRremm 2 = S

Dy = {(z,y) € R? : 2y > 0}

ng/c = Df?/! = {(x,y) < R? : xy2 > 0}

fxy) =yvor + 5=

Reseni
1 i _2 11
(1, y) = yole 4 LEEeGEn Ry @I ge)ay)
fo(x,y) Y57z (zy)3 2V (zy)3
_ oy eided L sed
e (ay)3 N LG o
4 _4 4 vz

fylary) = VE +a(=5)(ay) Se = Va - jatySas = o -

Df:ng's :Df?/! :{(,Clﬁ,y) €R2:$>O,xy>0}

fla,y) =25

Reseni
! _ mo)—(yta)(=1) _ y—atyte 2
L@y =200 =G = G
_ y=z)—(ytz) _ y—az—y—=z _ 2z
B@y) =" =S = e

Df:Dfa,c:Df?;:{(x,y)eRQ:x%y}
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15.

16.

17.

f/( ) _ 32 (@ —y)—(23+y%)32% _ 3a®—322y3 325322y 6%

2\, Y) = (23—y3)2 = (@3—y3)2 (@3—y3)2

Fi(zy) = 322 (2® —y®) — (2% +4°)(=3y*) _ 32%y’—3y°+3a3y24+3y° _  6ady2
g\ Y) = (@3—y3)2 = (z3—y3)2 = @332

Dy =Dyj =D = {(z,y) €R*: 2 # y}

f(z,y) =sin (‘%)
Reseni

filw,y) = 2 cos (2)

2 2

fy(x,y) = cos (%) (—1)2—2 = —z—z cos (%)
Dy = Dj = D = {(z,y) €R? 1y # 0}

f(z,y) =ycosx + xsiny
Reseni
fi(x,y) = —ysinx +siny = siny — ysinz

fy(x,y) = cosx + wcosy

flx,y) = yes

Reseni
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18.

19.

20.

Df:ng/E:Df{!:{(l',y)ERZZZE#O}

fla,y) =3 (%)

Reseni
/ _ 1 (zty) [Le—p-(@ty1] _
fz(*r7y) - 2 (a:fy> I (z—y)? i| —
= l . _2y = — Y
2 (z+y)-(z—y) z2—y?
/ _ 1 (zty) [Le-—p-(e+y)(-1)
fy(xay) -2 <x7y> (z—y)2
_ 1. 2z _ _ =
2 (z+y)-(z—y) z2—y?

Dy =Dyp =D ={(z,y) €R* 1y > —z,y < 2}U{(z,y) ER* 1y < —2,y >}

f(%y) = arccotg (I_W>

J=3 (=)

r—

M}:

(z—y)?

z—y
Reseni
/ _ 1 L ToYy—T—y 2y o y
folw,y) = e T
f/ (ZL’ ) _ 1 crmy—(aty) (=) _ _ a—ytady @
sy 14 ) (@—y)? (@+y)?+@—y)? PR
(z—y)

Dy ={(z,y) e R*: 2 # y}

Dy = Dy = {(z,y) € R? -z # y}
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1.2. Cvicdeni

V predchozi kapitole jsme si ukazali, jak pocitat parcialni derivace prvniho

fadu funkce f. A nyni si tyto priklady procvi¢ime, jejich feseni je k dispozici na

konci prace.

Spoctéte prvni parcialni derivace:

L f(y) = VAT - 55

2. f(z,y) =2

3. fla,y) = 22

4 f(2,9) = o
5. f(x,y) = (22%* — 2y* + 7)°

6. f(z,y) = cos(3z — 3y)

10. f(z,y) = In(2* +y*)

29

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

f(z,y) = In[ln (z) + y]
f(z,y) =In(y + e +y)
f(z,y) = arctg (5)
f(zy) = (zy +1)°

f(x,y) =sinx + In ()

f(x,y) = 4arctg x? — 422y

+y 62:c+2y
=y

f(xay) = 2% —

[, ) = 22227 I (ay2) + (222

)



2. Parcialni derivace vysSich radu

Definice 2.1 Necht (zo,v0) € Dy, . Ezistuje-li parcidlni derivace funkce f.(x,y)
podle proménné x v bodé (xo, o), nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci
2.7adu podle x funkce f v bodé (xg,yo) a znacime f2 (xo,y0) nebo %(:cg,yo).
Ezistuje-li parcialni derivace funkce f.(z,y) podle proménné y v bodé (xg, o),
nazyvame tuto derivaci smiSenou parcialni derivaci 2.7adu funkce f v

bodé (7o,y0) a znacime f,, (vo,y0), nebo take %(%;yo)-

Poznamka 2.1 Obdobné definujeme parcidlni derivace 2. tadu f,, (o, Yo) @ fy(To, Yo)-
Parcidlni derivace n-tého tddu (n > 3) definujeme jako parcidlni derivace deri-

vaci (n — 1) - tého rddu.

Véta 2.1 (Schwarzova) Necht funkce f md spojité parcidlng derivace fry, fya

v bodé (x9,Yo). Pak jsou tyto derivace zamenné, tj. plati

fay(T0,90) = fye(To, Yo)-

2.1. ResSené piiklady

Pro urceni druhych parcidlnich derivaci nejprve musime spocitat prvni parci-
alni derivace podle proménnych = a y. Poté se az mizeme vénovat druhym deri-

, . / . . N 7 Vel NTRL / /!
vacim. Funkci f,(z,y) zderivujeme podle proménné z, ¢ili spocitame (f.(x,y)),.
Takto obdrzime druhou parcidlni derivaci funkce f podle proménné x, druhou

parcialni derivaci funkce f podle proménné y obdrzime analogicky. Tyto druhé

2 "
T a yy -

parcialni derivace budeme znacit

Nyni jesté musime vypocitat smiSené parcialni derivace. Pro vypocet druhé
parcidlni derivace f;, vezmeme prvni parcidlni derivaci podle proménné z a tuto
zderivujeme jesté jednou, tentokrat podle proménné y. Podobné postupujeme pii
vypoctu zbyvajici smisené parcidlni derivace , tj. f,. Rozdil je v tom, Ze nejdfive
derivujeme podle proménné y a teprve poté podle proménné x.

V této kapitole je 16 fesenych prikladt. Z toho 11 ptikladd na urceni druhé
parcialni derivace a zbylych 5 na urceni vyssich parcidlnich derivaci. Tyto priklady

jiz nejsou komentované, protoze princip feseni je popsan vyse.
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Urcete druhé parcialni derivace:

1. f(z,y) =22>+3y> + 4

Reseni
fol@,y) =4z fo(z,y) = 9y?
2o (T, y) =4 " (x,y) = 18y
wy(@,y) =0 " (z,y) =0

_ _ _ _ _ _ _ 2
Dy= Dy =Dy =Dsy =Dyy =Dy =Dyn =R

1
folwy) =55 02 =3V ) =—3

_1
L) =33 = a0 hey) =2 (=3 k=&
:J/c/y<xvy) =0 é'x(x,y) =

Dy ={(v,y) e R? : 2 >0,y # 0}
Dy, =Dy, =Dy, = Dy, = Dyy, = Dpy, ={(z,y) €R* 10> 0,y # 0}

3. f(z,y) =3ysinz

eSeni

;U<

fo(z,y) = 3ycosx fo(z,y) = 3sinz

" (z,y) = —3ysinz o (T,y) =0

vy (T, y) = 3cos 1o (T,y) = 3cosx
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_ _ _ _ _ _ _ 2
Dy= Dy =Dy =Dysy =Dy =Dypr =Dy =R

Cfey) =2ty + ey

ReSeni

fh(x,y) = 2xy 4+ e V2xy = 2wy (1 + e*7Y)
fi(w,y) = 2% + e Vp? = (1 4 e”Y)

T (2,y) = 2y + €T V2ay2ay + " Y2y = 2y + day2e”Y + Qe =
= 2y(1 + 2z%ye” v + e*V)
" (z,y) = e Va2a? = pla? + eV
— x2y,.2 z2 — x2 2, x>
vy (T, ) = 20 + " VrR2xy + " V27 = 22(1 + 7Y + 2ye” V)

— 22y .2 x? _ z2 2., 22
e (T, y) = 22 + eV 2xy + ¥ V22 = 22(1 + €Y + 27ye™ V)
Dy =Dy, = Dy, = Dyy, = Dyy, = Dy, = Dy, = R

2

. f(x,y) = siz2x

Reseni
fiw,y) = 2eintcoss
. -

f;(:t,y) = sin® x (—2) yLB — _252% x

;/I(x’y) _ 2cosa:cosx+y22sinaz(—sinx) _ 2 cos? Iy—22$in2x

. =
:l//,y(x7y) =-2 SlIlZ:L‘ (—3) yl‘l — GS;;L T
g/c/y(x,y) = 2sinx cosx (—2) yi3 — _lls/irléc#

__4sinxcosz

gf,lx(fﬂyy) = —2 .2sinxcosx = 5

Y

Dy = Dy, = Dy = Dyy, = Dy = Dyy = Dgy = {(z,y) € R? 1y # 0}
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6. fa,y) = L

Reseni
5 2, ,2\(1 -1 2% (2.2 1
Flz,y) = 20-(24y) 2 (@242 (L) (@ry) 21 2oy (2242 (5m)
x 'T7y - 9:+y - :1:+y -
da(zty)—a?—y?
_ /oty _ 3a?+dzy—y?
= = 3
oty 2(z+y) 2
1 1
Fy) = 2y-(ty) 2 —(@2+y?) () @ty) 21 2vary— (2 +0?) (5= )
y\ oY) = z+y - z+y -
4y(zty)—a?—y?
2oty _ —x?+4xy+3y>
= 3
Ty 2(a+y)?
3 1
" _ (6z+4y)-2-(zty) 2 — (322 Hdzy—y?) 2. 3-(a+y) 2
zz(xv )_ 4(z+y)3 -
1
_ (wty) 2 [2(62+4y) (w+y) -3(322 +4zy—y?)|
o A(z+y)° o
_ 1222 412xy+4-8xy+8y%2 —922 —12xy+3y? _ 3x2+8xy+11y?
- 5 - 5
Aa+y)2 Az+y)2
3 1
" (40+6y)-2-(z+y) 2 — (—a?+4wy+3y2)-2-3-(v+y) 2
(z,y) = =
yy\ U 4(a+y)®
1
o (a:—i—y)?[2(4m+6y)(m+y)—3(—m2+4ry+3y2)] o
a 4(a+y)® a
_ 8x?48xy+12xy+129y2 4322 —122y—9y% _ 11z2+8zxy+3y?
= 5 = 5
4(z+y)2 4(z+y)2
3 1
" (e,y) = (42—2y)-2-(2+y) 2 — (3a2+4ay—y?) 23 (a+y)2
) = i(aty)” -
1
. (x+y)7[2(4x—2y)(m+y)—3(3$2+4zy—y2)] .
- A(z+y)° -
_ 8x?48xy—dwy—4y?—9zx2—12xy+3y> _ —x2—8ry—y?
= 5 = 5
A(z+y)2 A(z+y)2
3 1
” (—2z+4y).2~(x+y)?—(—z2+4xy+3y2)-2.§.(x+y)?
(x y) = 2 =
ya A(z+y)®
1
_ (+y) 2 [2(—22+4y) (z+y) —3(—22+4wy+3y2)|
B A(z+y)° -
_ —4x?—Azy+8xy+8y2+322—12xy—9y? _ —ax2—8zy—y?
= 5 = 5
4(z+y)2 4(z+y)2

Dy = Dj = Dy = Dy = Dy = Dyn = Dy = {(x,y) € R* : x4y > 0}
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7. f(J:?y) - nyrl
Reseni
filz,y) = y* Iy

fi(@,y) = (@ +1)y"

r(2,y) =y nyIny = y™*! (Iny)”

w(@y) =@+ 1) z-y ™ = (2 +x) -y

(T, y) = (z+1)-y%In y—l—y”l-% =y"+(x+1)y"Iny=y"[1+ (x + 1) Iny]
() =y + (z+1) -y - Iny=y"[1+ (z+1)Iny]

8. f(x,y) — ey2+cosx
Reseni
/ x, :ey2+cosa: —sinz) = —Sinx-eyQ+C°S$
z\T Y
f;(ﬂf,y) = 6y2+cosx . 2y _ 2y€y2+cosx
vo(x,y) = —cosx - euiteosT _ gip . ey’ eose (—sinx) =
= — COSZ - ey2+COSLB + Sln2 T - 6y2+COSCE

2 2 2 5
é’y(q;,y) — QeyiteosT 4 gpeyteost 9y — 9oyt teose 4 g 20y tcosw

" — 1 24cosx _ . 24 cosz
my(x7y)__81nl"€y -2y = —2ysinx - &Y

2 . ) )
g//,x(xay) =2y-e¥ eos (— sma:') = —2ysinx - e¥ +cos

_ _ _ _ _ _ _ 2
Dy= Dy =Dy = Dsy = Dyy =Dy =Dyn =R

9. f(z,y) = zarcsin(\/y) + /(z +y)3
Reseni
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10.

Jo(x,y) = arcsin(\/y) + %\/m

1 3 _ T 3
oy TAVETY S s tavE Y

fwy) = A=

ez

W@ ) = S et rcae s T e
RN = Ve

W)= A5 a5t B = e T e

v (T,Y) = 2\/3711—7; +3°5° \/:z:lTy - 2\/@1/@ + 4\/5)@

Dy =Dy =D ={(z,y) eR?*: Jy<l,z+y>0}

sz// :Df1///y :ng/c/y :Df{/x :{(l‘,y) €R220<y< 1,x+y>0}

Poznamka 2.2 V prikladech, kde mame vice neZ dvé proménné, se ome-
zime na vypis pouze nékterych smisenych parcidlnich derivaci, napr. xy,
2y, zx. Nebudeme zvldst vypisovat derivace yx, yz, xz. Vzhledem ke spoji-
tosti téchto derivact zde totiz nezdleZi na potadi derivovdni (viz Schwartzova

véta).

a zZ :IS 22
f(z,y,2) y

Reseni

fi(x,y, z) = 32?y?z

filw,y, 2) = a*y?
o (1,Y, 2) = 22°2
a2
a/t/y(xayu Z) = 6x Yz

_ 3
e (T, Y, 2) = 22°%y

35

fo(x,y, 2) = 20°yz
! (z,y,2) = 6zy’z
T (7, y,2) =0

v (x,y, z) = 3x*y?



_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 3
Dy= Dy =Dy =Dy =Dy =Dy =Dyy =Dy =Dyy =Dpr =R

. f(z,y,z) =sinx - cosy - In(2)

Reseni
fi(x,y,z) =cosx - cosy - In(z) fo(,y,2) =sinx - (—siny) - In (2)
iz, y,2) = %Sina: - COos Y " (x,y,2) = —sinx - cosy - In(2)
(T, Y, 2) = sinx - (—cosy) - In(2) " (x,y,2) = —Z% sinx - cosy
2y (T, Y, 2) = cosx - (—siny) - In (z) v (2, y,2) = 2cosw - cosy

1. .
gl//z(xvyv Z) = Zsmzx- (_ Slny)

Dy = Dy, = Dy = Dy = Dy = Dyy = Dy = Dy = Dyy. = Dy =-
={(z,y,2) e R®: 2 > 0}

Doted ndm smiSené derivace vychézely stejné, nyni si ukdZzeme, Ze to tak

vzdy byt nemusi. Nésledujici piiklad byl pfevzat z [10].

zy(z®—y?)

r.) — W(%y)
- f(,y) {0 (1)

(0,0)
(0,0)

[N

Pouzitim definice parcialni derivace dokazte,ze:
2y(0,0) # f,,(0,0)

Reseni

Nejdiive spoc¢teme parcidlni derivace prvniho fadu, pro (z,y) # (0,0).
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13.

o ) e I G

f;;(x7 y) = (£B2+y2)2 fry
o <x2y—y3+2x2y)(;c2+y2>—<g;3y_xy3),2x
N (a2 +92)’
(322y—13) (22 +y?) —20ty+2223
_ 8ety48a%y0 Sy 2wyttt _ (et ety oyt
(z2+y2)? (@2 497)2
(22 —y?)+zy(—2y)|(22+y? ) —zy (22 —y?)-2y
fifa,y) = HE PRI Ty
_ (o) () 2 )
B (22 +y2) -

25 4a3y2 —303y2 —Azy 4205y 2 4 2yt x(m4f4x2y2f4y4)
(@2 +y2)* (22 +y2)

Parcilni derivaci v bodé (0,0) musime spocitat z definice.

£200,0) = lim (704 1,0) = £(0,0)) = lim (0~ 0) =0

a podobné i pro f;(0,0) = 0.

Nyni uz pristoupime k vypoctu smisenych derivaci.

lim%(f;(h, 0) — f;(o,O)) - 1im1(z—i - o) ~1

h—0 h—0 h

lim%(f;(o,h) —f;(o,o)) - lim1<— Z—i —0) =1

h—0 h—0 h

Odtud vidime, Ze se opravdu smisené derivace nerovnaji.

Dale uz nebudeme pocitat vSsechny parcialni derivace az do druhého radu

(véetné), ale zaméfime se pouze na pozadované parcialni derivace.

"

f(x,y) = y* - cos® x, urCete parcialni derivaci: f, (z,y)

Reseni
fo(z,y) =2y - cos?
37



14.

15.

_ 2
vy (T,y) =2-cos’x

"

vy = 2+ 2-cosx - (—sinx) = —4sinz - cosw

— — — — P2
Df = ng// = sz///y = Df{/éx =R

"

yyz(xa y) = —4sinz - cos .

Vysledkem pozadované parcidlni derivace je

flz,y) = e®* v uréete parcidlni derivaci: oy (T, Y)

Reseni

fi(x,y) = e 2p = 2p - 7Y
V(y) =2z Y 20 4 2. Y = 4a? L oY 49 Y

oy = 4x? - UYLy 4 2 e YL 9y = B2y L e 4y . oY

Dy =Dy = Dy = Dy =R?

Vysledkem pozadované parcidlni derivace je fy,, (z,y) = 82y - etV 4y -

er +y2

f(z,y) = cos (z +siny), urcete parcialni derivaci: f,7 (v, y)

Reseni
fo(x,y) = —sin (z + siny) - cosy

e (T,y) = —cos (v +siny) - cosy

"

ey = SI (7 +8iny) - cosy - cosy — cos (v +siny) - (—siny) =

= cos?y - sin (z + siny) + siny - cos (z + sin y)
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16.

17.

"

Vysledkem pozadované parcialni derivace je f7,

+siny - cos (x + siny).

f(z,y) =Inz - lny + sinx - cosy, uréete parcialni derivaci: fé%} (x,y)
Reseni
folz,y) = % -Iny + cosw cosy

r(ry) =1 % +cosz - (—siny) = ﬁ —cosz - siny

m o - _ 1.1 inz-siny = ——4 inzx - si
cyr — 22 y—i—smx siny = ny—l—smx sin Yy

v 11 : 1 i
:E,yxg =2 +sinz-cosy = 27 + s - cosy

Df = Df; = Dfé'y = ng'g/éz =D v = {(x,y) ER?: 2 > 0,y > 0}

zyry

, . . 11 A% .
Vysledkem pozadované parcidlni derivace je fiyzg = mzly2 +sinz - cosy

f(x,y,2) = 2*y°2*, urcete parcialni derivaci: f,.(z,y)

Reseni
falx,y) = 2xy°2*
_ 2.4
;:ly(x7y) - 6:L‘y <

"o 2,3
wye = 24Ty 2

_ _ _ _ 3
Dy =Dy =Dys = Dypn =R

Vysledkem pozadované parcialni derivace je fl). = 24xy®z°.

39
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2.2. Cviceni

Nyni se zaméfime na procviceni parcidlnich derivaci druhého a vyssiho fadu,
které jsme se naucili poc¢itat v predchozi kapitole. Reseni ptikladi na procviceni
jsou k dispozici na konci prace.

Spoctéte druhé parcialni derivace:

1. f(z,y)=3x+2y—1 7. f(z,y) = 2%sin*y
2. flz,y) = 2% 8. fla,y) =ay — 5

_ 2,.3 3,,2
3. f(x,y) = 32y’ + 32°y 9. f(x,y) = arctg (f)

4. f(z,y) =eIn(y) + e¥In(x) 10. f(z,y,2) = evv

5. f(z,y) = %sinx—i—%cosy 1. f(z,y,2) = —=
) ) x2+y2

6. f(z+y) = cos ()

Spoctéte pozadované parcidlni derivace:

"

12. f(z,y) =¢Y-In(x) +sinx - In(y), uréete parcidlni derivaci: f (z,y)

"

13. f(x,y) = ¥, urcete parcialni derivaci: ey (T Y)

14. f(z,y) = 2° cosy, uréete parcidlni derivaci: fiXJﬁxy(a;, )

15. f(z,y) = z* - In(y), urdete parcialni derivaci: fﬁiﬁ (z,y)
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16. f(v,y,2) =2"-4Y- 6%, urCete parcidlni derivaci: 7 (,y,2)

41



3. Totalni diferencial 1.fradu

V nasledujicich ¢tyfech kapitolach se podivame, kde se vyuziva parcialni de-
rivovani, které jsme si procvicili v predchozich kapitolach.

Nékdy jsou vztahy mezi proménnymi vyjadieny pomoci slozitych vztahi,
proto je chceme nahradit na okoli urc¢itého bodu funkci jednodussi. Nejjednodussi
zpusob lokalni aproximace funkce dvou proménnych je pomoci tecné roviny. V
takovém ptipadé prirtistek funkce nahrazujeme prirtistkem na tec¢né roviné pro-
stfednictvim tzv. diferencidlu 1. fddu. Abychom byli schopni tento diferencial
pro dany bod a danou funkci urcit, potfebujeme znat prvni parcialni derivace
uvazované funkce.

Totalni diferencial lze také pouzit k urcovani piiblizné hodnoty. Navod, jak

tuto pribliznou hodnotu spocitat, je v 6 kapitole.

Definice 3.1 Rekneme, Ze funkce f : A C R? — R definovand v okoli bodu
(x0,Y0) je v tomto bodé diferencovatelnd, jestlize existuji redlnd ¢isla A, B

takovd, Ze plati

. N e
1imp, 1) (0,0) f( o+h,y0+k)\/}f2(+2,2yo) (An+BE) _

Linedrni funkce

df (2o, Y0) = f2(20,Y0) - dz + f (w0, y0) - dy

dvou proménnych dx a dy se nazyjvd (totalni) diferencial funkce f v bodé

(20, 90) @ znaci se df (o, yo)-

Véta 3.1 Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé (xo,yo) pak je v tomto bodé
spojitd.

3.1. ResSené priklady

Pti hledani diferenciadlu 1. fadu, postupujeme tak, Ze nejprve urc¢ime prvni
parcialni derivace. Ty pak dosadime do rovnice pro urceni totalniho diferencialu
prvniho fadw: df (z,y) = fi(x,y) - dv + f,(z,y) - dy.
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Jestlize mame zadany bod A o soufadnicich (zg, o), dosadime ho do vyse
uvedené rovnice a to tak, ze df (zo, yo) = fi.(%0, Yo)-dx+ f, (z0, o) dy = fi.(%0, o)
(z — o) + £, (%0, %0) - (¥ — Yo)-

V poslednim kroku rovnici upravime a linearni funkce, kterou jsme vypocitali,

se nazyva totalni diferencial prvniho radu.

Spoctéte prvni diferencial funkce v bodé A:

1. f(x,y) =2 +9? A=(1,-1)
Reseni
felwy) =2z
fy(@,y) =2y

Dy =Dy, = Dy, =R?

df (z,y) = 2z - dx + 2y - dy
df(A)=2-1-(z—-1)+2-(-1)- (y+1)=20—-2—-2y—2=20 -2y —4

Totélni diferenciél 1. fadu v bodé A je df(A) = 2z — 2y — 4.

Obrazek 19: Graf funkce f(z,y) = 2? + y? a jeji diferencidl 1. f4du v bodé
A=(1,-1).

Pri¢teme-li k totalnimu diferencialu ¢islo, které je rovno funkéni hodnoté

funkce f v bodé A, ziskdme rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f v bodé
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A. Teéné rovina ke grafu funkce f(x,y) = 2% +4? v bodé A = (1,—1) ma
tedy rovnici z(A) = 2x — 2y — 2 a je znazornéna na obrazku

-3

Obréazek 20: Graf funkce f(x,y) = 2® + y* a tecnd rovina k této funkci v bodé
A=(1,-1).

2. f(z,y) =z In(y) A=(2,1)

Reseni
fo(z,y) =In(y)

f;(x,y):x-%:f
Dy =Dyj = Dy = {(z,y) €R?*:y > 0}

df(x,y) =In(y) -dz+ 7 - dy
df(A)=In(1)-(z—2)+2-(y—1)=2y—2

Totélni diferenciél 1. fadu v bodé A je df (A) = 2y — 2.

3. fla,y) = wy* + 2%y — 2%y* — 2ty A=(-21)
Reseni
folw,y) =y + 2wy’ — 32y — dady

fi(z,y) = day® + 32%y® — 22%y — o
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Obréazek 21: Graf funkce f(x,y) = x - In(y) a jeji diferencial 1. fadu v bodé A =
(2,1). U této funkce je diferencidl roven tecné roviné, protoze funkéni hodnota
funkce f v bodé A je rovna nule.

Dy =Dy, = Dy, = R?

df (z,y) = (y* + 2zy® — 32%y* — 423y) do + (dxy® + 322y? — 223y — 2t) dy
df (A) = [14-1—2 (—2) - 13 — 3-(—2)2-12—4-(—2)3-1](JE+2)+
e (-2) B3 (2P 22 (2P 1 (-2 - 2) =
(1-4-12+32)(x+2)+ (-8 +12+16 —16)(y — 1) =
=17 +34+4y —4=17x + 4y + 30

Totélni diferenciél 1. fadu v bodé A je df(A) = 17x + 4y + 30.

Obrazek 22: Graf funkce f(x,y) = xy* + 2%y> — 23y? — 2y a jeji diferencial 1.
fadu v bodé A = (—2,1).

L f(zy) = ysin’s A= (2,4
Reseni
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Obréazek 23: Graf funkce f(z,y) = xy* + 2%y® — 23y? — 2y a tetnd rovina ke
grafu funkce f v bodé A = (—2,1), kterou jsme zkonstruovali tak, Ze jsme k
diferencidlu pticetli funkéni hodnotu funkce f v bodé A, tj. f(A) = —6.

fi(xz,y) =y -2sinzcosx = 2ysinz cos x

fy(.y) = sin?

df (x,y) = 2ysinz cos x - d + sin® z - dy

A(A) = 2 4sin (3) cos (5) - (2= 5) +sin? (5) - (y — 4) =
~24- () (4) e-D+(9) w-9-
=24-2(z-2)+i(y—-4)=1@r+y—2r—4)

Totaln{ diferencial 1. fadu v bodé A je df(A) = 3 (8z 4+ y — 2 — 4).

Obréazek 24: Graf funkce f(z,y) = ysin® 2 a jeji diferencidl 1. f4du v bodé A =

n
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Obréazek 25: Graf funkce f(z,y) = ysin®z a jeji tena rovina ke grafu funkce v
bodé A, tj. jeji diferencial prvniho fadu v bodé A = (7,4) posunuty o funkéni
hodnotu 2.

2 2

5. f(r.y) = 222 A=(3.)
Reseni
/ _ 20(@y)—(2"=)e  gaPy—alyiyd _ oy _ 2P _ 1y
fa(z,y) = w2y’ - a2y? =T T oy Ty
—2y(zy)— (2% —y?)z —2xy? —z3+29? 23 .22 1
fay) = 0TI i o bt 1y

Dy =Dy =Dy = {(z,9) e R?:zy # 0}

) = (4 )69+ (- D)) =
=(l+g)(z=3)+(—5-3)(y-1=
:%(x—g)—l—;(y—l):%)x—%_l_;)y_}_%:%x_lg_oy

Totélni diferencial 1. Fadu v bodé A je df (4) = Lo — Py.

6. f(z,y) =sin(z +y) - cos(z® — y?) A=(3,-5)

ol

Reseni
fo(z,y) = cos(z +y) - 1 - cos(a? — y?) +sin(x +y) - [~ sin(z® — y?)] - (22) =
= cos(x +y) - cos(z? — y?) — 2z - sin(z + y) - sin(x? — y?)
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Obrazek 26: Graf funkce f(z,y) = % a jeji diferencidl 1. ¥fadu v bodé A =
(3,1).

Obréazek 27: Graf funkce f(z,y) = ztf a jeji tecna rovina ke grafu funkce v

bodé A, tj. jeji diferencial prvniho fadu v bodé A = (3,1) posunuty o funkéni
hodnotu g.

fy(z,y) = cos(x +y) - 1 - cos(z? — y?) +sin(z +y) - [ sin(z? — y?)] (-2y) =
= cos(z +y) - cos(z® — y?) + 2y - sin(z + y) - sin(x? — y?)
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)
=1-1-2-2:0:0](z—3)+[1-1-2-2.0-0] (y+3) =
=lz-3)+1y+3)=r—-5+y+5=o+y

Totélni diferenciél 1. fadu v bodé A je df(A) = x + y.

Obrazek 28: Graf funkce f(z,y) = sin(z + y) - cos(z? — y?) a jeji diferencial 1.

fadu v bodé A = (3, —7). U tohoto piikladu je diferencidl roven tecné roviné,

protoze funkéni hodnota funkce f v bodé A je nula.

7. f(a.y) = In[sin(zy) A=)
Reseni

ycos(zy) _

z-cos(zy)

fo(x,y) = sin(lxy) scos(zy) - w = ey = @ - cotg(zy)

Df = Dfa'c = Df?// = {(x,y) - R? : sin(my) > 0}

df (x,y) =y - cotg(wy) - dz + x - cotg(wy) - dy
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df(A)zl-cotg(E~1)( —%)4—— cotg(%-l)(y—l):
=1-1(z-2)+2-1(y—-)=2—-T+Iy— 2=
BRI Ui

Totalni diferenciél 1. fadu v bodé A je df(A) = x4+ Jy — 7.

Obrazek 29: Graf funkce f(z,y) = In[sin(zy)| a jeji diferencial 1. fadu v bodé
A=(%,1).

Obrazek 30: Graf funkce f(z,y) = In[sin(zy)] a jeji tetna rovina ke grafu funkce
v bodé A, tj. jeji diferencidl prvniho fadu v bodé A = (7, 1) posunuty o funkéni

hodnotu 1“52)

Poznamka 3.1 Diferencidl funkce tii proménnych se definuje podobné jako

diferencidl funkce dvou proménngch. A to:
df (o, Yo, 20) = [ (20, Yo, 20) - dx + fg;(‘IOvyOa z0) - dy + [2(wo, Yo, 20) - dz.

8. fz,y,z) =a¥* A=(e1,2)
Reseni
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fulzy,2) = (yz) 2¥=~Y)

folx,y,2) = 2% -Inx - 2

f;(%,y,Z) =¥ ].ley
Dy =Dy =Dy =Dy ={(x,y,2) € R : 2 > 0}

df(z,y,2) = (y2) 2@V . dx + 2% - Inx- 2 -dy + 2% -Inz -y - dz =
= a¥* (%-dm+zlnx-dy+ylnx~dz)

df(A) = (1-2) e * D (z —e)+ (2-e'2 - lne) (y — 1)+ (1-e'? - Ine) (z — 2) =
=1-2-e-(z—e)+2-e>1-(y—1)+1-€*-1-(2—2)=
= 2ex — 2e% 4 2e%y — 2e% + €%z — 2e% = 2ex + 2%y + 2z — 6e2 =
= 2e(x+ey+ ez — 3e)

Totalni diferencial 1. fadu v bodé A je df (A) = 2e (x + ey + ez — 3e).

fl,y,2) = () Ln(2) A=(1,-2,¢)
Reseni

Py, 2) =) Jn(2) - 22

fi(wy,2) =) i (2) 1

fiz,y, 2) = e#*+y) |1

z

Df:Dfé :Df{! :ng :{(ZL’,y,Z) €R322>0}

df (x,y,2) = e+ (22 -Inz-de+Inz-dy+1-dz)

df(A) =2 2.1 () (z— 1)+ () (y+2) + % (2 — )] =
=e 1212 (z-1)—-2-(y+2)+ S (z—€?)] =
=el[dr+2y+ 5 -1 =t (da+2y+e?z—1)
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Totélni diferencidl 1.f4du v bodé A je df(A) = e (4o + 2y + e 22 — 1).
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3.2. Cviceni

Tato podkapitola je vénovana procviceni pfiklad na hledani diferencialu 1.

radu. Reseni prikladi je k nalezeni na konci prace.

Spoctéte prvni diferencial funkce v bodé A:

L f(z,y) = zy
2. f(z,y) = 222 — S8xy + 22
3. fl,y) ==
4. f(z,y) =sinz - cosy
5. f(z,y) = y? arcsin z
6. f(x,y) = e " [sin(2y) — 3 cos(2y)]

7. f(xy) =y™

8. f(z,y) = arctg /7y + 3zt°
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4. Totalni diferencial 2.radu

U hledani diferencidlu 1. fadu jsme nahrazovali funkci te¢nou rovinou. To
konkrétné polynomem druhého stupné.

K tomu nam poslouzi totalni diferencial 2. fadu, ktery pak spolu s totalnim
diferencidlem 1. fadu a funkéni hodnotou v daném bodé budeme pouzivat v

Taylorové vzorci.

Definice 4.1 Necht funkce f: A C R? = R md v bodé (zg, o) spojité parcidlni
derivace aZ do tadu m vietné. Diferencialem m-tého tddu funkce f v bodé

(0, Yo) Tozumime homogenni funkci m-tého stupné

3

d™ f (o, yo)(dz, dy) = . (m)%(%,yo)dﬂfj@m*j-

JOJ

4.1. Resené piiklady

Pro vypocet totalniho diferenciadlu 2. fadu nejprve potfebujeme spocitat par-
cialni derivace 1. fadu a z nich poté parcialni derivace 2. fadu. Urcené derivace
poté dosadime do vzorce pro vypocet totdlniho diferencidlu 2. ¥fadu, d*f (z,y) =
o () - do® +2f (2,y) - dx - dy + f,, (z,y) - dy’.
Jestlize mame zadany bod A o soufadnicich (xg, yo), dosadime ho do rovnice
pro totalni diferenciél 2. radu, ¢ili
d*f (20, 40) = f1 (20, %0) (x — 350)2+2 a/:/y (0, Y0) (x — x0) (y — y0)+fg;/y (70, %0) (y — ?Jo>2-

Upravou pak obdrzime pozadovany vztah.

Spoctéte totalni diferencial 2.radu

L. f(:c,y) :$2y2—xy A= (_271)

Reseni
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filz,y) = 2xy* —y folx,y) = 22%y —
" _ 2 " _ 2
xx(xvy) - 2y yy(l',y) = 2x

Dy =Dy, = Dy = Dygn = Dgn = Dy Dyn = R?

d*f(x,y) = 2y2dx*+2 (4vy — 1) dedy+22%dy?* = 2 [y?d2z? + (4xy — 1) dedy + 22dy?)
PfA) =21 (x+2?+(-8-1)(z+2)(y—1)+4-(y—1)*] =
=2[(2*+42+4) - 9(zy —x+2y—2)+4(y* — 2y + 1) =
— 22?4+ 82+ 8 — 182y + 182 — 36y + 36 + 8y2 — 16y + 8 —
= 2 (2% + 49? — 9xy + 132 — 26y + 26)

Totalni diferencial 2. fadu v bodé A je

d*f(A) =2 (2* + 4y* — 9xy + 13z — 26y + 26).

Obréazek 31: Graf funkce f(z,y) = 2%y? — zy a jeji diferencial 2. fadu v bodé
A= (-2,1).

Il
—~
%
o
S~—

2. f(z,y) =sin (2 +y?) A
Reseni

oz, y) = cos (a* +y?) - 2u

55



fo(z,y) = cos (2 +y?) - 2y

" (z,y) = 2cos (2 + y?) + 2z [—sin (2% + y?)] 22 =
= 2[cos (2% + y?) — 22? sin (2% + y?)]

v (,y) = 2cos (¢ +y*) + 2y [—sin (2° + ¢y*)] 2y =
= 2[cos (z? 4+ y?) — 2y*sin (22 + y?)]

_ : 2 2 _ : 2 2
vy (T,y) = 2z [—sin (2 + y?)] 2y = —4aysin (2* + y?)

_ : 2 2 _ : 2 2
e (2,y) = 22 [—sin (2° + )] 2y = —4aysin (2* + y?)

— — — — — — P2

—20-2-1
+2[0-2-%
—27T<xy—

A (2 = Vrz + %) = 2[r - 1] (my—‘@x—

sin (§)] (2 — vy +5) =

(v = Vry+ 1) = - (@ - e+

VT
it

v
2

y+%>—7r(y2—ﬁy+%):

:—ﬂ(xQ_\/Ex—l—g—l—Qxy—ﬁx_\/Ey_§+y2_ﬁy+%):
= —7 (22 +9? — 2oy — 2\/mx — 23/7TY + )

Totalni diferencial 2. fadu v bodé A je

df(A) = —7 (22 + y? — 2zy — 2¢/7x — 23/7TYy + 7).
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3. flw.y)=e A=(3,-1)

Reseni
[z, y) = e -y
folx,y) = e’ - 2y
1 (z,y) = ey =yt eV

— 2 2 o 9 5 o o2
) = 20+ 2y 2y =2 (1 4 2o
o (@y) = 2ye + eV 2y g =2 (yemf + xy?’e“’y2>

7 . 2 2 2 - 2 3 2
oo (T, y) = 2ye™ + ™ - 2wy -yt =2 (ye””y + zye )
Dy =Dy =Dy = Dsy = Dy = Dy Dy =R

P f(z,y) =yt da?+2-2 (ye“y2 -+ a:y%wyz) drdy+2 (x ey 2x2y2€xy2) dy?
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PfA)=1-e(z—3)°+2-2[(-1) & +3- (1) -] (z—3) (y+ 1) +
+2(3-e42-321-e3)(y+ 1) =e* (2% — 62 +9)+
+4(—e*—3e%) (zy+ 2 -3y —3)+2(3e® +18¢%) (y* + 2y + 1) =
=e (22— 6z +9)+4e3 (-1 —-3) (zy +x — 3y —3)+
+2¢3(3+18) (¥ +2y+1) =
= 2? =62 +9+16(xy+2—3y—3)+42(y* +2y+1)] =
=3 (2% — 62 + 9 + 162y + 162 — 48y — 48 + 42y + 84y + 42) =
= &% (2 + 42y* + 162y + 102 + 36y + 3)

Totalni diferencial 2. fadu v bodé A je

d*f(A) = €3 (2* + 42y* + 16zy + 10z + 36y + 3).

2000

Obrazek 33: Graf funkce f(z,y) = e’ g jeji diferencial 2. fadu v bodé A =
(3,-1).

4. f(x,y):%sinx A

Il
—~
INE

|
[y
N—r

Reseni
iy = Leoss
fo(x,y) = —y% sin

" (xr,y) = —i sin x

;’y(:c, y) = y% sinx

(T, Y) = —y% Cos
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e (T,Y) = —y% CoS T

Dy =Dy = Dgy = Dy = Dy = Dyy Dy = {(2,y) € R? : y # 0}

> f(x,y) = [—i sin x} dz? + 2 [—y% cos x} dxdy + [y% sinx] dy?

PRA) = oo (§)] -9 42 |~feos ()] (- D b+ 1)+
@] ) =(29) (-5 %) -
~2(48) (ay o= 5= 5) + (16-) (P +y+ ) =

:\/ﬁ(x2—§$+’{—2)—4\/§(w+%x—%y—§)—8\/§(y2+y+§):
=\/5(322—§x+’{—;—4xy+2x+7ry+§—8y2—8y_2) =
:\/5[$2—892—4$y—$(§+2)+y(7r—8)—|—7{—;+§—2}

Totalni diferencial 2. fadu v bodé A je

de(A)Z\/5[3?2—8y2—4xy—x(§+2)+y(7r—8)+’1’—2+§—2]

Obrazek 34: Graf funkce f(x,y) = %sinx a jeji diferencial 2. fadu v bodé A =

(5. —3)-

5. f(x,y) = yzy A=(1,1)
Reseni
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44/ (zy)

_ 3 9 3y2
w(T2y) = =35 (2y) YT = — =
" _ 3 T2 32
yy(x7y) 16 (Iy) x 16 %/ (zy)

5 3xy 1

7
- _3 —1 1 1.1 = —
xy(xvy) - 16 (xy) * QZy + 4 (‘ry) * 1 16 V(xy)7 + 44{/(my)3

3xy 1

168y 4 )

—2__da? + 2 [ 32y dredy — —32— dy?

o 1
d f(l',y) \/_ 16 L\l/(xy)7 + 4</(xy)3:| 16 4 (xy)7

2 _ 312 _ 311 1 _ 1) —
d*f(A) = 164/ (z—1) "’2{ 16{/1,174'4%/(1.17;)3} (z—-1)(y—1)

_ 31 (1) = _
16W(y 1)° 16\/7(1' 20+ 1)+

+2 |-+ | ey - -y 1) -
—ﬁ(y2—2y+l)_—%(l’ —23}"‘1)"_

+2(—5t+ ) (ey—r—y+1) -5 WP -2y+1) =

:—iw2+§x—3+2(—%~|—l)(a:y—x—y+1)—1—6y +3y- 3=

:—Ex + :c———l— xy——x— y—l—%—%yz—i-%y—%—

= 136 2 163/ + :cy—ir :c—|—4y——=
=3 (5P -+t T+ gy — )

Totalni diferencial 2. fadu v bodé A je

BPf(A) =3 (322 -3y + lay + 30+ 3y — 3).
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Obrazek 35: Graf funkce f(x,y) = ¢zy a jeji diferencial 2. fadu v bodé A = (1,1).

6. f(z,y) =x-siny+y-cosx A

I
—
wly
=3B
S—

Reseni
fi(x,y) =siny +y- (—sinz) =siny — ysinz

fy(x,y) =z -cosy+cosx

Dy =Dy, =Dy = Dygn = Dgs = Dyp Dyn = R?

d?f(z,y) = (—y - cosx) dz* + 2 (cosy — sinz) dedy — (x - siny) dy?
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df(A) = [-Z - cos(Z)] (z— %) +2cos (%) —sin(Z)] (z — %) (y— %) —
@@= =54 (- FerF)
+2(F =) (w-fr -5+ ) -5 3P -Feg) =
= et T FT 0§ Y g =
_%$2+7{_;x_%y2+717_;y 27r23i|é71'3
R i =T S

Totalni diferencial 2. fadu v bodé A je

E1) =5 (ke -t 5ot 5 - 3)

Obréazek 36: Graf funkce f(z,y) =z -siny + y - cosz a jeji diferencial 2. fadu v

bods A = (I, T).
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4.2. Cviceni
Spoctéte totalni diferencial 2.fadu
1. f(x,y) = 222 + 42y + 4ay? + 29>
2. f(z,y) = xcosy
3. fla,y) =T (%)

4. f(x,y) = siny? - cos z*

5. f(z,y) =In () -sin’y
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5. Tayloriv polynom

Pomoci Taylorova polynomu nahrazujeme zadanou funkci funkci jednodussi.
Tato funkce ma se zadanou funkci f v daném bodé stejnou funkéni hodnotu a

také stejné parcialni derivace.

Véta 5.1 (Taylorova) Necht funkce f: A C R* = R md v bodé (zg,y0) a
néjakem jeho okoli spojité parcialni derivace aZ do Tadu n + 1 vcetné. Pak pro

kazdy bod (x,y) z tohoto okoli plati

f(z,y) =T (z,y) + Ra(z,y)

kde

Tn<x7y) = f(x()?yO) + df(x07y0) + %d2f(x07y0) +et %dnf(‘xOvyO)

je Taylordv polynom a R, zbytek v Taylorové vzorci.

5.1. Resené piiklady
Vyse je definovany Taylortiv polynom n-tého stupné. My si ukdzeme, jak se
hled4 Taylortv polynom 2. stupné.
Spoctéte Taylortiv polynom 2. stupné:
— Ty — _
L. f(x,y) Ty A - (27 2)
Reseni
Defini¢ni obor zadané funkce je Dy = {(z,y) € R* : x # y}

Nejprve spocteme prvni a druhé parcialni derivace.

T—y)—T zy—y - 2
Jolwy) = y<(x3;)2 L= T Ty
z(z—y)—(—1)(z 22 —zy+z 72
fylay) = 2—(@;)2)( o= ot = P
2
(ry) =

Z//,y(w’y) - (z—y)3
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" o _2y(:r:—y)2—y2~2-(x—y)~(—l) o =2y(z—y)—2¢y% _ —2zy+292—2y%2 —2zy
ey (T Y) = (=" T e @' @)
" (z,y) = _2y(e—y)? =2 2(a—y)(=1) _ —2y(z—y)—27 _ —2wy+2y%-2° _ —2ay
yz (z—y)* (z—y)° (z—y)® (z—y)®

Dy, =Dy, =Dy, = Dyy, = Dy, = Dy, ={(z,y) e R : 0 # y}

Dalsim krokem bude dosadit bod A do zakladni funkce, tedy:
_ 2(=2) _
f(A) — 2—(=2) — —1
Nyni budeme pocitat totalni diferencial prvniho fadu v bodé A.
:_%($_2) 16(y+2):
= le-2)+iwr2) =
= o+ i +lyri=
= —qzx+iy+1

Dale vypocitame totalni diferencial druhého fadu v bodé A.

EfA) = |25 -2 +2 | 223 e - w+2)+

2. 2
Tl <2>1}(y+2> =
S —de+0)+2- Llay+2r -2y -4+ L (P +4y+4) =
:§$ —l$+l+lxy+%a:—%y—1+%y2+%y+%:
1
8

I
.J>|°°
[\] —

Poslednim krokem, je dosadit do vzorce pro Tayloriv polynom druhého

stupné Ty(A) = f(A)—l—@—i—d IA) hami spocitané hodnoty f(A), df(A), d2f(A).

Ty(4) = —1 4 GETEirt) | etvairiey
:—l—ix+}ly+l+ﬁx2+l—l6y2+§my:
= 160"+ 56Y” + 5ey — g+ 4y =
=1 (52 + 39" + qry — 2 +y)

Taylortiv polynom 2.stupné v bodé A je
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W -1

Obréazek 37: Graf funkece f(x,y) = wr—_yy a Taylortiv ploynom druhého stupné této
funkce v bodé A = (2, -2).

2. f(z,y) = eV’ A =(0,0)
Reseni
fila,y) =2z e
fila,y) =2y - e”
Yz, y) = 2x - €S 2 4 2. oY = 42 7Y 49 e Y
v (@,y) =2y - UYL 2y 4 2 e YT = o2 . oY 9 ety

o 2+2 - 2+2
(T, y) = 2 - TV 2y = dxy - T Y

vo(,y) =2y e TV 20 = day - ™Y
— — — — — — _ 2
Dy =Dy =Dy, =Dyp, = Dgy, =Dy, = Dgy, =R

f(4) = 02H0% — 1

df(A) =2-0-e%4% (2 —0) +2-0- "0 (y — 0) = 0
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*f(A) = (4 0% 00 4o 602+02) (x —0)*+
+ 2(4-0-0-602+°2) (z — 0) (y — 0) +
+ (4 0% 00 2. e°2+°2> (y —0)? =

=(4-0:-1+2-1)2*+2(4-0-0-Day+(4-0-1+2-1)y* =
= 222 + 21?

Ty(A) =1+ G+ 202 = o2 42 41

Taylortv polynom 2.stupné v bodé A je

To(A) = 2?2 + 2 + 1.

Obrazek 38: Graf funkce f(z,y) = e**+v” a Taylortiv ploynom druhého stupné
této funkce v bodé A = (0,0).

Obrazek |38 mize byt pro nékoho prekvapivy. Tayloriv polynom druhého
stupné, ktery je na obrazku znazornén v pravo svétle modrou barvou, vy-
pada spise jako rovina, nez jako polynom druhého stupné. Je to jen opticky
klam zptisoben tim, Ze funkce f(x,y) = e***¥* roste mnohem rychleji nez
polynom druhého stupné, tj. aproximace této funkce polynomem druhého

stupné ma smysl pouze na malém okoli bodu A (viz obrazek .

3. fla.y) = VTG +y A=(2,2)
Reseni

filx,y) =5 (zy)”
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Obrazek 39: Opét graf funkce f(z,y) = e®* v g Tayloritv polynom druhého
stupné v bodé A = (0,0), tentokrat vSak na mnohem mensim okoli bodu (0, 0).
Jestlize se zaméfime na toto malé okoli bodu (0, 0) je lépe vidét, ze grafem Tay-
lorova polynomu je paraboloid.

27y
,, 1 -5 = Y2
J:J:(x7y)_§(_2) (:Cy) yy__4 (my)3
" 1. (_1 -3 =
oy (T Y) = 3 ( 2) (zy) TrE Ty (zy)?®
. 1 1n ,193 (xy) 2—%-(zy)"2
g’c’y(aj,y) _ % . (zy)2 y;y( y) 2 1= ; :cy[%y xyz Yy ] +1=
_1(.1 1
=3 () +1
wy)d —z-L(zy) 3 ( )_%_7( )
:l:/m(x,y):%(y)j $2y( y) 7y+1:%.xy[ﬂcy xyg Yy ] +1:
_1(.1 1
=3 () +1

f(A) =v2-242.2=V4+4=6

() = (355 +2) -2+ (535 +2) (y-2) =
=S@-2)+jy—-2)=
=32 -5%y—5=2zx+3y—10
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44/(2:2)3
4 ?;-2)3 (v-2)°= 4\2/% (2% — 4o+ 4) +
+2[%(¢%—2\1ﬁ> 1](xy—2a:—2y+4)—4213(x2—4x+4):
=@ —dz+4)+5 - 3(ay—20—2y+4)— s (V¥ —dy+4) =
=z’ +sr—s+iay— e —Sy+9 -3 +3y—3=
=—§2 %y-i— Ty —4r — 4y + 8
Ty(A) = 6+ gm-i-%y—lo i —§x2—§y2+§'xy—4x—4y+s _

:6+—:E+ y—lO— :E ——y + :vy—2:v—2y+4—

= 2 — &+ Jay + 3+ 1y

Taylortiv polynom 2.stupné v bodé A je

Ty(A) = —552° — 354> + Sy + 32 + 3y

Obréazek 40: Graf funkce f(z,y) = /Ty+zy a Taylortv ploynom druhého stupné
této funkce v bodé A = (2,2).

4. f(z,y) =202 + 32y + 4oy + 29> + v +y + 3 A=(-2,1)
Reseni
fi(x,y) =4z + 62y + 4y* + 1
folx,y) = 322 4 8xy +4y + 1
e (T,y) =4+ 6y
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Z;’y(m, y) =8r+4

vy (T,y) = 62 + 8y
e (T,y) = 62 + 8y

_ _ _ _ _ _ . 2
Dy =Dy =Dy = Dyy = Dyy = Dygn =D =R

f(A)=24434-1+4-1-(—=2)+2-1-2+14+3 =8+12—8+2—-2+1+3 = 16
df(A) = [4-(—2)+6-(—2)-1+4-12+1](x+2)+
+ [3-( 8-(=2)-1+4-1+1](y—1)=

(— 8—12+4+1)(x+2)+(12—16+4+1)(y—1):
=—-152-30+y—-1=—-15z+y — 31

BPfA) = (4+6-1)(z+2)°+2[6-(=2)+8-1](x+2)(y—1)+
+ 8- (=2)+4(y—1)7=(446) (2> + 4z +4)+
+2(-1248)(zy—r+2y —2)+ (—16+4) (y* — 2y + 1) =
= 1022 + 40z + 40 — 8xy + 8z — 16y + 16 — 12y + 24y — 12 =
= 102% — 12y* — 8xy + 48x + 8y + 44 =
= 2 (5z? — 6y? — dxy + 24x + 4y + 22)

_15 _31 2(5x2 —6y? —dxy+24x+4y+22
Ty(4) = 16+ Szt 4 X )

=16 — 152 +y — 31 — ba? — 6y% — 4oy + 24x + 4y + 22 =
= 52 — 6y% — 4oy + 9x + 5y + 7

Tayloriv polynom 2.stupné v bodé A je

Ty(A) = bx? — 6y* — 4oy + 92 + S5y + 7.
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Obréazek 41: Graf funkce f(z,y) = 222+ 32%y + 4wy + 2y> + 2 +y + 3 a Taylortv
ploynom druhého stupné této funkce v bodé A = (-2, 1).

5.2. Cviceni

V této podkapitole jsou priklady na procviceni Taylorova polynomu druhého
stupné, Teseni je k dispozici na konci prace.

Spoctéte Tayloriv polynom 2.stupné funkce f v bodé A.

L. f(z,y) =In(zy) A=(3,2)
2. flw,y) =y A=(21)
3. f(x,y) =sin*z-Iny? A=(3,e)
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6. Urcovani pribliZzné hodnoty

Tato kapitola ndm pomiize pii urc¢ovani funkcénich hodnot slozitych funkci,

které budeme chtit hledat bez pouziti kalkulacky.

Vyuzijeme zde znalosti z pfedchozich kapitol, konkrétné totalni diferencial

prvniho fadu a Taylorova polynomu.

Budeme vyuZivat rovnici teéné roviny ke grafu funkce f v bodé A = (xo, v),

coz vlastné neni nic jiného nez Tayloriv polynom prvniho stupné.

6.1.

Resené piiklady

Pomoci prvniho diferencialu funkce spoctéte pribliznou hodnotu

1.

1 _
Vv3.02:1.86

Reseni

Nejdiive si musime zvolit vhodny bod (xo,%0) tak, abychom byli schopni
spoc¢itat funkéni hodnotu funkce f(x,y) v bodé (xg, yo). Déle by mél tento
bod byt dostatecné blizko bodu (3.02,1.86), abychom se ve vypoctu pfi-
blizné hodnoty pfilis neodchylili od skutecné hodnoty. Zvolime tedy v tomto
ptipadé bod (zo, 7o) = (3,2). Potom nédm hodnoty dz = 0.02 a dy = —0.14
fikaji, jak daleko jsme od bodu (3.02,1.86).

To=3 dx = 0.02

Yo =2 dy = —0.14

Ze zadani si zvolime vhodnou funkci, v nasem pfipadé:

fl@y) = 75

Spocteme prvni parcialni derivace funkce.

f:;(xvy) = _2 ?;3_1/3
f;(l"y) = _2 zg.y3
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Nyni nalezneme totalni diferencidl funkce f: df = f,(v,y)dx + f,(z,y)dy.
Déle dosadime do této funkce bod A = (xg, yo):

df(A) = f1(A) (x — z0) + f,(A) (y — wo)-
df(3,2) = — 572 - 0.02 — ;2= - (-0,14) =

= 0.01293
V poslednim kroku vyuZijeme vztah f(z,y) =~ f(zo,yo) + df (o, vo)
f(3.02,1.86) ~ f(3,2) +df(3,2) = \/%—2 +0.01293 = 0.421176
Ptiblizna hodnota vyrazu \/ﬁ je 0.421176.

Toto ¢islo je vlastné funkéni hodnota funkce v bodé (3.02,1.86), jejimz

grafem je te¢nd rovina ke grafu funkce f v bodé (3, 2).

v ’ . 1 _
Skute¢na hodnota: [m = 0.42193]

X

Obrazek 42: Graf funkce f(z,y) = \/% a tena rovina ke grafu funkce f v bodé

(3,2), kterou jsme pouzili pro uréeni ptiblizné hodnoty.

2. In(2.01) - In (1.01) =?

Reseni
— dr = 0.01
Yo =1 dy = 0.01

f(z,y) =In(z) - In(y)
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filz,y) =2 -In(y)
fyla,y) =5 - In(x)

df(2,1) = [3 -In(1)] 0.01 + [§ - In(2)] 0.01 =
= 0.0069315

£(2.01,1.01) ~ f(2,1) + df(2,1) = In (2) - In (1) + 0.0069315 = 0.0069315

Ptiblizna hodnota vyrazu In (2.01) - In (1.01) je 0.0069315.

Skute¢na hodnota: [In (2.01) - In (1.01) = 0.00694667]

Obrazek 43: Graf funkce f(z,y) =In(x)-In(y) a tecna rovina ke grafu funkce f
v bodé (2, 1), kterou jsme pouzili pro uréeni pfiblizné hodnoty.

3. arctg (&) =7, za predopkladu, Ze arctg(2) = 1.10714871779

1.08
Reseni

To =2 dx = 0.02
Yo=1 dy = 0.08

f(x,y) = arctg (%)

/ — 1 1 _ vy 1_ _y
f,,(x,y) - 1+% y o ox?4y? oy T aZy?
y

/ 1 _ f_=)_ v  (_=z\___z
fy(x7y)_1+% ( y2> 2402 ( yz) 2 4y?

Yy



df(3,1) = (zhz) (0.02) + (—525z) 0.08 =
= —0.028

£(2.02,1.08) ~ f(2,1) 4+ df(2,1) = arctg (2) — 0.028 =
= 1.10714871779 — 0.028 =
= 1.079148718

Ptiblizna hodnota vyrazu arctg (%) je 1.079148718.

Skutecna hodnota: [arctg (%) = 1.07981}

Obréazek 44: Graf funkce f(z,y) = arctg (5) a tecna rovina ke grafu funkce f v

bodé (2,1), kterou jsme pouzili pro uréeni piiblizné hodnoty.

4. 0.98195 =7
Reseni
To=1 dxr = —0.02
Yo = 2 dy = —0.05
fla,y) =¥

fi(z,y) = y*- vl
fg;(‘r?y) - CCyQ . lnx . zy = 2yxy2 . ln[L‘
A(3.2) = (2177) (-0.02) + (2217 - In1) (-0.05) =
= —0.08
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£(0.98,1.95) ~ f(1,2) +df(1,2) = 12 — 0.08 = 0.92

P¥iblizna hodnota vyrazu 0.989" je 0.92.

Skutecné hodnota: [2.871692 _ 0.926]

Obréazek 45: Graf funkce f(z,y) = 2¥” a tetnd rovina ke grafu funkce f v bodé
(1,2), kterou jsme pouzili pro uréeni ptiblizné hodnoty.

5. In(V1.19 + v/3.83) =? za predpokladu, Ze In3 = 1.098612289
Reseni
20 =1 dr = 0.19
Yo =4 dy = —0.17

fla,y) = (Vo + /)

1 1 -

5V ( Yz+y7)

(SN

/ SRS U S R
@) = gy o = 2/5(Vatva)

0.19 + s—rem—y (—0.17) =

_ 1
414 = Symrma ViV

= —0.0015

£(1.19,3.83) ~ f(1,4) + df(1,4) = In (V1 + v/4) — 0.0015 = 1.09711

Ptiblizna hodnota vyrazu In (\5/ 1.19 + \/3.83) je 1.09711.
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Skuteénd hodnota: [In (v/1.19 + /3.83) = 1.0960896|

Obrézek 46: Graf funkece f(z,y) = In (YZ + /y) a tefnd rovina ke grafu funkce
f v bodé (1,4), kterou jsme pouzili pro uréeni p¥iblizné hodnoty.
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6.2. Cviceni

Pomoci prvniho diferencialu funkce spoctéte pribliznou hodnotu
1. 1.14* +1.14 - 2.143 =7

2. 0.52-1.24 4 0.522 - 1.24%2 — 0.523 - 1.24% =7

3. 03192 4 I (1,03 1.92) =7

4. /2124 +2.882 =7
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7. ResSeni piikladéi v programu Mathematica

Program Wolfram Mathematica je pocitacovy program, ktery slouzi k vypo-
¢tim a vizualizacim dat.

Byl vybran z toho diivodu, Ze se na nasi univerzité zacal nové vyucovat. Je
zde predvedeno, jak tento program funguje a jak dokaze pomoci ve vypoctech.

Wolfram Mathematica ma vyhodu, Ze existuje i online verze, ve které lze bez
instalovani programu spocitat nejriznéjsi priklady. Tato verze je k nalezeni na:
http://www.wolframalpha.com/.

Déle uvedené navody, jak pracovat s programem, jsou k verzi Wolfram Mathe-
matica 8.

Zakladni pravidla pro praci s programem Wolfram Mathematica:

e Vypocet prikazu se provede stisknutim klaves SHIFT+ENTER nebo stis-

kem klavesy ENTER na numerické klavesnici

e Jestlize chceme piejit na dalsi fddek bez zobrazeni vysledku stiskneme

pouze ENTER
e Piikazy se pisi s velkymi pismeny na zac¢atku (pf. Sin)
e Argumenty funkci se uvadi v hranatych zavorkach (pf. Sin[x])

e Je-li prikaz zapsan modrou barvou, je zapsan Spatné, pii spravném zapsani

je text uveden cCerné
e Desetinné ¢islo se oddéluje teckou
e Pro nésobeni vyrazu se pouziva hvézdicka nebo staci pouzit mezeru

e Pro zobrazeni napovédy napiSeme FeSeny problém (pf. D, Plot) do okna.
Klikneme na néj pravym tlacitkem mysi a z moznosti vybereme ” Get Help”.
Zobrazi se nam okno s napovédou, kde se také muzeme podivat na moznosti

tohoto prikazu.
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P1i otevieni programu se zobrazi tabulka s nékolika moznostmi, po zvoleni
moznosti notebook se ocitneme v okné, ve kterém muiizeme pracovat.

Nejdiive musime zadat funkci, se kterou budeme chtit pocitat. V nasem pfi-
padé funkci dvou proménnych. A to takhle: f[x_,y_|=vyraz.

V nasledujicich podkapitolach je predveden postup vypoctu parcidlnich deri-
vaci 1. fadu i vyssich fadt, hledani totalniho diferencialu, Taylorova polynomu a

uziti diferencidlu k uréeni ptiblizné hodnoty.

7.1. Parcialni derivace 1.fadu

Pro vypocet parcidlnich derivaci se v programu Mathematica vyuziva pii-
kaz D[f[x,y],x], tj. prvni parcidlni derivace funkce f podle proménné z. Jestlize
chceme pocitat prvni parcialni derivaci funkce f podle proménné y pouzijeme
ptikaz D[f[x,y],y].

Program si nyni ukazeme na ptikladech, které byly spoc¢teny na zacatku prace.

Tim si ovéfime jejich spravnost.

1. f(x,y) = 35z — 4y® + 322y

Inf3f:= £ , ¥ ] =35x-4y*2+3x»2y
DLE[x, ¥], x]
DIf[x, 71, 7]

Outfif 30X+ 66XV -4 yz
Outfdl= 35 +8 ¥

Outffl= 6x -8y
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2. f(x,y) = 3v/xy?

nf1}= F[x , ¥ ] =3 (Xxxy*2)*(1/5)
DIf[x, ¥], %]
DIf[=, ¥1, ¥]

Pl i 1 1)5
Outfi}= 3 |x 5!".'

3y?
:'Lt[2:= —.-..4-5
5 (xv)”

6XY
W
5 (xy°) b

3. f(z,y) =In(z)cosy

Inf4:= E[x , ¥ ] = Log[x] »Cos[y]
D[f[x, ¥], x]
DIE[x, 3], ¥]

Outf4}= Coa[v] Log[x]

Coaly]

Out]5}=
X

Cutfl -Log[x] Sin[v]

2

4. f(z,y) = ="

7= £[x , ¥_] = Sin[y*2] /x
DIfIx, ¥, x]
DIfIx, ¥1, 3]

Sin[v?]
Out[7T}=
x
Sin|[v*®
Out[Bl= - 1n[5.-‘]
5
2y Cos [5,'2]
Out[g]= -
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2

5. flay) = 2
Inf10]= E[x , ¥ ] = ¥=Cos[X] 2/ (x*2+97¥)*{1/2}
Dlf[=, ¥], x]
DIf[x, ¥], ¥1

{yCDs[x]z

Out[10}=
I -
WES+9Y
#yCos[x]¥ 2vyCos[x] 5in[x]
Out[11)= {— e —— }
—_ 3z —
[+ 9y Jxieay
gy Cos[x]2 Cos[x]% -
Out[12}= {— e e + 4
2 lEre SR JxE+EYJ

6. f(2.y,2) = 2% +In (2y - 22)

Inf13p= [ , ¥ , 2 ] =x"22+Log[2xy -X=*Z]
DLE[x, ¥, 2], x]
DIf[x, ¥, 2], ¥]
DLE[x, ¥, ], 2]

Out{13}= oz +Log[2vy-xZ]
z
Out[14} 2X %2 = —
2Y-XKEZ
2
Out[iff ————
2Y-HEZ
i X
Out[1B}- ¥° - ———
2¥-XKE
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7. f(z,y) =sin (%2)

In[17}= £[x , ¥ ] = Sin[x*2/¥]
DIfIx, ¥1, X]
DIFX, 71, ¥]

Out[17E Sin [E ]
¥

n

Eans['—‘]

X ¥
Out[18}
¥
®* Cos ["—‘ ]
out[15F - =

&,E

8. f(z,y) = xe™

Inf200= fax , ¥ ] =XE*[X»¥)
DIf[x, ¥], x]
DIf[x, ¥]1, 7]

out]20l= " ¥ x

out21f " + " T xy

"
s

out[zZle & F x



9. f(z,y) = arccotg (%)

If23}= flx , ¥ ] = ArcCot[(x+¥) / (x-¥)]
DIf[x, ¥]., x]
DlEf[=, ¥], 7]

K+ ¥
Out[23) 1!,_r:ce:|:n:[x—_&r ]

e R L.

7 (x-y)?
Ouf2sf - ——=—
1+ L

(35

10. f(ey) = (2+3)

nf26]= Flar , ¥ ] = (1/x+1/¥)"(x-7¥)
D[E[x, ¥1, x]
D[f[x, ¥], ¥]

'l 1=y
Cut]26]= |— i |
LK ¥
f ( = 1
outZTE [E i ]H _# +Ln-g[£ s
X v/

Out[ZB= | -+
K

1w X-¥
]

}..l [,
\ LN
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7.2. Parcialni derivace vyssich radu

Funkci zadavame stejnym zptisobem jako v predchozi kapitole a parcialni deri-
vace vyssich Fada spoc¢teme pomoci: D[f[x,y],x,x]. Kde ménime pouze proménné,

tzn. DIf[x,y],y,y], D[f[x,y],%,y], D[f[x,y],y,x].

1. fx,y) =22%+3y> + 4

Inf28]:= f[> , ¥ ] =2x*2+3y*3+4
DIf[x, ¥], x, x]
DIf[x, 71, ¥, ¥]
DIf[x, ¥]1, x, ¥]
DIf[x, ¥1, ¥, ¥]

Out2sf 4+2X +3¥

[
=

f.
|
=]

2. f(z,y) = 3ysinzx

Inf24]:= F[x , ¥ ] =3y 5in[x]
DIE[x, ¥], X, x]
DIf[x, ¥1, ¥, ¥]
D[f[x, ¥], ®, ¥]
DIf[x, ¥1, ¥, x]

Out[M}= 3 v 5in[x]
Out[3f} -3 v Sin[x]
Out{36}= 0

Cut[aT= 3 Cos[x]

Out[38}= 3 Coa [x]
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3. f(z,y) = 2%y + ™Y

Inf38)= fxr , ¥ ] =x*27y+EB*(x*2y)
Dif[=x, ¥], x, x]
DIE[x, ¥]1, ¥, ¥]
DE[x, ¥], ®, ¥]
DIf{%, ¥], ¥, X]

outf3EE e Faxt y

Dutfdll 2y +2e™ Tyode™ Ty yf
Out[41}=

oufazE 2x+2e” Tu+2e” Taly

- 1_23

Outf4l 2x+2e" Tx+2e" Txty

»

2
4. f(z,y) = ””:fy

Inf44]:= Flar , ¥ 1= (x*2+39°2) / (x+ 3}~ (1/2)
DIf[x, ¥], x,; x]
DIf[x, ¥]1, ¥, 7]
DIE[=x, ¥1, %, 7]
DIf[x, ¥1, ¥, x]

Kz-r 2
Dut[44]=
Vr+y
2x 2 3 [x® + ¥%)
Cut[45}= - — + + e
|:x+yj!3'.‘ "J'K-'-Y 4 |:x+y:!5"‘
2y 2 3 (2 +v°)
Dut[48}= - N < S — ==
(x+y)¥ ey 4 (x+y)?E
x ¥ 3 (%% + v¥)
OutfdT}= - — - — o+ — =
(¥ (e @em?E
x v 3 (x° +vF)
Outf48} — T g

i+ xey?E 4 meq¥E
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5. f(z,y) = zarcsin(/y) + \/(z + y)?

Inf43]:

Out]45]

Onrt[50]

Out]51]

Out[52]

Curt[53]

flx , ¥ ]1=xArcSin[y*(1/2)] + (x+¥)*(3/2)
DIE[x, ¥], %, X]
DIf[x, 7], ¥, ¥]
DIE[x, ¥], %, ¥]
DIE[x, ¥], ¥, X]

(x+y) ¥ L xArcSin [1,"'; ]
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6. f(z,y,2) =sinz-cosy-In(z)

Inf84):= [ , ¥ ] = 53in[x] Cog[y] Log[z]
DIf[=x, ¥], x, x]
DIE[x, ¥]1, ¥, ¥]
Dif[x, ¥],: &, 2]
DIf[x, 7], x, ¥]
DIE[x, ¥]1, ¥, X]
DIf[x, ¥], x, 2]
Dif[=x, ¥], &, %]
DIE[x, ¥1, ¥, 2]
DIE[x, 7], 2, ¥]

Out[54}= Coa[y] Log[z] Sin[x]
Out[58F -Coa [v] Log[2] Sin[x]

outji8l -Coa[y] Log[z] Sin[x]

Coaly] Sin[x]

Out[5T}= -
s

z
Out[f8 -Cosg [%x] Log[z] Sin[v¥]

Out[58F -Coa [x] Log[z] Sin[v¥]

Cos[x] Coa[v]

Out[B0}=
z
Cosa[x] Coa[v]
Outlflf —M8M—
z
Sin[x] S5in[v¥]
Outfff}s - —————
z
Sin[x] Sin[v¥]
Outflfs - —MMM
z
L xl4y? " _
7. f(l',y) = e Y xar;y(x’y) =7

InfB4]:= E[x , ¥ ] =B~ (X*2 + ¥42)
DIf[=, ¥], %, %, ¥]

Outledl= & T

oufesi= 4e T yo8e" T xiy
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. f(x,y) = cos (z + siny)

In{*

= f[x , v ] =Cos[x+3Sin[y]]
DIf[x, ¥1, ¥, x, 7]

[

Cut[18f Coa[x + Sin[v]]
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7.3. Totalni diferencial 1.fadu

Nejiive nadefinujeme zakladni funkei jiz znamym piikazem.

Bude se zde vyuzivat piikaz Series, ktery slouzi pro vypocet Taylorova po-
lynomu.

Tento ptikaz vypocte rozvoj funkce az do nejvyssi zadané mocniny kazdé

proménné. a definuje se takto:

Series|f[z,y], {z,z0,7},{y, yo,7}].

Toto zadani pro vypocty diferenciali a Taylorova polynomu neni ptilis vhodné,

proto se tento prikaz zadava pomoci paramtetru ¢:

Series[f[(z — zo)t + zo, (¥ — yo)t + vol, {t,0,7}]/.t— > 1,

kde zy a o jsou souradnice zadaného bodu. Za r je volen fad Taylorova
polynomu, ktery je tfeba spociat,tj. 1,2,... Za parametr t, ktery zaruci, ze bude
ve vysledku opravdu jen polynom r-tého stupné, bude voleno ¢ = 1.

U piikazu Series se jesté vyuziva piikaz Normal, ktery odstrani prvky vys-
stho nez pozadovaného radu.

U vypoctu diferencial 1. fadu je mozno vyuzit Tayloriv polynom prvniho

stupné, od kterého je odectena funkéni hodnota.

Ti(A) = f(A) + LA
df (A) = Ti(A) — f(A)

Piikaz Simplify slouzi k apravé vysledku, je-li spoc¢teny vyraz slozity a jde
néjak upravit.

Nyni uz mizeme pfistoupit primo k vypoctim.
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1. f(z,y) = 2% + ¢? A=(1,-1)

=
1]

f{fx , ¥ ]=x"2+3y"2

Inf2}= flx, y] /. x>+ 1 /. y+ -1
Out[Z}= 2

Inj3]:= Normal[Series[F[(x-1)t+1, (y+1)t-1], {t,0,1}11-2/.¢t+1

Out]il= -4 +2xH-2¥

2. f(z,y) =z In(y) A=(21)

Infi}= £[x , ¥ ] =xLog[¥]

Out[1}= X Log[v]

Inf2j= f[x, y] F. 22 /. 721

Out[Zl= 0

Inj3i;= Normal[Series[f[(x-2)t+2, (y-1)t+1], {t,0,1}]]1-0/.ta1

)

Outfil -2 +2¥

3. f(x,y) = ay* +2%y° — 2%y® — 2ty A=(-2,1)

Inf1f:= f[> , ¥ ]=xy*4+x*2y*3 -x*3y*2_x"dy

Out[1}= _x y—xa vos xS ya +xy*

Inf2l= f[x, ¥] /. X+ -2 /. ¥+ 1

outlZE -6

in3j= Mormal [Series[f[({x+2) £t-2, (y-1)t+1], [t, 0, 1}]]+6/. t=1

Cutl3E 30+ 17X +4¥
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4. f(x,y) = ysin*z A= (Z,4)

Out[3]

Flx , ¥ ]=y93in[x]"2

v Sin[x]®

flx, y]1 /. x> Pija /. 7y 4

2

Hormal [Series[f[(x-Pi/4)t+Pi/4, (vy-4) t+4], {t,0,1}]]-2/.t41

-2 -T+4d X+ —

flx, ¥y] Ff-x+3 /. ¥+1

w | o

Hormal[Series[f[(x-3) t+3, (y-1) £+1], {t, 0, 1}]]-(8/3) /. t>1

10
— (X-3¥)
g

= sin(z + y) - cos(z? — y?)

S
I
—~
ol
|
w3
S—

flx , ¥ ] =5in[x+y] Cos[x"2-y"2]

[ 21 o
Cos|x” -y | Sin[x + ¥]

[[x, ¥] Ff- X+ Pi/2 /. ¥+ -Pi/2

0

Normal [Series[F[(x-Pi/2) t+Pi/2, (y+Pi/2) t-Pi/2],
{t,0,1}]1]1-0s. t21

X+y
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- f(z,y) = In[sin (zy)] A= (1)

In[il= flx , ¥ ] = Log[Sin[x ¥]]

Log[3in[x ¥]]

[
n

Inf2l= f[x, ¥] F-.x=2>Pif4d J. y+1

Logl2]
Out[Zf= -
2
in2}= Normal[Series[F[(x-Pi/4) t+Pi/4, (y-1) t+1], {t, 0, 1}]] +
(Log[2] /2) /. t=+1
b ny
Out[3l= - — + X +
2 4
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7.4. Totalni diferencial 2.¥adu

U vypoctu totalniho diferencialu druhého fadu je opét vyuzit prikaz Series.
Totalni diferencial spocteme pomoci Taylorova polynomu prvniho a druhého

stupné, kde pak jesté vysledek musime vynasobit dvojkou (ze znalosti vzorce).

Ty(A) = f(A) + LA 4 1)

1! 2!

Postup uvidime na vypoctenych prikladech.

1. f(x,y) = 2%* — oy A=(-21)
|r:-::= E[H_, }:_] =X"2 jng_x?
Dulils —xy + ¥ ¥°

Injz:= Normal[Series[f[(x+2)t-2, (y-1)t+1], {t,0,2}]1]1/.Et+1

Out[2}= 12+8x+2 — 16 y—i-'lxy—rly:

Inf3]= Mormal [Series[F[(x+2) t-2, (y-1)t+1], {t,0,1}]]1/.t=1

Qutl2F -14-5x+10¥

4= 2 ((12+8x+x" -16¥-9x7+4¥" ) - (-14-5x+107))

(]

o4 2 (26 +13x+% - 26y-9xy+4dy)
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I
I
%
o
N—

2. f(z,y) = sin(a® + y?) A
Ifil= £[x , ¥ ] =S8in[x*2 + y*2]
Out[1}= Sin[:h:2 - yzi

In[2l= Hormal [Series[f[(x-Pi~(1/2) f2) L+ Pi*(1/2) /2,
(F-Pir(1/2) /2) £+ Pir(1/2) /2], [t, 0,2}]] /-t 1

; — — 1z
[-m+vm e m ¥y

[w]
I
i
i
iy
1
[

Inf2= Normal[Series[E[(x-Pi~{1/2)/2) t+Pi~(1/2) /2,
(¥ -Pi*{1/9) f2) £+ Pir[1/2) £ 2], [k, 0,11]] /-t 1

ral

o= Simplify [21. [1 -

|[—n+ﬁ x+ﬁ y]:—l]]

o Y R 1 2
Outidf -7 (- W7 +H+¥|
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Cflxyy) = ey’ A=(3,-1)

1= £l , ¥ ] =B (xy42)

outi1i= =¥

In[2}:= Hormal[Series[f[(x-3)t+3, {(y+1)t-1], [t, O, 21]1] /.
t=+1

J
1]

3 3 3
-Be" +e " X-6e" ¥+

X, X i
— (9ge® 22 x+e® &+ 132 5;—1693:15*—42935"”
2 ! /

Inf3]:= Normal[Series[f[(x-3) t+3, {(y+1)t-1], [t, 0O, 11]] /.
t=+1

Dut[3l= -8 el ve?x-ge’ v
Inf4]:= S:i.mplif:f[
2%

3

_8e s e x—6£337+

kal =

[99{:3—22&3x+£3x1+132£33—16£3xj+42£3 372] 2

—

_8£3+£3.}E—E£33T:|]:|

oufd e (99+x +132y+42v -2x (11+87))
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I
—
%

|
DO [ =
N—

. f(xﬂ‘/):%Slna: A

nf1}= f[x , ¥ 1 =1/y3in[x]
Sin[x]
outfip ————

¥

Iri2}= Normal[Series[F[(x-Pi/4) t+Pi/4, (y+1/2) t-1/2],
{t, 0, 2}1]1 /- £t 1

-dim-4x-8y

DT A SR e (0
2+/2
32 Bm+mE -3 x-Bax+ 16 - 108 v+ l6my-Gaduy-128yS
16~/ 2
inf2]:= Normal[Series[f[(x-Pi/4) t+Pi/ 4, (y+1/2)t-1/2],
{t, 0,1}]11 /. t=+1
oufsE -2v2 + AT T

Inf4]:= Simplify[

2
-4+ m-4x-8;3
[—'q’2+ :‘T+
242
~32 4+ Bmaamt -32x-8mx+16x" -128y+ 16wy - 64wy - 128 37
1642
T
[-:w'z + -2 x-24f2 f]]]
242

A -Br(-1+x-2y)+16 (B -2x{1+2¥y) -2 (1+27)%)

Out4}=

g+ 2
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5. flz,y) = /1y A=(11)

Flr , v ]=1(xy)"(1/4)

our (xy) Yt

=
i

Hormal [Series[f[(x-1)t+1, {y-1) t+1], {t, 0, 2317 /.
t=+1

=
I
n

1 & - &
OunfZE 1+ — (24X +¥) +— [-4+dx-3x +dyv+2xy-3vy|
4 FE '

]
]
i

n[3l= Hormal[Series[f[(x-1)t+1, (y-1) t+1], {t, 0, 1}]] /.
t=+1

1
Outf3E 1+ — (-2 +X+ V)
4

Inf4]: Simplif‘f[

1 1 :
2*[1+— (-2+x+¥) + — (-4+44x-3%" +47+2x7-37") -
4 32

[1+i (_2+x+3)]]]

Outid — [-4-3%" +4y-3¥ +2x(2+¥))
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s
I
YamS
ol
=
S—

. flx,y) =x-siny +y - cosx

In[1}= £[x , ¥ ] =x5in[y] + ¥ Coz[x]

[1= vCos[x] +x 5in[v]

Oat[ 1]

Injz)= Normal[Series[f[(x-Pi/3) t+Pi/3, (y-Pi/6) t+Pi/6],

{t, 0, 2}]1] f. £+ 1

b 1
Outl2 — + —
4 2
i ) . r i
— [-T+dFrEx-6A +4d T y-127Yy")
144 -
In[2}= Normal[Series[f[{x-Pi/3) t+Pi/3, (y-Pi/6) t+Pi/6],
{0, 3}}] f. £ >1
b1 X patte e i
oMl — +— |-3m+6X-V3 mex+6v+23 7y
4 12 J
4= Simplify|
2*[—+—(—3?r+ﬁx—"u"3 AX+67+2%3 ?r'g)+
4
1 5 ; ; 5
— (- +arfx-6ax’ + 4 y-1287") -
144
T
[—+— (—33‘1’+EK—"‘~.|'|3 ?TJE+E'3T+2'\;'I3 ?I.'_f]})]
4
1 o . 511
Cutfdl —— F (A" -4 (H+¥) +6 (X +2¥ |
T2 !
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7.5. Tayloriv polynom

Tento vypocet je po precteni dvou predchozich podkapitol zcela zfejmy. Vy-
uzijeme jiz zndmy piikaz Series.

A to nasledovneé:
Series[f[(x — o)t + zo, (Y — yo)t + vol, {t,0,7}]/t— > 1

Za r je voleno c¢islo 2, protoze jde o vypocet Taylorova polynomu druhého

stupneé.
L flz,y) = 2 A=(2,-2)

Infif= £l , ¥ 1=(xy)/(x-7¥)
iy

Owrt =
A-V

n[2l:= Hormal[Series[f[(x-2)t+2, {y+2)t-2], {t,0,2}]1] f. E=+1

1 1 - "
Out]2}= —1~-T1 (d-x+¥) +— (B +22y+¥")

1 A o 5
Inf3]:= s:'_mplify[_1+— (B-X+7¥) +— [x‘+2xj+y‘]]
4 16

1. %
= (F+2x(-2+7) +y (4+1))
14

[
i)
1]

2. f(x,y) = e+’ A =(0,0)

it= €03 , ¥ ] =B (x%2 + ¥°2)

oufi e ¥

Injz}:= Normal[Series[F[(x-0) t+0, (y+0)t-0], {t, 0,2}]] /. t=>1

Outl?FE 1+X +%
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3. fla,y) = oy +ay A=(22)

Fl , v 1=(xy}*(1/2) +xy

OutliE Xy +V XV

Inj2i= Hormal[Series[f[(x-2)t+2, (y-2)t+2],{t, 0, 2}1]] /. t=1
5 il o ey

OutflZfF B+ — (-4 +X+¥) +— |64 -32x-x" -32y+18xy-v"|
2 le d

5 1 ;
In[3]:= Simplif:f[ﬁ+— R (ﬁ4-32x-f-323+18x3-3']]
2 16

I 5 ,
O[3 — |-X" - (-B+v) v+2x (4 +93y) |
1l

4. f(z,y) =202 + 32y + 4oy + 29> + v +y + 3 A=(-2,1)

flx , ¥ 1=2x"2+3x"27+4xy*2+2y"2+X+¥+3

Owtfi}= 3+x+2x2+y+312y~2y2+4xyz

5
r.
i

nz]= Normal[Series[f[(x+2)t-2, (y-1)t+1], {t, 0, 2}]] /. t1

Out]2}= T;9x+512+5y—4xy—6y2
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7.6. Urcovani piiblizné hodnoty

Pii urcovani priblizné hodnoty se opét vyuziva piikaz Series. Vypocte se

Taylortiv polynom prvniho fadu, kde za z(y a yy dosazujeme ptiblizné hodnoty.

Series[f[(z — zo)t + xo, (y — yo)t + yo], {t,0,1}]/.t—>1

Po vypoctu Taylorova polynomu je treba dosadit skutecné hodnoty. Poté se

jiz zobrazi spravny vysledek.

1.

-

[

1
V3.02.1.86

ut[4}

flx , ¥ 1=1/{xy)"(1/2)
1

vV EY

}= Normal[Series[f[(x-3)t+3, (y-2)t+2], {t,0,1}]] /. t~»1

2x+3(-8+7)

N4z ————— f. X+ 3.02 /. ¥+ 1.86

1246

0.421176
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2. In(2.01) - In (1.01) =?

In[1= £[x , ¥ ] = Log[x] Log[¥]

Out[1}= Log[x] Log[y]

Inz:= Normal[Series[f[(x-2)t+2, (y-1)t+1], {t,0,1}]]1/.t=1

Out[2}= -Log[2] + vLog[2]

Inf3j= -Log[2] + ¥ Log[2] /. x> 2.01 /. ¥+ 1.01

cutfi= 0.00693147

X
Out[t]= Aru:i[‘an[— i

Inz= Normal[Series[F[(x-2)t+2, (y-1)t+1], {t,0,1}]] /. t=1

1
OutfZl= — (X -2¥) + ArcTan([2]
5

outjz= 1.07915

inz= Normal[Series[f[(x-1)t+1, (y-2) t+2], {t, 0,1}]] /.

Outf2} -3 +4x

5
3
n

nfij= -3+4dx /. x~» 0.98 /. y—+1.95

Out[3}= 0.92
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Inf3]= = (x-2y) + ArcTan([2] /. x+2.02 /. y -+ 1.08
3

t=+1



5. 1n (V119 + v/383)

m[ik= flx , ¥ ] =Log[x~(1/5) +¥*(1/2)]

Out1E Lng[xl' + U?J

InfZ]= Hormal [Series[f[({x-1) t+1, (y-4)t+4], {t£,0,1}]] /- t=>1
1

OutfZls — (24 +4 X+ 0¥ + Log[3]
&0
1

Inf2i= — (-24 +4x+5y) +Log[3] f.x~» 1.19 /. y+ 3.83

60

outjz= 1.09711
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8. Reseni cvideni
8.1. Parcialni derivace 1. radu

Reseni piikladt z kapitoly

L f@wy) =vay - oo

Reseni

_ 1 —
.ﬁ;(m,y)_g\/@y_g) y3_2\/@_3\/y_3

_ _1 1 3.1 _ =z T
fg//(x7y) - 2\/@37 - 565(—5)—% PN + 2\/y_5

Dy ={(x,y) €R*: 2y >0,y >0}

ng/g :Df?; :{(x,y) E]R2:xy>0,y>0}

2. fla,y) = T

Reseni
! _ (—y)—(@t+y) _ z—y—y—zx _ _ 2y
Ll@y) =G0 = ar = e
’ _ (@—y)—@+y)(=1) _ z—ytat+y _ 2z
By@y) = =G5 = G =

Dy =Dyj =Dy ={(z,y) €R*: 2 #y}

Reseni
f/ (.T ) _ 2y(a?—y?)—2zyx2x _ 2a?y—2P—dx?y _ —2y3—223y _
2\, Y (22—y2)2 (@2—y2)2 (@2—y2)2
_ _ 2y(@®+y?)
= (22—32)2
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f/ (IE ) _ 2z(2?—y?)—2xy(—2y) _ 223 —2zy’+4zy®  234+2xy?
Yy yY) = (xZ—y2)2 = (z2—y2)2 = @)
_ 2x(z?+y?)
= @Ioy2)2

Df = ng/g = Df?/! = {(,Clﬁ,y) € R?: 2?2 7é y2}

B2
. f($, y) - 172+y3
Reseni
f/( ) _ 322(2?+y3)— (23 —y?)2z _ 3at43x2yP—22t42xy? _ xt43x2y58422y2
2\, Y) = (@2+y5)2 = (@2+y3)2 = (@2+y3)2
a:(m3+3asy3+2y2)
T (@)’
Fia,y) = (=2y) (e +9°) —(2®—y?)3y> _ —22%y—2y*—3a3y243y* _ y*—222y—32%y? _
y Y) = (22+y3)2 = (22 +y3)2 = (22+15)2 =
y(—313y—212+y3)
a (224y?)*

Df:Df;c:Dfé:{(x,y)€R2:x2+y37éO}

C flzyy) = (2232 — 29% + 7)°
Reseni
fi(z,y) = 5(2x%y? — 2y + T)*62%y? = 30x2y?(223y* — 2¢* + 7)*

fo(x,y) = 5(2x%y% — 2y% + 1) (4xy — 4y) = 20y (23 — 1)(223y* — 292 + 7)*

. f(z,y) = cos(3z — 3y)
Reseni

fi(x,y) = —sin(3z — 3y) - 3 = —3sin(3z — 3y)
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fo(x,y) = —sin(3z — 3y)(—3) = 3sin(3z — 3y)

Dy =Dy, = Dy, =R?

- Sl y) =tg (%)

Reseni

Reseni
, _ z\ 11 _ Ty _ z
fula.y) = cote () xsin2<z>y—cotg(y) ysin®()

f;l,(xa?/) = —xsin;(f) (_1)@,12 =2 x2(g)

DfZDf;ZDf;,Z{(x,y)EW:y%O,f%kmkEz}

<8

) = (2)
Reseni

flry)= (3 I (2) = ()" (n1-m6) L =1 ()6

fey)=(F) m(§) (D)5 =5 (3" (n1-l6) =% (})" In6



10.

11.

12.

Dy = Dyj = D = {(z,y) €R? 1y # 0}

flz,y) = ;In(z* + o)
Reseni

_ 1 1 3 _ _a°
folz,y) =7 et =

3
fgl;(xay) = 71; : z4—}—y4 4y3 = 3342_1/4

Dy = Dy, = Dy = R? — {(0,0)}

f(z,y) =In[ln(z) + y]
Reseni

1 1 1
folz,y) = n(z)+y =  z[n(z)+y]

_ 1 1
@9 = 5w 1= mom

Df:ng/D :Dflf, :{(l',y) €R2211’1(1‘)+y>0,$>0}

flz,y) =In(y+x +y)

Reseni

N

_ 1 1 — _ 1
filay) = groem - 3+ 0 1] = G

1
2(z+y)+2y/z+y

1 1457
) = Gy [0 h ] = SRR

— 2Va+y+1 1 — 1+2/x+y
2v/TFy y+v/zty 2(z+y)+2y/z+y

Df:Df;:Df?;:{(x,y)€R2zy+vx+y>0,x+y>0}
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13.

14.

15.

16.

f(z,y) = arctg (5)

ResSeni

11 1 1
folt,y) = 7o T S, o IQ-ZIJ-ZUZ
Y

Ly =—5-(-1) 5 =—utp

Dy ={(z,y) e R? : y # 0}

Dy = Dy = {(x,y) €R* 1y # 0,2 +y* # 0}

f(z,y) = (zy +1)°

Reseni

fulw ) = ey + 1" [1-In(ay +1) + o5t | = @@y + )7 [In(ey +1) + 25

x xz

fiwy) =z (ey+1)" e =a?(wy+1)"" = (ay+1)"- 25

Dy =Dy =Dyp ={(z,y) €R* 12y +1> 0}

f(z,y) = sinx +In (y°)
Reseni
folz,y) = cosz

f@y) =53y =1

Dy =Dy =Dy = {(z,y) € R* : y > 0}
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Reseni

/ _ et le™—(eP—eY)eVy _ e"Y(e"—yeT+yeY) _ yeY—yeTte®
fg:(xa y) - (e:):y)Q - (exy)Z - Ty
f/( ) _ —eY1l-etV—(e*—eY)e™W.x _ e*Y(—eY—zeT4aeY) _ zeY—zet—eY
Y= GO T e T e

Dy =Dy, =Dy = R?

. f(z,y) = 4arctg x® — 422y
Reseni
8x

fi(x,y) = ﬁ 2z — 8wy = 75 — 8wy

f;(l‘, y) = —4a®

Dy =Dy, = Dy, = R?

fay) = a? - 2 e

z—y
Reseni
' _ _ oy —(zty) _ 2242y .o _ _rmy—r—y 9 20+2y _
filz,y) = 2z oy e 2=20— T E 5t 2
— 2y 92242y _ 9 | y L 2z+2y
2x + o) 2e 2 <x + o € )

110



f/(x,y) = —% —e27t2y .9 — —% — 9e2z+2y —

_ R _ L2x+2y
2 ( @—y? € )

Dy =Dy =Dy ={(z,y) eR* 1z £y}

2,22 cosz |~
2. f(r.5,7) = 292 In(ay) + (222

ResSeni

z—1 X
Fi(ry,2) = 222 (wy) + 022 hyz 4 o (2) - (Sae) =
= 2y n (ayz) + oyt - 2 () (222 (s ) =

= 229?22 In (zy2) + 29?22 — 2 <w) tgx

siny

z—1
2 2 2,2,2_1 cosx cosx _
fol@,y,2) = 2°2yz ln(xyz)—l—xyzx—yzxzjtz-(. ) (=1) 55 cosy =

sin® y
z .

— 2,,,2 2,,,2 _ cos siny coszcosy | __

= 202y In (vy2) + a%y2? — » (22) (22 (ezger)

= 22%y2% In (vyz) + 22y2? — 2 (CC’”) cotgy

siny

iz, y,2) = 22?2z 1In (v, yz) + nyQZQILqu;y + <Zi§;) .In (%) 1=

= 22%y%z1In (zyz) + 2%y%2 + (w) -In (w)

siny siny

Dy =Dy = Dy = Dy = {(%?J,Z) € R3: xyz > 0,sin(y) # 0, % > ()}

? siny

111



8.2. Parcialni derivace vyssich radu

Reseni piikladf z kapitoly

1. f(z,y) =3x+2y—1
Reseni
w(x,y) = folw,y) =2
w(z,y) = vy(@,y) =0
vy (T,y) =0 ve(2,y) =0

Reseni
filx,y) = 2y fi(x,y) = 2
(T, y) =2y (T, y) =0
vy (T,y) = 2 e (T,Y) = 22

_ _ _ _ _ _ _ 2
Dy =Dy =Dy =Dy =Dy =Dy =Dypy =R

3. f(z,y) = 3x2y3 + 3a3y?

Reseni
falx,y) = 62y’ + 9%y fo(x,y) = 92%y* + 62°y
" _ 3 2 " _ 2 3
e (T,y) = 6y° + 18zy (@, y) = 182%y + 6z
o (T, y) = 18xy® + 182%y e (z,y) = 18zy” + 182%y
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_ _ _ _ _ _ _ 2
Dy= Dy =Dy =Dysy =Dy =Dypr =Dy =R

- flz,y) =e"In(y) + €’ In(2)

Reseni

folz,y)=e"-1-In(y) +e¥- L = +e"In(y)
f;(:v,y) :ex-%%—ey-l-ln(x) = %—i—eyln(x)
L) = 1)+ (<) A=) - %
(T3 ) :ex-(—l)-y%—l—ey-l-ln(x) =e'ln(z) - 5
) el = € s

" _ el gyl _ e
(T y) =€y +evs =+

8%

Dy =Dy, = Dy = Dyy, = Dyy = Dygy = Dgy, = {(z,y) ER* 12> 0,y > 0}

. f(z,y) = Lsinz + L cos
y) =1 L cosy
Reseni

'(x, =Lcosx+cosy-(—1 -%:lcosa:—%cos
fol@,y) = y == 23 COS Y

fo(z,y) = (=1) y%sinx +2(=1)siny = —?% sinz — L siny
o, y) = —isinx + % cosy
(T, y) = y%sinx — 2 cosy
vy (T,Y) = ?% (=1)-cosz + 5 siny = —yl—z cosz + = siny
(T, y) = —y% cosz — =5 - (—1)siny = —y% cosz + - siny

Df = ng/c = Df?; = Df:{c/x = Dfély = ng/c/y = Df{/x = {(x,y) S RZ . 7é O,y 7’é 0}
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6. f(z,y) = cos (2£Y)

Reseni
fi(z,y) = —sin () - 1 = —Lsin (21Y)
fila,y) = —sin (2¥) - 1 = —Lsin (2)
V(@ y) = —3cos (F2) L = —2cos (5Y)
7 (x,y) = —3cos (55Y) 3 = —5 cos ()
v(x,y) = —5 cos () 3 = — cos (552)
(=42 (232

7. f(x,y) = 2?sinty

Reseni

fi(x,y) = 2xsinty

[z, y) = 2*4sin®y - cosy = 4a?sin®y - cosy
w(7,y) = 2sinty
o (x,y) = 2? [12sin’y - cos y - cosy 4 4sin®y (—siny)] =

= 4a? sin®y (3 cos? y — sin® y)

(T, Y) = 24 sin®y - cosy = 8xsin’®y - cosy

— in3
e(T,y) = 8xsin” y - cosy

_ _ _ _ _ _ _ 2
Dy =Dy, =Dy = Dy, = Dyy = Dyy = Dyy =R

x3
8. f(x7y) = .CEy2 - y_4
Reseni
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10.

$2 12
ye(Ty) =2y + 45 -3 =2y + 2

f(z,y) = arctg (f)

ResSeni

my) =Tz v ="z =uln

Fiog) = —r - (<1) - 5 = — 2

-2
332 €T €T T
L) = (- (0 +5) = -y = o

y2
" o xT o 2xy
w(®9) =~ - (51 2 = G
" (z,y) = (@2+yH)—y2y | _ 2?49?22 _  a?—y?
Ty r,Y) = (x2+y2)2 - (w2+y2)2 - (z2+y2)2
"(x,y) = — @Pty?)—a2e| 2?4?22 yPa?  _ a?oy?
yr AT (22+92)* (z2+y2)* (@2+12)°  (a24y?)°

fl,.2) = v
Reseni
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fiz,y,2)=y-z-e"¥*?
f?:(xﬂa Z2)=x 2 e"Y*?
fiz,y,z) =2 -y-ev¥?
="V gy 2 =yt et

Cexrzoxz=x2€"7

: f(l',y,Z):;

z2+y2

Reseni
R
i) = 2 (1) b 2y = e
fiay,2) = s

" Z(Z2+y2)%_Iz_g_($2+y2)%.2x _Z($2+y2)%+3x2z<m2+y2)%
xx(xa Y, Z) = = (@2y2)3 = (@2 y2)3

o (12+y2)%~z[—($2+y2)+3z2] _ 322%z—2%2—y%2
- (z2+y?)3 - (z2+y?)°

— 2x2z—y>z
(x2+12)5

116



12.

13.

" z(12+y2)%—yz%~(12+y2)%~2y - —z(m2+y2)%+3y2z(12+y2)%
yy(x7 Y, Z) - (x2442)3 - (22 +y2)3 -

() o[ () 0] gy tegpe
(z2+2)3 - /(x2+y2)5 -
2 2

2yz—xz

~ @y

v(2,y,2) =0
_ 3 1 _ 3xyz
(@9, 2) = (—22) - (=3) N 2y = \/(Isz)s
zltlz(xaya Z) = _\/(I;FTQ)S
_ Yy

ll/lz(xa Y, Z) = (22+y2)3

={(z,y,2) € R?: 22 + ¢y* > 0}

"

f(z,y) =€ In(x) +sinz - In (y), urcete parcidlni derivaci: f (z,y)

Reseni

filz,y) =€¥ - +cosz-In(y)

v(@y)=(-1)-e 5 —sinz-In(y) = —% —sinz - In (y)

we(my) =2-¢v- & —cosz-In(y) = £ — cosz - In(y)

"
TTT

2.e¥

Vysledkem pozadované derivace je (z,y) = =% —cosz - In(y).

"

f(x,y) = e, uréete parcialni derivaci: ey (T Y)

ResSeni
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14.

15.

fya,y) = e - a?

" _ x2 2 x2 _ x2 3 z?
ve(T,y) = 2w - ¥V 2% e™ Y 20y =22 - €7V + 227y - 27 - €Y

"o (z,y) = 208 - 20 - €Y + 203y - 2 - €7V - a2 4 20 - 20 - €Y L g =

yay
= 223 - 22 - "V (22y + 2)

Dy =Dy, = Dg, = Dyy, =R°

yxy

Vysledkem pozadované derivace je f) = 2z° -2z - e (22 + 2).

f(z,y) = 2% cos y, urcete parcialni derivaci: fg%fgwy(:z, Y)
Reseni
fo(x,y) = 62° - cosy

zltlm(xa y) = 302" - Cosy

"
Ty

(z,y) = —30z* - siny

x(i‘y/ﬁ (z,y) = —302* - sinx

Cl(flt/gyx(x, y) = —12023 - cosy

WD () = 1202% - siny

Df = _ng/c = ng/;/z - ng/:/a/cy = D vy — D V) — D (V1) - R2

TTYY TTYYT TTYYTY

Vysledkem pozadované derivace je fgg},;/y@my = 12023 - siny

f(z,y) = z* - In (y), urcete parcidlni derivaci: fﬁiﬁ (z,y)

Reseni

|
8
N

/ _ 4 —
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16.

_ 3 _
" (@, y) = da? - 1 = a2

)
" _ 3 1 _ 4x®
y:vy(xay) = —da” - 2 T 7
(IV) _ 2 1 _ 122
yoyz (T,y) = —120% - 2T T2

Dy= Dy =Dy, = Dypy =D av) ={(2,y) € R? : y > 0}

yryzr

Vysledkem pozadované derivace je fgs

f(z,y,z) = 2% - 4Y - 6%, urcete parcialni derivaci:

Reseni
fiz,y,2) =2%-4Y.6*-1In6

i, y,2) =27 -4Y-In4-6%-In6

2y
— — — _ T3
Dy =Dy =Dy, = Dypy, =R

Vysledkem pozadované derivace je

119

"
2yT

V) _  12z2
xyr — T T2

y? -

2y (2,9, 2)

"o(r,y,2) =2%-1In2-4Y - In4-6* - 1n6

(x,y,2) =2"-In2-4Y-1n4-6° - In6.



8.3. Totalni diferencial 1. radu

Reseni piikladf z kapitoly

1. f(z,y) ==xy A=(2,4)
Reseni
[z, y) =y
folv,y) ==

df (x,y) =y -dx+z-dy
df(A)=4-(z—2)+2-(y—4) =42 —8+2y —8=4x +2y — 16

Totalni diferencial 1. fadu v bodé A je df (A) = 4x + 2y — 16.

2. f(z,y) = 22% — 8zy + 2¢* A=(-2,2)
Reseni
Jo(z,y) =4z — 8y

fol@,y) = =8y + 4y
Df :Dfalc :Df{/ :RQ

df (z,y) = (4o — 8y) dx + (—8zx + 4y) dy

df(A) =[4-(~2) =82 (x+2) + -8 (—2) +4-2] (y — 2) =
— (8- 16) (z+2) + (16 +8) (y — 2) =
= —24x — 48 4+ 24y — 48 = —24x + 24y — 96

Totalni diferencial 1. fadu v bodé A je df (A) = —24x + 24y — 96.
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3. flw,y) =2 A=(4,2)
Reseni
_ 2z
2

f;(:v,y) = _5_2

Dy = Dyp = D = {(z,y) €R? 1y # 0}

df(x,y)z%”-dx—g—i-dyzi<2.dx_§.dy)

df(A) =352 (z—4)—5-(y—2)] =222 —-8—-2y+4) =
=4dr—4y—8=4(x—y—2)

Totalni diferencial 1. fadu v bodé A je df (A) =4 (z —y — 2).

4. f(z,y) =sinx - cosy A

I
—
wly
[ E]
N—

Reseni
fi(x,y) = cosz - cosy

f1(2,y) = sinz - (siny)
Dy =Dy, = Dy, = R?

df (x,y) = cosz - cosy - dr — sinz - siny - dy

_ 1.

=373 2 2

— VB (p_my _ V3 (, _my_ V3, w3 _ V3 /3 _
—4(35 3 4( 6>_4$ 12 1Yt o =
— V3. _ V3, _ m/3

=2t 7Y g
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5. f(z,y) = y*arcsinx A=1(0,2)

Reseni

— 2 1
fg’c(:r:,y)—y V2

fy(x,y) = 2y arcsinz

Df:Dfa/E:Df?;:{(l',y)ER2i—1§£L'§1}

df (z,y) = y*- \/1177 - dx + 2y arcsinz - dy

af(4) = |22+ 1l | (= 0) + 2+ 2arcsin(0)] (y - 2) =
=4z

Totalni diferencial 1. fadu v bodé A je df (A) = 4.

6. f(z,y) = ¢ [sin(2y) — 3cos(2y) A=(-1,7)
Reseni
fo(@,y) = e™ [—sin(2y) + 3 cos(2y)]

fo(x,y) = e [cos(2y) - 2 + 3sin(2y) - 2] = €™ [2cos(2y) + 6sin(2y)]

df (x,y) = e™* [—sin(2y) + 3 cos(2y)] dx + e * [2 cos(2y) + 6sin(2y)] dy
df(A) = €' [=sin(2- %) +3cos(2- 3)] (z + 1)+

+ el [2c0s(2-5) + 6sin(2-5)] (v~ 3) =

= 043 (D] (4 1)+ 2 (1) +6-0) (3 3) =

= —3ex — 2ey — 3e + me

Totalni diferencial 1. fadu v bodé A je df (A) = —3ex — 2ey — 3e + we.

122



7. flz,y) =y™ A=(2,1)

Reseni
fi(z,y) =y™ -Iny-y =y iny

fyla,y) = ey (“7 Iny +zy - i) =y (zIny + x)
Dy = Dyg = D = {(z,y) €R? :y > 0}

df (z,y) = [y™* Iny]do + [y* (xIny + )] dy

df(A) = [1** ' In (1] (z - 2) + 1*1 2In () +2)] (y — 1) =
=13 0@—-2+1212-0+2)(y—1) =
=0+2(y—1)=2y—2

Totalni diferencial 1. fadu v bodé A je df (A) = 2y — 2

8. f(z,y) = arctg /7y + 3zty? A=(1,1)

Reseni

1 1
fo@y) =5 sym v+ 1207y = ENG i 122°%y°

_ 1 1 4,2 __ x 4,2
f;(:)s,y)——lﬂy-Qm-:v—i—Qxy ——2m(1+$y)+9xy

Dy = {(x,y) € B : zy > 0}

Dy =Dy = {(x,y) € R? : zy > 0}

df (z,y) = [—2\/@(91“@) + 12w3y3] dz + [—2\/@8+w) + 9242 | dy
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1 3.13 1 412 _
2\/ﬁ(1+1‘1)+12'1 '1](x_1)+[2\/ﬁ(1+1.1)+9'1 '1](9_1)—

_ 1 1 _

=gt 2 1@ -+ [Ap+9 11| -1 =
G+12)@-D+G-9) -1 =2c-2+¥-y=
49

Totaln{ diferencial 1. fadu v bodé A je df(A) = Lo + 3Ty — 8.
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8.4. Totalni diferencial 2. radu

Reseni piikladf z kapitoly

1. f(x,y) = 22 + 42y + 4day? + 2y A=(-2,3)
Reseni
iz, y) = 4z + 8zy + 4y? fi(x,y) = 4a® 4 8y + 4y
re(T,y) =8y +4 " (2,y) = 8z + 4
vy (T, y) = 8z + 8y 0T, y) = 8x + 8y

Dy =Dy =Dy = Dgy = Dy =D = Dpn =R
d*f(x,y) = (4 + 8y) dx® + 2 (8x + 8y) dxdy + (8 + 4) dy?

PfA)=[4+8 - (@+2°+2[8- (-2)+8- L (z+2) (y— 1)+
FR (-2 +4 (y—1)° =(4+4) (2 +4r+4)+
+2(-16+4) (zy — 3z +2y—1) + (4 —16) (y* —y+ 1) =
= 8x? + 322 + 32 — 24wy + 120 — 48y + 24 — 129> + 12y — 3 =
= 82% — 12y* — 24xy + 44z — 36y + 53

Totalni diferencial 2. fadu v bodé A je

d?f(A) = 8x% — 12y? — 24xy + 44x — 36y + 53.

2. f(z,y) = xcosy A=(4,7%)

Reseni
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fi(x,y) = cosy fo(x,y) = 2 (—siny) = —wsiny
:;:/:B(x7y) =0 ;/Z/(x7y) = —xCOSY

— o " _ :
(T, y) = —siny 0e(T,y) = —siny
_ _ _ T2

d?f(x,y) = 0-da? + 2(—siny) dedy + (—cosy)dy?> = —2siny - dedy —
x cosy - dy?

Pf(A)=—2sin(F) - (x—4)(y—%) —4cos (5) - (v — E)z =

:ﬂ(—my+§x+4y—ﬂ—2y2+wy—7§) =
:\/§<—2y2—my+%m—4y+7ry+7r—%2> =

2

= 2(—2y2—xy+§x+y(—4+7r)+7r—%

N—

Totalni diferencial 2. fadu v bodé A je

dzf(A):\/§<—2y2—xy+%x+y(—4+7r)+7r—%2>.

) = (%) A=(2,-1)
Reseni
_ x+ z+y—x-1 _ xt+y—x
falz.y) = Ty ) (ﬂﬂ?iy)2 B w(z%ry) - a:ﬁmy
z+y 1

Lwy) =2 (1) e = —o5

1" _ 0—yQz4y) _ —2zy—y?
22(T,Y) = Griay? = G tm?
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1
(T Y) = (@+1)2

_ @ay)-ay g2 1
w(TY) = TG = Par? P

1
yr (SE y) ($+y)

P f(x,y) = 2= y sda? + 2 - G dady +

2tay)? —=dy?

er)2

[\D

de(A):M(x )2 e ) (x_2)(y+1)+ﬁ(y+1)2:
2—4x+4)—|—212($y+x—2y—2)+

+ap P +2y+1)=32" 3w +3+ 20y +20 —dy—4d+y +2y+1=
= 33: + 1y + 22y —x — 2y

Totalni diferencial 2. fadu v bodé A je

d*f(A) = 227 + y* + 22y — z — 2y.

. f(z,y) = siny? - cos x? A= (=L, 4
Reseni
fi(x,y) =siny? - (—sinz?) - 2z = —2z - sin y? sin 2?

fi(x,y) = 2y - cosy® cos z
" (z,y) = —2-siny? - sinz? — 2z - siny? - cos x? - 22 =
= —2siny? - sinz? — 422 - siny? - cos x?
(T, y) =2 cosy? - cosx? + 2y - (—siny?) 2y - cos x? =
= 2cosy? - cosx? — 4y? sin 3% cos 22

" _ 2 . 2
zy(x7y) = —4$y - COSY” -sIx
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" _ 2 . 2
yx(x7y) = _45(7y - COSY” -sInx

_ _ _ _ _ _ _ 2
Dy =Dy =Dy = Dysy = Dyy =Dy = Dypr =R

2

d*f(x,y) = [-2siny? - sinax? — 422 - siny? - cos 2% da® + 2 [—4xy - cosy? - sin 2?] dwdy+

+ [2cosy? - cos 2% — 4y? sin y? cos 2%] dy?

Totalni diferencial 2. fadu v bodé A je

Pf(A) =2 (-1 - %)+ 12 (1 — %) + may+
+x<—ﬁ—ﬂg) +y<—ﬁ+ﬂg) -5
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5. f(z,y) =In(x)-sin’y A=(e,})
Reseni
fulw,y) = 3 -sin’y
fy(x,y) =In(x) - 2siny - cosy
1

" (z,y) = —5- sin? y

0T, y) =1In(z) - 2cosy-cosy +In(x)-2siny - (—siny) =
= 2In(z) - cos?y — 2In (z) - sin’ y

oy (T, ) = % -2siny - cosy
1 ;
(T, y) = 3 - 2siny - cosy

Df = ng/c = Df{! = Dfélz = Df{/y = ng/cly = Dfé'z = {(ZL’,y) - R2: x > 0}

& f(z,y) = (—% -sin®y) dz? + 2 (1 - 2siny - cosy) dedy+
+ (Inx - 2cosy - cosy — In(x) - 2siny - siny) dy?

d*f(A) = (—e%-sin2 (%)) (:c—e)2—|—2[%-2sin (%) . cos (%)] (x —e) (y—
2) - cos (§) —In(e) - 2sin (§) -sin (5)] (y — 5)°
= (-3} G- 2wt )+
2(12- 22 (ay— Fo—ey+ Fe) +
+ (1-2-@-@-1-2-%-@) (y2—m+%>:

=—sel?tela— 3+ 2 ey —sme e —2y+ I =
= —%e*2x2 +2e oy + 2 (6*1 — %Wefl) —2y+ 35— %

VRS
o |-
[\

Totalni diferencial 2. fadu v bodé A je

d*f(A) = _%€_2$2 +2etzy + o (6_1 — %71’6_1> —2y+ZI— %
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8.5. Tayloriv polynom

Reseni piikladf z kapitoly

1. f(z,y) =In(zy) A=(3,2)
Reseni

filry) =4y =1

/ 1.1
fy(xay)_a;y ZL‘—y

:gas('x7 y) = _;,;LZ

_ 1
wy) = =3
" — ry—ry __
:ch(xvy) - (gcy)E -

" — Ty—Ty _
ym(x7y) - (my)2 =0

Df = Dfa’c = Df{, = ng/clx = ng’/y = ng/c/y = Dfé’x = {(x,y) S RZ 1Ty > 0}

f(A)=In(3-2) =1In6

df(A)=3(@x—3)+5@y—2)=32—1+iy—1=
5
CfA) =g (@-3)"+2:0@-3)(y-2)— 5 (y-2)°=
= —5(@®—62+9)— (P —dy+4)=—3®+2x-1— 1 +y—
—éxz—iyz—i—%x—i—y—Q
,

1.1 2_1,2,2
3T+5Y—2 —5T — gy t+5T+ty—2

:ln6—|—§x—|—%y—2—%xz—équL%x—i—%y—l:
:—ix2—1y2+§x+y—3—ln6

Taylortv polynom 2.stupné v bodé A je

Th(A) = —52® — 3y° + 204+ y — 3 — In6.

130



2 J(@y) =y A=(2,1)
Reseni
filx,y) =y*-Iny -1 =y"-lny
Sy, y) = -y™!
" (ry) =y" - Iny-1lny = y* - Iny?
w(Ty) = (v —1)y"?

t(ey) =2y Iy +yt L =2y D ny 4 y@D

< =

g///x(xay) =z-y@ . lny+y*-L=x-y Y. Iny4 yb

< =

fA) =12 =1
df(A)=1>-Inl(z—2)+2-1'(y—1)=0+2(y—1) =2y —2

PfA) =12 In(1)(x—2°+2[2-1¢ D In(1) +1C V] (z —2) (y — 1) +
+202-1)122(y—1)=1-0( -4z +4)+
+22-1-0+1)(zy—z—2y+2)+
+2-1-1(y2—2y+1)=2ay — 22z —4dy+4+2y* —4dy+2 =
= 2% + 2y — 20— 8y + 6

TQ(A) _ 1_}_2@/1?2 + 2y2+2:vy;!2178y+6 — 1—|—2y—2+y2+9€y—x—4y+3=
=y’ +aoy—v—2y+2

Tayloriv polynom 2.stupné v bodé A je

To(A) = y? + oy — o — 2y + 2.
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3. f(x,y) =sin*x - Iny? A=(Z,e)
Reseni
fi(x,y) =4sin®z - cosz - Iny?
f/(l’ y)—sm :U% 3y? =sin'z -

" (z,y) = 12sin®z - cos x - In 3/ +4sin3x(— sinz) - Iny? =

= 12sin?z - cosx - Ingy® — 4sin® z - In g3

" _ oaind 1 S 3
y(Ty) =sin"y-3- (1) 5 =—sin"z- 5

" _ i3 1 2 _ 12sin®zcosz
vy (T, y) = 4sin’z - cosx - L
" _ r 3 3 __ 12sin®zcosz

yo (T, y) = 4sin” - cosw - & = =St

Dy = Dy, = Dy = Dyy, = Dyy = Dyy = Dgy = {(z,y) € R? 1 y > 0}

f(A):sin4:U-1ny3:sin4(§)-1ne3:1-3:3

df(A) = (4sin® (Z) -cos (3) -Ine?) (z — 5) +sin (%) -
=4-1-0:3)(z—3)+1-2(y—e) =
=3ety—3

o |w

d*f(A) = [12sin® (3) - cos (3) -Ine® — (4sin* (3) -Ine?)] (z — %)2 +
49 |:125in3(72;) COS(g)} (2—2) (y—e) —sin* (Z) - 3 (y - ¢)? —
—(12-1-0-3—4-1- 3)<a; —r 4 >+

+ 2 (2L (zy —ex — Ty + Ze) —1- 2 (y? — 2ey + €*) =
= —122% + 1272 — 372 — 3e2y? + 6ty — 3 =
= —122% — 3e72y? + 12wx + 6e 1y — 372 — 3

—1222 -3¢ 2y 41272 +6e 1y—372 —3)
21

Ty(A) = 3+ 2=t 4

—3+3e_1y 3—62? — 3e72y? + 6mx + 3¢ 'y — 377 —

[\ 3N

= —622 — 3 _2y2+6mc+66_1y+ (2 —1) =
=3[-227 — le 2y + 21w + 2e7y — & (7 — 1)]
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Tayloriv polynom 2.stupné v bodé A je

Ty(A) = 3 [—22% — fe 2y + 21z 4 2e 1y — 5 (72 — 1)].

133



8.6. Urcovani priblizné hodnoty
Reseni piikladf z kapitoly

1. 1.14* +1.14 - 2.143 =7

Reseni
2o = 1 dz = 0.14
Yo =2 dy = 0.14

flzy) = o' + 2y’
fo(z,y) = 42® + ¢
fo(x,y) = 3wy®

df(1,2) = (4-134+2%)0.14 + (3-1-22)0.14 =
— 3.36

f(1.14,2.14) ~ f(1,2) +df(1,2) = (1* +1-2%) + 3.36 = 12.36

PtibliZzna hodnota vyrazu 1.14* + 1.14 - 2.143 je 12.36.

Skute¢nd hodnota: [1.14* + 1.14 - 2.143 = 12.86]

2. 0.52-1.24 4+ 0.522 - 1.24% — 0.523 - 1.24% =7

Reseni
zo = 0.5 dxr = 0.02
Yo =1 dy =0.24

f(z,y) = zy + 22y® — 2%y°
fi(z,y) =y + 2zy® — 32%y?

fi(z,y) = o+ 22°y — 32°y°
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df(0.5,1) = (14+2-0.5-1*>—3-0.5%-1%)0.02+
+(054+2-052-1-3-0.5%-1%)0.24 =
= 0.175

£(0.52,1.24) ~ f(0.5,1) + df(0.5,1) = (0.5- 1+ 0.52 - 12 — 0.5% - 13) 4+ 0.175 =
= 0.625+0.175 = 0.8

Ptiblizna hodnota vyrazu 0.52 - 1.24 + 0.522 - 1.24% — 0.523 - 1.243 je 0.8.

Skute¢nd hodnota: [0.52 - 1.24 + 0.52% - 1.24% — 0.52% - 1.24% = 0.7925]

L L0392 41 (1.03-1.92) =7

Reseni
To=1 dxr = 0.03
Yo =2 dy = —0.08

f(z,y) = e +In (zy)
folw,y) =™y + oy =ye™ + 5
f;(a:,y):emy-x+$—1y-$::vewy+;j

df(1,2) = (22 +1)0.03+ (1- €2+ 1) (—0.08) =
= —0.15778

£(1.03,1.92) & £(1,2) +df (1,2) = "2 +1In(1-2) — 0.15778 = 7.9244

Pfiblizna hodnota vyrazu e'93192 4+ 1n (1.03 - 1.92) je 7.9244.

Skutecna hodnota: [e!03192 4 1n (1.03 - 1.92) = 7.90727]
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4. /2124 +2.882 =7

Reseni
To =2 dxr =0.12
Yo =3 dy = —0.12
flz,y) = Vat +¢2

_1/.4 21 —3 3 23
felwy) =3 (@8 +y7) 7 da” = s

1.4, 2\ 3 -
L@ y) =5 @ 4y) 2 27

93
df(2,3) = A - 0.12 + 52— (—0.12) = 0.312

£(2.12,2.88) = f(2,3) +df(2,3) = V25 + 32 + 0.312 = 5.312

Pfiblizna hodnota vyrazu v/2.124 + 2.882 je 5.312.

Skuteéna hodnota: [\/2.124 + 2.882 = 5.338}
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ZAavér

Cilem prace bylo vytvorit sbirku fesenych ptikladii na parcialni derivace.

Praci tvori 8 kapitol. Prvni az Sestd je rozdélena na feSené priklady a na
priklady k procviceni. Postup lze zkontrolovat v osmé kapitole.
na zpusob vypoctu parcidlnich derivaci prvniho fadu. Nékteré priklady jsou pro
lepsi nazornost doplnény o grafy.

Druhé kapitola byla vénovana parcialnim derivacim druhého a vyssiho fadu.

Ve tieti kapitole jsem se zabyvala totalnim diferencidlem prvniho fadu. Kdy je
funkce nahrazena te¢nou rovinou, ktera je sestrojena pomoci diferencialu funkce
a muze byt na urcitém okoli bodu dobrou aproximaci. Pro lepsi pfedstavu jsou
zde také grafy téchto funkci.

Ctvrta kapitola byla zaméfena na totélni diferencial druhého Fadu, ktery se
pouziva pro sestrojeni Taylorova polynomu druhého a vyssiho fadu.

V paté kapitole jsem se zamértila na vypocet Taylorova polynomu. Taylortv
polynom slouzi k tomu, abychom zadanou funkci aproximovali funkci jednodussi,
a to polynomickou. V této kapitole bylo vyuzito, co jsme se naucili od prvni do
¢tvrté kapitoly. I zde jsou ptiklady doplnény o grafy.

Sest4 kapitola byla vénovana uréovani p¥iblizné hodnoty funkeci. Jeji hodnotu
bychom bez kalkulacky urcovali jen velmi tézko. Zde se k vypoctim vyuzival
totalni diferencidl prvniho fadu, ktery nam zadanou funkci zjednodusil.

V predposledni kapitole jsem se vénovala programu Wolfram Mathematica.
S programem jsem méla zpocatku problém, protoze informace o ném a manudly
jsou prevazné v anglickém jazyce. Radila bych studenttim, aby pouzivali napovédu
primo v programu, protoze i mné velice pomohla.

Tento program je velice uziteny nejen pro matematiky. Spocitda mnoho pii-
kladt, umoznuje kontrolu vysledki a jeho velkou vyhodou je, Ze v ném lze tvotit
jak 2D, tak 3D grafy.

V posledni kapitole je postup a feseni ke cvicenim z kazdé kapitoly.

Myslim si, Ze fesenych piikladi je v praci dost na to, aby je studenti pochopili
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a dobre si je procvicili.
Pevné doufam, ze se mi povedl naplnit cil mé prace, a to vytvorit ucelenou

sbirku piikladd s jejich vysvétlenim.
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