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Uvod

Numerickd integrace je nedilnou soucasti numerické matematiky. V uc¢ebnicich
se muzeme setkat hned s nékolika typy kvadraturnich formuli, které jsou urceny
pravé pro numerické integrovani. V této praci se budeme zabyvat pouze jednou
ze skupin takovych formuli, a to Newtonovymi-Cotesovymi kvadraturnimi formu-
lemi. Je tfeba poznamenat, ze predpokladem pro snadné pochopeni tohoto textu
je znalost uciva dle sylabu pro predméty Matematika 1 [I] a Matematika 2 [2].

Cilem této bakalarské prace je nastudovat teorii tykajici se Newtonovych-
Cotesovych kvadraturnich formuli, dale ukédzat vzajemné vztahy mezi chybami
slozeného obdélnikového a lichobéznikového pravidla a nakonec ukazat to, ze je
za urcitych podminek mozné vylepsit slozené obdélnikové pravidlo. Pti plnéni
druhého a tretiho cile bude klicovym zdrojem informaci clanek [9], v jehoz ivodu
autofi vystizné vystihli motivaci jak své, tak této prace: , Vyuka matematiky je
hezkd. Jednim z divodi je i skutecnost, Ze véci obcas nejsou takové, jaké se jevi. “

Cela prace je dle cilu rozdélena do ti{f kapitol. Prvni kapitola se zabyva te-
orii kvadraturnich formuli se zamérenim na Newtonovy-Cotesovy kvadraturni
formule. Duraz je kladen zejména na formule slozené, které jsou zde uvedeny
véetné vlastnich algoritmu z programu Matlab a vzorovych piikladu. Druhéa ka-
pitola predstavuje a dale zkoumd vztahy, které je mozné nalézt mezi chybami
slozeného obdélnikového a lichobéznikového pravidla. Tteti a zaroven posledni
kapitola popisuje postup, na jehoz zakladé muzeme bézné slozené obdélnikové
pravidlo ,zobecnit®, a dale diky tomuto kroku nalézt i cestu k jeho vylepseni.

Jednotlivé kapitoly jsou doplnény ilustrativnimi obrazky a ptiklady. V ram-
ci jednotlivych ptikladu budou primitivni funkce pocitany za pomoci aplikace
WolframAlpha. Déle pii jednotlivych vypoctech nebudeme pracovat s presnymi
hodnotami, ale s hodnotami skladajicimi se z patnécti platnych cifer. Vysledné
hodnoty uvedené v prubéhu prace budeme zaokrouhlovat na pét desetinnych
mist. Veskeré hodnoty, které budeme v této praci uvadét nebo vykreslovat, jsou

ve svém plném rozsahu ulozeny na ptilozeném CD.



1. Kvadraturni formule

Cilem numerické integrace je urcit pribliznou hodnotu uréitého integralu

1= s,

a to napiiklad v situacich, kdy je nalezeni primitivni funkce k f(z) obtizné, ¢i
dokonce nemozné. Pro zpracovani teorie zabyvajici se danou problematikou bylo
cerpano z nasledujicich zdroju — [3],[4],[6],[7],[8].

Vychozi integral I(f), se kterym nemuzeme nebo nechceme déle pracovat, se

snazime vhodné aproximovat. Jako pithodna nahrada se jevi vyraz ve tvaru
n
Qu(f) = Z a; f (),
=0

kde a;, i = 0,1,...,n, jsou redlna ¢isla, kterd nezavisi na f(z), a z; € {(a,b), z; #
xj pro ¢ # j, kde 4,5 = 0,1,...,n. Tento vyraz @Q,(f) se nazyva kvadraturni
formule nebo také numericka integralni formule a jeji tvar plyne z definice Rie-
mannova integrdlu a jeho geometrického vyznamu, viz Obrézek [I, na némz je

graficky vyjadren integralni soucet a Riemannuv integral.

......

b

Il a b

Obrazek 1: Vlevo integralni soucet a vpravo Riemannuv integral.

Muzeme tedy psat, ze



a odsud plynouci rozdil
b n
Ri(f)= [ f@)de =Y aif(o) )
a i=0

nazyvame chybou kvadraturni formule.

Definice 1. Viyraz Q.(f) = > yaif(z;) se nazyvd kvadraturni formule, ¢isla
a;, 1 = 0,1,...,n, vahy nebo koeficienty kvadraturni formule a navzdjem rizné

body x;, 1 =0,1,...,n, uzly kvadraturni formule.

Jak bylo vyse ukédzano, pomoci numerické integrace ziskavame pouze piiblizna

reseni, viz a , tudiz je tfeba mit predstavu o jejich presnosti:

Definice 2. Rekneme, Ze kvadraturni formule md stupen, resp. 7dd presnosti N,

N € N, jestlize

R,(z") =0, Vi=0,1,...,N
R,(z*tY) #£ 0.

Poznamka 1. Lze ukdzat, ze kvadraturni formule uzivajici (n + 1) uzlu ma
stupen presnosti nejvyse 2n+1, viz [4], a ze kvadraturni formule ziskand integraci
interpola¢niho polynomu pro data x;, f(x;), i = 0,1,...,n mé stupen presnosti

alesponi n, viz [4].

Poznamka 2. Je tfeba poznamenat, ze v Definici [2| se mluvi pouze o alge-

braickém stupni presnosti formule, nikoliv o jeji chybé.

Déle uvazujme zobecnény ptipad numerického integrovani, do néhoz je zahr-
nuta i tzv. vahova funkce v(x). Tento pfistup ndm umoznuje aplikovat kvadra-
turni formule i v pfipadech, kdy funkce f(z) neni v jednom ¢i vice uzlech x;
definovana, viz nasledujici Pozndamka (3l O vahové funkci predpokladame, ze je
integrovatelna, nezdpornd na intervalu (a,b) a v(z) > 0 skoro vSude na (a,b).

Pokud jsou tyto predpoklady splnény, muzeme psat, ze

Mﬁz/vmﬂmm
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/ o(@)f (@) do Y auf ()

Poznamka 3. Vyhodnost zavedeni vahové funkce muzeme demonstrovat na

prikladeé:

b V2490 -3
X dmz —dx.
/af<> e

Pokud se pokusime tento integral vypocitat za pomoci kvadraturni formule @, ( f),
ktera vyuziva krajni body intervalu zg = —1 a x,, = 1 jako své uzly, zjistime, ze
funkce f(z) neni v téchto bodech definovéna. V takovém piipadé lze integrand

vhodné vyjadrit pomoci vahové funkce, a to takto:

/_1 v(x)(2® + 22 — 3) dx, kde v(z) = ﬁ

Diky tomuto postupu lze vypocet dale konstruovat v nasledujicim tvaru

1 n
/ v(x)(g;Q +2r — 3)dr =~ Zai(xg + 22; — 3),

1 =0
ktery jiz explicitné neobsahuje problematickou ¢ast funkce.

Numerické integrovani vyuziva hned nékolik typu kvadraturnich formuli, mezi
které patii napiiklad Gaussovy kvadraturni formule, Lobattova, Radauova nebo
Cebysevova kvadraturni formule. Pro tcely této bakaldiské prace se déle budeme

zabyvat pouze kvadraturnimi formulemi, které se nazyvaji Newtonovy-Cotesovy.

1.1. Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

Pti odvozovani kvadraturnich formuli vzdy pracujeme se snadno integrovatel-
nymi funkcemi, a to zejména proto, ze nam tento postup prinasi jednoduché tvary
hledanych formuli. Mnozinou takto definovanych funkei jsou napiiklad polynomy,
které vyuzijeme pravé v pripadé Newtonovych-Cotesovych kvadraturnich formuli.

Funkci f(x) budeme aproximovat pomoci Lagrangeova interpolacniho polynomu

10



s ekvidistantnimi uzly z;, ¢ = 0,1,...,n. V nasledujicich Pozndmkach [4] a [f] si
uvedeme, jak jsou takové ekvidistantni uzly definovany a jak vypada strucny

postup ulohy polynomialni interpolace.

Poznamka 4. Uzly, respektive body nazyvame ekvidistantnimi pravé tehdy,

kdyz existuje ¢islo h, h > 0, h € R, které nazyvame krok, takové, ze
r; = x9 +ih kde 7 € Z.

Poznamka 5. Necht je dano (n+1) bodt ;, 7; # xx proi # k, i,k =0,1,...,n,
a hodnoty funkce f(x) v téchto bodech. Nasim tkolem je nalézt takovy alge-

braicky polynom ve tvaru
P(z) = apz™ + ayz™ t + -+ ap_1x + ay,
ktery splinuje podminky interpolace
P,(x;) = f(x;) pro vsechna ¢=0,1,...,n.

Takovy polynom P,(x) patii do t¥idy vSech redlnych polynomu stupné nejvyse
n, kterou znac¢ime symbolem II,,.

Konstrukeci Lagrangeova interpolacniho polynomu popisuje nasledujici véta.

Véta 1. Necht jsou ddny body x;, x; # xp proi # k, i,k = 0,1,....n, a
funkce f(x) je definovana v téchto bodech. Potom existuje pravé jeden polynom
P,(x) stupné nejugse n takovy, Ze spliuje podminky interpolace P,(z;) = f(x;)

pro vsechna t = 0,1,...,n. Tento polynom je ddn ve tvaru
Po(x) = f(xo)Lo(x) + f(z1)La() + - + f(za) Lu(x) = D (@) Li(x),

kde pro vsechna 1 =0,1,...,n

Lz(l‘) _ (517 — 330)(.CE — ajl) - (gj — :pi_l)(:v — ,jS+1) - (ZU _ 517n) _

(w5 — 20)(Ti — 1) (25 — 1) (05 — Tig1) - (T3 — Tp)

R p B CA))
-1l (i — ) )

(S
= O
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Dukaz: viz [4], str. 160-161.

Poznamka 6. Polynomy L;(z), i = 0,1,...,n, které jsou definovany vztahem

budeme nazyvat Lagrangeovy fundamentalni polynomy.

Diky Véte 1] jiz vime, ze f(x) ma funkéni hodnoty shodné s P, (z) minimélné
v uzlech x;, 1 =0,1,...,n. Nyni se nabizi otdzka, jak velka je chyba interpolace
E(z) = f(z) — P,(z) pro T # xz;, kde € (a,b) a x; € (a,b), i = 0,1,...,n.
V pifpadé dostatecné hladké funkce ziskdvame odpovéd v podobé néasledujici

veéty.

Véta 2. Necht f € C" D {(a,b) a necht uzly x; € {a,b), i =0,1,...,n, x; # xp
pro i # k. Necht ddle P,(x) € 11, je interpolacni polynom spliugici podminky
P(x;) = f(z;), i =0,1,...,n. Pak ke kazdému T € (a,b) existuje bod & € (a,b)
tak, Ze plati

E(z) ==——>*

(n+1)! ;

(f—l’j), fzé(‘f)

0

F0E) 1

Dukaz: viz [4], str. 169.

Poznamka 7. Prvni predpoklad Véty [2 ve tvaru f € C™+Y{a,b) ndm iika,
ze dand funkce f(x) musi byt na uzavieném intervalu (a,b) spojitd, a to az do

(n + 1)-ni derivace.

1.1.1. Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule uzavieného typu

Nyni si predstavme prvni typ Newtonovych-Cotesovych formuli, ktery oznacu-
jeme jako uzavieny. Formule nazyvame uzaviené proto, ze koncové body intervalu
a = x9 a b = x, jsou zahrnuty mezi uzly formule. Ekvidistantni déleni intervalu

(a,b) bude pro tento typ formuli vypadat takto, n € N:
a=x9g <11 <--<xI, =0,

kde z; = o +ih, h = =2, i = 0,1,...,n, viz Obrézek [2| ktery tyto vztahy
nazorné zobrazuje.

12



n-1 n

Obrazek 2: Ekvidistantni déleni intervalu pro uzaviené formule.

V predchézejici sekei bylo vysvétleno, jak aproximovat funkci f(z) pomoci
polynomu P, (x). Nicméné nasim ikolem je aproximovat integral I(f). Postup je
nasledujici: pokud vztah f(x) = P,(z) + E(x) prondsobime vahovou funkei v(x)

a zintegrujeme jej pres interval (a,b), dostaneme vyraz ve tvaru
b b b
/ v(x)f(r)dx = / v(x)P,(x) de + / v(x)E(x)dr =

n b
= Zf(x,)/ v(z)Li(x) dx +

a

n

T / o(@) o0 ] (& — 1) dr

|
(n+1)! P

Z tohoto vyrazu plyne, ze integral

je mozné aproximovat pomoci formule

n b n
Q) =3 f@) [ v L) de = 3 asfw),

kde ¢isla

a; = /abv(:r)Li(x) dx

jsou tzv. Cotesova cisla.

Pro chyby uzavienych formulf plati ndsledujici tvrzeni, viz [8]: Necht v(x) = 1.
Pro Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule uzavieného typu plati — jestlize n
je sudé a f € C"*2)(a,b), pak

13



:—/ xH x —x;)dz, kde n € (a,b), (4)

a jestlize je n liché a f € C"*V{(qa,b), pak

n+1
R(f) = n—I—l /al_!(x—x,-)dx, kde 1 € (a,b). (5)
Zakladni typy formuli uzavieného typu nam predstavuje nasledujici véta,
viz [6], str. 344-345.

Véta 3. Necht v(x) = 1 a necht v; = xg+ih, h = =2 i =0,1,...,n, jsou

ekvidistantni uzly a f; = f(x;). Pak pro Newtonovy-Cotesovy formule uzavieného

typu an =1,2,3,4 plati

(fo+ f1) lichobéznikové pravidlo

(fo+4f1+ f2) Simpsonovo pravidlo

wl > o>

3h
f(z)dr =~ g(fo +3fi+3fa+f3) Simpsonovo 3/8 pravidlo

o 2h
f(z)dx ~ 4—5(7f0 +32f1 + 12f5 + 32f5 + Tfy) Booleovo pravidlo.

zo

Nyni si odvodime lichobéznikové a Simpsonovo pravidlo i s jejich chybami.

Odvozeni pravidel pro n > 2 by bylo analogické.

Lichobéznikové pravidlo

Lichobéznikové pravidlo je zalozeno na aproximaci funkce f(z) polynomem
prvniho stupné Pj(x) a jeho nzev vyplyva z podstaty jeho geometrického vyzna-
mu — tzn. ze integréal I(f) je aproximovan obsahem plochy ve tvaru lichobéznika,
viz Obrazek [3l

Necht v(z) = 1 a n = 1. Lagrangeuv interpola¢ni polynom dostaneme diky

Véte [ ve tvaru

14



N i

[ o=z b:ml x

Obrazek 3: Lichobéznikové pravidlo.

Pi(z) = T () +

a za predpokladu, ze f € C*(a,b), ziskdme f(z) ve tvaru

£y = 222 gy + T gy 4

(x —a)(z —b).

Poté zintegrovanim pies interval (a,b) a vyuzitim vztahu (j5)) ziskdme

| t@rde = @+ o) + 5 [ o= @ - b do =

—a " b
= 0@+ o)+ 52 [ - oo e -
= 2w + 0] - O ).

Je ztejmé, ze chyba této kvadraturni formule je ve tvaru

(b—a)’

). (6)

R(f) = —

Tato kvadraturni formule ma stupen presnosti 1.

Simpsonovo pravidlo

Toto pravidlo je zalozeno na aproximaci funkce f(x) polynomem druhého

stupné Py(x). Jeho geometricky vyznam je zndzornén na Obrézku .

15



Obrazek 4: Simpsonovo pravidlo.

Necht v(z) = 1 a n = 2. Lagrangeuv interpola¢ni polynom dostaneme diky

Véte [ ve tvaru

(x —21)(x — 29) (z — 20)(z — 9)
(o — 1) (x0 — xz)f(xo> T flz1) +

Py(z) =

(x —zo)(x — 21)

+(-7€2 — x0) (T2 — 11)

f(x2)

a za predpokladu, ze f € C3{a,b), ziskdme f(z) ve tvaru

(x — o) (x — 29)
(x1 — o) (w1 — x2)

f"(€)
f(x2) + al

(x — 1) (x — 29)

(zo — 1) (w0 — T2)

fx) =

f(xo) +

flx1) +

(x — xo)(x — 1)
(z2 — o) (w2 — 71)

(z = z0)(x — 1) (7 — 72),

kde 29 = a,z; = “T“’ a T = b. Pokud je splnén i pfedpoklad, ze f € C*{a,b),

pak zintegrovdnim pres interval (a,b) a vyuzitim vztahu (4]) ziskdme

b b (=) (x — 29 bz = x0)(x — 2o
/f(x)d:rzf(xo)/ (( UG dx+f(x1)/ (< (@ —22) 5oy

To — iUl)(l"o - $2) Ty — iUo)(l"l - 552)

tey [z )y, SO0 /xﬂx_wx_

To — $0)(!E2 - $1)
B bga[ﬂ )+ 4f<““’) + f) —%(b?) O m).
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Je ziejmé, ze chyba této kvadraturni formule je ve tvaru

RU) =55 (b;a> 1) (7

Tato kvadraturni formule ma stupen presnosti 3.

1.1.2. Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule otevieného typu

Stejné jako u formuli uzavieného typu, i zde je funkce f(x) aproximovéna
za pomoci Lagrangeova interpolacniho polynomu, P,(z) € II,. Zdsadni zména
ovSem nastava ve vybéru uzlu pro jednotlivé formule. Koncové body a a b jiz
nejsou mezi uzly zahrnuty.

Pro Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule otevieného typu jsou uzly nade-
finovany ve tvaru x; = x¢ + ih, kde h = fﬁ, 1=0,1,...,.n+1axg=a+h, viz

Obrézek [ Dle téchto podminek bude ekvidistantni déleni celého intervalu (a, b)
vypadat takto, n € Ny,

=T 1<Top<x < <Tp<Tpy1=D>b.

aiw—l .'E0 mZ o xn—] xn b:x71+1

Obrazek 5: Ekvidistantni déleni intervalu pro oteviené formule.

Samotny postup odvozeni formule je nasledujici
b Tn4+1 n
[ e@s@de= [ v@rse) i = Y ),
a T-1 i=0

kde

a; = /abv(x)Ll-(a:) dx.

17



Analogicky zde vznikaji i chyby kvadraturnich formuli, které lze definovat
v nasledujicich tvarech, viz [8]: Necht v(z) = 1. Pro Newtonovy-Cotesovy kva-
draturni formule otevieného typu plati — jestlize je n sudé a f € C™"+?)(a,b),

pak
Rn(f)_%/ xH dr.  kden € {a,b), (8)

a jestlize je n liché a f € C"*V{(qa,b), pak

(n+1)
R,.(f) = n+1 / dz, kde n € (a,b). 9)

Déle predstavme zakladni typy otevienych formuli:

Véta 4. Necht v(z) = 1 a necht z; = xg + ih,h = Z;é, i=0,1,...,n, jsou

ekvidistantni uzly a f; = f(x;). Pak pro Newtonovy-Cotesovy formule otevieného

typu an =0,1,2,3 plati

f(z)dx = 2hfy obdélnikové pravidlo

f@)de = S (fo+ )

") de ~ S 2fo— it 2f)
" @) de ~ ALt i+ o+ A1)

Nyni si odvodime obdélnikové pravidlo i s jeho chybou. Odvozeni formuli pro

n € N je analogické.

Obdélnikové pravidlo

Obdélnikové pravidlo je zalozeno na aproximaci funkce f(x) polynomem nul-
tého stupné Py(x). Nézev tohoto pravidla opét vyplyva z jeho geometrického
vyznamu — to znamend, ze integrél I(f) je aproximovén obsahem plochy ve tvaru

obdélnika, viz Obrézek [6]
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I a z, b x

Obrazek 6: Obdélnikové pravidlo.

Necht v(z) = 1 a n = 0. Lagrangeuv interpola¢ni polynom dostaneme diky

Po(x):f<a—2'—b>

a za predpokladu, ze f € C¥{a,b), ziskdme f(z) ve tvaru

a+b 1€ a+b
f@:f(T)*T(x—T)'

Pokud je splnén i predpoklad, ze f € C%{a,b), pak zintegrovanim pies interval

Véte [I] ve tvaru

(a,b) a vyuzitim vztahu (8) ziskame

/f(fﬂ)dw=(b—a)f a;b +/ (x—a;rb>f’(§)da::

— (b—a)f “‘2”’ +f”2(n)/”<x_aT+b>dx:

atb)  f')b—a)
> )T

= (b—a)f

Je ziejmé, Ze chyba této kvadraturni formule je dana ve tvaru

_ f”<n)(b — a)S ) (1())

R(f) = =00

Tato kvadraturni formule ma stupen presnosti 1.
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1.2. Slozené Newtonovy-Cotesovy formule

V prechazejici kapitole byly Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule pred-
staveny ve svych jednoduchych tvarech. Tyto tvary jsou pro praktické vyuziti
v mnoha pfipadech nevhodné, a to zejména pro delsi intervaly (a, b), viz Pozndmka
Bl I diky této skutecnosti zavddime formule slozené, které aproximujf funkei f(z),

a tedy i integral I(f), po ¢astech.

Poznamka 8. I presto, ze nékdy ziskame diky jednoduchym formulim vysledky
obstojné, tedy blizké presné hodnoté integralu I(f), existuji i takové extrémni
pripady, kdy je jednoduché formule schopna zdegenerovat na primku. Jinak feceno,
objekt z R2, napiiklad lichobéznik, se zméni v objekt z R!. Takovy pifpad si i
s napravou za pomoci slozenych formuli muzeme demonstrovat na nésledujicim

prikladé, ve kterém vyuzijeme jednoduché lichobéznikové pravidlo:
15
15 2 3
x x
I(f) = 9— — |dr = |92 — — = 180.
o /15 ( 25) ' [ ' 75] 15

Na Obrazku [fa muzeme vidét vyse zminéné zdegenerovani v pifmku. Tedy, ze

pii vyuziti jednoduchého lichobéznikového pravidla ziskame vysledek rovny nule.

d

Obrazek 7: Ukazka degenerace jednoduchého lichobéznikového pravidla.
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Ovsem pokud stavajici interval (a,b) v poloviné rozdélime a na kazdy z téchto
podintervalu aplikujeme jednoduché lichobéznikové pravidlo, ziskame vysledek
o mnoho lepsi, viz Obrézek [fb. Pokud budeme v déleni intervalu pokracovat,

budeme ziskdvat, ¢im dél presnéjsi vysledek, viz Obrézek [ a [7d.

Ptesny postup konstrukee slozenych formuli je nasledujici: interval (a, b) roz-
délime na m podintervala 7; = (rj, z;41), 7 =0,1,...,m — 1, kde z; = a + jH,
13=0,1,....m, H = I’_Wa, m € N. Na kazdém z téchto podintervalu nahradime
funkci f(z) odpovidajicim Lagrangeovym polynomem. Tato aproximace ndm
umozni na tyto podintervaly aplikovat jiz zavedené jednoduché kvadraturni for-

mule, které nyni budeme psat ve tvaru
QP () = a fla?),
i=0

kde xgj) €Ty = (xj,xj11), 1 =0,1,...,n, 7 = 0,1,...,m — 1, m € N. Tyto
jednoduché formule néasledné secteme. Takto ziskané formule nazyvame slozené,

znacime je Q. (f) a plati, ze

m—1 m—1 n
Quanlf) =Y QD () = af f(a).
=0 §=0 i=0
Na Obrazku [§ muzeme vidét grafické zndzornéni podintervalia 7; o délce H a
nové indexovani uzlu pti vyuziti slozenych kvadraturnich formuli, a to pro ptipad,

ze se jedna o jednoduché kvadraturni formule uzavieného typu.

L k_/L
| | | |
I I I I
a :zU z] T :I:m-l b :zm
| I I | | I I |
T f f T T f f T
(0) (0) (0) T (0) ... (m-1) (m-1) (m-1) ... (m-1)
x(? ml x,Q xn xﬂ J;1 {EZ xn

Obrazek 8: Rozdéleni intervalu (a, b) pfi pouziti slozenych formuli.

21



Déle muzeme psat, ze
I(f) = Quum(f),
kde

= ) do = mz / @

Chyba bude v pripadé slozenych kvadraturnich formuli vypadat nésledovné

Rn,m(f) = I(f) - Qn,m(f)

a plati, ze pro dané n chyba R, ,,(f) — 0, (resp. Qunn(f) — I(f)), jestlize
m — oo, (resp. H — 0), viz [7], str. 385 a Obréazek [9]

|

|

|

|

|
[
[
[
t

a

£ A

— > s

Obréazek 9: Konvergence k presné hodnoté integrélu I(f) pfi zvétsujicim se m.

1.2.1. Slozené lichobéznikové pravidlo

Toto pravidlo patii k nejpouzivanéjsim a jeho odvozeni z obecného algoritmu
vypada takto: funkci f(z) v kazdém z m podintervala T; = (x;,z;41), J =
0,1,...,m — 1, intervalu (a,b) nahradime Lagrangeovym polynomem prvniho
stupné, tedy n = 1. Poté na kazdy takovy podinterval aplikujeme jednoduché
lichobéznikové pravidlo a jednotlivé vyrazy secteme. Geometricky vyznam prave

popsaného postupu muzeme vidét na Obrazku
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Obrazek 10: Slozené lichobéznikové pravidlo pro m =2 a m = 4.

Vyslednou formuli muzeme vyjadrit v jednom z téchto vzdjemné ekviva-

lentnich tvaru:

H m—1 ' '
Qun(f) = 5 D [ £lat’) + flat")]
§=0
H m—1
Qualf) =5 D [ F) + flayn)].
7=0
a to proto, ze a:éj) = x;, :L‘gj) =Zj41, J=0,1,...,m—1 a H = b_Wa

Chybu slozeného lichobéznikového pravidla Ry ,,,(f) = I(f) —Q1,m(f) mizeme

vyjadrit ve tvaru

b _
Rim(f) = —TGHQf”(f), kde € € (a,b),

a to za predpokladu, ze f € C?(a,b). Toto tvrzeni muzeme dokdzat za pomoci

chyby jednoduché formule ve tvaru @ upravené pro j-ty podinterval Tj, j =

0,1,...,m —1 o délce H, kterou muzeme vyjadrit jako
) H3
RY(f) = —Ef”(ﬁj),

kden; € Ty, 7=0,1,...,m — 1, a za pomoci Véty [5| v ndsledujicim znéni:

Véta 5. Necht u € C°%{a,b) a necht je dino s+1 bodi x; z (a,b) a s+ 1 konstant
;. Pak existuje n € (a,b) tak, Ze plati

S

Z Sjula;) =u(n) > d;.

J=0

23



Dukaz: viz [7], str. 374-375.

V nasem piipadé zvolime za funkci u = f” a body 6; =1, j =0,1,...,m — 1.

Tvrzeni o chybé slozeného lichobéznikového pravidla tedy muzeme dokézat takto:

m—1 ) m—1 H3 H3 m—1
Ruw(f) = Y RN == T3/ ) =75 > f"(m) =
=0 7=0 7=0

kde ¢ € {a,b).

Slozend lichobéznikova formule ma stupen presnosti 1.

Déle uvedme vlastni skript pro vypocet sloZzeného lichob&znikového pravidla

pro program Matlab:

function j=slozene_lichobeznikove_pravidlo(f,a,b,m)

%hslozené lichob&znikové pravidlo

% f je funkce, kterou je treba zadat primo do
pfikazového okna Matlabu ve tvaru anonymni funkce,
napriklad f=0(x) sin(x)

% a,b znati hranice intervalu

% m je polet podintervalu, na ktery délime interval [a,
b]

% 0Ovéreni, jestli a < b
if a>=b
error ('!!!Hranice jsou opaZné nebo jsou si rovny!!!
)

end

% 0Ovéreni, jestli je m pfirozené ¢<islo
if m“=round(m) | Im<=0

error('!!!PoCet uzld neni pfirozené cislo!!!')
end

H=(b-a)/m;

x=a:H:b;

y=1f(x);
j=(H/2)*(y(:, D) +sum (2*y(2:m) ) +y (: ,m+1));
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Priklad 1. Diky pravé uvedenému skriptu muzeme slozené lichobéznikové pra-

vidlo aplikovat naptiklad na nasledujici integral:

1
2

+ — = 0.95661.

“I%
>

I(f) = ’ V1—a22de = [%(as\/l — 22 + arcsin(z))

1
2 —

1
2

m Ql,m(f) Rym(f)

1 0.86603 | 9.05861-10~2
25 | 0.95646 | 1.53938-10~*
50 | 0.95657 | 3.84886-107°
75 | 0.95659 | 1.71064-1075°
100 | 0.95660 | 9.62242-1076

Tabulka 1: Hodnoty Q1,,(f) a Ri,(f) pro vybrana m.

V Tabulce [1] jsou uvedeny hodnoty Q1,.(f) a Ri,(f) pro vybrand m. Pokud se
na tyto hodnoty podivame blize, muzeme vidét, ze se zvétsujicim se m se hod-
noty kvadraturni formule Q1 ,,(f) postupné priblizuji k presné hodnoté integralu
I(f), resp. ze hodnoty chyb R ,,(f) konverguji k nule. Touto cestou jsme byli na
konkrétnim piikladé schopni ukazat, z jakého duvodu jsme slozené kvadraturni
formule zavedli. Na Obrazku [11] muzeme vidét grafické vyjadieni integralu I(f),

tzn. ze obsah vyplnéné plochy je roven hodnoté tohoto urcitého integralu.

—O.:5 055
Obrazek 11: Grafické zndzornéni I(f).

25



1.2.2. Slozené Simpsonovo pravidlo

Postup odvozeni slozeného Simpsonova pravidla je obdobny jako v ptedchozim
piipadé, nyni na m podintervalech T; = (x;,x;11), j =0,1,...,m — 1, intervalu
(a,b) nahradime funkci f(x) odpovidajicimi Lagrangeovymi polynomy druhého
stupné, tedy n = 2. Poté aplikujeme jednoduchéd Simpsonova pravidla a secteme.

Geometricky vyznam takto popsaného algoritmu nalezneme na Obrazku (12

I a boow

Obrazek 12: Slozené Simpsonovo pravidlo pro m =2 a m = 4.

Timto zpusobem vzniklou formuli muzeme zapsat v jednom z téchto tvaru:

3

QZ,m(f) = %

Fat) + 4@l + )]

I
o

J

-1

[Flas) +af(

3

T + Tj+1

H
6 2

Qom(f) = ) + f(l"j+1)]

I\
o

J

%, xéj):xjﬂ, 7=0,1,....m—1la H=2=2

Chyba slozeného Simpsonova pravidla R, (f) = I(f) — Q2.m(f) je ddna ve

kde xéj) = @, acgj) =

tvaru

b

R2,m(f) = 180

L(H/2)' D), kde € € (a,b),

a to za predpokladu, ze f € C*(a,b). Tvrzeni o tvaru chyby muzeme opét dokdzat
za pomoci chyby jednoduché formule upravené pro j-ty podinterval T}, j =
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0,1,...,m — 1 o délce H, kterou muzeme vyjadrit jako

(H/2)°

R (f) = === 10 (m)
kden; € T3, j =0,1,...,m —1, a za pomoci Véty Samotné odvozeni chyby je
nasledujici
- () = (H/2)° (4) (H/2)° = (4)
Rom(f) =Y RN == == 1Wy) = === fPn) =
=0 =0 =
(H/2 a0 N~ _ (H/2)' b —a
—_— 1 f— p—
0O = g S em
= P2y )
180 ’
kde £ € (a, b).

Stupen presnosti této formule je 3.

Opeét uvedme vlastni skript pro vypocet sloZzeného Simpsonova pravidla pro

program Matlab:

function k=slozene_simpsonovo_pravidlo(f,a,b,m)

%hslozené Simpsonovo pravidlo

% f je funkce, kterou je treba zadat primo do
pfikazového okna Matlabu ve tvaru anonymni funkce,
napriklad f=0(x) sin(x)

% a,b znati hranice intervalu

5 m je poCet podintervalu, na ktery dé&lime interval [a,
b]

%» Ovéteni, jestli a < b
if a>=b
error ('!!!Hranice jsou opaZné nebo jsou si rovny!!!
)

end

% 0vé&reni, jestli je m pfirozené <islo
if m“=round(m) | |[m<=0
error('!!!PoCet uzld neni pfirozené ZTislo!!!')
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end

H=(b-a)/m;

x=a:(H/2) :b;

y=f (x);

k=(H/6)*(y(:,1)+4*sum(y(2:2:2*m))+2*sum(y(3:2:2*m-1))+y
(:,2%m+1));

Priklad 2. Nyni aplikujme slozené Simpsonovo pravidlo na integral ze sbirky

[5], numerické vypocty byly provedeny pomoci pravé uvedeného skriptu:

3
5
(14 z)arctg(vz) — vVE| = = — /341 = 1.88504.

1(f) = / arctg(v/) do = -

Q2.m(f) Rom(f)
1.88462 | 1.32234-1073
1.88592 | 2.57303-107°
1.88594 | 3.55212-1076
1.88594 | 2.28867-1077
1.88594 | 5.91243-107°
50 | 1.88594 | 3.70010-10~10
75 | 1.88594 | 7.31000-10~!!
100 | 1.88594 | 2.31299-10~!!

NIE|o|w|~|B

Tabulka 2: Hodnoty Q2. (f) & Ram(f) pro vybrana m.

Tabulka [2| zobrazuje hodnoty Qa,,(f) a Rom(f) pro vybrand m. Muzeme vidét,
ze je v Tabulce uvedeno vice hodnot nez v predchazejicim ptikladé. Duvodem
tohoto rozsifeni je zna¢ny skok mezi chybami Ra,,,(f) pro m =1 a m = 25. Bez
uvedeni rozsitujicich hodnot bychom mohli jen odhadovat, zda v tomto rozmezi
nedochézi k necekanému kolisani. Diky doplnujicim hodnotam muzeme s mnohem
veétsi jistotou tvrdit, Zze hodnoty kvadraturnich formuli i jejich chyb postupné a
bez odchylek konverguji k pozadovanym hodnotam, tedy k I(f) a k nule. Na
Obréazku |13 muzeme videét grafické vyjadieni urcitého integralu I(f).
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Obrazek 13: Grafické zndzornéni I(f).

1.2.3. Slozené obdélnikové pravidlo

Odvozeni tohoto pravidla opét vychazi z obecného algoritmu uvedeného na
zacatku této kapitoly. Funkce f(z) je na m podintervalech Tj = (z;,xj41), J =
0,1,...,m—1, intervalu (a, b) nahrazena Lagrangeovymi polynomy nultého stup-
né, tedy n = 0. Nasledné jsou aplikovana jednoduché obdélnikova pravidla, ktera
nakonec vzajemné secteme. Geometricky vyznam tohoto postupu muzeme vidét

na Obrazku [14l.

I o b T I a b T

Obrazek 14: Slozené obdélnikové pravidlo pro m =2 a m = 4.

Takto vzniklou formuli muzeme zapsat ve tvaru

m—1
Qom(f) =HY_ fla),
j=0
kde x(()j) _ Lt tin +2xj+17 7=0,1,....m—1aH = b_ﬁa.

Chyba této kvadraturni formule Ry ,,(f) = I(f) — Qom([f) je dana ve tvaru
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b—
Rom(f) = 5 Hf"(€),  kde € € (a.b)

za predpokladu, Zze f € C*(a,b). Toto tvrzeni muZeme opét dokédzat, a to za

pomoci chyby jednoduchého obdélnikového pravidla upravené pro j-ty po-

dinterval T3, j =0,1,...,m — 1 o délce H, kterou muzeme vyjadiit ve tvaru
‘ (H/2)°
RS (f) = ==51"(nj)

kden; €T3, j=0,1,...,m—1, a za pomoci Véty Samotné odvozeni chyby je

nasledujici
S R0y - N H2P L (H/2PRS
RO,m(f) = ROJ (f) = 3 f (77]) = 3 f (773) =
Jj=0 Jj=0 j=0
3 m—1 bh— 2 bh—
B e Y=t gy m =), 2)
=0
kde £ € (a,b).

Stupen presnosti této formule je 1

Déle uved'me vlastni skript pro vypocet slozeného obdélnikového pravidla pro

program Matlab:

function i=slozene_obdelnikove_pravidlo(f,a,b,m)

% slozené obdélnikové pravidlo

% f je funkce, kterou je treba zadat primo do
prikazového okna Matlabu ve tvaru anonymni funkce,
napriklad f=0(x) sin(x)

% a,b znati hranice intervalu

%» m je polet podintervalu, na ktery délime interval [a,
b]

% 0Ovéreni, jestli a < b
if a>=b
error ('!!!Hranice jsou opaZné nebo jsou si rovny!!!
)

end
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% Ovéfeni, jestli je m pfirozené <cislo
if m“=round(m) | Im<=0

error ('!!!PoZet uzld neni prirozené cislo!!!"')
end

H=(b-a)/m;
x=(a+H/2) :H:b;
y=£f(x);
i=H*sum(y) ;

Priklad 3. Dale si ukazme i ptiklad vyuziti slozeného obdélnikového pravidla,

tento integral byl opét vybran ze sbirky [5]:

I(f) = /07r (zsin(z))*dz = [2—14(4x3 — 62 cos(2x) + (3 — 62%)sin(2z))| =
= E(2ﬂ2 —3) = 4.38231.

Qom(f) Rom(f)
7.75157 -3.36925
4.44997 | -6.76603-102
4.38998 | -7.66541-1073
4.38277 | -4.54130-10~*
4.38233 | -1.14565-10°
50 | 4.38232 | -7.14542-1077
75 | 4.38231 | -1.41090-10°7
100 | 4.38231 | -4.46356-10~8

NElolw|~|B

Tabulka 3: Hodnoty Qo .(f) a Rom(f) pro vybrana m.

V Tabulce (3| muzeme vidét hodnoty Qo.(f) & Ro.m(f) pro vybrana m. Opét
je zde uvedena Tabulka, kterd v této podobé prehledné zobrazuje informace
o prubéznych hodnotach pro postupné se zvétsujici m. Muzeme si vS§imnout,
ze je duvod zatazeni doplnujicich hodnot totozny jako v predchéazejicim prikladé

— tedy vyrazné velky skok mezi chybami Ry ,,(f) pro m =1 a m = 25. V takto
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sestavené Tabulce jiz muzeme bez problému pozorovat o¢ekdvanou konvergenci
hodnot Qg ,,(f) k presné hodnoté integralu I(f), resp. hodnot Ry, (f) k nule.
Na Obrazku (15| muzeme vidét grafické vyjadreni urcitého integralu I(f).

Obrazek 15: Grafické znazornéni I(f).
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2. Porovnani chyb slozeného obdélnikového
a lichobéznikového pravidla

Dle vétsiny publikaci zabyvajicich se numerickym integrovanim existuje mi-
nimalné implicitni predpoklad, zZe slozené lichobéznikové pravidlo ma pii shodném
H = b%’ vysSi presnost nez slozené obdélnikové pravidlo. Toto tvrzeni bylo
obecné vyuzitelné vztahy mezi chybami téchto pravidel. VSechna zminéna tvr-
zeni nalezneme spoleéné s dukazy v ¢lanku [9]. Cilem této kapitoly je informace
ze zminéného ¢lanku prehledné shrnout a dale rozsitit zejména o aplikace uve-
denych tvrzeni.

Ptipomenme, ze pro slozené obdélnikové pravidlo plati

kd (4) — Ly Jj+
m : f(xo )7 € ‘IO 2 )

QO,m(f) =

s chybou

%Mﬁz/ﬂ@m—%MH

Umluva 1. Déle pro piehlednost oznacujme bod a:éj ) jako ¢;.

Pro slozené lichobéznikové pravidlo plati, ze

m 2

Ql,m(f) _ b—a Z f(i[]) + f(xj+1)

a chyba je dana ve tvaru

b
&Mﬁz/ﬂ@m—@Mﬁ

Nyn{ jiz uved me Vétu @, ktera predstavuje prvni a zaroven nejcastéjsi pomer,
jaky lze mezi chybami slozeného obdélnikového a lichobéznikového pravidla ob-
jevit.
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Véta 6. Necht f € C*{a,b) a necht f'(a) # f'(b). Pak plati

. ROm(f) - 1
P R T E -

Dukaz: viz [9], str. 282.
Pro dukaz této véty je stézejni nasledujici lemma, které popisuje chyby slo-
zeného obdélnikového a lichobéznikového pravidla. Chyby jsou zde vyjadieny

v tvarech lehce odlisnych od téch, jez byly predstaveny v predchazejici kapitole.

Tento tvar chyb slozenych kvadraturnich formuli muzeme nalézt v postupu jejich
odvozeni, viz a .

Lemma 1. Necht f € C*(a,b) an € N. Pak

i) existuji body n; € (xj,xj41) takové, Ze

ii) existuji body &; € (xj,xj41) takové, Ze

Ru(f) = -9 Zf” &).

12m3
Diukaz: viz [9], str. 279-281.

Nyni si tvrzeni z Véty |§| ukazme na ptikladech. Cely postup provedeme

na zakladé nasledujicich kroku:
1. Vybereme funkci f(z) splitujici predpoklad spojitosti, tedy f € C?*{a,b)

2. Ovétime, ze tato funkce splnuje i predpoklad na nerovnost prvnich derivaci

v krajnich bodech intervalu (a,b), tedy f'(a) # f'(b)
3. Vypocitame skute¢nou (pfesnou) hodnotu zvoleného integralu I(f)

4. Vypocitame hodnoty kvadraturnich formuli @, ,,,(f) pron = 0,1 a m =
1,...,100, a to za pomoci skriptu z predchazejici kapitoly
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5. Vypocitame chyby R, ..(f) = I(f) — Qum(f), tedy vyéislime rozdil mezi
skuteénou (presnou) hodnotou integralu I(f) a jeho pfibliznou hodnotou

Qum(f)pron=01Tam=1,...,100

RO,m(f)
Rl,m(f)

6. Vypocitame podily mezi chybami prodané m =1,...,100

7. Tyto podily vykreslime do grafu zpracovaného v programu Power Bl

Poznamka 9. Je tieba poznamenat, Ze vSechny pouzité funkce byly vybrany
s ohledem na to, aby existovala jejich primitivni funkce. Pokud bychom vyuzivali
funkce definované pouze nékolika diskrétnimi body a jejich funkénimi hodnotami
nebo funkce s neexistujici primitivni funkei (tj. ze tuto primitivni funkci neumime
analyticky vyjadrit), pro které je numerické integrovani z velké ¢asti urceno,

nebylo by mozné ukazat zadné z uvedenych tvrzeni.

Piiklad 4. Nejprve tvrzeni ukazme na integrélu, ktery byl v ¢lanku [9]

pouzit jako ilustracni. Grafické vyjadieni tohoto integralu muzeme vidét na Ob-

razku [16]
|
I = .
f) / e
1
5 5

Obrazek 16: Vykreslen{ urcitého integralu I(f) z Piikladu 4.

Jako prvni ovéime predpoklad nerovnosti f'(a) # f/(b). Derivace funkce f(z) je

dana ve tvaru
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pricemz
f/(=5)=767902-10° a  f'(5) = —7.67902-107°,

Jak je vidét, hodnoty prvnich derivaci se v krajnich bodech intervalu nerovnaji,
diky ¢emuz je splnén pozadovany piedpoklad. Déle uvedme vypocet piesné hod-

noty urcitého integralu I(f).

528+ 1

I(f):/5 ! dx:[%(\/gln(x2+\/§x+1)—\/§ln(:1:2—\/§x+1)—|—

5
= 2.09427.

-5

+darctg(z) — 2arctg(V/3 — 2x) + 2arctg(v/3 + 2:E>

V Tabulce 4| mitzeme vidét hodnoty chyb Rom(f), Rim(f) a jejich podily Zom()

Rl,m(f)
pro vybrana m = 1,10,20,...,100. Obrazek zobrazuje podily chyb obdél-
nikového a lichobéznikového pravidla g‘;:g; prom = 1,...,100. V grafu jsou

m Ron(f) Rin(f) il
1 -7.90573 2.09363 -3.77609

10 || -4.58628-1072 | 6.02060-1072 || -7.61765-10~"
20 | -7.16141-1073 | 7.17159-1073 | -9.98581-10~*
30 || -3.07843-107* | 3.08500-10~* || -9.97871-10~!
40 || -4.68786-107% | 5.08757-107% | -9.21434-10!
20 7.12767-1078 | 1.84595-1077 | 3.86124-107!
60 || -1.50621-10~7 | 3.28330-1077 | -4.58749-10~"
70 | -1.29488-107" | 2.60059-10~" | -4.97918-107*
80 || -9.98816-107% | 1.99854-10~7 | -4.99772-10~"
90 || -7.89401-107® | 1.57933-1077 | -4.99832-10~"
100 || -6.39502-107% | 1.27936-1077 || -4.99861-10~!

Tabulka 4: Vybrané hodnoty chyb R, (f), Ri,(f) a jejich podily g?:g;;

36



0,5
0,0 a

-0,5 =eesmmsesessmsssasssssssssssssssessssasasenes .-

0 20 40 60 80 100

Obrézek 17: Vykresleni podilu chyb pii numerickém vypoctu integralu I(f).

na horizontalni ose umistény hodnoty m a na vertikalni ose pozadované podily.
Muzeme vidét, ze v piipadé tohoto integralu nedoslo k ustaleni podilu mezi chy-
bami okamzité. Pro mala m kolisd podil chyb v rozmezi hodnot —4 a 0.5, nasleduje
ustaleni na hodnoté —1, po kterém opét dochézi k vyznaénému kolisani. Ke
konectnému ustdleni na hodnoté —% dochéazi priblizné az od m = 60. Z toho

duvodu, ze v Tabulce 4| nemuzeme vidét hodnoty odpovidajici zobrazenému

m|  Ryu.(f) Rim(f) il

1 -7.90573 2.09363 -3.77609

2 2.05347 -2.90605 -7.06620-10~*
3 -1.24392 1.79688 -6.92269-10~1
4 1.05398 -4.26289-10~! -2.47246

5 3.17523-1072 8.86597-102 3.58137-107!
6 -4.17037-107" | 2.76478-10~! -1.50839

7 3.59236-10~! | -4.58581-10~! || -7.83363-10~*
8 -3.24382.1071 | 3.13847-107! -1.03357

9 1.91792-107% | -1.69084-107! -1.13430
10 || -4.58628-1072 | 6.02060-10~2 -7.61765-1071

Tabulka 5: Dopliujici hodnoty chyb Ry ,.(f), Rim(f) a jejich podily
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kolisani, si zde uvedeme i Tabulku 5] ve které se pokusime za pomoci dalsich
hodnot zobrazit alespon pocatecni kolisani. Tyto hodnoty muzeme snadno po-

rovnat s Obrazkem [171

Priklad 5. Jako dalsi byl vybran integral ze sbirky [5] a jeho grafické zndzornéni
muzeme vidét na Obrézku [I8 Nynf jiz ovéfeni predpokladu tykajictho se nerov-
nosti prvnich derivaci v krajnich bodech intervalu (a,b) ponechdme na ¢tenari a

budeme pokracovat vypoctem ptesné hodnoty urcitého integralu.

I(f) = /_ﬂ [x2 sin(5x) 4 cos (g) + tg?’(a:)] dr = [(%5 — %2> cos(bz) +

1 T 2z §
— in| - — si = 2.05212
3 cos?(z) + 3sin <3> + 5 sm(5x)] 05

_r
3

wl

+1In(cos(z)) +

w|A

wl|A

//i
/

Obrazek 18: Vykreslen{ urcitého integralu I(f) z Piikladu 5.

V Tabulce |§| jsou uvedeny hodnoty chyb Ry, (f), Rim(f) a jejich podily Bo.m(f)

Rl,m(f)
pro vybrand m = 1,10,20,...,100. Na Obrdzku [19] mtuZeme vidét podily chyb
g?:g; prom = 1,...,100. Na horizontalni ose jsou opét umistény hodnoty m a

na vertikalni ose podily chyb g?:gg V grafu muzeme v porovnani s predchozim
prikladem velmi nazorneé vidét, ze zpusob, jakym se podil ptiblizuje k hodnoté —%,
muze byt pripad od ptipadu velmi odlisny. Zde se podil na pozadované hodnoté
ustaluje témeér okamzité a nedochazi k zadnému kolisani. K totoznému zjisténi
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Ro,m

m Rom(f) Rim(f) ot

1 -4.22742-1072 | 8.40332-107% || -5.03066-10~"
10 -4.16800-10~* | 8.33550-10~* || -5.00030-10~*
20 -1.04189-10~* | 2.08375-10~* || -5.00008-10~*
30 -4.63053-107° | 9.26100-10~° || -5.00003-10~*
40 -2.60466-107° | 5.20929-10~° || -5.00002-10~*
50 -1.66697-107° | 3.33394-10~° || -5.00001-10~*
60 -1.15762-107° | 2.31523-10~° || -5.00001-10~*
70 -8.50495-1076 | 1.70099-10~° | -5.00001-10~*
80 -6.51160-1076 | 1.30232-10° | -5.00000-10~*
90 -5.14496-107% | 1.02899-10~° || -5.00000-10~*
100 || -4.16742-107% | 8.33483-107% | -5.00000-10~*

Tabulka 6: Vybrané hodnoty chyb Ro . (f), Ri,(f) a jejich podily

RO,m(f)
Rl,'m(f) ’

muzeme dojit i za pomoci Tabulky ] Pokud se zaméffme na sloupce Ry, (f) a

Ry . (f), muzeme i bez vyuziti idaju z posledniho sloupce vidét, ze hodnota chyby

slozeného lichobéznikového pravidla je v absolutni hodnoté pokazdé priblizné

dvojnésobnéa oproti chybé pravidla obdélnikového.

-0,498

-0,500 --'W

-0,502

-0,504
0

20

60

80

100

Obrazek 19: Vykresleni podilu chyb pii numerickém vypoctu integralu I(f).
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Piiklad 6. Tento integral byl vybrén ze sbirky [B] a jeho grafické zndzornéni
muzeme vidét na Obrézku 20} Ovéfen{ predpokladu ve tvaru f'(a) # f'(b) opét

ponechame na Ctenari.

1

1= /0 (x+1)vVaz+1

:[E

dr =

! (ln(l ) —In(l-z+ \/Em))

3
4

0

0
Obrazek 20: Vykreslen{ urcitého integrélu I(f) z Ptikladu 6.

Y

0.75

Ro,m

m | Rou(f) Rim(f) e

1 1.18255-1072 | -2.38781-1072 || -4.95242-107!
10 1.21626-107* | -2.43334-10~* || -4.99830-10~*
20 3.04244-107° | -6.08540-107° | -4.99957-10~!
30 1.35235-107° | -2.70480-107° || -4.99981-10~*
40 7.60724-107% | -1.52148-107° | -4.99989-10~!
50 4.86872-107¢ | -9.73758-107° | -4.99993-10~1
60 3.38109-107% | -6.76224-107° | -4.99995-10~!
70 2.48408-107% | -4.96820-107% | -4.99997-10~!
80 1.90188-1076 | -3.80378-107¢ | -4.99997-10!
90 1.50273-1076 | -3.00546-107¢ | -4.99998-10!
100 || 1.21721-1076 | -2.43443-107% | -4.99998-10~*

Tabulka 7: Vybrané hodnoty chyb R, (f), Ri,(f) a jejich podily

40

= 0.52255.

RO,M(f)
Rl,m(f) ’




V Tabulce EI muzeme vidét hodnoty chyb R, (f), Ri.m(f) a jejich podily Bo.m (/)

Rl,m(f)

brand m = 1,10,20, ..., 100. Obrazek [21] zobrazuje podily chyb 2=

pro vybrand m = 1,10,20,...,100. Obréaze zobrazuje podily chyb 7
prom = 1,...,100. V grafu jsou na horizontalni ose umistény hodnoty m a na

vertikalni ose pozadované podily. V tomto pripadé muzeme vidét, ze znovu doslo
k témeér okamzitému ustdleni poméru na hodnoté —%. Nyni se ovsem hodnoty
blizily k pozadovanému pomeéru shora a o néco pomaleji nez v predchozim pripadé,
tzn. ze se hodnoty podilu k pozadované hodnoté tésnéji priblizily az zhruba um =

20. Ke stejnému zdvéru muzeme dojit i za pomoci idaju z Tabulky [7]

-0,495
L

0 20 40 60 80 100

Obrézek 21: Vykresleni podilu chyb pii numerickém vypoctu integralu I(f).

Dalsi pomér, ktery muzeme mezi chybami slozeného obdélnikového a licho-
béznikového pravidla nalézt, je pii splnénych predpokladech nasledujici:
Véta 7. Nechl f € C¥a,b), f'(a)= f'(b) a necht f"(a) # f"(b). Pak plati

. ROm(f) _ Z

Dukaz: viz [9], str. 282.

Pro dukaz této véty je opét nezbytné uvést Lemma popisujici chyby slozenych
formuli. Toto Lemma si zde uvedeme i s dukazem, ktery byl v élanku ponechan

na ¢tendri. Postup tohoto dukazu je analogicky jako v piipadé Lemmatu [T}
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Lemma 2. Necht f € C*{(a,b) an € N. Pak

i) existujl body T; € (xj,x,41) takové, Ze

R B b—a3m1 " (b—a)® (4
om(f) = s Zf )+ 60 32m52f (73),

]7

ii) existuji body o; € (xj,xj41) takové, Ze

b — CL " - a)B — (4)
Rim(f) = — 1om3 Z [ (ej) = m Z [P (o). (15)
: g

Diikaz. Cést prvni — nejdifve vyjadieme pocitanou chybu Ry (f) za pomoci

funkei

G = [ T f0)dt - 22£(c))

T

s nimiz muzeme chybu slozeného obdélnikového pravidla vyjadrit jako
Tj4+1 b m—1
[ =36 (16)

i j=
Dale bude nasim cilem vyjadiit G (2—a) pomoci ¢tvrtych derivaci funkce f(x).
m

RO,m(f) = Z_ [

J=0

Postup je snadny: funkce G;(x) nejdiive ¢tyfikrat zderivujeme, ziskané ctvrté

derivace odhadneme pomoci ¢isel

m; = min fY(t), M; = max f9(),

j
te(z;,2j41) te(z;, T 41)

a potom tyto odhady ¢tyfikrat zintegrujeme. Protoze derivace funkce G;(x) jsou

dany ve tvaru

Gi(x) = flej+ o) + fej — x) — 2f(cj),
Gi(x) = f(cj +2) = f(¢ — w),
G'(@) = ["(cj + ) + ["(¢; — x),

G (@) = 1"+ ) = ["(¢; — ),
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existuji diky Lagrangeové vété o stiedni hodnoté ke kazdému x € (0,%2) éisla

2m

Tu; € (¢j — ,¢; + x) tak, ze plati

G (2) = 220 fD(1,,).

J

A to proto, ze f* (7, ;) mizeme vyjadiit jako

f(4) (Ta5)

potom tedy

_ e+ a) = e —x) et a) = e —x)

(¢j+x) — (¢; — ) 21 ’

GP(@) = f"(¢cj + ) — f"(c; — x) = 20D (7, ).

b—a

Odtud dostaneme, ze pro kazdé x € (0, 2-2) je

2m

2mjz < G§4) () < 2M;x.

A nyni tyto nerovnosti ctytikrat zintegrujme, a to nejdiive tiikrat pres interval

(0, z):

mja® = / 2mt dt < / GOty dt = G(x) — GY'(0) = GY'(x) — 2" (¢;) <
0 0

4
mja:

12

S / 2th dt = Mjl’Q,
0

= /x m;t* dt < /93 G(t) = 2f"(cj) dt = G'f(x) — G(0) =2f"(c;j)x <
0 0

:/Om

m
3

0

x M 3
g/ Mt dt = =32
0 3

i dt < /90 GI(t) = 2f" ()t dt = Gy(x) — G(0) = f"(¢;)a* <
0

0

T N f.43 d
S/ M;t g — M;x 7
o 3 12
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a potom pres interval (0, b{—ﬂf)

5 ba .
m; [(b—a :/2m m;t dt <
12-5\ 2m 0 12

b—a

3
o h— "e. h—
<[ "G - f”(cj>t2dt=Gj< “)—Gj<o>——f ““(—“) <
0 2m N—— 3
e M M (b—a\
< | AL g D270
.12 12-5\ 2m

Odkud ziskame nerovnosti
b—a b—a 3f”(c-)
. _ i
G] 2 m 24
< M;

m
JS 5 = g
b—a
m

Ze spojitosti f®(x) na intervalech (x;, ;1) plyne existence &isel 7; € (2,741

60 - 32

splnujicich vztahy

b—a b—a 3f”(cj)
osfo(5) () 5]
f(4)(7-j>: 5 .
()

h—
Pokud si z piedchoziho vztahu vyjadiime G; ( 5 a) , ziskdme
m

(b=a) _ b= a)  (b—a)P,
GJ( om ) = ") 50 3ams + amme 1 (@)

Pokud praveé uvedeny vyraz dosadime do vztahu , ziskdme

m—1 b—a b—a3m1 ,/ b_a5m1
Rom(f :ZGJ ~ Toum? Zf * 60 32m5zf (73),

Jj=
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diky ¢emuz je tato ¢ast dukazu kompletni.

Pro dokazani druhé c¢asti lemmatu budeme postupovat podobné — definujme

funkce

Fi(z) = / " H@) dt - 2(f(e; — 2) + fle; + 7)),

j—X

tj.

[ - e oz n e

m 2

m—1

S (t)
: 2m
7=0

(17)

a protoze pro kazdé = € (0, Z’Q’—m“> jsou derivace dany v téchto tvarech
Fi(x) = —a(f'(e; + o) — f(e; — ),

Fil(x) = =(f'(¢; + =) = ['(¢; = x)) = x(f"(¢; + 2) + ["(¢; — x)),
FI'(a) = =2(1"(e; +2) + f"(es = 2) — (/" (65 + 1) = (e — ),
F (@) = =3("(c; + 2) = ["(c; —2)) — a(fD(e; + @) + [P (e — @),
existuji diky spojitosti f()(z) a Lagrangeové vété o stiedni hodnoté body 52,55 ta

a k,; v intervalech (¢; — x,¢; + ) C (xj,x41) takové, ze

FY(2) = =322 W (s,;) — 20D (t,;) = =82 D (ky ;).

J

a proto

—8m,x < G§4) (x) < —8M,x.

Tyto odhady stéjné jako v prvni ¢asti zintegrujeme, nejdrive tiikrat pres interval

(0, z):

,IQ

—Sij = / —8m;tdt < / Fj(4)(t) dt = Fj"(x) — Fj"(0) = F}"(x) + 4f"(¢;) <
0 0

2

g/ —8M;tdt = —8M;—,
; 2
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_4mjx— = /0 —dmt* dt < /0 F"(t) +4f"(c;) dt = F(x) — F}'(0) +4f"(¢j)z <
=0

.TS

< / —AMt* dt = —4AM;—,
0 3

4 ‘T4 ¢ t? ¢ " " / / 1" z”
0 0 ~—~—
=0
T t3 4 4
g/ —AM; = dt = —= M~
o 3 37774

a nakonec pres interval (0, b;_ma>

b—a 3
2m b—a 2({b—a
2
S/0 Fi(t) +2f"(c;)t" dt = F; (W) - Fj(0)+§ <m> f(ej) <
=0
M M (b—a)
2m . . —
< —/ Tipgr= 2270
.3 15 \ 2m
b—a b—a 3f”(c-)
. ]
E; 2m + m 12
< = < M..
b—a
m

Ze spojitosti f)(x) na intervalech (z;, ;1) plyne existence &fsel o; € (x;,7j41)

b—a b—a 3f”(cj)
o) () "

Odtud plyne, ze

(—15) - 32

splnujicich vztahy




A k dokoncen{ dukazu staci dosadit

b—a (b—a)®> (b—a)
‘ — | f@ (. "
Fj( 2m ) [f (%3) 15 3oms + 12 (@)
do vztahu ((17)

Rmm=§ﬁ%§j>:{%£% 190, = LS )

]

Nyni muzeme i tvrzeni Z Vétymukézat na prikladech. Postupovat budeme
analogicky jako v pripadé tvrzeni . V tomto pripadé budeme ovsem ovérovat
predpoklady Véty [7 které muzeme vyjadiit ve tvaru f'(a) = f/(b) a f"(a) #
7(6).

Priklad 7. Jako prvnf opét uved me ilustracni integral z ¢lanku [9], jehoz grafické

znazornéni muzeme vidét na Obrazku 22

-,

2
1 T
ﬂ+1+@a>]“

-10 10
Obrazek 22: Vykreslenf urcitého integralu I(f) z Piikladu 7.

Stejné jako u predchdzejiciho tvrzeni zacnéme ovéfenim predpokladu Véty [7]

které jsou pro tento piiklad dany ve tvaru f'(—10) = f/(10) a f""(—10) # f(10).
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Nejprve uvedme prvni derivaci funkce f(z)

o 2 2
f(z) _x<10201 - (1+x2)2>’

ze které plyne, ze

f(=10)=0 a  f(10)=0,

tzn. ze zkoumané hodnoty jsou si rovny, a tudiz je splnén prvni z ovérovanych

predpokladii. Déle uvedme tfet{ derivaci funkce f(x)

24z (2? — 1)

f///(x) = (1 —|—:)32)4 s

diky které muzeme ukéazat, ze
F7(—10) =2.28329-107%  a  f"(10) = —2.28329 - 10~*

maji opacna znaménka, a tudiz se nerovnaji. Timto krokem jsme tspésné oveérili
i druhy z predpokladu. Proto muzeme pokracovat dalsim krokem, kterym je

vypocet presné hodnoty urcitého integralu I(f):

="

V Tabulce [§ muzeme stejné jako v prechazejicich prikladech vidét hodnoty chyb

Rom(f), Rim(f) a jejich podily 2(1)283 pro vybrand m = 1,10, 20,...,100. Na

Obrézku 23] muzeme vidét podily chyb obdélnikového a lichobéznikového pravidla

RO,m(f)
Rl,m(f)

na vertikalni ose pozadované podily. Z tohoto grafu muzeme vidét, ze po prvotnim

RO,m(f)
Rl,m(f)

ustdlila na hodnoté —1 a az po lehkém zakolisani v okoli hodnoty m = 70 se

2 10
1 3
yEa] + (131) ] dr = [30:203 + arctg(x)] = 3.00761.

—10

prom = 1,...,100. V grafu jsou na horizontalni ose umistény hodnoty m a

symetrickém kolisani se hodnota podilu chyb na pomérné dlouhou dobu
podil ustélil na ndmi ocekavané hodnoté —g. Tento proménlivy prubéh muzeme
pozorovat i v Tabulce [§] kterd ndm ovsem vybrané hodnoty zobrazuje presnéji

nez jak je jsme schopni odhadnout z pravé popsaného grafu.

48



m Rom(f) Rim(f) e

1 -16.99239 2.61353 -6.50170
10 2.60282-107! -2.83794-10~" || -9.17151-10!
20 1.17122-1072 | -1.17561-1072 | -9.96266-10~!
30 5.07118-10~* | -5.07216-10~* || -9.99808-10~*
40 2.19462-107° | -2.19513-107° || -9.99767-10~*
50 9.61077-1077 | -9.63106-10~" || -9.97893-10~!
60 4.77644-107% | -4.87430-107% || -9.79923-10~!
70 5.46421-107° | -5.99245-107° | -9.11849-107!
80 2.24323-107° | -2.55288-1077 || -8.78706-10~!
90 1.35617-1072 | -1.54948-107° | -8.75242-10!
100 || 8.87820-10710 | -1.01466-10 || -8.74993-10~*

Tabulka 8: Vybrané hodnoty chyb Ro . (f), Ri,(f) a jejich podily Rom(f)
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Obrézek 23: Vykresleni podilu chyb pii numerickém vypoctu integralu I(f).

Priklad 8. Dale ukazme tvrzeni i na dalsim integralu, jehoz grafické zna-
zornéni muzeme vidét na Obrézku 24 Nynf jiz ovéteni predpokladu f/'(a) = f(b)

a f"(a) # f"(b) ponechdme z duvodu jejich triviality na ¢tenéfi.

— zcos(x) + 2sin(x)

I(f) = /02 (xsin(z) 4 cos(x)) dz =
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Obrazek 24: Vykresleni urcitého integrélu I(f) z Piikladu 8.

Tabulka @ opét zobrazuje hodnoty chyb Rom(f), Rim(f) a jejich podily o)

Rlﬁm(f)
pro m = 1,10,20,...,100. Na Obrazku muzeme vidét podily chyb gi’:g;

prom = 1,...,100. V grafu jsou na horizontalni ose umistény hodnoty m a na

vertikalni ose pozadované podily. Na rozdil od predchazejiciho prikladu si mtuzeme
vsimnout velmi zna¢ného rozdilu v tom, jakym zpusobem se hodnoty podilu chyb
% blizi k nami ocekavané hodnoté. Zde se pomér blizi k hodnoté —g zdola
a velmi rychle se ustaluje. Tento zavér muzeme samoziejmé vyvodit i z Tabulky

9} kterd ve svém poslednim sloupci uvadi vy¢islené hodnoty zkoumanych podilu.

m Rom(f) Rim(f) pon )

1 1.69212-10~2 -1.90987-10~2 -8.85988-10~*
10 1.48167-107° -1.69312-1076 -8.75110-10!
20 9.25138-1078 -1.05727-10 " -8.75028-10!
30 1.82710-10~8 -2.08809-10~8 -8.75013-10!
40 5.78070-107° -6.60646-107° -8.75007-1071
50 2.36771-107° -2.70593-107° -8.75008-1071
60 1.14182-107° -1.30492-10~° -8.75011-10*
70 6.16320-1071° | -7.04360-10~1° || -8.75007-10~!
80 3.61280-1071° | -4.12880-1071° || -8.75024-10~*
90 2.25540-1071% | -2.57750-1071° | -8.75035-10~*
100 || 1.47980-10' | -1.69110-10710 || -8.75052-10~!

Tabulka 9: Vybrané hodnoty chyb R, (f), Ri,(f) a jejich podily g?:g;;
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Obrézek 25: Vykresleni podilu chyb pii numerickém vypoctu integralu I(f).

Priklad 9. Jako posledni si uvedeme integrél, jehoz grafické znazornéni muzeme
vidét na Obrazku Ovéreni pozadovanych predpokladu opét ponechdvame
Ctendri.

3

3 2
I(f):/ <—arctg(3—2x2)—%3>dx: [—%—xarctg@—?xz)—

-3

3
1
—52' (\/ —6 — 27 arctg <L> — V=06 + 2¢ arctg <L>>]

+ 3 —3

= 1.82067.

Obrazek 26: Vykreslen{ urcitého integralu I(f) z Piikladu 9.

51



Ro,m

m Rom(f) Rim(f) ot

1 9.31495 -6.72682 -1.38475
10 -5.48340-1072 | 6.83880-107% || -8.01807-10~!
20 -6.64821-1073 | 6.77700-10~% || -9.80996-10~*
30 -6.87389-10~* | 6.88124-10~* || -9.98931-10~!
40 -6.43778-107° | 6.43941-10~° || -9.99747-10~!
50 -5.31539-107% | 5.32367-107% || -9.98444-10~!
60 -3.63612:10~7 | 3.67679-10~7 | -9.88940-10*
70 -2.34147-107% | 2.56110-107% | -9.14246-10*
80 -6.85908-107% | 8.14656-107° | -8.41960-10~*
90 -5.11056-107° | 5.91435-107% || -8.64095-10~"
100 || -3.61358-107° | 4.14097-107° | -8.72641-10~*

Tabulka 10: Vybrané hodnoty chyb Ro,(f), Ri.n.(f) a jejich podily

RO,m(f)

R,

m(f)"

V Tabulce |10|muzeme vidét hodnoty chyb Ry . (f), Rim(f) a jejich podily =%

pro vybrana m = 1,10,20,...,100. Obréazek zobrazuje podily chyb

pro m = 1,...,100. V grafu jsou na horizontdlni ose umistény hodnoty m a

na vertikalni ose pozadované podily. Z grafu muzeme vidét, ze v piipadé tohoto

integralu nedoslo k ustéleni podilu mezi chybami okamzité. Z pocatku kolisa podil

0,0

-05 @

o ® e

......... LSRR SRR NS .

-1,0 L] "Wﬂ:’.
o ® °

15 o o0
-2,0 ®
-2,5
30 o
3,5

0 40 60 80

100

Obrazek 27: Vykresleni podilu chyb pii numerickém vypoctu integralu I(f).
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chyb az v rozmezi hodnot —3 a —0.5, nésleduje ustaleni na hodnoté —1, po kterém
opét dochazi k pomérné dlouhému kolisani. Ke koneé¢nému ustaleni na hodnoté
—% dochézi priblizné az od m = 85. Stejné jako v pripadé Prikladu 4 nemuzeme
z Tabulky [10]zjistit takové mnozstvi informaci, jaké ndm poskytuje pravé popsany
graf. Proto zde uvedeme i Tabulku [11] kterd popisuje chyby Rou(f), Rim(f) a

podily g?’mgg pro m pokryvajici poc¢atek prvniho a nejvyraznéjsiho kolisani.

m|  Ron(f) Rim(f) o))
1 9.31495 -6.72682 -1.38475
2 -3.95662 1.29406 -3.05752
3 -1.03325 2.14850 -4.80915-10~1
4 9.18457-107! -1.33128 -6.89906-10~1
5 2.69574-1071 | -1.32798-10~! -2.02996
6 -5.41306-10~* | 5.57627-107* -9.70732-10~1
7 1.02944-10~ | -1.59582-10~" || -6.45087-10!
8 2.53564-10~1 | -2.06411-107! -1.22845
9 -1.67970-10~* 1.38575-1071 -1.21212
10 || -5.48340-1072 | 6.83880-1072 -8.01807-10~*

Tabulka 11: Dopliujici hodnoty chyb Ro . (f), RBi..(f) a jejich podily g?’mg;.

Na zékladé kratké zminky v ¢lanku [9], kterd poukazuje na fakt, ze existuji i
dalsi poméry mezi chybami slozeného obdélnikového a lichobéznikového pravidla,
31 _ 127

a to ve tvarech —2=, —==f

%) — 15 - - » S€ nyni zabyvejme nasledujicimi otéazkami:

e Jaké predpoklady musi spliovat funkce f(x), aby bylo mozné dokazat dalsi

limitni poméry?

e Je mozné tvar, v jakém jsou vSechny dosud uvedené poméry definovany,

zobecnit? Pokud ano, tak jak?

Zacénéme prvni otazkou. Pii tvorbé nasledujicich tvrzeni budeme vychazet z po-

znatku, které jsme ziskali diky Véte[6la Véte[7] Pokud se zameéiime na predpoklady
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uvedené v téchto dvou Vétach, zda se byt ziejmé, Ze nasledujici dva pomeéry bu-

dou popsany i s predpoklady takto:

Necht f(z) € C%a,b) a necht f(a) = f(b), f"(a) = f"(b), fO(a) # FO(b),
potom plati, ze

1
lim Bom(f) _ 3

m—=oo Rim(f) 32 (18)

Necht f(x) € C®a,b) a necht f(a) = f(b), f"(a) = f"(b), f(s)(a) = f(5)(b)7
fO(a) # fT(b), potom plati, ze

lim Rom(f) = —ﬁ
mooo Ry p(f) 128"

(19)

Tvary obou téchto limitnich pomeéru je samoziejmé mozné dokézat, a to ana-
logicky jako v ptipadé Vét[f|a[7] Tyto dukazy ale vzhledem k omezenému rozsahu
této prace nebudou uvedeny.

Obdobnym zpusobem bychom v odvozovani mohli pokracovat prakticky do-
nekonecna. Déle se proto zabyvejme otazkou druhou. Jak z vySe zminénych Vét,
tak z pravé odvozenych tvrzeni muzeme vidét, ze mezi tvary, v jakych jsou uve-
deny jednotlivé limitni poméry chyb, existuji vcelku oc¢ividné vztahy. Diky tomuto
zjisténi je mozné opravnéné predpokladat, ze je tyto vztahy mozné zobecnit.
Pokusme se tedy nyni uvést samotné zobecnéné tvrzeni o limitnich pomérech

mezi chybami slozeného obdélnikového a lichobéznikového pravidla, a to ve tvaru

Dusledku:

Ditsledek 1. Necht s € S, S = {2n+1 | n € Ny}. Necht f(z) € CE+Y{a,b)
a necht f#(a) = f@(b) pro viechna z = 1,3,5,7,...,5 — 2 a necht f¥(a) #
f(s)(b). Potom plati, ze
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Déle stejné jako v predchazejicich piipadech ukazme tvrzeni a tvrzeni
(19) na prikladech. Budeme postupovat analogickym zpusobem jako u piikladu
predeslych, diky kterym byly ukézény limitn{ poméry uvedené ve Vétéch [6] a [7]

Piiklad 10. Jako prvni uvedme integral, na kterém se pokusime ukézat tvrzeni
a zaroven budeme demonstrovat fakt, ze s rostoucim s z pravé uvedeného
Dusledku [I] dochézi k jevu, se kterym jsme se u predchazejicich prikladu, ve
kterych byly podily chyb také prezentovany pro body m = 1,...,100, nesetkali.

Grafické zndzornén{ integralu muzeme vidét na Obrazku [28

I(f):/o2 [—3(308@)—acsim(x)—zi dx

™

ol

Obrazek 28: Vykresleni urcitého integrélu I(f) z Piikladu 10.

Ovéteni spojitosti ponechme na ¢tenari a zacnéme ovérenim predpokladu tyka-
jicich se hodnot vybranych derivaci v krajnich bodech intervalu (a,b). Nejprve

uvedme prvni derivaci funkce f(x)

f'(z) = 2sin(z) — x cos(x) — 4%,

ze které plyne, ze



tzn. ze zkoumané hodnoty jsou si rovny, a je splnén prvni z predpokladu. Dale

uvedme tieti derivaci funkce f(x)
1" (x) = xcos(x),
diky které muzeme ukézat, ze

T

fl//(o) — 0 a f/// <§> — 07
hodnoty jsou si opét rovny, proto pokracujme patou derivaci funkce f(x) ve tvaru
O (x) = —2sin(z) — x cos(x),

diky které muzeme ukézat, ze

Vidime, ze se tyto dvé hodnoty nerovnaji, a tudiz jsme tspésné splnili predpoklady
pro limitni pomér ve tvaru —%. Pokracujme tedy vypoctem piesné hodnoty

urcitého integralu I(f)

™

I(f) = /02 [—3COS(.CE) — xsin(z) — Qi] dx =

(VB

= [— 4sin(x) +  cos(z) — 23_:(;] = —4.82247.
0
Dale jiz muzeme uvést Tabulku[12] ve které si muzeme na prvni pohled v§imnout
hned nékolika véci. Jednou z nich je skutecnost, ze jsme v porovnani s kterymkoli
z predchozich prikladu dosahli o nékolik fadu mensich chyb, a to pro vSechna m
kromé m = 1. Tento stav by nas mél obecné tésit, protoze cilem numerického
integrovani je snaha o co nejtésnéjsi priblizeni k presné hodnoté integralu I(f).
Takového priblizeni postupné dosahujeme v prubéhu celé kapitoly, a to praveé diky

zvysujicim se pozadavkum na predpoklady, respektive s rostoucim s. Nicméné
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Ro,m
m RO,m(f) Rl,m(f) R(lhmgjcc;

1 -1.09653-103 1.12856-103 -9.71621-107!
10 -9.63669-10719 | 9.94727-10~1° | -9.68778-107!
20 -1.50431-10~'* | 1.55280-10~ | -9.68770-10~!
30 -1.32072-107'2 | 1.36247-107'2 | -9.69361-10~!
40 -2.35367-10713 | 2.42473-1071 | -9.70696-10~!
o0 -6.39488-1071* | 6.48370-10~'* || -9.86301-107!
60 -1.95399-10~14 | 2.22045-10~'* || -8.80000-10~!
70 -7.10543-107* | 7.10543-1071° -1
80 -3.55271-10~*% | 3.55271-1071° -1
90 -3.55271-10~" | 1.77636-10~15 -2
100 | -1.77636-10715 0 —00

Tabulka 12: Vybrané hodnoty chyb Ro,.(f), Ri.n.(f) a jejich podily Zg’mgg.

nasim soucasnym cilem je to, abychom na ptikladech ukézali, Ze pomér mezi
chybami konverguje k predem urcené hodnoté, nyni k —%. Tim se dostavame
k poslednimu sloupci Tabulky [12] Muzeme vidét, ze se pomér chyb zpocatku
chova tak, jak bychom dle pfedchozich zkusenosti ocekavali, avsak uz od radku

obsahujictho hodnoty pro m = 50 je zfejmé, Ze se pozorované podily postupné

0,0 ® ®

0 20 40 60 80 100

Obrazek 29: Vykresleni podilu chyb pii numerickém vypoctu integralu I(f).
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vzdaluji. Mnohem snéaze, a zaroven podrobnéji muzeme tuto situaci pozorovat
na Obrazku Jako vzdy jsou na horizontalni ose umistény hodnoty m a na
RO,m(f)

vertikalni ose podily R

Smyslem predeslého durazu na velmi malé chyby, kterych bylo préaveé v prubéhu
tohoto ptrikladu dosazeno, je fakt, Ze jsme se vlastné poprvé priblizili k hrani¢nim
moznostem Matlabu. Tato skutecnost je nejpravdépodobnéjsi pricinou oscilace
vykreslené na Obrazku V réamci dalsiho piikladu se pokusime ukazat, ze po-
kud budeme funkci f(x) integrovat pres delsi interval (a, b), muzeme popisovanou
oscilaci oddalit. Presnéji feceno, budeme mit moznost ukazat konvergenci pozo-

rovanych podilu az po podstatné vétsi m.

Priklad 11. Pro efektivnéjsi porovnani vysledku vyuzijme integral z predchazeji-
citho prikladu. Funkei f(z) nyni budeme integrovat pres devitindsobné vétsi inter-
val. Diky této zméné budeme muset stdavajici funkci lehce upravit, a to z duvodu
zachovani splnénych predpokladu. Integrél, se kterym budeme pracovat, je dan

v nasledujicim tvaru a jeho grafické znazornéni muzeme vidét na Obrazku [30}

97

I(f):/02

o N\ /\

[— 3cos(x) — xsin(x) — — | dx

Obrézek 30: Vykresleni urcitého integralu I(f) z Prikladu 11.

Ovéreni spojitosti a nyni i predpokladu na rovnosti a nerovnost hodnot derivaci

v krajnich bodech intervalu (a,b) ponechdme na ¢tenari a budeme pokracovat
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vypoctem presné hodnoty uréitého integralu I(f)

9m

I(f):/o2 [—3cos(:c')—xsin(x)—29%] dx =

9

3 2
] = —70.61983.
0

2x

= [ — 4sin(z) + x cos(x) — 57

Nyni jiz uvedme Tabulku obsahujici hodnoty chyb kvadraturnich formuli

Rom(f), Rim(f) a podily téchto chyb g?’mgg pro vybrand m. Zde muzeme

vidét, ze se diky prodlouzeni intervalu hodnoty chyb zvétsily ptiblizné na takovou

uroven, se kterou jsme se setkavali u prikladu pro pomeér —g. 7, posledniho sloupce
je jasné, ze hodnoty podili minimalné pro vybrana m konverguji k ocekavané
hodnoté. Jesté presnéjsi predstavu si muzeme vytvorit za pomoci Obrézku [31]
V grafu, ktery tento Obrazek zobrazuje, jsou na horizontalni ose umistény hod-
noty m a na vertikalni ose sledované podily. Abychom ovérili i poc¢ateéni tvrzeni
o tom, Ze jsme oscilaci neodstranili, ale pouze ji oddalili, uvedme Obrazek , ze
kterého muzeme snadno zjistit, ze i po prodlouzeni intervalu posloupnost podilu

zacne zhruba od m = 350 oscilovat.

Ro,m

m Rom(f) Rim(f) el

1 7.99955-10* 1.50445-10? 5.31724-107!
10 -5.68110-10~4 5.85030-10~* -9.71079-10~1
20 -8.20043-1076 8.45985-10~6 -9.69335-1071
30 -7.09675-10~7 7.32371-1077 -9.69010-10!
40 -1.25677-1077 1.29712-1077 -9.68896-10~1
50 -3.28695-1078 3.39266-10~% -9.68842-1071
60 -1.09941-10~® 1.13480-10~8 -9.68813-101
70 -4.35669-107° 4.49697-107° -9.68807-10~1
80 -1.95429-107° 2.01726-107° -9.68785-1071
90 -9.63652-1071% | 9.94731-1071° | -9.68756-10*
100 | -5.11974-1071° | 5.28516-10710 || -9.68702-10~!

Tabulka 13: Vybrané hodnoty chyb Ro.(f), Rin.(f) a jejich podily g?:g;;
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Obrazek 31: Vykresleni podilu chyb pii numerickém vypoctu integralu I(f).

®
2
0 o‘."
2 o2
)
0% g0 Q% f
_ o
2 ., eo "o
e o
e o
4 ®
-6
-8 o
150 200 250 300 350 400 450 500

Obrazek 32: Vykresleni dopliujicich hodnot podilu chyb pti numerickém vypoctu
integralu I(f).

Je jasné, ze po dalsim prodlouzeni intervalu (a,b) bychom ziskali vysledky
jesté lepsi, tzn. ze by se oscilace jesté vice vzdélila od sledovaného intervalu.
Vzhledem k tomu, ze by postup ptikladu pro tvrzeni byl prakticky
totozny, uvedeme si zde pouze ve zkratce, jak muze funkce spliujici potiebné
predpoklady vypadat. Nasledné pouze za pomoci grafu ukazeme, ze pro limitni
127

podil chyb ve tvaru —{5¢ oscilaci objevime jesté podstatné diive nez u zbylych

podilu a pro jeji posun musime interval prodluzovat nékolikandsobné vice nez
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v pripadé podilu —%.

Priklad 12. Nasledujici funkce je opét odvozena z té, kterou jsem vyuzili v piipadé

Prikladu 10. Ovéteni vSech predpokladu ponechame na ¢tendii.

I(f) = /02 [_g_ﬁ+x2<%+17r_2> —i—xsin(:v)—i—Scos(a:)] dr =

B [x3(240 + 5n% — 62

™

—zcos(x)+6 Sin(:c)] = 7.881609.
0

1807

3 o o
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Obrazek 33: Vykresleni dopliujicich hodnot podilu chyb pfi numerickém vypoétu
integralu I(f).

Na Obrazku muzeme vidét, ze hodnoty podilu chyb zde za¢inaji oscilovat
jiz pred m = 20. Proto se opét pokusme puvodni interval prodlouzit. Nyni ho

prodlouzime sedmnactkrat. Dalsi funkce, opét odvozena, bude vypadat takto:

| 22(48 + 28972 — 222)
(f) /0 504n + 5cos(x) + xsin(z) | do

177
2

— xcos(z) + 6sin(x)] = 20255.66818.
0

| 2°(240 + 14457% — 622
N 30607
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Obrazek 34: Vykresleni dopliiujicich hodnot podilu chyb pfi numerickém vypoctu
integrélu I(f).

7 Obrazku |34] zobrazujictho podily chyb pro m = 1,...,200 muzeme vidét, ze
jsme ani diky sedmnéactinasobnému prodlouzeni intervalu nedocilili pozadovaného

oddaleni oscilace, kterd se nyni zac¢ind projevovat priblizné od hodnoty m = 80.

S dalsim prodluzovanim bychom samoziejmé byli schopni vyraznéjsiho po-
sunu dosahnout, nicméné je tieba poznamenat, ze tento posun bude stale poma-
lejsi. Dalsim zavérem, ktery muzeme za touto kapitolou vynést, je fakt, ze v po-
slednich prikladech Tesend oscilace se bezpochyby vyskytuje i u integralu, které
byly vybrany pro Piiklady 4,...,9. To, v jakém bodé bychom dospéli k takto

malym chybam a k oscilujicim podilim, muze byt namétem dalstho zkouméni.
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3. Zobecnéni slozeného obdélnikového pravidla

V predchazejici kapitole jsme ukéazali, ze za danych podminek je slozené
obdélnikové pravidlo lepsi nez lichobéznikové. Nyni se nabizi otdzka, zda neni
mozné vylepsit i samotné slozené obdélnikové pravidlo. Proto v této kapitole uva-
zujme jeho ,zobecnéni“. Hodnoty funkce f(x) nyni nebudeme pocitat ve stiedech
intervalu ¢; = L;“, ale v bodech

b—a
C/\J‘ = $j+)\(l'j+1—l'j) :$]+)\ m s

kde A € (0,1) a5 = 0,1,...,m — 1, m € N. Na Obrazku muzeme vidét,
jak se takto nadefinovany vybér bodu c,; promitne do grafického znidzornéni
kvadraturni formule, pokud budeme parametr A postupné ménit. Na Obrazku
je vykresleno klasické slozené obdélnikové pravidlo, tedy A = %, a v ¢astech b,
¢ a d muzeme pro porovnani vidét, jak se bude tato formule ménit pro A = 0, %, %

v tomto poradi.

C

Obréazek 35: Grafické znézornéni ” zobecnéného”slozeného obdélnikového pravidla
pii ruznych hodnotach A € (0, 1).

Je zfejmé, ze se nyni budeme zabyvat kvadraturni formuli ve tvaru
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3
L

b—a

m -
J

Qom(f,A) = fleag) (20)

Il
=)

s chybou
b
Rom(f, ) i= / F@) dz — Qom(fo V).

Vypocet pravé uvedené kvadraturni formule muzeme provést v programu

Matlab za pomoci nésledujiciho skriptu:

function l=slozene_obdelnikove_pravidlo_mimo_stred(f,a,
b,m,lambda)

% slozené obdélnikové pravidlo mimo stred

% f je funkce, kterou je tfeba zadat primo do
pfikazového okna Matlabu ve tvaru anonymni funkce,
napfiklad f=0(x) sin(x)

% a,b znati hranice intervalu

% m je polet podintervalu, na ktery délime interval [a,
b]

% lambda je €islo lezici v uzavfeném intervalu [0,1]

% Ovéreni, jestli a < b
if a>=b
error ('!!!Hranice jsou opalZné nebo jsou si rovny!!!
")

end

% 0véreni, jestli je m pfirozené Tislo
if m“"=round(m) | |[m<=0

error ('!!!PoCet uzld neni pfirozené cislo!!!')
end

% Pokud uZivatel hodnotu lambda nevloZi, bude
vypocitano bé&zZné obdélnikové pravidlo ve stfredu
intervalu, tedy lambda=1/2.

if (nargin<5b)

lambda=1/2;
end

%0véfeni, zda lambda lezi v intervalu (0,1)
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if lambda<0 || lambda>1

error ('!!!'Vstupni hodnota lambda neni z intervalu
(0,111t )
end
H=(b-a)/m;
x=(a+lambdax*H) :H:b;
y=f (x);

1=H*sum(y(1:1:m));

Nynf jiz uvedme Vétu [§] zabyvajici se chybami ,,zobecnéného® slozeného ob-

délnikového pravidla:

Véta 8. Necht f € Cl{a,b), A € (0,1) a necht f(a) # f(b). Pak plati

lim Dol oy (21)
m—00 D,m( s )
Dukaz: viz [9], str. 285-286.
Disledek 2. Je-li navic \ # %, plati téz
Rom(f: 5
lim Rom(F3) _ (22)

m—00 RO,m(f; )\)

Tento dusledek nam vlastné fika, ze za danych podminek nemuzeme klasické
slozené obdélnikové pravidlo nijak vylepsit. Tzn. ze nemuzeme ziskat presnéjsi
vysledek nez ten, ktery ziskdme pri vypoctech s hodnotou A = %, a to za predpo-
kladu, ze m — oc.

Nyni si stejné jako v predchazejici kapitole ukazme tvrzeni z Véty
a tvrzeni z Dusledku [2| na ptikladech. Cely postup provedeme na zakladé

nasledujicich kroku:
1. Vybereme funkci f(z) splitujici predpoklad spojitosti, tedy f € C1{a,b)

2. Oveérfme, zda tato funkce spliiuje i druhy z piedpokladu Véty [8, tedy ze
f(a) # f(b)

3. Vypocitame skutecnou (presnou) hodnotu zvoleného integrélu I(f)
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4. Vypocitame hodnoty kvadraturnich formuli Qo ,,(f, A) pro m = 1,10, 100,
1000, a A = 0, }1, :1,), ;, 1, a to za pomoci skriptu uvedeného v tuvodu této

kapitoly
5. Vypocitame chyby Ry . (f, A) = I(f)—Qom(f, A), tedy vycislime rozdil mezi

skutecnou (presnou) hodnotou integralu I(f) a jeho pfibliinou hodnotou

Qom(f,A) pro dané m =1,10,100,1000 a A =0, 1, 5, 3, 1

6. Vypocitame podily mezi chybami O’WEf 0; pro dané m = 1, 10, 100, 1000 a

1
)‘_074a372a1

Piiklad 13. Opét zacnéme ilustracnim integralem z clanku [9]. Grafické vyja-

dreni tohoto integrdlu muzeme vidét na Obrazku (36|

0 T
2

Obrézek 36: Vykresleni urcitého integralu I(f) z Prikladu 13.

Jako prvni ovéfme predpoklad nerovnosti funkénich hodnot f(z) v krajnich bo-

dech intervalu (a, b). Pokud do funkce
f(x) = sin(z)

dosadime hodnoty a = 0 a b = 7, zjistime, Ze

F0)=0 a f(f) — 1.



Je jasné, ze si tyto dvé hodnoty nejsou rovny a predpoklad je splnén. Déle jiz

uved me vypocet piesné hodnoty urcitého integralu

V nésledujici Tabulce muzeme vidét hodnoty chyb Ry,,(f,A) pro vybrana
111

m = 1,10,100,1000 a A = 0, 7,3, 3, 1. Jak vyplyva z Veéty |§ a z Dusledku ,

nejmensi chyby je za danych predpokladu skuteéné dosazeno pro \ = %

m=1 m = 10 m = 100 m = 1000
Ry (f,0) 1.00000 8.05968-1072 | 7.87454-1073 | 7.85604-10~*
Rom(f, %1) 3.98882-1071 | 3.90431-1072 | 3.92445-107% | 3.92673-10~*
Rom(f, %) 2.14602-107! | 2.55181-1072 | 2.61116:1073 | 2.61731-10~4
Rom(f, %) -1.10721-1071 | -1.02882-1073 | -1.02809-10~° | -1.02808-10~"
Rom(f,1) || -5.70796-10 | -7.64828-102 | -7.83342-107% | -7.85193-10~*

Tabulka 14: Hodnoty Ry, (f, A) pro vybrana m a .

Ptred uvedenim komentéare tykajicitho se obsahu Tabulky nejprve zavedeme

znaceni:
o RO,?ﬂ(fa /\)
P()\) B RO,m(f7 0)
a
p(A) =1—2A\,

V Tabulce [15] tedy muzeme vidét hodnoty podili mezi chybami a k nim prislusné
hodnoty, ke kterym by meély podily konvergovat. Hodnoty téchto podilu jsou zde

P\ || p(N) m=1 m = 10 m = 100 m = 1000

P(3) || 5 | 3.98882:107' | 4.84425-107" | 4.98372-10" | 4.99836-10"*
P(3) || % | 2.14602-107' | 3.16614-10~" | 3.31596-10~" | 3.33159-10~"
P(3) | 0 |-110721-107" | -1.27651-1072 | -1.30559-10% | -1.30865-10~*
P(1) | =1 || -5.70796-107" | -9.48955-107" | -9.94778-10~" | -9.99477-10™*

Tabulka 15: Hodnoty Zeml/d)

Ro,m(fvo)
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uvedeny pro vybrana m = 1,10, 100, 1000 a A = 0, i, %, %, 1. Z Tabulky je zfejmé,
ze hodnoty podilu ve vSech piipadech konverguji k hodnoté dané Vétou [§] tedy
k 1 —2\. Z toho plyne, Ze i timto zpusobem jsme byli schopni ukazat, ze pouziti
A= % je tou nejlepsi volbou. Resp. ze jediné v tomto piipadé se vyraz 1 — 2\

rovna nule a podily chyb kvadraturnich formuli k této hodnoté konverguji.
Piiklad 14. Nésledujici integral byl vybran ze sbirky [5] a jeho grafické zna-
zornéni muzeme vidét na Obrazku V tomto piipadé jiz nechdme ovéreni
predpokladu f(a) # f(b) na ¢tenéfi a budeme pokracovat dalsim krokem, tedy
vypoctem presné hodnoty integralu I(f):

I(f) = /_2 (cos®(z) + 2*sin(z)) do = [g — (2% — 2) cos(x) + 2z sin(z) +

Wl

1
+3 sin(2x)] = 1.57080

INIE]

—

NE

ola

Obrazek 37: Vykreslenf urcitého integralu I(f) z Piikladu 14.

V Tabulce jsou uvedeny hodnoty chyb Ry, (f, A) pro vybrana m = 1, 10, 100,
1000 a A =0, }l, %, %, 1. Opét muzeme vidét, ze kromé m = 1 dosdhneme nejmensi
chyby v pripadé, ze A = % V tomto konkrétnim pripadé jsme byli navic schopni uz

od m = 10 vypocitat za pomoci kvadraturni formule hodnotu shodnou s presnou
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hodnotou uréitého integralu I(f), a to na patnéact platnych cifer. Z toho plyne,

ze je zde uvedena chyba rovna nule.

m =1 m = 10 m = 100 m = 1000
Ro.m(f,0) 9.32237 7.75157-107t | 7.75157-102 | 7.75157-1073
Rom(f, }l) 1.37030 3.87793-107% | 3.87581-1072 | 3.87578-1073
Ry m(f, %) -3.54755-1071 | 2.58554-10~! | 2.58387-1072 | 2.58386-1073
Rom(f, %) -1.57080 0.00000 0.00000 0.00000
Rom(f,1) -6.18077 -7.75157-1071 | -7.75157-1072 | -7.75157-1073

Tabulka 16: Hodnoty Rg,,(f,A) pro vybrana m a .

V Tabulce muzeme vidét hodnoty podilu chyb & R‘”" ];6\;, a to pro vybrana

1
m = 1,10,100,1000 a A = 7,3 3, 2, 1. T na tomto prlklade jsme ukazali, ze pfi

pouziti A = % ziskdme uz od m = 10 ten nejpfesnéjsi vysledek, tedy ze jediné

v tomto pripadé podil chyb konverguje k nule.

P(A) || p(N) m=1 m =10 m = 100 m = 1000
P(i) % 1.46990-10~1 | 5.00277-10~! | 5.00003-10~! | 5.00000-10~*
P(%) % -3.80542-1072 | 3.33551-1071 | 3.33336-10~* | 3.33333-10~*
P(%) 0 -1.68498-101 0.00000 0.00000 0.00000
P(1) | —1 | -6.63005-10"" -1.00000 -1.00000 -1.00000

Tabulka 17: Hodnoty RO’"((f )) pro vybrana m a A.

Piiklad 15. Tento integral byl opét vybran ze sbirky [B]. Grafické zndzornéni
tohoto integralu muzeme vidét na Obrazku . Krok oveérujici predpoklad f(a) #
f(b) opét ponechame na ¢tenaii a budeme pokracovat vypoctem presné hodnoty
urcitého integralu I(f):

™

I(f) = / e” cos®(z) dr = [i0(5 + cos(2z) + 2sin(2x))| = 13.28442.
0
0
V Tabulce [I§ muzeme stejné jako v prechazejicich pripadech vidét hodnoty chyb
Rom(f,A) pro vybrand m = 1,10,100,1000 a A = 0,%,%, 1 1. T zde jsme byli

LV EECR IR
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Obrazek 38: Vykresleni urcitého integrélu I(f) z Piikladu 15.

schopni potvrdit tvrzeni Véty [§] respektive Dusledku [2 Ze limitné dosdhneme

nejmensiho odchyleni od ptresné hodnoty I(f) pokud A = %

m=1 m = 10 m = 100 m = 1000
Rom(f,0) | 10.14282 3.29424 3.45964-101 | 3.47603-102
Rom(f, %) | 9.83922 1.76709 1.74126-107" | 1.73915-1072
Rom(f,3) || 11.04630 1.22491 1.16540-107! | 1.15989-10~2
Rom(f,3) | 13.28442 | 9.23747-1072 | 9.10631-10~* | 9.10501-107F
Rom(f,1) || -59.41421 -3.66146 | -3.49606-107" | -3.47967-10~2

Tabulka 18: Hodnoty Ry, (f,A) pro vybrana m a .

V Tabulce muzeme vidét hodnoty podilu chyb
1,10,100, 1000 a A =

potvrdit skutec¢nost, ze hodnota parametru A = % je tou nejvhodnéjsi, a to proto,

111
10302

ze tento podil jako jediny konverguje k nule.

RO,m (f)‘)
Rovm (fvo)

pro vybrana m

1. Je zfejmé, ze i timto zpusobem jsme byli schopni

Tabulka 19: Hodnoty

Ro,m(fvo)
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PA) || p(A m=1 m = 10 m = 100 m = 1000

P(1) | 3 |l9.70067-107" | 5.36418-10" | 5.03305-107" | 5.00328-10~"

P(3) | 3 1.08908 | 3.71835-107" | 3.36855-10"" | 3.33683-10""

P(3) | 0 1.30974 | 2.80413-1072 | 2.63215-1072 | 2.61937-10~*

P(1) | -1 | -5.85776 -1.11147 -1.01053 -1.00105
Ro.m(J.))

pro vybrana m a .




Nyni jiz uvedme Vétu @ Tato Véta se opét zabyva chybami ,,zobecnéného*
slozeného obdélnikového pravidla, avsak pro funkce splnujici odlisné predpoklady
nez v predchézejicim piipadeé:

Véta 9. Necht f € C%*(a,b), A € (0,1), f(a) = f(b) a necht f'(a) # f'(b). Pak

plat

A
lim RO,m(f7 )

AT — 6AZ — 6 + 1. 23
m—oo RO,m(f7 0) ( )

Dukaz: viz [9], str. 287.

Z obsahu pravé uvedené Véty jiz muzeme nazorné vidét, ze v tomto pripadeé
je mozné nalézt hodnotu parametru A takovou, ktera ptredci vysledky ziskané
pomoci bézného slozeného obdélnikového pravidla. Touto hodnotou budou koteny

polynomu 6X% — 6\ + 1, které jsou ddny ve tvarech

>3

A = = 0.21132

DN | —

A=+ = (.78868.

=%

N | —

Tvrzeni z Véty [0] si opét ukazme na pifkladech. Postup bude analogicky
jako v pifpadé Veéty [§l Jednou z vyraznéjsich zmén bude logické rozsiteni poctu

hodnot parametru A, které pii vypoctech vyuzijeme. Ke stavajicim hodnotam \ =

0111

;7> 30 3, 1 priddme vyse zminéné koreny polynomu A, a A*. Druhou zménou bude

samoziejmé tvar ovéfovanych predpokladu, nyni budeme ovérovat, zda f(a) =

f() a f'(a) # f(b).

Piiklad 16. Opét zacnéme integrélem z ¢lanku [9]. Grafické vyjadieni tohoto

integralu muzeme vidét na Obrazku

Nyni ovéfme predpoklady f(a) = f(b) a f'(a) # f'(b). Pokud do funkce

f(2) = sin(z)
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Obrazek 39: Vykresleni urcitého integrélu I(f) z Piikladu 16.

dosadime hodnoty a = 0 a b = m, zjistime, ze

f0)=0 a  f(m)=0.

Je patrné, ze se tyto dvé hodnoty rovnaji, a tim je splnén prvni z predpokladu.

Dale uvedme prvni derivaci funkce f(z):
f'(x) = cos(x),

pokud za krajni hodnoty intervalu (a, b) dosadime, zjistime, ze

FO=1 a  fm)=-1

se nerovnaji a vSsechny potiebné predpoklady jsou splnény. Dale vyjadieme presnou

hodnotu uréitého integralu I(f):

Tabulka [20] uvddi hodnoty chyb Ry, (f, A\) pro vybrand m = 1,10,100, 1000 a
A= O,i, %,%, 1, A, A*. Muzeme vidét, ze se oproti predchazejicim prikladum
struktura velikosti chyb dle jednotlivych hodnot parametru A zménila. Nyni
ziskdme nejmensi rozdil mezi hodnotou integralu I(f) a kvadraturni formuli

v takovém piipads, kdy jako parametr vyuzijeme bud ., nebo \*, a to za

predpokladu, ze m — oo.
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m=1 m = 10 m = 100 m = 1000

Rom(f,0) 2.00000 1.64765:102 | 1.64496-10~* | 1.64493.10~
Rom(f, %) || 2214411071 | -2.05765-1073 | -2.05618-10~° | -2.05617-10~"
Rom(f, 1) | -7.20699-101 | -5.49617-1073 | -5.48324-10~ | -5.48311-1077
Rom(f,3) “1.14159 | -8.24841-1073 | -8.22491-10° | -8.22467-10~"
Rom(f,1) 2.00000 1.64765:1072 | 1.64496-10~* | 1.64493.10~

Rom(f,\) || 6.41804-1072 | 4.52385-107¢ | 4.50990-107' | 4.99600-10~4
£, %) || 6.41804-107% | 4.52385-107% | 4.50990-10° | 4.99600-10~ 4

Tabulka 20: Hodnoty Ry ,,(f,A) pro vybrana m a A.

Pted uvedenim komentéie k Tabulce [21] opét dopliime potfebné znaceni:
7(A) = 6% — 6 + 1.

V Tabulce tedy muzeme vidét hodnoty podili mezi chybami P(\) a k nim
prislusné hodnoty r()\), ke kterym by mély podily konvergovat. Hodnoty takovych
podilu jsou zde uvedeny pro vybrana m = 1,10, 100, 1000 a A\ = i, %, %, 1, A, A%
Opét si muzeme vsimnout, ze ve vSech fadcich dochazi k ocekavané konvergenci,
diky které je znovu mozno potvrdit, ze nejpresnéjsich vysledku dosahneme, pokud

jako parametr vyuzijeme jeden z koienti polynomu 6% — 6\ + 1.

P\ | r(N) m=1 m =10 m = 100 m = 1000
P(1) | =% || -1.10721-107" | -1.24884-107" | -1.24999-10~" | -1.25000-10*
P(%) | —% || -3.60350-10" | -3.33577-107" | -3.33336-10~" | -3.33333-10""
P(3) | =% || -5.70796:10~" | -5.00618-10~" | -5.00006-10~" | -5.00000-10~*
P(1) || 1 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000

P(A) | 0 | 3.20902:1072 | 2.74564-10~* | 2.74164-107¢ | 3.03721-10°®
P(A) | 0 | 3.20902:1072 | 2.74564-10~* | 2.74164-107¢ | 3.03721-10~®

Tabulka 21: Hodnoty ZEZ((?S)) pro vybrand m a .

Piiklad 17. Déle ukazme tvrzeni i na nésledujicim integralu, jehoz grafické
znézornéni muzeme vidét na Obrazku [40] Ovéreni pottebnych predpokladu opét
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ponechame na ctenaii a budeme pokracovat vypoctem presné hodnoty urcitého

/ﬁ (a5 —

18
+%($2 — 5)%arctg(z) — 5 In(1 + 2?)

integralu I(f):

5zt — 2? + 5)arctg(z)
241

I(f) = dr = [%(22352 — )+

V5
= —3.26828.

Obrazek 40: Vykresleni urcitého integrélu I(f) z Piikladu 17.

V nésledujici Tabulce 22| muzeme vidét hodnoty chyb Rg . (f, A) pro vybrand m =
1,10,100,1000 a A =0, %, 1 1

s 1530 3> Ly Ay, A™. Znovu jsme byli schopni potvrdit tvrzent
Vety [9] Ze nejmenst odchyleni od presné hodnoty urcitého integralu I(f) limitne
ziskdme pouze pokud za parametr A dosadime kotfeny polynomu, tedy A, nebo

A*. 'V Tabulce 23] muzeme vidét hodnoty podilii chyb kvadraturnich formuli pro

m=1 m = 10 m = 100 m = 1000
Ro.m(f,0) -3.26828 -2.33667-1071 | -2.34391-1073 | -2.34399-10°
Rom(f }l) -3.47711-1071 | 1.52442-1072 | 2.78917-10~* | 2.91590-106
Rom(f %) -4.52945 6.67098-1072 | 7.70170-10~* | 7.80216-10°¢
Rom(f, %) -8.38113 1.16559-107 | 1.17193-1073 | 1.17199-107°
Ry (f,1) -3.26828 -2.33667-1071 | -2.34391-1073 | -2.34399-107°
Ro.m(f, \) 1.10179 -1.42662-1072 | -1.44372-107° | -1.44489-107%
Rom(f, \) 8.52903 1.45100-1072 | 1.44617-107° | 1.44513-1078

Tabulka 22: Hodnoty Ry ,,(f,A) pro vybrana m a A.
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vybrana m = 1,10, 100, 1000 a A = }l, %, %, 1, Ay, A*. T zde jsme ukézali, ze hodnoty
podilu konverguji k ocekavanym hodnotam (), ¢imz opétovné potvrzujeme fakt,

ze diky A, nebo A* ziskame nejpresnéjsi vysledky.

P\ | r(N) m=1 m =10 m = 100 m = 1000
P(1) | —% | 1.06390-107" |-6.52392-107% | -1.18996-10~" | -1.24399-10*
ri) | -3 1.38588 | -2.85491-107! | -3.28583-10" | -3.32859-10"
Py | -3 2.56439 | -4.98826-107! | -4.99988-10~! | -5.00000-10~"
P() | 1 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000

P(A) | 0 |[-3.37116:107 | 6.10536:107% | 6.15946-107% | 6.16423-10~*
PO | 0 -2.60964 | -6.20969-1072 | -6.16990-1073 | -6.16527-10~*

Tabulka 23: Hodnoty ZEZ((?S)) pro vybrana m a .

Priklad 18. Jako posledni si uvedeme nasledujici integral. Jeho grafické zna-
zornéni muzeme vidét na Obrézku {1} Ovéreni potiebnych predpokladu znovu
ponechdme na c¢tendfi a uvedeme az nasledujici krok, kterym je urceni piesné
hodnoty uré¢itého integralu I(f):

/Tm+6
VIS 2 2 1 : 2 CL

I(f) = xcos”(3 —z%)dx = §(2x—sm(6—2x ) —6) = 3.46397
0

1

\

U Tei6
0 =

Obrazek 41: Vykresleni urcitého integrélu I(f) z Piikladu 18.

Jak muzeme vidét v Tabulce hodnoty chyb kvadraturnich formuli Ry, (f, )
pro m = 1,10,100,1000 a A = 0, }l, %, %, 1, A\, A¥ maji v tomto pripadé k sobé
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m=1 m =10 m = 100 m = 1000
Ro.m(f,0) 3.46397 | 3.22273-107' | 1.16174-10~* | 1.14325-107¢
Rom(f, }1) 2.49406 | -4.42676-10~! | -1.87129-10~* | -3.14245-10° 7
Rom(f, %) 3.39046 | -5.22318-107% | -1.75562-10~* | -5.16501-10"
Rom(f, %) -1.93190 | -3.12650-107* | -5.87902-10~° | -5.71696-10~7
Ry (f,1) 3.46397 | 3.22273-107' | 1.16174-10~* | 1.14325-1076
Rom(f,A) || 1.92960 | -3.66136-107" | -1.76930-10~* | -1.75844-10~7
Rom(f, A*) || -4.28101 | 5.11126-107! | 1.77556-10~* | 1.75905-10~7

Tabulka 24: Hodnoty Ry ,,(f,A) pro vybrana m a .

podstatné blize nez u predeslych ptikladu. Pokud se v tabulce podivame do

sloupce pro m

100, zjistime, ze zde klasické slozené obdélnikové pravidlo

prekvapivé predcilo to ,zobecnéné“ s hodnotami parametru A rovnym kofenum

polynomu 6% — 6\ + 1. Je zfejmé, Ze bychom pii takto vysokém poctu po-

dintervalu intervalu (a,b) ocekavali vysledky odlisné. Az v dalsim sloupci, tedy

m = 1000, muzeme vidét, Ze jednotlivé chyby nabyly takovych hodnot, které

jiz splnuji nase opodstatnénd ocekavani. I pfesto si mizeme povsimnout, ze jed-

notlivé chyby se od sebe vyznamné nelisi. Proto zde uvedeme i nasledujici Ta-

bulku 28], ve které jiz muzeme vidét, ze s rostoucim m, presnéji feceno s m =

10000, 25000, 100000, 250000, je chyba v ptipadé A, a A* podstatné mensi nez pri

pouziti zbyvajicich hodnot parametru.

m = 10000 m =25000 | m=100000 | m = 250000
Rom(f,0) || 1.14307-10% | 1.82890-1079 | 1.14301-107'° | 1.82836-10~!
Rom(f, ) || -1.60019-1079 | -2.39563-1010 | -1.44520-10 ' | -2.31326-10~'2
Rom(f, 1) || -3.94562:1079 | -6.18287-10710 | -3.82112:10 ' | -6.10445-10~"2
Rom(f, %) | -5.71538-107% | -9.14469-101° | -5.71627-10"" | -9.14691-10~"2
Rom(f,1) | 1.14307-1078 | 1.82890-107° | 1.14301-10°1° | 1.82836-10~
Rom(f>As) | -1.75853-10710 | -1.12745-107*! | -1.68310-10~23 | -1.28786-10~ 14
Rom(f, A7) || 1.75866-10710 | 1.12634-10"!! | 1.65645-10~3 | 2.62013-10~

Tabulka 25: Hodnoty Ry, (f,A) pro vybrana m a .
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P(\) || (M) m=1 m = 10 m = 100 m = 1000
P(3) | =% | 7.20001-107' |  -1.37360 -1.61077 | -2.74869-10"
P(3) | —3 || 9.78778-107" | -1.62073 -1.51120 | -4.51782-107"
P(Y) | =% | -5.57713-107" | -9.70140-10~" | -5.06054-10~" | -5.00060-10~"
P(1) 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
P(A) | 0 | 557051-107" | -1.13610 -1.52297 | -1.53810-10*
P | 0 -1.23587 1.58600 1.52836 1.53863-10"

Tabulka 26: Hodnoty g‘;:l((;g)) pro vybrand m a .

Stejné tak muzeme vidét, ze ani Tabulka [26|zobrazujici podily chyb kvadraturnich
formuli P(\) pro m = 1,10,100,1000 a A\ = i,%,%,l,)\*,)\* prevazné neob-
sahuje hodnoty, které by viditelné zobrazovaly ocekdavanou konvergenci k hod-
noté r(A) uvedené ve Vété [0 Proto i zde uvedme hodnoty podilit chyb pro
m = 10000, 25000, 100000, 250000, které nalezneme v Tabulce 271 Diky témto

hodnotam jiz muzeme zminénou konvergenci lépe ukéazat a zaroven potvrdit.

P(A) | r(A) | m=10000 | m=25000 | m=100000 | m = 250000
P(3) | —% | -1.39990-107" | -1.30987-107" | -1.26439-10~" | -1.26521-10"
P(%) | —% || -3.45177-107" | -3.38065-107" | -3.34305-10~" | -3.33876:10*
P(3) || =5 | -5.00001-10* | -5.00010-10* | -5.00109-107" | -5.00279-10*
P(1) | 1 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000

P(A\) | 0 | -1.53842:1072 | -6.16465-10° | -1.47252-10% | -7.04379-10*
PA*) | 0 || 1.53853-107% | 6.15858-107% | 1.44921-107 | 1.43305-10~%

Tabulka 27: Hodnoty 22:‘1((];6\; pro vybrana m a .
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Zaver

Cilem této bakalarské prace bylo nastudovat teorii numerické integrace s
primarnim zameérenim na Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule, predstavit
a na prikladech demonstrovat vzajemné vztahy chyb slozeného obdélnikového
a lichobéznikového pravidla a ukazat, ze existuji moznosti, jak vylepsit slozené
obdélnikové pravidlo. Prace byla koncipovana tak, aby v piipadé zdjmu mohla
slouzit jako doplnujici studijni material (napiiklad studentum zékladniho kurzu
numerickych metod).

V prvni ¢asti této prace jsme se zamérili na vysvétleni vSech potiebnych
pojmu. Stézejni podkapitolu o slozenych kvadraturnich formulich jsme doplnili
kédy z programu Matlab a ilustrativnimi piiklady. V druhé kapitole jsme se
zabyvali poméry, které lze nalézt mezi chybami slozeného obdélnikového a li-
chobéznikového pravidla. Zde uvedend tvrzeni jsme demonstrovali na ptikladech.
V posledni kapitole jsme se zabyvali moznosti vylepseni slozeného obdélnikového
pravidla, tuto cast jsme opét doplnili o ukazkové priklady.

Domnivam se, ze vytycené cile prace byly splnény. Béhem studia teoretické
casti jsem si upevnila a rozsitila znalosti dané problematiky, se kterou jsem
nasledné sezndamila i ¢tenare. V prubéhu dalsich kapitol jsem préaci doplnila vlast-
nimi poznatky a piiklady.

Vytvareni této prace pro mé bylo velkym piinosem. Kromé toho, Ze jsem
ziskala mnoho védomosti tykajicich se piimo numerického integrovani a jeho
zvlastnosti, jsem si upevnila také dovednosti v softwaru Matlab, ve kterém byly
provedeny téméi vSechny potfebné vypocty, a v typografickém softwaru BTEX,
ve kterém byla prace napsana. Dalsim vyznamnym piinosem pro mé byla prace

s prevazneé cizojazycnou literaturou.
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