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Rok obhajoby práce: 2018
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Poděkováńı
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Úvod

Numerická integrace je ned́ılnou součást́ı numerické matematiky. V učebnićıch

se můžeme setkat hned s několika typy kvadraturńıch formuĺı, které jsou určeny

právě pro numerické integrováńı. V této práci se budeme zabývat pouze jednou

ze skupin takových formuĺı, a to Newtonovými-Cotesovými kvadraturńımi formu-

lemi. Je třeba poznamenat, že předpokladem pro snadné pochopeńı tohoto textu

je znalost učiva dle sylab̊u pro předměty Matematika 1 [1] a Matematika 2 [2].

Ćılem této bakalářské práce je nastudovat teorii týkaj́ıćı se Newtonových-

Cotesových kvadraturńıch formuĺı, dále ukázat vzájemné vztahy mezi chybami

složeného obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla a nakonec ukázat to, že je

za určitých podmı́nek možné vylepšit složené obdélńıkové pravidlo. Při plněńı

druhého a třet́ıho ćıle bude kĺıčovým zdrojem informaćı článek [9], v jehož úvodu

autoři výstižně vystihli motivaci jak své, tak této práce:
”

Výuka matematiky je

hezká. Jedńım z d̊uvod̊u je i skutečnost, že věci občas nejsou takové, jaké se jev́ı.“

Celá práce je dle ćıl̊u rozdělena do tř́ı kapitol. Prvńı kapitola se zabývá te-

oríı kvadraturńıch formuĺı se zaměřeńım na Newtonovy-Cotesovy kvadraturńı

formule. Důraz je kladen zejména na formule složené, které jsou zde uvedeny

včetně vlastńıch algoritmů z programu Matlab a vzorových př́ıklad̊u. Druhá ka-

pitola představuje a dále zkoumá vztahy, které je možné nalézt mezi chybami

složeného obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla. Třet́ı a zároveň posledńı

kapitola popisuje postup, na jehož základě můžeme běžné složené obdélńıkové

pravidlo
”
zobecnit“, a dále d́ıky tomuto kroku nalézt i cestu k jeho vylepšeńı.

Jednotlivé kapitoly jsou doplněny ilustrativńımi obrázky a př́ıklady. V rám-

ci jednotlivých př́ıklad̊u budou primitivńı funkce poč́ıtány za pomoci aplikace

WolframAlpha. Dále při jednotlivých výpočtech nebudeme pracovat s přesnými

hodnotami, ale s hodnotami skládaj́ıćımi se z patnácti platných cifer. Výsledné

hodnoty uvedené v pr̊uběhu práce budeme zaokrouhlovat na pět desetinných

mı́st. Veškeré hodnoty, které budeme v této práci uvádět nebo vykreslovat, jsou

ve svém plném rozsahu uloženy na přiloženém CD.
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1. Kvadraturńı formule

Ćılem numerické integrace je určit přibližnou hodnotu určitého integrálu

I(f) =

∫ b

a

f(x) dx,

a to např́ıklad v situaćıch, kdy je nalezeńı primitivńı funkce k f(x) obt́ıžné, či

dokonce nemožné. Pro zpracováńı teorie zabývaj́ıćı se danou problematikou bylo

čerpáno z následuj́ıćıch zdroj̊u – [3],[4],[6],[7],[8].

Výchoźı integrál I(f), se kterým nemůžeme nebo nechceme dále pracovat, se

snaž́ıme vhodně aproximovat. Jako př́ıhodná náhrada se jev́ı výraz ve tvaru

Qn(f) =
n∑
i=0

aif(xi),

kde ai, i = 0, 1, . . . , n, jsou reálná č́ısla, která nezáviśı na f(x), a xi ∈ 〈a, b〉, xi 6=

xj pro i 6= j, kde i, j = 0, 1, . . . , n. Tento výraz Qn(f) se nazývá kvadraturńı

formule nebo také numerická integrálńı formule a jej́ı tvar plyne z definice Rie-

mannova integrálu a jeho geometrického významu, viz Obrázek 1, na němž je

graficky vyjádřen integrálńı součet a Riemann̊uv integrál.

a b x

y

f

a b x

y

f

Obrázek 1: Vlevo integrálńı součet a vpravo Riemann̊uv integrál.

Můžeme tedy psát, že

∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑
i=0

aif(xi) (1)
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a odsud plynoućı rozd́ıl

Rn(f) =

∫ b

a

f(x)dx−
n∑
i=0

aif(xi) (2)

nazýváme chybou kvadraturńı formule.

Definice 1. Výraz Qn(f) =
∑n

i=0 aif(xi) se nazývá kvadraturńı formule, č́ısla

ai, i = 0, 1, . . . , n, váhy nebo koeficienty kvadraturńı formule a navzájem r̊uzné

body xi, i = 0, 1, . . . , n, uzly kvadraturńı formule.

Jak bylo výše ukázáno, pomoćı numerické integrace źıskáváme pouze přibližná

řešeńı, viz (1) a (2), tud́ıž je třeba mı́t představu o jejich přesnosti:

Definice 2. Řekneme, že kvadraturńı formule má stupeň, resp. řád přesnosti N ,

N ∈ N, jestlǐze

Rn(xi) = 0, ∀i = 0, 1, . . . , N

Rn(xN+1) 6= 0.

Poznámka 1. Lze ukázat, že kvadraturńı formule už́ıvaj́ıćı (n + 1) uzl̊u má

stupeň přesnosti nejvýše 2n+1, viz [4], a že kvadraturńı formule źıskaná integraćı

interpolačńıho polynomu pro data xi, f(xi), i = 0, 1, . . . , n má stupeň přesnosti

alespoň n, viz [4].

Poznámka 2. Je třeba poznamenat, že v Definici 2 se mluv́ı pouze o alge-

braickém stupni přesnosti formule, nikoliv o jej́ı chybě.

Dále uvažujme zobecněný př́ıpad numerického integrováńı, do něhož je zahr-

nuta i tzv. vahová funkce v(x). Tento př́ıstup nám umožňuje aplikovat kvadra-

turńı formule i v př́ıpadech, kdy funkce f(x) neńı v jednom či v́ıce uzlech xi

definována, viz následuj́ıćı Poznámka 3. O vahové funkci předpokládáme, že je

integrovatelná, nezáporná na intervalu 〈a, b〉 a v(x) > 0 skoro všude na 〈a, b〉.

Pokud jsou tyto předpoklady splněny, můžeme psát, že

I(f) =

∫ b

a

v(x)f(x) dx

9



a ∫ b

a

v(x)f(x) dx ≈
n∑
i=0

aif(xi).

Poznámka 3. Výhodnost zavedeńı vahové funkce můžeme demonstrovat na

př́ıkladě: ∫ b

a

f(x) dx =

∫ 1

−1

x2 + 2x− 3√
1− x2

dx.

Pokud se pokuśıme tento integrál vypoč́ıtat za pomoci kvadraturńı formuleQn(f),

která využ́ıvá krajńı body intervalu x0 = −1 a xn = 1 jako své uzly, zjist́ıme, že

funkce f(x) neńı v těchto bodech definována. V takovém př́ıpadě lze integrand

vhodně vyjádřit pomoćı vahové funkce, a to takto:

∫ 1

−1
v(x)(x2 + 2x− 3) dx, kde v(x) =

1√
1− x2

.

Dı́ky tomuto postupu lze výpočet dále konstruovat v následuj́ıćım tvaru

∫ 1

−1
v(x)(x2 + 2x− 3) dx ≈

n∑
i=0

ai(x
2
i + 2xi − 3),

který již explicitně neobsahuje problematickou část funkce.

Numerické integrováńı využ́ıvá hned několik typ̊u kvadraturńıch formuĺı, mezi

které patř́ı např́ıklad Gaussovy kvadraturńı formule, Lobattova, Radauova nebo

Čebyševova kvadraturńı formule. Pro účely této bakalářské práce se dále budeme

zabývat pouze kvadraturńımi formulemi, které se nazývaj́ı Newtonovy-Cotesovy.

1.1. Newtonovy-Cotesovy kvadraturńı formule

Při odvozováńı kvadraturńıch formuĺı vždy pracujeme se snadno integrovatel-

nými funkcemi, a to zejména proto, že nám tento postup přináš́ı jednoduché tvary

hledaných formuĺı. Množinou takto definovaných funkćı jsou např́ıklad polynomy,

které využijeme právě v př́ıpadě Newtonových-Cotesových kvadraturńıch formuĺı.

Funkci f(x) budeme aproximovat pomoćı Lagrangeova interpolačńıho polynomu
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s ekvidistantńımi uzly xi, i = 0, 1, . . . , n. V následuj́ıćıch Poznámkách 4 a 5 si

uvedeme, jak jsou takové ekvidistantńı uzly definovány a jak vypadá stručný

postup úlohy polynomiálńı interpolace.

Poznámka 4. Uzly, respektive body nazýváme ekvidistantńımi právě tehdy,

když existuje č́ıslo h, h > 0, h ∈ R, které nazýváme krok, takové, že

xi = x0 + ih kde i ∈ Z.

Poznámka 5. Necht’ je dáno (n+1) bod̊u xi, xi 6= xk pro i 6= k, i, k = 0, 1, . . . , n,

a hodnoty funkce f(x) v těchto bodech. Naš́ım úkolem je nalézt takový alge-

braický polynom ve tvaru

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an,

který splňuje podmı́nky interpolace

Pn(xi) = f(xi) pro všechna i = 0, 1, . . . , n.

Takový polynom Pn(x) patř́ı do tř́ıdy všech reálných polynomů stupně nejvýše

n, kterou znač́ıme symbolem Πn.

Konstrukci Lagrangeova interpolačńıho polynomu popisuje následuj́ıćı věta.

Věta 1. Necht’ jsou dány body xi, xi 6= xk pro i 6= k, i, k = 0, 1, . . . , n, a

funkce f(x) je definována v těchto bodech. Potom existuje právě jeden polynom

Pn(x) stupně nejvýše n takový, že splňuje podmı́nky interpolace Pn(xi) = f(xi)

pro všechna i = 0, 1, . . . , n. Tento polynom je dán ve tvaru

Pn(x) = f(x0)L0(x) + f(x1)L1(x) + · · ·+ f(xn)Ln(x) =
n∑
i=0

f(xi)Li(x),

kde pro všechna i = 0, 1, . . . , n

Li(x) =
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
=

=
n∏
j=0
j 6=i

(x− xj)
(xi − xj)

. (3)

11



Důkaz: viz [4], str. 160-161.

Poznámka 6. Polynomy Li(x), i = 0, 1, . . . , n, které jsou definovány vztahem

(3) budeme nazývat Lagrangeovy fundamentálńı polynomy.

Dı́ky Větě 1 již v́ıme, že f(x) má funkčńı hodnoty shodné s Pn(x) minimálně

v uzlech xi, i = 0, 1, . . . , n. Nyńı se nab́ıźı otázka, jak velká je chyba interpolace

E(x̄) = f(x̄) − Pn(x̄) pro x̄ 6= xi, kde x̄ ∈ 〈a, b〉 a xi ∈ 〈a, b〉, i = 0, 1, . . . , n.

V př́ıpadě dostatečně hladké funkce źıskáváme odpověd’ v podobě následuj́ıćı

věty.

Věta 2. Necht’ f ∈ C(n+1)〈a, b〉 a necht’ uzly xi ∈ 〈a, b〉, i = 0, 1, . . . , n, xi 6= xk

pro i 6= k. Necht’ dále Pn(x) ∈ Πn je interpolačńı polynom splňuj́ıćı podmı́nky

Pn(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n. Pak ke každému x̄ ∈ 〈a, b〉 existuje bod ξ ∈ 〈a, b〉

tak, že plat́ı

E(x̄) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

n∏
j=0

(x̄− xj), ξ = ξ(x̄).

Důkaz: viz [4], str. 169.

Poznámka 7. Prvńı předpoklad Věty 2 ve tvaru f ∈ C(n+1)〈a, b〉 nám ř́ıká,

že daná funkce f(x) muśı být na uzavřeném intervalu 〈a, b〉 spojitá, a to až do

(n+ 1)-ńı derivace.

1.1.1. Newtonovy-Cotesovy kvadraturńı formule uzavřeného typu

Nyńı si představme prvńı typ Newtonových-Cotesových formuĺı, který označu-

jeme jako uzavřený. Formule nazýváme uzavřené proto, že koncové body intervalu

a = x0 a b = xn jsou zahrnuty mezi uzly formule. Ekvidistantńı děleńı intervalu

〈a, b〉 bude pro tento typ formuĺı vypadat takto, n ∈ N:

a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

kde xi = x0 + ih, h = b−a
n
, i = 0, 1, . . . , n, viz Obrázek 2, který tyto vztahy

názorně zobrazuje.
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a=x0 b=xnx1 x2 xn-1

h

. . .

h hh

xn-2

Obrázek 2: Ekvidistantńı děleńı intervalu pro uzavřené formule.

V předcházej́ıćı sekci bylo vysvětleno, jak aproximovat funkci f(x) pomoćı

polynomu Pn(x). Nicméně naš́ım úkolem je aproximovat integrál I(f). Postup je

následuj́ıćı: pokud vztah f(x) = Pn(x) + E(x) pronásob́ıme vahovou funkćı v(x)

a zintegrujeme jej přes interval 〈a, b〉, dostaneme výraz ve tvaru

∫ b

a

v(x)f(x) dx =

∫ b

a

v(x)Pn(x) dx+

∫ b

a

v(x)E(x) dx =

=
n∑
i=0

f(xi)

∫ b

a

v(x)Li(x) dx+

+
1

(n+ 1)!

∫ b

a

v(x)f (n+1)(ξ)
n∏
i=0

(x− xi) dx.

Z tohoto výrazu plyne, že integrál

I(f) =

∫ b

a

v(x)f(x) dx

je možné aproximovat pomoćı formule

Qn(f) =
n∑
i=0

f(xi)

∫ b

a

v(x)Li(x) dx =
n∑
i=0

aif(xi),

kde č́ısla

ai =

∫ b

a

v(x)Li(x) dx

jsou tzv. Cotesova č́ısla.

Pro chyby uzavřených formuĺı plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı, viz [8]: Necht’ v(x) = 1.

Pro Newtonovy-Cotesovy kvadraturńı formule uzavřeného typu plat́ı – jestliže n

je sudé a f ∈ C(n+2)〈a, b〉, pak

13



R(f) =
f (n+2)(η)

(n+ 2)!

∫ b

a

x
n∏
i=0

(x− xi) dx, kde η ∈ 〈a, b〉, (4)

a jestliže je n liché a f ∈ C(n+1)〈a, b〉, pak

R(f) =
f (n+1)(η)

(n+ 1)!

∫ b

a

n∏
i=0

(x− xi) dx, kde η ∈ 〈a, b〉. (5)

Základńı typy formuĺı uzavřeného typu nám představuje následuj́ıćı věta,

viz [6], str. 344-345.

Věta 3. Necht’ v(x) = 1 a necht’ xi = x0 + ih, h = b−a
n
, i = 0, 1, . . . , n, jsou

ekvidistantńı uzly a fi = f(xi). Pak pro Newtonovy-Cotesovy formule uzavřeného

typu a n = 1, 2, 3, 4 plat́ı∫ x1

x0

f(x) dx ≈ h

2
(f0 + f1) lichoběžńıkové pravidlo∫ x2

x0

f(x) dx ≈ h

3
(f0 + 4f1 + f2) Simpsonovo pravidlo∫ x3

x0

f(x) dx ≈ 3h

8
(f0 + 3f1 + 3f2 + f3) Simpsonovo 3/8 pravidlo∫ x4

x0

f(x) dx ≈ 2h

45
(7f0 + 32f1 + 12f2 + 32f3 + 7f4) Booleovo pravidlo.

Nyńı si odvod́ıme lichoběžńıkové a Simpsonovo pravidlo i s jejich chybami.

Odvozeńı pravidel pro n > 2 by bylo analogické.

Lichoběžńıkové pravidlo

Lichoběžńıkové pravidlo je založeno na aproximaci funkce f(x) polynomem

prvńıho stupně P1(x) a jeho název vyplývá z podstaty jeho geometrického význa-

mu – tzn. že integrál I(f) je aproximován obsahem plochy ve tvaru lichoběžńıka,

viz Obrázek 3.

Necht’ v(x) = 1 a n = 1. Lagrange̊uv interpolačńı polynom dostaneme d́ıky

Větě 1 ve tvaru
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a=x0 b=x1 x

y

P1(x)

f

Obrázek 3: Lichoběžńıkové pravidlo.

P1(x) =
x− b
a− b

f(a) +
x− a
b− a

f(b)

a za předpokladu, že f ∈ C2〈a, b〉, źıskáme f(x) ve tvaru

f(x) =
x− b
a− b

f(a) +
x− a
b− a

f(b) +
f ′′(ξ)

2!
(x− a)(x− b).

Poté zintegrováńım přes interval 〈a, b〉 a využit́ım vztahu (5) źıskáme∫ b

a

f(x) dx =
b− a

2
[f(a) + f(b)] +

1

2

∫ b

a

(x− a)(x− b)f ′′(ξ) dx =

=
b− a

2
[f(a) + f(b)] +

f ′′(η)

2

∫ b

a

(x− a)(x− b) dx =

=
b− a

2
[f(a) + f(b)]− (b− a)3

12
f ′′(η).

Je zřejmé, že chyba této kvadraturńı formule je ve tvaru

R(f) = −(b− a)3

12
f ′′(η). (6)

Tato kvadraturńı formule má stupeň přesnosti 1.

Simpsonovo pravidlo

Toto pravidlo je založeno na aproximaci funkce f(x) polynomem druhého

stupně P2(x). Jeho geometrický význam je znázorněn na Obrázku 4.
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f

a=x0 b=x2 x

y

x1

P2(x)

Obrázek 4: Simpsonovo pravidlo.

Necht’ v(x) = 1 a n = 2. Lagrange̊uv interpolačńı polynom dostaneme d́ıky

Větě 1 ve tvaru

P2(x) =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
f(x0) +

(x− x0)(x− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

f(x1) +

+
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
f(x2)

a za předpokladu, že f ∈ C3〈a, b〉, źıskáme f(x) ve tvaru

f(x) =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
f(x0) +

(x− x0)(x− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

f(x1) +

+
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
f(x2) +

f ′′′(ξ)

3!
(x− x0)(x− x1)(x− x2),

kde x0 = a, x1 = a+b
2

a x2 = b. Pokud je splněn i předpoklad, že f ∈ C4〈a, b〉,

pak zintegrováńım přes interval 〈a, b〉 a využit́ım vztahu (4) źıskáme

∫ b

a

f(x) dx = f(x0)

∫ b

a

(x− x1)(x− x2)
(x0 − x1)(x0 − x2)

dx+ f(x1)

∫ b

a

(x− x0)(x− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

dx+

+f(x2)

∫ b

a

(x− x0)(x− x1)
(x2 − x0)(x2 − x1)

dx+
f (4)(η)

4!

∫ b

a

x
2∏
i=0

(x− xi) dx =

=
b− a

6

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]
− 1

90

(
b− a

2

)5

f (4)(η).

16



Je zřejmé, že chyba této kvadraturńı formule je ve tvaru

R(f) = − 1

90

(
b− a

2

)5

f (4)(η). (7)

Tato kvadraturńı formule má stupeň přesnosti 3.

1.1.2. Newtonovy-Cotesovy kvadraturńı formule otevřeného typu

Stejně jako u formuĺı uzavřeného typu, i zde je funkce f(x) aproximována

za pomoci Lagrangeova interpolačńıho polynomu, Pn(x) ∈ Πn. Zásadńı změna

ovšem nastává ve výběru uzl̊u pro jednotlivé formule. Koncové body a a b již

nejsou mezi uzly zahrnuty.

Pro Newtonovy-Cotesovy kvadraturńı formule otevřeného typu jsou uzly nade-

finovány ve tvaru xi = x0 + ih, kde h = b−a
n+2

, i = 0, 1, . . . , n+ 1 a x0 = a+ h, viz

Obrázek 5. Dle těchto podmı́nek bude ekvidistantńı děleńı celého intervalu 〈a, b〉

vypadat takto, n ∈ N0,

a = x−1 < x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = b.

a=x-1 b=xn+1x0 x1 xn

h

. . .

h hh

xn-1

Obrázek 5: Ekvidistantńı děleńı intervalu pro otevřené formule.

Samotný postup odvozeńı formule je následuj́ıćı

∫ b

a

v(x)f(x) dx =

∫ xn+1

x−1

v(x)f(x) dx ≈
n∑
i=0

aif(xi),

kde

ai =

∫ b

a

v(x)Li(x) dx.

17



Analogicky zde vznikaj́ı i chyby kvadraturńıch formuĺı, které lze definovat

v následuj́ıćıch tvarech, viz [8]: Necht’ v(x) = 1. Pro Newtonovy-Cotesovy kva-

draturńı formule otevřeného typu plat́ı – jestliže je n sudé a f ∈ C(n+2)〈a, b〉,

pak

Rn(f) =
f (n+2)(η)

(n+ 2)!

∫ b

a

x
n∏
i=0

(x− xi) dx, kde η ∈ 〈a, b〉, (8)

a jestliže je n liché a f ∈ C(n+1)〈a, b〉, pak

Rn(f) =
f (n+1)(η)

(n+ 1)!

∫ b

a

n∏
i=0

(x− xi) dx, kde η ∈ 〈a, b〉. (9)

Dále představme základńı typy otevřených formuĺı:

Věta 4. Necht’ v(x) = 1 a necht’ xi = x0 + ih, h = b−a
n+2

, i = 0, 1, . . . , n, jsou

ekvidistantńı uzly a fi = f(xi). Pak pro Newtonovy-Cotesovy formule otevřeného

typu a n = 0, 1, 2, 3 plat́ı∫ x1

x−1

f(x) dx ≈ 2hf0 obdélńıkové pravidlo

∫ x2

x−1

f(x) dx ≈ 3h

2
(f0 + f1)∫ x3

x−1

f(x) dx ≈ 4h

3
(2f0 − f1 + 2f2)∫ x4

x−1

f(x) dx ≈ 5h

24
(11f0 + f1 + f2 + 11f3).

Nyńı si odvod́ıme obdélńıkové pravidlo i s jeho chybou. Odvozeńı formuĺı pro

n ∈ N je analogické.

Obdélńıkové pravidlo

Obdélńıkové pravidlo je založeno na aproximaci funkce f(x) polynomem nul-

tého stupně P0(x). Název tohoto pravidla opět vyplývá z jeho geometrického

významu – to znamená, že integrál I(f) je aproximován obsahem plochy ve tvaru

obdélńıka, viz Obrázek 6.
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f

a b x

y

x0

P0(x)

Obrázek 6: Obdélńıkové pravidlo.

Necht’ v(x) = 1 a n = 0. Lagrange̊uv interpolačńı polynom dostaneme d́ıky

Větě 1 ve tvaru

P0(x) = f

(
a+ b

2

)

a za předpokladu, že f ∈ C1〈a, b〉, źıskáme f(x) ve tvaru

f(x) = f

(
a+ b

2

)
+
f ′(ξ)

1!

(
x− a+ b

2

)
.

Pokud je splněn i předpoklad, že f ∈ C2〈a, b〉, pak zintegrováńım přes interval

〈a, b〉 a využit́ım vztahu (8) źıskáme

∫ b

a

f(x) dx = (b− a)f

(
a+ b

2

)
+

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
f ′(ξ) dx =

= (b− a)f

(
a+ b

2

)
+
f ′′(η)

2

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
dx =

= (b− a)f

(
a+ b

2

)
+
f ′′(η)(b− a)3

24
.

Je zřejmé, že chyba této kvadraturńı formule je dána ve tvaru

R(f) =
f ′′(η)(b− a)3

24
. (10)

Tato kvadraturńı formule má stupeň přesnosti 1.
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1.2. Složené Newtonovy-Cotesovy formule

V přecházej́ıćı kapitole byly Newtonovy-Cotesovy kvadraturńı formule před-

staveny ve svých jednoduchých tvarech. Tyto tvary jsou pro praktické využit́ı

v mnoha př́ıpadech nevhodné, a to zejména pro deľśı intervaly 〈a, b〉, viz Poznámka

8. I d́ıky této skutečnosti zavád́ıme formule složené, které aproximuj́ı funkci f(x),

a tedy i integrál I(f), po částech.

Poznámka 8. I přesto, že někdy źıskáme d́ıky jednoduchým formuĺım výsledky

obstojné, tedy bĺızké přesné hodnotě integrálu I(f), existuj́ı i takové extrémńı

př́ıpady, kdy je jednoduchá formule schopna zdegenerovat na př́ımku. Jinak řečeno,

objekt z R2, např́ıklad lichoběžńık, se změńı v objekt z R1. Takový př́ıpad si i

s nápravou za pomoci složených formuĺı můžeme demonstrovat na následuj́ıćım

př́ıkladě, ve kterém využijeme jednoduché lichoběžńıkové pravidlo:

I(f) =

∫ 15

−15

(
9− x2

25

)
dx =

[
9x− x3

75

]15
−15

= 180.

Na Obrázku 7a můžeme vidět výše zmı́něné zdegenerováńı v př́ımku. Tedy, že

při využit́ı jednoduchého lichoběžńıkového pravidla źıskáme výsledek rovný nule.

a

c d

b

Obrázek 7: Ukázka degenerace jednoduchého lichoběžńıkového pravidla.
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Ovšem pokud stávaj́ıćı interval 〈a, b〉 v polovině rozděĺıme a na každý z těchto

podinterval̊u aplikujeme jednoduché lichoběžńıkové pravidlo, źıskáme výsledek

o mnoho lepš́ı, viz Obrázek 7b. Pokud budeme v děleńı intervalu pokračovat,

budeme źıskávat, č́ım dál přesněǰśı výsledek, viz Obrázek 7c a 7d.

Přesný postup konstrukce složených formuĺı je následuj́ıćı: interval 〈a, b〉 roz-

děĺıme na m podinterval̊u Tj = 〈xj, xj+1〉, j = 0, 1, . . . ,m− 1, kde xj = a+ jH,

j = 0, 1, . . . ,m, H = b−a
m

, m ∈ N. Na každém z těchto podinterval̊u nahrad́ıme

funkci f(x) odpov́ıdaj́ıćım Lagrangeovým polynomem. Tato aproximace nám

umožńı na tyto podintervaly aplikovat již zavedené jednoduché kvadraturńı for-

mule, které nyńı budeme psát ve tvaru

Q(j)
n (f) =

n∑
i=0

a
(j)
i f(x

(j)
i ),

kde x
(j)
i ∈ Tj = 〈xj, xj+1〉, i = 0, 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . ,m − 1, m ∈ N. Tyto

jednoduché formule následně sečteme. Takto źıskané formule nazýváme složené,

znač́ıme je Qn,m(f) a plat́ı, že

Qn,m(f) =
m−1∑
j=0

Q(j)
n (f) =

m−1∑
j=0

n∑
i=0

a
(j)
i f(x

(j)
i ).

Na Obrázku 8 můžeme vidět grafické znázorněńı podinterval̊u Tj o délce H a

nové indexováńı uzl̊u při využit́ı složených kvadraturńıch formuĺı, a to pro př́ıpad,

že se jedná o jednoduché kvadraturńı formule uzavřeného typu.

a=x0 b=xmx1
. . . xm-1

Tm-1T0

. . .. . . . . .

Obrázek 8: Rozděleńı intervalu 〈a, b〉 při použit́ı složených formuĺı.
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Dále můžeme psát, že

I(f) ≈ Qn,m(f),

kde

I(f) =

∫ b

a

f(x) dx =
m−1∑
j=0

∫
Tj

f(x) dx.

Chyba bude v př́ıpadě složených kvadraturńıch formuĺı vypadat následovně

Rn,m(f) = I(f)−Qn,m(f)

a plat́ı, že pro dané n chyba Rn,m(f) → 0, (resp. Qn,m(f) → I(f)), jestliže

m→∞, (resp. H → 0), viz [7], str. 385 a Obrázek 9.

a b x

y

f

a b x

y

f

a b x

y

f

a b x

y

f

Obrázek 9: Konvergence k přesné hodnotě integrálu I(f) při zvětšuj́ıćım se m.

1.2.1. Složené lichoběžńıkové pravidlo

Toto pravidlo patř́ı k nejpouž́ıvaněǰśım a jeho odvozeńı z obecného algoritmu

vypadá takto: funkci f(x) v každém z m podinterval̊u Tj = 〈xj, xj+1〉, j =

0, 1, . . . ,m − 1, intervalu 〈a, b〉 nahrad́ıme Lagrangeovým polynomem prvńıho

stupně, tedy n = 1. Poté na každý takový podinterval aplikujeme jednoduché

lichoběžńıkové pravidlo a jednotlivé výrazy sečteme. Geometrický význam právě

popsaného postupu můžeme vidět na Obrázku 10.
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a b x

y

f

a b x

y

f

Obrázek 10: Složené lichoběžńıkové pravidlo pro m = 2 a m = 4.

Výslednou formuli můžeme vyjádřit v jednom z těchto vzájemně ekviva-

lentńıch tvar̊u:

Q1,m(f) =
H

2

m−1∑
j=0

[
f(x

(j)
0 ) + f(x

(j)
1 )
]

Q1,m(f) =
H

2

m−1∑
j=0

[
f(xj) + f(xj+1)

]
,

a to proto, že x
(j)
0 = xj, x

(j)
1 = xj+1, j = 0, 1, . . . ,m− 1 a H = b−a

m
.

Chybu složeného lichoběžńıkového pravidla R1,m(f) = I(f)−Q1,m(f) můžeme

vyjádřit ve tvaru

R1,m(f) = −b− a
12

H2f ′′(ξ), kde ξ ∈ (a, b),

a to za předpokladu, že f ∈ C2〈a, b〉. Toto tvrzeńı můžeme dokázat za pomoci

chyby jednoduché formule ve tvaru (6) upravené pro j -tý podinterval Tj, j =

0, 1, . . . ,m− 1 o délce H, kterou můžeme vyjádřit jako

R
(j)
1 (f) = −H

3

12
f ′′(ηj),

kde ηj ∈ Tj, j = 0, 1, . . . ,m− 1, a za pomoci Věty 5 v následuj́ıćım zněńı:

Věta 5. Necht’ u ∈ C0〈a, b〉 a necht’ je dáno s+1 bod̊u xj z 〈a, b〉 a s+1 konstant

δj. Pak existuje η ∈ 〈a, b〉 tak, že plat́ı

s∑
j=0

δju(xj) = u(η)
s∑
j=0

δj.
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Důkaz: viz [7], str. 374-375.

V našem př́ıpadě zvoĺıme za funkci u = f ′′ a body δj = 1, j = 0, 1, . . . ,m − 1.

Tvrzeńı o chybě složeného lichoběžńıkového pravidla tedy můžeme dokázat takto:

R1,m(f) =
m−1∑
j=0

R
(j)
1 (f) = −

m−1∑
j=0

H3

12
f ′′(ηj) = −H

3

12

m−1∑
j=0

f ′′(ηj) =

= −H
3

12
f ′′(ξ)

m−1∑
j=0

1 = −b− a
m

H2

12
f ′′(ξ)m = −b− a

12
H2f ′′(ξ), (11)

kde ξ ∈ 〈a, b〉.

Složená lichoběžńıková formule má stupeň přesnosti 1.

Dále uved’me vlastńı skript pro výpočet složeného lichoběžńıkového pravidla

pro program Matlab:

1 function j=slozene_lichobeznikove_pravidlo(f,a,b,m)

2 %složené lichoběžnı́kové pravidlo

3 % f je funkce , kterou je třeba zadat přı́mo do

přı́kazového okna Matlabu ve tvaru anonymnı́ funkce ,

napřı́klad f=@(x) sin(x)

4 % a,b značı́ hranice intervalu

5 % m je počet podintervalů , na který dělı́me interval [a,

b]

6
7 % Ověřenı́ , jestli a < b

8 if a>=b

9 error('!!! Hranice jsou opačné nebo jsou si rovny !!!

')
10 end

11
12 % Ověřenı́ , jestli je m přirozené čı́slo

13 if m~=round(m)||m<=0

14 error('!!! Počet uzlů nenı́ přirozené čı́slo !!!')
15 end

16
17 H=(b-a)/m;

18 x=a:H:b;

19 y=f(x);

20 j=(H/2)*(y(:,1)+sum(2*y(2:m))+y(:,m+1));

24



Př́ıklad 1. Dı́ky právě uvedenému skriptu můžeme složené lichoběžńıkové pra-

vidlo aplikovat např́ıklad na následuj́ıćı integrál:

I(f) =

∫ 1
2

− 1
2

√
1− x2 dx =

[
1

2
(x
√

1− x2 + arcsin(x))

] 1
2

− 1
2

=

√
3

4
+
π

6
.
= 0.95661.

m Q1,m(f) R1,m(f)

1 0.86603 9.05861·10−2

25 0.95646 1.53938·10−4

50 0.95657 3.84886·10−5

75 0.95659 1.71064·10−5

100 0.95660 9.62242·10−6

Tabulka 1: Hodnoty Q1,m(f) a R1,m(f) pro vybraná m.

V Tabulce 1 jsou uvedeny hodnoty Q1,m(f) a R1,m(f) pro vybraná m. Pokud se

na tyto hodnoty pod́ıváme bĺıže, můžeme vidět, že se zvětšuj́ıćım se m se hod-

noty kvadraturńı formule Q1,m(f) postupně přibližuj́ı k přesné hodnotě integrálu

I(f), resp. že hodnoty chyb R1,m(f) konverguj́ı k nule. Touto cestou jsme byli na

konkrétńım př́ıkladě schopni ukázat, z jakého d̊uvodu jsme složené kvadraturńı

formule zavedli. Na Obrázku 11 můžeme vidět grafické vyjádřeńı integrálu I(f),

tzn. že obsah vyplněné plochy je roven hodnotě tohoto určitého integrálu.

-0.5 0.5

1

Obrázek 11: Grafické znázorněńı I(f).

25



1.2.2. Složené Simpsonovo pravidlo

Postup odvozeńı složeného Simpsonova pravidla je obdobný jako v předchoźım

př́ıpadě, nyńı na m podintervalech Tj = 〈xj, xj+1〉, j = 0, 1, . . . ,m− 1, intervalu

〈a, b〉 nahrad́ıme funkci f(x) odpov́ıdaj́ıćımi Lagrangeovými polynomy druhého

stupně, tedy n = 2. Poté aplikujeme jednoduchá Simpsonova pravidla a sečteme.

Geometrický význam takto popsaného algoritmu nalezneme na Obrázku 12.

a b x

y

f

a b x

y

f

Obrázek 12: Složené Simpsonovo pravidlo pro m = 2 a m = 4.

T́ımto zp̊usobem vzniklou formuli můžeme zapsat v jednom z těchto tvar̊u:

Q2,m(f) =
H

6

m−1∑
j=0

[
f(x

(j)
0 ) + 4f(x

(j)
1 ) + f(x

(j)
2 )
]

Q2,m(f) =
H

6

m−1∑
j=0

[
f(xj) + 4f

(xj + xj+1

2

)
+ f(xj+1)

]

kde x
(j)
0 = xj, x

(j)
1 =

x1 + xj+1

2
, x

(j)
2 = xj+1, j = 0, 1, . . . ,m− 1 a H = b−a

m
.

Chyba složeného Simpsonova pravidla R2,m(f) = I(f) − Q2,m(f) je dána ve

tvaru

R2,m(f) = −b− a
180

(H/2)4f (4)(ξ), kde ξ ∈ (a, b),

a to za předpokladu, že f ∈ C4〈a, b〉. Tvrzeńı o tvaru chyby můžeme opět dokázat

za pomoci chyby jednoduché formule (7) upravené pro j -tý podinterval Tj, j =
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0, 1, . . . ,m− 1 o délce H, kterou můžeme vyjádřit jako

R
(j)
2 (f) = −(H/2)5

90
f (4)(ηj)

kde ηj ∈ Tj, j = 0, 1, . . . ,m− 1, a za pomoci Věty 5. Samotné odvozeńı chyby je

následuj́ıćı

R2,m(f) =
m−1∑
j=0

R
(j)
2 (f) = −

m−1∑
j=0

(H/2)5

90
f (4)(ηj) = −(H/2)5

90

m−1∑
j=0

f (4)(ηj) =

= −(H/2)5

90
f (4)(ξ)

m−1∑
j=0

1 =
(H/2)4

180

b− a
m

f (4)(ξ)m =

= −b− a
180

(H/2)4f (4)(ξ),

kde ξ ∈ 〈a, b〉.

Stupeň přesnosti této formule je 3.

Opět uved’me vlastńı skript pro výpočet složeného Simpsonova pravidla pro

program Matlab:

1 function k=slozene_simpsonovo_pravidlo(f,a,b,m)

2 %složené Simpsonovo pravidlo

3 % f je funkce , kterou je třeba zadat přı́mo do

přı́kazového okna Matlabu ve tvaru anonymnı́ funkce ,

napřı́klad f=@(x) sin(x)

4 % a,b značı́ hranice intervalu

5 % m je počet podintervalů , na který dělı́me interval [a,

b]

6
7 % Ověřenı́ , jestli a < b

8 if a>=b

9 error('!!! Hranice jsou opačné nebo jsou si rovny !!!

')
10 end

11
12 % Ověřenı́ , jestli je m přirozené čı́slo

13 if m~=round(m)||m<=0

14 error('!!! Počet uzlů nenı́ přirozené čı́slo !!!')
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15 end

16
17 H=(b-a)/m;

18 x=a:(H/2):b;

19 y=f(x);

20 k=(H/6)*(y(:,1)+4*sum(y(2:2:2*m))+2*sum(y(3:2:2*m-1))+y

(:,2*m+1));

Př́ıklad 2. Nyńı aplikujme složené Simpsonovo pravidlo na integrál ze sb́ırky

[5], numerické výpočty byly provedeny pomoćı právě uvedeného skriptu:

I(f) =

∫ 3

1

arctg(
√
x) dx =

[
(1 +x)arctg(

√
x)−

√
x

]3
1

=
5π

6
−
√

3 + 1
.
= 1.88594.

m Q2,m(f) R2,m(f)

1 1.88462 1.32234·10−3

3 1.88592 2.57303·10−5

5 1.88594 3.55212·10−6

10 1.88594 2.28867·10−7

25 1.88594 5.91243·10−9

50 1.88594 3.70010·10−10

75 1.88594 7.31000·10−11

100 1.88594 2.31299·10−11

Tabulka 2: Hodnoty Q2,m(f) a R2,m(f) pro vybraná m.

Tabulka 2 zobrazuje hodnoty Q2,m(f) a R2,m(f) pro vybraná m. Můžeme vidět,

že je v Tabulce uvedeno v́ıce hodnot než v předcházej́ıćım př́ıkladě. Důvodem

tohoto rozš́ı̌reńı je značný skok mezi chybami R2,m(f) pro m = 1 a m = 25. Bez

uvedeńı rozšǐruj́ıćıch hodnot bychom mohli jen odhadovat, zda v tomto rozmeźı

nedocháźı k nečekanému koĺısáńı. Dı́ky doplňuj́ıćım hodnotám můžeme s mnohem

větš́ı jistotou tvrdit, že hodnoty kvadraturńıch formuĺı i jejich chyb postupně a

bez odchylek konverguj́ı k požadovaným hodnotám, tedy k I(f) a k nule. Na

Obrázku 13 můžeme vidět grafické vyjádřeńı určitého integrálu I(f).
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1 3

1

Obrázek 13: Grafické znázorněńı I(f).

1.2.3. Složené obdélńıkové pravidlo

Odvozeńı tohoto pravidla opět vycháźı z obecného algoritmu uvedeného na

začátku této kapitoly. Funkce f(x) je na m podintervalech Tj = 〈xj, xj+1〉, j =

0, 1, . . . ,m−1, intervalu 〈a, b〉 nahrazena Lagrangeovými polynomy nultého stup-

ně, tedy n = 0. Následně jsou aplikována jednoduchá obdélńıková pravidla, která

nakonec vzájemně sečteme. Geometrický význam tohoto postupu můžeme vidět

na Obrázku 14.

a b x

y

f

a b x

y

f

Obrázek 14: Složené obdélńıkové pravidlo pro m = 2 a m = 4.

Takto vzniklou formuli můžeme zapsat ve tvaru

Q0,m(f) = H

m−1∑
j=0

f(x
(j)
0 ),

kde x
(j)
0 =

xj + xj+1

2
, j = 0, 1, . . . ,m− 1 a H = b−a

m
.

Chyba této kvadraturńı formule R0,m(f) = I(f)−Q0,m(f) je dána ve tvaru
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R0,m(f) =
b− a

24
H2f ′′(ξ), kde ξ ∈ (a, b),

za předpokladu, že f ∈ C2〈a, b〉. Toto tvrzeńı můžeme opět dokázat, a to za

pomoci chyby jednoduchého obdélńıkového pravidla (10) upravené pro j -tý po-

dinterval Tj, j = 0, 1, . . . ,m− 1 o délce H, kterou můžeme vyjádřit ve tvaru

R
(j)
0 (f) =

(H/2)3

3
f ′′(ηj)

kde ηj ∈ Tj, j = 0, 1, . . . ,m− 1, a za pomoci Věty 5. Samotné odvozeńı chyby je

následuj́ıćı

R0,m(f) =
m−1∑
j=0

R
(j)
0 (f) =

m−1∑
j=0

(H/2)3

3
f ′′(ηj) =

(H/2)3

3

m−1∑
j=0

f ′′(ηj) =

=
(H/2)3

3
f ′′(ξ)

m−1∑
j=0

1 =
b− a
m

H2

24
f ′′(ξ)m =

b− a
24

H2f ′′(ξ), (12)

kde ξ ∈ 〈a, b〉.

Stupeň přesnosti této formule je 1.

Dále uved’me vlastńı skript pro výpočet složeného obdélńıkového pravidla pro

program Matlab:

1 function i=slozene_obdelnikove_pravidlo(f,a,b,m)

2 % složené obdélnı́kové pravidlo

3 % f je funkce , kterou je třeba zadat přı́mo do

přı́kazového okna Matlabu ve tvaru anonymnı́ funkce ,

napřı́klad f=@(x) sin(x)

4 % a,b značı́ hranice intervalu

5 % m je počet podintervalů , na který dělı́me interval [a,

b]

6
7 % Ověřenı́ , jestli a < b

8 if a>=b

9 error('!!! Hranice jsou opačné nebo jsou si rovny !!!

')
10 end
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11
12 % Ověřenı́ , jestli je m přirozené čı́slo

13 if m~=round(m)||m<=0

14 error('!!! Počet uzlů nenı́ přirozené čı́slo !!!')
15 end

16
17 H=(b-a)/m;

18 x=(a+H/2):H:b;

19 y=f(x);

20 i=H*sum(y);

Př́ıklad 3. Dále si ukažme i př́ıklad využit́ı složeného obdélńıkového pravidla,

tento integrál byl opět vybrán ze sb́ırky [5]:

I(f) =

∫ π

0

(x sin(x))2 dx =

[
1

24
(4x3 − 6x cos(2x) + (3− 6x2) sin(2x))

]π
0

=

=
π

12
(2π2 − 3)

.
= 4.38231.

m Q0,m(f) R0,m(f)

1 7.75157 -3.36925

3 4.44997 -6.76603·10−2

5 4.38998 -7.66541·10−3

10 4.38277 -4.54130·10−4

25 4.38233 -1.14565·10−5

50 4.38232 -7.14542·10−7

75 4.38231 -1.41090·10−7

100 4.38231 -4.46356·10−8

Tabulka 3: Hodnoty Q0,m(f) a R0,m(f) pro vybraná m.

V Tabulce 3 můžeme vidět hodnoty Q0,m(f) a R0,m(f) pro vybraná m. Opět

je zde uvedena Tabulka, která v této podobě přehledně zobrazuje informace

o pr̊uběžných hodnotách pro postupně se zvětšuj́ıćı m. Můžeme si všimnout,

že je d̊uvod zařazeńı doplňuj́ıćıch hodnot totožný jako v předcházej́ıćım př́ıkladě

– tedy výrazně velký skok mezi chybami R0,m(f) pro m = 1 a m = 25. V takto
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sestavené Tabulce již můžeme bez problému pozorovat očekávanou konvergenci

hodnot Q0,m(f) k přesné hodnotě integrálu I(f), resp. hodnot R0,m(f) k nule.

Na Obrázku 15 můžeme vidět grafické vyjádřeńı určitého integrálu I(f).

Obrázek 15: Grafické znázorněńı I(f).
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2. Porovnáńı chyb složeného obdélńıkového

a lichoběžńıkového pravidla

Dle většiny publikaćı zabývaj́ıćıch se numerickým integrováńım existuje mi-

nimálně implicitńı předpoklad, že složené lichoběžńıkové pravidlo má při shodném

H = b−a
m

vyšš́ı přesnost než složené obdélńıkové pravidlo. Toto tvrzeńı bylo

ovšem překvapivě vyvráceno. A o to mimořádněǰśı je fakt, že byly nalezeny i

obecně využitelné vztahy mezi chybami těchto pravidel. Všechna zmı́něná tvr-

zeńı nalezneme společně s d̊ukazy v článku [9]. Ćılem této kapitoly je informace

ze zmı́něného článku přehledně shrnout a dále rozš́ı̌rit zejména o aplikace uve-

dených tvrzeńı.

Připomeňme, že pro složené obdélńıkové pravidlo plat́ı

Q0,m(f) =
b− a
m

m−1∑
j=0

f(x
(j)
0 ), kde x

(j)
0 =

xj + xj+1

2
,

s chybou

R0,m(f) =

∫ b

a

f(x) dx−Q0,m(f).

Úmluva 1. Dále pro přehlednost označujme bod x
(j)
0 jako cj.

Pro složené lichoběžńıkové pravidlo plat́ı, že

Q1,m(f) =
b− a
m

m−1∑
j=0

f(xj) + f(xj+1)

2

a chyba je dána ve tvaru

R1,m(f) =

∫ b

a

f(x) dx−Q1,m(f).

Nyńı již uved’me Větu 6, která představuje prvńı a zároveň nejčastěǰśı poměr,

jaký lze mezi chybami složeného obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla ob-

jevit.
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Věta 6. Necht’ f ∈ C2〈a, b〉 a necht’ f ′(a) 6= f ′(b). Pak plat́ı

lim
m→∞

R0,m(f)

R1,m(f)
= −1

2
. (13)

Důkaz: viz [9], str. 282.

Pro d̊ukaz této věty je stěžejńı následuj́ıćı lemma, které popisuje chyby slo-

ženého obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla. Chyby jsou zde vyjádřeny

v tvarech lehce odlǐsných od těch, jež byly představeny v předcházej́ıćı kapitole.

Tento tvar chyb složených kvadraturńıch formuĺı můžeme nalézt v postupu jejich

odvozeńı, viz (12) a (11).

Lemma 1. Necht’ f ∈ C2〈a, b〉 a n ∈ N. Pak

i) existuj́ı body ηj ∈ 〈xj, xj+1〉 takové, že

R0,m(f) =
(b− a)3

24m3

m−1∑
j=0

f ′′(ηj),

ii) existuj́ı body ξj ∈ 〈xj, xj+1〉 takové, že

R1,m(f) = −(b− a)3

12m3

m−1∑
j=0

f ′′(ξj).

Důkaz: viz [9], str. 279-281.

Nyńı si tvrzeńı (13) z Věty 6 ukažme na př́ıkladech. Celý postup provedeme

na základě následuj́ıćıch krok̊u:

1. Vybereme funkci f(x) splňuj́ıćı předpoklad spojitosti, tedy f ∈ C2〈a, b〉

2. Ověř́ıme, že tato funkce splňuje i předpoklad na nerovnost prvńıch derivaćı

v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉, tedy f ′(a) 6= f ′(b)

3. Vypoč́ıtáme skutečnou (přesnou) hodnotu zvoleného integrálu I(f)

4. Vypoč́ıtáme hodnoty kvadraturńıch formuĺı Qn,m(f) pro n = 0, 1 a m =

1, . . . , 100, a to za pomoci skript̊u z předcházej́ıćı kapitoly
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5. Vypoč́ıtáme chyby Rn,m(f) = I(f) − Qn,m(f), tedy vyč́ısĺıme rozd́ıl mezi

skutečnou (přesnou) hodnotou integrálu I(f) a jeho přibližnou hodnotou

Qn,m(f) pro n = 0, 1 a m = 1, . . . , 100

6. Vypoč́ıtáme pod́ıly mezi chybami R0,m(f)

R1,m(f)
pro dané m = 1, . . . , 100

7. Tyto pod́ıly vykresĺıme do grafu zpracovaného v programu Power BI

Poznámka 9. Je třeba poznamenat, že všechny použité funkce byly vybrány

s ohledem na to, aby existovala jejich primitivńı funkce. Pokud bychom využ́ıvali

funkce definované pouze několika diskrétńımi body a jejich funkčńımi hodnotami

nebo funkce s neexistuj́ıćı primitivńı funkćı (tj. že tuto primitivńı funkci neumı́me

analyticky vyjádřit), pro které je numerické integrováńı z velké části určeno,

nebylo by možné ukázat žádné z uvedených tvrzeńı.

Př́ıklad 4. Nejprve tvrzeńı (13) ukažme na integrálu, který byl v článku [9]

použit jako ilustračńı. Grafické vyjádřeńı tohoto integrálu můžeme vidět na Ob-

rázku 16.

I(f) =

∫ 5

−5

1

x6 + 1
dx.

-5 5

1

Obrázek 16: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 4.

Jako prvńı ověřme předpoklad nerovnosti f ′(a) 6= f ′(b). Derivace funkce f(x) je

dána ve tvaru
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f ′(x) = − 6x5

(x6 + 1)2
,

přičemž

f ′(−5)
.
= 7.67902 · 10−5 a f ′(5)

.
= −7.67902 · 10−5.

Jak je vidět, hodnoty prvńıch derivaćı se v krajńıch bodech intervalu nerovnaj́ı,

d́ıky čemuž je splněn požadovaný předpoklad. Dále uved’me výpočet přesné hod-

noty určitého integrálu I(f).

I(f) =

∫ 5

−5

1

x6 + 1
dx =

[
1

12

(√
3 ln(x2 +

√
3x+ 1)−

√
3 ln(x2 −

√
3x+ 1) +

+4arctg(x)− 2arctg(
√

3− 2x) + 2arctg(
√

3 + 2x
)]5
−5

.
= 2.09427.

V Tabulce 4 můžeme vidět hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)

pro vybraná m = 1, 10, 20, . . . , 100. Obrázek 17 zobrazuje pod́ıly chyb obdél-

ńıkového a lichoběžńıkového pravidla R0,m(f)

R1,m(f)
pro m = 1, . . . , 100. V grafu jsou

m R0,m(f) R1,m(f) R0,m(f)

R1,m(f)

1 -7.90573 2.09363 -3.77609

10 -4.58628·10−2 6.02060·10−2 -7.61765·10−1

20 -7.16141·10−3 7.17159·10−3 -9.98581·10−1

30 -3.07843·10−4 3.08500·10−4 -9.97871·10−1

40 -4.68786·10−6 5.08757·10−6 -9.21434·10−1

50 7.12767·10−8 1.84595·10−7 3.86124·10−1

60 -1.50621·10−7 3.28330·10−7 -4.58749·10−1

70 -1.29488·10−7 2.60059·10−7 -4.97918·10−1

80 -9.98816·10−8 1.99854·10−7 -4.99772·10−1

90 -7.89401·10−8 1.57933·10−7 -4.99832·10−1

100 -6.39502·10−8 1.27936·10−7 -4.99861·10−1

Tabulka 4: Vybrané hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
.
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Obrázek 17: Vykresleńı pod́ılu chyb při numerickém výpočtu integrálu I(f).

na horizontálńı ose umı́stěny hodnoty m a na vertikálńı ose požadované pod́ıly.

Můžeme vidět, že v př́ıpadě tohoto integrálu nedošlo k ustáleńı pod́ılu mezi chy-

bami okamžitě. Pro malám koĺısá pod́ıl chyb v rozmeźı hodnot−4 a 0.5, následuje

ustáleńı na hodnotě −1, po kterém opět docháźı k význačnému koĺısáńı. Ke

konečnému ustáleńı na hodnotě −1
2

docháźı přibližně až od m = 60. Z toho

d̊uvodu, že v Tabulce 4 nemůžeme vidět hodnoty odpov́ıdaj́ıćı zobrazenému

m R0,m(f) R1,m(f) R0,m(f)

R1,m(f)

1 -7.90573 2.09363 -3.77609

2 2.05347 -2.90605 -7.06620·10−1

3 -1.24392 1.79688 -6.92269·10−1

4 1.05398 -4.26289·10−1 -2.47246

5 3.17523·10−2 8.86597·10−2 3.58137·10−1

6 -4.17037·10−1 2.76478·10−1 -1.50839

7 3.59236·10−1 -4.58581·10−1 -7.83363·10−1

8 -3.24382·10−1 3.13847·10−1 -1.03357

9 1.91792·10−1 -1.69084·10−1 -1.13430

10 -4.58628·10−2 6.02060·10−2 -7.61765·10−1

Tabulka 5: Doplňuj́ıćı hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
.
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koĺısáńı, si zde uvedeme i Tabulku 5, ve které se pokuśıme za pomoci daľśıch

hodnot zobrazit alespoň počátečńı koĺısáńı. Tyto hodnoty můžeme snadno po-

rovnat s Obrázkem 17.

Př́ıklad 5. Jako daľśı byl vybrán integrál ze sb́ırky [5] a jeho grafické znázorněńı

můžeme vidět na Obrázku 18. Nyńı již ověřeńı předpokladu týkaj́ıćıho se nerov-

nosti prvńıch derivaćı v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉 ponecháme na čtenáři a

budeme pokračovat výpočtem přesné hodnoty určitého integrálu.

I(f) =

∫ π
3

−π
3

[
x2 sin(5x) + cos

(
x

3

)
+ tg3(x)

]
dx =

[(
2

125
− x2

5

)
cos(5x) +

+ ln(cos(x)) +
1

2 cos2(x)
+ 3 sin

(
x

3

)
+

2x

25
sin(5x)

]π
3

−π
3

.
= 2.05212

1

Obrázek 18: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 5.

V Tabulce 6 jsou uvedeny hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)

pro vybraná m = 1, 10, 20, . . . , 100. Na Obrázku 19 můžeme vidět pod́ıly chyb
R0,m(f)

R1,m(f)
pro m = 1, . . . , 100. Na horizontálńı ose jsou opět umı́stěny hodnoty m a

na vertikálńı ose pod́ıly chyb R0,m(f)

R1,m(f)
. V grafu můžeme v porovnáńı s předchoźım

př́ıkladem velmi názorně vidět, že zp̊usob, jakým se pod́ıl přibližuje k hodnotě−1
2
,

může být př́ıpad od př́ıpadu velmi odlǐsný. Zde se pod́ıl na požadované hodnotě

ustaluje téměř okamžitě a nedocháźı k žádnému koĺısáńı. K totožnému zjǐstěńı
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m R0,m(f) R1,m(f) R0,m(f)

R1,m(f)

1 -4.22742·10−2 8.40332·10−2 -5.03066·10−1

10 -4.16800·10−4 8.33550·10−4 -5.00030·10−1

20 -1.04189·10−4 2.08375·10−4 -5.00008·10−1

30 -4.63053·10−5 9.26100·10−5 -5.00003·10−1

40 -2.60466·10−5 5.20929·10−5 -5.00002·10−1

50 -1.66697·10−5 3.33394·10−5 -5.00001·10−1

60 -1.15762·10−5 2.31523·10−5 -5.00001·10−1

70 -8.50495·10−6 1.70099·10−5 -5.00001·10−1

80 -6.51160·10−6 1.30232·10−5 -5.00000·10−1

90 -5.14496·10−6 1.02899·10−5 -5.00000·10−1

100 -4.16742·10−6 8.33483·10−6 -5.00000·10−1

Tabulka 6: Vybrané hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
.

můžeme doj́ıt i za pomoci Tabulky 6. Pokud se zaměř́ıme na sloupce R0,m(f) a

R1,m(f), můžeme i bez využit́ı údaj̊u z posledńıho sloupce vidět, že hodnota chyby

složeného lichoběžńıkového pravidla je v absolutńı hodnotě pokaždé přibližně

dvojnásobná oproti chybě pravidla obdélńıkového.

Obrázek 19: Vykresleńı pod́ılu chyb při numerickém výpočtu integrálu I(f).
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Př́ıklad 6. Tento integrál byl vybrán ze sb́ırky [5] a jeho grafické znázorněńı

můžeme vidět na Obrázku 20. Ověřeńı předpokladu ve tvaru f ′(a) 6= f ′(b) opět

ponecháme na čtenáři.

I(f) =

∫ 3
4

0

1

(x+ 1)
√
x2 + 1

dx =

=

[
1√
2

(
ln(1 + x)− ln(1− x+

√
2
√

1 + x2)

)] 3
4

0

.
= 0.52255.

1

0.750

Obrázek 20: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 6.

m R0,m(f) R1,m(f) R0,m(f)

R1,m(f)

1 1.18255·10−2 -2.38781·10−2 -4.95242·10−1

10 1.21626·10−4 -2.43334·10−4 -4.99830·10−1

20 3.04244·10−5 -6.08540·10−5 -4.99957·10−1

30 1.35235·10−5 -2.70480·10−5 -4.99981·10−1

40 7.60724·10−6 -1.52148·10−5 -4.99989·10−1

50 4.86872·10−6 -9.73758·10−6 -4.99993·10−1

60 3.38109·10−6 -6.76224·10−6 -4.99995·10−1

70 2.48408·10−6 -4.96820·10−6 -4.99997·10−1

80 1.90188·10−6 -3.80378·10−6 -4.99997·10−1

90 1.50273·10−6 -3.00546·10−6 -4.99998·10−1

100 1.21721·10−6 -2.43443·10−6 -4.99998·10−1

Tabulka 7: Vybrané hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
.
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V Tabulce 7 můžeme vidět hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)

pro vybraná m = 1, 10, 20, . . . , 100. Obrázek 21 zobrazuje pod́ıly chyb R0,m(f)

R1,m(f)

pro m = 1, . . . , 100. V grafu jsou na horizontálńı ose umı́stěny hodnoty m a na

vertikálńı ose požadované pod́ıly. V tomto př́ıpadě můžeme vidět, že znovu došlo

k téměř okamžitému ustáleńı poměru na hodnotě −1
2
. Nyńı se ovšem hodnoty

bĺıžily k požadovanému poměru shora a o něco pomaleji než v předchoźım př́ıpadě,

tzn. že se hodnoty pod́ılu k požadované hodnotě těsněji přibĺıžily až zhruba u m =

20. Ke stejnému závěru můžeme doj́ıt i za pomoci údaj̊u z Tabulky 7.

Obrázek 21: Vykresleńı pod́ılu chyb při numerickém výpočtu integrálu I(f).

Daľśı poměr, který můžeme mezi chybami složeného obdélńıkového a licho-

běžńıkového pravidla nalézt, je při splněných předpokladech následuj́ıćı:

Věta 7. Necht’ f ∈ C4〈a, b〉, f ′(a) = f ′(b) a necht’ f ′′′(a) 6= f ′′′(b). Pak plat́ı

lim
m→∞

R0,m(f)

R1,m(f)
= −7

8
. (14)

Důkaz: viz [9], str. 282.

Pro d̊ukaz této věty je opět nezbytné uvést Lemma popisuj́ıćı chyby složených

formuĺı. Toto Lemma si zde uvedeme i s d̊ukazem, který byl v článku ponechán

na čtenáři. Postup tohoto d̊ukazu je analogický jako v př́ıpadě Lemmatu 1.
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Lemma 2. Necht’ f ∈ C4〈a, b〉 a n ∈ N. Pak

i) existuj́ı body τj ∈ 〈xj, xj+1〉 takové, že

R0,m(f) =
(b− a)3

24m3

m−1∑
j=0

f ′′(cj) +
(b− a)5

60 · 32m5

m−1∑
j=0

f (4)(τj),

ii) existuj́ı body σj ∈ 〈xj, xj+1〉 takové, že

R1,m(f) = −(b− a)3

12m3

m−1∑
j=0

f ′′(cj)−
(b− a)5

15 · 32m5

m−1∑
j=0

f (4)(σj). (15)

D̊ukaz. Část prvńı – nejdř́ıve vyjádřeme poč́ıtanou chybu R0,m(f) za pomoci

funkćı

Gj(x) :=

∫ cj+x

cj−x
f(t) dt− 2xf(cj),

s nimiž můžeme chybu složeného obdélńıkového pravidla vyjádřit jako

R0,m(f) =
m−1∑
j=0

[∫ xj+1

xj

f(t) dt− b− a
m

f(cj)

]
=

m−1∑
j=0

Gj

(
b− a
2m

)
. (16)

Dále bude naš́ım ćılem vyjádřit Gj

(
b− a
2m

)
pomoćı čtvrtých derivaćı funkce f(x).

Postup je snadný: funkce Gj(x) nejdř́ıve čtyřikrát zderivujeme, źıskané čtvrté

derivace odhadneme pomoćı č́ısel

mj := min
t∈〈xj ,xj+1〉

f (4)(t), Mj := max
t∈〈xj ,xj+1〉

f (4)(t),

a potom tyto odhady čtyřikrát zintegrujeme. Protože derivace funkce Gj(x) jsou

dány ve tvaru

G′j(x) = f(cj + x) + f(cj − x)− 2f(cj),

G′′j (x) = f ′(cj + x)− f ′(cj − x),

G′′′j (x) = f ′′(cj + x) + f ′′(cj − x),

G
(4)
j (x) = f ′′′(cj + x)− f ′′′(cj − x),
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existuj́ı d́ıky Lagrangeově větě o středńı hodnotě ke každému x ∈ (0, b−a
2m
〉 č́ısla

τx,j ∈ (cj − x, cj + x) tak, že plat́ı

G
(4)
j (x) = 2xf (4)(τx,j).

A to proto, že f (4)(τx,j) můžeme vyjádřit jako

f (4)(τx,j) =
f ′′′(cj + x)− f ′′′(cj − x)

(cj + x)− (cj − x)
=
f ′′′(cj + x)− f ′′′(cj − x)

2x
,

potom tedy

G
(4)
j (x) = f ′′′(cj + x)− f ′′′(cj − x) = 2xf (4)(τx,j).

Odtud dostaneme, že pro každé x ∈ 〈0, b−a
2m
〉 je

2mjx ≤ G
(4)
j (x) ≤ 2Mjx.

A nyńı tyto nerovnosti čtyřikrát zintegrujme, a to nejdř́ıve třikrát přes interval

〈0, x〉:

mjx
2 =

∫ x

0

2mjt dt ≤
∫ x

0

G
(4)
j (t) dt = G′′′j (x)−G′′′j (0) = G′′′j (x)− 2f ′′(cj) ≤

≤
∫ x

0

2Mjt dt = Mjx
2,

mjx
3

3
=

∫ x

0

mjt
2 dt ≤

∫ x

0

G′′′j (t)− 2f ′′(cj) dt = G′′j (x)−G′′j (0)︸ ︷︷ ︸
=0

−2f ′′(cj)x ≤

≤
∫ x

0

Mjt
2 dt =

Mjx
3

3
,

mjx
4

12
=

∫ x

0

mjt
3

3
dt ≤

∫ x

0

G′′j (t)− 2f ′′(cj)t dt = G′j(x)−G′j(0)︸ ︷︷ ︸
=0

−f ′′(cj)x2 ≤

≤
∫ x

0

Mjt
3

3
dt =

Mjx
4

12
,
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a potom přes interval 〈0, b−a
2m
〉:

mj

12 · 5

(
b− a
2m

)5

=

∫ b−a
2m

0

mjt
4

12
dt ≤

≤
∫ b−a

2m

0

G′j(t)− f ′′(cj)t2 dt = Gj

(
b− a
2m

)
−Gj(0)︸ ︷︷ ︸

=0

−f
′′(cj)

3

(
b− a
2m

)3

≤

≤
∫ b−a

2m

0

Mjt
4

12
dt =

Mj

12 · 5

(
b− a
2m

)5

.

Odkud źıskáme nerovnosti

mj ≤
60 · 32

[
Gj

(
b− a
2m

)
−

(
b− a
m

)3
f ′′(cj)

24

]
(
b− a
m

)5 ≤Mj.

Ze spojitosti f (4)(x) na intervalech 〈xj, xj+1〉 plyne existence č́ısel τj ∈ 〈xj, xj+1〉

splňuj́ıćıch vztahy

f (4)(τj) =

60 · 32

[
Gj

(
b− a
2m

)
−

(
b− a
m

)3
f ′′(cj)

24

]
(
b− a
m

)5 .

Pokud si z předchoźıho vztahu vyjádř́ıme Gj

(
b− a
2m

)
, źıskáme

Gj

(
b− a
2m

)
= f (4)(τj)

(b− a)5

60 · 32m5
+

(b− a)3

24m3
f ′′(cj).

Pokud právě uvedený výraz dosad́ıme do vztahu (16), źıskáme

R0,m(f) =
m−1∑
j=0

Gj

(
b− a
2m

)
=

(b− a)3

24m3

m−1∑
j=0

f ′′(cj) +
(b− a)5

60 · 32m5

m−1∑
j=0

f (4)(τj),
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d́ıky čemuž je tato část d̊ukazu kompletńı.

Pro dokázáńı druhé části lemmatu budeme postupovat podobně – definujme

funkce

Fj(x) :=

∫ cj+x

cj−x
f(t) dt− x(f(cj − x) + f(cj + x)),

tj.

R1,m(f) =
m−1∑
j=0

[∫ xj+1

xj

f(t) dt− b− a
m

f(cj − x) + f(cj + x)

2

]
=

m−1∑
j=0

Fj

(
b− a
2m

)
.

(17)

a protože pro každé x ∈ (0, b−a
2m
〉 jsou derivace dány v těchto tvarech

F ′j(x) = −x(f ′(cj + x)− f ′(cj − x)),

F ′′j (x) = −(f ′(cj + x)− f ′(cj − x))− x(f ′′(cj + x) + f ′′(cj − x)),

F ′′′j (x) = −2(f ′′(cj + x) + f ′′(cj − x))− x(f ′′′(cj + x)− f ′′′(cj − x)),

F
(4)
j (x) = −3(f ′′′(cj + x)− f ′′′(cj − x))− x(f (4)(cj + x) + f (4)(cj − x)),

existuj́ı d́ıky spojitosti f (4)(x) a Lagrangeově větě o středńı hodnotě body sx,j, tx,j

a kx,j v intervalech 〈cj − x, cj + x〉 ⊂ 〈xj, xj+1〉 takové, že

F
(4)
j (x) = −3 · 2xf (4)(sx,j)− 2xf (4)(tx,j) = −8xf (4)(kx,j).

a proto

−8mjx ≤ G
(4)
j (x) ≤ −8Mjx.

Tyto odhady stějně jako v prvńı části zintegrujeme, nejdř́ıve třikrát přes interval

〈0, x〉:

−8mj
x2

2
=

∫ x

0

−8mjt dt ≤
∫ x

0

F
(4)
j (t) dt = F ′′′j (x)− F ′′′j (0) = F ′′′j (x) + 4f ′′(cj) ≤

≤
∫ x

0

−8Mjt dt = −8Mj
x2

2
,
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−4mj
x3

3
=

∫ x

0

−4mjt
2 dt ≤

∫ x

0

F ′′′j (t) + 4f ′′(cj) dt = F ′′j (x)− F ′′j (0)︸ ︷︷ ︸
=0

+4f ′′(cj)x ≤

≤
∫ x

0

−4Mjt
2 dt = −4Mj

x3

3
,

−4

3
mj

x4

4
=

∫ x

0

−4mj
t3

3
dt ≤

∫ x

0

F ′′j (t) + 4f ′′(cj)t dt = F ′j(x)− F ′j(0)︸ ︷︷ ︸
=0

+4f ′′(cj)
x2

2
≤

≤
∫ x

0

−4Mj
t3

3
dt = −4

3
Mj

x4

4
,

a nakonec přes interval 〈0, b−a
2m
〉:

−mj

15

(
b− a
2m

)5

= −
∫ b−a

2m

0

mj

3
t4 dt ≤

≤
∫ b−a

2m

0

F ′j(t) + 2f ′′(cj)t
2 dt = Fj

(
b− a
2m

)
− Fj(0)︸ ︷︷ ︸

=0

+
2

3

(
b− a
2m

)3

f ′′(cj) ≤

≤ −
∫ b−a

2m

0

Mj

3
t4 dt = −Mj

15

(
b− a
2m

)5

.

Odtud plyne, že

mj ≤
(−15) · 32

[
Fj

(
b− a
2m

)
+

(
b− a
m

)3
f ′′(cj)

12

]
(
b− a
m

)5 ≤Mj.

Ze spojitosti f (4)(x) na intervalech 〈xj, xj+1〉 plyne existence č́ısel σj ∈ 〈xj, xj+1〉

splňuj́ıćıch vztahy

f (4)(σj) =

(−15) · 32

[
Fj

(
b− a
2m

)
+

(
b− a
m

)3
f ′′(cj)

12

]
(
b− a
m

)5 .
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A k dokončeńı d̊ukazu stač́ı dosadit

Fj

(
b− a
2m

)
= −

[
f (4)(σj)

(b− a)5

15 · 32m5
+

(b− a)3

12m3
f ′′(cj)

]

do vztahu (17)

R1,m(f) =
∑

Fj

(
b− a
2m

)
= − (b− a)5

15 · 32m5

∑
f (4)(σj)−

(b− a)3

12m3

∑
f ′′(cj).

Nyńı můžeme i tvrzeńı (14) z Věty 7 ukázat na př́ıkladech. Postupovat budeme

analogicky jako v př́ıpadě tvrzeńı (13). V tomto př́ıpadě budeme ovšem ověřovat

předpoklady Věty 7, které můžeme vyjádřit ve tvaru f ′(a) = f ′(b) a f ′′′(a) 6=

f ′′′(b).

Př́ıklad 7. Jako prvńı opět uved’me ilustračńı integrál z článku [9], jehož grafické

znázorněńı můžeme vidět na Obrázku 22.

I(f) =

∫ 10

−10

[
1

x2 + 1
+

(
x

101

)2 ]
dx

-10 10

0.4

Obrázek 22: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 7.

Stejně jako u předcházej́ıćıho tvrzeńı začněme ověřeńım předpoklad̊u Věty 7,

které jsou pro tento př́ıklad dány ve tvaru f ′(−10) = f ′(10) a f ′′′(−10) 6= f ′′′(10).
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Nejprve uved’me prvńı derivaci funkce f(x)

f ′(x) = x

(
2

10201
− 2

(1 + x2)2

)
,

ze které plyne, že

f ′(−10) = 0 a f ′(10) = 0,

tzn. že zkoumané hodnoty jsou si rovny, a tud́ıž je splněn prvńı z ověřovaných

předpoklad̊u. Dále uved’me třet́ı derivaci funkce f(x)

f ′′′(x) = −24x(x2 − 1)

(1 + x2)4
,

d́ıky které můžeme ukázat, že

f ′′′(−10)
.
= 2.28329 · 10−4 a f ′′′(10)

.
= −2.28329 · 10−4

maj́ı opačná znaménka, a tud́ıž se nerovnaj́ı. T́ımto krokem jsme úspěšně ověřili

i druhý z předpoklad̊u. Proto můžeme pokračovat daľśım krokem, kterým je

výpočet přesné hodnoty určitého integrálu I(f):

I(f) =

∫ 10

−10

[
1

x2 + 1
+

(
x

101

)2 ]
dx =

[
x3

30603
+ arctg(x)

]10
−10

.
= 3.00761.

V Tabulce 8 můžeme stejně jako v přecházej́ıćıch př́ıkladech vidět hodnoty chyb

R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
pro vybraná m = 1, 10, 20, . . . , 100. Na

Obrázku 23 můžeme vidět pod́ıly chyb obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla
R0,m(f)

R1,m(f)
prom = 1, . . . , 100. V grafu jsou na horizontálńı ose umı́stěny hodnotym a

na vertikálńı ose požadované pod́ıly. Z tohoto grafu můžeme vidět, že po prvotńım

symetrickém koĺısáńı se hodnota pod́ılu chyb R0,m(f)

R1,m(f)
na poměrně dlouhou dobu

ustálila na hodnotě −1 a až po lehkém zakoĺısáńı v okoĺı hodnoty m = 70 se

pod́ıl ustálil na námi očekávané hodnotě −7
8
. Tento proměnlivý pr̊uběh můžeme

pozorovat i v Tabulce 8, která nám ovšem vybrané hodnoty zobrazuje přesněji

než jak je jsme schopni odhadnout z právě popsaného grafu.
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m R0,m(f) R1,m(f) R0,m(f)

R1,m(f)

1 -16.99239 2.61353 -6.50170

10 2.60282·10−1 -2.83794·10−1 -9.17151·10−1

20 1.17122·10−2 -1.17561·10−2 -9.96266·10−1

30 5.07118·10−4 -5.07216·10−4 -9.99808·10−1

40 2.19462·10−5 -2.19513·10−5 -9.99767·10−1

50 9.61077·10−7 -9.63106·10−7 -9.97893·10−1

60 4.77644·10−8 -4.87430·10−8 -9.79923·10−1

70 5.46421·10−9 -5.99245·10−9 -9.11849·10−1

80 2.24323·10−9 -2.55288·10−9 -8.78706·10−1

90 1.35617·10−9 -1.54948·10−9 -8.75242·10−1

100 8.87820·10−10 -1.01466·10−9 -8.74993·10−1

Tabulka 8: Vybrané hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
.

Obrázek 23: Vykresleńı pod́ılu chyb při numerickém výpočtu integrálu I(f).

Př́ıklad 8. Dále ukažme tvrzeńı (14) i na daľśım integrálu, jehož grafické zná-

zorněńı můžeme vidět na Obrázku 24. Nyńı již ověřeńı předpoklad̊u f ′(a) = f ′(b)

a f ′′′(a) 6= f ′′′(b) ponecháme z d̊uvodu jejich triviality na čtenáři.

I(f) =

∫ π
2

0

(x sin(x) + cos(x)) dx =

[
− x cos(x) + 2 sin(x)

]π
2

0

= 2.
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1.4

0

Obrázek 24: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 8.

Tabulka 9 opět zobrazuje hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)

pro m = 1, 10, 20, . . . , 100. Na Obrázku 25 můžeme vidět pod́ıly chyb R0,m(f)

R1,m(f)

pro m = 1, . . . , 100. V grafu jsou na horizontálńı ose umı́stěny hodnoty m a na

vertikálńı ose požadované pod́ıly. Na rozd́ıl od předcházej́ıćıho př́ıkladu si můžeme

všimnout velmi značného rozd́ılu v tom, jakým zp̊usobem se hodnoty pod́ılu chyb
R0,m(f)

R1,m(f)
bĺıž́ı k námi očekávané hodnotě. Zde se poměr bĺıž́ı k hodnotě −7

8
zdola

a velmi rychle se ustaluje. Tento závěr můžeme samozřejmě vyvodit i z Tabulky

9, která ve svém posledńım sloupci uvád́ı vyč́ıslené hodnoty zkoumaných pod́ıl̊u.

m R0,m(f) R1,m(f) R0,m(f)

R1,m(f)

1 1.69212·10−2 -1.90987·10−2 -8.85988·10−1

10 1.48167·10−6 -1.69312·10−6 -8.75110·10−1

20 9.25138·10−8 -1.05727·10−7 -8.75028·10−1

30 1.82710·10−8 -2.08809·10−8 -8.75013·10−1

40 5.78070·10−9 -6.60646·10−9 -8.75007·10−1

50 2.36771·10−9 -2.70593·10−9 -8.75008·10−1

60 1.14182·10−9 -1.30492·10−9 -8.75011·10−1

70 6.16320·10−10 -7.04360·10−10 -8.75007·10−1

80 3.61280·10−10 -4.12880·10−10 -8.75024·10−1

90 2.25540·10−10 -2.57750·10−10 -8.75035·10−1

100 1.47980·10−10 -1.69110·10−10 -8.75052·10−1

Tabulka 9: Vybrané hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
.
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Obrázek 25: Vykresleńı pod́ılu chyb při numerickém výpočtu integrálu I(f).

Př́ıklad 9. Jako posledńı si uvedeme integrál, jehož grafické znázorněńı můžeme

vidět na Obrázku 26. Ověřeńı požadovaných předpoklad̊u opět ponecháváme

čtenáři.

I(f) =

∫ 3

−3

(
− arctg(3− 2x2)− x2

113

)
dx =

[
− x3

339
− xarctg(3− 2x2)−

−1

2
i

(
√
−6− 2i arctg

(
x√
−3

2
− i

2

)
−
√
−6 + 2i arctg

(
x√
−3

2
+ i

2

))]3
−3

.
= 1.82067.

1.4

-3 3

Obrázek 26: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 9.
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m R0,m(f) R1,m(f) R0,m(f)

R1,m(f)

1 9.31495 -6.72682 -1.38475

10 -5.48340·10−2 6.83880·10−2 -8.01807·10−1

20 -6.64821·10−3 6.77700·10−3 -9.80996·10−1

30 -6.87389·10−4 6.88124·10−4 -9.98931·10−1

40 -6.43778·10−5 6.43941·10−5 -9.99747·10−1

50 -5.31539·10−6 5.32367·10−6 -9.98444·10−1

60 -3.63612·10−7 3.67679·10−7 -9.88940·10−1

70 -2.34147·10−8 2.56110·10−8 -9.14246·10−1

80 -6.85908·10−9 8.14656·10−9 -8.41960·10−1

90 -5.11056·10−9 5.91435·10−9 -8.64095·10−1

100 -3.61358·10−9 4.14097·10−9 -8.72641·10−1

Tabulka 10: Vybrané hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
.

V Tabulce 10 můžeme vidět hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)

pro vybraná m = 1, 10, 20, . . . , 100. Obrázek 27 zobrazuje pod́ıly chyb R0,m(f)

R1,m(f)

pro m = 1, . . . , 100. V grafu jsou na horizontálńı ose umı́stěny hodnoty m a

na vertikálńı ose požadované pod́ıly. Z grafu můžeme vidět, že v př́ıpadě tohoto

integrálu nedošlo k ustáleńı pod́ılu mezi chybami okamžitě. Z počátku koĺısá pod́ıl

Obrázek 27: Vykresleńı pod́ılu chyb při numerickém výpočtu integrálu I(f).
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chyb až v rozmeźı hodnot−3 a−0.5, následuje ustáleńı na hodnotě−1, po kterém

opět docháźı k poměrně dlouhému koĺısáńı. Ke konečnému ustáleńı na hodnotě

−7
8

docháźı přibližně až od m = 85. Stejně jako v př́ıpadě Př́ıkladu 4 nemůžeme

z Tabulky 10 zjistit takové množstv́ı informaćı, jaké nám poskytuje právě popsaný

graf. Proto zde uvedeme i Tabulku 11, která popisuje chyby R0,m(f), R1,m(f) a

pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
pro m pokrývaj́ıćı počátek prvńıho a nejvýrazněǰśıho koĺısáńı.

m R0,m(f) R1,m(f) R0,m(f)

R1,m(f)

1 9.31495 -6.72682 -1.38475

2 -3.95662 1.29406 -3.05752

3 -1.03325 2.14850 -4.80915·10−1

4 9.18457·10−1 -1.33128 -6.89906·10−1

5 2.69574·10−1 -1.32798·10−1 -2.02996

6 -5.41306·10−1 5.57627·10−1 -9.70732·10−1

7 1.02944·10−1 -1.59582·10−1 -6.45087·10−1

8 2.53564·10−1 -2.06411·10−1 -1.22845

9 -1.67970·10−1 1.38575·10−1 -1.21212

10 -5.48340·10−2 6.83880·10−2 -8.01807·10−1

Tabulka 11: Doplňuj́ıćı hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
.

Na základě krátké zmı́nky v článku [9], která poukazuje na fakt, že existuj́ı i

daľśı poměry mezi chybami složeného obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla,

a to ve tvarech −31
32
,−127

128
, . . ., se nyńı zabývejme následuj́ıćımi otázkami:

• Jaké předpoklady muśı splňovat funkce f(x), aby bylo možné dokázat daľśı

limitńı poměry?

• Je možné tvar, v jakém jsou všechny dosud uvedené poměry definovány,

zobecnit? Pokud ano, tak jak?

Začněme prvńı otázkou. Při tvorbě následuj́ıćıch tvrzeńı budeme vycházet z po-

znatk̊u, které jsme źıskali d́ıky Větě 6 a Větě 7. Pokud se zaměř́ıme na předpoklady
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uvedené v těchto dvou Větách, zdá se být zřejmé, že následuj́ıćı dva poměry bu-

dou popsány i s předpoklady takto:

Necht’ f(x) ∈ C6〈a, b〉 a necht’ f(a) = f(b), f ′′′(a) = f ′′′(b), f (5)(a) 6= f (5)(b),

potom plat́ı, že

lim
m→∞

R0,m(f)

R1,m(f)
= −31

32
. (18)

Necht’ f(x) ∈ C8〈a, b〉 a necht’ f(a) = f(b), f ′′′(a) = f ′′′(b), f (5)(a) = f (5)(b),

f (7)(a) 6= f (7)(b), potom plat́ı, že

lim
m→∞

R0,m(f)

R1,m(f)
= −127

128
. (19)

Tvary obou těchto limitńıch poměr̊u je samozřejmě možné dokázat, a to ana-

logicky jako v př́ıpadě Vět 6 a 7. Tyto d̊ukazy ale vzhledem k omezenému rozsahu

této práce nebudou uvedeny.

Obdobným zp̊usobem bychom v odvozováńı mohli pokračovat prakticky do-

nekonečna. Dále se proto zabývejme otázkou druhou. Jak z výše zmı́něných Vět,

tak z právě odvozených tvrzeńı můžeme vidět, že mezi tvary, v jakých jsou uve-

deny jednotlivé limitńı poměry chyb, existuj́ı vcelku očividné vztahy. Dı́ky tomuto

zjǐstěńı je možné oprávněně předpokládat, že je tyto vztahy možné zobecnit.

Pokusme se tedy nyńı uvést samotné zobecněné tvrzeńı o limitńıch poměrech

mezi chybami složeného obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla, a to ve tvaru

Důsledku:

Důsledek 1. Necht’ s ∈ S, S = {2n + 1 | n ∈ N0}. Necht’ f(x) ∈ C(s+1)〈a, b〉

a necht’ f (z)(a) = f (z)(b) pro všechna z = 1, 3, 5, 7, . . . , s − 2 a necht’ f (s)(a) 6=

f (s)(b). Potom plat́ı, že

lim
m→∞

R0,m(f)

R1,m(f)
=

(
1

2

)s

− 1.
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Dále stejně jako v předcházej́ıćıch př́ıpadech ukažme tvrzeńı (18) a tvrzeńı

(19) na př́ıkladech. Budeme postupovat analogickým zp̊usobem jako u př́ıklad̊u

předešlých, d́ıky kterým byly ukázány limitńı poměry uvedené ve Větách 6 a 7.

Př́ıklad 10. Jako prvńı uved’me integrál, na kterém se pokuśıme ukázat tvrzeńı

(18) a zároveň budeme demonstrovat fakt, že s rostoućım s z právě uvedeného

Důsledku 1 docháźı k jevu, se kterým jsme se u předcházej́ıćıch př́ıklad̊u, ve

kterých byly pod́ıly chyb také prezentovány pro body m = 1, . . . , 100, nesetkali.

Grafické znázorněńı integrálu můžeme vidět na Obrázku 28.

I(f) =

∫ π
2

0

[
− 3 cos(x)− x sin(x)− 2x2

π

]
dx

0

-3

Obrázek 28: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 10.

Ověřeńı spojitosti ponechme na čtenáři a začněme ověřeńım předpoklad̊u týka-

j́ıćıch se hodnot vybraných derivaćı v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉. Nejprve

uved’me prvńı derivaci funkce f(x)

f ′(x) = 2 sin(x)− x cos(x)− 4x

π
,

ze které plyne, že

f ′(0) = 0 a f ′
(
π

2

)
= 0,
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tzn. že zkoumané hodnoty jsou si rovny, a je splněn prvńı z předpoklad̊u. Dále

uved’me třet́ı derivaci funkce f(x)

f ′′′(x) = x cos(x),

d́ıky které můžeme ukázat, že

f ′′′(0) = 0 a f ′′′
(
π

2

)
= 0,

hodnoty jsou si opět rovny, proto pokračujme pátou derivaćı funkce f(x) ve tvaru

f (5)(x) = −2 sin(x)− x cos(x),

d́ıky které můžeme ukázat, že

f (5)(0) = 0 a f (5)

(
π

2

)
= −2.

Vid́ıme, že se tyto dvě hodnoty nerovnaj́ı, a tud́ıž jsme úspěšně splnili předpoklady

pro limitńı poměr ve tvaru −31
32

. Pokračujme tedy výpočtem přesné hodnoty

určitého integrálu I(f)

I(f) =

∫ π
2

0

[
− 3 cos(x)− x sin(x)− 2x2

π

]
dx =

=

[
− 4 sin(x) + x cos(x)− 2x3

3π

]π
2

0

.
= −4.82247.

Dále již můžeme uvést Tabulku 12, ve které si můžeme na prvńı pohled všimnout

hned několika věćı. Jednou z nich je skutečnost, že jsme v porovnáńı s kterýmkoli

z předchoźıch př́ıklad̊u dosáhli o několik řád̊u menš́ıch chyb, a to pro všechna m

kromě m = 1. Tento stav by nás měl obecně těšit, protože ćılem numerického

integrováńı je snaha o co nejtěsněǰśı přibĺıžeńı k přesné hodnotě integrálu I(f).

Takového přibĺıžeńı postupně dosahujeme v pr̊uběhu celé kapitoly, a to právě d́ıky

zvyšuj́ıćım se požadavk̊um na předpoklady, respektive s rostoućım s. Nicméně
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m R0,m(f) R1,m(f) R0,m(f)

R1,m(f)

1 -1.09653·10−3 1.12856·10−3 -9.71621·10−1

10 -9.63669·10−10 9.94727·10−10 -9.68778·10−1

20 -1.50431·10−11 1.55280·10−11 -9.68770·10−1

30 -1.32072·10−12 1.36247·10−12 -9.69361·10−1

40 -2.35367·10−13 2.42473·10−13 -9.70696·10−1

50 -6.39488·10−14 6.48370·10−14 -9.86301·10−1

60 -1.95399·10−14 2.22045·10−14 -8.80000·10−1

70 -7.10543·10−15 7.10543·10−15 -1

80 -3.55271·10−15 3.55271·10−15 -1

90 -3.55271·10−15 1.77636·10−15 -2

100 -1.77636·10−15 0 −∞

Tabulka 12: Vybrané hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
.

naš́ım současným ćılem je to, abychom na př́ıkladech ukázali, že poměr mezi

chybami konverguje k předem určené hodnotě, nyńı k −31
32

. T́ım se dostáváme

k posledńımu sloupci Tabulky 12. Můžeme vidět, že se poměr chyb zpočátku

chová tak, jak bychom dle předchoźıch zkušenost́ı očekávali, avšak už od řádku

obsahuj́ıćıho hodnoty pro m = 50 je zřejmé, že se pozorované pod́ıly postupně

Obrázek 29: Vykresleńı pod́ılu chyb při numerickém výpočtu integrálu I(f).
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vzdaluj́ı. Mnohem snáze, a zároveň podrobněji můžeme tuto situaci pozorovat

na Obrázku 29. Jako vždy jsou na horizontálńı ose umı́stěny hodnoty m a na

vertikálńı ose pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
.

Smyslem předešlého d̊urazu na velmi malé chyby, kterých bylo právě v pr̊uběhu

tohoto př́ıkladu dosaženo, je fakt, že jsme se vlastně poprvé přibĺıžili k hraničńım

možnostem Matlabu. Tato skutečnost je nejpravděpodobněǰśı př́ıčinou oscilace

vykreslené na Obrázku 29. V rámci daľśıho př́ıkladu se pokuśıme ukázat, že po-

kud budeme funkci f(x) integrovat přes deľśı interval 〈a, b〉, můžeme popisovanou

oscilaci oddálit. Přesněji řečeno, budeme mı́t možnost ukázat konvergenci pozo-

rovaných pod́ıl̊u až po podstatně větš́ı m.

Př́ıklad 11. Pro efektivněǰśı porovnáńı výsledk̊u využijme integrál z předcházej́ı-

ćıho př́ıkladu. Funkci f(x) nyńı budeme integrovat přes dev́ıtinásobně větš́ı inter-

val. Dı́ky této změně budeme muset stávaj́ıćı funkci lehce upravit, a to z d̊uvodu

zachováńı splněných předpoklad̊u. Integrál, se kterým budeme pracovat, je dán

v následuj́ıćım tvaru a jeho grafické znázorněńı můžeme vidět na Obrázku 30.

I(f) =

∫ 9π
2

0

[
− 3 cos(x)− x sin(x)− 2x2

9π

]
dx

0

-25

Obrázek 30: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 11.

Ověřeńı spojitosti a nyńı i předpoklad̊u na rovnosti a nerovnost hodnot derivaćı

v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉 ponecháme na čtenáři a budeme pokračovat
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výpočtem přesné hodnoty určitého integrálu I(f)

I(f) =

∫ 9π
2

0

[
− 3 cos(x)− x sin(x)− 2x2

9π

]
dx =

=

[
− 4 sin(x) + x cos(x)− 2x3

27π

] 9π
2

0

.
= −70.61983.

Nyńı již uved’me Tabulku 13 obsahuj́ıćı hodnoty chyb kvadraturńıch formuĺı

R0,m(f), R1,m(f) a pod́ıly těchto chyb R0,m(f)

R1,m(f)
pro vybraná m. Zde můžeme

vidět, že se d́ıky prodloužeńı intervalu hodnoty chyb zvětšily přibližně na takovou

úroveň, se kterou jsme se setkávali u př́ıklad̊u pro poměr −7
8
. Z posledńıho sloupce

je jasné, že hodnoty pod́ıl̊u minimálně pro vybraná m konverguj́ı k očekávané

hodnotě. Ještě přesněǰśı představu si můžeme vytvořit za pomoci Obrázku 31.

V grafu, který tento Obrázek zobrazuje, jsou na horizontálńı ose umı́stěny hod-

noty m a na vertikálńı ose sledované pod́ıly. Abychom ověřili i počátečńı tvrzeńı

o tom, že jsme oscilaci neodstranili, ale pouze ji oddálili, uved’me Obrázek 32, ze

kterého můžeme snadno zjistit, že i po prodloužeńı intervalu posloupnost pod́ıl̊u

začne zhruba od m = 350 oscilovat.

m R0,m(f) R1,m(f) R0,m(f)

R1,m(f)

1 7.99955·101 1.50445·102 5.31724·10−1

10 -5.68110·10−4 5.85030·10−4 -9.71079·10−1

20 -8.20043·10−6 8.45985·10−6 -9.69335·10−1

30 -7.09675·10−7 7.32371·10−7 -9.69010·10−1

40 -1.25677·10−7 1.29712·10−7 -9.68896·10−1

50 -3.28695·10−8 3.39266·10−8 -9.68842·10−1

60 -1.09941·10−8 1.13480·10−8 -9.68813·10−1

70 -4.35669·10−9 4.49697·10−9 -9.68807·10−1

80 -1.95429·10−9 2.01726·10−9 -9.68785·10−1

90 -9.63652·10−10 9.94731·10−10 -9.68756·10−1

100 -5.11974·10−10 5.28516·10−10 -9.68702·10−1

Tabulka 13: Vybrané hodnoty chyb R0,m(f), R1,m(f) a jejich pod́ıly R0,m(f)

R1,m(f)
.
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Obrázek 31: Vykresleńı pod́ılu chyb při numerickém výpočtu integrálu I(f).

Obrázek 32: Vykresleńı doplňuj́ıćıch hodnot pod́ılu chyb při numerickém výpočtu
integrálu I(f).

Je jasné, že po daľśım prodloužeńı intervalu 〈a, b〉 bychom źıskali výsledky

ještě lepš́ı, tzn. že by se oscilace ještě v́ıce vzdálila od sledovaného intervalu.

Vzhledem k tomu, že by postup př́ıklad̊u pro tvrzeńı (19) byl prakticky

totožný, uvedeme si zde pouze ve zkratce, jak může funkce splňuj́ıćı potřebné

předpoklady vypadat. Následně pouze za pomoci graf̊u ukážeme, že pro limitńı

pod́ıl chyb ve tvaru −127
128

oscilaci objev́ıme ještě podstatně dř́ıve než u zbylých

pod́ıl̊u a pro jej́ı posun muśıme interval prodlužovat několikanásobně v́ıce než
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v př́ıpadě pod́ılu −31
32

.

Př́ıklad 12. Následuj́ıćı funkce je opět odvozena z té, kterou jsem využili v př́ıpadě

Př́ıkladu 10. Ověřeńı všech předpoklad̊u ponecháme na čtenáři.

I(f) =

∫ π
2

0

[
− x4

6π
+ x2

(
4

π
+

π

12

)
+ x sin(x) + 5 cos(x)

]
dx =

=

[
x3(240 + 5π2 − 6x2

180π
− x cos(x) + 6 sin(x)

]π
2

0

.
= 7.88169.

Obrázek 33: Vykresleńı doplňuj́ıćıch hodnot pod́ılu chyb při numerickém výpočtu
integrálu I(f).

Na Obrázku 33 můžeme vidět, že hodnoty pod́ıl̊u chyb zde zač́ınaj́ı oscilovat

již před m = 20. Proto se opět pokusme p̊uvodńı interval prodloužit. Nyńı ho

prodlouž́ıme sedmnáctkrát. Daľśı funkce, opět odvozená, bude vypadat takto:

I(f) =

∫ 17π
2

0

[
x2(48 + 289π2 − 2x2)

204π
+ 5 cos(x) + x sin(x)

]
dx =

=

[
x3(240 + 1445π2 − 6x2

3060π
− x cos(x) + 6 sin(x)

] 17π
2

0

.
= 20255.66818.
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Obrázek 34: Vykresleńı doplňuj́ıćıch hodnot pod́ılu chyb při numerickém výpočtu
integrálu I(f).

Z Obrázku 34 zobrazuj́ıćıho pod́ıly chyb pro m = 1, . . . , 200 můžeme vidět, že

jsme ani d́ıky sedmnáctinásobnému prodloužeńı intervalu nedoćılili požadovaného

oddáleńı oscilace, která se nyńı zač́ıná projevovat přibližně od hodnoty m = 80.

S daľśım prodlužováńım bychom samozřejmě byli schopni výrazněǰśıho po-

sunu dosáhnout, nicméně je třeba poznamenat, že tento posun bude stále poma-

leǰśı. Daľśım závěrem, který můžeme za touto kapitolou vynést, je fakt, že v po-

sledńıch př́ıkladech řešená oscilace se bezpochyby vyskytuje i u integrál̊u, které

byly vybrány pro Př́ıklady 4,. . . ,9. To, v jakém bodě bychom dospěli k takto

malým chybám a k osciluj́ıćım pod́ıl̊um, může být námětem daľśıho zkoumáńı.
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3. Zobecněńı složeného obdélńıkového pravidla

V předcházej́ıćı kapitole jsme ukázali, že za daných podmı́nek je složené

obdélńıkové pravidlo lepš́ı než lichoběžńıkové. Nyńı se nab́ıźı otázka, zda neńı

možné vylepšit i samotné složené obdélńıkové pravidlo. Proto v této kapitole uva-

žujme jeho
”
zobecněńı“. Hodnoty funkce f(x) nyńı nebudeme poč́ıtat ve středech

interval̊u cj = xi+xi+1

2
, ale v bodech

cλ,j := xj + λ(xj+1 − xj) = xj + λ
b− a
m

,

kde λ ∈ 〈0, 1〉 a j = 0, 1, . . . ,m − 1, m ∈ N. Na Obrázku 35 můžeme vidět,

jak se takto nadefinovaný výběr bod̊u cλ,j promı́tne do grafického znázorněńı

kvadraturńı formule, pokud budeme parametr λ postupně měnit. Na Obrázku

35a je vykresleno klasické složené obdélńıkové pravidlo, tedy λ = 1
2
, a v částech b,

c a d můžeme pro porovnáńı vidět, jak se bude tato formule měnit pro λ = 0, 1
4
, 1
3

v tomto pořad́ı.

a b x

y

f

a b x

y

f

a b x

y

f

a b x

y

f

a

c d

b

Obrázek 35: Grafické znázorněńı ”zobecněného”složeného obdélńıkového pravidla
při r̊uzných hodnotách λ ∈ 〈0, 1〉.

Je zřejmé, že se nyńı budeme zabývat kvadraturńı formuĺı ve tvaru
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Q0,m(f, λ) :=
b− a
m

m−1∑
j=0

f(cλ,j) (20)

s chybou

R0,m(f, λ) :=

∫ b

a

f(x) dx−Q0,m(f, λ).

Výpočet právě uvedené kvadraturńı formule (20) můžeme provést v programu

Matlab za pomoci následuj́ıćıho skriptu:

1 function l=slozene_obdelnikove_pravidlo_mimo_stred(f,a,

b,m,lambda)

2 % složené obdélnı́kové pravidlo mimo střed

3 % f je funkce , kterou je třeba zadat přı́mo do

přı́kazového okna Matlabu ve tvaru anonymnı́ funkce ,

napřı́klad f=@(x) sin(x)

4 % a,b značı́ hranice intervalu

5 % m je počet podintervalů , na který dělı́me interval [a,

b]

6
7 % lambda je čı́slo ležı́cı́ v uzavřeném intervalu [0,1]

8
9 % Ověřenı́ , jestli a < b

10 if a>=b

11 error('!!! Hranice jsou opačné nebo jsou si rovny !!!

')
12 end

13
14 % Ověřenı́ , jestli je m přirozené čı́slo

15 if m~=round(m)||m<=0

16 error('!!! Počet uzlů nenı́ přirozené čı́slo !!!')
17 end

18
19 % Pokud uživatel hodnotu lambda nevložı́ , bude

vypočı́táno běžné obdélnı́kové pravidlo ve středu

intervalu , tedy lambda =1/2.

20 if (nargin <5)

21 lambda =1/2;

22 end

23
24 %Ověřenı́ , zda lambda ležı́ v intervalu (0,1)

64



25 if lambda <0 || lambda >1

26 error('!!! Vstupnı́ hodnota lambda nenı́ z intervalu

[0 ,1]!!!')
27 end

28
29 H=(b-a)/m;

30 x=(a+lambda*H):H:b;

31 y=f(x);

32 l=H*sum(y(1:1:m));

Nyńı již uved’me Větu 8 zabývaj́ıćı se chybami
”
zobecněného“ složeného ob-

délńıkového pravidla:

Věta 8. Necht’ f ∈ C1〈a, b〉, λ ∈ 〈0, 1〉 a necht’ f(a) 6= f(b). Pak plat́ı

lim
m→∞

R0,m(f, λ)

R0,m(f, 0)
= 1− 2λ. (21)

Důkaz: viz [9], str. 285-286.

Důsledek 2. Je-li nav́ıc λ 6= 1
2
, plat́ı též

lim
m→∞

R0,m(f, 1
2
)

R0,m(f, λ)
= 0. (22)

Tento d̊usledek nám vlastně ř́ıká, že za daných podmı́nek nemůžeme klasické

složené obdélńıkové pravidlo nijak vylepšit. Tzn. že nemůžeme źıskat přesněǰśı

výsledek než ten, který źıskáme při výpočtech s hodnotou λ = 1
2
, a to za předpo-

kladu, že m→∞.

Nyńı si stejně jako v předcházej́ıćı kapitole ukažme tvrzeńı (21) z Věty 8

a tvrzeńı (22) z Důsledku 2 na př́ıkladech. Celý postup provedeme na základě

následuj́ıćıch krok̊u:

1. Vybereme funkci f(x) splňuj́ıćı předpoklad spojitosti, tedy f ∈ C1〈a, b〉

2. Ověř́ıme, zda tato funkce splňuje i druhý z předpoklad̊u Věty 8, tedy že

f(a) 6= f(b)

3. Vypoč́ıtáme skutečnou (přesnou) hodnotu zvoleného integrálu I(f)
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4. Vypoč́ıtáme hodnoty kvadraturńıch formuĺı Q0,m(f, λ) pro m = 1, 10, 100,

1000, a λ = 0, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1, a to za pomoci skriptu uvedeného v úvodu této

kapitoly

5. Vypoč́ıtáme chybyR0,m(f, λ) = I(f)−Q0,m(f, λ), tedy vyč́ısĺıme rozd́ıl mezi

skutečnou (přesnou) hodnotou integrálu I(f) a jeho přibližnou hodnotou

Q0,m(f, λ) pro dané m = 1, 10, 100, 1000 a λ = 0, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1

6. Vypoč́ıtáme pod́ıly mezi chybami R0,m(f,λ)

R0,m(f,0)
pro dané m = 1, 10, 100, 1000 a

λ = 0, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1

Př́ıklad 13. Opět začněme ilustračńım integrálem z článku [9]. Grafické vyjá-

dřeńı tohoto integrálu můžeme vidět na Obrázku 36.

I(f) =

∫ π
2

0

sin(x) dx

1

0

Obrázek 36: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 13.

Jako prvńı ověřme předpoklad nerovnosti funkčńıch hodnot f(x) v krajńıch bo-

dech intervalu 〈a, b〉. Pokud do funkce

f(x) = sin(x)

dosad́ıme hodnoty a = 0 a b = π
2
, zjist́ıme, že

f(0) = 0 a f
(π

2

)
= 1.
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Je jasné, že si tyto dvě hodnoty nejsou rovny a předpoklad je splněn. Dále již

uved’me výpočet přesné hodnoty určitého integrálu

I(f) =

∫ π
2

0

sin(x) dx =
[
− cos(x)

]π
2

0
= 1.

V následuj́ıćı Tabulce 14 můžeme vidět hodnoty chyb R0,m(f, λ) pro vybraná

m = 1, 10, 100, 1000 a λ = 0, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1. Jak vyplývá z Věty 8 a z Důsledku 2,

nejmenš́ı chyby je za daných předpoklad̊u skutečně dosaženo pro λ = 1
2
.

m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

R0,m(f, 0) 1.00000 8.05968·10−2 7.87454·10−3 7.85604·10−4

R0,m(f, 1
4
) 3.98882·10−1 3.90431·10−2 3.92445·10−3 3.92673·10−4

R0,m(f, 1
3
) 2.14602·10−1 2.55181·10−2 2.61116·10−3 2.61731·10−4

R0,m(f, 1
2
) -1.10721·10−1 -1.02882·10−3 -1.02809·10−5 -1.02808·10−7

R0,m(f, 1) -5.70796·10−1 -7.64828·10−2 -7.83342·10−3 -7.85193·10−4

Tabulka 14: Hodnoty R0,m(f, λ) pro vybraná m a λ.

Před uvedeńım komentáře týkaj́ıćıho se obsahu Tabulky 15 nejprve zavedeme

značeńı:

P (λ) =
R0,m(f, λ)

R0,m(f, 0)

a

p(λ) = 1− 2λ.

V Tabulce 15 tedy můžeme vidět hodnoty pod́ıl̊u mezi chybami a k nim př́ıslušné

hodnoty, ke kterým by měly pod́ıly konvergovat. Hodnoty těchto pod́ıl̊u jsou zde

P (λ) p(λ) m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

P
(
1
4

)
1
2

3.98882·10−1 4.84425·10−1 4.98372·10−1 4.99836·10−1

P
(
1
3

)
1
3

2.14602·10−1 3.16614·10−1 3.31596·10−1 3.33159·10−1

P
(
1
2

)
0 -1.10721·10−1 -1.27651·10−2 -1.30559·10−3 -1.30865·10−4

P (1) −1 -5.70796·10−1 -9.48955·10−1 -9.94778·10−1 -9.99477·10−1

Tabulka 15: Hodnoty R0,m(f,λ)

R0,m(f,0)
pro vybraná m a λ.

67



uvedeny pro vybraná m = 1, 10, 100, 1000 a λ = 0, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1. Z Tabulky je zřejmé,

že hodnoty pod́ıl̊u ve všech př́ıpadech konverguj́ı k hodnotě dané Větou 8, tedy

k 1− 2λ. Z toho plyne, že i t́ımto zp̊usobem jsme byli schopni ukázat, že použit́ı

λ = 1
2

je tou nejlepš́ı volbou. Resp. že jedině v tomto př́ıpadě se výraz 1 − 2λ

rovná nule a pod́ıly chyb kvadraturńıch formuĺı k této hodnotě konverguj́ı.

Př́ıklad 14. Následuj́ıćı integrál byl vybrán ze sb́ırky [5] a jeho grafické zná-

zorněńı můžeme vidět na Obrázku 37. V tomto př́ıpadě již necháme ověřeńı

předpokladu f(a) 6= f(b) na čtenáři a budeme pokračovat daľśım krokem, tedy

výpočtem přesné hodnoty integrálu I(f):

I(f) =

∫ π
2

−π
2

(
cos2(x) + x2 sin(x)

)
dx =

[
x

2
− (x2 − 2) cos(x) + 2x sin(x) +

+
1

4
sin(2x)

]π
2

−π
2

.
= 1.57080

1

Obrázek 37: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 14.

V Tabulce 16 jsou uvedeny hodnoty chyb R0,m(f, λ) pro vybraná m = 1, 10, 100,

1000 a λ = 0, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1. Opět můžeme vidět, že kromě m = 1 dosáhneme nejmenš́ı

chyby v př́ıpadě, že λ = 1
2
. V tomto konkrétńım př́ıpadě jsme byli nav́ıc schopni už

od m = 10 vypoč́ıtat za pomoci kvadraturńı formule hodnotu shodnou s přesnou
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hodnotou určitého integrálu I(f), a to na patnáct platných cifer. Z toho plyne,

že je zde uvedená chyba rovna nule.

m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

R0,m(f, 0) 9.32237 7.75157·10−1 7.75157·10−2 7.75157·10−3

R0,m(f, 1
4
) 1.37030 3.87793·10−1 3.87581·10−2 3.87578·10−3

R0,m(f, 1
3
) -3.54755·10−1 2.58554·10−1 2.58387·10−2 2.58386·10−3

R0,m(f, 1
2
) -1.57080 0.00000 0.00000 0.00000

R0,m(f, 1) -6.18077 -7.75157·10−1 -7.75157·10−2 -7.75157·10−3

Tabulka 16: Hodnoty R0,m(f, λ) pro vybraná m a λ.

V Tabulce 17 můžeme vidět hodnoty pod́ıl̊u chyb R0,m(f,λ)

R0,m(f,0)
, a to pro vybraná

m = 1, 10, 100, 1000 a λ = 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1. I na tomto př́ıkladě jsme ukázali, že při

použit́ı λ = 1
2

źıskáme už od m = 10 ten nejpřesněǰśı výsledek, tedy že jedině

v tomto př́ıpadě pod́ıl chyb konverguje k nule.

P (λ) p(λ) m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

P
(
1
4

)
1
2

1.46990·10−1 5.00277·10−1 5.00003·10−1 5.00000·10−1

P
(
1
3

)
1
3

-3.80542·10−2 3.33551·10−1 3.33336·10−1 3.33333·10−1

P
(
1
2

)
0 -1.68498·10−1 0.00000 0.00000 0.00000

P (1) −1 -6.63005·10−1 -1.00000 -1.00000 -1.00000

Tabulka 17: Hodnoty R0,m(f,λ)

R0,m(f,0)
pro vybraná m a λ.

Př́ıklad 15. Tento integrál byl opět vybrán ze sb́ırky [5]. Grafické znázorněńı

tohoto integrálu můžeme vidět na Obrázku 38. Krok ověřuj́ıćı předpoklad f(a) 6=

f(b) opět ponecháme na čtenáři a budeme pokračovat výpočtem přesné hodnoty

určitého integrálu I(f):

I(f) =

∫ π

0

ex cos2(x) dx =

[
ex

10
(5 + cos(2x) + 2 sin(2x))

]π
0

.
= 13.28442.

V Tabulce 18 můžeme stejně jako v přecházej́ıćıch př́ıpadech vidět hodnoty chyb

R0,m(f, λ) pro vybraná m = 1, 10, 100, 1000 a λ = 0, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1. I zde jsme byli
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25

Obrázek 38: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 15.

schopni potvrdit tvrzeńı Věty 8, respektive Důsledku 2, že limitně dosáhneme

nejmenš́ıho odchýleńı od přesné hodnoty I(f) pokud λ = 1
2
.

m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

R0,m(f, 0) 10.14282 3.29424 3.45964·10−1 3.47603·10−2

R0,m(f, 1
4
) 9.83922 1.76709 1.74126·10−1 1.73915·10−2

R0,m(f, 1
3
) 11.04630 1.22491 1.16540·10−1 1.15989·10−2

R0,m(f, 1
2
) 13.28442 9.23747·10−2 9.10631·10−4 9.10501·10−6

R0,m(f, 1) -59.41421 -3.66146 -3.49606·10−1 -3.47967·10−2

Tabulka 18: Hodnoty R0,m(f, λ) pro vybraná m a λ.

V Tabulce 19 můžeme vidět hodnoty pod́ıl̊u chyb R0,m(f,λ)

R0,m(f,0)
pro vybraná m =

1, 10, 100, 1000 a λ = 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1. Je zřejmé, že i t́ımto zp̊usobem jsme byli schopni

potvrdit skutečnost, že hodnota parametru λ = 1
2

je tou nejvhodněǰśı, a to proto,

že tento pod́ıl jako jediný konverguje k nule.

P (λ) p(λ) m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

P
(
1
4

)
1
2

9.70067·10−1 5.36418·10−1 5.03305·10−1 5.00328·10−1

P
(
1
3

)
1
3

1.08908 3.71835·10−1 3.36855·10−1 3.33683·10−1

P
(
1
2

)
0 1.30974 2.80413·10−2 2.63215·10−2 2.61937·10−4

P (1) −1 -5.85776 -1.11147 -1.01053 -1.00105

Tabulka 19: Hodnoty R0,m(f,λ)

R0,m(f,0)
pro vybraná m a λ.
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Nyńı již uved’me Větu 9. Tato Věta se opět zabývá chybami
”
zobecněného“

složeného obdélńıkového pravidla, avšak pro funkce splňuj́ıćı odlǐsné předpoklady

než v předcházej́ıćım př́ıpadě:

Věta 9. Necht’ f ∈ C2〈a, b〉, λ ∈ 〈0, 1〉, f(a) = f(b) a necht’ f ′(a) 6= f ′(b). Pak

plat́ı

lim
m→∞

R0,m(f, λ)

R0,m(f, 0)
= 6λ2 − 6λ+ 1. (23)

Důkaz: viz [9], str. 287.

Z obsahu právě uvedené Věty již můžeme názorně vidět, že v tomto př́ıpadě

je možné nalézt hodnotu parametru λ takovou, která předč́ı výsledky źıskané

pomoćı běžného složeného obdélńıkového pravidla. Touto hodnotou budou kořeny

polynomu 6λ2 − 6λ+ 1, které jsou dány ve tvarech

λ∗ =
1

2
−
√

3

6
.
= 0.21132

a

λ∗ =
1

2
+

√
3

6
.
= 0.78868.

Tvrzeńı (23) z Věty 9 si opět ukažme na př́ıkladech. Postup bude analogický

jako v př́ıpadě Věty 8. Jednou z výrazněǰśıch změn bude logické rozš́ı̌reńı počtu

hodnot parametru λ, které při výpočtech využijeme. Ke stávaj́ıćım hodnotám λ =

0, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1 přidáme výše zmı́něné kořeny polynomu λ∗ a λ∗. Druhou změnou bude

samozřejmě tvar ověřovaných předpoklad̊u, nyńı budeme ověřovat, zda f(a) =

f(b) a f ′(a) 6= f ′(b).

Př́ıklad 16. Opět začněme integrálem z článku [9]. Grafické vyjádřeńı tohoto

integrálu můžeme vidět na Obrázku 39.

I(f) =

∫ π

0

sin(x) dx

Nyńı ověřme předpoklady f(a) = f(b) a f ′(a) 6= f ′(b). Pokud do funkce

f(x) = sin(x)
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1

0

Obrázek 39: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 16.

dosad́ıme hodnoty a = 0 a b = π, zjist́ıme, že

f(0) = 0 a f(π) = 0.

Je patrné, že se tyto dvě hodnoty rovnaj́ı, a t́ım je splněn prvńı z předpoklad̊u.

Dále uved’me prvńı derivaci funkce f(x):

f ′(x) = cos(x),

pokud za krajńı hodnoty intervalu 〈a, b〉 dosad́ıme, zjist́ıme, že

f ′(0) = 1 a f ′(π) = −1

se nerovnaj́ı a všechny potřebné předpoklady jsou splněny. Dále vyjádřeme přesnou

hodnotu určitého integrálu I(f):

I(f) =

∫ π

0

sin(x) dx =

[
− cos(x)

]π
0

= 2.

Tabulka 20 uvád́ı hodnoty chyb R0,m(f, λ) pro vybraná m = 1, 10, 100, 1000 a

λ = 0, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1, λ∗, λ

∗. Můžeme vidět, že se oproti předcházej́ıćım př́ıklad̊um

struktura velikost́ı chyb dle jednotlivých hodnot parametru λ změnila. Nyńı

źıskáme nejmenš́ı rozd́ıl mezi hodnotou integrálu I(f) a kvadraturńı formuĺı

v takovém př́ıpadě, kdy jako parametr využijeme bud’ λ∗, nebo λ∗, a to za

předpokladu, že m→∞.
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m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

R0,m(f, 0) 2.00000 1.64765·10−2 1.64496·10−4 1.64493·10−6

R0,m(f, 1
4
) -2.21441·10−1 -2.05765·10−3 -2.05618·10−5 -2.05617·10−7

R0,m(f, 1
3
) -7.20699·10−1 -5.49617·10−3 -5.48324·10−5 -5.48311·10−7

R0,m(f, 1
2
) -1.14159 -8.24841·10−3 -8.22491·10−5 -8.22467·10−7

R0,m(f, 1) 2.00000 1.64765·10−2 1.64496·10−4 1.64493·10−6

R0,m(f, λ∗) 6.41804·10−2 4.52385·10−6 4.50990·10−10 4.99600·10−14

R0,m(f, λ∗) 6.41804·10−2 4.52385·10−6 4.50990·10−10 4.99600·10−14

Tabulka 20: Hodnoty R0,m(f, λ) pro vybraná m a λ.

Před uvedeńım komentáře k Tabulce 21 opět doplňme potřebné značeńı:

r(λ) = 6λ2 − 6λ+ 1.

V Tabulce 21 tedy můžeme vidět hodnoty pod́ıl̊u mezi chybami P (λ) a k nim

př́ıslušné hodnoty r(λ), ke kterým by měly pod́ıly konvergovat. Hodnoty takových

pod́ıl̊u jsou zde uvedeny pro vybraná m = 1, 10, 100, 1000 a λ = 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1, λ∗, λ

∗.

Opět si můžeme všimnout, že ve všech řádćıch docháźı k očekávané konvergenci,

d́ıky které je znovu možno potvrdit, že nejpřesněǰśıch výsledk̊u dosáhneme, pokud

jako parametr využijeme jeden z kořen̊u polynomu 6λ2 − 6λ+ 1.

P (λ) r(λ) m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

P
(
1
4

)
−1

8
-1.10721·10−1 -1.24884·10−1 -1.24999·10−1 -1.25000·10−1

P
(
1
3

)
−1

3
-3.60350·10−1 -3.33577·10−1 -3.33336·10−1 -3.33333·10−1

P
(
1
2

)
−1

2
-5.70796·10−1 -5.00618·10−1 -5.00006·10−1 -5.00000·10−1

P (1) 1 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000

P (λ∗) 0 3.20902·10−2 2.74564·10−4 2.74164·10−6 3.03721·10−8

P (λ∗) 0 3.20902·10−2 2.74564·10−4 2.74164·10−6 3.03721·10−8

Tabulka 21: Hodnoty R0,m(f,λ)

R0,m(f,0)
pro vybraná m a λ.

Př́ıklad 17. Dále ukažme tvrzeńı (23) i na následuj́ıćım integrálu, jehož grafické

znázorněńı můžeme vidět na Obrázku 40. Ověřeńı potřebných předpoklad̊u opět
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ponecháme na čtenáři a budeme pokračovat výpočtem přesné hodnoty určitého

integrálu I(f):

I(f) =

∫ √5
−1

(x6 − 5x4 − x2 + 5)arctg(x)

x2 + 1
dx =

[
1

20
(22x2 − x4) +

+
x

5
(x2 − 5)2arctg(x)− 18

5
ln(1 + x2)

]√5
−1

.
= −3.26828.

2

Obrázek 40: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 17.

V následuj́ıćı Tabulce 22 můžeme vidět hodnoty chyb R0,m(f, λ) pro vybraná m =

1, 10, 100, 1000 a λ = 0, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1, λ∗, λ

∗. Znovu jsme byli schopni potvrdit tvrzeńı

Věty 9, že nejmenš́ı odchýleńı od přesné hodnoty určitého integrálu I(f) limitně

źıskáme pouze pokud za parametr λ dosad́ıme kořeny polynomu, tedy λ∗ nebo

λ∗. V Tabulce 23 můžeme vidět hodnoty pod́ıl̊u chyb kvadraturńıch formuĺı pro

m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

R0,m(f, 0) -3.26828 -2.33667·10−1 -2.34391·10−3 -2.34399·10−5

R0,m(f, 1
4
) -3.47711·10−1 1.52442·10−2 2.78917·10−4 2.91590·10−6

R0,m(f, 1
3
) -4.52945 6.67098·10−2 7.70170·10−4 7.80216·10−6

R0,m(f, 1
2
) -8.38113 1.16559·10−1 1.17193·10−3 1.17199·10−5

R0,m(f, 1) -3.26828 -2.33667·10−1 -2.34391·10−3 -2.34399·10−5

R0,m(f, λ∗) 1.10179 -1.42662·10−2 -1.44372·10−5 -1.44489·10−8

R0,m(f, λ∗) 8.52903 1.45100·10−2 1.44617·10−5 1.44513·10−8

Tabulka 22: Hodnoty R0,m(f, λ) pro vybraná m a λ.

74



vybraná m = 1, 10, 100, 1000 a λ = 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1, λ∗, λ

∗. I zde jsme ukázali, že hodnoty

pod́ıl̊u konverguj́ı k očekávaným hodnotám r(λ), č́ımž opětovně potvrzujeme fakt,

že d́ıky λ∗ nebo λ∗ źıskáme nejpřesněǰśı výsledky.

P (λ) r(λ) m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

P
(
1
4

)
−1

8
1.06390·10−1 -6.52392·10−2 -1.18996·10−1 -1.24399·10−1

P
(
1
3

)
−1

3
1.38588 -2.85491·10−1 -3.28583·10−1 -3.32859·10−1

P
(
1
2

)
−1

2
2.56439 -4.98826·10−1 -4.99988·10−1 -5.00000·10−1

P (1) 1 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000

P (λ∗) 0 -3.37116·10−1 6.10536·10−2 6.15946·10−3 6.16423·10−4

P (λ∗) 0 -2.60964 -6.20969·10−2 -6.16990·10−3 -6.16527·10−4

Tabulka 23: Hodnoty R0,m(f,λ)

R0,m(f,0)
pro vybraná m a λ.

Př́ıklad 18. Jako posledńı si uvedeme následuj́ıćı integrál. Jeho grafické zná-

zorněńı můžeme vidět na Obrázku 41. Ověřeńı potřebných předpoklad̊u znovu

ponecháme na čtenáři a uvedeme až následuj́ıćı krok, kterým je určeńı přesné

hodnoty určitého integrálu I(f):

I(f) =

∫ √ 7π+6
2

0

x cos2(3− x2) dx =

[
1

8
(2x− sin(6− 2x2)− 6)

]√ 7π+6
2

0

.
= 3.46397

0

3

Obrázek 41: Vykresleńı určitého integrálu I(f) z Př́ıkladu 18.

Jak můžeme vidět v Tabulce 24, hodnoty chyb kvadraturńıch formuĺı R0,m(f, λ)

pro m = 1, 10, 100, 1000 a λ = 0, 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1, λ∗, λ

∗ maj́ı v tomto př́ıpadě k sobě
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m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

R0,m(f, 0) 3.46397 3.22273·10−1 1.16174·10−4 1.14325·10−6

R0,m(f, 1
4
) 2.49406 -4.42676·10−1 -1.87129·10−4 -3.14245·10−7

R0,m(f, 1
3
) 3.39046 -5.22318·10−1 -1.75562·10−4 -5.16501·10−7

R0,m(f, 1
2
) -1.93190 -3.12650·10−1 -5.87902·10−5 -5.71696·10−7

R0,m(f, 1) 3.46397 3.22273·10−1 1.16174·10−4 1.14325·10−6

R0,m(f, λ∗) 1.92960 -3.66136·10−1 -1.76930·10−4 -1.75844·10−7

R0,m(f, λ∗) -4.28101 5.11126·10−1 1.77556·10−4 1.75905·10−7

Tabulka 24: Hodnoty R0,m(f, λ) pro vybraná m a λ.

podstatně bĺıže než u předešlých př́ıklad̊u. Pokud se v tabulce pod́ıváme do

sloupce pro m = 100, zjist́ıme, že zde klasické složené obdélńıkové pravidlo

překvapivě předčilo to
”
zobecněné“ s hodnotami parametru λ rovným kořen̊um

polynomu 6λ2 − 6λ + 1. Je zřejmé, že bychom při takto vysokém počtu po-

dinterval̊u intervalu 〈a, b〉 očekávali výsledky odlǐsné. Až v daľśım sloupci, tedy

m = 1000, můžeme vidět, že jednotlivé chyby nabyly takových hodnot, které

již splňuj́ı naše opodstatněná očekáváńı. I přesto si můžeme povšimnout, že jed-

notlivé chyby se od sebe významně nelǐśı. Proto zde uvedeme i následuj́ıćı Ta-

bulku 25, ve které již můžeme vidět, že s rostoućım m, přesněji řečeno s m =

10000, 25000, 100000, 250000, je chyba v př́ıpadě λ∗ a λ∗ podstatně menš́ı než při

použit́ı zbývaj́ıćıch hodnot parametru.

m = 10000 m = 25000 m = 100000 m = 250000

R0,m(f, 0) 1.14307·10−8 1.82890·10−9 1.14301·10−10 1.82836·10−11

R0,m(f, 1
4
) -1.60019·10−9 -2.39563·10−10 -1.44520·10−11 -2.31326·10−12

R0,m(f, 1
3
) -3.94562·10−9 -6.18287·10−10 -3.82112·10−11 -6.10445·10−12

R0,m(f, 1
2
) -5.71538·10−9 -9.14469·10−10 -5.71627·10−11 -9.14691·10−12

R0,m(f, 1) 1.14307·10−8 1.82890·10−9 1.14301·10−10 1.82836·10−11

R0,m(f, λ∗) -1.75853·10−10 -1.12745·10−11 -1.68310·10−13 -1.28786·10−14

R0,m(f, λ∗) 1.75866·10−10 1.12634·10−11 1.65645·10−13 2.62013·10−14

Tabulka 25: Hodnoty R0,m(f, λ) pro vybraná m a λ.
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P (λ) r(λ) m = 1 m = 10 m = 100 m = 1000

P
(
1
4

)
−1

8
7.20001·10−1 -1.37360 -1.61077 -2.74869·10−1

P
(
1
3

)
−1

3
9.78778·10−1 -1.62073 -1.51120 -4.51782·10−1

P
(
1
2

)
−1

5
-5.57713·10−1 -9.70140·10−1 -5.06054·10−1 -5.00060·10−1

P (1) 1 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000

P (λ∗) 0 5.57051·10−1 -1.13610 -1.52297 -1.53810·10−1

P (λ∗) 0 -1.23587 1.58600 1.52836 1.53863·10−1

Tabulka 26: Hodnoty R0,m(f,λ)

R0,m(f,0)
pro vybraná m a λ.

Stejně tak můžeme vidět, že ani Tabulka 26 zobrazuj́ıćı pod́ıly chyb kvadraturńıch

formuĺı P (λ) pro m = 1, 10, 100, 1000 a λ = 1
4
, 1
3
, 1
2
, 1, λ∗, λ

∗ převážně neob-

sahuje hodnoty, které by viditelně zobrazovaly očekávanou konvergenci k hod-

notě r(λ) uvedené ve Větě 9. Proto i zde uved’me hodnoty pod́ıl̊u chyb pro

m = 10000, 25000, 100000, 250000, které nalezneme v Tabulce 27. Dı́ky těmto

hodnotám již můžeme zmı́něnou konvergenci lépe ukázat a zároveň potvrdit.

P (λ) r(λ) m = 10000 m = 25000 m = 100000 m = 250000

P
(
1
4

)
−1

8
-1.39990·10−1 -1.30987·10−1 -1.26439·10−1 -1.26521·10−1

P
(
1
3

)
−1

3
-3.45177·10−1 -3.38065·10−1 -3.34305·10−1 -3.33876·10−1

P
(
1
2

)
−1

2
-5.00001·10−1 -5.00010·10−1 -5.00109·10−1 -5.00279·10−1

P (1) 1 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000

P (λ∗) 0 -1.53842·10−2 -6.16465·10−3 -1.47252·10−3 -7.04379·10−4

P (λ∗) 0 1.53853·10−2 6.15858·10−3 1.44921·10−3 1.43305·10−3

Tabulka 27: Hodnoty R0,m(f,λ)

R0,m(f,0)
pro vybraná m a λ.
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo nastudovat teorii numerické integrace s

primárńım zaměřeńım na Newtonovy-Cotesovy kvadraturńı formule, představit

a na př́ıkladech demonstrovat vzájemné vztahy chyb složeného obdélńıkového

a lichoběžńıkového pravidla a ukázat, že existuj́ı možnosti, jak vylepšit složené

obdélńıkové pravidlo. Práce byla koncipována tak, aby v př́ıpadě zájmu mohla

sloužit jako doplňuj́ıćı studijńı materiál (např́ıklad student̊um základńıho kurzu

numerických metod).

V prvńı části této práce jsme se zaměřili na vysvětleńı všech potřebných

pojmů. Stěžejńı podkapitolu o složených kvadraturńıch formuĺıch jsme doplnili

kódy z programu Matlab a ilustrativńımi př́ıklady. V druhé kapitole jsme se

zabývali poměry, které lze nalézt mezi chybami složeného obdélńıkového a li-

choběžńıkového pravidla. Zde uvedená tvrzeńı jsme demonstrovali na př́ıkladech.

V posledńı kapitole jsme se zabývali možnost́ı vylepšeńı složeného obdélńıkového

pravidla, tuto část jsme opět doplnili o ukázkové př́ıklady.

Domńıvám se, že vytyčené ćıle práce byly splněny. Během studia teoretické

části jsem si upevnila a rozš́ı̌rila znalosti dané problematiky, se kterou jsem

následně seznámila i čtenáře. V pr̊uběhu daľśıch kapitol jsem práci doplnila vlast-

ńımi poznatky a př́ıklady.

Vytvářeńı této práce pro mě bylo velkým př́ınosem. Kromě toho, že jsem

źıskala mnoho vědomost́ı týkaj́ıćıch se př́ımo numerického integrováńı a jeho

zvláštnost́ı, jsem si upevnila také dovednosti v softwaru Matlab, ve kterém byly

provedeny téměř všechny potřebné výpočty, a v typografickém softwaru LATEX,

ve kterém byla práce napsána. Daľśım významným př́ınosem pro mě byla práce

s převážně cizojazyčnou literaturou.
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